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Resumen

Titulo: Conocimiento especializado sobre la funcion lineal de un profesor de matematicas en
formacion*

Autor: Giovanny Alberto Segura Herrera™

Palabras clave: Conocimiento especializado, Funcion Lineal, Profesor de matemaéticas en
formacion.

Descripcion: El presente documento presenta los resultados de una investigacion de corte
cualitativo, a partir de un estudio de caso que tuvo por objetivo: Caracterizar el conocimiento
especializado evidenciado por un profesor de matematicas en formacion en el marco del MTSK,
mientras desarrolla su trabajo de grado sobre la funcion lineal y la atencién a la diversidad en el
aula. Nuestro estudio se fundamento teorica y metodolégicamente en el modelo MTSK el cual nos
permitioé dar cumplimiento al objetivo a partir de una metodologia que consistié en cuatro fases:
estudio y seleccion del caso de estudio, seleccion de las fuentes de informacion, seleccion y
sistematizacion de los datos, y el analisis del conocimiento evidenciado.

Entre los resultados destacamos que el profesor en formacion reconoce la variacion y la
proporcionalidad como caracteristicas importantes en la conceptualizacion de la funcién lineal,
esto lo llevd a reconocer fendGmenos y situaciones de variacion y cambio, que sean estudiadas por
medio GeoGebra. Estos aspectos en su conocimiento especializado fueron consolidados en gran
medida, gracias a la retroalimentacion que recibe en la participacion de una Comunidad de Practica
de educadores matematicos, desde lo cual consideramos que nuestra investigacion resalta la
importancia de caracterizar el MTSK de un profesor durante procesos de desarrollo profesional
con el fin de establecer como se consolidan cambios en su conocimiento especializado.

* Trabajo de Grado
“ Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Programa académico. Director: Sandra Evely
Parada Rico. Codirector: Eric Flores Medrano
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Abstract

Title: Specialized knowledge about linear function of a trainee mathematics teacher*

Author: Giovanny Alberto Segura Herrera™

Key Words: Specialized Knowledge, Linear Function, Mathematics Teacher's in Training

Description: This document presents the results of a qualitative research, based on a case study
that had the following objective: to characterise the specialised knowledge evidenced by a
mathematics teacher in training within the framework of the MTSK, while developing his degree
work on the linear function and attention to diversity in the classroom. Our study was based
theoretically and methodologically on the MTSK model, which allowed us to fulfil our objective
based on a methodology consisting of four phases: study and selection of the case study, selection
of the sources of information, selection and systematisation of the data, and analysis of the
knowledge evidenced.

Among the results we highlight that the trainee teacher recognises variation and proportionality as
important characteristics in the conceptualisation of the linear function, this led him to recognise
phenomena and situations of variation and change, which are studied by means of GeoGebra.
These aspects in his specialised knowledge were consolidated to a large extent, thanks to the
feedback he receives in the participation of a Community of Practice of mathematics educators,
from which we consider that our research highlights the importance of characterising a teacher's
MTSK during professional development processes in order to establish how changes in his
specialised knowledge are consolidated.

* Bachelor Thesis
** Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Programa académico. Director: Sandra Evely
Parada Rico. Codirector: Eric Flores Medrano
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Introduccién

Investigaciones sobre la formacion (inicial o continua) del profesor de matematicas
tomaron mayor relevancia en la educacion matematica durante las Ultimas décadas muy
seguramente debido a que la labor docente juega un papel fundamental en el proceso de ensefianza-
aprendizaje. Esta hipotesis se confirma a traves de las diferentes investigaciones en el area (de
corte curricular, cognitivo y de evaluacién de las diferentes ramas de la didactica de la
matematica), donde de manera explicita o implicita se termina confirmando el protagonismo del

profesor, por aspectos como su disposicion, conocimientos, practica o reflexiones.

A pesar de reconocerse la importancia del profesor en los procesos de ensefianza y
aprendizaje y por ende su formacion, los programas de desarrollo profesional no logran abarcar
con la profundidad necesaria aspectos teoricos de la didactica, matematica y pedagogia que son

fundamentales para en el desarrollo de su préactica docente.

Al respecto, Ponte (1999) estudia este aspecto desde los conocimientos del profesor,
afirmando que “...los docentes no pueden ejercer su funcién con competencia y calidad sin una
formacidn adecuada para impartir las materias o conocimientos a su cargo, sin un conjunto basico
de conocimientos y habilidades profesionales orientados a su practica docente” (p. 1), pero, ¢qué
y cOmo son estos conocimientos?, son cuestiones relevantes para que los programas de desarrollo
profesional adecien sus procesos y momentos de formacion. Algunos trabajos han realizado
importantes acercamientos a una respuesta para la pregunta anterior (Rojas, 2014; Montes, 2015;
Escudero, 2015; Aguilar, 2016; Lifian, 2017; Espinoza, 2020) destacando aspectos de la naturaleza
del profesor. Al respecto, Escudero (2015) realiza una sintesis sobre la naturaleza del conocimiento

del profesor, con caracteristicas descritas a continuacion:



CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DE UN PROFESOR EN FORMACION 13

Situado y contextualizado: EIl conocimiento del profesor es producto de sus actividades,
contextos y de la cultura donde se desarrolla.

Personal: EI conocimiento del profesor depende de sus experiencias de vida y como
docente, ademds de sus valores, creencias, y actitudes. Lo que lo hace particular y diferente
al de otros.

Social: La mayoria de concepciones del individuo estan enmarcadas por la experiencia
dentro de contextos sociales, aunque existe un margen en el que el sujeto puede ampliar
sus concepciones mediante una reflexion consiente (Ponte, 1994).

Dinamico, Integrado y Complejo: El conocimiento del profesor se compone por diferentes
tipos de saberes los cuales son dificiles de aislar entre si, pues poseen un caracter
integrador, ademas cuando uno de estos saberes aumenta o se profundiza repercutiendo en
los demas, resaltadndose su complejidad, por ende, el conocimiento no es estatico, crece y
se transforma a través de sus experiencias profesionales y una reflexion consiente sobre
ellas.

Parcialmente tacito: En ocasiones el profesor no es capaz de describir el saber que sus
acciones evidencian, es decir, el conocimiento tiene una componente que surge de manera
espontanea por la necesidad de resolver problemas, es un saber desde la accion (Schon,
1987), el cual por medio de la reflexion se puede convertir en conocimiento desde la accion.
Practico: El conocimiento del profesor es desde y para la practica, es decir, la fuente del
conocimiento del profesor proviene de su experiencia profesional, y es este conocimiento
la base para desarrollar su practica. Vale la pena resaltar que las experiencias por si solas
no son suficientes para generar el conocimiento, es necesario que reflexione tedricamente

sobre sus experiencias.
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Complemento a lo anterior, Climent (2002) afirma que la practica del profesor debe
entenderse en un sentido amplio (no solo aquella que ocurre dentro del aula de clase), por ejemplo,
se incluyen: planeaciones de clase, reflexiones sobre su experiencia docente, incluso el disefio de
material didactico para la ensefianza y aprendizaje de un tema. Por ello, consideramos que un
aporte en esta linea es el estudio del conocimiento de un profesor en un proceso de formacién en
el que se pudo visualizar el caracter dindmico, en un contexto determinado por ambientes

colaborativos entre educadores matematicos.

Para ello, realizamos una investigacion de corte cualitativo, a partir de un estudio de caso
(Stake, 1999) de tipo instrumental, que nos permitié entender las particularidades del conocimiento
personal de un profesor, que desarrollo su trabajo de grado (para obtener el titulo de profesor de
matematicas) en el cual centro su atencion en dos aspectos: La funcién lineal y la atencion a la
diversidad en el aula de matematicas. Un aspecto a destacar del proceso de formacion del caso
seleccionado es la participacion que tuvo en un proyecto de investigacion desarrollado por una

Comunidad de Practica (CoP) con fundamento en la teoria social de Wenger (1998).

Este tipo de comunidades se conforman por personas que comparte una preocupacion, un conjunto
de intereses y/o problemas alrededor de un tema, y que profundizan sus conocimientos en esta area a través
de entornos colaborativos para construir conocimiento a beneficio de cada uno de sus miembros (Wenger,

1998).

Con base en lo anterior, consideramos enmarcar (desde lo teérico y metodoldgico) nuestra
investigacion en el modelo denominado Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas
(MTSK, por sus siglas en inglés) ya que facilita caracterizar la naturaleza y complejidad del
conocimiento especifico del profesor de matematicas a partir de sus categorias de analisis

(Escudero, 2015) y desde los diferentes escenarios de su practica (Flores et al., 2013) debido a
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que nuestras fuentes de informacion son documentos que registran el proceso de un profesor

mientras construye un disefio didactico alrededor de la funcion lineal.

La estructura del documento esta comprendida en cinco capitulos: i) Algunos antecedentes
y el planteamiento del problema; ii) Marco tedrico: Modelo MTSK; iii) Metodologia de la

investigacion; iv) Resultados sobre el conocimiento de Felipe; y v) Conclusiones.

1 Algunos antecedentes y planteamiento del problema
En este capitulo mencionamos aquellos trabajos y reportes de investigacién (en educacién

matematica) que nos permitieron consolidar el problema de investigacion, y los organizamos en
tres lineas: i) Aquellos referentes del conocimiento del profesor de matematicas y que son el
fundamento de nuestro marco tedrico (el modelo MTSK); ii) Algunos trabajos relacionados al
concepto de funcion lineal; iii) Aquellos estudios relacionados con el modelo MTSK y la funcion

lineal; y iv) Planteamiento del problema de investigacion

1.1 Conocimiento del profesor de matematicas
Buena parte de las investigaciones sobre la formacidn de profesores de matematicas se han
enfocado en sus conocimientos, creencias y concepciones y las relaciones que existen entre ellas
como se presenta en Thompson (1992). La importancia de investigar sobre el conocimiento del
profesor se explica en trabajos como como el de Hill et al., (2008) en el que se logra concluir que
los profesores con un mayor dominio del tema que ensefian tienen mayores posibilidades de

responder de manera positiva a las necesidades que puedan presentar sus alumnos.

Investigadores como Ponte, (1999; 2012) y Climent (2002) han denominado este
conocimiento especifico del profesor como conocimiento profesional, el cual se define como el

“conjunto de todos los saberes y experiencias que un profesor posee y de los cuales hace uso en el
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desarrollo de su labor docente” (Climent, 2002, p. 52). A lo largo de su trabajo nuestro caso de
estudio enfatizd que este conocimiento se va desarrollando a lo largo de sus experiencias.
Asimismo, Carrillo et al. (2014) reconocen que el conocimiento profesional y el desarrollo
profesional forman un complemente, ya el conocimiento del profesor son el sustento para sus
reflexiones en su desarrollo profesional, pero este Ultimo provee también aprendizajes que luego

se consolidan en conocimiento.

Por otra parte, el conocimiento profesional debe ser entendido desde y para la préctica del
docente. Segun Ponte (2012) el conocimiento del profesor de matematicas esta sujeto a diversas
influencias su especificidad radica en que esta orientada a una actividad: ensefiar matematicas a
un grupo de alumnos. Lo anterior se puede considerar como una relacion inminente entre teoria y

practica para ejercer su labor de manera efectiva.

Esta relacion entre teoria y practica fue estudiada por Garcia (2005), en donde establece
que la practica es otro momento en el que el profesor complementa su conocimiento profesional.
En ese sentido, los profesores movilizan sus conocimientos para crear situaciones para ensefiar. Al
respecto Flores et al. (2013) mencionan diferentes escenarios donde los profesores movilizan sus

conocimientos, entre los cuales se destacan momentos de disefio y planeacion.

Otro aspecto que ha sido ampliamente estudiado es ¢como se estructura el conocimiento
profesional? o ;cual es su contenido?, lo cual nos remonta a trabajos como el de Shulman (1986),
considerandose como uno de los primeros en estudiar este aspecto. En este trabajo el autor
considera tres tipos de conocimiento; el conocimiento del contenido de la materia; el conocimiento

didactico de la materia; y el conocimiento curricular. Este aporte de Shulman de estudiar el
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conocimiento pedagdgico y matematico del profesor de manera conjunta, permite dar cuenta de la

complejidad del conocimiento profesional del profesor.

Tomando como base los trabajos de Shulman, Débora Ball y sus colaboradores proponen
estudiar el conocimiento profesional del profesor de matematicas desde el modelo Mathematical
Knowledge for Teaching (MKT) en Ball et al. (2008). Esta propuesta consiste en estudiar el
conocimiento en dominios de conocimiento similares a los que propone Shulman, incluyendo
subdominios de conocimiento como el conocimiento especializado del contenido (SCK por sus
siglas en inglés) el cual es definido por los autores como el conjunto de aquellos conocimientos y
habilidades matematicas relacionadas con la su ensefianza, es decir, un conocimiento exclusivo
del profesor de matematicas distinguiéndolo del conocimiento de otros profesionales que también
hacen uso de la matematica, lo cual lleva a estudiar y entender el conocimiento profesional del

profesor de matematicas como un conocimiento especializado.

Otro subdominio que incluyen es el Conocimiento comun del contenido (CCK por sus
siglas en inglés) orientado a aquel conocimiento matematico que no es exclusivo para la ensefianza
de la matematica, al parecer el modelo considera a estos dos conjuntos de conocimientos como

disjuntos lo que genera dificultades al momento de entender el conocimiento del profesor.

De acuerdo con Carrillo et al. (2018) uno de los aspectos que dificultan en el uso del MKT,
es que algunos subdominios se superponen, es decir, no existe una buena delimitacion entre
algunos de ellos lo que dificulta el andlisis, por ejemplo, entre el SCK y el CCK. Otra caracteristica
importante del conocimiento profesional del profesor es que es desde y para la practica,
entendiendo que la préactica no es solo la que transcurre en el aula de clase (Carrillo et al., 2014)

pero, en el modelo MKT, se centra en la practica de la clase, obviando conocimientos que los



CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DE UN PROFESOR EN FORMACION 18

profesores pueden poner en juego en otros momentos de practica, por ejemplo, disefiar y planificar

la ensefianza de un tema.

Como solucidn a las dificultades anteriormente descritas, y como un aporte en aras de una
mejor comprension del conocimiento profesional del profesor de matematicas, surge el modelo
MTSK, en el cual también tiene como fundamento el trabajo de Shulman, y las los potenciales

avances del trabajo de Ball y sus colaboradores (Carrillo et al., 2014).

El modelo MTSK considera el conocimiento del profesor de matematicas como
especializado, en todos los aspectos que lo componen, diferente al MKT, que consideraba esa

especialidad en algunos subdominios.

1.2 Algunos trabajos relacionados al concepto de funcion lineal
Coincidimos con Barajas et al., (2016) cuando asegura que tradicionalmente los profesores
de matematicas instruyen al estudiante a la realizacion procesos algebraicos mecanicos cuando
ensefian el concepto de funcidn, por ende, dan poca importancia al estudio de situaciones que
implican la variacion y el cambio. Aspecto que dificulta a sus estudiantes un buen acercamiento al

concepto funcion lineal (Villa, 2008).

La razon a estas dificultades en la ensefianza del concepto puede provenir de la limitada
vision de los profesores sobre el concepto de funcién, de hecho, esta hipotesis no es reciente, en
Even (1993) se reportaron los vacios conceptuales sobre el concepto de funcion de un grupo de
profesores, lo cual afectd notablemente sus conocimientos pedagdgicos, pues presentaban a sus

estudiantes una regla que debian seguir sin profundizar en la comprension de la misma.

Aunado a esta dificultad, Posada y Villa (2006) afirman gque los conceptos de variacion y

proporcion son rutas para una mejor comprension de la funcion lineal, pero no son usados para su
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ensefianza debido al poco dominio que manejan los profesores en este aspecto, debido a ello, los
autores desarrollaron una propuesta didactica en la que se introduce a la funcion lineal desde una
perspectiva variacional, lo que les permitié concluir que este tipo de funciones sirven como modelo
matematico para los fendmenos que implican variaciones, cuya razon de cambio es constante, es
decir, la constante de proporcionalidad es el elemento central para identificar el concepto como un
modelo matematico. Por otra parte, los autores destacan el analisis histérico—epistemolégico como
elemento que favorece la ensefianza del concepto, ya que proveen al estudiante vias de acceso para

lograr la conceptualizacion.

En el trabajo de Gutiérrez y Parada (2007) caracterizan el tratamiento de representaciones
y sus conversiones en estudiantes de ingenieria cuando estudian tres situaciones de variacion que
se modelan por medio de funciones afines, reportando que los estudiantes usan la representacion
gréfica, algebraica y aritmética en funcion del fendmeno estudiado, esto quiere decir que los
estudiantes se ven influenciados a usar distintos registros de representacion de acuerdo al contexto

de la situacién. Por ende, la dificultad en articular las diferentes representaciones de la funcion.

Roldan (2013) disefia e implementa (en estudiantes entre 13 y 14 afios de edad) una
secuencia didactica para la ensefianza de la funcion lineal, desde la cual también reporta la
importancia de las representaciones de la funcion lineal y afin (tabular, grafica cartesiana,
algebraica y verbal) y el equilibrio en el uso y articulacion entre ellas a partir del estudio de
diferentes contextos. El autor concluye que el aprendizaje de este concepto requiere que el
estudiante tome distancia de la definicion formal presentada de forma tradicional por el profesor
y libros de texto y que por medio de la experimentacion y la creacion de modelos construya y

llegue a su propia definicion. En ese sentido la recomendacion es que el estudiante no memorice
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o mecanice el modelo lineal, sino que, por medio del estudio de fendmenos, sus datos y las
diferentes representaciones pueda darle sentido a los aspectos tericos como la pendiente, razén

de cambio (constante), interceptos, entre otros.

Lo anterior nos permitié entender lo complejo que puede llegar a ser la ensefianza y
aprendizaje de la funcion lineal (y afin) por sus aspectos didactico-matematicos, ademas de los
métodos tradicionales de ensefianza que se caracterizan por presentar la funcion lineal desde su
definicion formal sin que el estudiante pueda comprender la naturaleza del concepto y la idoneidad

de sus representaciones.

1.3 Estudios sobre funcion lineal y MTSK

Si bien, no encontramos trabajos sobre el conocimiento del profesor sobre la funcion lineal
que se enmarquen en un estudio desde el MTSK, si tomamos en consideracion trabajos como el
de Espinoza (2015) en el que propone descriptores de conocimientos relacionados a las categorias
del subdominio KoT sobre el concepto de funcion, para ello realiza un analisis didactico usando
como fuentes de informacion un par de textos de matematicas sobre calculo en educacidn superior
y documentos oficiales del curriculo chileno, entre ellos la guia del profesor y para el estudiante
en octavo bésico sobre el concepto de funcion. Desde este analisis identifica posibles descriptores
del conocimiento en profesores sobre el concepto de funcion asociados a las cuatro categorias del
subdominio KoT (definiciones propiedades y sus fundamentos, registros de representacion,
procedimiento y, fenomenologia y aplicaciones). A continuacion, mencionamos algunos

descriptores resultados de dicho analisis:
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e Definiciones propiedades y sus fundamentos: Conocimiento sobre la definicién de
funcion, la propiedad de linealidad de una funcién, el concepto de constante de
proporcionalidad y la determinacion para representar la funcion.

e Registros de representacion: Conocimiento sobre la representacion tabular de la
funcién y su construccién, lenguaje algebraico (expresion algebraica o ecuacion
funcional), la representacién en el plano cartesiano, con material concreto (geoplano, o
softwares de geometria dindmica), Reconoce las diferencias entre la representacion de
una relacion funcional de una no funcional.

e Procedimientos: Conocimiento o Dominio sobre la resolucion de ecuaciones como
herramienta en la determinacion de imagenes y pre imagenes, Operatoria con nUmeros
racionales, la ubicacion de puntos en el plano cartesiano, la evaluacion de expresiones
algebraicas.

e Fenomenologia y Aplicaciones: Conocimiento sobre distintos contextos que se
modelan por medio de la funcion como variacion proporcional o cambio lineal, los
ambitos numéricos que son factibles trabajar en el nivel en que ensefia, Conoce distintos
significados de la funcién como correspondencia, como proceso de entrada-salida o de

transformacion.

Sibien, los anteriores descriptores fueron identificados para el tema de funcion, nos guiaron
en la identificacion de aquellos relacionados a la funcion lineal y afin, de hecho, algunos de ellos
se relacionan directamente con la funcion lineal, por ejemplo: “la propiedad de linealidad de una
funcion, el concepto de constante de proporcionalidad y la determinacién para representar la

funcion”.
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Posteriormente, en Espinoza (2020), el autor consolida su investigacion en la
caracterizacion del conocimiento especializado de un profesor de matematicas experto sobre el
concepto de funcion. En su trabajo presenta cuatro etapas para caracterizar el conocimiento del
caso seleccionado: i) identificar evidencias e indicios sobre las intervenciones del profesor cuando
ensefia el concepto de funcién; ii) Describir conjuntos de evidencias en términos del modelo
MTSK lo que dio origen a indicadores o descriptores de conocimiento del profesor; iii) Establecer
relaciones dentro de los conocimientos identificados en las fases anteriores para darle sentido como
parte de una red interconectada; iv) Interpretar las relaciones en el conocimiento como integrales

desde las distintas dimensiones en la ensefianza del concepto de funcion.

Uno de los aspectos més relevantes en la metodologia usada es la seleccion de un profesor
experto, pues se tenia como hipotesis que al ser un profesor con gran experiencia usaria un mayor
namero de estrategias y conocimientos para la ensefianza del concepto lo cual valido con los
resultados de su investigacion, ya que logré evidenciar gran densidad de conocimientos
matematicos asociados a los subdominios KPM y KoT, en este ultimo, mostrando variedad de
significados de la funcion. En los conocimientos didacticos presentaron mayor equilibrio en cuanto
a la cantidad de descriptores por subdominio. Por altimo, se valido también el rol central que el
MTSK le da a la matematica, pues, los conocimientos didacticos que evidencio el profesor fueron
fuertemente influenciados por sus conocimientos matematicos, especialmente en la forma de

organizar la ensefianza de la funcion y las estrategias usadas para su ensefianza.

En general, el conocimiento de este profesor sobre la funcion se orientd hacia lo
procedimental, por ejemplo, al calculo de imagenes, la construccidn de representaciones y calculo

de inversas, también el estudio de propiedades de inyectividad, epiyectividad y biyectividad de la
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funcidn, pero, no se incluye el uso de la funcion como herramienta que va més alla de operatorio
y ni como objeto matematico que puede resultar Gtil en la modelacion de fenémenos de la vida

real, tampoco relaciona la funcién con la proporcionalidad o el cambio lineal.

1.4 Planteamiento del problema.

Teniendo en cuenta lo anterior, y que en la Universidad Industrial de Santander (Escuela
de Matematicas), se conformd una CoP de educadores matematicos que tiene por objetivo
principal desarrollar una serie de disefios didacticos que permitieran dar atencion a la diversidad
en el aula de matematicas usando como documento orientador el Disefio Universal de Aprendizaje

(DUA) (Pastor, 2019).

Quienes realizan este proceso de disefio, son en su mayoria futuros profesores de
matematicas que realizan su trabajo de grado dispuestos a participar en nuestra investigacion,
proporcionando su consentimiento y los documentos que registraran su proceso de disefio en el

marco de la CoP menciona anteriormente

Seleccionado el futuro profesor de matematicas que participé en nuestro investigacion
como caso de estudio (aspecto que se profundiza en el capitulo 3) y luego de una revision a las
fuentes de informacion observamos un mayor niumero de evidencias de conocimiento asociadas al
KoT y KFLM, por lo cual planteamos como pregunta de investigacion: ;Qué conocimiento
especializado se evidencia en un profesor de matematicas que desarrolla su trabajo de grado sobre la funcion

lineal y la atencién a la diversidad en el aula?

Para lograr dar respuesta a esta pregunta, plantemos como objetivo: Caracterizar el

conocimiento especializado evidenciado por un profesor de matematicas en formacién en el marco
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del MTSK, mientras desarrolla su trabajo de grado sobre la funcion lineal y la atencion a la

diversidad en el aula.

2 Marco tedrico: Modelo MTSK
La definicion de conocimiento segin Schoenfeld (2010) es la informacién de un individuo

que pone a su disposicion para usar y resolver problemas, lograr metas y desarrollar tareas. Y es
esta la definicion que adoptan los autores del modelo como base para posicionarse frente a lo que
es el conocimiento del profesor, de hecho, en Carrillo et al. (2014) se reconoce este conocimiento

(el conocimiento profesional) como inherente a la practica docente.

El modelo MTSK facilita la caracterizacion y comprension de la naturaleza del
conocimiento especializado del profesor de matematicas, gracias a su estructura y categorias de
analisis, pero ¢qué se entiende por especializado? Este caracter especializado es una de los

elementos méas importantes de este modelo comparado con otros.

Segun Scheiner et al. (2017), este caracter especializado se refiere no a un tipo de
conocimiento, sino a un estilo de conocimiento, lo que conlleva a estudiar no solo qué
conocimientos tiene el profesor, sino como surge, dando la perspectiva de un conocimiento no

estatico, sino que esta sujeto al cambio (en gran parte, gracias a la reflexion sobre su préactica).

De acuerdo con los autores, esta perspectiva del conocimiento del profesor invita a estudiar
la formacidn del profesor desde un enfoque holistico, criticando la adquisicion de conocimientos
de forma separada llevando a que los programas de formacién de docentes de matematicas deban
disefiarse de manera integrada para ayudar a los docentes a combinar conocimientos de diversas

disciplinas, incluidas, entre otras, las matematicas, la educacion y la psicologia, creando asi estilos
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novedosos de conocimiento que capaciten a los docentes para remodelar el camino. (Scheiner et

al., 2017)

La idea de caracterizar el conocimiento especializado de un profesor durante un proceso
de formacion resulta compatible con las bases tedricas del modelo MTSK, ya que nos permite no
solo observar y caracterizar su estilo de conocimiento, sino dar cuenta de la influencia de los
espacios de formacion y reflexion que pueden influir en su conocimiento especializado. Aunado a
lo anterior, la estructura de modelo facilita al investigador realizar un acercamiento mas profundo
a aquellos conocimientos que el profesor evidencie durante su préctica gracias a sus categorias de

analisis. A continuacion, presentamos de manera general la estructura del modelo.

Estructura del modelo MTSK

En el esquema hexagonal del modelo (Figura 1) se pueden distinguir los aspectos del
conocimiento del profesor que facilitan su caracterizacion (MK: Mathematical Knowledge; KoT:
Knowledge of Topics; KSM: Knowledge of the Mathematical Structure; KPM: Knowledge of
Practices in Mathematics; PCK: Pedagogical Content Knowledge; KMT: Knowledge of
Mathematics Teaching; KFLM: Knowledge of Features of Learning Mathematics; KMLS:
Knowledge of Mathematics Learning Standards, en Carrillo et al., (2013)), basandose en dos
dominios de conocimiento (y un tercero referido a las creencias del profesor): a) el dominio del

conocimiento Matematico (MK) y b) el dominio del conocimiento didactico del contenido (PCK).

De acuerdo con Carrillo et al., (2018), el modelo se estructura de manera jerarquica en
dominios, subdominios, categorias que integran el conocimiento especializado del profesor como

sigue:
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Figura 1. Esquema del Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge

KMT
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Nota. Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) con siglas de los

subdominios en inglés, Fuente: Escudero (2015, p.25)

Se proponen dentro del MK tres subdominios que conforman el conocimiento
matematico del profesor: i) Conocimiento de los temas (KoT), el cual da cuenta del
qué y como conoce el profesor en cuanto a lo matematico (mas adelante
explicaremos con mas detalle este subdominio); ii) Conocimiento de la estructura
de la matematica (KSM), es el conocimiento del profesor acerca de las conexiones
entre elementos matematicos.(El KSM solo considera las conexiones

interconceptuales, mientras que las conexiones intraconceptuales se consideran en
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b)

KoT); iii) Conocimiento de la practica matemética (KPM), hace referencia a la
manera como el profesor procede al hacer matematicas.

El PCK también se divide tres subdominios: i) Conocimiento de las caracteristicas
del aprendizaje de las matematicas (KFLM) se refiere a aquel conocimiento del
profesor que requiere para comprender como los estudiantes entienden y construyen
el conocimiento relacionado al tema de estudio; ii) Conocimiento de la ensefianza
de las matematicas (KMT), Al igual que el subdominio anterior, esta estrechamente
ligado al contenido que se va a ensefiar y en €l se incluye el conocimiento de las
distintas estrategias que permitan al profesor fomentar un desarrollo de las
capacidades matematicas procedimentales o conceptuales (Flores et al., 2013); iii)
Conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas (KMLS), se
refiere al conocimiento acerca de lo que el estudiante debe/puede alcanzar en un

curso escolar determinado.

Este dominio, como bien presenta su nombre, se refiere al conocimiento del profesor para

la practica de ensefiar, lo que involucra conocer también, la manera en la que el estudiante aprende

un cierto contenido matematico y lo referente al curriculo que orienta la secuencia escolar.

Es facil creer que este dominio (PCK) esta desligado del dominio anterior, pero, contrario

a esto, el enfoque del PCK esta relacionado con la Matematica misma (Carrillo et al., 2018). De

hecho, estos dos dominios deben complementarse y relacionarse para comprender la naturaleza

del conocimiento del profesor.

Como mencionamos anteriormente, para lograr el objetivo en términos de nuestra

investigacion, decidimos enfocar nuestro analisis en dos subdominios del modelo, i) el
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Conocimiento de los temas (KoT) del dominio MK vy ii) el Conocimiento de las caracteristicas del

aprendizaje de las matematicas (KFLM) del dominio PCK.

El primero de estos subdominios lo elegimos debido a que al hacer la revision de las fuentes
de informacién (documentos que registran el proceso del profesor en formacion) y contrastarlos
con los subdominios y sus respectivas categorias encontramos que hay mayor informacion del
conocimiento del profesor relacionado a definiciones, fenomenologia y aplicaciones,

representaciones y procedimientos siendo estas las categorias representativas del subdominio KoT.

Elegimos también, el subdominio KFLM teniendo en cuenta que el profesor orient6 todos
sus esfuerzos por atender la diversidad en el aula de clase lo que quiere decir, que debid hacer un
esfuerzo por conocer y mostrar lo que conoce en relacion a las caracteristicas de aprendizaje de

los estudiantes a quienes va dirigido el disefio.

A continuacién, profundizamos sobre estos dos subdominios, aclarando cuéles y en qué
consisten sus categorias de conocimiento, ademas del como las abordamos para el tema de la

funcion lineal.

2.1 El subdominio KoT: una interpretacion del conocimiento sobre la funcion lineal
Entendemos por “tema”, lo establecido por Carrillo et al., (2018) el término tema se refiere
a elementos de contenido dentro de las areas de conocimiento definibles que conforman el
programa de estudios de matematicas” (p.242). Por ende, el conocimiento de los temas 0 KoT
describe el qué y de qué manera el profesor conoce el tema que ensefia, lo que implica un
conocimiento aun mas profundo que aquel que espera sus estudiantes aprendan, por ejemplo,
definiciones, propiedades, procedimientos, representaciones, aplicaciones, entre otros, elementos

asociados al tema.
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Desde el modelo MTSK se proponen cuatro categorias de conocimiento asociadas este
subdominio (Carrillo et al., 2018). Ente las cuales estan: i) Definiciones, propiedades y sus
fundamentos; ii) Registros de representacion; iii) Procedimientos y iv) Fenomenologia y sus
aplicaciones. A continuacién, se describen estas categorias, de acuerdo con lo presentado en

Carrillo et al., (2018):

2.1.1 Definiciones, propiedades y sus fundamentos:
En esta categoria encontramos el conocimiento del profesor sobre la definicion del objeto a ensefiar
y las propiedades que lo definen. De acuerdo con Espinoza (2020), ademas de las propiedades que
hacen definible al objeto matematico, se consideran también aquellas propiedades que se deducen
de otros objetos y sus fundamentos: conocimientos sobre teoremas, axiomas y otras propiedades
que justifican el trabajo en el tema. También aqui, intervienen las adaptaciones que el profesor

realizar sobre las definiciones matematicas.

La definicion de funcion lineal estd condicionada por algunas propiedades como la
proporcionalidad, al respecto, Fiol & Fortuny (como se citd en Roldan, 2013), mencionan que “la
proporcionalidad entre dos magnitudes puede interpretarse bajo el concepto de funcion como una
cantidad variable que depende de otra cantidad variable” (p.45). Es decir, se puede entender la
funcion lineal como una relacion proporcional, la cual se expresa de la forma y=k*x en donde k
es la constante de proporcionalidad y x e y son las cantidades variables. Otra propiedad asociada
a esta ultima que particulariza la funcion lineal y afin es la razon de cambio constante que se da

entre las cantidades que covarian.

Desde su representacion geométrica la definicion de funcién lineal también toma sentido,

de hecho, entre los trabajos que fueron clave en el desarrollo de la nocion de funcion estan aquellos
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dedicados al estudio de los lugares geométricos (Roldan, 2013). Entendemos por lugar geométrico
aquel conjunto de puntos en el plano cartesiano que verifican una regla o relacion entre cantidades

que varian, Gomez et al., (2016) aportan una definicion un poco méas formal al respecto:

Si un punto Q(x,y) en el plano cartesiano pertenece a un lugar geométrico L, la condicién
que debe cumplir dicho punto Q conduce a una ecuacion entre las variables x e y que es la

Ilamada ecuacién del lugar geométrico L. (p.70)

Definicion similar a esta, enuncié Fermat (1607-1665), por lo cual terminé estableciendo

que para las ecuaciones de primer grado su respectivo lugar geométrico es una linea recta.

Por otra parte, Roldan (2013) caracteriza la funcion lineal desde su expresion analitica,

describiendo cada uno de los parametros presentes, de la siguiente manera:

Una funcion lineal tiene la expresion analitica y = f (x) = mx + b, Donde m y b son
nameros reales y m # 0. m es la pendiente o razén de cambio de y con respecto a xy, b

es la interseccién de la grafica con el eje vertical. (p.38)

Desde nuestra perspectiva, consideramos que la pendiente de la recta tiene una connotacion

geométrica, mientras que la razon de cambio tiene una connotacion de variacion.

Finalmente, reconocemos al igual que Roldan (2013), que pueden existir ciertas diferencias
en algunos textos de nivel basico, técnico o profesional sobre lo que se considera como funcion
lineal y/o funcion afin, en algunos de ellos la funcién lineal es presentada como una linea recta en
la que la ecuacion requiere que b=0, en caso contrario se le denomina funcion afin (Nuestra
investigacion concuerda con esta postura). En otros se le denomina funcidn lineal a cualquiera de

los dos casos.
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2.1.2 Registros de representacion:
Esta categoria se refiere al conocimiento del profesor sobre las diferentes formas para
representar el tema, por ejemplo: grafica, algebraica, aritmética, pictografica, verbal, simbdlica,
entre otras; y su habilidad para articular y transitar por las diferentes representaciones (Carrillo et

al., 2018).

Para clarificar esta categoria en términos de la funcion lineal, tomamos en consideracién

las representaciones mas comunes de la funcion segun Sierra et al., (1998), la cuales son:

Descripciones verbales: Enunciados orales o escritos en los que describe el
comportamiento de situaciones que implican una relacion entre dos o mas variables, como puede

ocurrir en los fendbmenos naturales, sociales, matematicos, entre otros.

Tablas de valores: Listado de valores de las variables independientes y sus

correspondientes variables dependientes organizadas en dos filas o columnas

Gréficas: El registro grafico se puede realizar en el plano cartesiano mediante una linea
recta o curva de la relacion entre variables y de forma pictérica como un diagrama sagital en el
que se muestra la relacion entre dos conjuntos o como un trazo a mano alzada sin los ejes

cartesianos como referentes.

Expresiones algebraicas: son formulas que relacionan las dos variables que intervienen en

una funcion.

Si bien estas cuatro expresiones representan la funcion, cada una desempefia un papel

importante como procesos, esta idea la expresan Godino et al., (2014) como sigue:
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La representacion gréfica conecta con las potencialidades de la visualizacion para formar
conceptos y se relaciona con la geometria y la topologia. La representacién en forma de
tabla pone de manifiesto los aspectos numéricos y cuantitativos. La formula conecta con la
capacidad simbélica y se relaciona principalmente con el algebra, mientras que la
representacion verbal se relaciona con la capacidad linglistica de las personas y es basica

para interpretar y relacionar las otras tres. (p. 203)

En concordancia con lo anterior, reconocemos la importancia del uso de los diferentes
registros de representacion en la ensefianza de la funcion, ademas de la adecuada conexion entre

ellos.

2.1.3 Procedimientos:
El conocimiento en esta categoria se enfoca en entender ;CoOmo y cuando hacer algoritmos
convencionales o alternativos asociados al tema?, es decir, se refiere a que el profesor conozca las
condiciones necesarias y suficientes para aplicar un determinado procedimiento, también cuestiona

¢por qué hacer ese procedimiento? relacionado a los principios que subyacen de los algoritmos.

De acuerdo con Espinoza (2020), algunos ejemplos de conocimiento relacionadas a esta
categoria asociados a la funcion son: simplificaciones o expansion de expresiones, técnicas para
resolver ecuaciones, determinar el dominio y recorrido de la funcion, hallar los puntos de corte
con los ejes, las cuales también aplican para el caso particular de la funcion lineal. Entre los
procedimientos mas caracteristicos del tema esta la forma como determina la pendiente de la recta,

la ecuacién de la recta.
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2.1.4 Fenomenologia y aplicaciones:
Se considera el conocimiento del profesor sobre los contextos y situaciones que cuando se
estudian contribuyen a la generacion de conocimiento matematico para la comprension del tema.
Carrillo et al., (2018) proponen un ejemplo que nos aclara qué tipo de conocimiento se relaciona

a esta categoria:

Un ejemplo sencillo es el conocimiento que tiene el maestro de diferentes contextos
asociados con el concepto de fraccion y sus significados. Asimismo, dentro del
conocimiento fenomenolégico del docente sobre el tema estaria incluida la conciencia de

sus usos y aplicaciones. (p.42)

Desde los registros mas antiguos, como lo es de la antigua Babilonia, se mostraba gran
interés por los fendmenos astronomicos, incluso problemas de la fisica y movimiento llevaron a
establecer los distintos acercamientos a la nocion de funcién (Ruiz, 1994), especificamente para
la funcidn lineal, es preciso aclarar que son aquellas situaciones en donde la razon de cambio entre
las variables es contante; las que dan paso a observar de manera mas clara este tipo de funciones.
Por ello, se puede ver a la proporcionalidad directa e indirecta (sus fendmenos y aplicaciones)
como oportunidades para tener un mayor acercamiento a una nocion de funcion lineal mas clara y

precisa.

Concordamos con estos autores, al describir el subdominio KoT como ese conocimiento
profundo del tema, detallado por las cuatro categorias anteriores, siendo de esa manera que se
reconoce la complejidad de los objetos matematicos que pueden surgir en el proceso de ensefianza-

aprendizaje.
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2.2 El Subdominio KFLM: una interpretacion del conocimiento sobre la funcion lineal
Este subdominio hace referencia a los conocimientos del profesor sobre las formas en las
que el estudiante puede aprender cierto tema, es aqui cuando se pueden observar los conocimientos
del profesor cuando ve el tema (en nuestro caso la funcion lineal) como objeto de aprendizaje, en
ese sentido, el profesor usa conocimientos para entender la manera en que sus estudiantes piensan
y construyen el conocimiento (Carrillo et al., 2018). Este subdominio también toma en
consideracion las ideas previas que tienen los estudiantes acerca del concepto de estudio y el

proceso del estudiante cuando interactta con el concepto (Fuentes, 2020).

Para comprender este aspecto del conocimiento del profesor, disponemos de cuatro
categorias segun lo establecido en Carrillo et al., (2014): i) se refiere a las teorias de aprendizaje
sobre el tema en cuestion; ii) Fortalezas y dificultades de los estudiantes al estudiar y aprender el
tema; iii) Las Formas de interaccion con el contenido matematico que tienen los estudiantes al
intentar comprender el tema; iv) los Intereses y expectativas que tienen los estudiantes al

interactuar con el objeto matematico.

A continuacion, precisamos cada uno de ellos junto a algunos ejemplos del conocimiento

que se puede encontrar relacionados a la funcién lineal.

2.2.1 Teorias de Aprendizaje
Este es el conocimiento que tiene el profesor acerca de las posibles formas de aprehension
asociadas a la naturaleza misma del contenido matematico, en ese sentido se considera el
conocimiento sobre teorias o estructuras institucionales (por ejemplo, la teoria de las situaciones
didacticas de Brousseau), adaptadas o incluso personales sobre el proceso de desarrollo cognitivo

del estudiante ya sea de forma general (en matematicas) o especifica para un tema o contenido
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matematico (Carrillo et al., 2014). También se incluye conocimiento sobre resultados de

investigaciones en la didactica de la matematica o de su propia experiencia docente.

En cuanto a la funcién lineal, la nocion de variacion y el pensamiento variacional son
considerados en algunos trabajos como base para el estudio del calculo diferencial, en lo que por
supuesto esté incluido el estudio del concepto de funcién como variacion (Fiallo y Parada, 2018).
Acorde a esta perspectiva variacional en Gomez (2013), reconoce que las representaciones juegan
un rol fundamental, a partir del estudio y articulacion de las diferentes representaciones de la

funcion (Simbdlica, grafica, tabular, diagramas y expresiones verbales).

2.2.2 Fortalezas y dificultades
Esta categoria considera el conocimiento que tiene el profesor sobre las capacidades,
facilidades, obstaculos, errores y dificultades que generalmente presentan los estudiantes al
interactuar con el contenido matematico a ensefiar y que el profesor puede usar para potenciar y

hacer significativo el aprendizaje de sus estudiantes.

Las dificultades que puede identificar el profesor son de tres tipos (Lifian, 2017); i) los
epistemologicos, como las que sefiala Ruiz (1994), que se dieron durante la génesis del concepto,
como lo fue concebir la variable como una incdgnita, lo que llevaba a estudiar la relacion entre
cantidades desde las ecuaciones y no como de las funciones, es decir, se obviaba el aspecto
dinamico del concepto; ii) Los didacticos, que se pueden generar a causa de la ensefianza, por
ejemplo, para el caso especifico de la funcion lineal. Espinoza (2020) sefiala que un posible error
es el de sefialar que la relacion de proporcion entre dos cantidades que covarian solo se caracteriza
por el hecho de que una variable aumento y la otra también (para el caso de la proporcionalidad

directa) pero, se omite que la condicién de esta relacion es la razdn de cambio constante; por
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altimo, iii) las dificultades de tipo ontoldgicas, es decir aquellas relacionadas al desarrollo

cognitivo del estudiante.

2.2.3 Formas de interaccion con el contenido matematico
Segun Carrillo et al., (2018), este es el conocimiento que tiene el profesor sobre los
procedimientos y estrategias convencionales y no convencionales que utilizan los alumnos para
hacer matematicas, asi como la terminologia utilizada para expresarse sobre el contenido
matematico. Este aspecto del conocimiento del profesor es importante, ya que le permite

interpretar y comprender las acciones de sus estudiantes (Zakaryan et al., 2018).

Por ejemplo, el profesor puede reconocer que el estudiante necesita mas de dos puntos para
poder graficar en el plano cartesiano, por ende, los estudiantes evaluan la variable mas de dos
veces para identificar el tipo de funcidn por la forma de la gréfica, por otro lado, Aparicio y
Cantoral (2006), reportan que los estudiantes puede representar de manera gestual el grado de
inclinacidn de una recta para el caso de las funciones afines o lineales, también, sefialan que los
estudiantes usan palabras como ‘“cortar” o “saltar” para referirse a la discontinuidad o

intersecciones para las representaciones graficas en el plano cartesiano.

2.2.4 Intereses y expectativas
Esta categoria hace referencia al conocimiento del profesor acerca de los gustos e intereses
de los estudiantes, ya que estos pueden ser un elemento que posibilite la eleccion de las
representaciones adecuadas del objeto matematico, de situaciones o fendmenos de estudio que son
potenciales escenarios de aprendizaje y a su vez, sean contextos cercanos del estudiante,

favoreciendo la motivacion del estudiante.
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Diaz, Belmar y Poblete (2018) estudiaron la relacion entre las emociones de los estudiantes
y la modelacién de funciones, desde lo cual sefialan que para aquellos estudiantes que consideran
dificil aprender matematicas, no es suficiente con la ensefianza recibida para comprender los
contenidos, contrario a esto, se frustran y se aburren con la materia provocando una mala
disposicién y una baja autopercepcion sobre su aprendizaje. En esta investigacion los autores
lograron observar que los estudiantes con mejores niveles de emocionalidad lograron resolver los
problemas por medio de la modelacion con la funcién lineal. Es por ello que los aspectos
emocionales de los estudiantes suelen ser elementos que orientan al profesor a seleccionar
correctamente los problemas, situaciones, fendmenos y/o contextos que pueden aumentan la

motivacion del estudiante y a reducir los niveles de ansiedad.

3 Metodologia

Nuestra investigacion se desarrolla bajo la metodologia de corte cualitativo, descriptivo, ya
que se ajusta a lo que pretende nuestro objetivo, el cual es describir y comprender el conocimiento
del profesor, para ello disefiamos nuestra investigacion como un estudio de caso de tipo
instrumental de dnico caso (Stake, 1999), ya que pretendemos estudiar la complejidad y
particularidad en un contexto, profundizando en las particularidades del caso sin la pretension de
generalizar, pero, reconocemos que los resultados de este estudio son relevantes para dar cuenta
de algunos procesos de reflexion para la consolidacion de conocimientos durante el desarrollo de

ambientes colaborativos.

La metodologia se desarrollé en cinco fases que, si bien no son estrictamente secuenciales,
si son etapas que dan sentido y direccion para llegar a nuestro objetivo: i) Contextualizacién de la
investigacion y seleccidn del caso; ii) Seleccidn de las fuentes de informacion; iii) Seleccién y

sistematizacion de los datos; y iv) Analisis sobre el conocimiento especializado de Felipe
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3.1 Contexto de la investigacion y seleccion del caso
En la busqueda de nuestro caso de estudio consideramos profesores que estuvieran pasando
por un proceso de formacion y en el que se desarrollara dentro de un ambiente de trabajo
colaborativo, ya que alli se retinen personas con un mismo objetivo fortaleciendo la determinacion para
alcanzarlo, aportando diferentes perspectivas basadas en su experiencia, lo cual enriquece el trabajo comun
desde la innovacion, las interacciones y el dialogo (Boavida y Ponte, 2002). A continuacion, describimos
las caracteristicas de la CoP de donde fue seleccionado nuestro caso de estudio y las razones por

las que consideramos como buen informante al profesor en formacién que participaba en la CoP.

3.1.1 Contexto de la investigacion

Inicialmente centramos nuestra atencion en un proyecto desarrollado por una CoP de
educadores matematicos (profesores e investigadores en formacion, e investigadores expertos) en
la UIS que tenian como objetivo: Construir disefios didacticos de matematicas para la educacion
basica, ajustados a una estructura curricular flexible y adaptable, en los que se haga uso de
variadas tecnologias que permitan el acceso a estudiantes con necesidades educativas. Este
proyecto es financiado por el Ministerio de Ciencia, Tecnologia e Innovacion del Gobierno
Nacional de Colombia. Actualmente (enero de 2024), se han desarrollado mas de 20 disefios
didacticos alrededor de diferentes temas y niveles escolares de primaria y secundaria; algunos de

ellos alin se encuentran bajo valoracion de expertos.

Los disefios mencionados fueron propuestos en su mayoria por profesores en formacion
(estudiantes de pregrado para profesores de Matematicas) en el marco de su trabajo de grado; es
decir, eran estudiantes de Gltimos semestres del pregrado que reportaron su proceso de formacion
en dos momentos; Trabajo de grado 1 (T.G.1.) en el primer semestre del afio 2022 y Trabajo de

grado 2 (T.G.2.) en el segundo semestre del afio 2022.
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Durante este proceso, los profesores debian hacer una revision cuidadosa en la literatura
que les permitiera sentar las bases tedricas del objeto Matematico, su didactica y los aspectos
curriculares, ademas de investigaciones relacionadas con la atencion a la diversidad en clase de
matematicas, posterior a dicha revision desarrollaban el disefio didéctico en su version preliminar,
para ser sometido a una rubrica de evaluacion propuesta por la CoP, lo que daba a los profesores
herramientas para realizar los ajustes necesarios y asi plantear una version final del disefio

didactico.

Los profesores no solo recibian aportes de la CoP por medio de la rabrica, tambiéen lo hacian
en diferentes reuniones o informes sobre los disefios, incluso, la CoP cre6 un diplomado para
profesores en ejercicio con el fin de llevar a las aulas algunos de estos disefios didacticos. Con esto
los disefiadores recibian aportes que les permitian una reflexion desde lo matematico, los didactico,

lo pedagdgico y lo curricular.

3.1.2 Seleccion del caso de estudio

Para nuestra investigacion seleccionamos un estudiante para profesor de matematicas quien
al momento de la recoleccion de la informacion tenia 29 afios, es originario de la ciudad de
Bucaramanga, Colombia, su formacion académica (universitaria) la realizd en la UIS y al que
denominamos Felipe (seuddnimo). Felipe formaba parte de la CoP anteriormente descrita,
teniendo como objetivo plantear un disefio didactico alrededor de la funcién lineal. Felipe fue
seleccionado porque su trabajo pasé por todos los procesos de revision y evaluacion propuestos
por la CoP: i) construir un disefio didactico como trabajo de grado; ii) haber valorado el disefio

bajo la rdbrica; iii) contar con datos de pilotaje del disefio. Las siguientes son caracteristicas
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relevantes de nuestro caso que se tuvieron en cuenta para su seleccion y para el anlisis de sus

conocimientos:

Formacién académica: Felipe inicia sus estudios de pregrado como estudiante de
matemadticas logrando avanzar hasta el sexto nivel del programa (aproximadamente el
80% del plan de estudios), pero decide no continuar y reanudar su formacién académica
en la carrera de licenciatura en matematicas (programa dirigido a estudiantes para
profesor de matematicas) en el cual homologa las asignaturas relacionadas con el area
de matematicas, y da inicio a cursar asignaturas de didactica de la matematica y de
pedagogia.

Esta caracteristica en Felipe resulta muy interesante porque, mientras él se formaba
como matematico no consideraba la posibilidad de usar sus conocimientos para la
ensefianza, lo cual lo llevo a repensar y reflexionar sobre sus conocimientos durante
gran parte de su formacion didactica y pedagogica (incluyendo su trabajo de grado). El
caso de Felipe resulta compatible con las ideas propuestas por Scheiner et al., (2017)
ya que nos invitan a pensar el caracter especializado del conocimiento como un estilo
(mas que un tipo de conocimiento) en el que se considera no como algo estatico, sino
gue esta constantemente expuesto al cambio.

Un acercamiento a la didactica del calculo: Durante su T.G.1. Felipe cursa la
asignatura de didactica del calculo en la que se promueve el estudio del cambio y la
variacion desde situaciones problema, favoreciendo el desarrollo de los procesos de
comunicacion; razonamiento; elaboracién, comparaciéon y ejercitacion de
procedimientos; y representacion. Procesos que estan conceptualizados en MEN (2006)

y que orientan las bases teoricas de Fiallo y Parada (2018), usadas para el desarrollo de
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esta asignatura. Sumado a lo anterior, durante el curso se estudian las potencialidades
de GeoGebra como herramienta que facilita el estudio del cambio y la variacion desde
una perspectiva dindmica. Lo anterior resulta ser un espacio en el que el profesor puede
reflexionar sobre lo que podria ser una conceptualizacion mas precisa de la funcion
lineal.

Su disefio fue implementado por un grupo de profesores: Felipe cuenta con dos
informes de la implementacion de su disefio para realizar los ajustes debidos a la
version final del mismo, el primero de ellos proviene de una profesora que participé en
el diplomado; el segundo, provino de la implementacion del disefio en un estudiante
con discapacidad visual, tal implementacion fue realizada por un grupo de estudiantes

para profesores de matematicas.

Otros aspectos que llevaron a Felipe a reflexionar sobre sus conocimientos (orientados a

su préactica docente), y posteriormente a su posible reestructuracion, fueron aquellos que lo

desafiaron a atender la diversidad en el aula de matematicas, para lo cual decidi6 plantear un disefio

con actividades flexibles pensando en las diferentes capacidades, talentos y obstaculos que los

estudiantes puedan presentar al aprender la funcion lineal. A continuacion, los describimos:

Eleccion de un contexto: El disefio didactico busca dar respuesta a una pregunta
desafiante relacionada a un contexto de interés para los estudiantes, y que ademas sirva
como hilo conductor para el estudiante que lo desarrolla; esta pregunta es ¢Coémo las
matematicas pueden ayudarme a entender el consumo del agua en mi hogar? Este

contexto presenta gran riqueza de oportunidades para estudiar el modelo lineal.
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El cobro por consumo de agua en el hogar se puede modelar por medio de la funcion
lineal y afin ya que, y esta determinado de manera general por las siguientes cantidades:
i) cada metro cubico de agua tiene un valor de 1281 pesos colombianos (COP) (segun
la descripcién hecha por Felipe); ii) el cobro fijo mensual, el cual se realiza en la factura
sin importar la cantidad de metros ctbicos consumido; y iii) Un subsidio o contribucion
dependiendo del estrato de la vivienda, para los estratos 1, 2 y 3 reciben un subsidio
(descuentos) el cual se aplica siempre y cuando no sobrepase un cierto limite de metros
cubicos, en caso de pasar este limite, se debe pagar el mismo lo mismo que pagaria un
hogar de estrato 4, es decir, no recibe ningun subsidio, por ultimo, para los estratos 5 y
6, deben realizar un aporte que corresponde a un porcentaje establecido del precio de
su factura.

e EI DUA como orientador para atender la diversidad en el aula de matematicas:
Segun Jacome y Parada (2023), el DUA establece algunos lineamientos generales para
atender la diversidad que necesitan repensarse para la ensefianza de las matematicas, lo
cual resulta ideal para el caso de Felipe, ya que, debido a su formacion matematica este
aspecto lo invita a reestructurar su conocimiento especializado para la ensefianza de la
funcion lineal.

e Niveles de profundidad: Para lograr dar atencion a la diversidad, Felipe desarrolla tres
disefios didacticos (que buscan responder la misma pregunta problematizadora) que
corresponden a un nivel de dificultad o profundidad diferente que se adaptan a las
caracteristicas particulares de los estudiantes (con base en las orientaciones del DUA).

Desde esas multiples estrategias que surgen para la construccion de estos tres niveles,



CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DE UN PROFESOR EN FORMACION 43

se pueden identificar oportunidades para tener una mejor caracterizacion de su

conocimiento especializado.

3.2 Seleccidn de las fuentes de informacion

El proceso realizado por Felipe en T.G.1. consistio en elaborar un documento que contenia
todas las bases teoricas y metodologicas para poder desarrollar el disefio didactico, este documento
es denominado propuesta de trabajo de grado, de forma paralela realizé un disefio didactico
preliminar para ser sometido a la revisién de la CoP como se describié en el apartado anterior.
Estos documentos fueron una importante fuente de informacion sobre la primera mitad de su
proceso. También consideramos algunos informes en los que recibi6 sugerencias por parte de la
CoP, pero como brindaron poca informacion sobre sus conocimientos o simplemente porque
fueron informes que nos fueron escritos por Felipe, no fueron considerados en la seleccion y

sistematizacion de datos, pero si fueron citados algunos como fragmentos de informes extra.

T.G.2. también se conformoé principalmente por dos documentos, el primero de ellos es la
tesis de grado, en la que retoma gran parte de los aspectos tedricos y metodologicos de la propuesta,
con algunas modificaciones, ademas, agreg6 un capitulo de resultados en el que redacta los aportes
de la CoP, como los tuvo en cuenta para realizar las debidas modificaciones al disefio didactico en
su version final, entre otros resultados; el otro documento es el disefio didactico en su version final,
este también toma como base el disefio preliminar al cual le realiza algunas modificaciones,

agregando algunas definiciones, reestructurando las preguntas y la secuencia de las mismas.

3.3 Seleccidn y sistematizacion de los datos.
Consideramos que nuestra investigacion hace un aporte desde lo metodoldgico, no solo

porque consideramos fuentes de informacidn diferentes a las habituales (observacion de la practica
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del profesor en el aula), sino porque disefiamos una técnica para la seleccion de la informacion que
resulté muy préactica y ordenada, al igual que la sistematizacion de los datos por medio de una
matriz que nos permite establecer la relacion entre fuentes de informacion y las categorias de
conocimiento del MTSK lo que nos dio una vision global de todo el concomiendo que evidencid

Felipe en su proceso. A continuacion, describimos cada proceso de seleccidn y sistematizacion.

3.3.1 Revision y seleccion de las evidencias de conocimiento
Luego de una revision general de los documentos, se procedié a resaltar algunas
transcripciones de Felipe, esto porque representaban una posible evidencia de conocimiento, para
que en el proceso de analisis pudiésemos identificar los datos. En la figura 2 se presenta la

seleccion de un fragmento.

Figura 2. Ejemplo de la seleccion de evidencias de conocimiento

en vista que algunos estudiantes no consideran la ubicacién del plano cartesiano respecto al ongen
del sistema_ Otra dificultad presente es 1a ubicacitn de la abscisa y 1a ordenada, dado que no tenian
claros estos conceptos. Sin embargolElSOIICISOMNAIIGEOGEDIaIGHNA DIACHCa PeUaBOBIca
lograron que los estudiantes reconocieran la funcién lincal calculando la pendiente y aplicando 1a
formula implicita asi logrando interpretar las fanciones lineales en esta herramienta.

Por otro lado, consideramos algunos estudios que abordan la ensefianza de la funcién
empleando Software dinamicos y la proporcionalidad directa simple para brindar altemativas que
les permitan a los estudiantes EEiSCICHEANEHUCHCANAIBUNS DIOpIcUadES UC IR CORIReal

Nota. Informacién tomada de Plata (2023)

En términos de practicidad elegimos un color para cada categoria de conocimiento de tal
forma que al revisar el documento podamos sistematizar con mayor facilidad estos datos. En la

tabla 1, presentamos los ocho colores usados segun la categoria.
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Tabla 1. Colores asignados segln la categoria de conocimiento

Subdominio COLOR CATEGORIA DE CONOCIMIENTO DEL MTSK

AMARILLO Categoria 2: Registros de representacion

KoT

KFLM

Nota. Autoria propia

3.3.2 Sistematizacion y etiqueta de los datos
Posterior a la seleccion de estas posibles evidencias, procedimos a transcribir fragmentos
de los documentos en los que se pudieron encontrar una 0 mas evidencias de conocimiento
(incluyendo de diferentes categorias). Estos fragmentos se sistematizaron en una tabla de cuatro
columnas (ver figura 3), organizadas asi: i) el nimero de la etiqueta del fragmento; ii) el nimero
de pégina del documento donde fue seleccionada; iii) la transcripcion del fragmento; y iv)
observaciones que explican la razon por la que fue considerado este fragmento como un elemento

para analizar.
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Figura 3. Fragmentos con tomados de las fuentes de informacién

D - DISENO BORRADOR

Fragm. Pag Fragmentos Observaciones
Presenta el contexto de
interés para los estudiantes

Reconoce que el fendmeno
de consume de agua en el
hogar favorece el estudio
de la funcion lineal

14° 1

encontro que el valor de m3 de consumo de agua en Explicita la representacion
verbal
Reconoce gue una
dificultad para el
estudiante es modelar una
situacion o fendmeno por
medio de una expresion
algébrica.

15° 2

Conoce el procedimiento

para modelar la expresion
analitica.

Identifica el dominio
durante el proceso

Nota. Autoria propia

Los fragmentos fueron enumerados (como se observa en la primera columna de la figura
3) en el orden que fueron redactados por Felipe, siendo que el primer grupo de fragmentos
corresponden a la propuesta, el segundo al disefio didactico preliminar, el tercer grupo a la tesis y
el altimo al disefio didactico final. En la tabla 2 se presenta como fue asignada la numeracion de

los fragmentos segun el documento de donde fue extraido.

Tabla 2. Numeracion de los fragmentos segun el documento

Momento Documento Numero del fragmento
Propuesta 1*al 13
T.G.1
Disefio preliminar 14° al 23°
Tesis 24 al 39
T.G.2
Disefio Final 40 al 43

Nota. Autoria propia
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Es de esperarse que gran parte de las ideas en T.G.1. fueran retomadas en T.G.2. lo que nos
llevo a establecer una numeracion especial, agregamos al nimero del fragmento un asterisco (*)
si la transcripcion esta presente en la propuesta y en la tesis, y agregar el signo de nimero ordinal

(°) si la trascripcion seleccionada esta en el disefio preliminar y en la versién final.

Figura 4. Ejemplo del uso de la numeracién especial

1. Nuevamente reconoce
que el aprendizaje de la
acercamiento
desde un desarrollo al
3* 89 pensamiento variacional
2. Variacion constante
caracteristica principal
3. Bfuncién como
variacion
Una forma de medir Ia “inclinacion” de una recta, o cudl es la
rapidez con la que sube (o baja) cuando pasamos de izquierdaa | o cimiento sobre 13
derecha. Definimos para cualquier par de puntos la pendiente | .« s o pendiente de
como la razén decambio entre el valor a pagar por cada metro recta
20° 12 | cubico.Simblicamente:
la Explica el proceso para
¥2) determinar el valor de la
< variaciondel precio  y: -y pendiente de la recta
m= =
por metros cubicos  x2 —x;

Nota. Autoria propia

En la figura 4, se presentan dos ejemplos de esta numeracion, primero del fragmento 3 (F-
3*) el cual fue tomado del documento propuesta, y también se encuentra (de forma similar) en el
documento tesis. El segundo, del fragmento 20 (F-20°) que fue seleccionado del disefio preliminar,
pero también esta presente en la version final. De esta forma también esperamos identificar con
mayor facilidad aquellos cambios en el conocimiento de Felipe. Esta codificacion se usa en la

presentacion de los resultados (Capitulo 4) citando la transcripcion los fragmentos dentro de
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paréntesis cuadrados (asi: [F-20°]) y la transcripcion se presentara en el parrafo siguiente al que

fue enunciado.

3.4 Anélisis sobre el conocimiento especializado de Felipe
Basandonos en las evidencias encontradas planteamos descriptores que responden a la
pregunta ¢Qué conoce el profesor? Cada una de las ocho categorias cuenta con sus respectivos
descriptores, lo que permite facilitar el analisis posterior de los mismos. Estos descriptores fueron

sistematizados en una matriz como se muestra en la Figura 5.

La disposicion y organizacion de esta matriz permite observar en cuales fragmentos se
encuentran las evidencias de cada descriptor, ya que de manera horizontal se puede ver la cantidad
de evidencias encontradas para cada uno, y de manera vertical se pueden observar cuales categorias
(y descriptores) se encuentran presentes en cada uno de los fragmentos, esto ultimo facilita
establecer relaciones dentro del conocimiento especializado de Felipe lo que nos llevo a observar

el aspecto holistico e integral del conocimiento especializado (Scheiner et al., 2017).

Sobre este ultimo aspecto, seleccionamos aquellos fragmentos que presentaban relaciones
entre las categorias de los dos subdominios estudiados, estas se analizaron y explicaron en

subcapitulos 4.3.

Por ultimo, nos apoyamos en algunos informes extra de Felipe, sus reflexiones en el
documento de la tesis, su participacion en la CoP, entre otros procesos de formacion durante el
desarrollo de su trabajo de grado, decidimos plantear algunas reflexiones sobre el conocimiento
de Felipe con el fin de entender como surgié su conocimiento, resaltando los factores en su

formacién influyeron en su conocimiento evidenciado.
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Figura 5. Sistematizacion de las evidencias de conocimiento

Fragmentos de las fuentes de informatidn

TRABAJO DE GRADO 1 (T.G.1.) TRABAJO DE GRADO 2 [T.G.2.)

Categorias Descriptores e = - —
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1% 2% | 3* 4% | 5% | 6*| 7% | B*|[9* |10 [11%|12%| 13 |14°(15°|18°(19°|20°|21°|22°|23°| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30| 31| 32|33 (34(35|36|37| W/ |9 |40 (41| &
- 1 ——
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2 Definicidn de pendiente de recta
3 | Defincion de dominio dé funcidn
Representacion grafica en el plana
Registros de Representaciin carlegiann

(R 2 Representacion tabular -
] Representacidn algebraica -
Kot o | Proceso para plantear e modelo
algebeaico
5 | roceso paraclelr el vl dela .
pendierie dé 1 recta
1 fenomenclogia que s madela par .
edio de la F.L
1 La F.L. cormd proparcidn -

LaF.L coma variacin
desarrollo del pensamiento
il variacional desde situaciones
problema
Aproxirnacian a la FL. desde sus
diferenies representationes,
cAraCleristicas v oratiedades

Lt TICS como herramientas que
facilitan e proceso de aprendizaje

KFLM

ARencion 4 la diversidad en el aula de
matermdlicas
Dificultades de los estudiantes en el
aprendizaje del céleulo

Nota. Elaboracién propia.
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4 Conocimiento de Felipe sobre la Funcién Lineal (F.L.)
En este capitulo describimos el conocimiento evidenciado en Felipe a lo largo de todo

su proceso de formacion (desde el contexto del estudio) desde los subdominios KoT y KFLM.
Conocimiento que en términos de Espinoza (2020), nos permite dar cuenta de qué y de qué

forma conoce el profesor el tema que ensefia (en el caso de Felipe en relacién a F.L.)

4.1 Descriptores del KoT de Felipe sobre la F.L.

Como se menciond en la metodologia, los descriptores del conocimiento de Felipe
surgieron desde las evidencias recolectadas y su respectiva relacion con las cuatro categorias
del subdominio KoT, es decir: i) Definiciones, propiedades y sus fundamentos; ii) Registros
de Representacion; iii) Procedimientos y iv) Fenomenologia y Aplicaciones. A continuacion,

realizamos dicha descripcion.

4.1.1 Definiciones, propiedades y fundamentos de la FL
Esta categoria se analiza a partir de tres descriptores de conocimiento: i) Definicion

de funcion lineal; y ii) Definicién de dominio de funcién.

4.1.1.1 Definicién de F.L. (KoT-D-1)
En un primer momento, en la propuesta del trabajo de grado encontramos que Felipe
define la funcidn lineal, como se muestra en [F-10].
[F-10] Felipe: para esta investigacién se adoptara el concepto de funcién lineal como una relacién de

dependencia entre dos cantidades que varian y en las cuales a cada valor de variable independiente le

corresponde un Unico valor de la variable dependiente.
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Desde esta definicion, se percibe que él describe la funcion en términos generales sin
especificar caracteristicas de la funcion lineal, misma que usa para plantear los objetivos de

su trabajo, como se observa en [F-3*]

[F-3*] Felipe: Desde esta propuesta queremos hacer un disefio didactico que dé importancia a las
dificultades que tienen los estudiantes al momento de aprender este concepto y asi dar tratamiento a la

variacion constante, presente en el modelo lineal...

En el fragmento anterior, Felipe destaca que una caracteristica principal de este tipo
de funciones (lineales) es la variacion constante, esta evidencia se consolida con una
actividad que él propone en [F-19°]. Con esa actividad el profesor pretendia que el estudiante

identificara la proporcionalidad que existe entre los metros cubicos de agua consumidos y el

cobro en COP que se da en la factura de servicio.

[F-19°] Actividad propuesta por Felipe: d. {Qué precio tendra una factura cuyo consumo sea igual a

5m3y 6 m3? ;por qué?

e. ¢Cual es la diferencia entre los valores a pagar en la factura por el consumo de a 5 m3y 6 m3?

f. ¢Qué precio tendra una factura cuyo consumo sea igual a 11 m3y 12 m3? ¢por qué?

g. ¢Cudl es la diferencia entre los valores a pagar por los consumos de 11 m3y 12 m2 respectivamente?

h. (Compara los dos valores de las diferencias encontradas en el inciso €) y en inciso g? ¢Hay alguna

similitud?

Al comparar las diferencias que resultan en esta actividad, Felipe pretende que los
estudiantes identifiquen la proporcionalidad entre cantidades y de esta forma puedan deducir

la variacion constante. Felipe clarifica esta evidencia durante T.G.2 como se muestra en [F-

30].
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[F-30] Felipe: Siguiendo con la actividad en el inciso f) se espera que los estudiantes logren identificar
la diferencia entre los valores obtenidos en las tablas anteriores, esto con el fin de que el estudiante

logre identificar esta variacién como una variacion constante...

Por lo anterior, logramos evidenciar que Felipe reconoce la variacion constante como
una caracteristica fundamental en la definicién de la F.L. (también la funcién afin) y desde
la cual espera que sirva como un camino para la conceptualizacion del estudiante. En [F-5*]
Felipe usa como referente algunas investigaciones en las que se identifica como una

dificultad comun en los estudiantes.

En [F-5*] Felipe usa como referente algunas investigaciones en las que se identifica
como una dificultad comun en los estudiantes.

[F-5*] Felipe: Asimismo, algunos errores que se evidenciaron en los resultados son: el de concebir la

funcién como una ecuacion...

Si bien, Felipe no considera la funcion como una ecuacién, ;como logrd
diferenciarlas? En su T.G.2 él presenta algunos aspectos que permiten diferenciar la funcion
de la ecuacion, como se observa en [F-26]

[F-26] Felipe: Si bien las ideas de cambio y cantidad variable se encontraban en los pensamientos

griegos quienes consideraron al cambio y el movimiento como algo externo a las matematicas. Hablar

de esta forma llevd a los matematicos de la época a hablar acerca de las incognitas e

indeterminaciones mas que de variables. Esto condujo a la proporcion y ecuaciones, no a las

funciones.

Por lo anterior, se evidencia que Felipe destaca la variacidbn como una caracteristica
inherente a la F.L. En ese sentido, él destaca otra caracteristica del concepto, pues en el disefio

didactico intentd destacar la proporcionalidad directa como una alternativa que favorecia el
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aprendizaje del concepto. En [F-7*] él describio lo anterior basado en otra investigacion (que

toma como base en su trabajo de grado):

Por lo anterior, se evidencia que Felipe destaca la variacion como una caracteristica
inherente a la F.L. En ese sentido, él destaca otra caracteristica del concepto, pues en el disefio
didéctico intentd destacar la proporcionalidad directa como una alternativa que favorecia el
aprendizaje del concepto. En [F-7*] €l describio lo anterior basado en otra investigacion (que
toma como base en su trabajo de grado):

[F-7*] Felipe: Las autoras [refiriendo a Ibarra y Moreno (2010)] resaltan el uso de graficos y tablas

utilizados por los estudiantes para la formulacion de problemas, involucrando las situaciones

relacionadas con la vida cotidiana, teniendo en cuenta que los alumnos identificaron el concepto de
funcion con la caracteristica del tipo 3= 4xsiendo k la constante de proporcionalidad y la alineacion

de los puntos que lo conforman.

La Gltima parte de la transcripcion Ilamé nuestra atencion, pues Felipe considera la
F.L. como una alineacion de puntos, lo que nos indica que €l aborda la F.L. como lugar
geométrico (LG), ya que de acuerdo con Gomez (2016) un LG es “el conjunto de todos
puntos del plano que verifican una propiedad determinada.” (p.3). Este conocimiento se
evidencia con mas claridad en otra transcripcion tomada de [F-7*], ya que basado en Giraldo
(2012) citado en Plata (2023), Felipe reconoce la importancia de ensefiar la funcion lineal
como LG:

[F-7*] Felipe: El autor destaca el uso de las TIC como una herramienta facilitadora en los procesos de

ensefianza. Estas le permitieron abordar la ensefianza de la funcion lineal como lugar geométrico a

través de la mediacion de software como Cabri 0 GeoGebra.
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Otro elemento importante que evidenciamos en T.G.1. es que Felipe identifico a la
F.L.delaformay = mx + b conb # 0. En el fragmento [F-15°] Felipe explicé al estudiante

la forma en la que podia determinar la expresion analitica:

[F-15°] Felipe: Martin no comprende bien de ddnde sale el valor total de la factura, por lo que el

profesor le explica con un ejemplo particular de consumo igual a 7m3, para el estrato 1
(1.281% 7 + 6.773) % 0.30 = 4.722
El procedimiento anterior corresponde al modelo de una funcién afin ya que el

parametro b = 6773 = 0.3 , pero, en un informe extra que €l realizd, encontramos que se

refirié a este modelo como una F.L.

Felipe en un informe extra: Con este momento se pretende que el estudiante en los tres diferentes
niveles de dificultad identifique las variables que pueden ayudar a encontrar el valor de una funcién

lineal, en el consumo de agua en el hogar, cada nivel cuenta con su grado de dificultad.

Pero, la omision de la funcién afin que evidencid Felipe, cambio6 en el T.G.2, pues
como se observa en [F-35] Felipe hace mencidn de ella:
[F-35] Felipe: Se observara en los diferentes niveles una funcién afin y una funcioén lineal, esto se hace

con el fin de trabajar en la interpretacion y ver como los estudiantes logran relacionar estas pautas en

la actividad.

En una actividad posterior, Felipe propone una actividad de llenado de tanque a una
razon constante la cual se modela por medio de una funcion afin. En la figura de [F-37] se

observa esta funcion en su representacion tabular.
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[F-37] Felipe: Para el nivel de profundidad 4, la actividad tiene el mismo objetivo de los niveles

anteriores sin embargo la complejidad para este momento de la clase se presenta en la Figura 18.

X(minutos) 0 1 2 3 4 5
Y (litros 5 8 11 14
de agua)

En esta actividad, se pretende que el estudiante, a pesar de estar trabajando con la funcion lineal,
identifique que lo que se encuentra presente en esta tabla es una funcién afin, por ello se pretende
trabajar el proceso de comparacion tal y como lo hablan Fiallo y Parada (2018), donde él debe compara
y calcular las magnitudes presentes y razonar acerca de los procedimientos analiticos a través del
analisis de la tabla.

En esta transcripcion, se observa que la funcion afin fue identificada por Felipe como
aquella que tiene la forma y = mx + b con b # 0, ya que el punto de corte con el eje y no

estd en (0,0)

En resumen, evidenciamos que Felipe conoce la definicién de funcion como una
relacion entre dos cantidades variables, una independiente y la otra dependiente, ademas la
reconoce como un lugar geomeétrico y que va mas alla de ser una ecuacion, por el hecho de
usar cantidades variables y no incognitas. De manera particular, reconoce la funcion lineal y
afin desde la variacion constante y la proporcionalidad caracteristicas fundamentales para

describir el concepto.

4.1.1.2 Definicion de dominio de funcién (KoT-D-2)
Felipe provee una definicion de dominio de funcién en T.G.2. atendiendo las
sugerencias que emergieron de la valoracion del disefio por la rdbrica. En la figura 6, se

muestra esta recomendacidon que tomamos de un informe extra de Felipe.
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Figura 6. Recomendacion de la CoP sobre la definicién de dominio.

4. El concepto de dominio aperece de [ nada. Raeupe a secuenci en reacion con b2 situacioe. En i opiion, 2 defnicion del concepto
pierde importancia, lo relevants es analizar 2 vanable v los posibles valores que puade tomar dada 2 stuacion

Nota. Informacién tomada de Plata (2023)

La definicion que finalmente presentd Felipe en su TG2 pretendid usar un lenguaje
cercano al estudiante, tal como se observa en [F-42].

[F-42] Felipe: RECUERDA QUE: El dominio de una funcion se refiere a los posibles valores de x que

pueden sustituirse en la regla de correspondencia de una funcién.

Cuando Felipe menciona “valores de x que pueden sustituirse” posiblemente Se esta
refiriendo a que el dominio es el conjunto de valores para los cuales la funcion esta definida
segun la definicion de dominio en Encyclopedia of mathematics (2012), este ajuste o
adaptacion de la definicion pudo deberse a la necesidad de flexibilizar el lenguaje para dar

atencion a la diversidad de capacidades de los diferentes estudiantes.

Segun Parada et al., (2011) el uso poco cuidadoso del lenguaje por parte del docente
puede generar una interpretacion limitada del concepto en el estudiante. En el caso de Felipe
la definicion de dominio que conoce se muestra desconectada (acorde con los comentarios

en la figura 6) de la definicion de funcion que él conoce (KoT-D-1).

4.1.2 Registros de representacion de la F.L.
Esta categoria se analiza a partir de tres descriptores de conocimiento: i)
Representacion grafica en el plano cartesiano; ii) Representacion tabular, y iii)

Representacion algebraica.
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4.1.2.1 Representacion gréafica en el plano cartesiano (KoT-R-1)
Las representaciones graficas de la F.L construidas por Felipe se encontraron a lo
largo del disefio didactico, y fue por medio de estas construcciones que logramos evidenciar

su conocimiento al respecto.

En la figura 7, se puede observar la representacion de la situacién de cobro por
consumo de agua en GeoGebra hecha por Felipe. Para esta construccion él debia conocer que
la disposicion predeterminada que tenian los ejes, no le permitiria a los estudiantes ver la
gréfica, es por esto que podemos suponer que Felipe conoce la importancia de los ejes en el
plano cartesiano ademas de la relacion que guardan con las variables de la funcion, esto

ualtimo, porque el cobro se realiza en miles (COP) y el consumo de agua en unidades cubicas.

Figura 7. Construccion de Felipe en GeoGebra

P
[3])[ A~ 3 0O, [N =2,
» Vista Algebraica ~ Vista Grafica

@ Estratolclimafrio(x) = (1281 |~ »~ I

® Estratolclimatemplado(x) =

X

aoo0 ¥
@ Estratolclimacaliente(x) = (1
® a=6 3000
® A=(643377)
B1=“x(A)”
c1=“y(A) 7000

6000
5000

4000

o
[l
@

®

3000

2000
Estrato1climafrio
1000

42 0 2 4 [ B 10 12 144

Nota. Informacion tomada de Plata (2023)

Identificar el dominio de las funciones es otro aspecto importante en la modelacion
por medio de la representacién grafica, lo cual también lo consideramos como un

conocimiento de Felipe pues, (de manera implicita) dispuso de un deslizador en el applet para
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que el estudiante pudiera identificar el conjunto de valores en los que esta definida la funcion

teniendo en cuenta el clima (frio, templado y calido) como se observa en la figura 8.

Figura 8. Representacion en GeoGebra diferenciando por clima

I Vista Grafica |~ Vista Gréfica * Vista Grafica
| K R .-.. ALY v

14000-{Y 14000 Y 14000 Y
12000 12000 12000
10000 10000 10000

4000 8000 8000

5000 / 5000 fom
: / n i
AN temolad Jg90 4220 at0 Tclimacaliente

2000 2000
Estratolclimafmo

Nota. Informacién tomada de Plata (2023)

Felipe también consider6 que desde esta representacion en GeoGebra se puede
resaltar la variacion de las cantidades, al respecto en [F-31] él menciona los aspectos que

espera resaltar con el software.

[F-31] Felipe: En el nivel de profundidad 2, lo ideal es dar camino a las diferentes representaciones
que pueden presentarse en esta actividad, para ello se presenta en Applets de GeoGebra. Aqui se
comienza con una breve explicacién y una presentacion de las rectas que se generan al modelar los

consumos de los diferentes estratos tal y como se trabajé en el momento anterior. Esta actividad tiene
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como fin, que el estudiante manipule y nuevamente pueda observar la variacion ya desde un &mbito

més tecnoldgico.

Por Gltimo, Felipe reconocio la representacion grafica de la funcion por partes que
modela el cobro por consumo de agua. En la figura de [F-41], se observa que al mover el
deslizador y tomar un valor de x fuera del dominio (consumo bésico para estratos 1, 2 y 3)
establecido para la primera funcion, el cobro hace “un salto” lo que requirié el uso de otra

funcion.

En concordancia con lo anterior, Rueda (2016) destaca que los elementos principales
para la construccion de la representacion grafica en el plano cartesiano, son la seleccion y
etiquetado de los ejes, la seleccion de la escala, la identificacion de la unidad y el trazado,
aspectos necesarios para la representacion en GeoGebra y que, por ende, son conocimientos

de Felipe (como se observa en las figuras 6 y 7).

Por otra parte, observamos que Felipe conoce la representacion grafica de la F.L. como
una graficacion covariacional, en término de Dolores y Salgado (2009), debido a que segun
los autores el elemento central de este tipo de graficacion es el cambio y no solo la ubicacion
de los puntos como sucede en la formas tradicional, por ende, el enfoque se hace en la
representacion de los cambios (aumento o disminucion de una variable y sus efectos en la
otra) y no sélo de los puntos de la gréfica. Siendo estos aspectos los que destaca gracias al
uso de GeoGebra (como se observo en las construcciones de Felipe mostradas en las figuras

7y 8).
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4.1.2.2 La representacion tabular (KoT-R-2)
Felipe aprovecho la herramienta hoja de calculo en GeoGebra para representar de
manera tabular la F.L. En el applet que él disefi6 muestra una tabla dinamica que registra los
valores numéricos que van tomando las coordenadas del punto variable sobre la recta, tal

como se observa en la figura 9.

Figura 9. Uso de la hoja de calculo de GeoGebra

[* Vista Grafica % | * Hoja de Célculo
M o~ mv| AN EEE =~ B
y B (s A |¢|| B ‘ou C |
10 I OT0R D
oo a=6 3137 5 39534
e 3138 5 39534
3139 6 43377
12000 3140 6 43377
314 6 43377
+hoie 3142 6 43377
3143 6 43377
3144 6 43377
8000 3145 6 43377
3146 6 43377
3147 6 43377
poie / 3148 6 43377
A 3149 6 43377
4000 3150 6 43377
3151 6 43377
3152 6 43377
Hate 3153 6 43377
Estrato15climafrio 45 o 13154 6 43377
Entrada:

Nota. Informacién tomada de Plata (2023)

Sumado a lo anterior, Felipe propone una actividad en [F-18°] con la que se evidencia

gue conoce cdmo se conectan la representacion tabular con la representacion gréafica.
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[F-18°] Felipe: Abra la hoja de célculo y mueve el punto A ¢ Qué representan las coordenadas del

punto A ((4), A4))?

En esta transcripcion se observa que Felipe conoce que los datos registrados en la
tabla (hoja de célculo en GeoGebra) dan cuenta de la covariacion de las cantidades a medida

que se desliza el punto A sobre la recta.

Felipe también hizo uso de algunas tabulaciones a lo largo del disefio didactico, tal
como se aprecia en [F-36] con las que esperaba resaltar la proporcionalidad directa como un

fundamental en la conceptualizacion de la F.L.

[F-36] Felipe: Para el nivel de Profundidad 2, se abre la actividad con la situacion presentada
anteriormente, sin embargo, en este momento se encuentra una situacién con una tabla tal y como se
muestra en la Figura, esta tabla aqui mencionada tiene como finalidad la interpretacion de la funcién
como proporcion, para ello, los estudiantes deben analizar bien la situacién e identificar qué es lo que

sucede con esta informacion.

X(minutos) 0 1 2 3 4 5
Y (litros 0 3 6 9 12 15
de agua)

Lo descrito anteriormente por Felipe concuerda con las ideas de Ibarra y Moreno
(2010) quienes destacan el uso de la representacion tabular para establecer la correspondencia

entre las magnitudes involucradas en una situacion de proporcionalidad

Inferimos que con la disposicion de la tabla esperaba resaltar la constante de
proporcionalidad, como sucede en el caso de la proporcionalidad de fracciones, ya que
excepto por 0/0, las deméas parejas guardan la relacion de proporcién (constante de

proporcionalidad 3).
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4.1.2.3 La representacion algebraica (KoT-R-3)
En la figura 10, se observa la construccion que realiz6 Felipe para modelar la situacion
de cobro por consumo de agua para el estrato 1y en ella muestra la representacion algebraica

por medio de la herramienta vista algebraica en GeoGebra.

El conocimiento de la representacion algebraica se deduce por el correcto uso que
hizo de GeoGebra ya que para representar grafica y algebraicamente en el software es

necesario introducir en la barra de entrada la respectiva expresion algebraica.

Figura 10. Uso de la vista algebraica de GeoGebra

¥ Vista Algebraica X | v Vista Grafica
® Estratolclimafrio(x) = (1281 x+6773)-0.3, (0 <x<11) W~ v

® Estratolclimatemplado(x) = (1281 x+ 6773)-0.3, (0<x<13) y X
o Estratolcimacaliente(x) = (1281x 4 6773)-03, (0<x<16) % @&’
0 a=6

0 A= (54337
B1 = “x(A) P
C1 - “Y(A]” .

4000

@®

2000
Estatolclimafrio

Nota. Informacion tomada de Plata (2023)

En esta representacion observamos que Felipe delimita los valores que la variable
independiente puede tomar, debido a que el porcentaje de descuento (70%) solo aplica hasta

un consumo maximo de 11 m? si es para clima frio, 13 m® para clima templado y 16 m? para
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clima célido. Esto nos indic6 que Felipe reconocié el dominio en la representacion algebraica
como un elemento que permiti6 conectar la representacion algebraica y la gréafica, pues sin

esta aclaracion el software grafica una recta con dominio igual a (-oo, ).

Por otra parte, Felipe identifica la representacion algebraica de la F.L a partir de la
ecuacion de la recta, lo cual concuerda con la concepcion de Rueda (2016), quien concibe la
representacion algebraica de una funcion como una formula implicita en la que se usa leguaje

matematico formal, en [F-6*] se observa la formula que conoce Felipe

[F-21°] Felipe: FORMA PENDIENTE-PUNTO DE INTERSECCION DE UNA RECTA
Una ecuacion de la recta que tiene pendiente m y punto de interseccion b en el eje y en general:

y=mx+bhb

Es a partir de esta ecuacion canonica que Felipe logro reconocer los dos parametros
(la pendiente y el corte con el eje y) de la F.L que determinan su comportamiento, en [F-6*]

¢l los describe.

[F-6*] Felipe: Lo mencionado anteriormente, permitira proponer el disefio en el cual se tenga en
cuenta las relaciones de covariacion entre las variables, las distintas representaciones de la funcion
lineal, asimismo, las posibles interpretaciones que se le dan a la pendiente y el intercepto para que el

estudiante reconozca de esta manera los distintos comportamientos que generan estos parametros.

Con base en lo anterior deducimos que Felipe reconoce la conexion entre la
representacion algebraica y la grafica de la F.L. desde dos aspectos; i) el dominio de la
funcion; y ii) dos parametros de la ecuacion de la recta, los cuales determinan el
comportamiento grafico la pendiente de la recta (inclinacion) y el corte con el eje y

(ubicacion de la recta en el plano).
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4.1.3 Procedimientos de la F.L.
Esta categoria se analiza a partir de dos descriptores de conocimiento: i) Proceso para

plantear el modelo algebraico; y ii) Calculo del valor de la pendiente de recta.

4.1.3.1 Proceso para plantear la expresion algebraica (KoT-P-1)
Identificamos dos procedimientos que conoce Felipe: el primero de ellos lo explica
desde la identificacion de las cantidades que determinan el comportamiento de la funcion, y
el segundo por medio de la ecuacién punto-pendiente, por lo que requiere de un punto y la

pendiente de la recta.

El primer procedimiento que Felipe conoce lo presenta en el disefio didactico a modo
de ejemplo, con el que pretendia orientar al estudiante para que pudieran plantear la expresion

algebraica. Tal como se observa en [F-15°].

[F-15°] Felipe: Martin no comprende de donde sale el valor total de la factura, por lo que el profesor

le explica con un ejemplo particular de consumo igual a 7m?, para el estrato 1
(1.281 = 7+ 6.773) * 0.30 = 4.722

Debe multiplicar el consumo de metros ctbicos (7m?), por el valor del metro clibico (1281), luego a

ese valor le suma el cargo fijo mensual (6.773), ese resultado se multiplica por el subsidio (1 — 0.70 =
0.30)

Pero, mas alla de que Felipe conozca como establecer la expresion algebraica desde
el caso particular del consumo de agua y llegue a la generalizacion, identifica cuales

parametros son variables y cuales son constantes, como se observa en la tabla de [F-40].
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[F-40] Felipe: Con la informacidn del video y la tabla 1, completa cada tabla teniendo en cuenta que

el consumo basico para clima frio es igual a 11ms3. Rellene los recuadros con el valor correspondiente

Consume Procedimiente Valer total de cobre

Promedio
9m? (1281x| | +6773)x0.30
5m? (1281x|:| +6773) x0.30
em? (1281x I:l +6773) x0.30
11m3 (| M |+ | Dx| | 6.259
Tm?

0<x<11

En esta tabla, Felipe repiti6 el proceso de calcular el cobro para diferentes consumos
de agua en metros cubicos con el fin de que los estudiantes pudieran identificar las cantidades
que cantidades que varian (discriminandolas de las cantidades constantes). Confirmamos la
deduccidn anterior, gracias a lo descrito por Felipe en un informe extra, el cual mostramos a

continuacion:

Felipe en un informe extra: Para estas actividades, desde el inciso a al e, sirven como guia de
orientacion para que los estudiantes puedan identificar las variables y analizar el comportamiento de

estas mismas.

El segundo procedimiento que conoce Felipe para plantear la expresion algebraica,
es usar la formula de la pendiente, para la cual requiere un punto y la pendiente. En la figura

de [F-32] se observa el procedimiento en mencidn.
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[F-32] Felipe: Para finalizar este momento se presenta la ecuacion de la recta tal y como se muestra en

la Figura 8, estas definiciones se encuentran a lo largo de los otros dos niveles de profundidad.

FORMULA DE LA ECUACION DE UNA RECTA QUE PASA POR UN

PUNTO

Una ecuacidén de la recta que tiene pendiente m y punto (x,.v,) en general:
Y= Yo = m(x — xp)

Felipe evidencia que conoce un procedimiento “mecanico” para plantear la expresion
algebraica como lo es por medio de la ecuacién punto-pendiente, pero, que a su vez resulta
ser un procedimiento practico en ciertas situaciones, el otro procedimiento esta mas
relacionado a la modelacion de un fendmeno, ya que considera las cantidades involucradas

en él y como estas determinan la relacion de correspondencia.

4.1.3.2 Calculo del valor de la pendiente de recta (KoT-P-2)

Como se menciond en KoT-D-2, Felipe conceptualizd la pendiente de recta desde la
situacion de consumo de agua, es decir, desde un caso particular pretendia generalizar la
definicion para el estudiante, en este caso sucede algo similar, pues en la instruccion que él
da a los estudiantes en el disefio didactico, usa el fendmeno de consumo de agua para

ejemplificar este proceso, tal como se observa en la figura 11.

Figura 11. Procedimiento para calcular el valor de la pendiente

La pendiente m de una recta, no vertical, que pasa por los puntos A(x,.y,)
y Bxs.y,) es

variacion del precio  y, =y,

m= ™, =
por metros cibicos X, — X,

Nota. Informacion tomada de Plata (2023)
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Este conocimiento de Felipe esté relacionado con el descriptor anterior, ya que, segln
Martinez de la Rosa (2013) comprender el concepto de pendiente requiere de una clara
conexion entre sus distintas representaciones y la relacion entre la ecuacién de la recta, la
grafica y el contexto. Es importante incidir en la idea de razdn de cambio y obtener modelos

matematicos que muestren su utilidad en situaciones reales.

De acuerdo con el autor, el procedimiento que Felipe conoce estd conectado con la
forma en la que plantea la ecuacion de la recta, pues usé la formula de la ecuacion de la recta

de forma implicita.

En esta misma transcripcion Felipe incluye la aclaracion de que la pendiente de la
recta no se puede calcular en caso de ser vertical, es decir, considera que esta es una de las

condiciones para proceder a medir su “inclinacién” de lo contrario la pendiente es indefinida.

4.1.4 Fenomenologia y aplicaciones de la F.L.
Esta categoria se analiza a partir de tres descriptores: i) Fenomenologia que se modela

por medio de la F.L; ii) La F.L como proporcion, y iii) La F.L como variacion.

4.1.4.1 Fenomenologia que se modela por medio de la F.L. (KoT-F-1)

En el documento de la tesis, Felipe reconoce el consumo de agua en los hogares como
un fenémeno que ofrece la oportunidad para que los estudiantes estudien la funcién lineal,
debido a la relacion que existe entre la variable consumo en metros cubicos de aguar y la
variable cobro en COP, guardan una relacion de proporcionalidad directa. En [F-28] él
describe el uso de esta fenomenologia.

[F-28] Felipe: Para dar continuidad al desarrollo de este apartado, se presenta la siguiente pregunta

problematizadora “;Como las matematicas pueden ayudarme a entender el consumo del agua en el
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hogar?”, cuyo propoésito es incentivar a los estudiantes a indagar y entender un poco acerca de la

funciodn lineal en un contexto de la vida cotidiana

Resaltamos que Felipe considere esta situacion como un contexto de la vida cotidiana,
pues resulta compatible con las ideas de Campedn-Becerra et al., (2018) quienes afirman que
el aprendizaje de la funcidn se hace mucho mas significativo cuando se plantean secuencias
didécticas relacionadas con el contexto del estudiante desde las cuales pueda emplear su

propia experiencia para dar solucion a la problematica planteada.

Adicionalmente, Felipe reconoce que este fendmeno permite estudiar la funcion lineal
por partes o tramos, debido a que el consumo basico estipulado para los estratos 1, 2y 3. En
[F-33] él menciona esta oportunidad y la manera como lo representé en GeoGebra.

[F-33] Felipe: por otra parte, el mayor cambio se evidencia en el nivel de profundidad 4, tal como se

puede observar en la Figura, donde se procede a trabajar una funcién por partes para los diferentes

estratos

A .

En el disefio didactico, Felipe incluyo la exploracién de otro fendmeno, el llenado de
tangue con el fin de ofrecerle al estudiante otra oportunidad de explorar las caracteristica y

propiedades de la F.L, en [F-35] él describe esta actividad.
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[F-35] Felipe: En este momento para todos los niveles de profundidad se presenta la situacion de un
Ilenado de tanque, el cual tiene como objetivo identificar la funcién como proporcién, tal como lo
menciona Ruiz (1998). Aqui se observara en los diferentes niveles que en algunos se encontrara una
funcién afin y una funcion lineal.

En concordancia a lo anterior, Felipe identificd que este fendmeno debe tener una

caracteristica importante para que permita la exploracion de la F.L (llenado a razén

constantes) tal como él lo describe en la figura 12.

Figura 12. llenado de tanque a razén constante como fenémeno de estudio

Después de entender como funciona el costo por consumo de agua, Martin da cuenta que
lo copacidad de agua que tiene la pila del lavadero en su hogar es de 50 litros y al abrir lg
llave del lavadero, se vierte agua a una razdn constante.

* Ayude a Martin a conocer cudntos litros de agua gasta por minuto cuando dura la
llave abierta 5 minutos

X(minutos) 0 i 2 s 4 5
Y (litros 0 3 [ =) 12 15
de agua)

Nota. Informacion tomada de Plata (2023)

Por lo anterior, identificamos que Felipe reconoce algunos aspectos inherentes a los
fendmenos de estudio de tal forma que ofrezcan oportunidades de explorar las caracteristicas

y propiedades de la F.L a los estudiantes.

Uno de estos aspectos es que permitan el estudio de situaciones de cambio y variacion,
el otro es que la relacion entre las cantidades involucradas sea proporcional, ya que la

constante de proporcionalidad sera a su vez, la pendiente de la recta.

En adicion a lo anterior, el objetivo de Felipe al proponer estas situaciones de la vida

cotidiana era el de incentivar al estudiante (como se observa en [F-28]) lo cual se acoplaa lo
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planteado por el MEN (1998) quienes afirman al modelar estas situaciones el estudiante
encuentra sentido y significado al objeto matematico, esto sucede siempre que las situaciones

estén ligadas a experiencias cotidianas y significativas para el estudiante.

El cobro por consumo de agua en el hogar resulta ser una situacién cercana al
estudiante promedio de Colombia, pero que al mismo tiempo ofrece oportunidades al
estudiante para explorar la funcion lineal, la funcion afin, incluso la funcién por partes,

aspectos que destacamos del conocimiento de Felipe.

4.1.4.2 La F.L. como proporcion (KoT-F-2)
A lo largo de todo su trabajo de grado, Felipe consideré la proporcionalidad directa
como un fendmeno que permite explorar algunas caracteristicas fundamentales de la F.L. En

[F-7*] se observa esta propuesta.

[F-7*] Felipe: Por otro lado, consideramos algunos estudios que abordan la ensefianza de la funcién
empleando Software dindmicos y la proporcionalidad directa simple para proporcionar alternativas que

les permitan a los estudiantes caracterizar e identificar algunas propiedades de la funcion lineal.

En [F-39], Felipe describe la manera en la que se realiza esta aproximacion al
concepto de F.L a traves de la proporcionalidad directa basado en Ibarra y Moreno (2010)

citado en Plata (2023).

[F-39] Felipe: Alo largo del disefio se estudia la funcion lineal f(x) = mx como variacién y proporcion
pues esto les permite a los estudiantes identificar la constante de proporcionalidad presente entre las

variables de estudio, la cual corresponde a la pendiente de la recta

En la ultima transcripcion, Felipe hizo mencion de la relacion de proporcionalidad
que tienen las variables de estudio, aspecto que también es estudiado por Fiol y Fortuny

(1990) en donde afirman que: “La proporcionalidad entre dos magnitudes puede interpretarse
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bajo el concepto de funcion como una cantidad variable que depende de otra cantidad

variable” (p.83)

Con base a lo que afirman estos autores, consideramos que Felipe conoce la
proporcionalidad directa simple como un fendémeno que al estudiarse permite un
acercamiento a la conceptualizar la F.L gracias a que también considero la variacion en las

cantidades de estudio como elemento fundamental.

4.1.4.3 La F.L. como variacion (KoT-F-3)
En [F-3*] Felipe reconocio el uso situaciones de cambio y variacion para aproximarse

al concepto de funcidn, y en el caso particular de la F.L. esta variacion debe ser constante.

[F-3*] Felipe: Es importante desarrollar el concepto funcidn lineal en los Gltimos afios de secundaria,
dado que esto permite dar tratamiento a fenémenos de variacion. Desde esta propuesta queremos hacer
un disefio didactico que dé importancia a las dificultades que tienen los estudiantes al momento de
aprender este concepto para dar tratamiento a la variacion constante, presente en el modelo lineal,

ademas, considerar las particularidades de los estudiantes.

En [F-30], Felipe presenta una actividad del disefio didactico con la que pretendia que

el estudiante pudiera identificar la variacion constante presente en el modelo.
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[F-30] Felipe: Actividad Inicial

Consumo

Promedio

9m*

5m?

11m?

Siguiendo con la actividad en el inciso f) se espera que los estudiantes logren identificar la diferencia
entre los valores obtenidos en las tablas anteriores, con el fin de que el estudiante logre identificar esta

variacién como una variacién constante, dando asi a entender la funcién como variacién descrita por

Ruiz (1998).

La actividad descrita anteriormente por Felipe consistia en calcular las diferencias
entre pares consecutivos, es decir, la diferencia de precio en las facturas de 5 a 7 m®, luego

de7a9m? y9allmd yal comparar estas diferencias permitiria ver que eran iguales debido

a la variacion constante.

Esta aproximacion al concepto de F.L por medio de situaciones de variacion usado

por Felipe concuerda con la concepcion de pensamiento variacional propuesta en Acevedo

et al., (2007) el cual indaga por:

el reconocimiento de regularidades y patrones, la identificacion de variables, la
descripcion de fendbmenos de cambio y dependencia; conceptos y procedimientos
asociados a la variacion directa, a la proporcionalidad, a la variaciéon lineal en

contextos aritméticos y geométricos, a la variacion inversa y al concepto de funcion.

(p. 23)

Procedimiente
(1281x|:| +6773) x0.30

(1281 | +6773) x0.30
(I ]

Valor total de
cobro

6.259

72
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Es por lo anterior que, creemos que Felipe reconocio y usé en el disefio didactico
situaciones de variacion y cambio como una oportunidad para que el estudiante reconociera
regularidades y patrones (como se observa en la actividad de [F-30]) propios de la F.L como

la razén de cambio constante presente en el modelo lineal.

4.2 Descriptores del KFLM de Felipe sobre la F.L.

Como se menciond en la metodologia, los descriptores del conocimiento de Felipe
surgieron desde las evidencias recolectadas y su respectiva relacién con las cuatro categorias
del subdominio KFLM, es decir: i) Teorias de aprendizaje; ii) Fortalezas y dificultades; iii)
Formas de interaccion con el contenido; y iv) Intereses y expectativas. A continuacion,

realizamos dicha descripcion.

4.2.1 Teorias de aprendizaje asociadas a la F.L.
Esta categoria se analiza a partir de tres descriptores: i) Desarrollo del pensamiento
variacional desde situaciones problema; ii) Aproximacion a la F.L. desde sus diferentes
representaciones, caracteristicas y propiedades; y iii) Las TICS como herramientas que

facilitan el proceso de aprendizaje.

4.2.1.1 Desarrollo del pensamiento variacional (KFLM-T-1)
Felipe contempl6 algunas dificultades en el proceso de ensefianza-aprendizaje de la
matematica que pretendié abordar y solucionar desde su disefio didéctico. El describe una de
estas dificultades en la propuesta y la tesis, tal como se observa en [F-1*]

[F-1*] Felipe: Se considera que, como docentes debemos tener presentes las dificultades relacionadas

con la complejidad de los objetos matematicos para no incurrir en el error de presentar a los estudiantes
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los objetos matematicos de estudio, como una teoria axiomatizada y terminada, por el contrario, ofrecer

oportunidades de aprendizaje donde sean ellos quienes construyan el conocimiento.

Por ende, Felipe decidi6 tomar como referencia el trabajo de Fiallo y Parada (2014)
citado en Plata (2023), ya que con esta propuesta espera ofrecerle al estudiante la oportunidad
de construir su conocimiento, como se puede ver en otra transcripcion tomada de [F-1*]

[F-1*] Felipe: Es, por tanto, Fiallo y Parada (2014) nos muestran un camino en la construccion del

pensamiento variacional mediante la resolucion de problemas donde promueven el analisis de

situaciones de variacién y cambio, donde emerge el concepto de funcién y se presenta al estudiante a

través de las diferentes representaciones: tabular, grafico, algebraico y verbal, para de esta manera,

contribuir en la comprensién del objeto matematico.

El desarrollo del pensamiento variacional por medio del estudio de situaciones que
puedan modelar los estudiantes va en concordancia con el MEN (2004) quienes caracterizan
el pensamiento variacional como “la capacidad que tiene el estudiante para darle sentido a
las funciones numéricas y manejarlas en forma flexible y creativa, para entender, explicar y

modelar situaciones de cambio, con el propdésito de analizarlas y transformarlas” (p. 17).

Para el caso de la funcion lineal, Felipe aclard que estas situaciones de variacion y
cambio deben estar orientadas a visibilizar la proporcionalidad como elemento inherente al
concepto de la F.L. Lo anterior, es descrito por Felipe en [F-39]

[F-39] Felipe: Se espera que los estudiantes analicen la variacién e identifiquen la constante de

proporcionalidad la cual corresponde a la pendiente de la recta, pues de acuerdo con Ibarra y Moreno

(2010), la funcién lineal debe estudiarse a partir de la formulacién de problemas a través de la

proporcion.

De hecho, se evidencia que Felipe concibe la F.L (como se observa muestra en KoT-

F-2) de acuerdo a la concepcion dada por Garcia et al., (1997): "una funcion es lineal si
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cualquier cambio en la variable independiente causa un cambio proporcional o un incremento
en la variable dependiente” (p. 49). Quiza por esto, Felipe considera la proporcionalidad
como una caracteristica necesaria en las situaciones de variacion y cambio que uso en el

disefio didactico.

Con base a estas evidencias pudimos inferir que Felipe considera la variacién
(constante) y la constante de proporcionalidad como elementos imprescindibles en la
exploracion que hace el estudiante por medio de situaciones problema como via para el

desarrollo del pensamiento variacional.

4.2.1.2 Conceptualizacion de la F.L desde sus caracteristicas (KFLM-T-2)
Felipe recalcé en su trabajo la intencion de usar nuevas estrategias de ensefianza-
aprendizaje en las que no solo se haga énfasis a lo procedimental, tal como se visualiza en
[F-4+]
[F-4*] Felipe: En efecto, la importancia de abordar el problema se fundamenta en la necesidad que
tienen las aulas de atender los diferentes ritmos y estilos de aprendizaje, de esta manera, permitir a los
estudiantes mas que la realizacion de practicas algoritmicas y repetitivas, encaminarlos a la

comprensién de los objetos matematicos de estudio, en este caso particular, las funciones lineales desde

sus distintos registros de representacién, sus caracteristicas y propiedades.

En ese sentido, entendemos que Felipe pretendia que los estudiantes realizaran una
aproximacion al concepto de F.L por medio de sus caracteristicas, muchas de las cuales
fueron identificadas como conocimientos de Felipe en algunos de los descriptores anteriores,
como lo son la proporcionalidad directa, la variaciébn constante y sus diferentes

representaciones (grafica, tabular y algebraica)
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En [F-12*], Felipe menciond la importancia que tuvieron las Tecnologias de la
Informacién y las Comunicaciones (TIC) para que el estudiante pudiera reconocer los

atributos de este tipo de funciones basado en Giraldo (2012) citado en Plata (2023).

[F-12*] Felipe: Por otro lado, Giraldo (2012) teniendo como base la teoria del aprendizaje
significativo, propone la ensefianza de la funcidn lineal a través de los conocimientos previos de los
estudiantes y resaltando el uso de las TIC a la hora de abordar los conceptos de manera que se puedan

visualizar las caracteristicas de una funcion lineal.

La herramienta TIC que us6 Felipe fue GeoGebra ya que esta le permitid resaltar las
caracteristicas de la F.L gracias a sus herramientas dindmicas. En la figura 13 se muestra un

applet construido por Felipe en este software.

Figura 13. Felipe hace uso de GeoGebra
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En [F-6*] Felipe, describe cuéles son las caracteristicas de la F.L. que espera destacar
con el fin de dar via a la conceptualizacién del objeto matematico.

[F-6*] Felipe: ...Lo mencionado anteriormente, permitira proponer un disefio en el cual se tenga en

cuenta las relaciones de covariacion entre las variables, las distintas representaciones de la funcion

lineal, asimismo, las posibles interpretaciones que se le dan a la pendiente y el intercepto para que el

estudiante reconozca de esta manera los distintos comportamientos que generan estos parametros.

Gracias a estas evidencias podemos suponer que, Felipe consider6 que el aprendizaje
de la funcion lineal deberia darse desde la exploracién de sus diferentes representaciones
(tabular, gréfica y algebraica), y caracteristicas (proporcionalidad y variacion constante)

aprovechando el dinamismo que ofrece GeoGebra.

Autores como Mena (2014) reconocen, al igual que Felipe, el potencial de este tipo
de herramientas digitales para que el estudiante identifique las propiedades del objeto
matematico, ademas de permitir la exploracion de manera intuitiva y sin la necesidad de

formulas que pueden carecer de sentido.

4.2.1.3 Las TICS para el aprendizaje de la F.L (KFLM-T-3)

Felipe dedicd buena parte de su trabajo a la construccion de applets en el software de
GeoGebra con las que pretendia ofrecer al estudiante una exploracion mas detallada del
objeto matematico. En [F-7*] se exponen las razones por las que Felipe considerd este
recurso como una “alternativa” para el aprendizaje de la F.L.

[F-7*] Felipe: Por otro lado, consideramos algunos estudios que abordan la ensefianza de la funcion

empleando Software dindmicos y la proporcionalidad directa simple para proporcionar alternativas que

les permitan a los estudiantes caracterizar e identificar algunas propiedades de la funcién lineal...
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Este conocimiento de GeoGebra como herramienta para el aprendizaje de la F.L que
tiene Felipe concuerda con las ideas de Arteaga et al., (2019) quienes consideran a este
software como un candidato de extraordinario valor en el proceso de ensefianza-aprendizaje
de la matematica, porque ademas permite estimular y desarrollar la creatividad de los

alumnos, al permitirle descubrir y construir los conocimientos que son objeto de estudio.

4.2.2 Fortalezas y dificultades de los estudiantes al aprender la F.L.
Esta categoria se analiza a partir del descriptor de conocimiento: i) Dificultades

de los estudiantes en el aprendizaje del calculo diferencial.

4.2.2.1 Dificultades de los estudiantes en el aprendizaje del calculo

diferencial (KFLM-F-1)

Felipe identifico algunas dificultades de los estudiantes cuando aprenden el
concepto de funcidn basandose en Lopez y Sosa (2008), citado en Plata (2023). En [F-
5*] se pueden observar estas dificultades descritas por el.

[F-5*] Felipe: Ldpez y Sosa (2008), el propdsito de su investigacion son los factores que influyen en

las dificultades del aprendizaje y errores cometidos por los alumnos en el nivel medio superior cuando

manipulan el concepto de funcidn. Algunos de ellos se muestran en la Tabla 2.

Dificultad Cognitivo | Epistemologico Didactico

Confusién entre Similitud de |[Funcién como puente [Operar y manejar
funcion y ecuaciéon  |graficas entre la geometria y el [funciones como cualquier

algebra expresion algebraica. Sintaxis

utilizada

Obtener una expresién|Esquema que [La ensefianza del Los ejercicios
analitica o grafica de |respondea  [concepto hatomado |planteados suelen ser rutinarios o
una funcion que situaciones  |una direccion algoritmicos, excluyendo aquellos
modele un fendmeno |muy similares|contraria a la génesis [problemas o situaciones de

de este \variacion

La primera dificultad identificada por Felipe es aquella cuando el estudiante no diferencia

entre la funcién y la ecuacion, segun Felipe (como se observa en la tercera columna de la
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tabla en [F-5*]) esta dificultad tiene relacion con el aspecto epistemoldgico del concepto ya
que la funcién tiene relacién con lo algebraico y lo geométrico. Otra razon a esta dificultad
es descrita por Felipe en [F-26].
[F-26] Felipe: Si bien las ideas de cambio y cantidad variable se encontraba en los pensamientos griegos
quienes consideraron al cambio y el movimiento como algo externo a las matematicas. Hablar de esta

forma llevé a los matematicos de la época a hablar acerca de las incognitas e indeterminaciones mas

que de variables. Esto condujo a la proporcién y ecuaciones, no a las funciones.

La anterior transcripcion de Felipe evidencia que conoce que esta dificultad se debe
a que los estudiantes facilmente pueden confundir la variable con la incognita, por ende, la

funcién con la ecuacion.

La segunda dificultad de los estudiantes que conoce Felipe (en [F-5*]), es la
relacionada a la modelacion de fendmenos por medio de la expresion analitica. Para el
reconocimiento de esta dificultad, Felipe se baso en Lopez y Sosa (2008) quienes consideran
que esta dificultad se debe a que los estudiantes (por lo general) estan acostumbrados a
trabajar casi exclusivamente los aspectos procedimentales del objeto de estudio, dejando de

lado el estudio de situaciones problema y su respectiva modelacion.

En otra transcripcion tomada de [F-5*] Felipe identificd otra dificultad que tienen los
estudiantes al momento de representar la funcion de forma gréafica en el plano cartesiano.

[F-5*] Felipe: Otra dificultad, es que no conocian que el primer nimero dado es la abscisa y el segundo

la ordenada, destacando que la mayoria de los estudiantes presento debilidades en el desarrollo del

concepto de la funcion lineal.

Para abordar esta dificultad, en el disefio didactico Felipe solicita al estudiante

explorar el applet de GeoGebra y plantea una pregunta relacionada con las coordenadas del
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punto movible sobre la recta, algo a resaltar es que sugiere al estudiante que esta exploracion
la realice con ayuda de la hoja célculo, ya que esta va registrando los valores que toma la
abscisa y ordenada mientras desliza el punto. En [F-18°] se observa la actividad planteada

por Felipe.

[F-18°] Felipe: En GeoGebra 2.1 que modela la situacion del cobro del consumo de agua por

estratol-Climas.
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Los conocimientos de Felipe en relacion a las dificultades de aprendizaje de los
estudiantes fueron identificados por él desde la literatura que us6 como referencia, muy
seguramente esto se debia a la poca experiencia docente con la que contaba en el momento

de la realizacion de su trabajo de grado (era estudiante para profesor de matematicas).

4.2.3 Formas de interaccion con el contenido matematico (F.L.)
Esta categoria se analiza a partir del descriptor de conocimiento: i) Interaccién del

estudiante con softwares de Geometria Dinamica
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4.2.3.1 Interaccion del estudiante con la F.L. mediado por GeoGebra
(KFLM-1-1)
Felipe reconoce la importancia de proveer alternativas de aprendizaje a los
estudiantes para atender la diversidad en el aula de matematicas, en ese sentido, Felipe

distingue al software dindmico como una de esas alternativas, tal como se observa en [F-7*].

[F-7*] Felipe: Por otro lado, consideramos algunos estudios que abordan la ensefianza de la funcion
empleando Software dinamicos y la proporcionalidad directa simple para proporcionar alternativas que

les permitan a los estudiantes caracterizar e identificar algunas propiedades de la funcion lineal.

Mas adelante, en [F-27] Felipe contempla a este tipo de tecnologias (GeoGebra) como
“familiares” al estudiante, facilitando que el estudiante visualice el objeto matematico con
claridad.

[F-27] Felipe: ...investigaciones como la de Giraldo (2012) resalta que para la ensefianza de la funcion

lineal es necesario considerar los conocimientos previos de los estudiantes, esto con el fin de que se

aborden conceptos matematicos a traves de las TIC con el objetivo que se visualicen las caracteristicas

de la funcion lineal y familiarizar a los estudiantes con la matematica a través de la tecnologia digital.

En concordancia con las ideas de Felipe, Rueda y Parada (2016), afirman que los
fendmenos de variacion dificilmente son visibles en representaciones estaticas (como las
realizadas a lapiz y papel) por ello, se deben buscar contextos en los que se enfatice el caracter

dinamico de los mismos, por ejemplo, ejemplo de ello es el software de GeoGebra.

En [F-31] Felipe describi6é que mediante la interaccion que los estudiantes realizan en
GeoGebra (el cual reconoce como un ambito mas tecnoldgico, refiriéndose tal vez a un
ambiente de geometria dindmica) ellos pueden observar la variacion como una caracteristica

principal en la funcién.
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[F-31] Felipe:

B0
......

20000

o |

Esta actividad tiene como fin, que el estudiante manipule y nuevamente pueda observar la variacion ya
desde un &mbito més tecnolégico, donde ellos puedan observar mediante la hoja de céalculo los valores
que se pueden observar, y alli poder comparar y analizar los diferentes valores esto se trabajan en el

inciso f) al j)

Por lo anterior, suponemos que Felipe reconoce a GeoGebra como un recurso digital
que facilita al estudiante la exploracion las caracteristicas del objeto matematico,
identificando aspectos como la variacion y la proporcionalidad, probablemente debido a que
los estudiantes encuentran facil familiarizarse con el tema cuando pueden manipular y
controlar las representaciones del objeto matematico, gracias al dinamismo que ofrecen estas

herramientas.

4.2.4 Intereses y expectativas de los estudiantes
Esta categoria se analiza a partir del descriptor de conocimiento: i) Contextos de

interés para los estudiantes.
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4.2.4.1 Contextos de interés para los estudiantes (KFLM-E-1)
Con el fin de darle sentido a las matematicas que aprenden los estudiantes, Felipe
contempla el uso de dos elementos didacticos que orienten la secuencia didactica del disefio,

tal como se observa en [F-13].

[F-29] Felipe: Estos disefios parten desde el uso de tecnologias y el uso de un contexto que genere

interés en los estudiantes, reflejando en ellos los principios del DUA y las pautas

Segln Rodriguez (2011), para que un proceso formativo se convierta en un
aprendizaje significativo, se deben cumplir dos condiciones: i) el estudiante debe mostrar una
actitud de predisposicion e interés por aprender, ii) el material didactico ha de resultar

atractivo.

Estas dos condiciones parecen ser reconocidas por Felipe en el planteamiento del
disefio didactico a partir del uso de GeoGebra (como se describié en KFLM-T-3) y de una
pregunta problematizadora relacionada a un contexto cercano y de interés para el estudiante

como él lo menciona en [F-28].

[F-28] Felipe: se presenta la siguiente pregunta problematizadora “;Coémo las matematicas pueden
ayudarme a entender el consumo del agua en el hogar?”, cuyo propdsito es incentivar a los estudiantes
a indagar y entender un poco acerca de la funcion lineal en un contexto de la vida cotidiana, y otra de
las ideas principales con esta pregunta es dar una conciencia ambiental a los estudiantes a través de la

ensefianza de las matematicas.

Finalmente, creemos que Felipe reconoce la situacion de cobro por consumo de agua
en el hogar (mediado por GeoGebra) es un contexto que motiva y capta el interés del

estudiante, lo cual favorece un aprendizaje significativo.
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Esta idea va acorde con las ideas de Rodriguez (2011), quien define el aprendizaje
significativo como un proceso que solo se da si aquello que el individuo incorpora a sus
esquemas mentales tiene sentido para él, de acuerdo a sus motivaciones e intereses

personales.

4.3 Algunas relaciones dentro del conocimiento especializado de Felipe
En algunos de los fragmentos seleccionados de los documentos de Felipe, logramos
identificar relaciones dentro de su conocimiento especializado la cuales mencionamos a
continuacion: i) Las situaciones de variacion y cambio en el aprendizaje de la F.L, estas
relaciones fueron identificadas en el fragmento [F-1*]; ii) 4.3.2 GeoGebra un mediador para
el aprendizaje de la F.L, relaciones en [F-7*], [F-27] y [F-39]; iii) Representaciones de la
F.L. en GeoGebra, relaciones en [F-18°] y [F-31]. A continuacidn, se explica cada una de

estas relaciones.

4.3.1 Las situaciones de variacion y cambio en el aprendizaje de la F.L.

En [F-1*] se puede ver que, Felipe identifica algunas dificultades que pueden
presentar los estudiantes al aprender la F.L, €l sefiala que una de estas dificultades se debe a
que algunos docentes recurren a ensefiar los temas como una teoria axiomatizada y termina
y por ello, los estudiantes no tienen la oportunidad de construir su propio conocimiento

(KFLM-F-1).

Para dar solucion a esta dificultad se apoya en la propuesta de Fiallo y Parada (2014),
para desarrollar el pensamiento variacional desde el uso de situaciones problema que

involucren el cambio y la variacion (KFLM-T-1), esto llevd a Felipe a una bdsqueda de



CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DE UN PROFESOR EN FORMACION 85

fendmenos que le facilitaran al estudiante reconocer la variacion como una caracteristica

fundamental para conceptualizar la F.L. (KoT-F-3).

En resumen, en [F-1*] se observa que Felipe busca solucionar algunas dificultades
que presentan algunos estudiantes cuando aprenden la F.L. por medio de las teorias de
aprendizaje que conoce, y desde estas teorias identifica el tipo de fenomenologia que

favorece el desarrollo del pensamiento variacional.

4.3.2 GeoGebra un mediador para el aprendizaje de la F.L.

En los fragmentos [F-7*], [F-27] y [F-39] se evidencia que Felipe identifica a la
relacion de proporcionalidad que hay entre las dos variables de estudio como una
caracteristica fundamental de la definicion de F.L (KoT-D-1). Ademas, él enfatiza que por
medio de esta caracteristica se puede realizar una aproximacion al concepto de F.L, es por
esto que se ve en la necesidad de buscar situaciones o fendmenos que destaquen la constante

de proporcionalidad para identificar la pendiente de la recta (KoT-F-2).

Ademas de la fenomenologia, Felipe hizo uso de GeoGebra para realizar esta
aproximacion, pues considera esta herramienta como mediadora en el proceso de aprendizaje
de los estudiantes (KFLM-T-3) ya que las tecnologias digitales suelen ser un instrumento que
ellos usan para una mejor interaccion con el contenido matematico (KFLM-I-1) por el

caracter dindmico que ofrece el software.

Con base a estas evidencias, deducimos que Felipe considera que algunas
caracteristicas fundamentales de la definicion de F.L se pueden destacar desde el estudio de

algunas fenomenologias y el apoyo de recursos tecnologicos que facilitan al estudiante la
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interaccion con el contenido, lo cual produce un aprendizaje significativo (teorias de

aprendizaje) gracias al caracter dinamico que ofrecen algunos recursos digitales.

4.3.3 Representaciones de la F.L. en GeoGebra.

En los fragmentos [F-18° y F-31] Identificamos que, Felipe reconoce que para la
construccion de las representaciones (tabular, grafica y algebraica) de la F.L. se deben
destacar la variacion (KoT-R-1, 2'y 3) como elemento fundamental, y para lograrlo recurrié
a GeoGebra (KFLM-T-3) puesto que facilita visualizar la covariacion entre las cantidades
involucradas, ademas de establecer conexiones entre las representaciones, por medio de las
herramienta del software: hoja de calculo, vista algebraica y la vista grafica. Esta estrategia

para representar la F.L.

Inferimos que Felipe conoce los diferentes registros representaciones de la F.L. por
medio del caracter variacional que él reconocio en la definicion del concepto el cual se pudo
apreciar usando como recurso de apoyo un Software de geometria dindmica lo que, a su vez,
favorece el aprendizaje significativo de los estudiantes, esto ultimo reconocido como una

teoria de aprendizaje que €l conoce.

4.4 Algunas reflexiones sobre el proceso de formacion Felipe
Para las reflexiones que realizamos en este apartado nos basamos en los analisis
hechos por Felipe los cuales fueron descritos por €l en el documento tesis. Con estas
reflexiones pretendemos explicar la influencia que tuvo su proceso de formacién en el

conocimiento especializado que él evidencio.

Seleccionamos tres aspectos de la formacién de Felipe y que influenciaron la

consolidar nuevos aprendizajes: i) Un estudio a la didactica del célculo; ii) El trabajo
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colaborativo: El aporte de una CoP de educadores matematicos; y iii) La atencién a la

diversidad en el aula de matematicas: Una oportunidad para repensar la ensefianza de la F.L.

4.4.1 Un estudio a la did4ctica del calculo
Como se menciono en la metodologia, durante su trabajo de grado, Felipe curso la
asignatura llamada didactica del calculo. De esta asignatura destacamos que el docente
encargado enfocd el curso a resaltar los beneficios de GeoGebra como herramienta
mediadora en el proceso de ensefianza y aprendizaje del calculo diferencial e integral (Fiallo
y Parada, 2018). Este espacio de formacion influyé a que Felipe eligiera este software para
el disefio de actividades como se observo en los descriptores (KoT-R-1, 2 y 3), (KFLM-T-

3), y (KFLM-I-1).

La habilidad para el disefio y uso de applets de GeoGebra fue otro aprendizaje que
adquirié durante este curso, ya que muchas de las actividades y trabajos propuestos en la
asignatura constaban en la exploracion y construccion de representaciones que modelen
fendmenos de cambio y variacion por medio del software. Felipe aprovecho este
conocimiento para proporcionar herramientas que mediaran en el aprendizaje de los
estudiantes, ademas le permitié conceptualizar la F.L. desde una perspectiva variacional

(KoT-D-1).

Las bases teodricas de la asignatura son tomadas de los Estandares Bésicos de
Competencias de Matematicas en (MEN, 2006) En este documento se propone el desarrollo
del pensamiento variacional a partir de la formulacion, planteamiento, transformacién y
resolucion de problemas de la vida cotidiana, las otras ciencias y de las matematicas

mismas. Este enfoque de la asignatura influencié en el conocimiento de Felipe sobre la
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eleccion de fendmenos que se modelen por medio de la F.L (KoT-F-1). Esto le permitié a él
elegir contextos (cobro por consumo de agua en el hogar y llenado de tanque a razon
constante) apropiados para que el estudiante explore las propiedades y caracteristicas de la

F.L. desde la variacion (KFLM-T-1)

4.4.2 El trabajo colaborativo en la CoP
Uno de los primeros cambios que evidenciamos en el conocimiento de Felipe, fue el
de establecer las razones por las que considera que la ecuacién no es necesariamente una
funcion. Inicialmente (en T.G.1l.), Felipe menciona que uno de los errores mas
frecuentemente en los estudiantes cuando aprenden la F.L es el de interpretar la funcion como
una ecuacion (KFLM-F-1), pero, no fue sino hasta T.G.2. que logré establecer que esta

dificultad tiene un origen de tipo epistemolégico (KFLM-D-1).

Este cambio en el conocimiento de Felipe fue motivado por las observaciones que
recibio en la rabrica de evaluacion. En la figura 14, Felipe recibe una calificacion de 3 en el
indicador sobre los aspectos epistemoldgicos, histéricos y didacticos, ademas de un

comentario que le invita a reflexionar sobre este aspecto.

Creemos que el segundo comentario en la rdbrica hizo que Felipe revisara
nuevamente la epistemologia del concepto y notara que esta dificultad estuvo presente desde
la antigua Grecia en donde se consider6 al cambio y el movimiento como algo externo a las
matematicas lo que los condujo a estudiar la incdgnita y no las variables, es decir, a que se

estudiaran las ecuaciones mas no las funciones (KFLM-F-1)
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Figura 14. Rabrica de evaluacion: Aspectos histdricos, epistemoldgicos y didacticos.

3. Valoracion disefio con orientaciones al profesor

en los documentos de referencia del MEN

Indicadores Fl F2 F3 P4
213 2134 213|4 213145

Se explicitan los planteamientos epistemolégicos x
o histéricos v didécticos
Se indica los procesos que se estdn trabajando en

. . X
las diferentes actividades
Se fundamentan las actividades con lo propuesto x

Comentarios

= Revisar el documento de nivel I, ahi se hicieron algunas correcciones. Conviene reeditar estas orientaciones, pues
la redaccion es regular y hay parrafos que no se entienden.

»  Acd, no solo se trata de comentarle al profesor lo que se espera en cada pregunta. Al iniciar las orientaciones
conviene comentar los aspectos epistemologicos y didédcticos que se tuvieron en cuenta para discutir el objeto
funcion lineal como lo planteas. Solo se menciona al autor Font, para justificar el uso de contextos reales.
Tampoco se da a conocer, como lo planteado se fundamenta desde los documentos del MEN,

Nota. Informacion tomada de Plata (2023)

Otra recomendacion que Felipe recibe en la rubrica va orientada hacia el principio I1:
Proporcionar Multiples formas de accion y expresion, para estos indicadores recibié una

calificacion de tres (ver figura 15), lo cual invito a Felipe a que realizara algunos ajustes en

el disefio didactico.

Figura 15. Rubrica de evaluacion: Principio Il del DUA

Practica II. Proporcionar multiples formas de expresion

Indicad Pl P2 P3 P4
Hdicacores 2[3 3 23 1]2[3]4

Pauta 1. Proporciona opciones para la interaccion x

fisica.

Pauta 2. Proporciona opciones para la expresidén y x

la comunicacion.

Pauta 3. Proporciona opciones para las funciones x

ejecutivas.

Nota. Informacion tomada de Plata (2023)

Creemos que el cambio generado por esta observacion se relaciona a lo

procedimental, ya que en T.G.2, Felipe presenté una orientacidn al estudiante para determinar

la expresion algebraica de una F.L. a través de la ecuacion punto-pendiente (KoT-P-1)
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La inclusion de este procedimiento por parte de Felipe se debe también a la

recomendacion que recibié en los comentarios finales de la rubrica, como se observa en

figura 16, en el quinto comentario le solicitaron establecer alternativas para que los

estudiantes puedan interpretar la informacion.

Figura 16. Cometarios y recomendaciones de la CoP

had

COMENTARIOS FINALES
1.

En los documentos se hacen comentarios y se sugieren algunos cambios en la redaccion.

También resalto algunos valores numéricos en que aparece que el dato estda mal (o es 11m? o es 13m?). Conviene
que las tablas tengan los mismos datos, a pesar de que de un nivel a otro se exijan ofro tipo de respuestas.

En las actividades se definen o recuerdan formulas, pero no se observa su uso dentro de las preguntas

El concepto de dominio aparece de la nada. Rompe la secuencia en relacion con la situacion. En mi opinion, la
definicion del concepto pierde importancia, lo relevante es analizar la variable y los posibles valores que puede
tomar dada la situacion.

Conviene hacer una revision exhaustiva en cuanto a los principios y pautas propuestos en el Disefio Universal de
Aprendizaje. Por ejemplo, tener en cuenta que la secuencia de preguntas debe ayudar a los estudiantes a procesar
informacion via la conceptualizacion, establecer diferentes alternativas para la interpretacion, ejemplificar o
mostrar en algunos casos el paso a paso para los estudiantes de primer nivel, etc.

Nota. Informacion tomada de Plata (2023)

Ademas de las recomendaciones que Felipe recibié por medio de la valoracion por

rubrica de su disefio, él contempld un aporte realizado por la profesora en ejercicio que

piloted su disefio didactico (aspecto descrito en la metodologia).

El aporte de esta profesora motivé otro cambio en el conocimiento especializado de

Felipe. En T.G.2 él identifico que algo importante para la modelacion del fenémeno de

estudio a través de la expresion algebraica de la F.L (KoT-P-1), esto es la identificacion de

las variables (independiente y dependiente).

En el informe que realizo6 la profesora en ejercicio (y que Felipe incluyd en la tesis)

se aprecia una recomendacion de tipo pedagdgico (ver figura 17) en la que llamo la atencién

a Felipe, basada en el modo de generalizar que usaban sus estudiantes.
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Figura 17. Recomendacion de la profesora en ejercicio.

CONSUMO Procedimiento Valor
PROMEDICO

O3

11m?

0=x=13

APORTE: Incluir en la tabla mds valores de consumo para llegar a generalizar porque por
experiencia vivida en el grado once, uno o dos ejemplos no son suficientes para que la
mayoria de los estudiantes generalice

Nota. Informacion tomada de Plata (2023)

Desde este aporte pudimos comprender que Felipe buscaba que el estudiante
generalizara a partir de la identificacion de las cantidades variables y de las constantes (KoT -
P-1) este hecho lo confirmamos a partir de lo mencionado por Felipe en un informe extra

mostrados a continuacion.

Felipe en un informe extra: Con este momento se pretende que el estudiante en los tres diferentes
niveles de dificultad identifique las variables que pueden ayudar a encontrar el valor de una funcién

lineal, en el consumo de agua en el hogar, cada nivel cuenta con su grado de dificultad.

En esta descripcion, Felipe reconoce la importancia de identificar las cantidades
variables para encontrar el valor de una funcion lineal, refiriéndose posiblemente a la

generalizacion del modelo lineal para hallar el valor de cobro.

4.4.3 Un estudio para atender la diversidad en clase de matematicas
La atencidn a la diversidad influencié a que Felipe a descubrir aspectos de la F.L. y
su fenomenologia que él antes no consideraba. Por ejemplo, en T.G.1. Felipe omitié la
diferencia entre funcion lineal y funcién afin (KFLM-D-1) pero, en T.G.2 reconocio este

aspecto y lo usa para que los estudiantes que desarrollan el nivel de profundidad 4, en la
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figura 18, se observa que ilustra una funcion por medio de su representacion tabular,

reconociéndolo como una funcion afin.

Figura 18. Felipe reconoce la funcién afin

Para el nivel de profundidad 4, la actividad tiene el mismo objetivo de los niveles anteriores

sin embargo la complejidad para este momento de la clase se presenta en la Figura 18.

Figura 18 Nivel de Profundidad 4

X(minutos) 0 1 2 3 4 S
Y (litros 5 8 11 14
de aqua)

En esta actividad, se pretende que el estudiante, a pesar de estar trabajando con la funcién
lineal, identifique que lo que se encuentra presente en esta tabla es una funcion afin, por ello se

pretende trabajar el proceso de comparacion tal v como lo hablan Fiallol y Parada (2018), donde él

Nota. Informacion tomada de Plata (2023)

El reto de atender la diversidad en el aula llevo a Felipe a considerar la diferencia
entre funcion afin y lineal, pues, como se observa en la figura 18, esta actividad es exclusiva
para estudiantes que trabajan un nivel de profundidad 4, es decir, dirigido a estudiantes con
capacidades excepcionales o talentos y que requieren un nivel dificultad mayor. Lo que nos
llevé a deducir que en la busqueda de actividades retadoras Felipe logrd reconocer la

diferencia entre funcion lineal y afin (KoT-D-1).

Otro conocimiento que Felipe consolidé en el T.G.2 es el de reconocer en la
fenomenologia que selecciond (consumo de agua en el hogar) la posibilidad de trabajar

funciones por partes (KoT-F-1). Nuevamente la busqueda de actividades retadoras a
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estudiantes del nivel 4 permitieron que Felipe reconociera esta oportunidad en el fenbmeno

de estudio. En la Figura 19 evidenciamos este hecho.

Figura 19. Funcion por partes en el nivel 4

significativos, por otra parte, el mayor cambio se evidencia en el nivel de profundidad 4 como se
puede observar en la Figura 9, donde se procede a trabajar una funcion por partes para los
diferentes estratos, esto con el fin de que los estudiantes logren analizar el comportamiento después
de cierto consumo de metros cubicos, lo imporiante es que al terminar esta actividad logren cada

uno socializar los en los diferentes estratos, con el fin de dar conocimiento a los razonamientos

que hicieron a la hora de mamipular los Applets.

Nota. Informacion tomada de Plata (2023)

Creemos que la busqueda de estrategias para tender la diversidad en el aula de
matematicas, ayudaron a que Felipe reconociera a una situacion de la vida real como un
potencial recurso en la exploracion de las caracteristicas de la F.L. Estas estrategias también

le permitieron profundizar en su conocimiento matematico como sucedi6 con la funcién afin.

5 Conclusiones

En este capitulo se exhiben respuestas a la pregunta de investigacion: ;Qué
conocimiento especializado se evidencia en un profesor de matematicas que desarrolla su trabajo de
grado sobre la funcién lineal y la atencién a la diversidad en el aula? Ademas, damos cuenta del
logro de nuestro objetivo de investigacion. Por lo anterior, planteamos nuestras conclusiones
desde tres apartados: i) Conocimiento especializado de Felipe en el KoT; ii) Conocimiento

especializado de Felipe en el KFLM; vy iii) Generalidades y perspectivas.
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5.1 Conocimiento especializado de Felipe en el KoT
Felipe reconocio la definicion de F.L como una regla de correspondencia en la que
prioriz6 dos aspectos: i) el caracter covariacional de las cantidades involucradas en la regla
de correspondencia; y ii) larelacion de proporcionalidad directa que guardan dichas variables
como un aspecto propio de la F.L. A partir de lo anterior, Felipe estableci6 que la pendiente

de la recta es la razon de cambio constante.

Desconectada a estas ideas, Felipe conoce la definicion de dominio como el conjunto
de valores que se pueden “sustituir” en la regla de correspondencia lo cual evidencia que

tiene una concepcion limita del concepto debido al lenguaje que uso.

Felipe, conoce tres representaciones de la F.L (grafica, algebraica y tabular) las cuales
ilustro y conectd por medio de entornos de geometria dinamica que permitieran resaltar su
caracter variacional, sin dejar de lado que la constante de proporcionalidad fuera identificable

a traveés de tablas de valores.

Un manejo adecuado de este tipo de softwares como el que mostro Felipe, requiere
de un conocimiento matematicos como: i) el reconocimiento de la expresion algebraica y sus
parametros como elementos que determinan el comportamiento de la funcion; ii) la referencia
de los ejes cartesianos y relacion a las variables; iii) el registro tabular y su conexion a la

gréfica de forma dinamica. Por ende, estos también son conocimientos de Felipe.

Por otro lado, los procedimientos de la F.L que conoce Felipe se centran en la
modelacion de situaciones por medio de expresiones algebraicas, para lo cual contemplé dos

posibles caminos: i) la identificacion de las cantidades variables (independientes y
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dependientes) para una generalizacion de la regla de correspondencia, Y ii) el uso de férmulas

implicitas como la ecuacion general de la recta.

Por ultimo, se hizo evidente que los fendmenos usados por Felipe permitieron un
acercamiento a la F.L gracias a que él identificd en ellos la presencia cantidades que covarian
de manera proporcional, lo que favorecio la identificacion de la razon de cambio constante

como caracteristica inherente al concepto.

5.2 Conocimiento especializado de Felipe en el KFLM
A lo largo de todo el trabajo de grado, Felipe dio gran importancia a la resolucion de
problemas que involucran el cambio y la variacion como un ambiente propicio para el

aprendizaje de la F.L.

Reconocid el potencial de GeoGebra como mediador en el aprendizaje de la FL
porque permite un acercamiento flexible para estudiantes con diferentes ritmos de
aprendizaje en la clase de matematicas. Ademas, permite atender las dificultades reportadas
por Ibarra'y Moreno (2010) logrando concebir la funcion mas alla de la ecuacion y modelar

fendmenos por medio de la expresidn analitica.

Por dltimo, pero no menos importante, Felipe reconocié dos elementos que
promueven el interés y la motivacion del estudiante: i) posibilitar contextos cercanos (como
lo fue el andlisis del consumo de agua en el hogar y llenado de tangue a razon constante) para
familiarizar los objetos matematicos de estudio con fendmenos de la vida real, y ii) el uso de

tecnologias digitales para favorecer mas acercamientos a la FL.

Reconocemos que algunas evidencias de conocimiento analizadas en este subdominio

pueden presentar algunas similitudes con categorias de conocimiento de otros subdominios
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pertenecientes al dominio PCK, lo cual puede deberse a que, en muchas de las descripciones
tomadas de los documentos de Felipe, la relacion entre los subdominios KMT, KFLM vy

KMLS.

5.3 Generalidades y perspectivas
Encontramos pertinente el uso del modelo MTSK en nuestra investigacion gracias a
que: i) facilité la clasificacion y sistematizacion de los datos por medio de categorias de
conocimiento; ii) la precision de las categorias comprendidas por el modelo nos permitio
detallar cada uno de los conocimientos de Felipe (asociados a los subdominios KoT y
KFLM); iii) permitio caracterizar el conocimiento especializado de Felipe desde un escenario
de préctica poco estudiado (el disefio de actividades durante un proceso de formacién) como

el de nuestro caso de estudio.

Con base en lo anterior, invitamos a aquellos interesados en la formacion de
profesores a seguir indagando sobre el conocimiento especializado que posibilitan los
espacios de formacion y desarrollo profesional, puesto que es posible contribuir a la

caracterizacion de ambientes propicios para la reflexion.

En nuestro estudio de caso encontramos que cuando el profesor reflexiona sobre la
atencién a la diversidad en un entorno colaborativo como el que se da en una CoP de
educadores matematicos, el profesor no solo reconoce las caracteristicas de aprendizaje de
sus estudiantes, sino que valore su conocimiento matematico de los temas que discute con

colegas, investigadores y expertos.

Debido a que nuestras fuentes de informacién eran poco comunes en otros trabajos

que usaran el modelo MTSK, nos vimos en la necesidad de plantear nuevas estrategias
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metodoldgicas que pueden ser replicadas en otras investigaciones, ente ellas: i) la utilizacion
de colores para resaltar transcripciones de Felipe en donde encontrariamos posibles
evidencias de conocimiento, ii) la utilizacion de numeracion especial para algunos
fragmentos de tal forma que no se repitieran evidencias y que facilitara identificar los

cambios entre en el conocimiento de Felipe durante su proceso de formacion.

Consideramos que otro aporte importante de nuestro trabajo es el de reconocer que
existen escenarios y contextos que ayudan desarrollar el MTSK en un profesor durante
procesos de desarrollo profesional, tal como ocurrié en el caso de Felipe, pues su
conocimiento se modificd (progresd) en virtud de la retroalimentacion y de la puesta en

marcha de su propuesta

Debido a las limitaciones de nuestras fuentes de informacion y el tiempo, nuestra
investigacion se limité al estudio de dos subdominios del modelo, pero, resultaria muy
interesante realizar una caracterizacion desde los seis subdominios, lo que dejaria ver un
mayor namero de relaciones dentro del conocimiento especializado y un mayor nimero de

aportes.

Con el fin de incentivar estudios de corte longitudinal que permitan dan cuenta de los
cambios en el conocimiento especializado de profesores de matematicas durante el transcurso
de programas de desarrollo profesional se deja abierta la siguiente pregunta ¢Qué
conocimiento especializado sobre la funcion se evidencia en un profesor de matematicas que

participa en un programa de desarrollo profesional?
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