ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR

Analisis numérico de la interaccion del sistema agujero negro-campo escalar en un

espacio-tiempo dindmico

Jennyfer Camila Acevedo Muioz

Trabajo de Grado para optar al titulo de Fisico

Director
Fabio Duvan Lora Clavijo

Doctorado en Fisica

Universidad Industrial de Santander
Facultad de Ciencias
Escuela de Fisica
Bucaramanga

2023



ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR 2

Agradecimientos
En primer lugar, agradezco a mis padres que siempre me han brindado su apoyo incondicional para
cumplir mis objetivos y metas. Gracias a su apoyo econdémico y sus consejos hoy puedo culminar
esta etapa de mi vida con éxito. Agradezco profundamente a todos mis docentes, quienes han sido
parte de todo mi proceso de aprendizaje, y son aquellas personas que han contribuido de alguna u
otra manera en mi conocimiento adquirido. También es importante resaltar el apoyo de mis com-
pafieros de carrera, gracias por las historias compartidas, las noches de trasnocho y la amistad que

se ha forjado en los dltimos afios.

Un reconocimiento y agradecimiento especial a mi director Fabio Duvén Lora Clavijo, por
su dedicacién y paciencia. Sin sus consejos, correcciones y apoyo no hubiese podido lograr la
terminacién de mi carrera. Gracias por su guia y por transmitirme todos sus conocimientos. Por
ultimo, agradecer a la Universidad Industrial de Santander, por todas las oportunidades que me ha
brindado, por permitirme formarme como profesional y como persona. Gracias a todas las personas

que directamente o indirectamente han sido parte de este proceso.



ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR

Tabla de Contenido

Introduccion

1. Objetivos

2. Foliacion del espacio-tiempo

2.1. Separacion del espacio-tiempo en el formalismo 3+1
2.1.1.  Vector normal

2.1.2. Funcion lapso

2.1.3.  Vector de corrimiento

2.1.4. Meétrica inducida

2.2. Curvatura intrinseca y extrinseca

2.3. Descomposicion del tensor de Riemann

2.3.1. Ecuaciones de Gauss-Codazzi-Mainardi

2.3.2. Proyeccion no trivial del tensor de Riemann

3. Ecuaciones de Einstein en la formulacion 3+1
3.1. Evolucién de la métrica
3.2. Descomposicion 3+1 del tensor de energia-impulso

3.3. Ecuaciones de Restriccion

13

21

22

22

23

24

26

27

28

31

31

32

33

33

34

36



ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR

3.4. Evolucidn de la curvatura extrinseca

3.5. Condiciones de coordenadas: Funciones gauge

4. Evolucion del campo escalar
4.1. Ecuacion de Klein-Gordon en Relatividad General

4.2. Ecuacion de Klein-Gordon en el formalismo 3+1

5. Dinamica del sistema agujero negro-campo escalar en simetria esférica
5.1. Sistema de ecuaciones en simetria esférica

5.2. Implementacién del dato inicial

5.3. Métodos numéricos

5.3.1. Meétodo de lineas

5.3.1.1. Integrador Dormand Prince

5.3.1.2. Diferencias finitas

5.4. Condiciones de frontera

5.5. Diagnéstico

6. Resultados

6.1. Andlisis del proceso de acrecion del campo escalar

6.2. Shadow y trazado de rayos en un espacio-tiempo dindmico
6.2.1. Ecuaciones de movimiento

6.2.2. Transformacién de coordenadas

38

38

39

40

41

43

43

45

46

46

47

49

52

55

57

57

66

67

70



ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR

6.2.3. Parametros de impacto

6.2.4. Lente gravitacional

7. Conclusiones

Referencias Bibliograficas

Apéndices

74

77

85

87

96



ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR

Lista de Figuras

Figural.  Shadow del agujero negro en el interior de la galaxia M87.

Figura2.  Foliacién del espacio-tiempo en hipersuperficies tridimensionales espaciales.

Figura3.  Extension de la Figura (2). [lustracion de la funcién lapso y el vector de corri-
miento.

Figura4.  Ilustracion de la definicion del vector tiempo tangente a la linea de coordenadas
espaciales constante.

Figura5.  Definicion de curvatura extrinseca.

Figura6.  Implementacion del esquema downwind y upwind segun el vector de corrimiento.

Figura 7.  Gréfica correspondiente a instantdneas del campo escalar con 6 =5,k =2y
A=0.8.

Figura 8.  Gréfica correspondiente a instantdneas de la masa de Misner-Sharp con o =5,

k=2yA=0.28.
Figura 9.  Evolucién de la masa del horizonte aparente y la masa ADM (linea continua)
para k = 0.

Figura 10. Evolucion de la masa del horizonte aparente y la masa ADM (linea continua)

para k = 1.

14

25

27

29

55

58

58

60

60



ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR

Figura 11. Evolucién de la masa del horizonte aparente y la masa ADM (linea continua)

para k = 2.

Figura 12. Evolucién de la masa del horizonte aparente y la masa ADM parac =10y k= 0.

Figura 13. Gréfica correspondiente al horizonte de eventos y horizonte aparente con A =
08,0=15yk=0,1,2.

Figura 14. Gréfica correspondiente al horizonte de eventos y horizonte aparente con A =
08,0=2yk=0,1,2.

Figura 15. Grafica correspondiente al horizonte de eventos y horizonte aparente con A =
08,0=5yk=0,1,2.

Figura 16. Test de convergencia para la norma de la restriccién hamiltoniana, realizado
parael casode o0 =5y k=2.

Figura 17. Ilustracién de los pardmetros de impacto.

Figura 18. Curvatura en la trayectoria de los fotones debido al agujero negro.

Figura 19. Dato inicial del lente gravitacional producido por un agujero negro de Sch-
warzschild vs el lente gravitacional producido por el agujero negro con campo escalar
cuando 6 =5y k=2.

Figura 20. Lente gravitacional producido por el sistema agujero negro-campo escalar.

Figura 21. Snapshots de la evolucion del lente gravitacional en el proceso de absorcion

del campo escalar.

61

63

64

65

66

74

78

79

81

84



ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR

Lista de Tablas

Tabla 1.  Cuadro Butcher para el método Dormand Prince.
Tabla 2.  Coeficientes de la aproximacion de la derivada de primer orden.

Tabla3.  Coeficientes de la aproximacién de la derivada de segundo orden.

48

51

52



ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR 9

Lista de Apéndices
pag.
Apéndice A.  Foliacién del espacio-tiempo 96
Apéndice B.  Ecuaciones de Einstein en la formulacion 3+1 101

Apéndice C.  Ecuacién de Klein-Gordon y términos de fuente 108



ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR 10

Glosario
Agujero negro Objeto compacto con campo gravitacional muy intenso, tanto que ni la luz puede

escapar.

Campo escalar Un campo escalar es un campo que toma un valor especifico en cada punto del

espacio-tiempo. Estos campos son independientes de las coordenadas.

Acrecion Acrecion es el proceso de acumulacién de particulas en un objeto masivo debido a una

atraccion gravitacional de materia, tipicamente materia gaseosa, en un disco de acrecion.

Sombra La luz que pasa cerca del agujero negro es desviada por el campo gravitatorio, produ-
ciendo una sombra de agujero negro, una regién oscura que a menudo estd rodeada por un anillo
de luz brillante, cuyo tamafo y forma provienen directamente de la masa y el momento angular

del agujero negro.
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Resumen
Titulo: Andlisis numérico de la interaccion del sistema agujero negro-campo escalar en un espacio-tiempo
dindgmico. *
Autor: Jennyfer Camila Acevedo Mufioz

Palabras Clave: Agujero negro, campo escalar, acrecidn, sombra.

Descripcion: Estudiar la interaccion entre agujeros negros y materia oscura desempeiia un papel primordial en even-
tos como la formacién de agujeros negros supermasivos. Desde el punto de vista de la relatividad general, los agujeros
negros no poseen restriccion sobre su masa, no obstante, existe fuerte evidencia de tres tipos de agujeros negros:
Agujeros negros estelares, intermedios y supermasivos. En particular, estos tltimos son un asunto interesante, ya que
explicar sus masas aun es un problema abierto en astrofisica. Asi, una pregunta clave es determinar qué papel cumple
la materia oscura en los escenarios de formacién y crecimiento de estos objetos. Por esta razén, en este trabajo de
investigacion se desarrolla un modelo auto consistente, en el cual la materia oscura se describe a partir de un campo
escalar cldsico, donde el perfil del campo escalar corresponde a una onda esférica modulada por un perfil gaussiano.
Este campo se estudia a partir de pardmetros como el nimero de onda k y el ancho del paquete de onda ¢. Particu-
larmente, se disefia un c6digo en simetria esférica que permite analizar la dindmica del sistema agujero negro-campo
escalar haciendo uso del formalismo 3+1 de la relatividad general. Para estudiar la acrecién del campo escalar se ubicé
el horizonte de eventos y horizonte aparente del agujero negro. Ademads, se midi6 el shadow del agujero negro y el

fenémeno de lente gravitacional producido por las diferentes configuraciones del campo escalar.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Fabio Duvan Lora Clavijo, Doctorado en Fisica.
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Abstract

Title: Numerical analysis of the interaction of the black hole-scalar field system in a dynamic space-time. "
Author: Jennyfer Camila Acevedo Mufioz "
Keywords: Black hole, scalar field, accretion, shadow.

Description: Studying the interaction between black holes and dark matter plays a major role in events such as the
formation of supermassive black holes. From the point of view of general relativity, black holes have no restriction
on their mass, however, there is strong evidence of three types of black holes: stellar, intermediate and supermassive
black holes. In particular, the latter are an interesting matter, as explaining their masses is still an open problem in
astrophysics. Thus, a key question is to determine what role dark matter plays in the formation and growth scenarios
of these objects. For this reason, this research work develops a self-consistent model, in which dark matter is described
from a classical scalar field, where the scalar field profile corresponds to a spherical wave modulated by a gaussian
profile. This field is studied from parameters such as the wave number k and the wave packet width o. In particular, a
code was designed in spherical symmetry to analyze the dynamics of the black hole-scalar field system using the 3+1
formalism of general relativity. To study the accretion of the scalar field it was necessary to locate the event horizon and
apparent horizon of the black hole. In addition, the shadow of the black hole and the gravitational lensing phenomenon

produced by different configurations of the scalar field were measured.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Fabio Duvan Lora Clavijo, Doctorado en Fisica.
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Introduccion
La historia del universo ha conducido a la humanidad a plantearse interrogantes fundamentales
acerca de su propia naturaleza. La necesidad de dar respuesta a estos interrogantes es la razén
por la cual diferentes cientificos se han encargado de formular teorias que permitan explicar los
fenémenos fisicos. Es asi como Albert Einstein formula su teoria de la relatividad general en 1915
(Einstein, 1915). Dicha teoria ha permitido realizar una descripcién adecuada de muchos objetos
compactos presentes en la naturaleza, como lo son las estrellas de neutrones, las enanas blancas y
agujeros negros. Estos ultimos se consideran el tema de investigacion mas audaz del tiempo mo-
derno (Luminet, 1991). Desde un punto de vista astrofisico, los agujeros negros son objetos com-
pactos con un campo gravitacional tan intenso que ni la luz puede escapar (Thorne et al., 2000)
(Romero and Vila, 2013). Asi mismo, en la relatividad general dicho objeto se concibe como una
region espacio-temporal que se encuentra causalmente desconectada del resto del espacio-tiempo,
es decir, ningin evento en esta region puede influir en los eventos fuera de ella. De alli que el limite
entre estas dos regiones se conozca como horizonte de eventos (Faraoni, 2015) (Curiel, 2019). A
pesar de las distintos escenarios en los cuales se puede analizar el comportamiento de un agujero
negro hoy en dia, sus propiedades son tan extrafias que durante muchos afios se dificulté de gran

manera su credibilidad (Thorne, 1991).

Hoy en dia existen un sin nimero de contribuciones tedricas que han permitido entender el

comportamiento de estos objetos, entre estos se encuentran los famosos teoremas de singularidad
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de Penrose (Penrose, 1965), Hawking (Hawking and Penrose, 1970), los teoremas de no-pelo de
Israel (Israel, 1967), Carter (Carter, 1968) y otros resultados que han aportado significativamente a
las investigaciones actuales. Recientemente, a partir de la recoleccion y procesamiento de datos en
tiempo real, en el afo 2019 la colaboracién Event Horizont Telescope (EHT) detect6 la presencia
de un agujero negro supermasivo en la galaxia M87 (Ver figura (1)). Dicha galaxia posee forma
eliptica, y es una de las mds masivas en el universo local, en su nicleo se encuentra un agujero
negro supermasivo con una masa estimada de (6.6 4 0.4) x 10°M,, (Collaboration et al., 2019)

(Akiyama et al., 2019).

MS87*  April 11, 2017

Figura 1. Shadow del agujero negro en el interior de la galaxia M87. Tomada de First M87 Event
Horizon Telescope Results. I. The Shadow of the Supermassive Black Hole (Akiyama et al.,
2019).
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Estudiar de donde provienen las masas de los agujeros negros supermasivos permite plan-
tear escenarios astrofisicos para su nacimiento y evolucién. Se ha predicho que la mayoria de masa
acretada por los agujeros negros es materia baridnica, sin embargo, se previeron escenarios en los
cuales la materia oscura podria tener una contribucién importante en el proceso de acrecién (Bal-
berg and Shapiro, 2002) (Romeel et al., 2001) (Peirani and de Freitas Pacheco, 2008). Descubrir la
naturaleza de la materia oscura es posiblemente uno de los mayores desafios de la fisica moderna.
Este problema fue ampliamente aceptado y reconocido en 1970 debido a la necesidad de explicar
diversas observaciones fisicas (De Swart et al., 2017) (Bertone and Hooper, 2018). Actualmente,
uno de los modelos de materia oscura mas aceptados en la comunidad cientifica es el modelo de
materia oscura fria (CDM), el cual explica con éxito y en gran detalle algunos fenémenos, como la
radiacion de fondo césmico de microondas (Magana and Matos, 2012). Pese a esto, en los ultimos
afios se han observado ciertos conflictos a escalas galdcticas, como por ejemplo el conflicto en el
perfil de densidades en los halos galacticos. Este problema se conoce como el problema “core-
cusp”, y se refiere a una discrepancia entre los perfiles de densidad de materia oscura inferidos de
galaxias de baja masa y los perfiles de densidad predichos por simulaciones cosmolégicas (Moore,
1994). Casi todas las simulaciones forman halos de materia oscura que tienen distribuciones de
materia tipo cuspide, con una densidad que aumenta abruptamente en radios pequefios, mientras
que las curvas de rotacién de la mayoria de las galaxias enanas observadas sugieren perfiles de
densidad planos (Oh et al., 2015). Para dar solucion a este problema, se ha propuesto un escenario
alternativo conocido como “Modelo de Materia Oscura Escalar” (SFDM). Su idea principal es

que las propiedades de la materia oscura pueden ser representadas por un campo escalar relati-
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vista con una masa aproximada de 10~22¢V, dotado de un potencial escalar (Urena-Lépez, 2019).
Dichos campos escalares a temperaturas bajas forman condensados de Bose-Einstein, los cuales
pueden explicar la creacion de halos galacticos (Vazquez-Gonzélez and Matos, 2008). La interac-
cién de campos escalares y agujeros negros desempefian un papel importante en la comprension de
los fenémenos fisicos asociados con la formacion de agujeros negros supermasivos e intermedios

(Read and Gilmore, 2003).

Como se propone, los campos escalares pueden desempefiar el papel de materia oscura,
tanto a escala galdctica (Guzmdn and Matos, 2000) (Matos et al., 2000) como a escala césmica
(Sahni and Wang, 2000). La acrecién de campos escalares en agujeros negros ya se ha analizado
en diversos trabajos de investigacion. Como un primer acercamiento, en el articulo (Urena-Lopez
and Fernandez, 2011) se presenta la absorcién de un campo escalar sin masa por un agujero negro
estatico, encontrandose una tasa de absorcion para el campo escalar. En dicho estudio se determina
que la fraccién de absorcién minima de la masa del campo escalar por el agujero negro es alre-
dedor del 50 %. Adicionalmente, en el contexto de la evolucién no lineal de los campos escalares
sin masa, se descubrié que los campos escalares pueden sobrevivir fuera de los agujeros negros
y, eventualmente, pueden tener tiempos de vida consistentes con escalas de tiempo cosmoldgicas
(Guzmén and Lora-Clavijo, 2012) (Cruz-Osorio et al., 2011). En el articulo (Wan and Wu, 2022)
se analiza la seccion transversal de dispersion y absorcion del campo escalar sin masa de algunos
agujeros negros regulares, los resultados computacionales indican que cuanto mayor es el pardme-

tro del espacio-tiempo, menor es el maximo de seccidn transversal de absorcion total. Finalmente,
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en otra investigacion se presentan dos escenarios: En el primer caso se considera un campo escalar
minimamente acoplado con un potencial, mientras que en el segundo caso el campo estd acoplado
conforme a la curvatura. Para estos dos casos se calculan las sombras proyectadas por los agujeros
negros en funcion de su carga eléctrica y su pardmetro de campo escalar. Comparando estas som-
bras con la sombra de M87%*, se establecen restricciones en la cantidad de campo escalar acretado

(Khodadi et al., 2020).

Para realizar el andlisis de la interaccidn entre agujeros negros y campos escalares es nece-
sario un modelo consistente, en el cual se resuelvan de manera conjunta las ecuaciones de Einstein
y la ecuacién que rige el campo escalar. Este sistema posee un gran nivel de complejidad, princi-
palmente porque las ecuaciones de campo de Einstein son un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales. Encontrar una solucién exacta de estas ecuaciones requiere poner ciertas
restricciones como simetrias (Alcubierre, 2007). Debido a la complejidad de este sistema de ecua-
ciones, para encontrar soluciones sin requerir condiciones adicionales existe la necesidad de usar
herramientas como la computacién numérica. Con el fin de investigar como es la dindmica del
sistema acoplado agujero negro-campo escalar, se hace necesario desarrollar un c6digo en sime-
tria esférica (como primer paso) que permite solucionar la ecuaciones de Einstein acopladas a la
ecuacion de Klein-Gordon. A partir de este codigo se analiza bajo que condiciones el campo esca-
lar es acretado por el agujero negro, produciéndose un crecimiento del horizonte de eventos, o en
contraposicion, las condiciones para las cuales el campo escalar sobrevive a dicho agujero negro.

Para esto se calculan la masa ADM y la masa de Misner-Sharp, esta ultima contiene informacién
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acerca de los pulsos entrantes y salientes del campo escalar.

También es importante preguntarse si el campo escalar afecta la geometria del sistema. En
consecuencia, es natural cuestionarse de qué manera la sombra del agujero negro se ve afectada por
la fuerza gravitacional producida por el campo escalar. A pesar de que existen diferentes métodos
para determinar la naturaleza del agujero negro (masa y espin), la observaciéon de su sombra es
probablemente el mds interesante. Este fendmeno 6ptico aparece cuando hay una fuente distante
brillante detras de €l, lo cual se percibe como una zona oscura bidimensional para un observador
distante (Lima Junior et al., 2020). Este fenémeno es un resultado de la teoria de la relatividad
general, de forma que no solo proporciona informacién acerca de las propiedades del agujero
negro, sino que es una herramienta esencial para poner a prueba dicha teoria. Ademds, también
se ha sugerido que la sombra del agujero negro puede usarse para determinar que tipo de materia
circundante existe, sea materia oscura, polvo o radiacion (Xu et al., 2018). Estudiar la sombra del
agujero negro en presencia de materia oscura y energia oscura posee un interés especifico, dado
que el universo estd dominado por materia oscura (27 %) y energia oscura (68 %), mientras que la
contribucion de la materia baridnica es menor (5 %), segun el Modelo Estandar de Cosmologia. A

continuacidn, se presentan algunas investigaciones orientadas en esta direccion

e Dark matter accretion into supermassive black holes (Peirani and de Freitas Pacheco, 2008).

e Shadow of a black hole surrounded by dark matter (Konoplya, 2019).

e Black hole shadow of SGR A* in dark matter halo (Hou et al., 2018).
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e Shadow and Deflection Angle of Rotating Black Holes in Perfect Fluid Dark Matter with a

Cosmological Constant (Haroon et al., 2019).

e Shadows of Kerr black holes with scalar hair (Cunha et al., 2015).

e Shadows and strong gravitational lensing: a brief review (Cunha and Herdeiro, 2018).

Es evidente que el estudio del shadow de un agujero negro se ha convertido en un tema de
gran interés, especialmente, se han desarrollado investigaciones en direccion a explicar la dindmi-
ca del sistema agujero negro-materia oscura. Es por esta razon que, en este trabajo se hace uso de
OSIRIS, este codigo permite calcular geodésicas nulas alrededor de objetos compactos, incluyendo
efectos relativistas como lente gravitacional y corrimiento al rojo. Ademads, a partir de la formula-
ciéon de Hamilton-Jacobi y el método de trazado inverso de rayos es posible obtener el shadow del
agujero negro y observar el fendmeno de lente gravitacional. Especificamente, OSIRIS se ha utili-
zado para estudiar la sombra producida por singularidades desnudas descritas por la g-métrica y la
sombra producida por discos de acrecidon en un espacio-tiempo de Kerr (Arrieta-Villamizar et al.,
2020) (Velasquez-Cadavid et al., 2022) (Veldsquez-Cadavid et al., 2023). Cabe mencionar que ini-
cialmente dicho cédigo estaba diseiiado para espacio-tiempos estdticos y axialmente simétricos,
en consecuencia, en este proyecto también se presenta la formulacion Hamilton-Jacobi teniendo
en cuenta el cambio de la métrica en el tiempo. Como ilustracion, en el capitulo de resultados se
muestra la evolucion del lente gravitacional para una de las configuraciones del campo escalar, ade-
mas, también se mide el dato inicial de la sombra del agujero negro para los diferentes pardmetros

dekyo.
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Este trabajo se divide de la siguiente manera. En el capitulo 1 se estudia la foliacién del
espacio-tiempo utilizando el formalismo 3+1, para esto es necesario conocer la nocién de curvatura
intrinseca y extrinseca. En el capitulo 2 se utiliza dicho formalismo para escribir las ecuaciones de
Einstein como un problema de valores iniciales, asi, el formalismo 3+1 permite separar los roles de
espacio y tiempo de manera clara. En el capitulo 3 se emplea el principio variacional para encontrar
la ecuacion de evolucion correspondiente al campo escalar (ecuacion de Klein-Gordon), ademds,
dicha ecuacién se descompone en dos ecuaciones de primer orden. En el capitulo 4 se muestra la
construccion del codigo junto con el sistema de ecuaciones programado y la implementacion del
dato inicial. Finalmente, en el capitulo 5 se presentan los resultados de las simulaciones numéricas
realizadas para estudiar la absorcién del campo escalar. Adicionalmente, se hace uso del cédigo
OSIRIS, el cual permite visualizar los efectos producidos sobre la sombra del agujero negro y el
fenémeno del lente gravitacional, debido a la presencia del campo escalar. Es importante aclarar
que para este trabajo se hace uso de unidades geometrizadas, es decir, G = ¢ = 1, siendo estas la
constante de gravitacion y la velocidad de la luz, respectivamente. Ademas, los indices de espacio-
tiempo (a, B, 1, Vv...) van de 0 a 3, donde O representa la coordenada temporal. Los indices latinos
(i,J,k,1,...) se refieren a un espacio 3-dimensional y pueden tomar valores de 1 a 3. Ademds, se

considera la signatura del espacio-tiempo mayormente positiva, esto es (—,+,+,+).
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1. Objetivos
Objetivo general
Modelar la dindmica del sistema campo escalar-agujero negro a través de las ecuaciones de
Einstein acopladas a la ecuacién de Klein-Gordon, utilizando la formulacion ADM de la

relatividad numérica.

Objetivos especificos
Reproducir las ecuaciones que determinan la evolucién y la dindmica tanto del espacio-

tiempo como el campo escalar en el formalismo 3+1 de la relatividad general.

Desarrollar un c6digo numérico que resuelva las ecuaciones ADM acopladas con la ecuacion

de Klein-Gordon en simetria esférica.

Generar condiciones iniciales para el sistema de agujero negro acoplado al campo escalar,

las cuales deben ser consistentes con las ligaduras hamiltoniana y de momentum.

Analizar los resultados del proceso de acreciéon de un campo escalar alrededor del agujero

negro.
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2. Foliacion del espacio-tiempo

Las ecuaciones de Einstein modelan al espacio-tiempo como una variedad cuatridimensional, don-
de la curvatura de dicho espacio-tiempo estd dada por el campo gravitacional. Estas ecuaciones
conforman un sistema de 10 ecuaciones de segundo orden con derivadas parciales no lineales. Es
por esto que, en la practica la resolucion de estas ecuaciones no se puede realizar analiticamente,
siendo indispensable utilizar métodos numéricos. Otro problema es la covarianza de las ecuacio-
nes, ya que resulta mas util describir un sistema como la evolucién de un campo en el tiempo. En
este capitulo se presentan los aspectos importantes del formalismo 3+1, el cual se utiliza posterior-
mente para escribir las ecuaciones de Einstein como un problema de valores iniciales.
2.1. Separacion del espacio-tiempo en el formalismo 3+1
En este procedimiento el espacio y el tiempo se descomponen de manera explicita, de forma que se
eligen hipersuperficies espaciales para llenar el espacio-tiempo, donde las cantidades geométricas
en cada hipersuperficie evolucionan hacia adelante en el tiempo. En este formalismo se asume que
la variedad de espacio-tiempo que se quiere modelar es cuatri-dimensional y globalmente hiper-
bolica. Esta propiedad es primordial, ya que un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico admite
una foliacion, es decir, puede ser dividido en un conjunto de hipersuperficies tridimensionales tipo
espacio. Dichas hipersuperficies son conocidas como superficies de Cauchy, de forma que cada
curva causal sin punto final intersecta la hipersuperficie solo y s6lo una vez (Geroch, 1970).

A partir de la Figura (2) se observa que, el conjunto de hipersuperficies también pueden

considerarse superficies de nivel de un parametro temporal, el cual es considerado una funcién de
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Figura 2. Foliacion del espacio-tiempo en hipersuperficies tridimensionales espaciales. Tomando
dos hipersuperficies espaciales adyacentes, la geometria se analiza a partir de la funcién lapso, el
vector de corrimiento y la métrica inducida.

tiempo universal. Siguiendo una foliacién determinada, donde se toman dos hipersuperficies adya-
centes ) , y Y., 4 la geometria del espacio tiempo es analizada a partir de tres parametros distintos:
la funcién lapso «, el vector de corrimiento 3’ y la métrica inducida ¥/. Es importante mencionar
que, la forma en la que se folia el espacio-tiempo no es tnica. En consecuencia, la funcién lapso
y el vector de corrimiento son libremente especificables, estas funciones dan informacién sobre el
sistema de coordenadas usado (Gourgoulhon, 2012).

2.1.1. Vector normal. Como se menciond, ¢ se puede considerar como un campo escalar
en ./, tal que cada hipersuperficie X se define como una superficie de nivel de dicho campo
escalar. En este caso, V¢ es un vector normal tipo tiempo, el cual define la Gnica direccion normal

a la hipersuperfie. En otras palabras, cualquier vector v normal a X es colineal a Vt:v=AVt. En
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este caso, dicho vector se re normaliza y se transforma en un vector unitario tipo tiempo

n= (_%‘%)—1/2%’ (1)

siendo n*ny = —1.
Dado que n es un vector tipo tiempo, este se puede considerar como la cuadri-velocidad
de algun observador. Dicho observador se conoce como observador Euleriano. De forma que, para

este observador la cuadri-aceleracion correspondiente es
a=Vyn, 2)

donde a es ortogonal a n, por lo tanto, tangente a la hipersuperficie. Como se indica en la seccién
de curvatura intrinseca y extrinseca, esta aceleracion también puede definirse en términos de la
funcioén lapso.

2.1.2. Funcién lapso. Como se observa en el apartado anterior, el vector n es colineal con

Vt. En consecuencia, la ecuacidn (1) se reescribe como
n=—oVt, 3)

donde

o= (—ﬁt - @) _1/2. 4)
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A partir de la Figura (3) se puede observar de manera intuitiva el significado de la funcién
lapso . Dicha funcién mide la tasa de flujo del tiempo propio 7T con respecto al tiempo coordenado
t. Es decir, permite medir el tiempo propio entre dos hipersuperficies adyacentes.

' — Bidt
° -

« ZH—dt

antdt

X

Figura 3. Extension de la Figura (2). Ilustracion de la funcion lapso y el vector de corrimiento. El
tiempo propio medido por un observador Euleriano incrementa en atdt cuando el tiempo
coordenado avanza en dt. Ademds, un observador coordenado cuya coordenada espacial x se
mantiene constante, se mueve sobre una linea de mundo tangente a t* y que est4 desplazada f3
con respecto al observador normal.

Ademas de la funcién lapso, es necesario definir el vector de evolucién normal, el cual

corresponde a un vector tipo tiempo normal a la hipersuperficie, el cual satisface que

m= qQn, )

y como 7 es un vector normal

m-m=—o". 6)

Una propiedad interesante del vector de evolucion normal es que al realizar un desplazamiento dt

m de cada punto de la hipersuperficie ) ,, se obtiene la superficie adyacente } ;. 4.
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2.1.3. Vector de corrimiento. Teniendo en cuenta que n* es la cuadri-velocidad de un
observador, es facil interpretar el rol de B%. A partir de la Figura (3) se observa que, si B/ =0 la
componente espacial de la cuadri-velocidad del observador Euleriano es cero. En otras palabras,
las coordenadas espaciales de dicho observador se mantienen constantes. Por otro lado, cuando
B’ # 0 el observador Euleriano se mueve con respecto a las coordenadas espaciales. De forma que,

el cambio en las coordenadas espaciales viene dado por

X, =x— Bldt, 7

de alli es posible ver que

B'=—a(n-Vx'). (8)

De la ecuacién (7) se puede considerar a 8 ! como la velocidad relativa entre el observador Eule-
riano y la linea de coordenadas constante.

Por otro lado, también es posible encontrar una relacién entre el vector de corrimiento y d;,
donde 9, es un vector tangente a la linea de coordenadas espaciales constante x’, como se observa
en la Figura (4). De manera general, se puede asociar el vector de evolucién normal m con d;,
siendo

di=m+p=an+p, )

es decir, m y d; solo coinciden cuando la linea de coordenadas constante es ortogonal a la hipersu-

perficie.
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Figura 4. Cada linea x' = const atraviesa la foliacién X, y define al vector tiempo 9, y al vector de
corrimiento 3 del sistema coordenado (x%*) = (¢,x).

2.1.4. Métrica inducida. Considere ahora el vector normal a las hipersuperficies espacia-

les. Facilmente se puede demostrar que este vector posee componentes en términos de o y f3, de

-

Dicho vector normal se utiliza para introducir cantidades de manera mas formal, sin la necesidad

tal forma que

_[32
aT) y ny=(-a,0). (10)

QI

de ligarlas a la eleccion de un sistema de coordenadas adaptado a la foliacion. La métrica espacial
%:; se define como la métrica inducida en cada hipersuperficie por la métrica del espacio-tiempo
guv, asi

Yuv = 8uv +nyny. (1)

La métrica ¥;; permite medir distancias propias en cada hipersuperficie. A partir de las
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definiciones de o, 8',7;; se define también el tensor métrico

g = —a’dt@dt+y; (dx' + Bldt) @ (dx’/ + B/dt), (12)

donde sus componentes estdn dadas por

—a?+BeBr B
guv = ; (13)
Bj Yij
—1/0? B/ a?
g = : (14)

B//o* v BB/

De estas ultimas ecuaciones se encuentra facilmente que el determinante de g,y es g = — o2y,
siendo ¥ el determinante de ;.

2.2. Curvatura intrinseca y extrinseca

Teniendo en cuenta las hipersuperficies espaciales que constituyen el espacio-tiempo, es necesario
distinguir entra la curvatura intrinseca y extrinseca. La curvatura intrinseca proviene de la geome-
tria interna, mientras que la curvatura extrinseca se encuentra asociada a la forma en que dichas
superficies estdn inmersas en el espacio-tiempo. La curvatura intrinseca se relaciona de manera

directa con el tensor de Riemann asociado a cada hipersuperficie. Especificamente, teniendo en
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cuenta que la superficie es tipo espacio, existe una derivada covariante que satisface

Dy =0, (15)

donde D corresponde a la conexion de Levi-civita asociada a la métrica 7. El tensor de Riemann
asociado a esta conexion representa la curvatura intrinseca, y su definicidn se expresa a partir de la
identidad de Ricci

(16)

2

Figura 5. Definicion de curvatura extrinseca. En la figura n denota el vector normal a la
hipersuperficie, y n’ es el vector obtenido del transporte paralelo de n desde el punto Pa Q, a lo
largo de una geodésica cuyo vector tangente es u. La curvatura extrinseca define el grado de
diferencia que existe entre n y si mismo cuando es transportado en paralelo.

Por otro lado, la curvatura extrinseca se define a partir del comportamiento del vector nor-
mal a la hipersuperficie cuando este se transporta en paralelo. A partir de la Figura (5) se observa
que, a medida que el vector se transporta en paralelo a un punto cercano, el nuevo vector no es
normal a la hipersuperficie, y el cambio en n se mide a través del tensor de curvatura extrinseca

K,,y. Para definir dicho tensor primero es necesario introducir el operador proyeccion en la hiper-
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superficie

P:=6+n®n, (17

donde P no es mas que la métrica inducida 7y 0 corresponde al delta de Kronecker.

Es sencillo demostrar que para cualquier vector v* se cumple que
(P§VP) e =0, (18)

en otras palabras, cualquier vector proyectado en la hipersuperficie es ortogonal al vector normal.
Usando el operador proyeccion, las componentes del tensor de curvatura extrinseca se definen
como

K/J,V = _ngtxnv —_- — (V'unv +n‘unaVanv) . (19)

Por otro lado, también es importante mencionar que el tensor de curvatura extrinseca es

simétrico y cumple la siguiente propiedad

es decir, K,y es netamente espacial. Por esta razon, solo se consideraran las componentes espa-

ciales K;;. Ademas, la curvatura extrinseca se puede relacionar de manera directa con la cuadri-
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aceleracion del observador Euleriano a partir de la ecuacién
Kuv - _n”av - V‘unv, (21)

dicha aceleracién corresponde a un vector espacial (tangente a la hipersuperficie), definido en
términos de la funcién lapso

ay = Dv 11’1 . (22)

Esta ultima ecuacidn indica que la cuadri-aceleracion de un observador Euleriano corresponde al
gradiente del logaritmo de la funcién lapso.
2.3. Descomposicion del tensor de Riemann

2.3.1. Ecuaciones de Gauss-Codazzi-Mainardi. Para obtener las ecuaciones de evolu-
cién para la métrica y la curvatura extrinseca es necesario entender las propiedades geométricas
de las hipersuperficies que se encuentran embebidas en la variedad, de alli que sea necesario re-
currir a las ecuaciones de Gauss-Codazzi-Mainardi. Para encontrar dichas ecuaciones es necesario
expresar el tensor de curvatura de Riemann cuatro-dimensional (4)Rg uy €N términos del tensor de
Riemann de la hipersupercie (3)Rl‘§‘ v En otras palabras, al proyectar el tensor de Riemann en las

hipersuperficies se obtiene la ecuacién de Gauss-Codazzi

CRapuy = RYEH 1RG0 + KoawKpy — KavKpys. (23)
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De manera similar, realizando la proyeccion sobre las hipersuperficies del tensor de Riemann con-

traido con el vector normal se obtiene la ecuacion de Codazzi-Mainardi

DoKpy — DKoy = —Ya Y5 in' Rsry- (24)

Estas ecuaciones constituyen la base del formalismo 3+1, y representan la descomposicién
del tensor de Riemann en términos de cantidades asociadas con las hipersuperficies, como la mé-
trica inducida y el tensor de curvatura extrinseca. La deduccion de estas ecuaciones se encuentra
en el Apéndice (1). Como se observa, estas ecuaciones solo dependen de la métrica espacial, la
curvatura extrinseca y sus derivadas espaciales. De forma que, son consideradas condiciones de
integrabilidad, las cuales permiten embeber una hipersuperficie tridimensional en la variedad de
cuatro dimensiones (Shibata, 2015).

2.3.2. Proyeccion no trivial del tensor de Riemann. En la subseccion anterior se realizo
una proyeccion del tensor de Riemann sobre las hipersuperficies y el vector normal, lo cual permi-
ti6 deducir las ecuaciones de Gauss-Codazzi-Mainardi. Ahora, se presenta una proyeccion doble
del tensor de Riemann sobre las hipersuperficies y el vector normal, lo cual conlleva a la siguiente
ecuacién

1
Yaur v gn° WR: g6 = LK + ~DaDpa+KouK'p. (25)

Esta ecuacion se conoce como ecuacion de Ricci. Esta dltima expresion, junto con las ecua-
ciones de Gauss-Codazzi-Mainardi completan la descomposicion 3+1 del tensor de Riemann. Para

obtener esta expresion se debe realizar el proceso algebraico del Apéndice (2).
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3. Ecuaciones de Einstein en la formulacion 3+1
A partir del formalismo 3+1, en este capitulos se reescriben las ecuaciones de Einstein como un
problema de valores iniciales. En consecuencia, se obtiene una ecuacién de evolucion para la mé-
trica inducida, para la curvatura extrinseca y las restricciones hamiltoniana y de momentum. Asf,
estas ecuaciones aportan la informacién cinematica y dindmica del sistema. Este sistema de ecua-
ciones, junto con las variables de norma, se conocen como las ecuaciones ADM.
3.1. Evolucién de la métrica
Para encontrar la ecuaciéon de evolucion para la métrica es necesario tener en cuenta conceptos
como: Derivada de Lie y curvatura extrinseca. Especificamente, se puede demostrar de manera
directa que la curvatura extrinseca se puede definir a partir de la derivada de Lie de la métrica
espacial a lo largo del vector normal

K=—2%, 26)

de esta ecuacion se observa que la curvatura extrinseca solo depende del comportamiento de n den-
tro de la hipersuperficie. En consecuencia, es una propiedad geométrica de dicha hipersuperficie.
Teniendo en cuenta la relacion existente entre la funcion lapso y la curvatura extrinseca, se
cumple que
! 1

Kuv - —_gaﬁniv - _Z(X

) (45)

siendo 7 el vector tangente a la linea de coordenadas espaciales constante. Esta tiltima ecuacion se
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relaciona de manera directa con la derivada covariante de la métrica espacial, obteniendo

Zivj = —2aK;j+Dif;+D;B;, (28)

siendo D; la derivada covariante asociada con la métrica ;. A partir de esta ecuacion se puede
considerar a la curvatura extrinseca como una medida de la derivada temporal de la métrica espa-
cial. Un procedimiento mas detallado acerca de esta ecuacién de evolucion se encuentra descrito
en el Apéndice (2).

En general, ya se obtuvo una ecuacién de evolucién para la métrica, para cerrar el sistema
de ecuaciones también es necesaria una ecuacion de evolucién para la curvatura extrinseca. Es
importante notar que, hasta ahora solo se ha trabajado con conceptos geométricos, y no se han
utilizado las ecuaciones de Einstein. En otras palabras, la ecuacion (28) es considerada totalmente
cinemdtica, mientras que la dindmica del sistema se obtendrd de la ecuacién para la curvatura
extrinseca (Alcubierre, 2007).

3.2. Descomposicion 3+1 del tensor de energia-impulso
A partir de la definicién del tensor de energia impulso, la densidad de energia medida por un
observador Euleriano viene dada por

p =ntn"Tyy. (29)
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Esto se debe al hecho que la 4-velocidad del observador Euleriano es el vector normal n. De manera

similar, la densidad de momentum medida por un observador Euleriano es

Jo = _Tuv'}’”(xnv; (30)

siendo j tangente a la hipersuperficie. Finalmente, el tensor de esfuerzos se define como

Sep = Tuv?™a?’ps (31)

y su respectiva traza S = ¥/S;;.
Conociendo estas expresiones, el tensor de energia-impulso se define a partir de la densidad

de energia, momentum y el tensor de esfuerzos como

T=S+n®j+j@n+pn®n, (32)

0 en componentes

" = pn*n" + j*n¥ + j¥n* + SH*V. (33)

Ademads, tomando la traza g,vT#"" de la ecuacion anterior se encuentra ficilmente que

T=S-p. (34)

Es importante mencionar que S, corresponde a un tensor ortogonal a la hipersuperficie. Fi-
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sicamente, S(v,v") corresponde a la fuerza en direccion v/ aplicada sobre la superficie cuya normal
es v, siendo V' y v vectores tipo espacio.

3.3. Ecuaciones de Restriccion

El primer capitulo se realiz6 en totalidad acerca de la geometria de las hipersuperficies que com-
ponen la foliacidn, en este caso ahora es necesario hablar de la fisica del sistema. En consecuencia,
para la parte dindmica es necesario utilizar las ecuaciones de Einstein para relacionar los objetos
geométricos con propiedades fisicas del espacio-tiempo. Considere un espacio-tiempo que obedece
la ecuacion de Einstein

G‘uv - 87:T‘LLV7 (35)
siendo Gy el tensor de Einstein y T}y €l tensor de energia impulso de un campo de materia. El
tensor de Einstein se puede definir a partir del tensor de Ricci como

1
Guy = YRy — Eguv(4)Ra (36)

donde (4)Ruv y (4)R denotan el tensor de Ricci y el escalar de Ricci, respectivamente (Baumgarte
and Shapiro, 2010).
Para completar la descomposicion de las ecuaciones de Einstein en el formalismo 3+1, se

definen las proyecciones del tensor de Einstein G y las proyecciones del tensor de energia impulso
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T. Utilizando el operador proyeccion P, las ecuaciones de Einstein pueden dividirse en

n%nP (Gop —871Typ) =0, Proyeccion normal. 37)
P (Ga B— 87tTa[;) =0, Proyeccion en la hipersuperficie. (38)
P[n%(Gqp—8mT,p)] =0, Proyeccion mixta., (39)

A partir de realizar una proyeccion normal, se obtiene la siguiente ecuacion

R+K*—K;;K" = 167p, (40)

donde p = n*n"T)y corresponde a la densidad de energia medida por un observador Euleriano y
K = yK; j es la traza de la curvatura extrinseca. Por otro lado, realizando la proyeccién mixta de

las ecuaciones de Einstein se obtiene

D; (K7 —y/K) = 8xj’, (41)

siendo j = —W‘n"Tuv la densidad de momentum medida por un observador euleriano.

Las ecuaciones (40) y (41) son conocidas como restriccién hamiltoniana y de momentum,
respectivamente. Como se observa, estas expresiones solo incluyen la métrica espacial, la curva-
tura extrinseca y sus derivadas espaciales, por tanto, no se consideran ecuaciones de evolucién
para la geometria espacial; son condiciones que deben satisfacerse para embeber ¥; dentro de la

variedad. También cabe destacar que son independientes de o y f3, esto indica que dichas res-
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tricciones se refieren Unicamente a una hipersuperficie dada (Alcubierre, 2008). La deduccion de
dichas ecuaciones es tediosa y algebraica, por tanto, se encuentra descrita en el Apéndice (2).

3.4. Evolucion de la curvatura extrinseca

Usando las ecuaciones de restriccion (40), (41) y las relaciones de Gauss-Codazzi-Mainardi (23),
(24) es posible obtener la ecuacién de evolucidn para la métrica inducida, escrita de la siguiente

forma
0,K;; = BXOkKi; + Kiid;B* + Kijoif* — DiD
(42)
+o (3)R,’j —l—KK,'j - 2KikKkji| +4ra [’)/iJ'(S— p) - 25,']'] ,
donde se han introducido las cantidades S;; y S = YIS, > que corresponden al tensor de esfuerzos
espacial y su respectiva traza.

3.5. Condiciones de coordenadas: Funciones gauge

En este proyecto se usan las siguientes expresiones para la funcién lapso y el vector de corrimiento

(04

Nz

+B" =1, (43)

—20Kgg + B 9,799 = 0. (44)

Estas condiciones brindan informacién acerca del sistema de coordenadas. La primera con-
dicién (43), conocida como condicion generalizada de Eddington-Finkelstain cumple con el re-
quisito de que ¢ + r es una coordenada nula entrante en las coordenadas de Eddington-Finkelstein
(Marsa, 1995). Esta es una caracteristica importante, ya que como se explicard mas adelante, dicha

condicion garantiza que las geodésicas nulas entren al agujero negro. Por otro lado, el vector de
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corrimiento en la ecuacion (44) se escoge de forma que las dreas de superficie con r constante se
mantengan constantes durante la evolucion, es decir, que d;ggg = 0. En general, estas condiciones
son sencillas de implementar, las cuales requieren pocas operaciones algebraicas en cada punto de
la malla para calcular o y 8. También cabe mencionar que estas condiciones requieren la exis-
tencia de una coordenada radial. Es importante aclarar que en este proyecto no se utiliza ninguna
condicion de coordenadas al derivar las ecuaciones del formalismo 3+1, es decir, estas funciones se
toman de manera genérica en cada procedimiento (Thornburg, 1999). Dichas condiciones ya han
sido estudiadas con anterioridad por Marsa y Choptuik (Choptuik, 1993) (Marsa, 1995) (Marsa
and Choptuik, 1996).

En conclusion, el sistema de ecuaciones (28), (40), (41), (42), (43) y (44) se conocen como
ecuaciones ADM. Estas constituyen un sistema de evolucién temporal que puede ser tratado como
un problema de Cauchy o problema de valores iniciales.

4. Evolucion del campo escalar
En las secciones anteriores ya se han encontrado las ecuaciones de evolucion para las variables
dindmicas, ahora se hace necesario encontrar las componentes de energia y sus respectivas ecua-
ciones de evolucidn, las cuales corresponden a las del campo escalar. En la presente seccion se
empleard el principio variacional para encontrar la ecuacién de evolucién del campo escalar, y
a partir del formalismo 3+1 dicha ecuacién se descompone en dos ecuaciones de primer orden.

Ademads, tomando en consideracion el tensor de energia-impulso se hallan los términos de fuente.
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4.1. Ecuacion de Klein-Gordon en Relatividad General
Considere que la materia oscura puede describirse a partir de un campo escalar real y clésico, el
cual corresponde a una funcién continda del espacio y el tiempo, definida en cada punto como

o (x*) = ¢(t,x,y,z). La accion de este campo escalar es
So = / &y 5%, (45)

donde £y = % (¢,0,9) es la densidad lagrangiana y g = det(gyy) es el determinante del ten-
sor métrico. Particularmente, en esta investigacion se asume que la densidad lagrangiana tiene la

siguiente forma

£ = —%g“ﬁ (Va9) (Vp9) =V (9), (46)

siendo V el potencial del campo escalar
o_m o m 4
v (I1917) = 1o + - Alel" (47)

En la ecuacion (47) para el potencial se observan dos términos. El término cuadrético
corresponde al término de masa en reposo y el término cuartico representa el término de auto-
interaccion del campo escalar (Sudrez and Chavanis, 2015). No obstante, para este proyecto el
codigo se programa solamente con el término de masa en reposo. Ademads, teniendo en cuenta que

0—22

la masa de 1 eV es muy pequeia, los resultados se obtienen para m = 0.

Abhora, para obtener la ecuacion de movimiento de campo escalar se parte del principio de
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minima accién imponiendo Sy = 0, lo cual conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange

0.7

07

v {W

Introduciendo la densidad lagrangiana en la expresion (48) se obtiene la ecuacion de Klein-Gordon

O¢ —2V (|9]*) .6 =0, (49)

donde [] es el operador d’ Alembertiano para un espacio-tiempo curvo

1
—8

0 du (V—88""9v9). (50)

<

En consecuencia, el conjunto de ecuaciones compuesto por las ecuaciones de Einstein y la
ecuacion de Klein-Gordon permite estudiar la interaccion del campo escalar y el agujero negro.
4.2. Ecuacion de Klein-Gordon en el formalismo 3+1
La ecuacion de Klein-Gordon obtenida en la seccion anterior se puede reescribir en el formalismo
3+1 de la relatividad general. Considerando un potencial que depende solo de la masa en reposo,

la ecuacion para el campo escalar es

1

\/—_—gau [V—gg" dy9] = m?¢, (51)

siendo el término de la izquierda el d’ Alembertiano.
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A partir de las componentes de la métrica y definiendo nuevas variables

P=V9, (52)

0= (20~ BVio) = Vo, (53)

la ecuacidn de Klein-Gordon se escribe como un sistema de ecuaciones de primer orden (Apéndice

3)

%9 = aQ+pB'P, (54)
P, =V;(aQ+B'P), (55)
9,0 =V;(aP') +aKQ+ B30+ am¢. (56)

Por otro lado, utilizando las definiciones de la métrica y el tensor de energia-impulso para el
campo escalar, se encuentran los valores correspondientes a la densidad de energia, de momentum
y las componentes del tensor de esfuerzos que aparecen en las ecuaciones del formalismo 3+1

(Apéndice 3)

1 .
4mp = o (AP + Q% +m’0), (57)
4nji = —RO, (58)
PPt e (—PP O
anSij=FiPj+ S 8ij—Bl +Q"+m¢ ), (39)

L 3,03
AmS = =Y IPP;+ 20+ Sm*9. (60)
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Las ecuaciones (57), (58), (59) y (60) corresponden a los términos de fuente en las ecuacio-

nes ADM.
5. Dinamica del sistema agujero negro-campo escalar en simetria esférica

Para este proyecto el sistema se restringe a la simetria esférica. De forma que, en este capitulo
se reescriben las ecuaciones de evolucion teniendo en cuenta dicha simetria. Ademads, también se
presenta el método numérico utilizado para resolver dichas ecuaciones (método de lineas) y las
condiciones de frontera utilizadas en el dominio computacional.
5.1. Sistema de ecuaciones en simetria esférica
Las ecuaciones descritas en los capitulos anteriores se cumplen para un espacio-tiempo en gene-
ral. Ahora, para el caso particular del proyecto, se asume que el espacio-tiempo es esféricamente
simétrico, con coordenadas espaciales correspondientes a x' = (, 0, ¢). En tal caso, se considera el

siguiente ansatz para variables como la métrica, la curvatura extrinseca y el vector de corrimiento

Y O 0

Vi=1 0 710 0 ; (61)

0 0 7yggsin’6

Kij = 0 Kpp 0 ) (62)
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B'=(B,0,0). (63)

En consecuencia, teniendo en cuenta la geometria esférica, las ecuaciones de evolucion descritas

en (28) y (42) se reducen al siguiente conjunto de ecuaciones

at%’r = —-2akK, + ﬁr rYrr + 2'}/rrarﬁr7 (64)

d Yoo = —20Kgg + B0 Yv0, (65)

(arYrr) (ara) + g (ar%e ) 2 _ arﬁ’ee (ar’)/rr) (aVYQG)

atl(rr - _arra + + o
K. K K>
+ 20 }/ 96 _ ay—” + B 0K, +2K,.0,B" — 2aP?,
00 rr

d,Kgg = — -«
1706 2’}/,7' 2}’rr 4y}%’

(8ry99) (8,05) 8rr'}’99 +o (ar%r) (aﬁ’ee) +o [1 + M} _'_BrarKee_ (67)

rr

Por otro lado, las ecuaciones correspondientes a la evolucion del campo escalar descritas en

(54), (55) y (56) se reescriben en simetria esférica como

09 = aQ+ PP, (68)
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oP = (d,0) 0+ a(9,Q) + (9,B) P+ P (9-P), (69)
oaP o(0,P) aP Po, K,
a0= 2o &l )—a28ryrr+a Teo L B2
Yer Yrr 27 Yrr Yoo Yer (70)
2
R, 99Q+[3(9 O+ oam*¢.

Este sistema de ecuaciones corresponden a las ecuaciones ADM mencionadas anteriormente. Di-
cho sistema debe solucionarse a partir de métodos numéricos (Guzman and Lora-Clavijo, 2012).
5.2. Implementacion del dato inicial

Para iniciar con la evolucién es necesario construir un dato inicial que sea consistente con las
ecuaciones de Einstein. Para simplificar las restricciones hamiltoniana y de momentum se asume

el siguiente ansatz

Yoo =17, (71)
2 1+1
PO LS i (72)
e /142/r

De tal manera que, usando dicho ansatz las ecuaciones de restricciéon hamiltoniana y de momentum

se pueden reescribir en términos de P, Q, obteniéndose

rr K3 rr P?
ar%’r = YT (1 —Yrr— Yrrr299> Y KrrKOG + (_

rr

+0’ +m2¢) Y, (73)

K, K
0,Kgg = r—" +ﬂ +PQr? (74)

rr
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01 =0,r) =A% e
Plt=0,r) = W’ (75)

r

Q(t=0,r)= —B—P(t =0,r).
o

Teniendo esta informacidn, se calcula la densidad de energia p y la densidad de momen-
tum j para el tiempo inicial a partir de las ecuaciones (57) y (58). Teniendo estas cantidades, se
sustituyen en (73) y (74), y se resuelven a partir de un integrador tipo Runge-Kutta Dormand Prin-
ce. También es importante mencionar que, el dato inicial escogido para el campo escalar permite
estudiar dos pulsos, uno moviéndose hacia el agujero negro y otro hacia afuera.

5.3. Métodos numéricos

En esta seccion se describen los métodos usados para discretizar y resolver numéricamente las
ecuaciones de evolucion y las condiciones de coordenadas. Para esto, es necesario aclarar que
las variables son funciones suaves en todo el dominio computacional. A partir de estos métodos
numéricos se presenta la solucion de las ecuaciones de Einstein como solucién de un problema de
valores iniciales, usando una aproximacion en diferencias finitas.

5.3.1. Método de lineas. El método de lineas consiste en una técnica para resolver ecua-
ciones diferenciales parciales, a partir de discretizar sélo la dimension espacial. A partir de alli,
este problema se puede integrar en el tiempo como un problema de ecuaciones diferenciales or-
dinarias. En otras palabras, esto produce un conjunto de ecuaciones acopladas de las variables en
los puntos de la malla numérica, y es posible usar un integrador para integrar en el tiempo dichas

ecuaciones. Para este proyecto se han implementado los integradores Runge Kutta de cuarto orden,
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y un Runge Kutta tipo Dormand-Prince. Especificamente, los resultados que se muestran aca se
realizaron a partir de este dltimo integrador.

5.3.1.1. Integrador Dormand Prince. Como es bien sabido, las ecuaciones diferenciales
relacionan una funcién con sus derivadas. Generalmente, las ecuaciones diferenciales mas simples
pueden resolverse a partir de formulas. No obstante, cuando se tienen ecuaciones diferenciales mas
complejas, es necesario utilizar métodos numéricos para obtener una aproximacion numérica (Ang
and Amir Hamzah, 2018). El método Runge Kutta es uno de los mas utilizados para este proposito,
el cual utiliza la idea de multiplicidad de evaluaciones de la funcién dentro de cada paso de tiempo
(Butcher, 1987). El método Dormand Prince se encuentra dentro de la familia de los Runge-Kautta,
el cual utiliza el cuarto y quinto orden del método Runge Kutta para obtener la solucién numérica.
Ademas, la diferencia absoluta entre ellos se conoce como el error en la solucién. También es
importante mencionar que este método permite seis evaluaciones de funciones para obtener la
solucidn, a pesar de que consta de siete etapas. En otras palabras, la dltima etapa se evaltia en el
mismo punto que la primera etapa del siguiente paso (Dormand and Prince, 1980). La evaluacion
de la funcién en cada paso de tiempo se calcula a partir del cuadro de Butcher del método Dormand

Prince, que se encuentra en la tabla (1)
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ci aij bi bi
0 35 5179
384 57600

1 1

3 3 0 0

3| 3 9 500 7571

10 | %0 40 1113 16695

4 44 _36 32 125 393

5 55 15 9 192 640

8 | 19372 25360 64448 _ 212 _ 2187 92097

9 6561 2187 6561 729 6784 339200

|| o7 355 a2 49 5103 11 187
3168 33 5247 176 18656 84 2100

1| 35 0 50 125 _2187 11| 1
384 1113 192 6784 84 40

Tabla 1

Cuadro Butcher para el método Dormand Prince.

Con estos coeficientes, el cdlculo de la funcién se realiza de la siguiente manera:

ulZf(

=f

f

f

=f

=/
¢
=i
=1
UG

1
Ui + §k1> ,
Ui + —k1 + —k2>

32
—kl - —kz + —k3>

9
19372 | 25360, |, 64dds, 212
6561 '~ 2187 K2t G561 X T 720K

9017 355 46732 49 5103

31685~ 33 2T 52478 176 18656

500 125 2187 11 )
ke

TR 102M T 678d T3

ks) ,

48

(76)
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Luego, la aproximacion final de la funcién se obtiene haciendo

35,500, 125 2187 11
Ut 1 = e 3 M T 13 T 102™ ™ 67840 T 8470

(77)

donde dicha aproximacion se realiza a partir de un Runge-Kutta de cuarto orden. Sin embargo,

también es posible utilizar el método de quinto orden, y en este caso se tiene

5179 7571 393 92097 187 1
Uit = e+ 5200k 1660553+ 6205 T 339200 T 2100% T 20~ (78)

con el cual se obtuvo la solucién numérica implementada en el cédigo.

5.3.1.2. Diferencias finitas. Por otro lado, la discretizacion espacial se realiza a partir
del método de diferencias finitas. La aproximacion en diferencias finitas se basa en discretizar el
dominio en el cual se define el sistema de ecuaciones. En otras palabras, consiste en definir las
funciones y las variables en un conjunto discreto de puntos del dominio. Para explicar a detalle,
supdngase una ecuacion diferencial escrita en términos de una funcién g, la cual se define en un
dominio con una coordenada temporal y una espacial, ¢ y x. Para resolver la ecuacion diferencial
se hace necesario considerar las variables y funciones de la ecuacion diferencial en un conjunto
de puntos, los cuales conforman una malla numérica. Esta malla numérica se define a partir de
puntos x; = jAx en el espacio, y " = nAt en el tiempo, siendo j y n enteros que etiquetan cada
punto de la malla. En consecuencia, la funcion se encuentra definida en los puntos (¢”,x;), y dichos

valores corresponden a g;?. Debido a que se ha escogido un dominio finito, j y n toman los valores



ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR 50

de j=0,1...,.Ny yn=0,1...,N, asi Xpin = X0 Y Xmax = Xy, delimitan el dominio de x. En este
caso, la discretizacion se realiza sobre una malla numérica uniforme, es decir, todos los nodos se
encuentran igualmente espaciados. Para esta discretizacion se define la resolucion espacial como
Ax = Xpin — xmax/Nx'

Cuando ya se tiene un dominio definido, como segundo paso se aproxima la ecuacién dife-
rencial. Dada la funciéon g?, es posible calcular valores aproximados de dicha funcién en los nodos
adyacentes. Para esto se utilizan expansiones en series de Taylor. Por ejemplo, para la construccion

de la aproximacion de segundo orden se utilizan las siguientes expansiones

sz
g (1) =g () = Axg’ (x)) + —-¢" (x)) + 0 (Ax),
g (xj) =g(xj), (719)
/ Ax? " 3
g (xj01) = g (x)) +Axg’ (x;) + —=¢" (x;) + 0 (AF),
sumando la primera y tercera expresion, se obtiene la primera derivada en x;, asi
8 (Xj+1) —&\Xj-1

Esta aproximacion se conoce como centrada, ya que es necesario conocer los valores de g;f a1y
g;?_l. No obstante, también se puede calcular la derivada a partir de aproximaciones no centradas,

teniendo en cuenta dos puntos a la derecha o dos puntos a la izquierda de x;, respectivamente

g/ (xj) _ —8 (xj—i-Z) +4§A(i€c]+1) —3g (x]) Lo (sz) , (81)
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¢ ()= (xj-2) —4g (xj-1) +38 (x))

2
5 Ay +0 (Ax7). (82)

También es importante mencionar que para calcular operadores con un orden de aproxima-
cién mayor basta con generalizar el procedimiento anterior. Teniendo en cuenta esto, en las tuadros
(2) y (3) se presentan los coeficientes de la aproximacién de la derivada de primer y segundo orden,

utilizando distintas combinaciones de puntos vecinos.

Xj—4 Xj=3 Xj2 Xjo1 Xj o Xjp1 o Xjp2 Xj43 Xji4

Segundo orden 1 0 -1
1 -4 3
-3 4 -1

Cuarto orden 3 -16 36 48 25

-25 48  -36 16 -3

Tabla 2
Coeficientes de la aproximacion de la derivada de primer orden. Las aproximaciones con segundo
orden de precision corresponden a g =1/(2Ax)]...| + O (Ax?) y las aproximaciones con cuarto

orden de precision son g’ = 1/(12Ax)][...] + O (Ax*).
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Xj-5 Xj-4 Xj-3 Xj—2 Xj-1 Xj Xjy1 Xj42 Xj43  Xjpd4 Xjis
Segundo orden 1 -2 -1
-1 4 -5 2
2 -5 4 -1
Cuarto orden | -10 61 -156 214 -154 45
1 -6 14 -4 -15 10
-1 16 -30 16 -1
10 -15 -4 14 -6 1
45 -154 214 -156 61 -10

Tabla 3

Coeficientes de la aproximacion de la derivada de segundo orden. Las aproximaciones con se-
gundo orden de precision corresponden a g" =1/ (sz) [...]4+0 (sz) y las aproximaciones con

cuarto orden de precision son g =1/(12Ax)[...]+ O (Ax*).

5.4. Condiciones de frontera

En relatividad numérica al lidiar con agujeros negros siempre se hace necesario darle un manejo

a la singularidad. Esto se debe a que en el esquema computacional se debe evitar la singularidad

para mantener bien definidas las variables dindmicas. En la literatura se conocen algunos procedi-

mientos y técnicas que se utilizan para detener la evolucion antes de que alcance la singularidad.

No obstante, esto causa gradientes en las variables dindmicas, lo cual conlleva a ciertos problemas

numéricos (Hawley et al., 1984)(Hawley, 1984). Para evitar estos problemas se ha propuesto la
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técnica de escision, la cual permite evolucionar sélo la region del espacio-tiempo fuera del agujero
negro. Dicha técnica consiste en excluir de cada corte tridimensional (superficie) un vecindario
de la singularidad (Scheel et al., 1997) (Scheel et al., 1995). En este trabajo se presentan de ma-
nera general las condiciones de frontera utilizadas, las cuales permiten excluir la singularidad del
dominio numérico.

La region que se excluye del dominio numérico debe cumplir con ciertas condiciones:

e No deben existir singularidades en la region exterior del espacio-tiempo. Es decir, la singu-

laridad debe estar contenida dentro de la regién excluida.

e Cualquier singularidad debe encontrarse a una distancia positiva lejos del dominio compu-

tacional.

e [as ecuaciones deben estar bien definidas en la region exterior. No debe existir intercambio
de informacién desde la region excluida a la region exterior. En otras palabras, en el limite

interior los conos de luz deben sefialar hacia fuera del dominio computacional.

Debido a dichas condiciones, se ubica la frontera interior en una posicién de coordenadas
espaciales fija r = rj,, la cual estd dentro de la posicién de coordenadas del horizonte aparente del
agujero negro. Asi, el dominio radial se define de forma que r € [rj, Fexs] con 0 < rip < Fhorizon - POT
otro lado, también es muy importante recordar que se estd trabajando con coordenadas de Eddin-
tong Finkelstein, de forma que los conos de luz en r = r;, se encuentran abiertos y no es necesario
poner condiciones de frontera en esta posicion. No obstante, en r = r,y; si es necesario definir

condiciones de frontera, donde se aplican condiciones de onda saliente (Thornburg, 1999). Esta
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condicion de frontera se utiliza cominmente para modelar fronteras abiertas, las cuales permiten
el flujo hacia afuera de las soluciones, pero no hacia dentro. Estas condiciones son apropiadas en
los problemas de valores iniciales, en los cuales se imponen fronteras artificiales y no se desea que
la radiacién rebote hacia el dominio numérico (Guzman, 2010).

También es importante mencionar que, debido a la naturaleza de las ecuaciones es necesario
tener en cuenta de qué manera se estd tomando el vector de corrimiento, ya que este corresponde
a una velocidad relativa entre el observador Euleriano y la linea de coordenadas constante. De
manera que, dependiendo del valor de dicha velocidad, se utiliza el esquema upwind con puntos
de la malla numérica sola a la izquierda, o downwind con puntos de la malla numérica solo a la
derecha, asi, el método de diferencias finitas se implementa como se observa en la Figura (6), en

donde se utilizan células desbalanceadas para calcular el valor de la funcion en el nodo j.
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Si B >0

0—0—0-0l-0-0-o

J—2 g—1 7 J+1 542

g (z;) = _9($j+2)‘|‘429§3xj+1)_39($j) L0 (sz)

Si o <0

. oo F - -

i—2 i1 5 g+l j+2

g (z;) = 9($j—2)—492(zgg'3—1)+39($j) 10 (sz).

Figura 6. Implementacion del esquema downwind y upwind segun el vector de corrimiento. Para

el caso de B > 0 se utilizan los puntos j+ 1y j+ 2 para obtener la solucién en j. Para el caso de
B < 0 se utilizan los puntos j — 1 y j — 2 para obtener la solucién en j.

5.5. Diagnéstico

El pardmetro mas importante para monitorear corresponde a la masa del agujero negro. Para esto es
util rastrear el horizonte aparente, el cual proporciona una tasa de crecimiento aproximada de dicha
masa, que indica ademds la cantidad de campo escalar absorbido. Para esto primero se localiza el
horizonte aparente a partir de la definicion de superficie marginalmente atrapada, la cual obedece

la condicion
. 8,}/96 B 2Kgo o
Yoo/ Vrr Yoo

0, (83)
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siendo n; un vector unitario normal que apunta hacia afuera del horizonte aparente, K;; son los
componentes de la curvatura extrinseca de la hipersuperficie espacial en la cual se calcula la super-
ficie marginalmente atrapada y K corresponde a la traza. Asi, el horizonte aparente se define como
la superficie marginalmente atrapada mas externa. Para seguir la evolucién del horizonte aparente,
se calcula ® a cada paso de tiempo y se localiza el cero mas externo en el radio de coordenadas
raH = \/Yo0. Ademds, también se calcula la masa del horizonte aparente como May = rap /2.

También es importante localizar el horizonte de eventos, ya que esta es una superficie in-
variante e independiente de la foliacién del espacio tiempo, a diferencia del horizonte aparente,
el cual depende de la foliacion y los gauges de coordenadas. Otra de las razones para ubicar esta
superficie es debido a que es necesario asegurar que el horizonte de eventos se encuentre siempre
por fuera del horizonte aparente (Hawking and Ellis, 1973). Para localizar el horizonte de eventos
se realiza un proceso de fine-tuning, el cual consiste en trazar geodésicas nulas a medida que se
reduce el espacio entre ellas. Asi, para este proceso también se resuelve la ecuacion de las geodési-
cas salientes. Adicionalmente, el horizonte de eventos se localiza entonces como la superficie a la
cual convergen los rayos nulos enviados desde el futuro y desde el exterior del agujero negro. Otra
cantidad importante corresponde a la masa de Misner-Sharp, la cual permite asegurar que el cre-
cimiento del horizonte es consistente con la masa del espacio-tiempo, incluyendo la contribucién
del campo escalar. Esta masa se define a partir de

1 1(,Y00)’ K3,
Mys = ~/Too | 1—~
Ms =5 Voo 4 %700 Yoo )’

(84)
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la cual permite estimar la masa ADM como Mypys = lim,_se Mys.

Cabe destacar que en todos los resultados se asume que las coordenadas radial y temporal
estan escritas en unidades de M, donde M es la masa inicial del horizonte del agujero negro.

6. Resultados

Finalmente, en este capitulo se presenta el andlisis de la dindmica del sistema agujero negro-campo
escalar teniendo en cuenta las diferentes configuraciones del campo. Para cada uno de los pardme-
tros Oy k, se realiza el proceso de fine-tuning, el cual permite observar la evolucién del horizonte
de eventos. Ademads, también se mide la masa del horizonte aparente para analizar la cantidad
de campo absorbido por el agujero negro. Por otro lado, a partir del cédigo OSIRIS se mide la
evolucion del shadow del agujero negro y el fenémeno del lente gravitacional para una de las
configuraciones del campo escalar.
6.1. Analisis del proceso de acrecion del campo escalar
A continuacién se analizan diferentes casos variando los parametros del perfil del campo escalar.
Uno de estos corresponde al numero de onda k, para el cual se escogen valores de k = 0,1 y 2,
ademds, se fija el valor de la amplitud en A = 0.8. Para cada uno de estos casos se consideran los
valores de 0 = 1,1.5y 5, correspondientes al ancho de la gaussiana. Estos pardmetros se organizan
de manera que se pueda estudiar la absorcion del campo escalar en términos del nimero de onda, la
amplitud y el ancho del paquete de onda. Es importante mencionar también que todas las corridas
del cddigo se realizan con la posicion inicial del campo en ryp = 30M. Como primer resultado, se

presenta el comportamiento del campo escalar en el dominio numérico.
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Figura 7. Grafica correspondiente a instantdneas del campo escalarcon 6 =5,k =2y A =0.8.
Se observa que el campo escalar se divide en dos pulsos, uno moviéndose hacia el agujero negro y
otro alejdndose.
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Figura 8. Gréfica correspondiente a instantdneas de la masa de Misner-Sharpcon 6 =5,k=2y
A =0.8. Se observa que cuando inicia la evolucién, la masa de Misner-Sharp crece hasta un valor
asintStico debido a la influencia del campo escalar entrante.
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En la Figura (7) se presentan snapshots del campo escalar para el caso 6 =5,k = 2. En esta
grafica se observa como la configuracion inicial del campo escalar se separa en dos pulsos, uno que
se mueve hacia el agujero negro (izquierda) y otro que se mueve hacia afuera (derecha). Ademas,
en vista que el espacio-tiempo se encuentra distorsionado inicialmente con respecto a la geometria
del agujero negro, es dificil eliminar el campo que se mueve hacia afuera, en consecuencia, se
mantiene la presencia de los dos pulsos. No obstante, es importante tener en cuenta que al medir la
masa del sistema solo existe contribucion debido al pulso entrante. Para esta misma configuracion,
se mide la masa de Misner-Sharp del espacio-tiempo como funcion de la distancia en diferentes
instantes, como se observa en la Figura (8). Para el tiempo inicial se tiene que el campo escalar
estd ubicado en r = 30, de forma que cuando se tienen valores mucho menores de r la masa de
Misner-Sharp corresponde solamente a la masa del agujero negro, es decir, My;s = M = 1. Cerca
a r = 30 se puede observar la contribucién del campo escalar, por tanto, la masa de Misner-Sharp
crece hasta un valor asintético.

Cabe destacar que, la masa ADM para el sistema de coordenadas se define como la masa de
Misner-Sharp en el limite cuando r — co. Sin embargo, en este caso se quiere estimar la cantidad de
materia acretada solo del pulso entrante, necesitando asi una medida de la masa espacio-temporal
teniendo en cuenta que uno de los pulsos se va al infinito. Asi, la masa ADM se define como la
masa Misner-Sharp medida en un punto en el espacio donde no se tiene en cuenta el pulso saliente.
En la Figura (8) se observa que en t = 25 el valor de la masa M),s se estabiliza después de que el
pulso saliente ha pasado ya por r = 40. Como solo se quiere contar la masa del pulso entrante, esta

es una medida apropiada de la masa del espacio-tiempo. El valor de esta masa para los pardmetros



ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR 60

de la Figura (7) corresponde a Mypy; = 2.64M. En conclusidn, s6lo es necesario medir la masa del

horizonte aparente durante la acrecion del pulso entrante y observar si esta se acerca o no al valor

de la masa ADM.
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Figura 9. Evolucién de la masa del horizonte aparente y la masa ADM (linea continua) para
k = 0. En esta figura se observa que cuando sigma aumenta, la masa ADM no coincide con la

masa del horizonte aparente.
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Figura 10. Evolucién de la masa del horizonte aparente y la masa ADM (linea continua) para

k=1.
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Figura 11. Evolucion de la masa del horizonte aparente y la masa ADM (linea continua) para
k=72.

Como se ha mencionado con anterioridad, es posible utilizar el horizonte aparente como la
superficie para monitorear la masa del agujero negro, asi, en las Figuras (9), (10) y (11) se presenta
la evolucion en el tiempo de la masa del horizonte aparente y la masa ADM para cada una de las
configuraciones del campo escalar. Para los casos de k = 1 y k = 2 se observa el mismo comporta-
miento, donde la masa del horizonte aparente crece hasta el valor constante de la masa ADM. Esto
indica que todo el pulso del campo escalar entrante estd siendo absorbido por el agujero negro. Por
el contrario, para k = 0 se observa que existe una tendencia a tener menos absorcién del campo
escalar cuando el ancho del paquete de onda inicial es mayor. Especificamente, para la configura-
cionde 0 =5y k =0 un 93 % del campo escalar es absorbido por el agujero negro. Para confirmar
este comportamiento se realiza una configuracion adicional de ¢ = 10 y k = 0, presente en la Fi-

gura (12). Para esta configuracién del campo escalar se encuentra que aproximadamente el 75 %
del pulso entrante del campo escalar es acretado. Asi, a medida que el ancho del paquete inicial
aumenta, la absorcidn de dicho campo es menos eficiente. Estos resultados son bastante similares a

investigaciones realizadas en la misma direccion. En el articulo (Guzmén and Lora-Clavijo, 2012)
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también se presenta el comportamiento del campo escalar en términos de los pardmetros o y k, y
se encuentra la evolucion del horizonte de eventos para la configuracionde ¢ =5y k= 1. En dicho
trabajo se confirma que para k = 0 se tiene menos absorcion a medida que el ancho del paquete de
la onda inicial aumenta. Ademads, para el caso especifico de ¢ = 10 aproximadamente el 65 % del
campo es acretado. Por otro lado, en el articulo (Urena-Lopez and Fernandez, 2011) se encuentra
que para valores de kK < 1 y valores grandes de ¢ no hay absorcion total del campo escalar, esto

sucede debido a que el espacio-tiempo se mantiene estético.

c=10,A=0.8,k=0
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Figura 12. Evolucién de la masa del horizonte aparente y la masa ADM para o =10y k= 0. Se
observa que la masa del horizonte aparente no crece hasta el valor constante de la masa ADM.
Para este caso se tiene que s6lo un 75 % del campo escalar es absorbido.

Finalmente, para observar el crecimiento del agujero negro se calcula la evolucién del ho-

rizonte de eventos y horizonte aparente. Asi, para cada una de las configuraciones se presenta el
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cambio en dichas superficies a medida que el campo escalar es acretado.
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Figura 13. Gréfica correspondiente al horizonte de eventos y horizonte aparente con A = 0.8,

o =15yk=0,1,2. En esta grafica se observa que en cada una de ellas el horizonte aparente y el
horizonte de eventos coinciden a tiempo inicial y después de que el sistema se ha estabilizado tras
la acrecion del pulso de campo escalar entrante. Ademas, se observa un conjunto de rayos nulos
salientes y entrantes que convergen en el horizonte de eventos.

Las Figuras (13), (14) y (15) se obtienen a partir de rastrear un haz de rayos nulos salientes
radiales, lo cual permite localizar de manera aproximada el horizonte de eventos. Asi, su evolucién
se obtiene a partir de realizar un proceso de fine-tuning, el cual consiste en realizar un trazado de
geodésicas nulas a medida que se reduce el espacio entre ellas. Como se observa en estas figuras,
para cada una de ellas se cumple que el horizonte aparente y el horizonte de eventos coinciden a
tiempo inicial y después de que el sistema se ha estabilizado tras la acrecion del pulso de campo

escalar entrante. Por otro lado, también se ilustra que el horizonte aparente se encuentra siem-
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Figura 14. Gréfica correspondiente al horizonte de eventos y horizonte aparente con A = 0.8,
c=2yk=0,1,2.

pre por dentro del horizonte de eventos, lo cual es consistente con las condiciones de energia del

espacio-tiempo. Estas dltimas caracteristicas ya han sido estudiadas con anterioridad en los teore-

mas propuestos por Hawking y Ellis (Hawking and Ellis, 1973), en consecuencia, los resultados

obtenidos computacionalmente se ajustan de manera correcta a la teoria y la fisica del problema.

Adicionalmente, como el horizonte aparente y el horizonte de eventos coinciden después de la

acrecion del campo escalar, esto permite utilizar el horizonte aparente como la superficie para mo-

nitorear la masa del agujero negro. Otro aspecto importante a observar es que, a medida que el

valor de ¢ aumenta el horizonte de eventos disminuye cuando £ = 0. En contraposicién, para los

valores de k = 1 y k =2, cuando ¢ aumenta el horizonte de eventos también lo hace. Este compor-
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Figura 15. Grafica correspondiente al horizonte de eventos y horizonte aparente con A = 0.8,
c=5yk=0,1,2.

tamiento permite confirmar que no toda la densidad de energia del campo escalar es absorbida por
el agujero negro cuando k = 0, como se habia encontrado con anterioridad.

Finalmente, para dar veracidad a los resultados presentados con anterioridad, en la Figu-
ra (16) se observa el test de convergencia de la norma hamiltoniana. Las resoluciones utilizadas
fueron: Ar; = 0.0375M (linea continua), Ar, = Ary/2 (linea discontinua) y Ary = Ar,/2 (linea
punteada). En la gréfica se observa una convergencia a segundo orden, lo cual es consistente con el
método de diferencias finitas utilizado. También es interesante observar que existen ciertas oscila-
ciones en la norma hamiltoniana debido al nimero de onda del campo escalar, atin asi, se observa

el buen comportamiento del cédigo en todo el dominio.
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Figura 16. Test de convergencia para la norma de la restricciéon hamiltoniana, realizado para el
casodec =5y k=2.

6.2. Shadow y trazado de rayos en un espacio-tiempo dinamico

Osiris: Orbitas y sombras en espacio-tiempos relativistas. En este trabajo se hace uso
de Osiris, el cual consiste en un codigo que permite calcular geodésicas nulas alrededor de objetos
compactos. En dicho cédigo se incluyen algunos efectos relativistas como lente gravitacional y
corrimiento al rojo. Ademads, a partir de la formulacién de Hamilton-Jacobi y el método de trazado
inverso de rayos es posible calcular la sombra y el anillo de Einstein de un agujero negro. También
es importante visualizar los efectos del campo gravitacional producido por el agujero negro, en
consecuencia, Osiris permite analizar las trayectorias de los fotones que orbitan a este objeto com-

pacto y recopilar informacién acerca de los fotones que escapan y son detectados. Este proceso es
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posible a partir del trazado inverso de rayos, en el cual el observador es el origen de las geodésicas
nulas y la fuente gravitacional es el agujero negro. Para este caso, las trayectorias seguidas por fo-
tones que caen en el horizonte de eventos se clasifican con color negro (Velasquez-Cadavid et al.,
2022).

Osiris no es el tnico cédigo que utiliza el método de trazado inverso de rayos, este pro-
cedimiento ha sido utilizado con anterioridad para simular numéricamente la sombra de agujeros
negros. Entre estos se encuentra GYOTO, el cual consiste en un cédigo relativista general de tra-
zado de rayos. Su objetivo es computar imdgenes de cuerpos astrondmicos en las proximidades
de objetos compactos, asi como trayectorias de cuerpos masivos en entornos relativistas (Vincent
et al., 2011). También es importante mencionar que Osiris también ha sido utilizado para estu-
diar la sombra producida por un objeto compacto descrito por la g-métrica, la cual consiste en la
solucidn estdtica més simple y axialmente simétrica de las ecuaciones de Einstein con un momen-
to cuadripolar diferente de cero (Arrieta-Villamizar et al., 2020). Por otro lado, cabe aclarar que
Osiris s6lo evoluciona geodésicas nulas en espacio-tiempos axialmente simétricos y estacionarios,
de forma que existen dos constantes de movimiento, la energia y el momento angular azimutal.
No obstante, el sistema conformado por agujero negro y campo escalar corresponde a un sistema
dindmico, por tanto, lo mencionado anteriormente no se cumple en este caso. Debido a esto, es
necesario modificar las ecuaciones de movimiento de la formulacién hamiltoniana.

6.2.1. Ecuaciones de movimiento. Dado el tensor métrico

g = gopdx® @ diP, (85)
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donde g, corresponden a las componentes contra variantes del tensor y dx® a las uno formas

base. De manera explicita, las componentes del tensor métrico son

Sap = . (36)

Teniendo en cuenta este tensor, es posible obtener las ecuaciones de movimiento a partir de

la formulacion hamiltoniana
oH | oH

_ a7 87
P 87)

donde el hamiltoniano se considera para el caso de fotones, y se define en términos de las compo-

nentes contra variantes de la métrica, de forma que se satisface

1
H= Eg’“‘vpupv =0, (88)

siendo pg las componentes de cuadri-momentum. Reemplazando el Hamiltoniano en las ecuacio-

nes (87) y abriendo indices se obtiene

i=g"pi+8" pr (89)
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(90)

oD

92)

93)

(94)

(95)

(96)

Es importante notar que la ecuacion (93) contiene derivadas temporales de la métrica. Te-

niendo en cuenta esto, dicha ecuacién se reescribe en términos de la funcién lapso, el vector de

corrimiento y la métrica Y, . Este procedimiento se realizo a partir de las ecuaciones (11) y (13).

Asi, las ecuaciones de movimiento que se reescriben en el cddigo de Osiris son

i=g"pi+8" pr,

F=¢"p+8"pr,

9 :g99p97

97)

(98)

99)
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(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

Como se menciond con anterioridad, estas ecuaciones corresponden a un espacio-tiempo

dindmico, donde la métrica si evoluciona en el tiempo. Dicho sistema de ecuaciones permite ob-

servar y analizar la dindmica del campo escalar con el agujero negro, para asi obtener la evolucién

del shadow y el lente gravitacional durante el proceso de acrecion del campo escalar.

6.2.2. Transformacion de coordenadas. Para graficar el shadow del agujero negro es

necesario conocer la transformacién que relaciona las mediciones en el espacio-tiempo dindmico

y esféricamente simétrico con las del observador que es locamente inercial. Considere la base de

cuadrivectores del espacio-tiempo dindmico y esféricamente simétrico, de forma que los vectores

base cumplen la condicién

ea'eﬁ :gaﬁ7

(105)



ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR 71

donde gqp corresponden a las componentes del tensor métrico con un elemento de linea
ds® = gudt® + g dr* + goed 6 + gpod9* + 2g,dtdr. (106)

Ademais, es posible encontrar una base ortonormal en un marco de referencia locamente

inercial, donde se cumpla que

Za- 25 = Nap, (107)

siendo 7,5 la métrica de Minkowski. Cada cuadrivector ¢ puede relacionarse con la base {eq} a
partir de una matriz cambio de base

o = AoPeg, (108)

donde

A B G Dy

[Aaﬁ]: . (109)
Ag By Co Dy

Ay By Cyp Dy

En otras palabras, los cuadrivectores €, se pueden escribir como una combinacion lineal, tal que

e = Arer + Brep + Creg + Drey,
(110)

e; = Aje; +Bje, +Creg + Dyey,
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siendo i = (r,0,¢). Para esto es necesario encontrar las componentes de la matriz de transforma-
cién. Se escoge a una triada de vectores {er,€9,€¢ }, ya que si se elige un conjunto de vectores
ortogonales entre si, cualquier vector colineal a cada uno de ellos también corresponde a vectores

ortogonales, es decir

ér = Byey, (111)
eg = Coep, (112)
ey = Dgpey. (113)

Teniendo en cuenta lo anterior, la matriz de transformacion se reduce a

At B[ C[ D[
0B 0 0
[Aaﬁ]: . (114)
0 0 Cp 0
0 0 0 D,

También es posible encontrar un vector ortogonal asociado a {ey} utilizando el procedimiento de

Gram-Schmidt

. . e .e
%0 g Ty — e — B, (115)

_ . — 0 —
|er|2 |69|2 |e¢‘2 8rr

€l =¢é

de forma que

Goce, = é,:a(et—&e,>. (116)
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Ahora, reemplazando (116) en la expresion (110) se obtiene que las constantes correspon-

den a
C=D =0, A=a, B=-A5" (117)
grr
en consecuencia, los vectores de la base locamente inercial se reescriben como
_ 8tr _ _ _
e =0uo (e, — —er) , e =Bre,, eég==Cqeq, &y =Dyey. (118)
8rr
Para hallar las constantes faltantes, se tienen en cuenta las condiciones de ortonormalizacién
e-eg=—1, e e, =1, ég-eg=1, éy-e9=1, (119)
por lo cual, las constantes son
8rr 1 1
Ai=%x/5——, B==% , Cop== , Dy =d——. (120)
8tr — 81t8rr \/ 8rr /866 /8¢9
Finalmente, la matriz cambio de base es
A; —A,gﬁ 0 0
0 1 0 0
[Aaﬁ] - ver . (121)
1
0 0 N 0
0 0 0 ——
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Esta tltima expresion relaciona las mediciones hechas por el observador inercial con el observador
asociado al espacio-tiempo dindmico y esféricamente simétrico.

6.2.3. Parametros de impacto. Para encontrar el shadow del agujero negro es necesario
estudiar la informacién de los fotones que lo orbitan. Para esto se hace uso de los pardmetros de
impacto. Los pardmetros de impacto corresponden a las coordenadas (x,y) del plano en el cual

el observador realiza las mediciones (Cunha, 2015). Dicho observador se encuentra ubicado en el

infinito.

Figura 17. lustracion de los pardmetros de impacto. Se observa el plano imagen asociado a un
observador inercial que se encuentra ubicado a rq del agujero negro. La posicion del foton se
describe a partir de la componente espacial de P . Los pardmetros x y y se relacionan
directamente con los dngulos a y 8, donde & corresponde al dngulo formado entre P y su
proyeccién en xz y B es el angulo entre la proyeccion y ry. Tomado y adaptado de
(Arrieta-Villamizar and Velasquez-Cadavid, 2019).

Debido a que se estd ubicando al observador en el infinito, es posible realizar una aproximacién
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para dngulos pequeiios, asi

x=—PBro, y=ary. (122)

También es importante mencionar que los momentos del marco inercial £2% se relacionan

con los momentos candnicos a partir de la transformacion

DY =AY py, (123)
en consecuencia, se tiene que
P = A, [—pﬂrgipr} =& (124)
gZ’:L, gzezp_ej gZ‘l’:p_q). (125)
8rr V860 80¢

Note que, a partir de la Figura (17) se observa que las componentes del momentum en el

marco inercial se definen como

P = ]ﬁ]cosacosﬁ,
P° = | P|sina, (126)
P9 = |ﬁ|coso¢sinﬁ,

donde la magnitud del cuadrimomento satisface la ligadura hamiltoniana

PP =— (2 +(27) + (@9)2+ (m)z ~0. (127)
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Realizando la aproximacién de dngulos pequefios, las componentes se reducen a

P =\D|, P°=aP|, P°=Pp|P|

es decir, los dngulos o y B se definen como

P° P9
=2 ﬁ_ﬁa

y sustituyendo (129) en las expresiones (122)

P9 9
X=—10—=

32"7 y:rO(@r-

76

(128)

(129)

(130)

Como se ha mencionado anteriormente, los fotones que impactan el plano imagen se pueden

describir a partir de los pardmetros de impacto (x,y). Después de realizar un enmallado numérico,

a partir de las ecuaciones (124) y (125) se generan las condiciones iniciales. Teniendo en cuenta

que la energia no afecta al movimiento de los fotones, se toma & = 1. En consecuencia, despejando

los momentos candnicos se obtienen las siguientes condiciones iniciales

(131)

(132)
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py = — V800 (133)
ro
p,:\/ 1= (29— (29]. (134)

6.2.4. Lente gravitacional. Para comprender el fenémeno de lente gravitacional se hace
necesario entender el proceso de clasificacion de oOrbitas. Para esto se hace uso del concepto de
esfera celeste, desde la cual se emanan los fotones. El cddigo se encuentra disefiado de manera que
la esfera celeste es concéntrica con el agujero negro y envuelve al observador en tierra. Asi, cuando
el foton cae al agujero negro entonces corresponde a un punto negro en el plano imagen, por otro
lado, si el foton escapa de la atraccidn gravitacional el proceso de integracion se detiene y se asigna
un color dependiendo de la region de la esfera en la cual golpea el fotén. Dicha clasificacion de
orbitas permite estudiar la curvatura de la luz en presencia del agujero negro y del campo escalar.
En este caso, cuando este sistema se interpone entre el observador y la fuente existe una deflexion
en la trayectoria de los fotones, en consecuencia, es posible que un fotén emitido en una regién de
la esfera aparente haber sido emitido desde una zona distinta, como se observa en la Figura (18).

Este fendmeno se conoce como lente gravitacional.
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Figura 18. Curvatura en la trayectoria de los fotones debido al agujero negro. Algunos fotones
son detectados en el plano imagen como si hubieran sido emitidos desde un punto diferente de la
esfera celeste. Tomado y adaptado de (Arrieta-Villamizar and Veldsquez-Cadavid, 2019)

Un efecto interesante que aparece en el lente gravitacional es al anillo de Einstein, donde la
fuente luminica aparente ser un anillo concéntrico al agujero negro (Einstein, 1936). Dicho fené-
meno se hace presente cuando la fuente, el observador y el agujero negro se encuentran alineados
(Bozza, 2005). A continuacion, se observan las simulaciones realizadas del lente gravitacional pro-
ducido por el sistema agujero negro-campo escalar. Dicho lente gravitacional se midi6 para cada
uno de los casos de ¢ y k mencionados con anterioridad. Ademas, es importante mencionar que
estas simulaciones se observan desde el plano ecuatorial a una distancia r = 110 y localizado en
¢ = 1.57. Como un primer acercamiento, se mide el shadow y el lente gravitacional teniendo en

cuenta la presencia del campo escalar, y se compara con la producida por un agujero negro de
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Schwarzschild.

Schwarzschild

—40 —-20 0 20 40 40

Figura 19. Dato inicial del lente gravitacional producido por un agujero negro de Schwarzschild
vs el lente gravitacional producido por el agujero negro con campo escalar cuando 0 =5y k = 2.
En esta figura se observa un crecimiento en el tamafio del lente y el shadow cuando se tiene el
sistema acoplado agujero negro-campo escalar.

En la Figura (19) se plasma la diferencia en el fendmeno del lente gravitacional para un
agujero negro de Schwarzchild (izquierda) y el producido por el agujero negro con el campo escalar
para 0 =5y k = 2 (derecha). En esta Figura se observa un aumento significativo en el tamafio del
lente gravitacional, ademds, también se aprecia que el anillo de Einstein y la sombra producida
por el agujero negro es mayor para la configuracion del campo escalar. Especificamente, para el
agujero negro de Schwarzchild se encontré que el tamano de la esfera de fotones corresponde
a rpgs = 5.3670, mientras que el tamafio con el campo escalar es r,s5r = 10.5159. Asi, el radio
de la esfera de fotones crece aproximadamente el doble con dicha configuracion, siendo rjssF =
1.96r s la relacion entre estas. Adicionalmente, el tamafio del anillo de Einstein para el agujero

negro de Schwarzschild es r,.s = 16.7783, y el tamaio del anillo con el campo escalar es r,,s5 =



ANALISIS NUMERICO DEL SISTEMA AGUJERO NEGRO-CAMPO ESCALAR 80

26.0088. Por otro lado, también se observa una gran diferencia en el enmallado numérico debido
a la curvatura del espacio-tiempo, la cual se hace mas visible debido al campo escalar.
Adicionalmente, este mismo proceso se realiz para cada una de las configuraciones del
campo escalar. En la Figura (20) se muestra el lente gravitacional a tiempo inicial. Para cada
dato inicial se tiene que el valor del radio de la esfera de fotones se mantiene aproximadamente
constante (rps = 10.5159), independientemente de la configuracion. También se observa que el
tamafo del lente gravitacional si cambia, y el mayor crecimiento en el anillo de Einstein se obtiene
para 0 =5y k = 2. Dentro de este anillo, el 4&ngulo de desviacion de las trayectorias de los fotones

es lo suficientemente grande como para generar una inversion de los colores (Bohn et al., 2015).
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c=15k=0 oc=15k=1

=25 0 25

Figura 20. Lente gravitacional producido por el sistema agujero negro-campo escalar para las
diferentes configuraciones. En esta figura se observa un tamano constante del shadow del agujero
negro, en contra posicion, se percibe un aumento en el anillo de Einstein.

Por otro lado, también es posible analizar la evolucién del fenémeno del lente gravitacional
a medida que el campo escalar es absorbido por el agujero negro. La Figura (21) muestra snapshots
del campo escalar con 6 =5 y kK = 2, y su respectivo fendmeno del lente gravitacional. Para los

diferentes instantes se observa un comportamiento diferente en la sombra del agujero negro, el cual
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se encuentra plasmado en la tercera columna de esta figura. En el instante # = 0 se observa la misma
configuracion inicial obtenida con anterioridad, en la cual se perciben dos anillos de Einstein: uno
exterior y otro en el limite de la sombra del agujero negro. Posteriormente, cuando inicia el proceso
de acrecion en ¢ = 10 se observa un comportamiento interesante, correspondiente a la creacion de
multiples anillos de Einstein. Para este caso se observa la separacion del campo escalar en el pulso
entrante y saliente, lo cual conduce a la creacion de dos anillos negros, el anillo exterior estd
asociado con el pulso del campo escalar saliente, y el interior estd asociado con el pulso escalar
entrante. Este comportamiento permite concluir que la presencia de los dos pulsos generan dos
sombras adicionales tipo anillo. En el tiempo ¢ = 20 se observa que cuando el pulso se empieza a
mover hacia el agujero negro, la sombra tipo anillo interior empieza a desaparecer. Posteriormente,
cuando el agujero negro ha absorbido aproximadamente la mitad del campo escalar en ¢ = 25,
se observan cuatro anillos de Einstein, y la sombra interior desaparece. Finalmente, después de
terminada la acrecidn en su totalidad, en ¢+ = 40 se observa un crecimiento considerable en la
sombra del agujero negro. Especificamente, la sombra toma un valor de r,ssr = 28.8294, es decir,
aproximadamente 2,75 veces mas grande que en la configuracion inicial. Adicionalmente, en esta
figura también se puede observar la evolucion de la métrica espacial, la cual es una medida del
cambio en la geometria del espacio-tiempo. En estas gréificas correspondientes se observan las
perturbaciones debido a los pulsos del campo escalar.

La creacion de multiples anillos de Einstein se ha estudiado con anterioridad en sistemas
como estrellas de bosones. En el articulo (Cunha et al., 2015) se presenta la clasificacion de estas

estrellas a partir del lente gravitacional producido. Asi, cuando existe una creacion de multiples
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anillos de Einstein corresponden a una transicion de objetos compactos a objetos ultra-compactos
(Cardoso et al., 2014). Adicionalmente, en el articulo (Bohn et al., 2015) se presenta el anélisis
del lente gravitacional para agujeros negros de Kerr y sistemas binarios de agujeros negros. En sus
resultados se presentan imdgenes con una estructura similar a las encontradas en este proyecto de
investigacion. Especificamente, se observa una sombra primaria para cada agujero negro, en dicha
configuracién un agujero negro se encuentra aproximadamente detrds del otro y como resultado
su sombra se vuelve un anillo oscuro. El ancho de este anillo se ve afectado principalmente por la
separacion del sistema, a medida que la separacion es mayor el anillo es mas delgado. De manera
andloga, en este proyecto se presentan sombras adicionales tipo anillo debido a la presencia de los

dos pulsos del campo escalar.
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Figura 21. Snapshots de la evolucion del lente gravitacional en el proceso de absorcién del campo

escalar para 6 = 5 y k = 2. En la primera columna se observa el comportamiento del campo
escalar en diferentes instantes de tiempo, en la segunda se observa el cambio en la métrica del
espacio-tiempo. Por dltimo, se muestra el cambio en la sombra del agujero negro y el lente
gravitacional en el proceso de acrecion.
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7. Conclusiones

En este proyecto de investigacion se propuso que la materia oscura se puede describir a partir de
un campo escalar real dotado de cierto potencial, especificamente, el perfil del campo escalar usa-
do corresponde a una onda esférica modulada por un perfil gaussiano. Dicho modelo utilizado se
conoce como modelo de materia oscura escalar. El objetivo general de este trabajo fue modelar
la dindmica del sistema acoplado agujero negro-campo escalar en un espacio-tiempo dindmico. A
partir de alli, el primer paso realizado fue reproducir las ecuaciones que determinan la evolucion
y la dindmica tanto del espacio-tiempo como el campo escalar. Para esto se utilizé6 como herra-
mienta el formalismo 3+1 de la relatividad general, el cual permitié6 descomponer las ecuaciones
de Einstein y escribirlas como un problema de valores iniciales. Ademads, también se descompo-
ne la ecuacién de Klein-Gordon y se hallan los términos de fuente. Asi mismo, para analizar la
dindmica del sistema, se desarroll6 un c6digo en simetria esférica que permite solucionar dicho
sistema de ecuaciones a partir del método de lineas, el cual consiste en una discretizacion espacial
usando diferencias finitas, y un integrador en el tiempo tipo Runge-Kutta Dormand Prince para la
evolucion. Este codigo Fortran permitid calcular la evolucion del horizonte de eventos del agujero
negro en el proceso de acrecion, ademads, también fue posible calcular la masa ADM y la masa de
Misner-Sharp, las cuales permitieron estudiar la cantidad de campo escalar acretado por el agujero
negro en término de los pardmetros nimero de onda, k y ancho del paquete, ©.

Los resultados confirman que para perfiles de onda esférica del campo escalar y un niimero

de onda de k = 0, no toda la densidad de energia es absorbida por el agujero negro. A medida que el
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ancho del paquete de onda se hace mayor que el radio del agujero negro, el proceso de acrecion se
vuelve ineficiente. Por el contrario, para los valores de k = 1y k = 2 se encontré que todo el campo
escalar es absorbido. Ademas, también se observo la evolucion del horizonte de eventos, donde el
mayor crecimiento se encontr para el caso de 0 =5 y k = 2. Dicha evolucién permitié corroborar
que el horizonte aparente se encuentra siempre por dentro del horizonte de eventos, ademads, estos
coinciden a tiempo inicial y después del proceso de acrecion. Esto es coherente teniendo en cuenta
las condiciones de energia del espacio-tiempo.

Posteriormente, también se plante6 una pregunta interesante sobre el efecto que tiene la pre-
sencia del campo escalar en el agujero negro. A partir del desarrollo de la teoria de Shadows y el
codigo OSIRIS, fue posible conocer la evolucién del shadow y el fendémeno del lente gravitacional
para diferentes configuraciones del campo escalar. Este c6digo permitié analizar las trayectorias de
los fotones que orbitan al sistema acoplado a partir del método de trazado inverso de rayos. Cabe
aclarar que inicialmente OSIRIS sélo evolucionaba geodésicas nulas en espacio-tiempos axial-
mente simétricos y estacionarios, en consecuencia, como primer paso, se hizo necesario modificar
las ecuaciones de movimiento a partir de la formulacién de Hamilton-Jacobi, teniendo en cuen-
ta que la métrica si estd cambiando en el tiempo y el campo escalar deforma la geometria del
espacio-tiempo. Adicionalmente, para calcular el shadow del agujero negro fue necesario realizar
una transformacion de coordenadas que relaciona las mediciones en el espacio-tiempo dindmico
con las de un observador localmente inercial y estudiar los pardmetros de impacto. A partir de los
resultados encontrados se observé que en el dato inicial el radio de la esfera de fotones se mantiene

aproximadamente constante en un valor de r,; = 10.5159, independientemente de los valores de k
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y 0. No obstante, si se observo un incremento en el tamafio del lente gravitacional a medida que
el valor de o y k aumentan. Por otro lado, al estudiar la evolucion del shadow parac =5y k=2
se observo un comportamiento interesante debido a la creacion de multiples anillos de Einstein.
Ademas, al terminar el proceso de acrecién se encontré que el tamafio de la sombra aumenta 2.75
veces cuando el campo escalar es absorbido.

Finalmente, como se ha mencionado, en este trabajo de tesis se ha desarrollado el estudio
del sistema acoplado agujero negro-campo escalar, se ha analizado la evolucién del shadow y el
proceso de acrecion del campo escalar. Dichos estudios pueden extenderse al considerar otro tipo
de dato inicial para el campo escalar, y un potencial con término de auto-interaccion. Adicional-
mente, también seria posible estudiar dicho proceso de acrecién considerando un campo escalar
phantom, produciéndose una reduccion en el tamafo del horizonte de eventos. También es impor-
tante mencionar que debido a la relevancia de los resultados, en este momento se encuentra en
proceso de creacion un articulo en donde se presentan los efectos del campo escalar en la sombra
y el lente gravitacional producido. Ademds, otra proyeccion para un trabajo posterior es analizar
escenarios astro fisicos mas complejos, como pueden ser los agujeros negros binarios y analizar

como se ven afectados por la presencia del campo escalar.
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Apéndices

Apéndice A. Foliacion del espacio-tiempo

Ecuaciones de Gauss-Codazzi-Mainardi

Ecuacion de Gauss-Codazzi. En este apéndice se presenta de manera detallada el pro-
cedimiento para obtener las ecuaciones de Gauss-Codazzi-Mainardi. Partiendo de la identidad de
Ricci (16)

DaDgv' —DgDav? =R ", (135)

siendo v un campo vectorial tangente a la hipersuperficie. Utilizando la relacién existente entre V

y D, es decir, la derivada covariante con respecto a la conexioén Levi-Civita

DaDpv" = Dy (Dpv") = Ya VsV (D),

=7 Vi (B Vo).
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Reemplazando la ecuacién (11) en la expresion anterior

DaDﬁVY = '}’”a'}’vﬁyyp (nGV”nV’)/p;LVGv’l + }’vau”pnlvcvl + '}’Gv'}’plvuvov/l> )
= o gV 2 Vunin®V et — ¥ oV gy oV VunP Vony + ¥ o ¥ g7 Vi Vo,

= —Ko([g’}/7/,11’16V0-vA — KYOCKI;AV)L + y”ay"ﬁ}ﬂ’;tvuvav’l,

donde se han utilizado las relaciones }/g yf = }/}{ Y Y oY’ gVuny = —Kp. Para obtener la expresion

para DlgDa\ﬂ’ en la ecuacion (135) solo basta con permutar los indices o y 8, obteniéndose as{
DaDgv! — DDy = (KoK — KpuK"a) V + ¥ 57 (VpVor* = VoVprt ). (136)
En la expresion anterior se puede observar la identidad de Ricci para
VoVt = VeVort =RE vF, (137)
asi, reemplazando (137) en (136) se obtiene

DaDpv! — DDy’ = (KoK — KK o) v + 17 oV g7/ S RE o VE. (138)
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Finalmente, sustituyendo (138) en (135) se obtiene la ecuaciéon de Gauss-Codazzi

Pt Y oY sRow = Ryop + K aKsp — K"Ky (139)

También es posible contraer la ecuacion de Gauss-Codazzi, contrayendo los indices yy «, asi

Yﬂayvﬁyapycs(4)Rpcuv = (3)R5ﬁ +KKsp —KaﬁKaaa (140)
note que en esta expresion Y o y%, = y*, = 0%, +ntnp, en consecuencia

4
7VBYG5 (g“p +n'ul’lp)( )Rpcmv = (3)R3/3 +KK5ﬁ —KaBKag,
Y Y8 YR py + 71" Y7 51" np YRR 5y = VR + KKsp — K%Ky, (141)

Yvﬁyoé(4)Rcv =+ yvﬁ Ycénunp(dr)RpG#V = (3)R5ﬁ +KKsp — KaﬁKO“S’

Como tltimo paso, cambiando los indices 6 = o y ¢ = u se obtiene la ecuacion contraida de

Gauss

70?5 Ruv + Yaun" v pn° VR oo = Rap + KK — KauK* . (142)

Tomando la traza de la ecuacion contraida con respecto a ¥ se obtiene la ecuacion escalar de Gauss

@R+ 2*RyynHn’ = R+ K* — K; ;K" (143)
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Ecuacién de Codazzi-Mainardi. Por otro lado, para obtener la ecuaciéon de Codazzi-

Mainardi se aplica la identidad de Ricci al vector normal n

(VaVg —VVa)n! =*RYqpn*, (144)

proyectando esta relacion en las hipersuperficies

V‘uocYVB Yyp “Rp (mvn(7 = Y”ocyvﬁ Yyp V”anp - Vuayvﬁ ,},}’pvvv”np . (145)
Tomando el primer término de la parte derecha, y usando la expresion (21) se tiene

Ya VY VuVor® = WV Vu (—Kf —aPny),
= —yg'y[‘;yg (VHKE +Vuapnv+apV“nv) , (146)

= —DoKj +a"Kep,

para obtener esta expresion se utilizo la definicion del operador derivada, y las expresiones y"gn, =
0, y&‘yﬁ Vun, = —Kgp, las cuales ya se han definido con anterioridad. Note que en la expresion
(145), el segundo sumando se puede obtener permutando los indices @ y B de la expresion (146).

Restando estas dos ecuaciones se obtiene la ecuacion de Codazzi-Mainardi

Yon® Yoy s YRE,y = DpKE — DaKg. (147)
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Ahora, para hallar la ecuacién de codazzi contraida se toma la ecuacion de Codazzi-Mainardi y se

contraen los indices & y 7, asi
DgK —DyK"g = ¥y g 7" o YRR gy, (148)
utilizando las expresiones y*,y?p = Y*, = gt +n*n, se tiene que

DK —DyK75 = 7' <g“p<4)RP(mvn" +nfn, (4>RPGwnG) , (149)
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Apéndice B. Ecuaciones de Einstein en la formulacién 3+1

Ecuacion de evolucion para la métrica

Para encontrar la ecuacion de evolucion para la métrica inducida, se debe demostrar que la curva-
tura extrinseca se puede escribir en términos de la derivada de Lie de la métrica espacial a lo largo

de la direccion normal, esto es

LiYuv =n"VaYuy + YuaVvn® + 1o Vun?,
=n*Vq (nuny) + guaVvn® + gvaVun®,
=n%nyVeny +n%nyVeny +Vyny +Vyny, (151)
= <}/ﬁ —gﬁ) Vany + (Y — %) Vany + Vyng +Vyny,
= yﬁvanv + Yy Vany = —2Kuy,
donde se ha utilizado la definicion de derivada de Lie, y el hecho que la derivada covariante de

guv es cero. De esta expresion se puede ver que la curvatura extrinseca solo depende del compor-

tamiento del vector normal dentro de la hipersuperficie. En consecuencia, se cumple que
1
K= —Efny. (152)

Ahora, utilizando la derivada de Lie para cualquier campo tensorial tangente a X; y la ecua-
cion (9) se cumple que

ngzgatT—gﬁT, (153)
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especificamente, si se utilizan componentes tensoriales respecto a un sistema coordenado, la deri-

vada de Lie a lo largo de d; se reduce a una derivada parcial, asi
LT ). = (— —fﬁ) T ... (154)

Definiendo la derivada de Lie a lo largo de m de la métrica inducida, y usando la ecuacion

(154) se tiene

3 (155)
oLy = a—ty—.ﬁfﬁy,
a partir de la ecuacién (152)
d
(E_"%) Y= —-20K. (156)

Esta ultima ecuacion corresponde a la ecuacion de evolucion para la métrica inducida. En esta

relacion, se puede relacionar la derivada de Lie con la conexién D

Lyvj = B Divij+v;DiB* + vuD B, (157)
——
t
es decir
ZLgY:j = DiB;+D;B;, (158)

y reemplazando esta tltima expresion en la ecuacidn de evolucion, esta se reescribe como

Z%’j: —ZOCKij—i—DiBj—f—Djﬁi. (159)
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Restriccion hamiltoniana y de momentum

Para encontrar la restriccion hamiltoniana es necesario partir de la ecuacion escalar de Gauss (143)
OR =R 2WR,ynn¥ + KijKT — K2, (160)

y utilizando la ecuacién de Einstein (36) se reescribe como

1 iy
(3)R = (4)R+2 (G’uv —+ Eg'uv(4)R> n‘ul’lv +Kl’jKlJ —Kz,
C))- - (4)R+2G‘uvn“nv +guv(4)R+Kinij e (161)

GR =2Gyntn" + K; ;K'Y — K2,

finalmente, haciendo uso de Gy = 87T,y y p = Tuvn“n" se obtiene la restriccion hamiltoniana

R+K?>—K;;K" = 16mp. (162)

Note que este procedimiento consistié en realizar una proyeccion normal a ¥; de la ecuacion de
Einstein.
Por otro lado, para encontrar la restriccion de momentum es necesario hacer una proyeccion

mixta de la ecuacidn de Einstein, es decir

1

(163)

1 .
'J’”ynv(4)Ruv - E'}’ﬂynvguv(4)R = —87jy,
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donde se ha usado la expresioén j, = —T;,,y*yn". Para finalizar, nota que el primer término de la

ecuacion corresponde a la ecuacion de Codazzi contraida (150), asi

DgKP,—DyK = 87jy. (164)

Proyeccion no trivial del tensor de Riemann
Partiendo de la identidad de Ricci aplicada al vector normal, no obstante, en esta expresion se

tendrdn en cuenta dos proyecciones sobre X; y una proyeccion a lo largo de n, es decir
Yaun®Y g VRpvo1” = Yaun®y'p (Vi Von —VoVink), (165)

sustituyendo (21) en la expresion anterior

Youn® }/"ﬁn"“R“pva =Youn®y" g [~Vv (Kug + D! Inang) + Vo (K*y + D' Inany)],

:y“unayvﬁ [_VvKuG - ano'D“ ln o — HGVVDP' ln o

+VsKy +VonyD*Ina+n,VeD* Inal,

utilizando las relaciones K*sn° =0, n°V,ng =0, ngn® = —1, n°Vgn, = D, Ina se tiene que

'}/a'unp’}/vﬁncé‘.Rupvg = —Kao-KGﬁ +DBDa ll‘lOC + /},ua’}/vﬁnGVGKuv +Da ln OCD[; ln 067
(166)

1
/}/(xunp’yvﬁncétR'upvc = —Kao-KGB + aDBDa(X + ’}/ua’}/anO-VO'K‘uv.
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Ahora es necesario demostrar que el tercer término Y4y gn° Vs K,y estd relacionado con
la derivada de Lie de la curvatura extrinseca a lo largo del vector normal. Partiendo de la definicién

de derivada de Lie

ganKaﬁ - (X.,anaﬁ,

(167)
=0 (H“V“Kaﬁ —{—Kuﬁvan“ —|—KauVﬁn“) ,
y sustituyendo la ecuacioén (21) para Vgnt' 'y Vgnt

Por ultimo, se proyecta la expresion anterior en las hipersuperficies, es decir, se aplica el
operador proyeccion a ambos lados de la igualdad. A partir de alli y haciendo uso de la propiedad

VngfanKaﬁ = ZunKsp se obtiene

1
YQ”npyvﬁnG(4)R“pv0 == gnKocB + aDaDB(X +KauK“ﬁ. (169)

Esta dltima ecuacién se conoce como ecuacion de Ricci. Note que, en esta expresion el
lado izquierdo corresponde a un término que aparece en la ecuacion contraida de Gauss (142),

combinando estas dos ecuaciones se obtiene

1
P a? pRuv = ~ZKap — — DaDpt+ PRy + KKop — 2KauKH . (170)
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Ecuacion de evolucion para la curvatura extrinseca
Para encontrar la ecuacion de evolucion de la curvatura extrinseca es necesario realizar una pro-

yeccidn total de la ecuacion de Einstein sobre las hipersuperficies, es decir

1
1 %a” Y Ryy = 87G (yy“yavnw - E%/HYOCVT&W) , (171)

y la parte izquierda de esta expresion corresponde a la ecuacion (170). Ademads, también se ha defi-
nido el tensor de energia impulso como 7" = § — p, de forma que, utilizando estas dos expresiones,

la ecuacién (171) se reescribe como
0ZLKye = ~DyDa0+ & { IRy + KKyq — 2KyeKG +47G [(S— p) Y — 25yl | (172)

Partiendo de esta tltima expresion, es posible reescribir la derivada de Lie de K en términos

de derivadas covariantes. Haciendo uso de la expresion (154) para Ky

d

y utilizando la definicién para la derivada de Lie, el término £ Ky corresponde a

Por tanto, reemplazando (172) y (174) en la ecuacion (173) se obtiene la ecuacién de evo-
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lucién para la curvatura extrinseca

8,K,~j = ﬁkakKij +Kki8j[3k+Kkj8,-[3k —DiDjOC—f— (04 (3)Rij —|—KKl'j — 2KikKkj
(175)

+4ma [%i(S—p)—25;] .
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Apéndice C. Ecuacion de Klein-Gordon y términos de fuente

Ecuacion de Klein-Gordon

A continuacion se presenta el proceso realizado para obtener el sistema de ecuaciones de primer
orden, equivalente a la ecuacién de Klein-Gordon. Partiendo de la ecuacién de Klein-Gordon (51)

y operando indices

J [aﬂgtvav‘ﬂ + 9; [\/__ggivav(ﬂ = aﬂm2¢,

o [0/78" 90 + 0\ /78" 9] +0; [a/¥8" %9 + /787 9;9] = ay/ym*9,
reemplazando las componentes de 1la métrica (14) se obtiene que

3 [ﬁ (é&ﬂp - Eiai¢>] +a [ﬂ%&ﬂp +a/779,0 — ﬂ%aﬂp} — o/

-0, | ML @0~ o) | + 01| VT2 (B0~ BI0y0) + oA g0 | = a/imo,
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De esta tltima expresion se observan facilmente las variables P; y Q, definidas en (52) y (53).

Haciendo uso de éstas, se obtiene

VY0 = 0; [VTB'Q + /7Y P}] + a/ym* 9,

VY 0+ Q07 =79 [B'Q+aP'] + [B'Q+ ay/P] di/7+ o\ /ym*¢,

VT30 — YOKQ = \JYB 30+ /79 (aP)) + 0P 0 /7 + o\ /ym?9,

VIAQ = /7 (aKQ+ B0+ an) + /70, (aP') + aP /7,

0,0 = %/8,- (a/7Y7P;) + aKQ+ B¢ + om* 9,

finalmente

9,0 =V;(aP') +aKQ+ B'9,0+am*¢.

Por otro lado, la segunda ecuacion se obtiene directamente de la variable P;

P =V;¢,

% (Pj) =2 (9;9) = 9;(99),

(176)
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opP;=V;(aQ+B'P). (177)

Términos de fuente
La densidad de energia, densidad de momentum, el tensor de esfuerzos y su respectiva traza se

definen de la siguiente forma

47p = n"n"Tyq, (178)
A7)t = — Y n%Tyq, (179)
AmSii = 1Y! Tya, (180)
47S = VIS;;. (181)

las cuales son medidas por un observador Euleriano. En estas expresiones

1
Tya =Vy9Vad — S8va (V9Vuo +m’9), (182)

corresponde al tensor de energia impulso.

Para encontrar la densidad de energia se introducen los términos del tensor de energia im-
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pulso (182) y el valor de Q (53) en la definicién de p (178)

4np =n"n%Tyq,
=n"'n*VypVu¢ — %nynagm (V“d)VMI) —|—m2¢) ,
=n"Vypn*Veo + % (VY +m*9),
= 045 (8" V10V + 7).
= 043 (MVi0V40 + ¢ V,0V 0 + 7).

1 . . .
= 0%+ (¢"Vi9Vi9 +8"VigVip +¢"Vio V.0 +"VigV o +m’9)
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y reemplazando las componentes de la métrica (14)

P V16 (V20— BIV,10) + YIVioV 6+ m0)

171 -
4mp =Q°+ 5 [@VAP (=Vio+BVio)+ 5

Q

i
—EV,0+=V; PP +m?
o 19+ pe i0Q+ PP +m ¢:|7

_. !
—Q+2[

= Q2+% [—9 (Vi9 — B'Vig) +P,-P"+m2¢} :

siendo

4mp =

(PP +Q°+m*9). (183)

| =

De manera similar, para encontrar la ecuacion correspondiente a la densidad de momentum

se usan las ecuaciones (179), (182), (53) y (52)
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4mj' = _?’iy"aTyay
; 1
= =7 | V9Vl — Sgya (VFOVuo +m’0) |,
) 1 .
= —Y"n"Vy9Vad + 57 "y (V* 9V +m*0),

= VIRV a9 + 3 Yty (VHOVub £ m29),

de forma que la densidad de momentum se expresa como

4mji = —P'Q. (184)

Finalmente, se halla el tensor de esfuerzos a partir de su definicién (180), y los valores de
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P (52), 0 (53)y (182),
AnSij = V1 Tya,
= A V0V — Sy (V0Vu0 + %) |
=Y Vy01Vad — %%‘Yﬁgw (VH9Vu¢ +m?9), donde ¥ =gl +n"n;
=V.0V,p — % (g7 +n"ni) (8% +n%n;) gya (V* OV o +m*9)
=VioV,p - % (8787 8va+ 811" gyonj +n"gyanigf +nnin®gyan;] (V*9V 9 +m*¢),
=VipV;p — % [gij + &lnynj + nanig +n'minyn;] (VHVuo +m*9)
= VioV;0— % (gij+njni] (VFOVL0 +m*9),
=VipV;p— % 81V OV 0 + gijm? ¢ +n VOV u¢ + njmim*9]
1

=ViV,0 — 5 [ (V¥ Vo) +njni (V¥ OVud) +3;m*0]

1
=VigV;0— 2 [gi; (8" VvOVuo) +njmi (¢ VvOVud) +1jm 9]
2
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abriendo los indices y reemplazando las componentes de la métrica se obtiene que

1
48 = PP+ 581 (—PkPk +0? +m2¢> . (185)

Hallando la traza para el tensor de esfuerzos S = /S; j se obtiene de manera directa que

L 3, 3
4 = —YIPPj+50% + S m*9. (186)
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