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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO DE LA RELACION ENTRE LA ESTRUCTURA MULTIPOLAR Y LA MASA APLI-
CADO AL ESPACIOTIEMPO DE LA g-METRIC EN GRAVEDAD DE EINSTEII\F_-]

AUTOR: ANGIE MILENA SANCHEZ MENDEZPl

PALABRAS CLAVE: ESTRUCTURA MULTIPOLAR, GRAVEDAD DE EINSTEIN, g-METRIC, MASA
ADM, MASA KOMAR.

DESCRIPCION: Los conceptos de estructura multipolar y de masa vélidos en la gravedad de Eins-
tein carecen de una definicién generalizada. Sin embargo, en los Ultimos afnos se han desarrollado
algunos trabajos que nos permiten abordar estas tematicas bajo ciertas condiciones preestablecidas
segun la simetria intrinseca del espaciotiempo. En este trabajo se evalla la posibilidad de encontrar
la relacién existente entre la masa ADM (Arnowitt-Desser-Misner), vélida para geometrias asintética-
mente planas; la masa Komar, valida en un espaciotiempo estacionario, y los momentos multipolares
hallados a partir de la definicién de Geroch-Hansen, mediante el método de G. Fodor, C. Hoenselaers
y Z. Perjés (FHP). Para ello, se implementa el modelo teérico de una métrica con estructura cuadru-
polar denominada g-metric. De esta manera, a partir de las definiciones de masa ADM y Komar se
observa que las expresiones funcionales asociadas a la g-metric coinciden. Como conclusién final,
se muestra que el término monopolar, la masa de la fuente, de este espaciotiempo coincide con los
valores de masa encontrados, con lo cual, se corrobora la equivalencia entre las dos definiciones de

masa.

' Trabajo de Grado.

2 Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Antonio Calixto Gutiérrez Pifieres (Director).
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ABSTRACT

TITLE: STUDY OF THE RELATIONSHIP BETWEEN THE MULTIPOLAR STRUCTURE AND THE
MASS APPLIED TO THE SPACETIME OF THE g-METRIC IN EINSTEIN GRAVITYﬂ

AUTHOR: ANGIE MILENA SANCHEZ MENDEZF

KEYWORDS: MULTIPOLAR ESTRUCTURE, EINSTEIN GRAVITY, g-METRIC, ADM MASS, KO-
MAR MASS.

DESCRIPTION: The concepts of multipolar structure and mass valid in Einstein’s gravity lack a ge-
neralized propper definition. However, some works have been developed in recent years, which allow
us to address these issues under certain pre-established conditions according to the intrinsic sym-
metry of spacetime. In this work, we evaluate the possibility of finding a relation between the ADM
(Arnowitt-Desser-Misner) mass, valid for asymptotically flat geometries; the Komar mass, valid in a
stationary spacetime, and the multipole moments proposed by Geroch-Hansen definition, using the
method of G. Fodor, C. Hoenselaers and Z. Perjés (FHP). In order to get that, the theoretical model
of a metric with a quadrupole structure called g-metric was implemented. Therefore, from the ADM
and Komar definitions of mass, it was shown that the functional functions associated with the g-metric
coincide. In addition, it was shown that the monopolar term, the mass of the source, of this spacetime
coincides with the mass values found, thus corroborating the equivalence between the two definitions

of mass.

3 Bachelor Thesis.

4 Faculty of sciences, School of Physics, Antonio Calixto Gutiérrez Pifieres (Director).
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Prolegémenos

Nothing in the history of science is
perhaps so extraordinary as the
doubt and confusion surrounding the

concept of mass.

—George Burniston Brown

American Journal of Physics, 1960.

Naturaleza e Importancia del Problema

La masa es uno de los conceptos mas fundamentales en fisica, en especial cuando
se trata de describir de la dinamica de un sistema. Sin embargo, su comprension
a profundidad se ve opacada a no mas que axiomas dependiendo del escenario
en el que se encuentre. El concepto mas arraigado que poseemos es quizas aquel
propuesto por Newton en sus Philosophiae naturalis principia mathematica de 1687,
en el que establece la “cantidad de materia” como sin6nimo de “masa”; asi como
también de “cuerpo”. De otro lado, también postula esta cantidad como una medida
de la inercia, sefialandola como una propiedad innata de la materia en un cuerpo.

En sus propias palabras expone:

... the least particles of all bodies [are] all extended, and hard and impenetrable and

moveable and endowed with their proper inertig’}

Newton sefala que la inercia es directamente proporcional a la materia en un cuer-

5 Isaac Newton: The Principia: mathematical principles of natural philosophy. Univ of California
Press, 1999.
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pdf| Esto se muestra como consecuencia directa de su concepcién de que las par-
ticulas elementales son iguales en naturaleza y densidad, y que ademas, la inercia

de cada particula era proporcional a su volumen:
... there is no difference between ... bodies but in mere form of matter ...[

También argumenta que aplicando su segunda ley del movimiento, la relacion de
las fuerzas de gravedad que actuan sobre dos cuerpos cualesquiera, en un lugar
dado, sera igual a la relacién compuesta de sus cantidades de materia y sus acele-
raciones. Pero dado que las aceleraciones son iguales -la de gravedad-, se puede
concluir que la relacién de pesos en un lugar dado es igual a la relacién de canti-
dades de materigdf| Desde el punto de vista moderno, lo que Newton demostré fue
la igualdad entre la relacion de pesos y la de inercias I?] Del mismo modo, afos
después, Leonhard Euler enuncia la masa o cantidad de materia como “cantidad de
Inercia” ['?}, no desde la visibn geométrica e hipotética de Newton sino de una mas
dinamica basada en interpretaciones analiticas de sélidos rigidos empleados en si-

tuaciones cotidianas.

Posteriormente, Albert Einstein, en su teoria de la relatividad especial de 1905, ex-
tendié el concepto de masa al demostrar su equivalencia con la energia [} Bajo

esta visién, la masa es concebida como un “reservorio de energia”. Luego, en 1907,

6 Ibid, pag 2.
7 Ibid, pag 341.
8 Ibid, pag 411.

9 James Wood: The principles of mechanics: Designed for the use of students in the university.
Deighton, 1824.

10| Euler: Theorie motus corpus solidorum. 1765.
" Albert Einstein, John Stachel y Martin J Klein: The Collected Papers of Albert Einstein. Vol. 5,

The Swiss Years: Correspondence, 1902-1914. Princeton University Press, 1993.
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Einstein empled los dos conceptos conocidos como “masa inercial” y “masa gravita-
cional”, en concordancia con las ideas de Galileo y el principio de equivalencia fuer-
te, donde establece que el resultado de cualquier experimento local no gravitacional
en un laboratorio en caida libre es independiente de la velocidad del laboratorio y su

ubicacion en el espaciotiempo 2|

Mas tarde, en 1957, de acuerdo con las ideas de Euler, Hermann Bondi llevé un
poco mas lejos estos conceptos. Para ello, reescribid la “masa gravitacional” como
“masa gravitacional pasiva” y ainadiendo el nuevo término “masa gravitacional activa”
[P La primera definicion hace referencia a la “masa” de un objeto medida a través
de su interaccién con un campo gravitacional externo; asimismo, la segunda corres-
ponderia a la obtenida por medio del campo gravitacional que ésta genera, medida
por una particula de prueba. El implementar estas definiciones hace mas preciso el
entendimiento de esta cantidad, aunque indetermina la unicidad en el concepto al

fragmentarlo en tres con distintos enfoques.

Cada concepto de masa mencionado anteriormente tiene su respectivo rango de
validez, segun la teoria sobre la cual fue planteada. En el contexto de la teoria new-
toniand'}, el régimen a satisfacer corresponde a: rango de velocidades considera-
blemente pequenas a la de la luz y campo gravitacional débiFﬂ A su vez, el régimen

de la teoria de la relatividad especial’®|corresponde al de campo débil. Cabe resaltar

2. Mark P Haugan y Claus Lammerzahl: Principles of equivalence: their role in gravitation physics

and experiments that test them. En: Gyros, Clocks, Interferometers...: Testing Relativistic Graviy
in Space. 2001, pags. 195-212.

3 Hermann Bondi: Negative mass in general relativity. En: Reviews of Modern Physics 29.3 (1957),
pag. 423.

4 Teoria invariante ante el grupo de Galileo.

S Por campo gravitacional débil entiéndase como aquel cuyo espaciotiempo se asemeja al plano,

salvo por una pequefa perturbacion sobre la métrica.

6 Teoria invariante ante el grupo de Poincar
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que ambas teorias se desarrollan en espaciotiempo plano e hipersuperficie ortogo-
nal, haciendo posible abordar el concepto de masa sin mayor dificultad; es decir,
esta puede ser hallada como la integral de una determinada densidad de energia

contenida en un volumen acotado.

Para la Teoria General de Relatividad (RG) no se deben las condiciones menciona-
das anteriormente, ya que estas seran atribuidas tanto al limite newtoniano como al
régimen de campo débil o en ausencia de gravedad, lo que permite que la teoria sea
véalida para el espaciotiempo plano. La RG, por su lado, al considerar la gravedad
como una propiedad geométrica intrinseca del espaciotiempo, hace que el régimen
que solia ser valido en la relatividad especial, lo sea ahora a nivel local. Este hecho,
junto con el principio de equivalencia fuerte, constituyen uno de los mayores pro-
blemas abiertos, el cual radica en describir de manera covariante en qué consiste
una fuente de campo gravitacional con estructura multipolar, y su relacién con otros
conceptos que hasta el momento también carecen de una formulacion definitiva; por
ejemplo, masa o centro de masa. Para el desarrollo de este trabajo se pretende en-
contrar el valor de la masa de la g-metric a través de tres formalismos diferentes. El
primero, la estructura multipolar; el segundo, la masa de Komar y el tercero, la masa
de Komar. Esto con el animo de hacer una revision sobre algunas caracteristicas
relevantes de esta métrica como modelo tedrico, y a su vez, encontrar la posible

relacion existente entre cada uno de estos formalismos.

Estado General del Tema

Toda teoria fisica se cimenta sobre leyes de conservacién que codifican sus res-
pectivas simetrias, expresadas en la forma de una ecuacién de continuidad [ De
esta ecuacion, en el contexto de la teoria de relatividad especial, se deriva la ley de

conservacion

8 Stephen W Hawking y George Francis Rayner Ellis: The large scale structure of space-time.

Vol. 1. Cambridge university press, 1973.
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0,T" =0,

donde 7" corresponde al tensor simétrico de rango dos, denominado el tensor
energia-momentum, el cual contiene la informacion de la densidad de energia, de
momentum lineal y de esfuerzos, asociados a cualquier distribuciéon continua de ma-
teria y campos no gravitacionales. En la teoria de relatividad general, espaciotiempo
curvo, el tensor de energia-momentum actia como fuente de campo gravitacional
a través de la ecuacion de Einstein y, analogo a la ley de conservacion en espacio
plano, se satisface también la condicién libre de divergencia, excepto que su validez

se ve limitada como una condicion local [

vV, T = 0. (1)

De otro modo, para la caracterizacion de las propiedades fisicas del campo gravi-
tatorio, tales como su energia-momentum y momentum angular, se podria intentar
realizar un andlogo con la empleada para los campos de materia. Esto equivaldria
a identificar densidades locales apropiadas que luego se integrarian en regiones
de espacio-tiempo finitas. Sin embargo, tal enfoque se enfrenta algunas dificultades
conceptuales. Una densidad de energia local, situada en un punto o region infinitesi-
mal, asociada al campo gravitacional no se puede definir en la Relatividad General.
Las razones de esto provienen del principio de equivalencia. De manera heuristi-
ca, este principio se puede utilizar para “suprimir” los efectos del campo gravitatorio
en un punto dado del espaciotiempo, bajo una escogencia conveniente de la carta
coordenada. En otras palabras, una particula puntual en caida libre no siente ningun
campo gravitatorio, por lo que, en particular, no se puede identificar ninguna densi-

dad de energia gravitacional en los puntos del espaciotiempo.

9 Kip S Thorne, Charles W Misner y John Archibald Wheeler: Gravitation. Freeman San Francisco,
CA, 2000.
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Aun asi, cuando no es posible considerar la contribucién del campo gravitacional
dentro de 7, , se puede obtener la energia total (de forma global) para un objeto
aislado en un espaciotiempo estatico y asintéticamente plano para un tiempo dado,
donde, ademas cumpla con el teorema de energia positiva @ Este formalismo es
conocido por el nombre de ADM (Arnowit-Deser-Misner). Asimismo, en 1959, A. Ko-
mar establecié una forma de obtener la energia para un objeto aislado mediante la
demostracion de una ley de conservacion covariante, una densidad de energia, aso-
ciada a una transformacién infinitesimal de coordenadas aplicable a espaciotiempos

estacionarios P

El concepto de masa no solamente puede ser abordado a partir de las diferentes
definiciones planteadas hasta la fecha, también puede ser descrita a través de los
momentos multipolares. Este es un de los motivos por los cuales la estructura multi-
polar constituye una base fundamental en Relatividad General, ya que con ellos es
posible describir las principales caracteristicas de la fuente e identificar su campo
gravitacional externo. Adicionalmente, este concepto puede ser implementado co-
mo una herramienta tal que se logre obtener una interpretacion mas precisa de las

soluciones exactas a las ecuaciones de Einstein en el vacio 2.

En gravedad Newtoniana, los momentos multipolares surgen a partir de un potencial
escalar tal que satisfaga la ecuacién de Laplace 7%y = 0. ComiUnmente se definen a
través de una distribucidén conocida de masa o como coeficientes de una expansion
multipolar para un potencial dado en un punto alejado de la fuente que lo produce. A

su vez, existe otra definicion totalmente equivalente, la cual consiste en considerar

20 Richard Arnowitt, Stanley Deser y Charles W Misner: Dynamical structure and definition of energy
in general relativity. En: Physical Review 116.5 (1959), pag. 1322.

21 Arthur Komar: Covariant conservation laws in general relativity. En: Physical Review 113.3
(1959), pag. 934.

22 Thorne, Misner y Wheeler 2000\
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estos momentos como objetos geométricos asociados al grupo conforme, con el fin
de poder ser tomados como tensores conformes de Killing definidos en el espacio

euclidiano B

En el mismo ano, luego de haber definido los momentos multipolares en el marco de
la teoria Newtoniana, R. Geroch los dedujo también para un espaciotiempo estéatico
y libre de fuente, en el limite donde la geometria se considera asintéticamente plana,
extraidos de potenciales métricos que satisfagan las ecuaciones de campo de Eins-
tein en el vacio % Afos después, en 1973, R.O. Hansen extendio lo planteado por
R. Geroch a espaciotiempos estacionarios. Con ello, no s6lo obtuvo las expresiones
asociadas a los momentos multipolares para la distribucién de masa, sino también,

para los provenientes de la distribucién de momento angular ]

Posteriormente, en los afos 80, partiendo de una versién linealizada de la gravedad
Einsteiniana, y sin tener en cuenta una transformacion conforme, Kip S. Thorne pos-
tulé que los multipolos podian ser expresados como coeficientes de una expansion
en potencias inversas mediante los potenciales métricos que presenten un compor-
tamiento asintotico en coordenadas ACMC (asintéticamente cartesianas y centrado
en la masa) % Con base en los planteamientos anteriores, R. Beig y W. Simon to-
maron los potenciales de Geroch-Hansen, con ellos obtuvieron la misma coleccién

de momentos para la masa (M[° )y para el momento angular (J2° ), bajo la

23 Robert Geroch: Multipole moments. I. Flat space. En: Journal of Mathematical Physics 11.6
(1970), pags. 1955-1961.

24 Robert Geroch: Multipole moments. Il. Curved space. En: Journal of Mathematical Physics 11.8
(1970), pags. 2580-2588.

25 Richard O Hansen: Multipole moments of stationary space-times. En: Journal of Mathematical
Physics 15.1 (1974), pags. 46-52.

%6 Kip S Thorne: Multipole expansions of gravitational radiation. En: Reviews of Modern Physics
52.2 (1980), pag. 299.
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nocién de coordenadas asintéticamente arménicas P71

Una vez expuestas estas definiciones cabe preguntarse, ;son estas definiciones
equivalentes entre si? La respuesta es afirmativa. Esto lo evidencia GUrseEgl, al
mostrar que los momentos multipolares de Geroch-Hansen se diferencian de los
momentos de K. Thorne mediante un factor constante. A su vez, Beig and Simon®,
mostraron que su formulacion de estructura multipolar era totalmente equivalente a
la de Geroch-Hansen. Debido a la equivalencia en los tres enfoques y sin pérdida
de generalidad, en este trabajo se abordard unicamente el formalismo propuesto

por R.Geroch y O. Hansen.

Ahora bien, no debemos perder de vista que la gravedad es el mas universal de
los campos, de manera que debemos tener en cuenta la influencia de este con
otros campos y distribuciones continuas de materia, los cuales deben reflejarse en
la solucion exacta obtenida a partir de las ecuaciones de campo de Einstein. Sin em-
bargo, es importante sefialar que este tipo de soluciones representan una situacién
ideal en la naturaleza, la cual es asequible mediante simplificaciones sustanciales
en la situacién a estudiar. Esto nos permite expresarlas en una carta coordenada lo
suficientemente conveniente donde sus componentes correspondan a polinomios,
funciones trigonémetricas, entre otras. De tal suerte que sean sencillos de manipu-
lar y, a su vez, nos brinden toda la informacion fisica del problema de forma clara 'y

concisa, para asi proceder a analizarlo.

27 R Beig y W Simon: On the multipole expansion for stationary space-times. En: Proceedings
of the Royal Society of London. A. Mathematical and Physical Sciences 376.1765 (1981),
pags. 333-341.

28 Yekta Giirsel: Multipole moments for stationary systems: The equivalence of the Geroch-Hansen
formulation and the Thorne formulation. En: General relativity and gravitation 15.8 (1983),
pags. 737-754.

29 Walter Simon y Robert Beig: The multipole structure of stationary space-times. En: Journal of

Mathematical Physics 24.5 (1983), pags. 1163-1171.
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Es asi como, en 1915, poco tiempo después de la publicacién de las ecuaciones
de campo de Einstein, Karl Schwarszchild encontré la primera solucién estatica y
esféricamente simétrica a las ecuaciones de campo @ la cual presenta un sélo mo-
mento multipolar: el monopolo. Asimismo, en 1917, Hermann Weyl generalizé esta
métrica para el caso axialmente simétricoF'} Luego, Erez y Rosen % propusieron la
primera solucidn estatica que ademas del monopolo, posee momento cuadrupolar.
Solucion que luego fue generalizada por Quevedo ﬁ para incluir un nimero infini-
to de momentos multipolares. En 1966 y 1970, Zipoy |y Voorhees °°| encontraron
una transformacién que nos permite generar nuevas soluciones estaticas a partir de
soluciones conocidas. En particular, si se aplica esta transformacion a la métrica de
Schwarzschild, se obtiene una nueva solucién como producto de una redefinicién
del parametro de Zipoy-Voorhees. A esta solucién se le conoce como g-metric, la

cual tiene asociado dos momentos multipolares: el monopolo y el cuadrupolo.

Dependiendo de los valores obtenidos del parametro cuadrupolar (q), se podra de-
terminar caracteristicas de las 6rbitas geodésicas -con o sin una velocidad radial o
angular inicial- descritas por particulas con y sin masa bajo la influencia del campo
gravitacional generado por la fuente, que para este caso correspondera a una sin-

gularidad desnuda. A nuestro parecer, la g-metric puede ser usada como un modelo

30 Karl Schwarzschild: Uber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach der Einstein’schen
Theorie. En: Berlin. Sitzungsberichte 18 (1916).

31 Hermann Weyl: Republication of: 3. On the theory of gravitation. En: General Relativity and Gra-
vitation 44.3 (2012), pags. 779-810.

32 G Erez y N Rosen: The gravitational field of a particle possessing a multipole moment. Inf. téc.
Israel Inst. of Tech., Haifa, 1959.

33 Hernando Quevedo: General static axisymmetric solution of Einsteins vacuum field equations in
prolate spheroidal coordinates. En: Physical Review D 39.10 (1989), pag. 2904.

34 David M Zipoy: Topology of some spheroidal metrics. En: Journal of Mathematical Physics 7.6
(1966), pags. 1137-1143,

35 BH Voorhees: Static axially symmetric gravitational fields. En: Physical Review D 2.10 (1970),
pag. 2119.
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de prueba orientado a dilucidar no solo los problemas discutidos en los dos parra-
fos anteriores, sino también podria ayudar en la distincion observacional entre un

agujero negro y una singularidad desnuda @

Propdsito y Organizacion del Trabajo

Si aceptamos como valida la existencia de una singularidad desnuda, y ademas
que el campo gravitacional en su exterior se puede describir como el de una fuente
con estructura cuadrupolar, cabe preguntarnos: ;cual es el valor de la masa de la
fuente? Para el desarrollo de este trabajo, se pretende implementar los conceptos
de masa asociados a los formalismos AMD y Komar con el fin de responder a esta
pregunta. Asi pues, el desarrollo del mismo se llevara de la siguiente manera: en el
capitulo 2 se discuten algunas generalidades y aspectos relevantes relacionados al
espaciotiempo de la g-metric, con la debida justificacion del porqué se implementara

a cada concepto posteriormente tratado.

El capitulo [3| se dedica enteramente a la descripcidn y transicién de la concepcion
de momentos multipolares desde el enfoque newtoniano, pasando por la definicién
pionera de R. Geroch, hasta la de O. Hansen para métricas estacionarias. Por otra
parte, también se hace una descripcion detallada del método de G. Fodor, C. Hoen-
selaers y Z. Perjés (FHP), para el calculo explicito de los momentos multipolares
asociados a métricas estacionarias, segun el formalismo Geroch-Hansen, pero que
adicionalmente, sean axialmente simétricas. Esto, con el animo de simplificar la la-
bor operativa. Por ultimo, en este apartado se presentan los términos multipolares

obtenidos para la g-metric, haciendo uso de dicho método.

En el capitulo 1| se presentan dos definiciones de masa relevantes en Relatividad

General: La masa ADM y la de Komar. Alli se trataran sus respectivas descripciones

36 JA Arrieta-Villamizar y col.: Shadows around the q-metric. En: Classical and Quantum Gravity

38.1 (2020), pag. 015008.
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por separado, teniendo en cuenta que la definicion de masa ADM surge a partir del
formalismo 3+1, y la masa de Komar, de la conservacion de la energia cuando la
métrica posee un vector de killing temporal para un sistema aislado. Definiciones
que posteriormente emplearan para determinar el valor de la masa asociado a la
g-metric. El capitulo 4 corresponde a discusion y comentarios generales respecto a
la realizacion del trabajo y resultados obtenidos. Finalmente, en las conclusiones se

expondran los aspectos mas destacados en este trabajo.
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1. El espaciotiempo de la g-metric

The art of simplicity is a puzzle of

complexity.

—Douglas Horton (1936).

En este capitulo se estudian algunos aspectos relacionados con la g-metric: una

métrica estatica con simetria axial y solucién a las ecuaciones de Einstein en el

vacio. Tales aspectos son su naturaleza y sus siguralidades respectivamente. Va-

rias soluciones de naturaleza similar a esta se han encontrado anteriormente 71 No

obstante, la g-mteric ha sido interpretada como la solucion con parametro cuadru-

polar mas simple por cuanto es exacta y la viabilidad en su interpretacion fisica %]

Esto ha permitido desarrollar numerosos estudios en diferentes areas de la astrofi-

sica relativista, tales como en: osiclaciones de neutrinog®™}; sombras %, trayectorias

geodésicas [} entre otras.

37

38

39

40

41

Ts | Gutsunayev y VS Manko: On the gravitational field of a mass possessing a multipole moment.
En: General relativity and gravitation 17.11 (1985), pags. 1025-1027; Hernando Quevedo: On the
exterior gravitational field of a mass with a multipole moment. En: General relativity and gravitation
19.10 (1987), pags. 1013-1023; VS Manko: On the description of the external field of a static de-
formed mass. En: Classical and Quantum Gravity 7.9 (1990), pag. L209; JL Hernandez-Pastora
y J Martin: Monopole-quadrupole static axisymmetric solutions of Einstein field equations. En:
General Relativity and Gravitation 26.9 (1994), pags. 877-907.

Hernando Quevedo: Mass quadrupole as a source of naked singularities. En: International Jour-
nal of Modern Physics D 20.10 (2011), pags. 1779-1787.

Kuantay Boshkayev, Orlando Luongo y Marco Muccino: Neutrino oscillation in the g-metric. En:
The European Physical Journal C 80.10 (2020), pags. 1-12.

Arrieta-Villamizar y col. 2020.

K Boshkayev y col.: Motion of test particles in the field of a naked singularity. En: Physical Review
D 93.2 (2016), pag. 024024.
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1.1. Naturaleza de la solucidén

Es bien sabido que la solucidn mas general de las ecuaciones de Einstein que des-
cribe un espaciotiempo estético, axial-simétrico y asintéticamente plano en el vacio

corresponde a la clase de Weyl @ de la forma:

g=g,dt®@dx” = e dt @ dt — e %Y [62'7 (dr @ dr +dz ® dz) + r’dp ® dgp} . (2)

donde ¢ = ¢ (r,z) y v = 7(r, z) corresponden a los potenciales métricos. Ahora bien,
al reescribir en la carta coordenada esférica y bajo una escogencia adecuada
de los potenciales métricos se puede demostrar que esta contiene a la solucién de
Schwarszchild como caso particulaf] Esta es la Gnica que posee sélo un término

no nulo en el desarrollo multipolar: el monopolo, la masa de la fuente.

Asi pues, para obtener una posible generalizacién a la métrica de Schwarzschild que
contenga la deformacién de una fuente estética, se debe realizar una transformacién

de Zipoy-Voorhees sobre los potenciales métricos en (2), de la forma

vy = 0%, (3)

donde ¢ € R, el cual funge como un parametro que caracteriza a la familia de so-
luciones generada por la transformacién (3) aplicada sobre la semilla (2). Tomando
0 = 14¢ se obtendra la denominada g-metric, cuyo tensor métrico escrito en la carta

coordenada esférica, esta dado por [*4}

42 D Kramer y col.: Exact solutions of Einsteins field equations. En: Berlin (1980).
43 bid.

4 Hernando Quevedo: Multipolar solutions. En: arXiv preprint arXiv:1201.1608 (2012).
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92 1+q 2 —q
G dat @ da¥ = (1 - —m> dt ® dt — (1 - —m>

m2sin2 0 —q(2+q)
14—
r r r2 — 2mr

2 —1
x (dr@dr (1 - —m) 42 d0®d0) +r2sin2 0dp ® dg

(4)

r

Nétese que posee simetria axial; sin embargo, cuando ¢ — 0 se reduce a la
solucién de Schwarzschild. Otra caracteristica importante es que presenta planitud
asintética para cualquier valor finito de los parametros m y ¢. Para el caso m — 0,
no depende de ¢, obteniendo como resultado la solucion de Minkowski, con lo

gue se evidencia la relacidn directa de ¢ con la masa de la fuente.

Singularidades presentes en la g-metric

Para determinar las singularidades en (4), serd necesario calcular el escalaf®| de
Krestchman [*¥] descrito como la doble contracciéon del tensor de Riemann K =

Riopys RPY . En el caso de la g-metric, este adquiere la siguiente estructura:

24—
16m2(1 — ¢)? (r* — 2mr 4+ m?*sin® 9)2q fat

K= r4(2—2q+¢?) (1 —2m/r)2@*—a+1)

L(r,0), (3)

donde

L(r,0) =3(r — 2m + qm)? (r* — 2mr + m*sin® 0) )
—q(2 — ¢)m?sin?0 [q(? —q)m* +3(r —m)(r —2m + qm)} )

Con ello, en un primer analisis, vemos que las singularidades se encuentran tanto

45 Una cantidad invariante es aquel objeto geométrico que permanece constante ante cualquier
transformacion de coordenadas.

46 Alan Coley, Sigbjern Hervik y Nicos Pelavas: Spacetimes characterized by their scalar curvature
invariants. En: Classical and Quantum Gravity 26.2 (2009), pag. 025013.

47 Thorne, Misner y Wheeler [2000.
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en el origen de coordenadas » = 0, como en la hipersuperficie » = 2m cuando
g = 0, que corresponden a las halladas en Schwarzschild: la singularidad fisica y
la coordenada, respectivamente. Graficamente, las singularidades presentes en la

q-metric se pueden apreciar en la figura[i]

Figura 1. Representacién gréfica de las superficies de divergencia de las singularidades
de curvatura de la g-metric en coordenadas polares, donde mediante el estudio del escalar
de Krestchman, muestra que la solucion exhibe una singularidad en el origen de
coordenadas y en r = 2m. Imagen tomada de:K Boshkayev y col.: Motion of test particles in
the field of a naked singularity. En: Physical Review D 93.2 (2016), pag. 024024.

Asi pues, cabe resaltar que estas no son las unicas singularidades presentes en la
solucién, ya que al analizar nuevamente el escalar de Krestchman, vemos que en el
intervalo ¢ € (—1,—1+ /3/2] \{0}, aparecen al interior de la esfera de radio r = 2m
dos superficies de divergencia con distancias r. = m(1 4 cos ). Estas corresponde-

rian a dos singularidades desnudas [

48 Boshkayev y col.|[2016
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Una vez presentadas las caracteristicas principales asociadas a esta solucién, lo
siguiente sera determinar algunos de sus momentos multipolares relativstas y su

masa a través de dos distintos formalismos.
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2. Estructura multipolar en gravedad de Einstein

The best way to eat the elephant
standing in your path is to cut it up

into little pieces.

—African Proverb.

En este capitulo se presenta la formulacién covariante de la estructura multipolar a
la luz de la teoria de la gravedad newtoniana y de relatividad general. El desarro-
llo multipolar no relativistaff_g], visto como una expansion en series, no es compatible
con las soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio, ya que se ha
demostrado que para una métrica en especifico, se obtienen momentos radicalente
distintos con sélo realizar una transformacién de coordenadas. Debido a esta ano-
malia, surge la necesidad de proponer una definicién cuyos momentos multipolares
no varien frente a tales transformaciones. Por tal motivo se presenta a continuacion
la formulacion de Geroch-Hansen, desde la generalizacién de Geroch para el espa-
cio 3-dimensional euclideo, pasando por el espaciotiempo estéatico, hasta el estacio-
nario. Adicionalmente, se expone una descripcién detallada del método de G. Fodor,
C. Hoenselaers y Z. Perjés (FHP) para determinar la forma explicita de los momen-
tos multipolares asociados a espaciotiempos axialmente simétricos. Esto permite
reducir considerablemente el nUmero de tensores a ser calculados, al introducir un
potencial gravitacional distinto al planteado inicialmente por Hansen. Posteriormen-
te, como caso particular, se exponen los momentos masicos asociados a la g-metric

hallados mediante el uso de este método.

49 Con el término expansién no relativista se hace referencia al formalismo dependiente de coorde-
nadas previamente existente al de Geroch %%}
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2.1. Preliminares: estructura multipolar newtoniana no covariante

Los momentos multipolares en la teoria de gravedad newtoniana para una distribu-
cién de masa finita localizada, se definen como los coeficientes de una expansién
en series de potencias. Para ello, se considera un observador a una distancia z
del origen 0 -arbitario pero conveniente- hasta un punto p fuera del volumen en el
qgue la fuente esta contenida. Esta debe ser tal que sea considerablemente mayor
que la distancia ' que separa 0 de cualquier punto sobre la fuente. El potencial
generado ¢ que proviene como solucién a la ecuacién de Poisson viene dado por
p(z) = =G [ %d%’, donde G es la constante gravitacional. Para la derivacion
explicita de la ecuacion de Poisson y de su solucidén general para un potencial arbi-
trario al interior y exterior de la fuente, ver apéndice (T).
1

Posteriormente, se expande la funcidén ——- en términos de los armonicos esféricos,

|z—=]

con lo que se obtiene:

1 1 x (ol I\ ’ /Ym07¢
‘I’(X):%Zm{/ i (0,0 7" p (X) P %7 (7)

I,m
donde los momentos multipolares corresponden a la parte de la expresién (7)) entre

paréntesis []

M,, = / v (0,0) ' () d. ®)

Si ahora se considera un campo gravitacional axisimétrico, los momentos tomaran

la forma

M, = /p(x/)r/Pl(cos(Q))d?’:L", 9)

donde p(z’) corresponde a la densidad de masa de la fuente y P,(cos#) a los polino-

51 John David Jackson: Classical electrodynamics. 1999.
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mios de Legendre

Vale la pena resaltar que este formalismo es valido siempre y cuando no se intente
extrapolar a soluciones en el contexto de la relatividad general; ya que debido al
caracter no covariante de las ecuaciones, los momentos multipolares que descri-
ben una fuente gravitacional en una carta coordenada, puede describir una fuente
completamente diferente en otra. Témese, por ejemplo, la soluciéon de Schwarzs-
child en dos coordenadas distintas: las esféricas y las isotrépicas. Al calcular los
momentos multipolares en coordenadas esféricas, se obtiene el monopolo, lo que
si corresponderia con la fuente. No obstante, en coordenadas isotropicas, los mo-
mentos asociados que se obtienen corresponden a una vara de longitud infinita ﬁ
Consecuentemente, se ve la necesidad de implementar una formulacién mas gene-

ral, como se mostrara en la proximo apartado.

2.2. Estructura multipolar newtoniana covariante

Los momentos multipolares, en su formulacién independiente de la eleccion de la
carta coordenada, se definen como objetos geométricos o0 mapeos multilineales do-
tados con una estructura algebraica conforme, cuya definicion mas precisa se escri-
be como: dado un espacio euclidiano V' de 3 dimensiones, con métrica no singular,
definida positiva 5;;, cuya topologia corresponde a S* x R, y teniendo un potencial
gravitacional v» como solucién a la ecuacion de Laplace 7%y = 0, vélido para todo
V; los momentos emergen como una coleccion de matrices @, @;, Q;;... totalmente
simétricas, libres de traza e independientes definidas en un punto p arbitrario. Ade-
mas, se puede demostrar que estas matrices pueden ser reescritas como campos

tensoriales de killing, es decir, que satisfacen la ecuacion:

52 Qliver Dimon Kellogg: Foundations of potential theory. Vol. 31. Courier Corporation, 1953.

5 Hernando Quevedo: Multipole moments in general relativitystatic and stationary vacuum solu-
tions. En: Fortschritte der Physik/Progress of Physics 38.10 (1990), pags. 733-840.
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donde tanto la derivada covariante 1/° como las componentes del tensor arbitrario

T*-! pertenecen a V [

Ahora bien, debido al caracter covariante de esta formulacion, es de esperar que
pueda ser extendida a la teoria de gravedad de Einstein para soluciones estaticas
asintéticamente planas en el vacio y con ello, determinar los momentos multipolares
relativistas con las mismas propiedades que se tendria en la teoria de Newton. Esto
se aclarara en el apartado que sigue junto con la generalizacion de la definicion a

espaciotiempos estacionarios.

2.3. Estructura multipolar en espaciotiempo estacionario

Asi como es posible tener una formulacién covariante para los momentos multipola-
res asociados soluciones a las ecuaciones de Einstein estaticas en el vacio, también
se puede extrapolar la idea a métricas estacionarias [°} Para definir los momentos
multipolares sera necesario partir de una 4-variedad Pseudo-Riemanniana (.# @)
de torsion nula cuya métrica Lorenziana g,,, de signatura Lorentziana (—1,1,1,1),
sea solucion a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio y tenga asociado

un campo vectorial de killing tipo tiempo £* tal que:

A= —g(k, k), (11)

54 Geroch|1970a

5 Hansen|[1974.
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Wy = €uapk” 7° /{;B, (12)

donde ¢,,.5 corresponde al tensor de Levi-Civita. Adicionalmente, esta métrica re-
quiere se satisfaga las ecuaciones de Einstein en el vacio, de la forma 7 w,) = 0

l.e., que exista un campo escalar w, tal que satisfaga:

Wy = pWw. (13)
Al tener la cantidad escalar w y la norma del vector de killing temporal \, se podra
definir una cantidad denominada el potencial complejo de Ernst[¥|de la forma

E=\+iw. (14)

De esta manera, el conjunto de todas las trayectorias (6rbitas) del campo vectorial

k* constituiran una variedad diferenciable tridimensional S cuya métrica inducida por

g,w/s
correspondera a h, E] tal que:

hay =X guehiey +kukyelley. (15)
Se debe tener en cuenta que si el espaciotiempo es estacionario implica también

que (15) seréa valida al menos localmente.

Otra caracteristica importante que el espaciotiempo, g,,, sea un posible candidato

para determinar sus momentos multipolares asociados es que debe ser asintotica-

%6 Frederick J Ernst: New formulation of the axially symmetric gravitational field problem. En: Physi-
cal Review 167.5 (1968), pag. 1175.

5 Robert Geroch: A method for generating solutions of Einstein’s equations. En: Journal of Mathe-
matical Physics 12.6 (1971), pags. 918-924.
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mente plano; es decir, que en el infinito espacial el campo gravitacional vaya dismi-
nuyendo y g,,, sea aproximadamente Minkowski. Para que un espaciotiempo pueda
considerarse asintéticamente plano, se debe cumplir que al afiadir un punto A a la
variedad S, el nuevo espacio S, preservara la estructura conforme de su espacio
origen; con lo que se posibilitara establecer las propiedades asintéticas de S como

aquellas definidas en A C (S, h,;) bajo las siguientes condiciones:

i) S=SUA,

i) ey = Dhep, (16)
i) (Q)a =0, (?GQ)A —0, (@NbQ)A =2 (ﬁab)A,

siendo Q un campo escalar en S correspondiente al factor conforme .

Posteriormente, se introducen los campos escalares asociados a la masa y al mo-

mento angular, tanto en la subvariedad S %}, como en la conforme en S:

O = Q20y, By =L (N Hw? 1),
(17)
&)Jzﬁfl/Q(‘I)J, @J:%w.

Estos potenciales fueron escogidos por Hansen en m con el animo de modelar los
momentos multipolares relativistas como campos tensoriales simétricos y de traza

nula PM 'y P/ . amodo de una ecuacién de recurrencia de la forma:

ai...a;

%  Robert Geroch: Multipole moments. Il. Curved space. En: Journal of Mathematical Physics 11.8
(1970), pags. 2580-2588.

%  La subvariedad S se define como: S := S U A.

80  Hansen|[1974.
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PA — éA,
STF (18)

~ 1 ~
PAay...a;4 = | D PAal...al—§l(2l—1)R PA :

ar41 aiaj+1= ay...a;—1

donde D, representa la derivada covariante, el sueperindice 4 como A = M/.J, co-
rrespondientes a lo momentos tanto masicos como de momento angular, y R, el
tensor de Ricci definidos en h,;,. Las siglas STF hacen referencia a la parte simétri-

cay de traza nula.

De lo anterior se define lo siguiente: el momento 2'-polar de Dy y ®, se encuentran

determinados por las componentes de los tensores P 'y P/ . enA,de laforma:

(19)

donde M,, 4 Y Ja,..q, COrresponden a los momentos asociados a la masa y al mo-

mento angular, respectivamente EL

2.3.1. Estructura multipolar para soluciones con simetria axial  Para este tipo
de soluciones a las ecuaciones de Einstein, es sabido que se tiene un vector de
Killing £ en S, tal que satisface las relaciones

Lihay =0,  L0M = £,07 =0, (20)

siendo %} el operador derivada de Lie en direccion del campo vectorial de killing

61 Hansen|[1974.
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temporal, actuando sobre la métrica inducida h,,, ademas de los potenciales ®* y

7, respectivamente.

De esta manera, el factor conforme 2 ha de escogerse tal que £° siga siendo un

vector de Killing temporal en S y su vector axial sea unitario, es decir,

z = 2¢%Dyk,. (21)

Al gozar la métrica de esta simetria bajo rotaciones en uno de los ejes, los momentos

multipolares asociados a la masa P}’ , y el momento angular P, ., se podran
determinar por los siguientes escalares
1 zai za;
M, = ﬁMal...alZ L2 (22)
' A
y
1 za1 za;
J = ﬁJau.alZ L Z , (23)
: A
respectivamente [3|

En resumen, dada una métrica axialmente simétrica y estacionaria, la forma de de-
terminar sus momentos multipolares sera @: en primer lugar, obtener los potenciales
Ay w, a partir de (T1)-(13); en segundo lugar, escoger el factor Q2 tal que las condi-
ciones de asintoticidad plana se satisfagan; en tercer lugar, se debera obtener
los potenciales Dy y d; de ; para finalmente, hallar los momentos a partir

de 22) y (23).

Vale la pena resaltar que, el célculo explicito de estos momentos en la manera que

62 Hansen|[1974.

63 Quevedo 1990.
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se acaban de presentar, resulta ser ardua e intrincada a la hora de obtener los
potenciales ®,, y ®,, razén por la cual G. Fodor, C. Hoenselaers y Z. Perjés
propusieron un método que permite calcular los momentos multipolares para el caso
de simetria axial, empleando a su vez el potencial transformado de Ernst £. Una

explicacidén mas detallada se mostrara en el siguiente apartado.

2.4. Método Fodor-Hoenselaers-Perjés (FHP) para el calculo de momentos

multipolares asociados a sistemas estacionarios y axialmente simétricos

2.4.1. Contextualizacion  Como se vi6 anteriormente, la formulacién de Geroch-
Hansen se plantea para el caso de las soluciones estacionarias que satisfacen las
ecuaciones de Einstein en el vacio. A partir de ello y tomando el vector de killing
temporal k, se construyen potenciales escalares ®,, y ¢, de la forma en que se
presentan en (17), con los que, luego de una transformacién conforme apropiada, se
podran obtener los momentos multipolares. Tomando estas ideas y aplicandolas al
caso en que se tiene simetria axial, G. Fodor, C. Hoenselaers y Z. Perjés propusieron
cambiar estas funciones empleando el formalismo de Ernst ﬁ], cuyo potencial esta

dado por

_1-E

5_1+E'

(24)

Téngase en cuenta que E se definié en (14) con A como pardmetro asociado a la

parte real y w a la imaginaria. Con ello, se obtiene la funcién compleja:

_&
g -1

la cual corresponde a la nueva forma del potencial.

64 G Fodor, C Hoenselaers y Z Perjés: Multipole moments of axisymmetric systems in relativity. En:
Journal of Mathematical Physics 30.10 (1989), pags. 2252-2257.

65 Ernst|1968!

36



Se demostro también que la transformacién conforme de esta funcién ® era holo-
morfg®|, quedando asi, los momentos multipolares totalmente definidos. Siguiendo
esta condicion, G. Fodor, C. Hoenselaers y Z. Perjés consideraron precisamente
tomar al potencial trasformado de Ernst £ como la funcién @ en (25), gracias a
que ¢ también es holomorfa en el punto A. Esto se hace evidente cuando se to-
ma g. = Qgas, Siendo g,, solucién a las ecuaciones de Einstein, y da cuenta de que
es la misma ecuacion de Ernst para métricas con simetria axial; lo que representa
una cierta simplicidad a la hora de expresar la ecuaciones de Einstein en términos

del potencial del Ernst en la forma

§= Dy +1Dy, (26)

en lugar de (25).

Con lo anterior, se veran reducidos notablemente los célculos de los tensores en
(19), al poder expresar los momentos en términos de los coeficientes pertenecien-
tes al desarrollo en series de la funcién &, y aln mas importante, se realizara sobre
el eje de simetria. Por lo tanto, decimos que el célculo de los momentos multipolares
a partir de la formulaciéon de Geroch-Hansen aplicada al potencial ¢ se le denomina

método FHP. La definicion brindada por Fodor y col., corresponde a la siguientef’}

Los momentos multipolares estaran dados recursivamente por tensores totalmente

simétricos y de traza nula de la forma

pred . ¢ = i
Ay
F = Fod (n—1)(2n —3) - Fod S (@7)
Palo...an = Dalpago...an - 92 RalCLQ Pago...an

66 Una funcion holomorfa es aquella que en la que existen derivadas continuas de clase C>. Para
este caso particular, en el punto A.

67 Robert Filter y Andreas Kleinwéachter: On the multipole moments of a rigidly rotating fluid body.
En: Annalen der Physik 18.2-3 (2009), pags. 102-106.
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Con lo cual, Filter demostr6 que es equivalente a la definicion presentada en (41).

2.4.2. Elementos necesarios para desarrollar el método FHP  En concordan-
cia con la definicién brindada por Geroch-Hansen, consideremos una métrica h,,
sobre la 3-variedad S inducida por la métrica estacionaria g, sobre la 4-variedad

. en cordenadas isotropicas® escrita de la forma:

g = g di'@de” = —f(dt—adp)’+f~* [627 (dp®@dp+dz®dz) + p*de @ d(p] . (28)

Cabe realtar que (28) representa una solucion a las ecuaciones de Einstein en el

vacio. A partir de h,;, en (15) se construye una métrica conforme representada como

Bap = A D, (29)

siendo A = ¢g(&,€) ¥ ha n coordenadas cilindricas de Weyl:

e 0 0
hay=1 0 €7 0 |- (30)
0 0 p?

Asi pues, bajo un cambio apropiado de coordenadas:

p=—"—
2+ 22’

~ 2z

® =,

la métrica conforme h_; correspondera a

8 Kramer y col. 1980\
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e 0 0
- 1
hay = | 0 e 0 |, (32)
0 0 p?

donde 7? = p? + z° = r~2, es la componente radial %]

Ahora bien, tomando la variedad S definida como S = SU A, se le aplica la transfor-
macién conforme h,, = Q2 hy, bajo la condicién que h; sea holomorfa. La funcion
escalar ) escogida segun la definicién en (16). Lo que permite inferir que el factor

conforme puede tomarse como 2 = 72, con 7 definida en (32).

El potencial transformado de Ernst ¢ se halla a partir del potencial conforme ¢ = Q2 ¢

™| La ecuacién de campo asociada esta dada por

(86 —1) Aé = 28/ (Vrd)?
= 28 (P(VE)? + 20€(VE)(VF) + 7).

siendo los operadores V y A correspondientes al gradiente y laplaciano tridimen-

(33)

sional respectivamente, ademas del simbolo * como representacién del complejo

conjugado.

Finalmente, tensor de Ricci R,, se calculara haciendo uso de la métrica Bag =
QQBa, ademas de poderse escribir en términos del potencial conforme ¢ en vir-
tud de saber que las ecuaciones de Einstein pueden ser escritas en términos de la

ecuacion asociada al potencial de Ernst , de modo que R,, permite expresarse

6 Fodor, Hoenselaers y Perjés|1989.

70 Recordemos que este potencial se relaciona con la definicion de Geroch-Hansen de los poten-

ciales ® en .

Entiéndase 7,; como la métrica conforme en S, cuya forma corresponde a la presentada en 4i
a excepcion del término 74,

71
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a partir de las componentes de R,;. Obteniendo asi:

~ 1

Rij = ———— (GG + G;G7) (34)
GGR
con
G = Zéﬁ - 5527
Gy = pés + 26 + &, (35)
Gs=0.

Una vez expuesto lo necesario para desarrollar el calculo, lo que procede sera la
explicacién del algoritmo FHP para la obtencién de los momentos multipolares me-
diante los coeficientes del desarrollo en serie potencias de &, caracteristica principal

del método de Fodor y col.

2.4.3. Descripcion detallada del método FHP  Retomemos, los momentos mul-
tipolares se desean obtener a partir de los coeficientes del desarrollo del potencial

conforme de Ernst, en el eje de simetria, de la forma

Ep=0)=> my2". (36)
n=0

El potencial £ puede ser reescrito como

=Y ayp?, (37)

1,j=0
tal que aquellos coeficientes ao; resultan ser los coeficientes m; en el desarrollo de

. Esto es posible ya que ¢ es una funcién holomorfa.

El paso siguiente corresponde a insertar en la ecuacion de campo de Ernst

(33), para luego obtener una ecuacién cuyo lado izquierdo se escribe como:
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Z AabQcd [aef (62 + f(f - 1)) + a€+2f - 2(6 + 2)2
bt (38)

Faeapio(f +2)(f +1)] = appal (b +2)* — apl +2(1 +2) (1 + 1);
y su lado derecho sera:

2 Z Aaplcd [acf(l + ae +bf +2(e+ f))
vy (39)
taciaf —2a(e+2) + ac—of +20(f +2)].

Igualando y (39), tendremos la expresion completa de la forma:

psan(k+2)° == (142)(0+ Darl + 2+ Y agpllca X
a+cte=k
btd+f=l

[(aef (62 + 2 —2—2ae — 2bf — de — 5f)

Faeraf —2(e+2)(e+2—2a) +acof +2(f+2)(f +1—2b)],

(40)

siendo a,b,c,d,e, f, | y k indices correspondientes al desarrollo.

Con nos es suficiente para determinar todos los demas coeficientes a;; =
a;; (mg, k < i+ j). También se cumplird que a;; = 0 para i impar, lo que también
es de esperar ya que ¢ debe ser una funcién par en j. Cabe resaltar que fue
tomada con las debidas correcciones realizadas por L. H. Pastora ['4, en cuanto a

notacion y forma de presentar la expresion (16) en el trabajo de Fodor y col [9]

La definicidn recursiva dada en (41) segun Geroch-Hansen para determinar los mo-

72 JL Hernandez-Pastora: CAMPOS GRAVITATORIOS RELATIVISTAS PROXIMOS A LA SOLU-
CION DE SCHWARZSCHILD. En: Spanish. PhD thesis, University of Salamanca, Spain (1996).

73 Fodor, Hoenselaers y Perjés|1989.
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mentos multipolares como tensores sin traza y totalmente simétricos es

N 1 N STF
P al...a,—51(2z—1)R P : (41)

ajaj4+1+ ay...a;j—1

PAal...al+1: D

aj41

con STF indicando las operaciones de simetrizacion y sustraccién de traza. Dado
que los tensores deben ser simétricos, P4a, ...a;., se podran reescribir usando la

siguiente convencion

P

a,b,c

P™ a0, (42)
Vvv

a b c

teniendo en cuenta que a + b+ ¢ = n, lo que indica que la suma de estas cantidades

coincide con el orden n del tensor.

Si tomamos nuevamente (41) y analizamos por separado los dos sumandos del lado

derecho, tendremos en primer lugar la derivada del tensor de orden menor

- - S
(V~ pn— ) = — [ale 1bc+bV2P(% 1) +CV3P bc 1 ; (43)

n" 11...0n—1 n

y el segundo como producto con el tensor de Ricci R sera

ajaj+1

(n—2) 1 2)
(RI1Z2P13 z,L) TL(TL _ 1) [ ( )RUP 2bc (44)
Fb(b — 1) R PG5, + 20 P

Ahora bien, para hallar (34), se necesitan los simbolos de Cristoffel; aquellos dife-

rentes de cero corresponden a

Pll = F21 = F%z = 31%
F%z = F21 = Fi = 0y,
33 = —e

1
F?s -
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Consecuentemente, se obtiene la expresiéon completa a partir de y (34), como

sigue
sy _ L (n—1)
Pa,bc_ﬁ{aapa 1bc—|—b82 ab lc

— [a(a — 1)I~‘%1 + 2baf32 + 2acf:1)’ } Pénllb)c
[2abr}2 +b(b— )rgJ Py — (46)
—ala = DI P50 = b= DELPI L, — el = DI P

a+1,b,c—2

~ _ TF
—(n—1) [ (a—1)R1oP"? 4 2abR1, BIY |+ b(b — 1)322]3;2:334 }

Con el animo de desarrollar (46) en dos partes, gracias a que tanto las operaciones
de simetrizacion y extraccidn de traza son lineales, tomemos primero los sumandos
interiores a la operacion de extraccion de traza [.|7*. Estos tensores seran renom-

brados Sf&{c. Con ello se tendra

0 _ 0
Sc(z,g,c - (E,b),c
Sz(z,lg,c = ~c§,1b),c (47)
(n) _ pn) (n)
Sa,b,c - Pa,b,c + Ma,b,c’
considerando
MG =8 (@l D). (48)

donde los fo‘if resultan ser tensores arbitrarios representados de la forma

n—2 n— n—1
sz,b,o) = 53 Fé?)Sa—}—l b)O (49)

Con la nueva notacion introducida en (47), la expresion en (46) se vera como sigue

™

74 Fodor, Hoenselaers y Perjés|1989.
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TF

Pl = (s) (50)

a,b,c

Si se cumple (49), entonces significa que las cantidades no nulas de (47) seran
unicamente aquellas cuyo indice ¢ sea igual a cero. Asi, para que se siga siendo
valido que la suma de los indices a, by c siga siendo n, el rango del tensor inicial

(S™ ) debera tener S”

abc a,n—a,0?

al cual podemos renombrar como S”. El desarrollo sera

0) _ (0
5 =,
4 =Py = 0,5

1) _p 0
Sf )= 1(,0),0 = 8158 )

S =Moo + % {a0s0 + (= )38 — a (@ = )T+
+2(n — a)f‘%z] 5(27:1) —(n—a) [2@1;%2 +(n—a-— 1)1;%2} Sn=1) 51
—a(a— DI} ST — (n—a)(n —a - DIGSLL Y-
_ (n - ;) [a(a - 1)]%115’5’1;2) + 2a(n — a)]j?lQSéEz)jL
+(n—a)(n —a— 1)RQQS§"’2)} } ,
siendo
Mo =2 fata - 02 o0 022800 L)) 2
n 933 933

Con la forma recursiva general para los S”, de acuerdo con el formalismos de
Geroch-Hansen, es necesario ahora introducir la particularidad del método FHP in-
troducido en este apartado. Este consiste en reemplazar las funciones escalares ¢
definidas en por el potencial transformado de Ernst £. A continuacién se pre-

sentara la forma que adoptaran estos tensores:
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=¢, Sgl = 0 sg(”, S{V = 9,58,

S == 4,5 —a)d:S" V4

3I>—‘

-1
a [(a +1—2n)d;y — ? } SV 4 (a—n)(a+n —1)8yS0 !
p
1 1\ oo (53)
ala — 10450 + (n—a)(n—a— 1) (Gp”y — 5) Sfl:: -

(n - ;) (a(a — 1)RuSTS? +2a(n — )RS

(c—e)(c—e— 1)R225§c_2))} .

Ahora que los tensores se han simetrizado se procede a la extraccion de la
respectiva traza. Se debe tener en cuenta que para el caso axialmente simétrico, los
momentos se dan como la proyeccidn de los tensores P,;,. sobre el eje de simetria en
el infinito. Para calcular los momentos se debe calcular la proyeccion libre de traza
de los S{". Por esta razén, es preciso determinar de manera general la componente

sin traza de un tensor (73, . ;,) totalmente simétrico de n-ésimo orden

[n/2]
TF n ~ ~ ~
(Ti1---in) - El---in + Z A](f )8 [Zlizizgi?,u s Gigg_qigy X
k=1
Xghizgisu - §12k 1121CT7J122 p ] ’
(54)
siendo
I(2n — 2k — 1)!I
AW — (" . 55
e =D 2kkl(n — 2k)!(2n — 1)!! (59)

Tomando sélo la 2-componente, la expresion (54) quedara
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[n/2
_ 1)5(2n — 2k — 1)!!
{(Th.i)}o.0 = To Qn ) HZ 2k k!(n — 2Kk)!
(n/2] k o)
T Z (—=1)"(2n — 2k — 1! n!
=T, 5 £ 2R Kl(n — 2h)] (2n — DI

Adicionalmente, es posible demostrar que la parte de la la sumatoria escrita en azul
en (56)) es igual a uno, evidenciando la proporcionalidad entre la componente sobre
el eje de un tensor simétrico libre de traza y la componente sobre el eje de dicho

tensor. Por ende, la expresion para los tensores en (47) nos queda

()= (), L= @D

Asi pues, el momento multipolar de orden n, teniendo en cuenta la expresién (57),
vendra dado por la componente sobre el eje del tensor S, ., sin traza evaluado

en el punto del infinito (A), de la forma:

(58)

Luego de toda la descripcidén anterior a lo largo de esta subseccion, en resumidas
cuentas, para hallar cualquier momento multipolar de orden n, mediante la formu-
lacién de Geroch-Hansen y haciendo uso del método FHP para soluciones a las

ecuaciones de Einstein en el vacio y axialmente simétricas, se debera:

1. Expandir el potencial de Ernst ¢ en series de la forma hasta el orden n

deseado.
2. Calcular los coeficientes a;; a partir del desarrollo (40) para el mismo n.

3. Partiendo de la subvariedad (S, h,;,) formada por las trayectorias de los vec-
tores de killing temporal asociado a la variedad (.#, g), construir la variedad
(S, hay), de acuerdo con (16), introduciendo el factor conforme © de manera

apropiada.
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4. Determinar el tensor de Ricci, haciendo uso del potencial de Ernst conforme ¢
como se muestra en (72).

5. Finalmente, mediante las expresiones 1) se obtienen los tensores S, tal
que los momentos multipolares asociados a la masa y momento angular co-

rrespondientes a la parte real e imaginaria seran los M,, en (58).

2.5. Momentos multipolares masicos asociados a la g-metric

Basado en el método FHP expuesto en la seccion anterior, se presentaran dos de

los momentos multipolares calculados correspondientes a la g-metric, en (4):

9 1+q 9 —q 24ip2p \ 139
o= (1-2) Taea- (1222 7 (14 5200

r2 —2mr
2m ! 2 2 .. .92
X ldre@dr1—— +7r°d0®df | +r°sin” fdp ® dp

r

Estos son:

M, = %m?’(l +q) (1-(1+9)?),

el momento monopolar y cuadrupolar, respectivamente. Se debe tener en cuenta
que los momentos de orden 1, el dipolo, se anula debido a que, hasta el momen-
to, no se ha demostrado experimentalmente la existencia de masa negativa en la
naturaleza. Es posible demostrar también que los momentos de orden superior son
proporcionales a mgq y se pueden reescribir completamente en términos de M, y M,.

Pongamos como ejemplo el caso del momento de cuarto orden:
19 8 1
My =(1 l—(+¢)' - =(1+q¢*+ < );

el cual como vemos, puede ser escrito en potencias de M,. De otro lado, debido
al caracter estatico de la métrica, los momentos imaginarios asociados al momento

angular son nulos.
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Realicemos ahora una interpretacion fisica de los resultados obtenidos: el monopolo
M, corresponderia a la masa del objeto, donde, a diferencia del monopolo asociado
a la solucion de Schwarchild, este no solo consta de la masa m, sino que viene
precedido de una cantidad que depende del pardmentro cuadrupolar ¢q. Asimismo, la
existencia del cuadrupolo M, nos dice de que el objeto astrofisico no posee simétria
esférica, sino que puede presentar alguna deformacién, ya sea oblata o prolata,

respecto a su eje de simetria, dependiendo del signo del parametro q.
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3. Definiciones de masa en gravedad de Einstein

Who sees the human face correctly:
the photographer, the mirror, or the

painter?

—Pablo Picasso (1907).

En este capitulo se discuten dos de los varios formalismos que describen una mis-
ma cantidad a la luz de la relatividad general: la masa. Para ello, primero se expone
el principio de equivalencia como la dificultad principal que impide una definicién
univoca a nivel local de la densidad de energia asociada a un campo gravitacional.
Esa es precisamente la razon por la que esta se debe analizar desde el punto de
vista de observadores no locales -es decir, que su dominio se extienda por todo el
espaciotiempo-. El formalismo ADM se puede ver como una generalizacion de la
ley de Gauss; por su parte, el de komar toma las simetria del espaciotiempo esta-
cionario para obtener la masa como una cantidad global. Una vez estudiado estos
dos formalismos, se aplican al espaciotiempo de la g-metric para determinar una la
relacidn -si existe- entre ellas y, a su vez, con los resultados obtenidos en el capitulo

anterior.

3.1. El formalismo ADM

3.1.1. Formulaciéon Hamiltoniana de la Relatividad General Para describir la
dinamica en Relatividad General se requiere modelarla como un problema de Cauchy
o problema de valor inicial, el cual consiste en analizar la evolucién de una hipersu-

perficie tridimensional de tiempo constante sobre la cual se definen los campos. De
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este formalismo, podemos extraer las variables ADM™], pues son las que poseen el
contenido dinamico explicito de las ecuaciones de Einstein. Esto permite la cons-
truccién del hamiltoniano a partir de la funcional gravitacional de Einstein-Hilbert,
expresada como la integral sobre el espaciotiempo (la 4-variedad (.#,g) completa)

de la densidad lagrangiana £ = \/—gR, es decir,

5= / it /=GR, (61)
v

siendo dz*/—g el hipervolumen, ¢ el determinante del tensor métrico y R el escalar
de curvatura; todos estos integrados sobre el dominio ¥ de una variedad (.#,9)
arbitraria. Si se varia el funcional respecto a las componentes g,,, del tensor métrico
d. y se aplica el principio de Hamilton, se obtendran las ecuaciones de Einstein en

el vacio:

1
Ry = 5Rgu = 0. (62)

Sin embargo, al intentar modelar como un problema de Cauchy, nos encon-
tramos con la imposibilidad de llevarlo a cabo, debido a la intrinseca covariancia
en las ecuaciones de campo. Por tal razén, Arnowit, Desser y Misner plantearon el
formalismo ADM [ﬂ el cual consiste en privilegiar la coordenada temporal, tal que
desemperie el papel de parametro o etiqueta para la foliacion que se formara en el
espaciotiempo. Estas subdivisiones corresponderan a hipersuperficies espaciales
Y, tridimensionales no intersectantes entre si, dotadas con una métrica inducida A,

y definido-positiva.

75 Estas variables seran abordadas a lo largo de la seccion.

76 Arnowitt, Deser y Misner|1959\
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Teniendo en cuenta la simetria en dichas hipersuperficies, esta métrica sélo poseera
6 componentes, por lo que sera necesario adicionar otras 4 con el fin de tener el mis-
mo numero de componentes de la métrica g,,, que describe todo el espaciotiempo.
Por tanto, estas variables seran brindadas de manera natural por la hipersuperficie
misma ["’] Para ello, se define inicialmente la foliacién previamente mencionada a

partir de las funciones

ot = XM 1), (63)

siendo z* las coordenadas asociadas a la variedad 4-dimensional .# con coorde-
nadas intrinsecas £ y ¢ el pardmetro asociado a cada hipersuperficie. Asi pues, el
vector 0, serd aquel que conecta los puntos entre dos hipersuperficies cuyas com-

ponentes de la base vendran dadas por

2 dz* 0 ; 0
ot dt Oxzr  Oxt’

|

|
=
)
N
N—

Como siguiente paso consideremos una congruencia de curvas ~ que intersecan
cada ¥; -no necesariamente de forma ortogonal, al igual que tampoco deben ser
geodésicas- e imponiendo el cumplimiento de la restriccién £*(P) = £4(P’) = £%(P”)...
donde P, P’y P” corresponden a puntos sobre las hipersuperficies >;, Xy, y Yy,
respectivamente (ver figura[2). Cada punto sobre estas curvas tendra un vector tan-
gente asociado ¢ descrito en (64), el cual al descomponerlo en sus proyecciones

paralela y ortogonal a la hipersuperficie toma la forma

77" Miguel Alcubierre: Introduction to 3+ 1 numerical relativity. Vol. 140. Oxford University Press,
2008.
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th = Ny + N°X," (65)

donde N corresponde a la funcion escalar de normalizacion del vector ortogonal a la
hipersuperficie ¥; con componentes 7, y denominada funcion /apso@ Por su parte,
N® corresponde a las funciones desplazamiento del vector temporal con componen-
tes t* tangentes a la hipersuperficie X, [ﬂ La descomposicidon de t* en términos de
las funciones lapso y las de desplazamiento se muestran graficamente en la figura

@). Las variables N y N, junto con la métrica h,,;, constituyen las variables ADM.

De esta manera, en términos de dichas variables el elemento de linea viene dado

como:

ds® = (N,N® — N?) dt @ dt + 2N, dz* ® dt + he dz® ® da’. (66)

Con esto, h,, permitira definir una derivada covariante unica en la hipersuperficie
3, tal que v7.hye = 0. Adicionalmente, es posible determinar el valor del escalar de
curvatura “R en términos de las variables ADM, objeto necesario para replantear
la accién de Einstein-Hilbert en (61). Para ello, primero se necesitaré4 conocer la
expresion de la curvatura extrinsecd, descrita por K, = —X* X", .., la cuél en

coordenadas adaptadas tendra la forma K., = —1,y @ Finalmente, y con la ayuda

78 Lafuncién N :.# — R, normaliza las componentes del vector 7,, de la forma N := (9'8;)=.

79 Eric Gourgoulhon: 3+ 1 formalism and bases of numerical relativity. En: arXiv preprint gr-
qc/0703035 (2007).

80 | a definicién de este tipo de curvatura se puede encontrar en el capitulo 8 de

82 Betsy Stovall y Brian Street: Coordinates adapted to vector fields: canonical coordinates. En:

Geometric and Functional Analysis 28.6 (2018), pags. 1780-1862.
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Figura 2. Representacion de la descomposicion del vector t# en términos de las
componentes del vector normal, funcién lapso y vector tangente a cada
hipersuperficie 3; de la foliacion del espaciotiempo, cuyo dominio al interior y en su
frontera corresponde a 7'y 07, respectivamente.

de la definicién de derivada covariante intrinseca a la hipersuperficie, obtenemos la

siguiente expresion para la curvatura extrinseca:

1 .
Kagp = W(VbNa + ValNo — hap). (67)

Ahora se determinara la expresion para las componentes del tensor de Riemann
1R, ., que vive en el espacio ambiente, el cual sera construido a partir de la derivada
covariante intrinseca a la hipersuperficie ¥;, con el fin de escribirlo en términos de
las componentes *R%, _, asociadas a 3, de la misma forma que se llevé a cabo con
la curvatura extrinseca. Sin embargo, es importante sefalar que ya no se tomara o,
como vector base sino el vector normal n. Con base en lo antetior, las proyecciones

sobre la hipersuperficie seran de la forma
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‘Rt = 3R+ KoK, — KK, (68)

ca

y sobre la normal

4RcabJ_ = KCa;b - ch;a- (69)

Estas dos expresiones son conocidas como las ecuaciones de Gauss-Codazzi y
Codazzi-Mainardi, respectivamente @ Asi, dichas componentes del tensor de Rie-

mann se escribiran como

RLI/ﬁa = Nv;ap — Nv;Ba- (70)

Teniendo en cuenta lo anterior, el escalar de curvatura se definira asi:

‘R=*R",, =Ry + 2R, (71)

donde el primer término esta dado por la expresion (68), y el segundo se define
mediante la contraccién del segundo y cuarto término en (70), llegando asi a la
definicion R+, := n”R*+,,, con la cual se obtendrd R+, = n"(n*.\, — n*.y). De

esta manera, el escalar de curvatura adquirira la siguiente estructura:

‘R="R+ KuK® - K*+2(A%) (72)
donde A* =y, — '), , con —K = 10", ¥y 0V’ = KKy,
Mediante (72), podemos obtener el valor del escalar de curvatura para *R corres-

pondiente a la variedad ., y con ello, obtener la densidad lagrangiana en términos

de estas variables tal que la funcional de Einstein-Hilbert en adquiera la forma

8 Gourgoulhon 2007.
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to
S [hyw, N, N¥] = / dt | VhN <3R + KK — K* + (A*),A) d*z.  (73)

t1 Xt
Es importante resaltar que ya no sera integrada sobre una region arbitraria del
espaciotiempo, sino estara definida por la topologia (m x R), donde m corresponde
a la variedad compuesta por la sumatoria de las hipersuperficies @ Asi, sabiendo
que la densidad lagrangiana en este caso corresponde a la segunda integral de la

forma

L= [ VAN (R4 KoK® - K2+ (AY),) d'a,

p

la cual puede ser escrita también como

L=NVh(R+ KpK® — K?) = N7 [R+ (799" — 7)) Koy Kea] - (74)

Dado que la densidad lagrangiana no depende de las derivadas temporales del
vector de desplazamiento N*, es posible construir de manera directa, tal que:
70 = % . (75)
ahab
Resolviendo mediante el correspondiente escalar de Ricci y la expresién

para L, se obtendran los momentos conjugados

7 = VRh(Kh® — K%). (76)

Si ahora se aplica la transformada de Legendre con el &nimo de obtener la densidad
hamiltoniana H = 7 h,,— L, con las expresiones asociadas la densidad lagrangiana

en (74), la derivada de la métrica y los momentos conjugados, el hamiltoniano

84 Thorne, Misner y Wheeler 2000\
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H = Hd3x,

¢

para el campo gravitacional, adquiere la forma

H=— / (NCy — 2N°C,) Vhd’z, (77)
3t

con C, = 2m,, "y Cp = Vh (K K® — K =3 R).

Como se ve en la expresion (73), por simplicidad se despreciaron los términos de

frontera. No obstante, si se consideran, la funcional S toma la forma

s [ vatR a2 -y vy, (78)

oV
con 0¥ como la frontera del dominio ¥"y Y la curvatura extrinseca de 0%, embebi-
daen (.#, g), con su respectiva traza Y;,, embebida en (.#, n)E]. Adicionalmente, se
tiene /o d*y como el elemento de volumen en 97 inducido por g. Las componentes
de la métrica h poseen coordenadas y*(y',v*) en 9% . Asi pues, a partir de la fun-
cional en (78), se halla el hamiltoniano el cual posee dos integrales: una compuesta
por la expresion (??) del interior de la hipersuperficie, y la segunda correspondiente

a la frontera de la misma, escritas como

H= [ (2N"C.—NC) Vh &z — 2% [N (5 — ko) + Ny (Kop — Ki,y) 8°] V7 dy,
- " (79)
donde S; corresponde a la regidén S; := 0%; N %, cuya topologia es la de una esfera,
k ala curvatura extrinseca de X/ junto con la traza k, de la curvatura extrinseca, s

es el vector normal orientado hacia la regién asintética S;, y /7 d*y corresponde al

8  donde 7 es la métrica lorentziana.
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elemento de volumen inducido en S, [F¥ Para que sea solucion a las ecuaciones
de Einstein, se debe cumplir que Cy =0y C, = 0, por lo que se tendra:
1

Hom L f NG k- M (6 K0 ] Vi (60)
St

Ahora bien, para determinar la energia total contenida en la hipersuperficie 3; se
debe tomar sobre la superficie S, en el infinito espacial®’| con coordenadas para un
observador asintéticamente inercial (¢, %), tal que se cumpla N = 1y N, = 0. Asi,

se obtendra

1
MAD]V] = —8— lim (k — k?()) \/F d2y . (81)

T St — 00 St

A esta cantidad global se le conoce como masa ADM.

3.1.2. Determinacion de la masa ADM aplicado al espaciotiempo de la g-metric

Partamos escribiendo la métrica (4) en coordenadas esféricas = = (¢,r,0, ):

) 2m\ 1T om\ 47! m2sen2@ \ 129
G = diag|— (1= 22) (122 14 ,
T T re —2mr—4

—q 2 2 —q(2+q)
2 (1 B 2_m) <1 | msen 9) 7 (82)

r rZ — 2mr

—q
<1 — 2_m> r? sen® 0] )
r

Tomando como hipersuperficie X; de coordenada constante ¢, las componentes de

la métrica inducida z* = (r, 6, ), seran

8  Gourgoulhon 2007.

87 Es decir, cuando r — oo, con r := \/z2 +y2 + 22 en el sistema de coordenadas cartesiano
rt = (z,y, 2).
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9 —q—1 2g0n2p O\ 9219
hab:dmg[(l_ ) 1y ety
r re —2mr—4

—q 2 2 —q(2+q)
2 1_2_m e m sen” 0 ’ (83)
r rZ — 2mr

Asi pues, usando las mismas coordenadas de (83), la métrica asociada al espacio

plano correspondera a

fap = diag (1,7%,r*sin*6) (84)

cuya inversa es

1% = diag (1, 2 r 2 sin 2 9) ) (85)

De acuerdo con la definicién en (81), escogeremos la superficie S, de coordenada
r = cte, tal que las coordenadas alli seran y* = (6,¢), junto con su respectivo
elemento de volumen s*/7 df A dp, donde /7 = r’senf y s* = (9,)%; de tal forma

gue se tendra la ecuaciéon como

Mapm = — lim [D’hyy, — Dy (f*hea)] r* sen 6 df dep. (86)

167 Si—o0 r=cte

El operador derivada covariante asociado a las coordenadas z* serén

D hyy, :% — 2" Ay,
T

—T9 hog — Tyl (87)
+ T8 hpp =TT by,

por lo tanto sera necesario escribir (87) en términos de la métrica plana (%) de la

forma
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D’hyy = D"hy, + D°hyg + D¥h,,

_ _ _ - (88)
= fabDah'r’j = frr-D'rhrT + fee-D@h'rﬁ + f(P-Dgohrgm
cuyos simbolos de Cristoffel no nulos corresponderan a
[y = —r, f;w = —rsen®0,
_ 1 _
rY, = o Fiw = —cosfsend, (89)
_ _ 1 - 1
v =r% ==, T§ =
e oyt 0% tand
Con ellos, tendremos
_ oh
Drhrr = 7”7“7
or
_ 1 1
Dohyo = | —= hoo + 1her | —, (90)
r T
D¢ h,, = —lh +rsen?0h 1
o e ") r2sen?f’

Al sumar cada término de (90), obtendremos la primera parte del integrando en (86)

hpr 1 1 h 1
a - _hGG + _hrr - o + _hrr- (91)
or r3 r

Dh,, = —
" r3sen?f r

De otro lado, la segunda parte del integrando correspondiente a la derivada cova-

riante de la cantidad escalar f*?h.q, sera

D, (f“hea) = % (Ao 4+ 7% hog + 172 sen"20 hyy,) - (92)

A partir de y obtenemos la expresién

[D%hyy — Dy (fheg)] = 2}:‘7“ L1 (@) L1 (ﬁ) | (93)

r\r rsen? f r

Si ahora reemplazamos las componentes de las métrica h,;, de en (93), opera-

mos Yy luego introducimos este valor en la definicién (86), se tendra
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1 4 1
MAD]V[ =— lim MrQSenQde@—k
16 r—oo 72
o 94)
2 q—2 9 (
q(2 + q)m*sen? 0 (1 - _m) {—% — g} r? sen? 9] do de.
T T T
Para finalmente obtener la cantidad invariante

De este resultado, podemos automaticamente percibir que M py, NO depende de
la distancia sobre la cual se tomé la 2-superficie. Adicionalmente, si comparamos
con el primer momento monopolar M, obtenido en el capitulo anterior (ver (59)), es
posible notar que son idénticos; por lo tanto, su factor de proporcionalidad es uno.
Esto indica que ambos formalismos -la estructura multipolar en RG y el concepto de
masa ADM- determinan la misma cantidad: la masa del objeto. Observamos también
que esta masa depende del parametro cuadrupolar ¢, Io que nos indica que el objeto
no posee simetria esférica, sino que exhibe una deformacién dependiendo del valor

y signo de dicho parametro.

3.2. El formalismo de Komar

Una de las formas para determinar la masa en un espaciotiempo estacionario @ y
axialmente simétrico, es mediante la técnica brindada por Komar 9, la cual consiste
en tomar las integrales de flujo de la derivada del vector de killing dependiendo de la
simetria del espaciotiempo, ya sea temporal o angular. Dicha simetria se preservara,
es decir, sera independiente de la 2-superficie S;, siempre y cuando se tome en las

afueras de la fuente. Si ahora se realiza la foliacion de la variedad .# formando las

8 Es decir, se debe cumplir que Lk g = 0, donde L corresponde a la derivada de Lie respecto al
vector de killing k asociado a la simetria del espaciotempo, (normalizado en el infinito, tal que
dg(k,k) = —1 se cumpla en el infinito espacial) y g el tensor métrico.

89 Komar[1959.
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hipersuperficies tridimensionales >;, donde ¢ € R, y se toma la 2-superficie cerrada

S;, la masa vendria dada por:

1
My = —— ¢ V"k” dS,,
= gy f, YIRS,

(96)

donde el elemento de linea corresponde a dS,, = (s,n, —n,s,) /g d°y siendo n
el vector tipo tiempo normal a la hipersuperficie ¥; (con coordenadas y°) y s el
vector normal a S; de X, . Con el animo de demostrar la no dependencia de Mk
con S,;, como se ve a priori en (96), se hara la transformacién de dicha expresién
presentada como una integral de superficie a una integral de volumen, suponiendo
que S; es difeomorfico a R?, y por lo tanto lo serd también a R* menos un agujero,

denotado por .77, el cual debera estar contenido en S;, como se muestra en la figura

(3)

Figura 3. Superficie de integracion S; sobre la hipersuperficie ¥;. La region S,
corresponde al limite exterior de V;, en la cual se encuentra contenida la masa de
la fuente. El limite inferior puede estar delimitado por dos 0 mas huecos #;. Imagen
tomada de: Eric Gourgoulhon: 3+ 1 formalism and bases of numerical relativity. En:
arXiv preprint gr-qc/0703035 (2007).

Partiendo del hecho que la expresion V#k¥ son las componentes de un tensor anti-

simétrico A tipo (2,0), este debe cumplir la siguiente identidad:

2 [ VA"V, = ¢ A" dS.,+ ¢ A dST,
% 4 I

(97)

%  Gourgoulhon 2007.

61



donde dV,, es el elemento de volumen sobre 3, y dS7 es el elemento de superficie
sobre 7. Aplicando el teorema de Gauss-Ostrogradsky [|a (97) se tendra:

1

My = I/, vV, VHEY AV, + M, (98)
donde
., 1
My = s P VFEY dSy (99)

La expresion M;Z corresponderia a la masa de Komar para el hueco descrito en la

figura[3] Si ahora se emplea la identidad de Ricci

V.V = VIV = Rk,
0

en (99), y a su vez, expresamos el escalar de curvatura en términos del tensor

energia momentum T, la nueva expresion para la masa sera de la forma:

1 ,
MK:2/ {T(n,k}—ETn-k Vh &z 4+ MY . (100)
2

La integracion sobre ¥; se realiza con el fin de determinar la localizacién de la fuente,
es decir, la regién en donde T # 0. Ademas, es importarte resaltar que el segundo
término de la expresion es independiente de la eleccion de la superficie cerra-
da S; en la hipersuperficie debido al vector de killing temporal, por lo cuél es posible

determinar la masa de la fuente.

3.2.1. Determinacion de la masa Komar aplicado a la g-metric = Partamos es-

cribiendo la métrica (4) en coordenadas esféricas =* = (t,r,0, ¢):

91 Este teorema esta dado por: f% V, AR dV, = fa% Visi/T d?y . No obstante, este paso también
puede ser desarrollado a través del teorema de Stokes [g_zl
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om 1+q om —q—1 m2sen? 6 —q(2+q)
,=diag|—(1-22) (122 14— ,
In zag[ ( r ) ( r ) < +r2—2mrq)
9 —q 2 2p —q(2+q)
(1 2m) T (y miset )
r r2 — 2mr

2 —q
(1 — _m) r? sen? 9] .
T

Para el calculo de la masa de Komar implementaremos la definicién (100). Dado que
se desea obtener a partir de una solucién exterior a la fuente como lo es la g-metric

en (4), entonces tendremos la definicién de la forma

My = —— ¢ vrir ds,, (101)
8 St

Para ello, sera necesario determinar el integrando de (99):

VR = gV kY
(102)
= ¢"Vik' + g7V, k' + ¢PV ekt + g?PV k.

Al desarrollar las derivadas covariantes en las mismas coordenadas z® e insertando

los simbolos de Cristoffel diferentes de cero en (89), se tendra

Vrkt — grrkat — gr'r’ [aTkt + Fitkt] ] (103)

Ahora Reemplazamos las componentes de g en este integrando, obteniendo

Vrk,t — grrritk,t

~(r=2m\" [(—m®sen® 0 — 2mr + 1 1D (14 g)m (104)
N r 2mr? — r? r2 ‘
Ahora bien, sabemos que el elemento de volumen esta dado por
dSyuy = —2 (5,14 — NySy) VT d?y, (105)

donde d?*y = df A dyp, \/T = r?sen . Ademas, los vectores perpendicular y paralelo

a la superficie que encierra la fuente seran s, = (0,1,0,0) y n,, = (1,0,0,0), respec-
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tivamente.

Al sustituir todos los elementos (3.41) y (3.42) en la definicién (99), se llega a

2 1 2qm?2(1
MKz—h’mf (L+g)m  2qm (‘+Q)
R r—oo 72 73

N q(2 +q)(1 + q)m3sen? 0

1
r2(r? — 2mr) (106)
2,,4 2
_2¢°m*(2+¢)(1 +¢)sen® 2 sen 0 df dip
r3 (r2 — 2mr)
con lo que se obtendra finalmente
MKomar = m(q + 1) . (1 07)

Con el resultado obtenido en (107), en y (95), vemos nuevamente que las tres
cantidades coinciden; lo que nos lleva a concluir que para el espaciotiempo de la
g-metric, existe una equivalencia en los valores hallados a partir de las dos defi-
niciones de masa, ADM y Komar, asi como también con el primer momento polar

segun la definicibn de momentos multipolares de Geroch-Hansen.
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4. Conclusiones

La realizacion de este trabajo nos lleva a concluir lo siguiente: a partir de la definicién
covariante de estructura multipolar propuesta por Geroch-Hansen, e implementando
el método analitico de G. Fodor, C. Hoenselaers y Z. Perjés (FHP) para el céalculo
de los momentos multipolares, se obtuvieron los dos primeros términos asociados
al campo gravitacional externo del espaciotiempo de la g-metric: el monopolo y el
cuadrupolo. Estos términos coinciden con los encontrados en la literatura[*%} EI mo-
nopolo M,, corresponde a la masa de la fuente. El cuadrupolo muestra también la
existencia de una desviacion de la simetria esférica. Esta desviacion es responsa-
ble de la aparicion de una singularidad de curvatura, la cual no esta cubierta por un
horizonte de eventos, como se vi6 en el capitulo 1. De esta manera, la comparacion
del modelo tedrico de la g-metric con otras soluciones, cuya fuente corresponda a la
de un agujero negro, podria permitirnos distinguir una singularidad desnuda de un

agujero negro a través del analisis de trayectorias geodésicas.

Ahora bien, el primer concepto de masa que se estudié fue el de Arnowitt-Desser-
Misner (ADM), mediante el uso del formalismo 3 + 1 de la relatividad general. Con
ello se obtuvo el valor de la masa M4py en asociado a la g-metric. Sabemos
gue este resultado es consistente con el valor hipotético que se esperaba, ya que el
termino de masa encontrado depende explicitamente del pardmetro de deformacién
q. Esto permite deducir que si ¢ se anula, entonces M4py = m, lo que correspon-
deria a la masa de Schwarzchild. Asimismo, si ¢ # 0 y m = 0, independientemente

del valor que tome ¢, implica que el espaciotiempo en consideracion es plano.

El segundo concepto de masa estudiado corresponde al de Komar. Dicho concepto

9 Quevedo 2011} Hernando Quevedo: Quadrupolar metrics. En: arXiv preprint arXiv:1606.09361
(2016).
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se pudo considerar gracias a que la g-metric es estatica, dado que posee un vector
de killing en la direccion temporal. Asi pues, se encontrd que el valor obtenido para
la masa M, en (107), asociado a esta métrica, coincide con el encontrado en (95),
usando el primer concepto; valor que a su vez coincide también con el primer tér-
mino de la estructura multipolar segun el formalismo de Geroch-Hansen. Esto nos

permitié corroborar la equivalencia entre ambos conceptos.

Con el animo de extender el trabajo a futuro, se espera aplicar estos formalismos a
métricas estacionarias, tal como la de Kerr. Del mismo modo, se pretende ampliar
la investigaciones a otras de las diferentes definiciones que se tienen de masa, tal
como la de Bondi-Sachs, Ruffini, entre otras, con el fin de profundizar en el area y
dar una explicacién complementaria basada el dltimas investigaciones. De otro lado,
también se pretende seguir aplicando la g-metric a fendmenos de actual relevancia;
entre ellos resaltan el estudio de las sombras, y como solucién alternativa mas préxi-
ma a un escenario fisico real de un objeto astrofisico que presenta desviaciones de
la simetria esférica, al emplearlos en el sistema de navegacién satelital (GPS). Es-
tudios recientes se realizan empleando el espaciotiempo de Schwarzschild u otras
métricas en el marco del limite newtoniano; con lo que se esperaria una mejor pre-
cision y eficiencia en este tipo de tecnologias al modelar el planeta tierra como un

objeto con cierto grado de deformacion.
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ANEXOS

Anexo A. La ecuacion de Poisson y el potencial generado por una distribucion
arbitraria de masa

Para obtener el potencial gravitacional al exterior y/o interior asociado a un cuerpo
masivo de volumen limitado, partiremos de la ecuacién de fuerza gravitacional por

unidad de masa a una posicién x de la distribucion arbitraria de masa p (x’)

F(x) = G/”“;"3 p (X)) d3¥; (108)
X' — x|

Si ahora tenemos en cuenta que el primer producto del integrando en (108) puede

ser reescrito como:

vl 1 )= X=x (109)
|x' — x| X — x|

Reemplazando (109), en la expresion para la fuerza, tendremos

F(x) :vx/ g/pf";'d&h (110)
Al definir la cantidad
(x) = —G/ ‘}f,(f;di”x/, (111)

como el potencial gravitacional, vemos que es posible obtener una expresion para

la fuerza de la forma

F(x) = -V, (112)
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Esto tiene validez gracias que la fuerza gravitacional es conservativa®)} es decir, que
la circulacién del campo a lo largo de una curva es independiente del camino, solo
depende de los puntos inicial y final de la trayectoria. Su expresion matematica co-

rresponde a .7 - di = 0.

La divergencia de la fuerza en la ecuacion (108)), estara dada por

V-F(x) = G/Vx- (ﬁ) p(x) d*x'. (113)
No obstante, sabemos que
v, (4) 0, (114)
X' — x|

para todo x’ # x; razon por la cual consideramos solo cuando x’ = x, con lo que se
permite restringir el volumen de integracion a una esfera -muy pequefa- de radio h
centrada en este punto. Dado que, para un h suficientemente pequeno, la densidad
sera casi constante a través de este volumen, podemos sacar a p(z') de la integral.

Los términos restantes del integrando se pueden ordenar de la siguiente manera:

V- F(x) = GP(X)/ v, (LXS) By
x| <h X' — x|
N Y2Y,
_ _Gp<x)/ ¥ =x) &8 (115)
xi=h X — x|

= —Gp(x) /dQQ = —47 G p(x),

teniendo en cuenta que d*S’ = (x' — x) hd*Q, siendo d*Q2 el elemento de angulo séli-
do. De lo anterior, reemplacemos el potencial definido en (111), en (115), tendremos

la ecuaciéon de Poisson,

V2d = 4G, (116)

94 Jackson|1999.
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donde la solucién homogénea a (116) se denomina ecuacion de Laplace. Esta se
aplica en el caso en el que se tome una posicidn tal que p(x) = 0; es decir, en la

region externa a la fuente.

Ahora bien, para determinar el potencial externo e interno de la fuente en cuestion,
tomemos la ecuacién de Poisson (116) para un cascarén cuyo grosor es lo suficien-
temente despreciable, tal que sea equivalente a resolver la ecuacién de Laplace.

Para ello, en coordenadas esféricas, la ecuacion toma la forma:

19 [ ,00 19 (. 0 1 9%
S (P ) b e (sinb o )+ ey = 0. 117
2 or (7" ar) t 2 sin0 00 (Sm@ae> T ranZgag " (117)

Se propone una solucion mediante el método separacion de variables de la forma

O(r,0,9) = R(r)P(0)Q(¢), (118)

de tal forma que se podra expresar como:

sinf d [ ,dR sinf d dpr 1 d*Q
— ("= ——— (sinf— | = ——=——. 11
R dr (T dr) MR, (Sm de) Q 49 (119)
Luego de resolver la parte derecha de (119), es decir, para la funcién Q(¢), tendre-
mos:
Q(¢) = Qme™?, (120)
con el coeficiente m = ..., —1,0,1,..., dado que ¢ varia de 0 a 2w, para que se

preserve la periodicidad del potencial o.

Por lo que, al lado izquierdo nos quedara:

d [ ,dR

J(T E)—l(Hl)R:O, (121)

para la funcion R(r), y para P(#), con z = cos(f), sera
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P 2
d d } P+I(+1)P=0. (122)

—_— J— 2 —_
dz {(1 x)dx 1—22

Las dos soluciones linealmente independientes de (121), son

R(r)=Art 'y R(r)= Br ¢+, (123)

Mientras que la solucién para (122), corresponde a las funciones asociadas de Le-
gendre P{”(x)@, donde sélo seran fisicamente aceptables aquellas en las que [ toma

valores enteros positivos y |m| < I.

, ™ 2w ,
/ QY™ (Q)Yr' (Q) = /0 d0'sin 0 /0 deY™ (0, 9)Y (6, ¢)

(124)
= 6ll’5mm"
De lo anterior, sabemos ahora que la expresién para ¢ sera:
Dy (1, Q) = (A" + B ) Y1(Q) (125)

00 !

e (r, Q) =Y > (Apr' + Bior @) Y1) (r < a)

=0 m=—1

eyt (1, Q2) Z Z (Cumr" + Dy~ ”1)) Y(Q) (r>a)

=0 m=—1

) l 00 l
D2 Amd Y@ =D Y Dima” "IY(Q) (126)

=0 m=-—I =0 m=-I

Expandiendo la densidad superficial del cascardn delgado de la forma:

) l

Y oY) (127)

=0 m=-—1

%  George B Arfken y Hans J Weber: Mathematical methods for physicists. 1999.
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Integrando a lo largo de todo €2

/ QYT (Q)o(Q) = o (128)

Aplicando el teorema de Gauss a una pequenfa parte del cascardn delgado, tendre-

Mmos:

aq)ext a(I>in’[ _
( o )ra — ( o )Ta =4rGo(§2) (129)

=320 et (1 1) D42+ 1Aa ) Y() =

e (130)
4rG ZZ:O Zm:fl UZmYlm(Q>

A Y Dy, toman valores y se obtiene

l
i (r,Q) = —47Ga Y (g)l S S2myi(@)
m=—1

o0
1=0 -

(131)

00 l
oy (r, Q) = —4nGa’y_ (;) > SrEYQ).
=0 m=—1

Adicionalmente, la variacién de la densidad de masa superficial, estara dada de la

forma:
™ 2
doim(a) —/ d@sinG/ doY ™ (Q)p(a, R)da = pym(a)da. (132)
0 0

Con lo que se obtendra el campo generado por una distribucién volumétrica arbitra-

ria de masa, tanto en el exterior como en el interior estara dada por®®}

B(r, Q) = 0Deq + Y 0Ping
a=0 a=r

(133)
Y7 () 1 " > da
= —4n@G E 2;_5_1) (_r”l/o daa™?py,, (a) —|—7"l/ —allpzm(a)>.
Im r

% James Binney y Scott Tremaine: Galactic dynamics. Vol. 13. Princeton university press, 2011.
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Debido a que la g-metric corresponde a una solucidn exterior, para la realizacién de

este trabajo se tom6 unicamente el primer término en (133).
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Anexo B. La g-metric como solucioén a las ecuaciones de Einstein en el vacio

Para demostrar que una métrica satisface las ecuaciones de Einstein en el vacio,
es necesario determinar, a partir de esta, el tensor y el escalar de Ricc@, respecti-
vamente. Para dicho procedimiento se implementaran’ las ecuaciones de estructura

de Elie Cartan:

dw’ = —TY AW,

oy o (134)
Q= 3 R jjm w* Aw™ = d, T + T} ATE,

las cuales se encuentran escritas en el lenguaje de las formas diferenciales en el
espacio cotangente de la 4-variedad de métrica g,,,, que para este caso en particu-

lar, sera (4).

Para comenzar recordemos que en el capitulo 1, en coordenadas esféricas, la g-
metric adopta la forma en (4); Sin embargo, para el desarrollo de este calculo, se

tomara bajo la siguiente notacion:

G dot @ dz” =A*dt ® dt — B? [02 (dr ® drD? + r* df ®) d@) +r? sen’ 0 dp ® dcp} ,
(135)

donde

A2

32

/‘\/_\
| |
S EINE]
\_/v

m2sen? 0 —q(2+q) (136)
e

rZ — 2mr

D?*=D*r) = (1 - Q—m)_l.

r

C?*=C?%r,0) = (

% Por tensor de Ricci hacemos referencia a la primera contraccion del tensor de Riemann, y al
escalar, como su segunda contraccion.
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Adicionalmente, definiremos nuevas funciones en términos de las definidas previa-

mente; con el fin de encontrar la cantidad asociada a cada tétrada, de la forma:

~(at+1) 2 —q(2+9)
H¥(r,6) = H* = B*C*D* = (1_2_m) (uw) ,

: S (137)
2m\ ¢ 29 gen2 9\ ~94(2+9)
Fr0) = F? = g2c? = (1 - 22 [y masen ,
r r2 — 2mr

Tal que la métrica nos quede:

G dat @ dz” = A*dt ® dt — H?dr @ dr — r*F?df @ df — B*r* sen® 0dp @ dyp. (138)

A partir de (138), vemos que las tétradas ortonormales seran:

W= Adt; w? = Hdr; w?* = Frdf; w* = Br senfdp. (139)

Antes de poder calcular la primera ecuacién de Cartan en (134), sera necesario

determinar las derivadas de (139) para cada 1-forma, como sigue:

A
dw’ = d(Adt) ~dr A dt T Y A w?; (140)
H,
dw' = d(Hdr) = H,dr A dr + Hedf A dr = F—HHuﬂ/\wl; (141)
T

dw?® = d(Frdf) = F.rdr Adf + Fdr Adf + Fyrdf A df

B (F,«?“—i-F) w1/\w2' (142)
| _HFr ’
dw® = d(Brsen0dp) =B,rsenfdr A dp + B senfdr Adp + Br cosdf A dyp
143)
|\ Byr+B) ;4 cot(f) , 4 (
= HBrW/\w+Frw/\w’

siendo Hy, A,, F, y B, derivadas de las funciones H, A, F y B respecto a las coorde-
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nadas 6 y r, respectivamente.

Con ello, sera posible escribir la primera ecuacién de Cartan,

dw’ = —T7 AW,
con lo que obtendremos:

dw’ = T AW’ =T Aw! =T% Aw? —T9% Aw?

do' = —T'o AW —TH AW =T AwW? =T Awd =

dw? = T2 AW —TH AW = TH AW —TH AW =

=|—w AW

AH

HO |
oy

F, F

HFr

dwd = —T3g AW = T3 Awr = T35 Aw? — T35 Aw?

HBr 7 Fr

(B, r+B) Awl — cot(6) WA WL

(144)

(145)

(146)

(147)

Estas expresiones nos permitird determinar las 1-formas I'V; diferentes de zero, las

cuales son:
'y =-1ty= —j—;[ w?,
H
cot (6
I — I% — F(T) ¥

(148)

Con el animo de determinar la segunda coleccién de ecuaciones de acuerdo con

la segunda ecuacion de Cartan, (134), sera necesario hallar las derivadas de las
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1-formas en (148). Estas corresponden a:

A A, A (A
0 o T 2 o Tr T r
A =d (AH “ ) RVV:EANE (E) *

art, — (e p\ | He  Hy (Hy\  Hy (I
? rFH (rF2H (rF)? \H?) 12HF \ F?

Hy ? 1 2
+ (rFH) ws AW,
Fr+F Fr F,  (Er+F) (F.rF)

dF2 =d 1 = _ I —F/

2 ( HrF w) [HrFZ T HGER T REE2 T FeeH e
(FrF)Hy] ,

A0 2 A

(HrF)2 |© 7

B..+ B B B.B 1 1
I, = L 3) T r T
dI™y d(_ (,) _[<_ _|__2+_2)_2

VH(B 1Y (BotBY]
H3\ B 1 Her )|“ Y

N KBM + B) Cot(@)] e

HBr? F
t(0) csc?(0)  cot(0)F'0  cot()
s, = _cotlv) s\ _ 3 2
dl™”y d( r w) ( (F)? + j + 7r w” Aw
cot(0) (F/  B,\ 1. 3
T HFy (F B)w Al

(149)

(150)

(151)

(152)

(153)

donde vale la pena mencionar nuevamente que los subindices 4 y ,. corresponden

a las derivadas de las funciones con respecto a estas coordenadas. De otro lado,

aquellas funciones que tengan el apostrofe, como supraindice, corresponden a las

derivadas internas.

De lo anterior, podemos obtener las ¢, a partir de la segunda ecuacion de Cartan
J
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en (134),

1

0. ==
2

j Rjim W Aw™ = dT"; + T AT,

se escriben de la forma:

Q01 = drols

QY% =T% AT?;

Q% =T AT'3;

Oy = dly;

ng =d F13 + Flg A F23;

0% =d % + T2 AT + T2, AT,

0%, = d T2,

(154)

(155)

(156)

(157)

(158)

(159)

(160)

Para las demas Q; es posible demostrar que son nulas, debido a que no todas las

1-formas I" son diferentes de cero. Ahora bien, en términos de las componentes del

tensor de Riemman,y teniendo en cuenta la propiedad de antisimetria del producto

(A), quedara:



1

Qog = 5 R0323 w2 VAN w3;
1

ng = 5 nglg wl VAN wQ;
1

ng = 5 R2221 w2 A wl;

1 1 1 3 1 1 1 3 2
Q3:§R331w ANw +§R332w /\w;
2 1 2 1 3 1 2 3 2
Q3:§R313w A w +§R332w A w”.

En ese orden de ideas, podemos ahora tener las componentes del tensor de Rie-

mann distintas de cero en términos de las componentes de la g-metric como:

= __ATTJFﬁ A, +é H, +AT Fr+F
2= am? Uoge \ A2 A \ {3 AH \ HFEr )’

A H,

0 o rilg

R 221 — AHQFT"

. A, (B,r + B)
2 AH?Br

R1:H99_H0 ﬂ_£1+ﬂ+ﬂe2
T (rF?H  (rF)?2\H?) r2HF F? rFH) "’

Ry — (—BTT N B! B, l) b N H! <& 1) N B,r+ B Hgcot(0)
B B> r2)H? H3\B r HBr (rF)2H "’
Ry — (Brr - B) cot(6)
1+ Br? F
[ cot(#)  cot(f)F"0  cot(0) (Brr + B) Hy <Brr + B)
BT HF? T HF?r Fr? HB (rH)?F B ’
(Frr + F) cot(#),
H(Fr)?
2
R?33 = C(S;,T()i) + cot(0)Fy + %@7
o Fig Fy  Er+F_, (Fr+F) , (FrF)H,
221

T HF  HGF?  GFRH T FSeH T (HrF)2
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Estas expresiones nos conducen directamente a determinar las componentes co-
rrespondientes a las componentes del tensor de Ricci, mediante la contraccién de

indices de las componentes del tensor de Riemann; las cuales seran:

H, F) Hy \’
1 00 0 0

R = 14+ -2

2T (bF2H  (rF)? ( ) r2HF< F2) (T’FH) ’

Rl —_p_ __ (BB T 1  H (B 1\ (Br+B) Hycot(d)
331 — 313 — BQ B 742 H?2 H3 B r HBr (TF)QH )
o _ Fo B FrtF (BriF),,  (BrF)H
2T HeF? U HGF)?  (bFH Y FS2H Y (HaF)?
csc? (0 cot (6
R?330 = —R%393 = _‘( (F)<2 ) — cot(0) F'0 — F<r )

Mediante el uso del programa Wolfram Mathematica, realizamos la suma de las
componentes R'spa, R'ssi, R%291 Yy R?332, Obtuvimos Rj,, = 0, el cual corresponde
al resultado esperado para aquellas soluciones que satisfacen las ecuaciones de

Einstein en el vacio.
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