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SUMMARY

TITLE: APPROXIMATION TO THE DIMENSION CONCEPT IN PRIMARY EDUCATION’

AUTHOR: NINI JOHANNA ARCHBOLD"™
KEY WORDS:

e Dimension
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e Didactic

e Education

DESCRIPTION OR CONTENT:

Remember that we live in aworld fill of infinites shapes, in atotally geometric world. The geometry
aways has made part of the mathematics, and comprehend a lot of concepts and theories. One of the
key concepts is the “dimension”, which works up in this monograph, since of primary education,
starting from the kinder garten that is where built the bases for the apprenticeship in children.

The present work is a hibliographical review, based on the “Dimension” Article of Thomas F.
Banchoff. The dimensions that analyze are from dimension three to one, called usual dimensions and
dimensions cero, four and fractal called uncomon dimensions. Apter carry out these concepts to the
education, it means these concepts to the education, it means these concepts relate with the develop of
mathematical thought in the students making of a didactic way and starting from dimension three,
because children work better with elements from their own space, it means with elements which they
are interacting, real elements. Then, Teaching the o ther dimension, using didactic material too.

Nowadays, in the schools are teaching more geometry that before didn’t do, because teachers liked an
aspect not so serious, or they didn’t have the time to teach it.

Invitation that Thomas does, in his article “Dimension” is that geometry must be more teach and that
use new technologies for its teaching.

And aso make more didactic material, in this way, the apprenticeship is more pleasant of the
mathematics in children. And the children can observe in a didactic way, different results that before
only could be seen in a paper.

" Monograph.
Ability of Sciences. Licentiate in Mathematics. Rosalba Osorio Aguillon.



RESUMEN

TITULO: APROXIMACION AL CONCEPTO DE DIMENSION EN LA EDUCACION
PRIMARIA”

AUTOR: NINI JOHANNA ARCHBOLD™
PALABRASCLAVES:

Dimensién

Geometria

Didactica

Educacion

DESCRIPCION O CONTENIDO:

Recordemos que vivimos en un mundo lleno de infinitas formas, en un mundo totalmente geométrico.
La geometria siempre ha hecho parte de las mateméticas, y encierra muchos conceptos y teorias. Uno
de los conceptos claves es € de “Dimensiéon”, el cual se trabgja en este monografia, a partir de la
educacion primaria, empezando desde el Jardin Infantil, que es donde se construyen las bases para €l
aprendizaje de los nifios.

El presente trabajo es una revision bibliogréfica, basado en e articulo “Dimensién” de Thomas F
Banchoff. Las dimensiones que se analizan van desde la dimension tres ala uno, llamadas dimensiones
usualesy las dimensiones cero, cuatro y fractal [lamadas dimensiones extrafias. Luego se llevan estos
conceptos a la educacion, es decir se relacionan con €l desarrollo del pensamiento matematico en los
estudiantes, haciéndolo de una manera didéctica y empezando desde la dimensiédn tres, ya que a los
nifios se les facilita més trabagjar con los elementos con los cuales ellos estan interactuando, elementos
reales. Luego se ensefian las otras dimensiones, también usando material didéactico.

Hoy en dia ya se esta ensefiando mas geometria en los colegios, antes no se hacia, ya que a los
profesores | es parecia poco serio, o no les alcanzaba el tiempo para su ensefianza.

La invitacién que hace Thomas en su articulo “Dimensidn” es que se ensefie mas geometria, que se
usen nuevas tecnol ogias para su enseflanza, y que se construya més material didéactico, de estaforma se
hace mas agradable el aprendizaje de las matematicas, y los nifios pueden observar de una manera
didactica, diferentes resultados que antes solo podian ver en un papel.

" Monografia
Facultad de Ciencias. Licenciatura en Matematicas. Rosalba Osorio Aguillén.



INTRODUCCION

“La geometria es aprehender € espacio... ese espacio en el que vive, respira, y se
mueve el nifio. El espacio que el nifio debe aprender a conocer, explorar y conquistar,
para poder vivir, respirar, y moverseen é.”

FREUDENTHAL

Recordemos gue vivimos en un mundo geométrico, Ileno de diferentes formas, y que
la naturaleza fue la que posiblemente nos proporciond las primeras nociones de
geometria. Luego el ser humano empezé a clasificar todas estas formas geomeétricas
que vio, y las utilizd a su conveniencia para crear toda clase de objetos; desde un
“insignificante” tornillo hasta las mas grandes construcciones como las pirdmides de

los egipcios, lastorres gemelas, etc.

La geometria resulta ser méas antigua que €l mismo arte de la escritura, porque para
poder indagar acerca de nuestros antepasados, casi o nos basamos en lo que hayan
podido escribir, sino en sus dibujos, en sus objetos, en su ropa, hasta en la misma
forma de sus cuerpos, en pocas palabras nos basamos en las formas, en 1o que se

puede ver y palpar, enlo redl.

La geometria es usada por todos y para todo, hasta € tiempo posee su propia

geometria, como nos daremos cuenta mas adelante al hablar de la cuarta dimension.

Pero aunque la geometria la estemos utilizando implicitamente para todo, es un
campo poco trabgjado en la educacion. En los colegios generalmente se deja para
final de afo, y la mayoria de las veces no se alcanza a desarrollar, y cuando se
desarrolla, solo se hace en el cuaderno del estudiante, manejando formulas que ellos
aprenden mientras estan en el curso y después no recuerdan, y esto sucede porque

desde la temprana escuela no se le esta ensefiando a nifio su mundo geométrico, no



se le muestra la realidad, se le muestran simples dibujos en un tablero, que para €
caso de una segunda dimension puede que sirva, pero paratratar latercera dimension,

“nuestro mundo real”, esto resulta insuficiente.

Aqui es donde vale la pena resaltar que no se hace geometria hasta que no se
relacionen diferentes afirmaciones geomeétricas, se conjeturen resultados y estos se

apliquen a diferentes situaciones.

Por esta razén es que me interesa hacer una revision bibliogréfica basada en el
articulo “Dimension” de Thomas F. Banchoff, ya que en este articulo Thomas da
herramientas para hacer mas provechoso € aprendizagje de las mateméticas, en

especia de la geometria por medio del mangjo de las diferentes dimensiones.

En el trabgjo se hace un anadlisis de las diferentes dimensiones que menciona el autor
en €l articulo, incluyendo la dimensién cero. Finalmente se trata la dimension fractal,

haciendo una corta resefia de 1o que es la geometria fractal.

Después de hacer el andlisis mas que todo intuitivo de las diferentes dimensiones, se
presenta su importancia en € desarrollo del pensamiento matemético de los
estudiantes. Adicionamente se analizan algunos temas matemaéticos, a los cuales
Thomas F. Banchoff hace referencia en su articulo, asi como el método que utilizaba
Friedrich Froebel para ensefiar a sus pupilos. De esta forma desea aplicar la vision de

como utilizar el concepto de DIMENSION en |a ensefianza de |as mateméticas.

Vale lapenaaclarar que el andlisis de las diferentes dimensiones se quiso hacer en un
comienzo con base en la bibliografia recomendada por Thomas F. Banchoff; pero
solo fue posible encontrar dos libros, asi que se consultaron otros libros y algunos

articulos en Internet.



1. ANALISISDE LASDIFERENTESDIMENSIONES SEGUN EL
ARTICULO “DIMENSION” DE THOMASF. BANCHOFF

Se puede llegar a pensar que la geometria suele ocuparse solo de problemas
relacionados con la medicion y construccion asi como con problemas relacionados
con astronomia. Pero la geometria va més all& de las mediciones y construcciones,
también tiene un valor axiomético lo cual permite que se demuestren muchas teorias.
Fue sobre todo Euclides quien con su obra “ELEMENTOS” sent6 las bases teoricas
de la geometria matemética. En la edad media fueron las culturas islamicas quienes
sumaron latrigonometria ala geometria Euclidiana. En el siglo XVI1I Europavuelve a
ser e centro de desarrollo de la geometria; nace asi la geometria analitica. En el siglo
XVIII aparece la geometria diferencial. En el siglo XX la geometria tradiciona es
sustituida por |a geometria moderna que hace uso de novedosos sistemas axiomaticos.
Con € soporte de las computadoras, |a nueva geometria descriptiva va volviéndose

unaimportante ayuda en cada vez mas aspectos de la cotidiana.

La geometria siempre ha hecho parte de las mateméticas, € sentido estético del
hombre prehistérico pudo haber despertado su interés por los disefios y relaciones
espaciales y de esta forma empezar a hacer geometria, ya sea por € puro placer de
hacer matematica, como ayuda préctica para la medicion u otras aternativas, como €l
hecho de que la geometria, asi como la numeracién, tuviera su origen en ciertas

précticas rituales primitivas.*

La geometria a través de toda la historia ha encerrado muchos conceptos y teorias,
uno de los conceptos claves es e de “Dimension”, e cua todavia se sigue
estudiando.

El concepto de dimensién puede observarse desde tres caminos diferentes:

1 \www.20enmate.com, 11 de enero de 2004.



1) Dimension topolégica: desde un punto de vista topologico se sabe que la
circunferencia 'y una curva cerrada simple encierran el mismo tipo de superficie (es
posible transformar una en la otra mediante una deformacion continua, es decir, sin
gue sea preciso someter a ninguna de las dos a manipulaciones “no topoldgicas’).
Desde un punto de vista métrico no son el objeto, ya que las &reas que encierran son
diferentes. Aparece aqui entonces, una caracteristica moderna de las matematicas.
intentar clasificar los objetos por 1o que se conserva, por los invariantes, y analizar
por otra parte, qué ocurre con lo que no se conserva, cOmo hay que anadizarlo, qué
hay que hacer con ello, como integrarlo en e mundo de los entes matematicos.

En e gemplo anterior, 0 que se conserva es el carécter topoldgico, es decir, la
dimension topolégica. Ahora se analiza brevemente 1o que significa la dimensién
topolégica, que es un término que introdujo Henri Poincaré para discernir sobre

cuestiones de este tipo.

La definicion inductiva dada por Poincaré a introducir este concepto fue la siguiente:

¢ El conjunto vacio tiene dimension —1.
e Si los bordes de los entornos pequefios de todos los puntos del ente son espacios
(n-1) dimensionales, se dice que el espacio que se considera es n-dimensional.

Seguin esta definicion se tiene:

e Conjunto vacio: dimensién topoldgica: D = -1
e Punto: dimension topolégica: D =0

e Segmento: dimension topolégica: D =1

e Cuadrado: dimension topologica: D = 2

e Cubo: dimension topoldgica: D =3



Otra definicion de la dimension topoldgica de un objeto geométrico la dio K. Devlin
en 1988. Es la definicidn por e movimiento: En una curva solo hay movimiento en
una direccion, adelante o hacia atras. En una superficie hay movimiento adelante,
atras, a derecha, a izquierda. En un volumen hay movimiento, ademas, hacia arriba,
hacia abgjo.

La construccién de la dimensién topol égica se puede basar en la idea de generalizar
el concepto de que la dimension de una bola es tres, mientras que la dimension de la
esfera que la limita es dos: dimensién de un conjunto x a partir de la dimension de su

frontera &x.

2) Algebra lineal: para dar la definicion de dimension en este caso, se debe conocer

primero e concepto de BASE:

Base: si B es un conjunto de vectores de un espacio vectoria V, entonces B es una

base paraV s y solo si:

e El espacio V es generado por B

¢ B esun conjunto linealmente independiente.

El concepto de dimension viene dado de la siguiente manera:

Dimension: ladimension de un espacio vectorial V = {0} esnsi y solo si V tiene una
base que contenga n vectores. En € caso trivial en que V # {0} se dice que V tiene

dimensién 0.

Al dar esta definicion se puede observar que €l nimero de variables independientes

de una ecuacion es lo que determina la dimension.



Esta definicidn de dimension esta mas de acuerdo con laidea intuitiva que se tiene de
este concepto cuando se habla de un punto como algo cerodimensional, una recta
como algo unidimensional, un plano como algo bidimensional y una espacio en tres

dimensiones.

Cuando el concepto de dimensién es tratado de esta forma, es cuando se habla de

dimensién EUCLIDIANA, que seria un caso particular del dgebralineal 2

3) Teoriadela medida:

El concepto de dimensidn en términos de la medida se refiere a crecimiento, es decir

hay unarelacion de potencias.

Seslapotenciaalaque se elevael diametro paracalcular lamedida H(E).

S=3, volumendeE
H®(E) © {S=2, &eadeE
S=1, longituddeE

Se observa que s E es una regién plana, a medir la longitud, esta sera infinita,

igualmente, si se trata de medir el &rea de un sdlido, esta también serainfinita.

2 GROSSMAN, Stanley |. AlgebraLineal, ed. 5. Colombia: McGraw-Hill. 1996, p. 337-348.
$ FALCONER, K. J. The geometry of fractal sets. Cambridge University Press. 1985, p. 1-19.
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Obsérvese la siguiente gréfica:

Figura 1. Gré&fica para obtener la dimension.

En el momento en que HE) deja de ser infinito, para volverse cero, en ese momento

setendra el valor D de la dimension.

H®(E)=w,s S<D
Gm(E) =D e | (B} =8 S<
H%(E)=0,5S>D
Aungue se reconozca la dificultad al formalizar estos conceptos, esto no debe impedir

su exploracion anivel intuitivo y elemental.

Un profesor de mateméticas no tiene que conocer formalmente el desarrollo de este
tema, pero s seria bueno gque se investigara un poco mas, y asi cultivar inquietudes en

sus estudiantes.

Es claro que estos conceptos son muy avanzados, y en este caso es megor no
profundizar en ellos.



1.1 DIMENSIONESUSUALES

1.1.1 Dimension tres. en la dimension dos se habla de profundidad y anchura, ahora,
la dimensidn tres se refiere a la profundidad, anchura y atura, aparecen todos los
cuerpos tales y como los conocemos en el universo, objetos mas anchos, mas atos o
més profundos que otros, con diferentes formas, esta es la dimension en la cual

vivimos, la dimension de nuestro mundo real.

Asi como en las otras dimensiones se habla de punto, rectay plano, en la dimension
tres se hace referencia a ESPACIO, en e hay puntos, rectas, planos, superficies,
solidos.

El espacio esilimitado, en é hay puntos, rectasy planos.

Al igual que € punto, larectay el plano, € espacio no se puede definir, pero si se

pueden dar ideas que lo sugieren.*

Ejemplo:

e Unglobo (hay puntos sobre, dentro y fueradel globo). (ver figura 2.)

Figura 2. Globo.

* CLEMENS; O'DAFFER Y COONEY, Op. Cit., p. 11.
8



El hilo es de dimensién 1, la goma de dimension 2 y e gas interno (no es solido)

definen un volumen (dimension tres).
e El espacio como lo que queda a destruir e globo. (ver figura3.)

Figura 3. Globo destruido.

"

-~

L os cuerpos que viven en la tercera dimensién son |lamados solidos. Un sblido es lo
gue tiene longitud, anchura'y profundidad y los extremos o fronteras de un sélido son

superficies planas.”

En la dimension tres nace e concepto de volumen, el volumen es un nimero positivo
Unico que se le asigna a cada sdlido, se mide en unidades ctbicas “u*, y se puede
decir que € volumen es la cantidad de espacio que ocupa cada solido, esto, sin

confundirnos con el peso.®

En esta dimension también se puede hacer referencia a nimero pi (r), que en este
caso es larazon entre e volumen de un cilindro y un paralelepipedo de base cuadrada
con lado igual a radio de labase del cilindro y lamisma atura. (ver figura4.)

> PUERTAS CASTANO, Libro X-XI11, 1996. Op. Cit., p. 199-201.
® CLEMENS; O'DAFFER Y COONEY, Op. Cit., p. 444.

9



Figura 4. Relacion del volumen del cilindroy el paralelepipedo.

R

En la dimension dos se trabaja con pares ordenados en un sistema de coordenadas
XY. En la dimension tres se tiene el sistema de coordenadas XY Z, este sistema de
coordenadas es un conjunto de tres lineas que se juntan en un Unico punto de forma
perpendicular, cada una dispuesta segiin cada una de las dimensiones de espacio, es

decir, profundidad, anchuray altura.

Lamayoriade las veces €l ge X vadeizquierdaaderecha, el gje Y vade abajo hacia
arribay el ge Z va de atrés hacia delante; en cada uno de los € es van ubicados los

numeros reales. (ver figurab.)

Figura 5. Sistema de coordenadas XY Z.

Y

Este sistema es imaginario y su ubicacion y orientacion son totalmente arbitrarias, las

define cada cual segun sus necesidades. Para definir algo tridimensional en el sistema

10



XYZ utilizamos coordenadas, a igual como |o hacemos en el sistema bidimensional.
Los tres ges. X, Y, Z no son elementos reales del mundo, son una creacion y un

convenio humano para poder trabajar en tres dimensiones.”

Los objetos no llevan acopladas las coordenadas, las coordenadas las ponemos

nosotros, y esto resulta fundamental para nuestra orientacion espacial.

Se puede imaginar los tres gjes como las aristas de un cubo, que se unen para formar
uno de los ocho vértices. Las posiciones se calculan midiendo la posicion lateral, la

alturay laprofundidad. (ver figura 6).

Figura 6. Aristasde un cubo.

q
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Cuando expresamos los elementos de una habitacion en coordenadas XYZ, y
hacemos coincidir el origen (0,0,0) con una de las esquinas de ella, tenemos un

ejemplo de coordenadas en €l espacio.

Los vértices de un cuadrado en el plano XY estaban dados por cuatro puntos: (0,0),
(0,2), (1,1) y (0,1). Ahora se va a obtener un cubo en e sistema de coordenadas XY Z:
(0,0,0); (1,0,0); (1,1,0); (0,2,0); (0,0,2); (1,0,1); (1,1,2); (0,1,1). Lo que se hace es
tomar los puntos del cuadrado, agregar cero en la tercera coordenada y luego mover
el cuadrado una unidad en la tercera direccion, esto es, agregar unos en la tercera
coordenada.® (ver figura 7).

" www.infor.uva.es/~descover/proyectos/animacion/gjes.htm. 12 de Junio de 2003.
8 RUCKER, Op. Cit., p. 46,47
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Figura 7. Cubo construido en € sistema de coordenadas XY Z.

L as coordenadas se expresan en la medida que mas nos convenga, segiin €l tamafio de
lo que se quiere definir. Asi cuando se trabaja en una habitacion se utilizan metros, s
se trabagja con regiones inmensas se usan kildmetros, o cuando se trabga con

miniaturas, milimetros, claro estd, que se pueden utilizar otras medidas.

Otro giemplo es €l caso de un avién, supongamos que se encuentra 1.000 metros a
norte, 500 metros a este y 200 metros de altura, en este caso se puede situar €l gje X
de oeste aeste, Z de sur anortey Y de abajo a arriba, entonces las coordenadas son
(500, 200, 1000). Supongamos gue ahora € avién se encuentra a 500 metros al oeste,
a 1000 metros a sur y a 200 metros de altura, luego las coordenadas ahora son (-500,
200, -1000). (ver figura 8).

Figura 8. Avion en vuelo.

12



El origen de coordenadas se debe situar en un lugar adecuado para tener una buena
referencia. Antes en larealidad cuando se quiere dar la posicion de un aeroplano, las

coordenadas que se dan son lalongitud, lalatitud y altitud.

El estudio de la dimension tres es importante ya que es nuestra propia dimension. La
realidad material es lo tridimensional, |0 que cabe enmarcar en las tres dimensiones
clasicas. Como ya se vio, profundidad, anchura y altura son las tres dimensiones de

nuestra mente con las que enmarcamos a |l os objetos material es.

Y a no solo nos movemos hacia delante o hacia atras, hacia la derecha o izquierda, en

esta dimension nos podemos mover también hacia arriba o abagjo.

Por dltimo vale la pena recordar que €l universo estd impregnado de geometria, ya
que la geometria es laciencia del espacio.” Todos los cuerpos estan en el espacio y el
espacio esta en todos los cuerpos. El espacio es, el campo de accién de la geometria.
Todo lo visible, todo o corpdreo, todo |o existente materialmente esta en el espacio y
constituye un elemento o unarelacién de hechos espaciales. Si |a geometriaimpregna
constantemente todo el mundo objetivo, es debido a que e mundo objetivo es un
mundo espacial.

1.1.2 Dimension dos. después de una exposicion sobre el punto y lalinea, se tienen
suficientes bases para hablar de la dimension dos. Se vio que la dimensiéon uno esta
dotada de profundidad, la dimension dos posee tanto profundidad como anchura, y
ahora ya no se tiene una linea, sino que se tiene un plano, en el que se pueden ubicar
puntos y lineas las cuales se pueden situar con total libertad, y no tienen porqué tener
el mismo grosor, aqui es posible formar figuras planas y contornos. La palabra plano
también se considera “primitiva en la geometria euclidiana, en la geometria afin, esla

solucién a una ecuacion lineal en tres variables.

® DEL PUNTO A LA CUARTA DIMENSION. p. 41.
13



Se puede intuir lo que es un plano mediante imagenes™:

Ejemplo:

e Un plano como parte de un objeto fisico. (ver figura9).

Figura 9. Queso.

e Un plano como €l corte méas delgado posible. (ver figura 10).

Figura 10. Queso tajado.

No solamente |os planos son de dimensién dos, |as superficies también.

L os objetos en esta dimensiOn tienen ciertas caracteristicas:

19 CLEMENS; O’'DAFFER y COONEY, Op. Cit., p. 11.
14



1. En ellos se puede hablar de longitud y anchura.™*

2. Se les puede medir el drea. Cuando se habla de érea, esta se puede definir como
una parte del universo delimitado por lineas, donde se puede solapar figuras e incluir

unas figuras e incluir unas figuras en otras.'?

3. Estan limitados por lineas de dimensién uno.

Hay varias formulas para halar &eas de regiones planas. Esas formulas son
instrumentos de aplicacion inmediata en actividades académicas y préacticas como
son, €l embaldosado de los pisos, la confeccidn de vidrieras, los disefios textiles, la

planeacién urbana, el disefio de maquinas de alta tecnologia e industrial, etc.™

En la dimensién dos, es necesario elegir una unidad de medida “u® para medir €l

areade las regiones, a esta unidad de medida se le Ilama “ unidad cuadrada’.

Una unidad cuadrada es una regién cuadrada en la cual cada uno de sus lados mide

unaunidad de longitud. (ver figura11)

Figura 11. Unidad cuadrada.

una unidad unidad cuadrada

1 PUERTAS CASTANOS, Margarita. “Los Elementos de Euclides’ Libros 1-VI. Espafia: Editorial
Gredos. 1991. p. 13-17.

12 C| EMENS; O'DAFFER y COONEY, Op. Cit., p. 11.

¥ PUERTAS CASTARNOS, Op. Cit., p. 4.
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Las unidades mas comunes para medir areas son la pulgada cuadrada, € pie

cuadrado, las yardas cuadradas, |os centimetros cuadrados, |0s metros cuadrados, etc.

El &rea de unaregion se determina contando el nimero de unidades cuadradas que se

requieren para cubrir exactamente laregion.™ (ver figura 12).

Figura 12. Area de una region deter minada.
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En un plano cuadriculado se puede decir, vete tres cuadras a la derecha, dalavueltaa
la izquierda y avanza otras tres cuadras o “avanza tres cuadras al este y luego tres
cuadras a norte”. Thomas habla de una “geometria del taxi”, donde se da unas

instrucciones parallegar a un determinado lugar.
Aqui se puede hablar de mapas. La superficie de la tierra, se representa en forma
bidimensiona por medio de la latitud y la longitud para determinar la posicion de un

punto sobre ella.*® (ver figura 13).

Figura 13. Globo terraqueo.
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“ CLEMENS; O'DAFFER y COONEY, Op. Cit., p. 398.
® RUCKER, Rudy. La Cuarta Dimension. Edicién Original. Barcelona, Espafia: Salvat Editores S.A.
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En el aspecto del agebra lineal (geometria afin) en la dimension dos, se habla de un
sistema de coordenadas XY, compuesto de dos rectas numeéricas, ubicadas una
perpendicular a la otra, cuyo punto de interseccién es el origen (0,0) y en cada recta
estan ubicados los nimeros reales. En este sistema de coordenadas se puede
representar un cuadrado, dando sus vértices, que serian cuatro puntos, por € emplo:
(0,0), (1,0), (1,1 y (0,1), la primera coordenada corresponde a la ubicacion en € ge
X'y la segunda corresponde a la ubicacion en € ge Y. Luego unimos estos cuatro
puntos por lineas rectasy asi vemos como se mezclan punto, rectay plano. (ver figura
14)

Figura 14. Cuadrado construido en € sistema de coordenadas XY .

Y
A
0,1 (1,1
. X
< 0 1 3 >
v

En la dimensidn dos se habla del nimero pi (it) como “larazon del areade un discoy
el area de un cuadrado de lado igual al radio del disco”. (ver figura 15).
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Figura 15. Razon del area del circuloy el area del cuadrado.

También en la dimension dos se encuentra la geometria analitica del plano, a saber

rectas, circulos, pardbolas, elipses e hipérbolas, e incluimos las funciones reales de
variable real. (ver figura 16).

Figura 16. Geometria analitica del plano.

Y Y
A
4/1 P X <+—€ >—»X
v
Y Y Y
A A A
A O, )( .
v v v
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Se puede imaginar un mundo bidimensional como la superficie sin espesor donde
viven todas las figuras planas, las cuales solo se pueden mover hacia atrés, hacia a
delante o hacialaizquierda o derecha, asi como las figuras que viven en la dimension
uno sblo se pueden mover hacia atrés o hacia a delante, es decir linealmente y en la
dimension cero, €l punto no tiene ninguna posibilidad de movimiento.

1.1.3 Dimension uno. en esta dimension se esta haciendo referencia a la
profundidad, agqui aparece la linea recta, aunque es otro concepto que no se puede

definir, se puede dar ideas que nos lleven a éste™®, estas ideas en ninglin momento se

pueden identificar con una definicion.

Ejemplo:

e Unarecta como parte de una situacion fisica. (ver figura17).

Figura 17. Carrilera.

e Una recta como la linea més delgada que se pueda dibujar, conservando la
direccion. (ver figura 18).

Figura 18. Lineasrectas.

18 1bid., p. 10.
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Se dice que una recta es una longitud ilimitada, derecha, sin grosor ni extremos, y
para relacionarla con la dimension cero, puede decirse, que la linea recta es una

sucesion de puntos en una Unica direccion.

En los Elementos de Euclides se trata de dar la definicion de linea como “una
longitud sin anchura’ y también se aclara que los extremos de una linea son puntos, o
sea que se ve e punto como € limite de la linea. Esto es, una figura es

unidimensional si su frontera estd compuesta de puntos.

En esta dimension € punto puede estar situado en cualquier parte, méas atrés, mas

adelante y existen infinitos puntos en distintas posiciones.

Cuando se habla de recta, se habla de un nimero, de una longitud, de una distancia,
es por esto que Thomas escribe que en esta dimensién, niUmero y geometria se hacen

uno solo, se entrelazan.

Haciendo referencia a dlgebra lineal, en la “dimension uno” aparecen los conceptos
de posicion, distancia y longitud. En esta dimension se puede dividir la linea en
distintos segmentos con distintas longitudes y posiciones, pero no pueden existir

lineas que se crucen 0 sean Mas gruesas unas que otras.

Thomas enuncia varios gjemplos para entender ésta dimension.

e Cuando se dan instrucciones parair de un lugar a otro, ir tantas casas a la derecha,
0 a la izquierda, o cuando se quiere encontrar un lugar con una direccion,

simplemente se esta ubicando un nimero.

e Cuando se quiere hallar la temperatura en un termometro, se esta hallando un

nUmero, ya sea positivo o negativo.
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e También cuando se quiere cambiar de estacion en un radio ya sea anal6gico o
digital, lo que se necesita es ubicar un nimero.

Como se puede ver en estos gemplos parailustrar la primera dimension, lo Unico que

serequiere es lalocalizacion de un nimero.

Ahora vamos a adentrarnos mas en la parte de distancias y longitudes, ya que €
problema fundamental de la geometria unidimensional es la determinacion de la

distanciaalo largo de unatrayectoria.

Para medir una magnitud se elige una unidad de medida “u” adecuada, de la cual se
toman multiplos y submiltiplos. Cuando se mide una cantidad de una magnitud se
compara con la unidad de mediday se expresa las veces que la unidad de medida esta

contenida en |a cantidad, acompariada con |la designacion de la unidad usada.*’

Para hablar de posicion, distancia y longitud, es importante hacer referencia al
concepto de perimetro. Se puede decir que € perimetro de una figura es la longitud

del contorno de ésta.

Aunque vale la pena aclarar que € concepto de perimetro se define para figuras que
estén por lo menos en dos dimensiones, |o que se mide es |a frontera de estas figuras,

estafronteras esunidimensional.

Un giemplo se tiene al comparar perimetros de curvas y poligonos. En este caso €l

perimetro de un poligono esla suma de las longitudes de los lados del poligono.®

Al hablar de perimetros se encuentra algo muy importante que es el nimero pi (r). A
veces se piensa que este numero es la simple estimacion numérica que da la

calculadora (3,1415...) 0 22/7, pero estas son solo aproximaciones.

" LONDONO, Nelson; GUARIN, Hugo y BEDOY A, Hernando. Dimension Matemética 8. Colombia:
Grupo Editorial Norma, 1993. p. 12.
8 CLEMENS; O’'DAFFER y COONEY, Op. Cit., p. 408.
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Mateméticamente y desde € punto de vista de la dimension uno, n es la razén de la

circunferenciadel circuloy su diametro. (ver figura 19).

Figura 19. Relacion entre el diametroy la circunferencia.

_ longitudde la circunferencia
longituddel diametro

Encontrar la circunferencia del circulo es un problema unidimensional, o sea, su
solucion debe estar representada por un punto en la recta numérica, se pueden hacer
comparaciones con perimetros de poligonos inscritos y circunscritos para tratar de

Ilegar a este punto, pero tampoco se puede llegar al valor exacto de «. (ver figura 20).

Figura 20. Comparaciones de perimetrosinscritosy circunscritos.

7 )
N

Un gemplo bastante importante en esta dimension, se tiene cuando se ubican

ndimeros en larectareal.

Para ubicar los nimeros en la recta primero se tiene que elegir una unidad de medida

“u”, y tomar un punto de referencia, en este caso €l cero. (ver figura21)
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Figura 21. Rectareal.

\V eamos como ubicar /2 que es un nimero irracional.

El segmento de longitud /2 u es la diagonal del cuadrado de lado unitario (1u) (ver

figura 22).

Figura 22. Ubicacion de -/2 u en larectareal.

&

v

=X J

Con un compés se mide ese segmento de longitud ~/2 u'y luego esta medida se lleva

hasta |a recta numérica, partiendo desde el punto cero.

Para ubicar ~/3, sobre el segmento de longitud ~/2 u se construye un rectangulo de

altura 1u, entonces la diagonal de este rectangulo tiene una medidaigual a -/3u, esta

medida se toma con el compésy se lleva a la recta numérica, y asi se ubica-/3. (ver

figura 23)
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Figura 23. Ubicacion de -/3u en larectareal.

\
\
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Asi sucesivamente se puede ubicar -/4 =2, -/5, /6, ..., </n. (ver figura 24).

Figura 24. Racionaleseirracionales.

L , . . 1
Para representar en la recta numéricalos nimeros irracionales de laforma ——, NeN,

n
sobre el segmento de la longitud unitaria, nos apoyamos en la representacion de los

nimeros irracionales -/n con NeN.
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Ejemplo:

. 1 . :
Para ubicar —— en la recta, se construye un rectangulo de longitud ~/2u y 1u, su

NE

diagona mide -/3. Sobre la diagonal se construye un segmento de longitud 1u
partiendo desde la esquina donde se ubica € punto cero. Luego se construye un
rectdngulo cuya diagonal sea el segmento construido anteriormente, y cuyos lados

caigan perpendicularmente sobre los lados del rectangulo original. El lado que queda
iU' luego se ubica en la recta
\/g ]

numeérica de la misma forma como se habia hecho anteriormente. (ver figura 25).

perpendicular al lado de la longitud 1u, mide

Figura 25. Ubicacion de iu enlarectareal.

/3
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Este hecho se justifica mediante el uso de triangul os semejantes:. (ver figura 26).

Figura 26. Tridngulos semejantes.

Lo que hay que demostrar, es que el segmento DE mide % u.

M ediante triangul os semejantes se obtiene:

DE _AE
BC AC
Esto es.
DE_1
1 43
Entonces:
— 1
E=—
V3

Para representar el nimero © en la recta numérica, se construye una circunferencia

cuyo didmetro mida 1u y asi lalongitud de la circunferenciaesigual aru.
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Para transportar la longitud r sobre la recta, se coloca la circunferencia tangente a la
recta, haciendo coincidir € punto de tangencia T con el origen y se hace rodar sobre
larecta hasta que €l punto T vuelva a estar sobre larecta. Este nuevo punto representa

el nimeroirraciona ©.*° (ver figura27).

Figura 27. Ubicacion der en larectareal.

1.2 DIMENSIONES EXTRANAS

1.2.1 Dimensién cer o: aungue €l autor del articulo no nombrala dimension cero, esta
puede considerarse como un universo en el que no existe laizquierda ni la derecha, ni
arriba ni abajo, ni delante ni detrés, donde no existe e tamafio ni la distancia, no
existe el tiempo ni la anchura, altura, profundidad, etc. Es decir no existen las cosas
tal y como las conocemos. Lo Unico que existe es el punto, € cual no tiene ninguna
dimensién, ni tiene profundidad, ni altura, ni anchura, lo Unico que posee es una

posicion, simplemente esta ubicado.

El punto es un termino primitivo que no se define.

Seguin un diccionario cualquiera este término se define de la siguiente manera:

9 1bid., 1993. p. 22-23.
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Punto: sefial diminuta.

Pero hay muchas ambigiiedades en esta definicion, porque una casa a ser vista desde
un avion en vuelo puede ser una sefia diminuta, sin embargo a verla desde unos
pocos metros de distancia es a go inmenso.

Ejemplo:

Se puede ver el punto como parte de un objeto fisico®™.

e Lapuntadeun lapiz afilado. (ver figura 28).

Figura 28. L apiz afilado.

« 0.V

e Lapuntadeunaaguja. (ver figura29)

Figura 29. Aguja.

“ CLEMENS, Stanley R.; O’'DAFFER, Phares G. y COONEY, Thomas J. Geometria. México:
Addison Wesley Longman, 1998. p. 10.
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En los Elementos de Euclides se hace referencia a 1o que puede ser una posible
definicién de punto: “un punto es lo que no tiene partes’, esto es; €l punto se puede

ver como algo totalmente indivisible.

Un punto es el menor elemento espacia imaginable. Y por ser el elemento minimo no
contiene en si Mas espacio que otro punto. Pero como este segundo punto ha de
rellenar completamente el primero, en el interior de un punto no existe ningun grado

de libertad, es decir no hay movimiento.
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1.2.2 Dimension cuarta: “Nadie puede sefidlar la cuarta dimension, aunque esta a
nuestro alrededor. Los filésofos y los misticos meditan sobre €ella, los fisicos y los
matematicos hacen célculos con ella. La cuarta dimension es una parte, una parcela
de muchas teorias cientificas respetadas, aunque también es de extendido uso a

campos tan desacreditados como el espiritismo y la ciencia-ficcion”. %

No se puede discutir que las dimensiones anteriormente tratadas existen, ya que las
conocemos Yy somos parte de ellas; pero si que se puede dudar de la existencia de una

cuarta dimension, o de otras dimensiones.

Al hablar de la cuarta dimension, se entra a un terreno muy compleo, porque los
elementos de esta dimension no se pueden palpar y son dificiles de imaginar ya que la
mente humana no esta capacitada para esto.

La cuarta dimensién puede ser vista desde dos puntos.

e Dimensién Temporal: se puede decir que la cuarta dimension es el tiempo.

e Dimensién Hiperespacial: se puede decir que la cuarta dimensién es una
direccion hiperespacial, perpendicular a las tres dimensiones obtenidas en la tercera

dimension.

Ambas afirmaciones son ciertas, entonces, la cuarta dimension se puede concebir

como dimension hiperespacial y como dimension temporal.

Para Thomas, decir que la cuarta dimension es solo el tiempo, limita el concepto de

dimensionalidad.

2 RUCKER, Op. Cit., p. 4.
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En la fisica de la relatividad se especifica un evento dado con tres coordenadas
espaciales y una coordenada temporal, donde € tiempo se mide en unidades

especiales relacionadas con lavelocidad de laluz.

Pero en fin, esta clase de geometria del espacio esta mas cerca de la teoria de la

relatividad; que de la geometria euclidiana, que es el campo que nos interesa.

L a pregunta que nos hacemos es. ¢como intuimos una cuarta dimension espacial, y no
temporal ?, porque s tomamos la cuarta dimensién como una dimensién temporal, ya
conocemos la forma como varia el tiempo, no se le puede tocar pero si sabemos que
transcurre, 1o sentimos, el tiempo es algo que siempre Nos va a acompafiar, Somos
capaces de desplazarnos, de cambiar de posicion a nuestro antojo, pero no se puede

controlar.

El tiempo, como ya sabemos, siempre va a transcurrir en el mismo sentido, de atras
hacia delante, siempre va a un ritmo constante, y no nos podemos mover alo largo de
él, como lo hacemos cuando caminamos, tan solo podemos actuar en el presente.

Un gemplo de lo que es la cuarta dimension como tiempo puede ser visto de la

siguiente forma:

Supongamos que cierta persona citaa otraen un lugar de Nueva Y ork.?

Comienza diciendo:

- Nos veremos en Broadway (primera dimension: longitud).
Agrega:

- Enlacalle 42... (segunda dimension: latitud)

Continua:

- Times building... (interseccion de longitud y latitud)

22 \www.biblioweb.editorial peniel.com/libros/lacuartadimensién2.htm, 12 de junio de 2003.
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Prosigue diciendo:

- Quinto piso; oficina 505... (tercera dimension: volumen o altitud).
El sujeto agrega:

- Alascuatro delatarde... (cuarta dimensién, en funcién del tiempo).

Ejemplos de esta clase, hay infinitos, pues en la realidad todo lo hacemos en funcién
del tiempo, es més se podria pensar que la cuarta dimensién no es més que la tercera,
con una nueva dimension [lamada tiempo, ésta es la dimension gque hace que todo

cambie.

A medida que envejecemos, vamos cambiando fisicamente, pero muchos de estos
cambios no pueden ser explicados por simples variaciones del largo, ancho o alto, ya
gue éstos explicarian solo cambios de volumen y forma. La cuarta dimension llamada
tiempo, explica estos cambios en la edad, y es méas: no se podria concebir, ni captar,
ni medir el tiempo, s no hubieran cambios. S en nuestro universo todo estuviese

inmévil, quieto, congelado: serfainconcebible laideadel tiempo.?®

Como se observa, es f&cil imaginar la cuarta dimensién como una dimensién

temporal, pero es muy dificil imaginar una cuarta dimension espacial.

Si se viviera en un mundo bidimensional seria dificil imaginar un mundo
tridimensional. Estamos bien familiarizados con las tres primeras dimensiones, €l

largo, el atoy el ancho porque son individual mente espaciales.

Nosotros nos movemos hacia delante, hacia atras, hacia los costados, hacia arriba 'y
hacia abajo y no se puede concebir otra direccion de desplazamiento. Para tratar de
concebir una cuarta dimensién como una dimensién espacial, es megjor que empezar a
manegjar ciertas analogias. Mateméticamente se puede mangjar “lineas’ representadas
por ecuaciones de cuarto grado, pero estas son irrepresentables gréficamente, asi en

nuestra realidad no tenemos acceso ala cuarta dimension.

% RUCKER, Op. cit., p. 161-165.
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Para empezar a hacer analogias podriamos empezar a preguntarnos como seria la

cuartadimension a ser cortada por nuestra dimension.
Esta pregunta se puede tratar de responder con base en las dimensiones conocidas:**

e Un punto (dimension cero) a cortar una linea (dimensién uno) esta queda

dividida en dos. (ver figura 30).

Figura 30. Linea cortada por un punto.

Cuando una linea (dimensién uno) corta un plano (dimension dos), € plano gueda

dividido en dos partes. (ver figura 31).

Figura 31. Plano cortado por unalinea.

Un espacio (dimensién tres) a ser cortado por un plano (dimension dos) también

queda dividido en dos partes. (ver figura 32).

#pid., p. 31.
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Figura 32. Espacio cortado por un plano

Entonces andlogamente se puede interpretar que un objeto en cuatro dimensiones al
ser cortado por un objeto tridimensional queda dividido en dos partes. Podria
pensarse que un espacio n-dimensiona corta un espacio (n+1)-dimensional en dos

partes.

De esta analogia resulta otra analogia interesante, la seccion transversal de una linea,
es un punto, la de un plano es una lineay la de un espacio es un plano, entonces se
podria pensar que la seccion transversal a cortar un objeto en cuatro dimensiones es

tridimensional.

Si se usan puntos para formar lineas, lineas para formar planos 'y planos para formar
el espacio, se puede pensar que para representar objetos en cuatro dimensiones se
pueden utilizar combinaciones de objetos tridimensional es.

En nuestra dimensién a observar un objeto bidimensional este se puede ver
totalmente, 10 que no se puede hacer cuando vemos una figura tridimensional; por
egjemplo, a observar un cubo, se puede observar solo el frente, o la parte de atras, o
alguna otra parte, pero algo se nos escapa, ya sean las partes laterales, la base o su
interior; ano ser que e cubo sea transparente; pero 10 mas seguro es que a estar en la
cuarta dimensién se puede ver una figura tridimensional totalmente exterior e

interior.?

% RUCKER, Op. cit., p. 31-36.



En la dimension tres se habla de un sistema XYZ, con sus tres ges perpendiculares
entre si, entonces se puede decir que la cuarta dimensién es una direccion
perpendicular a las otras tres direcciones que ya se tenian. Luego, en la cuarta
dimensién se trabagja con un sistema XYZW, donde W es un gje perpendicular al
sistema XYZ.

En e sistema XYZ se tienen ocho puntos para obtener un cubo, y cada punto tiene

tres coordenadas.

Thomas construye un “hipercubo” que seria o andlogo a un cubo en tercera
dimensién, de la siguiente manera: Se empieza con los ocho vértices de un cubo, y
luego se ponen ceros en la cuarta coordenada, luego se mueve el cubo en la cuarta
direccion que es perpendicular a las tres direcciones y asi se obtienen ocho puntos

mas con unos en la cuarta coordenada:?®

(0,0,0,0), (1,0,0,0), (11,00, (0,100, (0,010, (1,010), (1,1,1,0), (01,1,0),
(0,0,0,1), (1,0,0,2), (1,1,0,2), (0,1,0,1), (0,0,1,1), (1,0,1,1), (1,1,1,1), (0,1,1,2).

De esta manera se obtiene un hipercubo en el sistema de coordenadas XY ZW.

El hipercubo estd compuesto de cubos, asi como e cubo esta compuesto por

cuadrados, el cuadrado de lineasy estas a su vez por puntos. (ver figura 33).

% STEEN, Lynn Arthur. La Ensefianza agradable de las mateméticas. México: Limusa, 1999. p. 46.
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Figura 33. Hipercubo.

Otra forma de representar un hipercubo es desdoblandolo, asi como se hace con €l

cubo, €l cual tiene once maneras de ser desplegado. (ver figura 34).

Figura 34. Once maner as de desplegar un cubo.

Fj’\ | ‘ j’j

Una manera de desplegar un hipercubo puede ser en forma de cruz tridimensional .2’

(ver figura 35)

" RUCKER, Op. Cit., p. 42.
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Figura 35. Cruz tridimensional.

Esta cruz tridimensional fue utilizada por Salvador Dali en su pintura Christus
Hypercubos (1954). (ver figura 36).

Figura 36. Pintura Christus Hyper cubos de Salvador Dali.

Otra forma en cuatro dimensiones es la hiperesfera.: en la dimension dos se tiene un
circulo deradio r, en la dimension tres se define una esfera tradicional, y en la cuarta

dimensién una hiperesfera.
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También se encuentra el pentaedroide:?® (ver figura 37).

Figura 37. Pentaedroide.

VAN

Thomas B. ha tratado de dar un concepto geométrico de lo que es la cuarta

dimensién, aungue para poder darnos cuenta de como seria un hipercubo o cualquier
otra forma tridimensional se tendria que usar un computador, con un programa
especia y ni ain asi podriamos palpar este hipercubo, ya que se estaria viendo en una

pantalla, es decir en dos dimensiones.

Se ha tratado de discutir diferentes fenOmenos cuatridimensionales, se ha razonado
sobre la cuarta dimension, aungue sea solo en €l papel, seriainteresante verla. Lo que
se ha podido hacer es trabagjar a partir de interesantes analogias con € punto, lalinea,

el planoy el espacio, es decir, con lo que ya conocemos.

Hasta aqui, se ha hecho un andlisis de cada dimensién, empezando desde la

dimensién cero hasta la cuarta dimension.

Se empieza con un punto, luego se pasa a la linea, de la cua se dice que es una
sucesion infinita de puntos, y se habla del concepto de perimetro. En la segunda
dimensién se habla del concepto de area, luego se pasa al mundo tridimensional, que
es nuestro mundo, donde se habla del espacio, €l cua estd compuesto por planos,
donde se habla de largo, ancho y ato y también de un sistema XYZ, tres ges

perpendiculares entre si, y donde entra el concepto de volumen, que se define como €

% |bid., p. 250.
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espacio que ocupa un cuerpo. Por dltimo se habla de la cuarta dimension, que es
concebida como una dimensién hiperespacial y también como una dimension
temporal. El tiempo se percibe como o conocemos, pero es muy dificil imaginar esta
dimensién como una dimensién hiperespacial, ya que se conocen las tres direcciones
que son perpendiculares entre si, pero en la tercera dimension no se puede concebir
otra direccion gque sea perpendicular a las otras tres direcciones. También se
construye un sistema XYZW donde se traza un Hipercubo o Tessaracto € cual tiene

un cubo por principio y otro por fin.

De esta forma se puede ver como se van relacionando las dimensiones, y como una
dimensién superior depende de las dimensiones inferiores, es decir esta compuesta
por los elementos de las dimensiones inferiores. Es por esta razon que a trabgjar la
cuarta dimensién se pueden hacer analogias e imaginar 1os comportamientos en esta

dimension, ya que se sabe como son |os comportamientos en |as otras dimensiones.

Asi como se habla de una cuarta dimensién, se puede hablar de una quinta; sexta o
una dimension n, haciendo analogias, claro esta. Pero si es dificil imaginar una cuarta
dimensién, es mucho mas dificil imaginar otras dimensiones, y este no es €l objetivo
de Thomas en su articulo “Dimension”, aunque € habla de otra dimensiéon muy

diferente alas ya descritas.

1.2.3 Dimension fractal.

“Las montafias no son conos, las nubes no son esferas, ni la corteza de los arboles es
lisa...”

Benoit B. Mandelbrot.

Estas dimensiones tienen una particularidad que las hace ser diferentes de las otras
dimensiones yatratadas, y es que no son dimensiones enteras.
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L os fractales no tienen dimension uno, dos o tres como la mayoria de los objetos a los
cuales estamos acostumbrados. Pero las dimensiones de estos objetos pueden estar
entre las dimensiones que ya conocemos, por gemplo 1.55, es mas, e hecho de que
las dimensiones no sean enteras fue la caracteristica decisiva para llamar fractales a

los objetos que poseen esta dimension.

Para iniciar la dimension fractal, primero se hara referencia a lo que es la geometria
fractal.

Lapalabra fractal viene del latin “fractus’ que significaroto, irregular, algo que no es

entero.

Los fractales fueron concebidos en 1890 por € francés Henri Poincaré. En 1918,
Gaston Julia 'y Pierre Fatou trabajaron durante varios afios con las ideas de Henri
Poincaré. En 1974 €l estudio fue retomado por IBM, e impulsado por el desarrollo de
lacomputadora digital.

El primero en usar el término fractal fue Benoit Mandelbrot (de la Universidad de

Yale) en los afios 70, y é es conocido como el padre de la geometriafractal.

¢Queé es lageometriafractal ?. Es importante distinguir o saber como son los fractales.

L as caracteristicas que caracterizan un fractal son las siguientes; %

1. Autosimilitud: cada pequefia porcion del fractal es una replica reducida del

original.
2. Infinito detalle: a ampliar un fractal, revela detalles sin limites.

3. Dimension extrafia: un fractal se desarrolla en dimensiones no enteras, por

2 www.geocities.com/gammafx/index2.htm, 10 de enero de 2004.
40



gjemplo hay fractales que pueden ser un poco mas que una curva, pero no llegan a ser

un plano, es decir, su dimension esta entre la dimension uno y la dimension dos.

4. Las férmulas o algoritmos que los definen son relativamente sencillos y con un

conjunto muy reducido de datos.

5. Laiteracion: los agoritmos se definen por esta caracteristica clave, y gracias alos

computadores se puede experimentar y descubrir nuevos fractales.

La geometria fractal también se puede observar en la naturaleza, es més, Mandelbrot
lallamoé “la geometria de la naturaleza’. Se presenta en multiples formas, en galaxias,
costas maritimas, montafas, bosques, arboles, nubes, reldmpagos, etc., también se
presenta en procesos fisicos como la cristalizacion, movimiento de particulas en
fluido, electrdlisis, etc. (ver figura 38).

Figura 38. Geometria de la naturaleza.

Pero vale la pena aclarar, que los fractales verdaderos son una idealizacién. Ninguna
curva en nuestro mundo rea es un fractal verdadero.*® Esto sucede en todos los

elementos geométricos, no existen rectas ni puntos ni superficies reales.

% www.geocities.com/gammafx/index2.htm, 10 de enero de 2004.
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Los fractales se utilizan para la representacion y el andlisis de procesos complejos en
lafisica, las matematicas, biologia, quimica, geologia, en la economiay las finanzas,
etc.

La utilizacion de la geometria fractal en investigaciones numeéricas, tedricas y
experimentales ha hecho posible la resolucion de problemas que antes no se podian
tratar.

Otro campo en el que se aplicala geometriafractal esen el arte, las figuras realizadas
con € arte fractal son bellisimas y ahora existen concursos de arte fractal donde se

premialamejor figurareaizada.

Hay muchos programas para crear fractales:

e ESCAPE Random Fractal Generator (D.O.S.)
e Fractal Design (D.O.S))

e PLANTA IV (D.O.S)

e |FS—Generador (D.O.S))

e 1IM(D.O.S)

e IFSIM2(D.0.S)

e FRACTINT (D.O.S)

e COSH2Z (D.O.S)

e STERLING (WINDOWS)

e GRAFZVISION (WINDOWS)
e QUADRATICT (WINDOWS)

Asi como es extrano tratar de hablar de la cuarta dimensién o de otras dimensiones

superiores pero enteras a finy a cabo, también es extrafio hablar de dimensiones no

enteras.
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La dimension fractal es una generalizacion de las dimensiones anteriormente
descritas, con la diferencia de que no se trabaja con dimensiones enteras, solamente
en cuento ala“medida’, por g emplo, la curva de Koch tiene dimensién topol 6gica 1.
La pregunta clave que se puede hacer en esta dimension es ¢como se puede medir un
fractal?.

La medicion de las formas fractales fue la que obligd a introducir el concepto de
dimensién fractal. Dado que un fractal esta congtituido por e ementos que se hacen
cada vez mas pequefiosy € concepto de longitud no esta claramente definido.

Asi como la dimension uno se asigna un nimero |lamado perimetro, en la dimensién
dos se habla de &rea y en la dimension tres de volumen, en la dimension fractal hay
varios nimeros asociados a los fractales y estos son las dimensiones fractales, esta es

laforma como se pueden medir.

Un gjemplo clasico rea, es hallar ladimension fractal de la costa de Gran Bretafia.

La pregunta es ¢cuanto mide la costa de Gran Bretafia?, es préacticamente imposible
medirla con algun instrumento usado usualmente para medir algin otro objeto, ya que
al tratar de medir esta costa hay que tener en cuenta que hay infinitos granos de arena,
también hay que tener en cuenta €l contorno de las bahias, las rocas, etc. Lo mas
importante para tener en cuenta es que entre mas rugoso sea € objeto méas

rapidamente crece la estimacion de su longitud.

Se ha estimado la dimension fractal de la costa de Gran Bretafia en 1.2, 0 sea es un

poco méas que una linea, pero es menos que un plano.

Si se quiere medir una linea fractal con una unidad de medida, o con un instrumento

% BARNSLEY, Michael. Fractals Every Where. Georgia Ingtitute of Technology Atlanta, Georgia and
Herated Sustems, Inc. Atlanta, Georgia: Academic Press, Inc. Harcout Brace Javanovich, publishers.
1988, p. 172, 173.
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de medida determinado, siempre habra objetos mas finos que escaparan a la
sensibilidad del instrumento utilizado, y a medida que aumenta la sensibilidad del

instrumento aumenta la longitud de lalinea.
Hay muchas formas de calcular dimensiones fractales, usando limites, logaritmos,
escalas y medidas, pero hay fractales que son muy complejos y para hallar su

dimensién debe usar la ayuda de una computadora.

Se describen dos métodos importantes para hallar 1a dimension de ciertos fractales.

e DIMENSION HAUSDORFF-BESICOVITCH

Esta dimensién fue definifa por Felix Hausdorff en 1919, y fue perfeccionada después

por Besicovitch.*

Si se toma un objeto (linea, superficie, sdlido) y se recubre con pequefios objetos de

tamano L, sin que se superpongan. L depende de la dimension del objeto.

Supdngase que se esta en la dimension uno, donde se tiene un segmento de longitud
1, luego se parte este segmento en n segmentos de longitud L. (ver figura 39).

Figura 39. Recta dividida.

% www.pl atea.pntic.mec.es/'~mzapataltutor_malfractal/dim_frac.htm. 10 de enero de 2004.
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Entonces se puede observar que secumple: n. L*=1

Donde el exponente de L esla dimension en la que se estd actuando.

Si el objeto que se toma es un cuadrado de area 1, y se compara con unidades
cuadradas, cuyo lado sea de longitud L, y n es el nimero de unidades necesario para

recubrir el cuadrado, entonces se cumple: n. L? = 1 (ver figura 40).

Figura 40. Cuadrado dividido.

Ahora se tiene un objeto tridimensional, por gemplo un cubo de volumen 1, € cual

se compara con n unidades cubicas de arista L, entonces también se cumple que

n.L®= 1. (ver figura41).

Figura 41. Cubo dividido.

En general si se tiene un hipercubo de dimensién D se necesitan 10° hipercubos de

tamafio L ° para cubrirlo.
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Para poder asegurarnos de tener un recubrimiento real es necesario hacer que €

tamafio L sea cada vez menor, es decir es necesario que L tiendaacero (L — 0).

D
En general n= (ij , 0 sea que el nimero n de objetos de tamafio L necesarios para

cubrir un objeto depende de su dimensién, de donde si se despgja D, se obtiene lo
siguiente:

_ Log(n)
~ Log(1/L)

Parailustrar la forma de hallar la dimension fractal se utiliza un gemplo interesante,

la curvade Koch.

Esta curva de Koch fue construida en 1904 por el matematico Niels F. Helge Von
Koch (1870-1924).%

Una caracteristica importante de esta curva es que en cada paso aumenta un tercio su

longitud, es decir cada curva es 4/3 de la anterior.
L os pasos para construir la curva de Koch son los siguientes:

Primero se toma un segmento de longitud 1 y se divide en tres partesiguales, luego se
sustituye la parte central por los dos segmentos que, junto con dicha parte anulado
formarian un triangulo equilétero. (ver figura42).

Figura 42. Construccion dela curva de koch.

1 1/3 1/3 1/3

1/3 1/3

¥ \www.arrakis.es/nmgj/copo.htm. 2 enero de 2004.
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Después se repite el proceso con cada parte resultante.

NN

Este proceso se repite un niUmero infinito de veces.

5 e

La dimensién de la curva de Koch nos indica, de que forma o en que medida la curva
llena una porcion del plano.

Log(n)

Utilizando la férmula de Hausdorff y Besicovitch D =
Log(1/L)

para halar la

dimension de la curva de Koch se obtiene € siguiente resultado:

_ Log(4)

= =1.2618...
Log(3)

Donde 4 es el nimero de unidades de tamafio 1/3 que recubren el objeto inicial.

Como la curva de Koch tiene dimension aproximada 1.2618... se puede decir que es

un poco més que unalinea, pero no alcanza arecubrir un plano.

Valelapenarecalcar que lalongitud de esta curva esinfinita (o).

Los limites de un segmento de la curva son, a igua que cualquier recta, dos puntos

(dimension cero), y también se tiene un grado de libertad.
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e METODO DE SIMILITUD POR DUPLICACION

Este método se describe de la siguiente forma:

En la dimension uno, si se toma un segmento de longitud 1 y se duplica se obtienen

dos segmentosiguales a original. (ver figura43).

Figura 43. Segmentos de longitud 1.

En la dimension dos si se duplican los lados de un cuadrado de lado 1 se obtienen
cuatro cuadrados iguales al original, o lo que es igual, se obtiene un cuadrado con

cuatro veces el areadel original. (ver figura44).

Figura 44. Cuadrado delado 1.

Ahora en la dimension tres, se tiene un cubo de largo, alto y ancho 1y se duplican

¥ www.quanta.net.py/zfractal/dim.htm.
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todas sus medidas. Ahora se obtiene un cubo con 8 veces € volumen del cubo

original, o un cubo formado con 8 cubos de largo, atoy ancho. (ver figura45).

Figura 45. Cubosdelado 1.

En la siguiente tabla estan | os datos obtenidos.

Tabla 1. Similitud por duplicacién.

Figura Dimension NuUmero de copias
Linea 1 2=2"
Cuadrado 2 4=2°
Cubo 3 8=2°
Similitud al duplicar d n=2¢

Notese que a duplicar los lados de una figura el nimero de figuras iguales a la

original esigual a2 elevado aun nimero que esigual aladimension de lafigura

Laformulaobtenidaes: n=2¢

Donde n es el nimero de figurasigualesalaoriginal y d esladimension de lafigura
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Entonces la formula para hallar la dimension fractal por el método de similitud por

log(n)

duplicaciénes. d=
log(2)

Para ilustrar e uso de esta formula se obtiene la dimension fractal del triangulo de
Sierpinski, Ilamado asi en honor a su inventor €l polaco, Waclaw Sierpinski (1882-
1969).

El primer paso para crear esta figura es dividir e tridngulo original en cuatro
tridngulosiguales: (ver figura 46)

Figura 46. Construccién del triangulo de Sier pinski.

Luego se extrae € triangulo central de modo que se tengan tres partes.

Sobre estos tres tridngul os se vuelve a repetir la operacién anterior.
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Este proceso se repite un nimero infinito de veces.

Ahora se usa la formula de duplicacion por similitud para hallar la dimension fractal
de éste tridngulo.

Se tiene un tridngulo de Sierpinski. (ver sigura 47).

Figura 47. Triangulo de Sier pinski.

Al duplicar lalongitud de sus lados se obtiene otro triangulo de Sierpinski semejante
al primero, y éste a su vez contiene tres tridngulos de la misma escala del primero por
lo tanto n = 3. (ver figura 48).
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Figura 48. Triangulos de Sier pinski.

Usando laféormulas d = —— =1.58496...

Y los decimales siguen, pero € nimero no es periddico.

Por o tanto, se puede observar que el triangulo de Sierpinski ocupa mas que una

linea, y un poco menos que un plano.

Se debe tener en cuenta que a calcular la dimensién fractal de un objeto real los
resultados pueden variar bastante de acuerdo a las escalas usadas para medirlo y a

método de célculo.

Hasta aqui se ve lo que es la dimension fractal, las diferencias que tiene con las otras
dimensiones, las importantes aplicaciones que tiene la geometria fractal en diferentes
campos de la ciencia, de las artes y de la naturaleza, las caracteristicas para reconocer
un fractal. Ademés las formas para calcular la dimensién de algunos fractales, usando

procesos que también se pueden usar en las dimensiones que ya conocemos.

Intuitivamente, la nocion de dimension fractal (fraccional) es una manera de medir

gue tan rugosa es una curva, una superficie, un espacio, etc., es decir, una curva

rugosa tiene dimension entre uno y dos, una superficie es rugosa si la dimensién esta
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entre dos y tres, igualmente se puede pensar que un solido es rugoso si la dimension

estaentre tresy cuatro y asi sucesivamente.

Un g emplo parailustrar este hecho, es con una hoja de papel.

En un comienzo una hoja de papel es de dimension dos: (ver figura 49).

Figura 49. Hoja de papsdl.

Pero al arrugarla, ya deja de ser de dimensidn dos, para empezar a ser de dimension

tres. (ver figura 50)

Figura 50. Hoja de papél arrugado.

Se puede observar que las dimensiones fractales estan relacionadas con las

dimensiones anteriormente tratadas.

Pero después de tratar todas estas dimensiones, solo hace falta tratar de responder una

pregunta clave.
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¢Quéesdimension?.

Nos damos cuenta que €l concepto de dimension es abordable desde distintos puntos

de vista, que en los casos usuales nos llevan a mismo punto, pero en otros casos no.

A partir de lo observado en cada una de las dimensiones expuestas, se puede deducir
gue dimensién es cada una de las direcciones en que se puede medir la extension de

un cuerpo.

En la dimensidn cero, solamente se ubica un punto, en la dimensién uno se habla de
una longitud, una distanciay se encuentra el concepto de perimetro. En la dimension
dos se habla del concepto de area, y para hallar este nimero es necesario usar tanto la
anchura como la profundidad, es decir las dos direcciones que componen esta
dimensién. En la dimensidn tres se halla un volumen usando la profundidad anchura
y atura

También se tiene su propio sistema de medicién, evidentemente s es vista como una
dimensién temporal, se sabe que el tiempo tiene su sistema de medicién: (segundos,
minutos y horas, dias, semanas, etc.). Al hablar de la cuarta dimension hiperespacial
ya se tendria que hacer analogias para poder hablar de un sistema de medicion, si en
la tercera dimension para medir se usan unidades cubicas, se podria pensar que en la

cuarta dimension se hacen las mediciones en unidades hipercubicas.

Por ultimo se encuentra que la forma de medir los fractales es hallando su dimensién
fractal.

Desde €l punto de vista del dgebralineal (coordenadas), € concepto de dimensién no
solo involucra mediciones, sino también movimientos, entonces se puede hablar de
dimensién a hacer referencia al grado de libertad de movimiento. Esta libertad se
entiende como nimero de direcciones ortogonales diferentes que se pueden tomar en
cada dimension.
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En el interior de un punto, es decir en la dimensién cero no existe ningun grado de

libertad, es imposible moverse en alguna direccion.

Un objeto al moverse sobre una linea, o sea, a moverse en la dimension uno, podra
retroceder arbitrariamente sobre €lla, este avance y retroceso sobre ella se toman en
sentido positivo y negativo, es decir hacia atras y hacia delante, como en una via
férrea, es por esto que la dimension uno posee solo un grado de libertad.

En la dimension dos, |os objetos se mueven en superficies, y esta dimension adquiere
un grado mas de libertad, es decir, e movimiento puede ser de atréas hacia delante y

deizquierda a derecha.

El movimiento en el espacio obtiene otro grado de libertad, también se adiciona el

movimiento de arriba hacia abajo.*

Andogamente se puede pensar gue en la dimension cuatro hay movimiento en la
direccion perpendicular a las tres direcciones que ya se tenian en las dimensiones

inferiores.

De la misma manera como se razond con respecto al movimiento en la dimensién
cuatro, se puede razonar sobre los grados de libertad en la dimensién cinco, sei's, etc.
Los grados de libertad se consideran para dimensiones enteras.

El concepto de dimension se ha venido tratando desde tiempos atrés. En los
elementos de Euclides ya se trata de definir de una forma inductiva lo que es €
concepto de dimension, cuando se habla de que un punto no tiene partes, que una
linea es una longitud sin anchura y los extremos de los segmentos son puntos,
también se trata de definir la dimension dos cuando se habla que una superficie solo

tiene longitud y anchura y sus extremos son lineas, y la dimension tres mencionando

% COLERUS, Egmont. Desde e punto ala cuarta dimensién, una geometria para todos, ed. 2. Espafia:
Labor, S.A. 1948. p. 39-48.
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que un sblido es lo que tiene longitud, anchura y profundidad y sus extremos son

superficies.

Cada dimension est4 conectada a otras dimensiones, es decir, y exceptuando la
dimension cero, todas las dimensiones superiores tienen algo de las dimensiones

inferiores.

Una Ultima observacion, se hace a partir de que tanto €l punto, como lalinea, larecta
y la superficie, son conceptos imprecisos. Un punto medido en todos los sentidos,
carece de extension, resulta imposible de ver tomado en su sentido estricto, 0 sea, ni

siquiera puede ser imaginado.

Larecta, como linea que es, no tiene anchura ni grueso, es simplemente una sucesion
imaginaria de puntos, como un cordon invisible, lo mismo ocurre con la superficie, s
no se dibujara ninguna linea de contorno, la existencia de las figuras geométricas solo
se podria establecer en la imaginacion, pues su superficie solo adquiere realidad al
aparecer como contorno de un cuerpo material, por g emplo de un cubo o esfera. Pero
desde el punto de vista geométrico, estos cuerpos son a su vez “nada’, simplemente

son recortes mentales que se les atribuyen formas en el espacio.

De esta manera se afirma que en € universo no existe ninguna circunferencia real,
ninguna esfera real, ninguna piramide real, ningun triangulo real, ninguna linea real,

ningun punto real, etc.

Es decir todas las formas geométricas son imagenes mentales que se anotan
simbdlicamente, a partir de dibujos para su conservacion y comunicacion con los
demés seres humanos. Vale la pena resaltar que en este caso, cuando se habla de

“dibujos’ se habla de signos o simbolos.*®

% bid., p. 39-48.
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Tratar de interpretar lo que es el concepto de dimensién no es algo nuevo, todo 1o
contrario, hasta en los elementos de Euclides se hace referencia de 1o que es este

concepto, y actualmente, todavia se sigue investigando al respecto.
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2. RELACION DEL MANEJO Y VISUALIZACION DE LASDIFERENTES
DIMENSIONES CON EL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO
MATEMATICO EN LOSESTUDIANTES.

“Para responder a la pregunta “¢cudl es el proposito de la educacién?’, comencé
partiendo de la observacion del hombre que vive en un mundo de objetos que lo
influenciay alos que é quiere influir, y por lo tanto este hombre debe conocer estos
objetos en sus caracteristicas, en su esenciay en su relacion con otros objetosy con la
humanidad.”

Friedrich Froebel.

Aunque el concepto de dimension es intuitivamente claro en los casos usuales, su
formalizacion rigurosa lejos et de ser elemental, por esto el trabajar con este
concepto en los primeros niveles es un reto muy interesante desde el punto de vista

matematico como pedagdgico.

El interés principal de Thomas F. Banchoff en su articulo “Dimension” no se basa en
lo que puede representar mateméticamente el concepto de dimension, sino en € uso
gue se le puede dar a las diferentes dimensiones para el desarrollo del pensamiento

geométrico en |os estudiantes.

La preocupacion de Thomas radica en que, a pesar de que la geometria tiene una
relacion muy directa con nuestra vida y nuestras experiencias, muchas veces suele

ocupar un lugar secundario dentro de la ensefianza de las matematicas en € colegio.

Hoy en dia esta preocupacion ya hace parte de muchos docentes, y se esta intentando

ensefiar méas geometria de tal forma que se relacione el manejo de las formulas con la

realidad, ya que la mayoria de las veces los alumnos suelen decir que no pueden

calcular e &ea o volumen de una figura determinada porque no recuerdan las
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formulas o que no saben como usarlas, muchos de ellos creen que una formula es
algo magico gque siempre hay que conocer de memoria, 10 que no saben es que en

matemética hay que reservar la memoria para cuando de verdad seaimprescindible.*’

Uno de los objetivos principales de la geometria es interpretar y modelizar €l espacio
fisico, y a haber perdido peso en la ensefianza de las matematicas, 1os estudiantes

pueden perder la capacidad de modelizar, interpretar y visualizar su entorno. *

Unas de las geometrias mas importantes para tratar es la de nuestra propia dimensién,

y esto es|o que no se esta haciendo.

Es por esta razén que Thomas enfatiza en el articulo sobre el modelo de ensefianza de
la geometria que usaba Friedrich Froebel.

Friedrich Froebel (Oberweissbach, 1782 — Marienthal, 1852) fue un influyente
educador del siglo XIX, debido a la forma en que introdujo los principios de la

psicologiay lafilosofia en las ciencias de la educacion.

En su forma de ensefiar agregaba su vision religiosa y cuatro conceptos
fundamentales: la libre expresion del alumno, €l estimulo de su creatividad, de su
participacion social y de su motricidad. Sobre estas bases comenzé a trabgjar,
enfocado principalmente en la etapa pre-escolar, y consecuente con su formacion en
ciencias naturales concibié este espacio como un “jardin” donde el nifio debia ser

“cultivado” en condiciones segurasy controladas.

Para Froebel e jardin de infancia es la forma de educacion preescolar en la que los
nifios aprenden a través de juegos creativos, interacciones sociadles y expresion

natural. El jardin de infancia estaba basado en |la idea de laimportancia del juego en

$hwww.20enmate.com/profesores/profesores _art_geometria.asp. 12 de enero de 2004.
% www.geocities.com/aulavy/la_ense de la_geometr.htm. 10 de marzo de 2004.
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la formacion de los nifios, en un ambiente en e que Froebel intentaba educar a los
nifios tan libremente como las flores en un jardin (de ahi el nombre Kindergarten, que
significa en aleman “e jardin de los nifios’), utilizaba los juegos, canciones,
material es especia mente elegidos paratrabgar, e historias dirigidas a las necesidades
de los pequefios (de 3 a 7 afios de edad). El jardin de infancia sirve como una etapa de

introduccion ala escolarizacion formal subsiguiente.

Froebel se convirtié en e padre del Kindergarten cuando en 1837 fund6 su primera
casa de estudios en Blakengburg, Alemania. Para sostener la educacién en un
ambiente ludico, Froebel puso especia cuidado en la capacitacion de maestros de
buen caracter, amistosos y accesibles para los nifios, enfatizando su capacidad para

transmitir el simbolismo profundo de la educacién en cada una de sus acciones.

El gobierno prusiano, como era previsible, vio con desagrado esta iniciativa cargada
de “liviandad”, y prohibié los Kindergarten en 1848. Cuatro afios después moria
Froebel, pero su idea fue llevada a los Estados Unidos por emigrantes alemanes, y de
esta manera, el concepto de jardin de infancia se extendié a casi todos los paises,
demostrando que el juego es la actividad a través de la cua los nifios aprenden, e

influyendo sobre lafilosofiay la practica de la educacion elemental.*

El método que usaba Froebel para introducir en los estudiantes nociones geométricas
en varias dimensiones, consistia en darles diferentes objetos, balones, bloques de
madera, figuras planas, anillos, puntos, etc., para estimularlos a observarlos y
manipularlos desde |as etapas més tempranas de la educacién, buscando que en cada
etapa siguiente las ideas volvieran a ellos y se fueran consolidando los diferentes
conceptos y expresiones mateméticas y asi facilitar las representaciones mentales de

los conceptos.

39 \www.terra.com.ve/al deaeducativaltemas/tareas2250e.html. 8 de enero de 2004.
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Froebel iniciaba la enseflanza de las diferentes dimensiones desde la parte mas
concreta de las matematicas, es decir desde la tercera dimension, luego iba pasando

gradualmente a la segunda, primeray aladimension cero.

La geometria de la tercera dimension es la méas importante, ya que es la geometria de
nuestro mundo real, es lo que somos, también hay que tener en cuenta que lo espacial
esta intimamente ligado al quehacer matemético en todas sus etapas, y al trabagjar con
el espacio geométrico se hace alusion a estudio de las caracteristicas espaciales de

figuras que hacen parte del mundo concreto de |os objetos fisicos.

Las habilidades y destrezas especiales son un componente esencial del pensamiento
matematico dado que nos permite comprender el mundo que nos rodea. El espacio es
todo lo gue vemos, |o que tocamos, |o que nos contiene y 1o conocemos através de la

percepcion de los sentidos al tener contacto con él.%°

Para trabajar con el espacio tridimensional, Froebel iniciaba con uno de los juegos
més |lamativos para los nifios, EL BALON. Para Froebel este objeto simboliza
unidad, y este puede ser €l inicio para dar a entender a los estudiantes que cada cosa
es derivada de un todo. En cuanto alaforma, €l nifio observa que el balon es redondo,
sin puntas anguladas o esquinas, no hay lugares planos o lineas, es facil de agarrar y

ademas tiene un peso y unamedida. (ver figura51).

Figura 51. Nifio jugando con pelotas.

“0 www.educared.org.ar/vicariallinks_internos/inicial/relatos/01_abordajefindex.asp. 17 de marzo de
2004.
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Por medio de este objeto |os nifios observan que en su vida diaria hay muchas figuras
redondas, y asi pueden distinguir facilmente las figuras que tienen esta formay las

que no.

Froebel también trabajaba con cilindros y cubos, estos eran presentados en forma

completay luego eran descompuestos. (ver figura52).

Figura52. Cuboy cilindro.

Froebel encontré diferentes formas de descomponer un cubo. Un eemplo es
subdividir € cubo original en 8 cubos iguales, entonces los nifios pueden observar
gue cada cubo tiene la mitad del largo, lamitad del ancho y lamitad del alto del cubo
origina. (ver figura53).

Figura 53. Cubo dividido.
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El cubo también puede ser descompuesto en bloques rectangulares iguales, en cubos

partidos por mitad en forma diagonal o en cubos partidos en cuatro partes diagonales.
(ver figura54).

Figura54. Otrasformasdedividir €l cubo.

También €l cilindro puede ser descompuesto de diferentes formas: ** (ver figura 55)

Figura55. Cilindrosdivididos.

Thomas también presenta en €l articulo, otras formas de descomponer €l cubo, como

por ey emplo cuando este se descompone en tres piramides iguales.

Lo importante de estas experiencias, es que laidea de unidad como conjunto de partes
gueda en la mente del nifio y se extiende através de toda su vida.

L www.froebel gifts.com. 15 de julio de 2003.
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Con todas estas formas los nifios también pueden representar cosas de la vida diaria:

trenes, torres, casas, €etc.

Asi, Froebel permitia que los nifios crearan sus propias historias, hablando del
numero de figuras que usaban y la forma como las usaban. De esta manera €l nifio
empieza a hacer asociaciones con € trabajo tridimensional, a interactuar con su
propio mundo, usando conceptos como suma, resta, multiplicacion, division, pueden
clasificar, diferenciar, pensar en conceptos como linea, cubo, cuadrado, més, igual,
medio, cuarto, rectangulo, direccion, vertical, horizontal, atura, anchura, largo,

fraccion, proporcion, simetria, etc.*?

Otra experiencia que los nifios pueden redlizar a través de la observacion es que ellos
miren la formay el tamafio de los edificios de la ciudad, comparandolos, encontrar
parecidos en cuanto alaaltura, el disefio de las esguinas, los cruces de las calles, etc.
Mediante la observacion y manipulacion de diferentes objetos tridimensionales en los
primeros afnos de lainfancia, los nifios van descubriendo sus diferentes propiedades y
caracteristicas, por g emplo, los que ruedan, los que no pueden rodar, los que al caer
rebotan, etc. Asi se van construyendo las primeras hipétesis del mundo real. El
interactuar con los objetos, permite que € sujeto vaya agrupandolos de acuerdo alas
caracteristicas de cada uno, |o que le permite ordenar y clasificar su entorno.®

Es claro que la visualizacién en geometria es fundamental, asi que la mejor manera de
conocer las caracteristicas de las formas tridimensional es es a partir de la observacion

de las mismas.

El aprendizaje de las mateméticas relaciona a educando con imégenes, dibujos,
gréficos y representaciones visuales muy diversas. Es por esto que resulta obsoleto
tratar de transmitir ideas del mundo tridimensional en forma bidimensional, esto es,

2 \www.froebel gifts.com. 15 de julio de 2003.
8 www.geocities.com/casdua/recursosinter.htm. 10 de enero de 2004.
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cuando e maestro intenta ensefiar 0 mostrar solidos por medio de dibujos. De esta
manera resulta dificil reflexionar sobre o que es un solido, |10 mejor es que € objeto

esté presente.*

Pero no todo en la ensefianza de la tercera dimension se basa en la observacion y
manipulacion de objetos solidos, también hay que tratar un concepto importante y es

|a medicién de vol imenes.

Nuevamente, en la medicion de volumenes, Thomas hace referencia alos métodos de
ensefianza de Friedrich Froebel.” El método de Froebel para ensefiar ciertos
volUimenes consistia en llenar diferentes recipientes con agua o arena 'y después hacer

comparaciones entre ellos.
Ejemplos:
En el articulo aparecen diferentes casos:

e Comparacion del volumen del conoy € cilindro.

e Comparacion del volumen de una pirdmide de base cuadrada y un prisma de base
y adturaigual aladelapiramide.

e Comparacion del volumen de una esfera de radio r, con un cilindro con base de

radior y altura2r.

Para lograr este aprendizaje hasta este punto, l0s nifios no tienen porqué tener

conocimiento de las fracciones, ni del nUmero r.

Después de estos experimentos, y cuando los nifios estén familiarizados con €l
lenguagje de las fracciones se vera la justificacion de las formulas para obtener los

vollimenes.*®

“ ORTON, Anthony. Didactica de las mateméticas, cuestiones, teoriay préctica de las mateméticas en
el aula. Madrid, Espafia: Ediciones Morata S.L. 1996. p. 149.
> STEEN, Lynn Arthur. La Ensefianza agradable de |as mateméticas. México: Limusa, 1999. p. 21.
46 .
Ibid., p. 21.
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Una relacion importante es la que tiene que ver con e concepto de nimero n (Pi).
Para mostrar esta relacion se puede usar un recipiente en forma cilindrica de base, de
radio r y de altura h, y cuatro paralelepipedos rectangulares de la misma altura del
cilindro y cuyas bases formen un cuadrado de radio r. Vertiendo arena o agua los
estudiantes pueden observar que el volumen del cilindro es un poco mayor que el
volumen de tres de estos paral el epipedos. (ver figura 56).

Figura 56. Relacion del volumen dél cilindro con €l paralelepipedo.
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Hay muchas formas de explicar el concepto de volumen, una forma es utilizando un
cubo como unidad cubica, se hace que € estudiante construya diferentes solidos y

luego cuenta las unidades cubicas que tiene cada solido. (ver figura57)

Figura 57. Construcciones con cubos.

of & 0
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Otra forma de construir diferentes solidos es haciéndolo mediante el uso de la
plastilina, ya que este es un material muy facil de trabajar y a los nifios les gusta

mucho.

Al trabajar en el espacio tridimensional, |os estudiantes se encuentran con una grave
dificultad, y es que al tratar de trabgjar en este espacio, la mayoria de las actividades
propuestas se resuelven en el espacio bidimensional y la utilizacion de dibujos en

lugar de objetos supone unadificultad en e momento de la conceptualizacion.

El objetivo de todas estas experiencias es proporcionar a nifio las herramientas
necesarias para dominar sus relaciones con €l espacio, asi como para representarse y

describir en forma ordenada el mundo en que vive.*’

El papel del docente debe ser ayudar al alumno a que tome conciencia del espacio que
le rodea a través de sus sentidos, esto dara paso a la experimentacion y construccion
de esquemas explicativos de propiedades, y clasificaciones, y como consecuencia la
preparacion para lainterpretacion de conceptos.

Se puede pensar que € concepto de drea es menos complicado que e de volumen,
pero no es asi, Thomas afirma que es mejor iniciar desde la tercera dimension, esto es
relacionar primero los volumenes y luego trabajar en términos de area, ya que a los

nifios se les facilita mas medir cantidades vertidas que éreas pintadas.

Para iniciar € trabgjo en la segunda dimensién, Friedrich le entregaba a sus
estudiantes diferentes figuras planas, cuadrados, tridngulos equilateros, isdsceles y

escalenos, circulos, circulos partidos por la mitad, etc. (ver figura 58).

4" www.educared.org.ar/vicariallinks_internos/inicial/relatos/01_abordaje/index.asp. 17 de marzo de
2004.
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Figura 58. Figuras planas.

Para los nifios € hecho de empezar a manipular estos objetos, significa un
movimiento de la parte sdlida a la superficie plana. Friedrich los hacia representar las
figuras que los nifios creaban en tercera dimension en segunda dimension, de este
trabajo €l nifio va a obtener un importante desarrollo en su mundo geométrico, y vaa
comenzar a tener un pensamiento mas abstracto por medio del juego con objetos
concretos, claro esta que el paso de la comprension concreta a una abstracta no puede
ser tan abrupto, estas construcciones en segunda dimension se deben hacer
gradual mente, por medio del juego.®® (ver figura 59).

Figura 59. Construcciones con figuras planas.

“8 www.froebel gifts.com. 15 de julio de 2003
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Partiendo del concepto de volumen se puede introducir la nocién de &rea,*® usando
moldes de la misma altura. Al usar moldes de la misma altura, los nifios pueden
comparar los volumenes y relacionarlos con € érea de las bases, la altura se cancela

yaque eslamisma en todos |os casos.

Thomas enuncia diferentes casos donde se compara facilmente el area de diferentes

figuras geométricas:

Un gjemplo es la comparacion entre el érea de un triangulo recténgulo y el érea del

rectangul o relacionado.

Froebel trabajaba con baldosas 0 azulejos para introducir € concepto de area en sus

estudiantes.
Un gemplo interesante que se puede hacer mediante € uso de baldosas, figuras
planas o rompecabezas, es la relacion que existe entre € area de un paralelogramo y

el areade un rectangulo. (ver figura 60)

Figura 60. Paralelogramo.

th

A los nifios se les puede mostrar, que todo paralelogramo es la union de dos

triangul os rectangulos iguales y un rectangulo.

“9 STEEN, Op. Cit., p. 22.
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El area de un paralelogramo esigual a producto de las medidas de su base (b) y de su
atura (h).

Areaparalelogramo = b.h

Lo que se hace es probar que €l &rea del paralelogramo de aturahy base b esigual a
areade un rectangulo de alturah 'y base b.

A los nifios se les puede dar a entender que un paralelogramo seria como un
rectdngulo, sino fuese por €l triangulo que le sobraaun lado y € hueco que hay en el
otro lado, después ellos comprenden que el triangulo que sobra a un lado equivale al

hueco que hay en €l otro, y de esta forma se obtiene el rectangulo.® (ver figura 61)

Figura 61. Paralelogramo descompuesto.

oSS

Este hecho se puede ilustrar de la siguiente forma: por medio de figuras o

rompecabezas:

Uno de los tridngul os rectangul os que forman el paralelogramo se quitay se coloca a
lado del otro tridngulo rectangulo, para asi formar un rectdngulo de base b y altura h.

(ver figura 62).

% ORTON, Op. Cit., p. 116.
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Figura 62. Relacion entre el area del paralelogramoy el area del rectangulo.

b b b
L7 7
b b

Asi se demuestra que €l areadel paralelogramo de alturah y base b esigual a areade
un rectangulo de alturah y base b.

Es claro que si el maestro realiza esta experiencia por medio de dibujos en €l tablero,
los estudiantes no van a entender de manera optima la relacién entre las éreas, 1o
mejor es hacerlo con figuras reales.

Mediante el concepto de area también se puede ilustrar el teorema de Pitagoras, sin

necesidad que |os nifios tengan alguna nocion de raices cuadradas.

La mayoria de las veces, en primaria y en secundaria para abordar €l teorema de
Pitégoras, se inicia con la tan conocida férmula, e cuadrado de la hipotenusa (c), es
igual alasumade los cuadrados de los catetos (a, b). (ver figura 63).

Figura 63. Triangulo rectangulo.

c®=a?+b?

b

Pero para llegar a este resultado, es necesario preparar al estudiante a través de la
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motivacion, paraasi lograr unamayor asimilacion de este principio.

En la actualidad existen muchas pruebas y demostraciones del teorema de Pitégoras.

Una prueba muy didactica basada en e concepto de area, la cual € estudiante debe

conocer, es lasiguiente:®

En un cuadrado de lado a+b, se construyen cuatro triangul os rectangul os, de catetos a

y by con hipotenusa c. (ver figura 64).

Figura 64. Teorema de Pitagor as.

atb a b

atb

En la mitad del cuadrado de lado a+b se obtiene un cuadrado de lado c, €l area del
cuadrado de lado c, esigual a area del cuadrado de lado (a+b) menos €l area de los

cuatro triangulos rectangul os.

Luego, se ordenan los triangul os rectangul os, de tal forma que dentro del cuadrado de
lado (a+b), queden dos rectangulos de lados a y b; un cuadrado de lado a 'y un
cuadrado de lado b. (ver figura 65).

* MALUENDAS URIBE, Alicia Monografia “ensayo metodologia para el aprendizsje de los
ndmeros irracionales. Bucaramanga: UIS, Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. 1997. p. 47-
49.
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Figura 65. Prueba del teorema de Pitagor as.

Como se puede observar € &reade los cuadrados de lado ay delado b esigual al area

del cuadrado de lado (a+b) menos el area de los cuatro triangul os rectangul os.
De las dos observaciones hechas, |os nifios pueden concluir que:

cC=a+ b
Obviamente estos procedimientos son més féciles cuando se usan materiales que los
nifios pueden manipular fisicamente, como rompecabezas geométricos. Usando
rompecabezas geométricos, ya sean de madera o de carton se pueden realizar muchas

experiencias parailustrar el concepto de area.

Se les puede dar diferentes figuras y que ellos usen una unidad cuadrada adecuada

paramedir el areade cadafigura:

¢Con cuantas unidades cuadradas pueden cubrirse las siguientes figuras?
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Figura 66. Construcciones con cuadrados.

L

unidad cuadrada

Un rompecabezas muy famoso y que puede ilustrar el hecho de que figuras diferentes
pueden tener lamisma area, esel TANGRAM.

El TANGRAM es un rompecabezas inventado por los chinosy se dice que tiene unos
4.000 afios de antigtiedad.> (ver figura 67).

Figura 67. Tangram.

%2 CLEMENS; O'DAFFER y COONEY, Op. Cit., p. 7.
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En esta dimensién, también se le puede mostrar a los nifios, la razon gque existe entre
el éreay la circunferencia de un disco, cortando un circulo como si fuera un pastel.

(ver figura 68).

Figura 68. Descomposicion de un disco.

Un circulo no se puede descomponer en triangul os isdsceles congruentes pero si se
puede dividir en sectores circulares congruentes, suficientemente pequefios y se

pueden considerar aproximadamente iguales a tridangul os isbsceles.>®
Primero se divide @ circulo en cuarto sectores circulares congruentes. (ver figura 69).

Figura 69. Descomposicion de un disco en cuatro sectores circulares

Luego se reacomodan los arcos, tratando de formar un “paralelogramo”. (ver figura
70)

congruentes.

%3 LONDONO; GUARIN y BEDOYA, Op. Cit., p. 345.
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Figura 70. Reacomodacion de los cuatr o sector es cir cular es congr uentes.

J radio

~—— _—

1/2 circunferencia

La aproximacion a un paralelogramo no es muy buena, luego es mejor dividir la
circunferencia en mas arcos congruentes y realizar el mismo procedimiento. (ver

figura7l).

Figura 71. Aproximacién a un paralelogramo.

A e

1/2 circunferencia

Los nifios pueden observar que entre mayor sea €l nimero de sectores circulares en

que se divida el circulo, megjor va a ser la aproximacion a un paralelogramo. (ver

figura72).

Figura 72. Aproximacién mas exacta a un par alelogramo.

AV

1/2 circunferencia
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Intuitivamente | os nifios pueden concluir:

Areacirculo = Area paralelogramo = base X atura

longitud delacircunferencia
2

ALTURA =radio=r

BASE =

longitud delacircunferencia
2

Areacirculo=

(r)

_2nr

2

Area Circulo = rtr?

Aungue €l concepto de limite esté oculto en este gjercicio, la idea de limite es mas

avanzada que la idea de area, asi que los limites no deben utilizarse para ensefiar €l

dreapero s e area paraensefiar los |imites.

Otra idea que se puede dar acerca del érea de un circulo, y que también se usa

intuitivamente el concepto de limite, es el hecho de que e area de un circulo es €

nimero al que se aproximan las areas de |os poligonos regulares inscritos de n lados a

medida que n aumenta.

Un poligono regular inscrito puede cortarse en tridngulos, los cuales se pueden

ordenar en forma de paralelogramo. (ver figura 73).

> LONDONO, Op. Cit., p. 215.
% CLEMENS; O’'DAFFER, Y COONEY, Op. cit. p. 420.
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Figura 73. Cuadrado inscrito en una circunferencia.

O sea, que € area del circulo se aproxime a érea del paralelogramo, pero esta

aproximacion mejora cuando aumenta el nimero de lados del poligono regular. (ver
figura74).

Figura 74. Poligono inscrito en una circunferencia.

g

A medida que aumenta el nUmero de lados, €l nimero de tridngul os que componen €l

paralelogramo también aumenta y la altura de cada triangulo se aproxima mas a
radio del circulo. (ver figura 75).

Figura 75. Aproximacion ala circunferencia.
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Para trabajar €l concepto de nimero pi () se trabaja de manera andloga a como se

hizo cuando se usb el concepto de volumen. (ver figura 76).

Figura 76. Concepto de nimero pi.

Como las bases de |os paralelepipedos y del cilindro son planos, se puede decir que €l
&rea del disco de la base del cilindro ocupa un poco més de tres areas de los
cuadrados de |as bases de |os paral el epipedos.®®

Froebel también trabajaba con la primera dimension, la metodologia que usaba era
repartir a sus estudiantes palillos o varillas, anillos, anillos partidos por lamitad y en

cuartos, etc. (ver figura 76)

Figura 76. Varillasy anillos.

M

Es asi como los objetos que se representaban en segunda dimensién, ahora serén
representados en primera dimension por sus esquinas o sus lineas exteriores. De esta
manera se continua el ciclo de abstraccién, de solidos a superficiey de superficieala

linea.

% STEEN, Op. Cit., p. 29.
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El hecho de introducir palillos (lineas) y anillos (circunferencias), hara que € nifio
note las diferencias y similitudes entre ellos, y asi podran observar los conceptos de

circunferenciay lineas curvas.>

A este paso ya se puede introducir el concepto de perimetro. Esta idea de perimetro se
puede ensefiar mediante €l uso de cuerdas. Asi los nifios pueden observar que la
distancia alrededor de un cuadrado es cuatro veces la longitud de cada uno de sus

lados, sin importar el tamafio del cuadrado. (ver figura 77).

Figura 77. Perimetro del cuadrado.

Cuando se trabaja con dos circulos, y que € radio de un disco sea €l doble que el del
otro, a rodear con una cuerda el disco mas grande, se puede comprobar que esta

misma cuerda rodeara dos veces €l mas chico. (ver figura 78).

Figura 78. Relacion delos perimetros de las cir cunferencias.

~

A los nifios se les puede pedir que calculen la cantidad de cuerda necesaria para
rodear diferentes figuras y que establezcan si hay casos en que la cantidad de cuerda

necesaria es igual pero las formas son diferentes. (ver figura 79).

> www.froebel gifts.com. 15 de Julio de 2003.
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Figura 79. Perimetro figuras diferentes.

De esta forma €llos pueden observar que con un mismo perimetro se puede obtener

figuras diferentes.

Mediante el uso de cuerdas se pueden explorar varios contenidos de la geometria:

e Lineas
e Angulos
e Poligonos

e Contornoy perimetro (mediciones)

e Diferencias entre areay perimetro
También pueden volver arecordar € concepto de nimero pi (), a observar que una
cuerda que rodea un circulo de radio “r” podré rodear un poco més de tres veces un

cuadrado cuyos lados sean iguales al radio del circulo. (ver figura 80).

Figura 80. Relacidn de las circunferencias con € numero pi.
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Esta experiencia se puede realizar con diferentes circulosy cuadrados, parallegar ala
conclusion de que la razén entre la circunferencia y el diametro del circulo es la

misma para todos los circulos, es decir, siempre es el niimero pi (r).%®

Otra observacién que se puede hacer con respecto a la circunferencia del circulo, es
que al incrementar el nUmero de lados de un poligono regular, poco a poco su forma

se aproxima alade un circulo circunscrito. (ver figura 81)

Figura 81. Poligonosinscritos.

Ademas su perimetro se aproxima a un numero fijo que recibe € nombre de

circunferenciadel circulo.

Otra experiencia que se puede realizar con €l numero pi (r) es trazar una recta en el
piso o sobre el pupitre y tomar una circunferencia de didmetro unitario, puede ser una
moneda, |a tapa de un tarro o se puede hacer de cartulina, luego se hace rodar sobre la

rectatrazaday asi obtener el nimero pi (r).> (ver figura 82).

Figura 82. Obtencion del niumero pi.

8 CLEMENS; O’'DAFFER, Y COONEY, Op. cit. p. 416.
% MALUENDAS, Op. Cit., p. 63.
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Es una experiencia que se puede realizar con un nimero de cuadros, los cuales se

organizar de diferentes formas para asi obtener diferentes perimetros.

Ejemplo:

Al tomar cuatro cuadros iguales se pueden organizar de las siguientes formas:

Figura 83. Obtencion de perimetros.

De esta forma los nifios pueden observar que a superficies que tengan una misma

area, les puede corresponder diferentes perimetros.®

Continuando € ciclo, se llega hasta la dimension cero, la progresion de la abstraccion
ha encontrado un nivel més profundo, un punto sin dimension, solo posicion. Froebel
entendio que los nifios no podian pensar en conceptos tan abstractos, pero ellos

pueden descubrirlos através del juego y asi pueden internalizar esas ideas.®*

Para trabajar esta dimensién se pueden utilizar pequefios puntitos hechos de madera o

plastico. (ver figura 84).

Figura 84. Punticos.

©e@O0

% VAN CLEAVE, Janice. Mateméticas para nifios y jovenes. México D.F.: editorial Limusa SA.
2002. p. 75, 76.
81 www.froebel gifts.com. 15 de julio de 2003.
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Diferentes conceptos geomeétricos pueden ser explorados a partir de laidea de punto.

L os nifios pueden observar que a unir varios puntos, se forma una linea: (ver figura
85).

Figura 85. Obtencion de una linea por medio de puntos.

También se pueden formar diferentes formas (circulos, triangulos, cuadrados, etc.)

(ver figura 86).

Figura 86. Obtencion de figuras por medio de puntos.

0 &0

De estaforma el nifio puede obtener unaidea de lo que es el concepto de posicion.

El nifio a haber trabajado primero con solidos, entiende las superficies como parte de
los sdlidos, luego a trabagjar con superficies observa que estas estan formadas por
lineas, y al trabgjar con la dimensién cero, observa que las lineas estan formadas por

puntos.

Asi el nifio comienza a ver las diferentes conexiones que existen entre las

dimensiones.

Después de todas las experiencias vividas desde la dimensién tres, hasta la dimensién
cero, € nifio ya puede hacer diferentes relaciones entre las dimensiones asi como
también se le facilitard el concepto de medicion en ellas. Este concepto es importante

en su aprendizaje, ya que es una accion que el hombre realiza cotidianamente con
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diferentes instrumentos.

En términos simples medir significa “cuantas veces’ entra la unidad elegida en €l
objeto que se desea medir, haciendo entender a nifio que €l perimetro, area o
volumen del objeto que se esté midiendo puede ser e mismo, pero su valor depende
de la unidad elegida como patroninicial.

La construccion de la nocién de medida en € nifio es un proceso continuo que
requiere un desarrollo, partiendo desde lo que el nifio pueda observar o percibir hasta

llegar alas mediciones convencionales.®?

Después de que los nifios tengan conocimiento de las dimensiones que estan
acance de ellos, se pueden introducir ala cuartadimensiony aladimension fractal.

Froebel también traté de explicar a sus estudiantes lo que es la cuarta dimension. Una
forma apropiada, es hacerlo mediante € dibujo, observando que s una linea esta
formada por puntos, un cuadrado por lineas y un cubo por cuadrados, entonces un
cubo en cuarta dimension (hipercubo), estara formado por cubos en tercera

dimension. (ver figura 87).

Figura 87. Hiper cubo formado por cubos.
/
/ /
/
/

=T
/

%2 www.educared.org.ar/vicariallinks_internog/inicial/relatos/01_abordaje/index.asp. 17 de marzo de
2004.
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Otra manera de dibujar e hipercubo, es dibujar un cubo pequefio dentro de otro
grande, asi se sigue la idea de que un cubo en perspectiva puede verse como un

cuadrado pequefio dentro de uno grande.®® (ver figura 88).

Figura 88. Perspectiva del hipercubo.

Froebel también disefid un modelo tridimensional de un cubo en cuatro dimensiones,

utilizando palitos unidos con bolitas de arcilla, ahora se pueden usar materiales méas

sofisticados como pitillos unidos con hilo o alambre.®* (ver figura 89).

Figura 89. Hiper cubo construido con palitosy arcilla.

=

& &

Una forma de relacionar la cuarta dimensién con las otras dimensiones es por medio

del hipercubo, contando sus cubos, caras, aristas y vértices.

Y se puede tratar de hacer e mismo procedimiento en una quinta dimension con €l

hiperhipercubo.®

% RUCKER, Op. Cit., p. 41.
% STEEN, Op. Cit., p. 37.
% RUCKER, Op. Cit., p. 249.
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Tabla 2. Comparacién de las diferentes dimensiones.

Vértices Aristas Caras Cubos

Punto 1 0 0 0
Segmento 2 1 0 0
Cuadrado 4 4 1 0
Cubo 8 12 6 1
Hipercubo 16 32 24 8
Hiper- 32 80 80 40
hiper cubo

De esta forma €l nifio empezard a sacar figuras simples de unas méas complicadas,

agudizando asi su percepcion espacial .

En lo que respecta a la dimension fractal, son cada vez mas los docentes que piensa
que la geometria fractal debiera integrarse a los contenidos de las matematicas o la

informética en los colegios.®’

Lanocion de dimensién fractal se puede introducir en € aprendizaje del nifio através
de los cambios de escala, cuando e nifio tenga conocimientos sobre notacion

exponencial.

Asi el nifio entendera que la duplicacion del tamafio de un cubo en la dimensiéon tres
lleva a un aumento en e volumen en un factor 2°, a duplicarse e tamafio de un
cuadrado su &reaincrementa en 22, y al duplicarse el tamario en una linea su longitud

aumenta en 2.

% STEEN, Op. Cit., p. 58.
87 www .pl atea.pntic.mec.es/'~mzapataltutor_malfractal/fractal.htm. 10 de enero de 2004.
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Se podria pensar que a duplicarse el tamafio de un hipercubo, este va a aumentar su
tamafio en un factor 2*. Es decir, a cada dimension le corresponde su propio

exponente de crecimiento.®®

En este punto a los nifios, ya se les puede dar las primeras nociones de dimensiones

fractales, que como ya se observo son dimensiones fraccionarias.
Se puede utilizar e triangulo de Sierpinski. Los nifios pueden observar que al
duplicar su tamarfio, se produce una figura que estd compuesta por tres copias de la

original y que ladimension de éste triangulo es d = 1.5849... (ver figura 90).

Figura 90. Triangulo de Sierpinski.

También se puede introducir la nocion de dimension fractal, mediante el uso de las

computadoras, utilizando el programa LOGO.*°

LOGO es un lenguaje de computadora, que surgié en los Estados Unidos hacia 1967.
Actuamente es quiza €l ¢ emplo mas obvio del empleo de un ordenador parafacilitar

el descubrimiento de conocimiento matematico.

El empleo geométrico basico de LOGO permite a los nifios crear sus propias formas,
y mediante un proceso de perfeccionamiento sucesivo, lograr figuras
predeterminadas’, a través de una pequefia tortuga, que a darle ordenes de

movimiento va haciendo los dibujos que se deseen.

% STEEN, Op. Cit., p. 31.
Swww.platea.pntic.mec.es/~mzapataltutor_ma/fractal /fractal.htm. 10 de enero de 2004.

© ORTON, Op.Cit., p. 132.
88



Al observar la metodologia que usaba Froebel con sus estudiantes, se puede concluir
que las matematicas se pueden aprender sin tener una definicion completamente
estricta de ciertos conceptos, y los conceptos que se van aprendiendo, crecen y se

desarrollan alo largo de los afios.

El medio mas eficaz para desarrollar un entendimiento en las matematicas es €l
trabajo practico, los nifios aprenden por obra de sus propias actividades, de ahi se
parte para afirmar que los estudiantes, en especia 1os mas pequefios, aprenden mejor

procediendo de lo concreto alo abstracto.”™

Es por esta razén que Froebel prefirié empezar desde la tercera dimensién, es decir
desde lo concreto hasta llegar a la dimensidn cero, lo abstracto. Pero hoy en diano se
hace mucho énfasis en el estudio de estas dimensiones. Y s se hace, no se hace de la
forma adecuada, es decir, no se motiva al estudiante a que relacione 1o que esta
aprendiendo con la redlidad, haciendo que € estudiante no se interese en su
aprendizaje y de esta manera se le esta conduciendo hacia la ineficacia, tachando los

verdaderos fines de la ensefianza del maestro.”

A pesar de que lageometriaes el campo més concreto de las mateméticas, es decir, es
el campo donde no se trata solamente de traducir y comprimir aspectos de lavidareal
en numeros y ecuaciones, a la mayoria de los maestros no les parece que sea lo
suficientemente seria, se le considera muy poco matemética e intelectual. Es por esto
gue los maestros solo se ocupan de un tema geométrico solo cuando este ofrece
suficientes oportunidades para realizar cdlculos. halar areas y volumenes, calcular
angulos en figuras dadas, hallar las proporciones en casos de semejanza, etc. De esta

manera la geometria es “algebraizada’ y asi pierde su atractivo.

" 1bid., p. 48, 49.
2 NECO J., Modesto. La educacion, teoria praxis filosofia. México, D.F.: McGraw-Hill. 1989, p. 167-
170
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EVOLUCION DEL PENSAMIENTO GEOMETRICO

Asi como las habilidades para el pensamiento algebraico como contar, calcular, usar
ecuaciones, etc., deben ser estimuladas, también deben ser estimuladas y
desarrolladas habilidades para €l pensamiento geométrico a través del contacto con

realidades geométricas.

Para empezar a hablar del pensamiento geométrico se deben mirar las diferencias que

hay entre espacio fisico y espacio geométrico.

El espacio fisico se aprende a través de la experiencia, es €l que €l nifio empieza a
estructurar desde el momento en que nace, € espacio geométrico pertenece al campo
de la matematica, este espacio nos permite comprender e espacio fisico. Se puede
decir que € espacio geométrico es una modelizacion del espacio fisico. A este
espacio se le conoce a través de la representacion y esta accion permite que un objeto

sea evocado aunque esté ausente.”
Laevolucién del pensamiento geométrico se divide en tres fases:

Espacio vivido: es el que mangjan los nifios de corta edad, hastalos 3 0 4 afios. Es el
espacio que los nifios recorren, tocan, papan, sienten y que generamente esta
relacionado con espacios pequefios. € aula, los rincones, € estar debajo de la mesa,
etc.

Espacio percibido: es la posibilidad que tienen los nifios un poco mayores de

comprender e espacio, sdlo por su percepcion visual.

Por gjemplo cuando los nifios recorren un lugar sin caminarlo, o cuando pueden decir

que algo estalegjos con solo verlo.

3 www.geocities.com/aul avy/revistas/neo/neo23geometr.htm. 17 de marzo de 2004.
™ www.geocities.com /aul avy/l a-ense-de-la-geometr.htm. 10 de marzo de 2004
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Espacio concebido: es el espacio que |os nifios van construyendo y esta formado por
todas las concepciones, iméagenes, conceptos geometricos que les permiten ya no
tener que tocar el espacio, no tener que verlo, sino simplemente imaginarlo. En esta

fase €l nifio pueden explicar un recorrido sin verlo.

El desarrollo del pensamiento geométrico debe orientarse al desarrollo de habilidades

especificas, tales como:

e Concepcion del espacio

e Orientacion espacial

e Pensamiento espacial

e Habilidad parala percepcion visual
e Constancia de la percepcion

e Percepcion de la situacion espacial

e Percepcion de relaciones espaciales

La escuela ha limitado obsesivamente los problemas geométricos, de tal manera que
se limita también el desarrollo de estas habilidades, generalmente se ensefia una
geometria limitada a aula'y sobre todo a cuaderno. El nifio no tiene que moverse ni

trasladarse, es una geometriadel papel vy tijera.”

Para finalizar se hace un resumen acerca del papel del juego en la educacion

mateméatica.

Aungue sea dificil de creer, la matematica, es también juego, aunque impligue otros
aspectos como €l cientifico, instrumental y filoséfico. Es por eso que es importante
aprovechar los rasgos comunes entre € juego y la matemética, para asi poder
transmitir a los estudiantes el profundo interés y entusiasmo que ella puede generar y
asi proporcionar una fécil familiarizacion con los procesos usuales de las actividades

mateméati cas.

™ www.geocities.com/aulavy/la_ense_de |la_geometr.htm. 10 de marzo de 2004.
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La matemética es un grande y sofisticado juego y debe ser explorado de diferentes
formas, en su aprendizaje se puede utilizar con gran provecho sus aplicaciones, su
historia, las biografias de los mateméticos mas interesantes, sus relaciones con la
filosofia o con otros aspectos de la mente humana, pero posiblemente ningln otro
camino puede transmitir cudl es €l espiritu correcto para hacer mateméticas como un

juego bien escogido.

En la actualidad los estudiantes estan siendo “bombardeados’ por diferentes técnicas
de comunicacion muy poderosas y atrayente, asi que a tratar de ensefiarles las
matematicas, 10s profesores encuentran una gran dificultad para atraer la atencion de
sus estudiantes. Es por esta razon gque es importante aprovechar todas esas técnicas de
comunicacion, tales como €l video, latelevision, laradio, el periédico, el comic, €tc.,

para atraer la atencion de el os.

Seria un gercicio atrayente tratar de mezclar las actividades fisicas con las
actividades intelectuales, asi gran parte de los estudiantes pueden ser introducidos de
forma agradable en actividades y manipulaciones que constituyen el inicio razonable

de un conoci miento matematico.

El gusto por e descubrimiento en mateméticas es posible y fuertemente motivador
para superar otros aspectos rutinarios necesarios de su aprendizaje, y por los que por

supuesto hay que pasar.

Es necesario romper, con todos los medios, la idea preconcebida, y fuertemente
arraigada en nuestra sociedad, proveniente con probabilidad de blogueos iniciales en
la nifiez de muchos, de que la matemética es necesariamente aburrida, inutil,

inhumanay muy dificil.”

"6 www.mat.vem. es/deptos/am/guzmén/tendencia/esen.htm. 12 de enero de 2004.
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CONCLUSIONES

El hecho de trabgjar € articulo “Dimension” de Thomas F. Banchoff ha sido un
aporte muy importante para mi formacion como docente, ya que en este articulo se
muestran herramientas para hacer que los estudiantes vean la importancia del
aprendizaje de la geometria, a través del manejo de dimensiones por medio de lo que

ellos tienen a su acance, es decir por medio de larealidad.

El método utilizado por Friedrich Froebel para la ensefianza de diversos temas,
tomando como instrumento de ensefianza los elementos que se usan en la realidad
convertidos en material didactico, abre paso para que las nuevas generaciones de

docentes creen mas y mejores materiales didacticos para estimular el aprendizaje de
la geometria.
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