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RESUMEN

TITULO: DESARROLLO DE UNA APLICACION POR EL METODO DE LOS MINIMOS
CUADRADOS MOVILES PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE FLEXION EN UNA VIGA
SIMPLEMENTE APOYADA

AUTORES:
Maria Juliana Sanabria Mufioz. .
Elkin Humberto Villalobos Gomez.

PALABRAS CLAVES:
Métodos numéricos, Diferencias finitas, Elementos finitos, Galerkin libre de malla, Minimos
cuadrados moviles.

DESCRIPCION:

Los métodos libres de malla son en la actualidad una alternativa para superar las limitaciones que
presentan los métodos numeéricos tradicionales (Método de Elementos Finitos, Diferencias Finitas o
Volumenes Finitos) en el area de la mecéanica de sdlidos y mecanica de fluidos. El principal
atractivo de los métodos libres de malla en proyectos donde se hace necesario un analisis
numeérico para aproximar la solucion del fendbmeno a estudiar, es que no se requiere la
construccion de una malla, por el contrario el dominio esta representado por un conjunto de nodos
en los cuales se definen subdominios, lo cual permite una mayor flexibilidad a la hora de resolver
problemas en los cuales las conexiones entre los nodos varian al avanzar el problema por ejemplo:
crecimiento de grietas, fluidos en movimiento 6 deformaciones elevadas. Con el animo de mostrar
la validez y la exactitud del método de Galerkin Libre de Malla en primera instancia para resolver el
problema de flexibn en una viga simplemente apoyada se muestra la formulacion minima
necesaria para dar soluciéon a este fendbmeno por medio de un analisis teorico, el método de
diferencias finitas, el método de elementos finitos y el método de Galerkin libre de malla con el fin
de establecer un primer parametro de comparacion entre las soluciones. Para tal fin esta
implementacion se hara en el lenguaje de programacién C++, utilizando una herramienta para el
desarrollo de software numérico llamada MecLib que consiste en una coleccién de librerias escritas
en el lenguaje de programacién C++.

Trabajo de Grado
Universidad Industrial de Santander, Facultad de Ingenierias Fisico-Mecanicas, Escuela de
Ingenieria Mecénica, Director: Ing. Mecanico, M.sc. Pedro José Diaz Guerrero
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SUMMARY

TITLE: DEVELOPMENT OF AN APPLICATION BY THE MOVING LEAST SQUARES METHOD
TO RESOLVE THE PROBLEM OF BENDING IN A SIMPLY SUPPORTED BEAM

AUTHORS:
Maria Juliana Sanabria Mufioz. "
Elkin Humberto Villalobos Gomez.

KEY WORDS:
Numerical methods, finite differences, finite elements, mesh-free Galerkin, Moving Least squares.

DESCRIPTION:

The mesh-free methods are now an alternative to overcome the limitations of traditional numerical
methods (Finite Element Method, Finite Difference and Finite Volume) in the area of solid
mechanics and fluid mechanics. The main attraction of the mesh-free methods in projects where it
is necessary numerical analysis to approximate the solution of the phenomenon to study, it is not
requires construction of a mesh, on the contrary the domain is represented by a set of nodes which
are defined in the subdomains, which allows greater flexibility to solve problems in which the
connections between nodes vary in moving the problem, for example, crack growth, fluid flow or
large deformation. In order to show the validity and accuracy of the mesh-free Galerkin method in
first instance to resolve the problem of bending in a simply supported beam shows the minimum
necessary formulation to solve this phenomenon by means of a theoretical analysis, finite difference
method, finite element method and mesh-free Galerkin method in order to establish a first
parameter of comparison between solutions. For this purpose this implementation will be in the C++
programming language using a development tool of numerical software called MecLib which is a
collection of libraries written in C++ programming language.

Thesis Project
Universidad Industrial de Santander, Facultad de Ingenierias Fisico-Mecanicas, Escuela de
Ingenieria Mecénica, Director: Ing. Mecanico, M.sc. Pedro José Diaz Guerrero
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INTRODUCCION

En la actualidad la mayoria de los procesos de disefio e ingenieria de productos y
procesos requieren del uso de herramientas computacionales. Con el pasar de los
afios estos problemas son cada vez de mayor envergadura, lo que conlleva a la
investigacion del calculo de una solucion Optima, apoyandose en herramientas
CAD (disefo asistido por ordenador), que permiten modelar los sistemas a disefiar
y analizar las complejas ecuaciones diferenciales, que gobiernan su

funcionamiento.

Para tal fin se han desarrollado métodos analiticos para resolver dichas
ecuaciones diferenciales tales como los métodos de diferencias finitas (FDM) y
elementos finitos (FEM). Sin embargo para algunos problemas de alta
complejidad, como el inicio de la fractura en un componente estructural sometido a
carga dinamicas, la solucion con dichos métodos se hace inalcanzable. Por lo
tanto es en este punto, donde nace la necesidad de plantear nuevos métodos de

solucién que solventen dicha limitacion.

Es por este motivo que se han desarrollado los métodos libres de malla, que como
su nombre lo indica, la ausencia de una malla hacen que el dominio no sea
discretizado como en los métodos tradicionales, si no representado por un
conjunto de nodos en los cuales se definen subdominios, lo cual permite una
mayor flexibilidad a la hora de resolver problemas en los que las conexiones entre
los nodos varian al avanzar el problema por ejemplo: crecimiento de grietas,

fluidos en movimiento, deformaciones elevadas.

Estos métodos libres de malla, pueden ser facilmente desarrollados ya que no

requieren involucrar el concepto de conectividad, por tal razén no hay necesidad

17



de dar ninguna informacién acerca de la relacion entre nodos, proporcionando

flexibilidad al afiadir o eliminar nodos cuando y donde sea necesario.

La adaptacion del enmallado para una gran variedad de problemas 1D, 2D o 3D,
incluyendo lineales o no lineales asi como el analisis de esfuerzos estaticos o
dindmicos pueden ser efectivamente tratados por el método libre de malla de una

forma relativamente simple.

18



1. SOLUCION TEORICA DE UNA VIGA A FLEXION SIMPLEMENTE APOYADA

La decision de analizar una viga simplemente apoyada, surge de la necesidad que
se presenta en la mayoria de problemas de la ingenieria mecénica relacionados
con el area de modelamiento estructural, que se basan en el célculo del
desplazamiento generado al aplicar algun tipo de carga, es por esta razén que
presentaremos a continuacion la solucién tedrica de una viga simplemente
apoyada utilizando los tipos de cargas mas comunes (puntual, rectangular y
triangular uniformemente distribuida) con el animo de establecer un pardmetro de

comparacion entre la solucion tedrica y numérica.

1.1 ANALISIS TEORICO

Para el andlisis de una viga simplemente apoyada utilizamos el método de tramos,
ya que se necesita calcular el momento, en funcion de la posicion, y asi poder
determinar el desplazamiento en diferentes puntos de la viga. Este método
comienza con la determinacion de las fuerzas que actian sobre los apoyos, para
posteriormente obtener las ecuaciones de momentos en funciéon de la posicion,
por medio del andlisis de tramos, de acuerdo con esto y teniendo en cuenta que la

ecuacion diferencial de la elastica para una viga simplemente apoyada es:

2

d-u
El———M(x) =0 1)

Donde u es el desplazamiento de la viga, y remplazando cada ecuacion de
momentos en la ecuacion (1), se obtiene finalmente una ecuacion para u en

funcién de la posicion deseada.

19



1.1.1 Viga Simplemente Apoyada Sometida a Carga Puntual:

Figura 1. Viga simplemente apoyada sometida a carga puntal.

1
-

Figura 2. Diagrama de cuerpo libre de una viga simplemente apoyada sometida a

flexioén.

Ra a | RB

Para el calculo de las reacciones en la viga se hace }F, y M,, obteniendo que:

Ro=" ¥y Ri=7(-0) @
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Ahora se procede a calcular los momentos sobre la viga mediante el analisis de

cada tramo de la siguiente forma:
Parax <a

Figura 3. Diagrama de cuerpo libre para todo x < a.
M
: P
\'J
Ra .
Siguiendo el andlisis correspondiente se tiene que:
P
V=—(L-a) (3)
L
Px
M(x) =— (L —a) (4)

Remplazando la ecuacion (4) en (1) se tiene:

£l d?u, _ Px L

dx2 L (L-a)

& _ Px? (L—a)+C (5)
dx 2L )T

Px3
Elu, =6—L(L—a) + Cix + C,

21



Parax >a

Figura 4. Diagrama de cuerpo libre para todo x > a.

A l P Mv>
RA?

| X

Se tiene que:
V= _% (6)
M) = (L) @
Y remplazando la ecuacién (7) en (1):
d*u, Pa

= (L —
Idxz L( %)

du, Pa x?
EjazT xL—? + Cs (8)
Pa (x*L x3
EIU'Z:T T—Z +CX3+C4
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Aplicando las siguientes condiciones de frontera:

u=0parax =20

du; =du, parax =a

9)
U =uU, parax=a
u=0parax =1L
Finalmente se tienen las ecuaciones para el desplazamiento de la viga:
P(L—a) 3 5
— _ — 10
Uy cTEl (=x3 + (2aL — a*)x) (10)
P (L—a)x3 s 2al — a?
u2_6El*(_ 7 + (x—a) +(L—a)fx (12)

1.1.2 Viga simplemente apoyada sometida a carga rectangular

uniformemente distribuida:

Figura 5. Viga simplemente apoyada sometida a carga rectangular uniformemente

distribuida.

LT a b

*
L
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Figura 6. Diagrama de cuerpo libre de una viga simplemente apoyada sometida a

flexion.

Wh

R l _____ .

1 1

1 1

- ]

FAN FAN
Ra Re
a I

L |

Siguiendo el andlisis que se hizo para una viga simplemente apoyada sometida a

carga puntual se tiene que.

Tabla 1. Andlisis por tramos para la viga simplemente apoyada sometida a carga

rectangular uniformemente distribuida.

ANALISIS POR TRAMOS PARA LA VIGA SIMPLEMENTE APOYADA SOMETIDA A CARGA
RECTANGULAR UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA

u=0parax=0
du, =du, parax =a
- u =u, parax=a
Condiciones de frontera du, = du, parax = a+b (12)
u, =uz parax=a+b>b
u=0parax=1L

M(x)=w—b<L—a—9)x (13)

M
du;, wb by ,
—=—"(L-a-= 14

‘>lv El— 2L<L a Z)x +G (14)

Ra . wh 0,
Elu, =a<L—a—§)x + Cix + G,

Uy

X Wb(L b) 2+wab( +b)
~Ell6L 47%0) T\
b) wh3

W, . wbL
24z (@ = (Car 0h) === (e 5) + 55

(15)

+
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Tabla 1. (ContinGa)

a<x<a+b

Ra

(x-a)/2

wab w
4 _ 4
+ 2 (a+b)x+—24L(a (a+b)H)x

WbL( +b) +Wb3]
3 \4T) T

(16)

17)

(18)

a+b<x<L

Ra

x-a-b/2
B

b

%,

M(x) =WTb(a+§)(L—x)

d’us _wh
dx?2 L

du; wb b x?
EI—=—(a+—) Lx —— |+ Cs

(a+g)(L—x)

dx L 2 2

whb b , x°
E1u3=Z(a+§) Lx -3 + Csx + Cy

Us

_ 1[Wb( +b)(L x) 5
“Elz \“72)\276)"

=) (1) =2 (w4 D) ]

(19)

(20)

(21)
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1.1.3 Viga Simplemente Apoyada Sometida a Carga Triangular

Uniformemente Distribuida:

Figura 7. Viga simplemente apoyada sometida a carga triangular uniformemente
distribuida.

*
*

Figura 8. Diagrama de cuerpo libre de una viga simplemente apoyada sometida a

flexioén.
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Siguiendo el analisis que se hizo para una viga simplemente apoyada sometida a
carga puntual se tiene que.

Tabla 2. Andlisis por tramos para la viga simplemente apoyada sometida a carga
triangular uniformemente distribuida.

ANALISIS POR TRAMOS PARA LA VIGA SIMPLEMENTE APOYADA SOMETIDA A CARGA TRIANGULAR
UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA

u=0parax=0
du, =du, parax =a
ici Uy =uU; parax=a
Condiciones de frontera P e 22)
U, =uz parax=a-+b»b
u=0parax=1L
x<a
wb 2b
=or\bTaT 23
M(x) ZL(L a 3)x (23)
El d*uy _ wb( Zb)
dx? 2L a=3)x
W du; _wb 2by
e T\ T aT 24
t>‘L dx 4L(L a 3)x +C (24)
v
Ra EI —Wb(L Zb) 3+Cix+C
X M=\t T e Tl
I U
_x Wb(L 2b> 2+wb 2+4ab+b2
Erf\1zc\" T 3) T \C T3 T (25)
wbL +2b +wb3 L 1 +4.0*b wba( by
6(a 3) 24 L(a 5.0) 121 ¢
a<x<a+b
Wb 2b w(x—a)3
= r\l-a-——)x——— 26
Mo =57 (L—a= ) -5 (26)
d2u2 _ Wb( Zb) w(x — a)3
dx?2 ~ 2L a 3 6b4
T @zw_b( —a—ﬁ>x2_M+C3
,,/W dx 4L 3 24b 27)
- M
”’ 5
T V>J7V =W—b( - _@) s _Wh—ap
Ra , s Elu, 7L L—a 3)x 120b +C3x+C,
— (1 a2 4 2+ M a1y 0 43)
SE|zp\t T T )t et a+z)x
WbL( +2b> ng( +4b) Wab( + b)? (28)
6 4T 3) T \C T ) T e
W 5]
1200 %~
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Tabla 2. (ContinGa)

Ra

a+b<x<L
wb 2b
=Pla+2) - 29
M(x) 2L(a+3)(L x) (29)
Eldzus_wb( +Zb) L
oz 2\t )0
» Eldus_wb( +Zb) L x? ve
/ dx 2L\ AT )\ )t (30)

-
— - M
- V>
v
s-a-2/3
—

EI —Wb( +2b>L2 x +Csx+ C
RV Y A SN R

Uz

_1 Wb(L Zb) 3 wb(x a b) )
TEr|t2L\" ¢ x x

3 2\6 2 3
wbL 2b wh3 b wab 5 (31)
—T(a+?>x—m(a+?)x—m(a+b)x
+Kb3(a+ﬁ)+w—d)(a+b)2]
24 5 12

Cabe la pena notar que los procedimientos anteriormente descritos, se encuentran

dentro del célculo computacional desarrollado y que se pueden hacer diferentes

configuraciones de carga dentro de este, solo que cuando se quiera aplicar mas

de una carga a la viga, no se devolvera una solucién analitica, solamente

numeérica, ello debido a lo tedioso que se vuelve el calculo de la solucién tedrica al

tener diferentes configuraciones de cargas, ya que en el proceso de solucién

manual para obtener las ecuaciones de desplazamiento se requiere de un mayor

namero de condiciones de fronteras para hallar las constantes de integracion

haciendo que este proceso de solucién se vuelva ineficiente por la gran inversion

de tiempo que se debe hacer en los célculos manuales.

1.2 IMPLEMENTACION DEL METODO TEORICO

La implementacion del método tedrico se hace al principio del codigo para cada

método numérico.
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A continuacion se hace la declaracion de variables para el célculo tedrico. Es notar

que las variables definidas como int y double comienzan con la letra i y d

respectivamente y los vectores y matrices comienzan con las letras V y M

respectivamente:

Variables privadas

dNodosAntesCarga.
dReaccionlzquierda.
dDistanciaDodoActual.
dLongitudElemento.
dDistanciaDespuesCarga.
VMomentosinternos.

VCargasPuntuales.

VDesplazamientoTeorico.

Variables publicas
iNumeroCargas.
iNodos.

iTipoCarga.
dLongitud.
dCargaViga.
dDistanciaCarga.
dBaseCarga.

El.

Numero de nodos antes de la carga.

Valor de la reaccion izquierda.

Distancia al nodo actual, a partir de apoyo izquierdo.
Longitud de cada elemento.

Distancia después de la carga hasta el final de la viga.
Vector para calcular el momento interno en cada nodo.
Vector calcula el valor de las cargas puntuales sobre la
viga.

Almacena el desplazamiento, calculado analiticamente.

Numero de cargas sobre la viga.

Numero de nodos en la malla.

Tipo de carga sobre la viga (Puntual o Distribuida).
Longitud de la viga.

Valor de la carga sobre la viga (p 0 w).

Distancia del apoyo izquierdo al inicio de la carga(a).
Base de la carga distribuida sobre la viga (b).
Coeficiente de rigidez de la viga.
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El desarrollo para el célculo de los desplazamientos tedricos se muestra en el

siguiente algoritmo:

Figura 9. Algoritmo para el célculo de los desplazamientos por el analisis tedrico.

NO

f/{_ .
{ Inicio
v
iNodos
dLongitud
El
iNumeroCargas
iNumeroCargas
¥
iTipoCarga
X
../ . sl
NO oy
i ﬂ' |.poCarga;1/ l
T dCargaViga
NO SI . -
iTipoCarga=2/,.< dDistanciaCarga
S| Calcula
i =3
<.ITipoCarga=3 : VMomentosinternos
S dCargaViga VDesplazamientoTeorico
dDistanciaCarga T
dBaseCarga
! Calcula
dCargaViga VMomentc?slnternos.
. : VDesplazamientoTeorico
dDistanciaCarga
dBaseCarga
v
Calcula

VMomentosInterncs

VDesplazamientoTecrico
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La inicializacién de las variables se hace en una clase que se genero para cada
método numeérico y su respectivo calculo se hace en un codigo ejecutable.

Inicialmente se asigna el tamafio de los vectores y las matrices y se llenan de
ceros, esto se hace por medio de las funciones chasize y llenar de la herramienta
computacional MecLib.

VMomentosinternos.chaSize(iNodos);

VMomentosinternos.llenar(0.0);

VCargasPuntuales.chaSize(iNumeroCargas);

VCargasPuntuales.llenar(0.0);

VDesplazamientoTeorico.chaSize(iNodos);

VDesplazamientoTeorico.llenar(0.0);

Para el calculo de los momentos generados en cada nodo de acuerdo a los tipos
de cargas sobre la viga segun las figuras (1), (5) y (7), se deben asignar valores
para la carga aplicada sobre la viga, distancia a la que se encuentra la carga y
base de la carga si es distribuida, el andlisis de estos calculos fue expuesto
anteriormente y su orden de desarrollo va de acuerdo a la figura (9) donde se
muestra el algoritmo para el calculo del desplazamiento tedrico, en el cual al

terminar este proceso, comienza el desarrollo de cada método numérico.
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2. SOLUCION EULER-BERNOULLI 1D POR EL METODO DE DIFERENCIAS
FINITAS

Con el &nimo de encontrar una solucion a un modelo matematico que describe un
fenomeno fisico de ingenieria se hace necesario utilizar métodos de aproximacion
gue puedan ser programados en una computadora, para este fin se requiere que
las ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales sean transformadas en
ecuaciones algebraicas por medio del uso de métodos numéricos. Uno de estos
métodos es el de diferencias finitas, el cual funciona mediante un proceso de
discretizacion que se basa en la transformacion de un dominio continuo
representado por un conjunto de numeros infinitos que describen las funciones

incégnitas en un conjunto finito de parametros.

2.1 DESCRIPCION DEL METODO

Una forma de describir el funcionamiento del método de diferencias es por medio
de la definicién de la derivada ya que esta es el componente principal de una

ecuacion diferencial.

Figura 10. Derivada de una funcion.

u(x) 4

u(x+4x)

u(x)

Rectatangente l |
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Considerando una funcién u(x) en la cual su primera derivada con respecto a un
punto equivale a la pendiente de una recta tangente a la curva que describe la

funcion en ese punto, la cual se define como:

d A + Ax) —
u(x)= lim _u= lim u(x x) —u(x) (32)
dx Ax—0Ax  Ax—0 Ax
Donde
du(x) _u(x+ Ax) —u(x) (33)
dx = Ax

Como se pude ver en la Ecuacion (33) esta expresion es una aproximacion de la
derivada en términos de una ecuacion de diferencias la cual es la base del método

de diferencias finitas.

Figura 11. Distribucion de los nodos.

L] . . . L b

En el desarrollo del método de diferencias finitas se utilizara un arreglo de tres
nodos, para esto evaluamos la primera derivada en los nodos externos de la

siguiente forma:

du U~ Uxg du o Uas1 — Uy (34)

dxl,_y Ax Y dx w1 Ax
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Teniendo en cuenta que la segunda derivada es simplemente la derivada de la

primera derivada se tiene para el nodo interno que:

du du U v 1w —u
1 1 x+1 X _ ZX x—1
dxle-l dxlysl Ax Ax Uy—1 = 2Uy T+ Uyyq  (35)

d?u
dx?

Ax Ax N Ax2

X

Sabiendo que la ecuacion diferencial de una viga simplemente apoyada es:

dfu_ M) _ (36)
dx? El
Y reemplazando (35) en (36) se tiene:
Uy—1 — Zux T Uypyq — M(x) (37)

Ax? El

Donde u representa el desplazamiento de la viga, Ax la distancia entre dos puntos
consecutivos, M(x) el momento en la viga evaluada en x y EI es la rigidez del

material.

De acuerdo con lo anterior para el desarrollo por diferencias finitas la ecuacion

(37) adopta la siguiente forma:

M(x)

T Ax? (38)

Uj—q = 2U; + Ujpp =
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En la solucion de las ecuaciones discretas obtenidas mediante el método de
diferencias finitas se hace necesario el uso de un desarrollo matricial como se

muestra a continuacion.

[A][u] = [f] (39)

Donde A es la matriz de rigidez de n x n, donde n es el numero de nodos en el

dominio. Estos coeficientes se toman de la ecuacion (38) de la siguiente forma:

Ai,i—l = 1, Ai,i =-2 y Ai,i+1 = 1, i = 1, e, n (40)

El resto de los 4; ; son cero. Los vectores u y f son de tamafio n, en nuestro caso

u representa el desplazamiento de la viga simplemente apoyada sometida a

flexion y

_ M(x) Ax?

T (41)

f

El desarrollo computacional para el método de diferencias finitas, en el cual se
hace el llenado de la matriz A (MRigidez) y el vector f (VTerminosindependientes)
de acuerdo a la ecuacion (39), donde sus valores son tomados de las ecuaciones
(40) y (41) respectivamente y posteriormente calcular el vector wu

(VDesplazamiento), se muestra a continuacion:

void DiferenciasFinitas :: ResuelveProblema ()

{
inti,j;
for(i=1;i<=iNodos;i++)
{
dDistanciaNodoActual=(i-1)*dLongitudElemento;
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CONDICIONES DE FRONTERA NODO 1
if (i==1)
{
MRigidez(1,1)=1.0;
VTerminosindependientes(1)=0.0;
}
NODOS INTERNOS
else if (i>1 && i<iNodos)

{
MRigidez(i,i-1)=1.0;
MRigidez(i,i)=-2.0;
MRigidez(i,i+1)=1.0;
VTerminosindependientes(i)=(dLongitudElemento
*dLongitudElemento*VMomentosinternos(i))/El;

}

CONDICIONES DE FRONTERA ULTIMO NODO

else if (i==iNodos)

{
MRigidez(i,i)=1.0;
VTerminosindependientes(i)=0.0;
}
}
MRigidez.factLU();

MRigidez.forwBackLU(VTerminosindependientes,VDesplazamiento);

}

Este desarrollo matematico se hace con el fin de comprender la implementacién
del método de diferencias finitas para el desarrollo de una viga simplemente

apoyada.
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2.2 IMPLEMENTACION DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS 1D

En la implementaciéon del método de diferencias finitas se utilizo una sofisticada
herramienta para el desarrollo de software numérico llamada MecLib, cuya
principal area de aplicacion es la solucibn numeérica de ecuaciones diferenciales
parciales. EI MecLib basicamente es una coleccion de librerias escritas en el
lenguaje de programacion C++, las clases que contiene esta herramienta pueden
ser utilizadas en un gran rango de aplicaciones numeéricas, matematicas, fisicas y
de ingenieria. En el desarrollo de la aplicacion de una viga simplemente apoyada,
esta herramienta computacional fue de gran ayuda para la solucién de la ecuacion

diferencial que gobierna dicho fenémeno.

La solucion computacional para una viga simplemente apoyada estd4 conformada

por una clase y un ejecutable.

A continuacién se hace la declaraciéon de variables para el desarrollo por
diferencias finitas. Cabe sefalar que las variables definidas como int y double
comienzan con la letra i y d respectivamente y los vectores y matrices comienzan

con las letras V y M respectivamente:

Variables privadas

MRigidez. Matriz de rigidez.

VTerminosindependientes. Vector de términos independientes o fuerzas
externas.

VDesplazamiento. Almacena el  desplazamiento, calculado

numeéricamente.
VDesplazamientoTeorico. Almacena el desplazamiento, calculado
analiticamente.

relojcpu reloj. Calcula el tiempo de calculo.
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2.2.1 Descripcion Paso a Paso. El codigo para la solucion numérica, de la viga
simplemente apoyada se divide en tres etapas, inicialmente se llaman las librerias

y la clase creada para las diferencias finitas, de la siguiente forma:

#include "StdAfx.h"
#include "DiferenciasFinitas.h"

#include <iniciarLIB.h>

using namespace std;

int main(int argc, const char * argv([])

{
iniciarLIB(argc,argv);
DiferenciasFinitas problema,;
problema.Leer ();
problema.ResuelveProblema ();
problema.Reportar ();
system("PAUSE");
return (0);
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La explicacién de cada etapa se muestra a continuacion:

e problema.Leer ();

En esta etapa se leen las variables tales como geometria y cargas aplicadas sobre
la viga y se calculan los momentos que generan las cargas sobre la viga para

cada nodo, esto se hace en el archivo .h de la clase.

e problema.ResuelveProblema ();

Se hace el llenado de la matriz de rigidez y el vector de fuerza externas, de lo cual
resulta el célculo del vector u donde se almacena el desplazamiento de cada

nodo.

En esta etapa se asignaran los valores para las condiciones de frontera para los
nodos 1 y n segun corresponda, después se llenan los valores de los nodos
intermedios, finalmente se factoriza la matriz de rigidez y se calcula el sistema de
ecuaciones lineales por medio de las funciones factLU y forwBackLU
respectivamente, estas funciones hacen parte del paquete de desarrollo MecLib. A
continuacion en la figura (12) se muestra el algoritmo que se utiliza en el desarrollo

de esta etapa.
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Figura 12. Algoritmo para la implementacion del método de diferencias finitas.

N
)

S

v
Hacer para
cada nodo

v

L VAN

NO T si
=1
~ J
Condiciones de frontera nodo 1
NO T sI Calcula
"1 <i<iNodos> Mrigidez
~. - VTerminoslndependientes
v v
NO T S| Condiciones de frontera nodos internos
et ~— Calcula
<_1I=iNodos >
T 7 Mrigidez
VTerminosindependientes

v
Condiciones de frontera ultimo nodo
Calcula
Mrigidez
VTerminosindependientes

A4
X

MRigidez.factLU()
MRigidezTotal.forwBackLU(VTerminosIindependientes,Vdesplazamiento)

I

{ dDistanciaNodoActual

Vdesplazamiento
VDesplazamientoTeorico

e problema.Reportar ();

Imprime los resultados en un archivo de texto “Reusltados.res” para comparar la
respuesta obtenida por el método de diferencias finitas con el desplazamiento

tedrico de la viga simplemente apoyada, en cada nodo. A continuacién se muestra

el desarrollo de esta etapa.

void DiferenciasFinitas :: Reportar ()

{
inti;
Os ofile("Resultados.res",NEWFILE);

ofile <<Reloj.reportar2("Tiempo de calculo");
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ofile <<"Posicion" <<"\t" "Desplazamiento Analitico" <<"\t"
"Desplazamiento Numerico"<<endl;

for(i=1;i<=iNodos;i++)

{
dDistanciaNodoActual=(i-1)*dLongitudElemento;
ofile << oform("%4.3f %17.5e %25.5e\n",
dDistanciaNodoActual, VDesplazamientoTeorico(i),
VDesplazamiento(i));

}

ofile->cerrar();

}

Los resultados obtenidos son visualizados en un archivo de texto llamado

"Resultados.res", de la siguiente forma:

Tiempo de calculo: 0.0000

Posicion Desplazamiento Analitico Desplazamiento Numérico
0.000 0.00000e+000 0.00000e+000
0.100 -2.56944e-004 -2.60417e-004
0.200 -4.93056e-004 -5.00000e-004
0.300 -6.87500e-004 -6.97917e-004
0.400 -8.19444e-004 -8.33333e-004
0.500 -8.68056e-004 -8.85417e-004
0.600 -8.19444e-004 -8.33333e-004
0.700 -6.87500e-004 -6.97917e-004
0.800 -4.93056e-004 -5.00000e-004
0.900 -2.56944e-004 -2.60417e-004
1.0 0.00000e+000 0.00000e+000
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2.3 ANALISIS DE RESULTADOS

Se realizaron diferentes configuraciones de carga en la implementacion del
meétodo para una viga simplemente apoyada con el fin de estimar el porcentaje de
error presentado. En todos los casos se utilizé la misma geometria, nimero de

nodos y propiedades de material.

Tabla 3. Solucién de una viga simplemente apoyada sometida a carga puntual por
el Método de Diferencias Finitas.

Carga puntual

Numero de Nodos 100
P L 1m.
El 2400000 N-m?
A e Numero de cargas 1
j9) , % Tipo de carga 1
. P 10000 N.
- r + a 0,5m.
L %Error 1,27%
Tiempo de calculo 0.0160 s.

0,00E+00 T T T T T T T T T

-2,00E-05

-4,00E-05

-6,00E-05

-8,00E-05

-1,00E-04

——Teorica —Dif Finitas
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Tabla 4. Solucién de una viga simplemente apoyada sometida a carga distribuida

rectangular por el Método de Diferencias Finitas.

Carga Distribuida rectangular
Numero de Nodos 11
L Im
W El 2400000 N-m2
Numero de cargas 1
A B .
Tipo de carga 2
&
L2 b W W 5000 N/m
a 0,3m
L b 0,6 m
%Error 0,67%
Tiempo de calculo 0.0160 s.
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
0,00E+OO T T T T T T T T T
-5,00E-06 -
-1,00E-05 -
-1,50E-05 -
-2,00E-05 -
-2,50E-05 -
——Teorica —— Dif Finitas
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Tabla 5. Solucién de una viga simplemente apoyada sometida a carga distribuida

triangular por el Método de Diferencias Finitas.

Carga Distribuida triangular
Numero de Nodos 11
L Im
W El 2400000 N-m2
M Numero de cargas 1
A B
Tipo de carga 3
b
g h Z w 5000 N/m
i . a 0,2m
L b 0,6m
%Error 0,66%
Tiempo de calculo 0.0160 s.
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
0,00E+OO T T T T T T T T T
-2,00E-06 -
-4,00E-06 -
-6,00E-06 -
-8,00E-06 -
-1,00E-05 -
-1,20E-05 -
——Teorica —— Dif Finitas

2.4 CONCLUSIONES
1. El método de diferencias finitas tiene un desarrollo bastante simplificado,

debido a que su formulacién en el problema de la viga simplemente apoyada

es sencilla de entender.
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2. El porcentaje de error que se presenta en este método es de alrededor del 1%
el cual es aceptable, ademéas es de notar que la diferencia entre el analisis
analitico y el numérico se acentla alrededor del desplazamiento maximo de la
viga, es alli donde se aprecia notablemente la inexactitud del método, punto en

el cual la malla sufre la mayor deformacion.
3. Al trabajar con una cantidad de nodos superior a la que se utiliza para el

analisis de resultados mostrado anteriormente se puede observar que las

curvas se tornan mas suaves pero el porcentaje de error no varia.
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3. SOLUCION EULER-BERNOULLI 1D POR EL METODO DE ELEMENTOS
FINITOS

El método de elementos finitos es una herramienta de desarrollo numérico
ampliamente utilizada en ingenieria mecanica, en lo concerniente al area de
mecanica computacional para la solucion de ecuaciones diferenciales de gran
complejidad que gobiernen algun problema fisico, este método se basa en la
discretizacion de un dominio de naturaleza continua, por medio de un conjunto de

elementos formados por nodos, que unidos entre si se les denomina malla.

3.1 DESCRIPCION DEL METODO

El desarrollo del método de elementos finitos segun Ref (1) se basa en 5 pasos

fundamentales, los cuales son:

1) Discretizacion del dominio: se basa en la localizaciébn y numeracién de los

puntos nodales especificando el valor de sus coordenadas.

2) Especificar la_ecuacion de aproximacion: se debe asignar un valor para el

orden de la ecuacion de aproximacion si es lineal o cuadratica y deben ser
expresadas en términos de los valores nodales desconocidos.

3) Desarrollar los sistemas de ecuaciones: al utilizar el método de Galerkin para

obtener la solucidon numeérica de una ecuacion diferencial, las funciones de
peso en cada valor nodal desconocido es definido y se evalGa la integral
residual del peso, este proceso genere una ecuacion para cada valor nodal

desconocido.
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4) Solucién del sistema de ecuaciones

5) Calculo de las cantidades de interés: estas cantidades estan normalmente

relacionadas con la derivada del parametro a evaluar las cuales pueden ser:

Componentes de los esfuerzos, flujo de calor y velocidades del fluido

En nuestro caso construiremos un modelo de elementos finitos para el problema
de flexion de una viga simplemente apoyada basandonos en la formulacion de

Galerkin para obtener la solucién numérica de la ecuacion diferencial.

3.1.1 Formulacién del Método de Galerkin. Para explicar el funcionamiento del
método de Galerkin comenzamos por definir una ecuacion diferencial que puede

ser de la forma:

d*@

D
dx?

+Q=0 (42)

El sistema de ecuaciones lineales es generado por medio de la integral del peso

residual.
H dZQ)
—jo W(x)(DW+Q)dx=O (43)

Para efectos de la formulacion de Galerkin se requiere que la funcion de peso sea

construida utilizando las funciones de forma N; y N; . Esta formulacion

establece que la funcion de peso en un nodo dado serda igual a la funcion de forma

asociada con dicho nodo.
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MATRICES ELEMENTALES

Para la solucion de las ecuaciones que se generan en el desarrollo del método de
elementos finitos se hace indispensable un analisis matricial. Este analisis se hace
por medio la construccion de matrices elementales, donde se define un vector
columna {R} en la cual cada componente de este vector representa una ecuacion

residual.

Ry
R,
{R}=] ¢ (44)
R1—1
R,
Donde R; es la ecuacién residual para el nodo I. Estas ecuaciones residuales

también pueden ser expresadas como R;f donde e es el elemento que contribuye

a la ecuacion residual en el nodo 1.

Para un elemento cualquiera que este conformado por los nodos iy j la ecuacion

residual adopta la siguiente forma:

X; 2
Rf:—f ]Ni(x)<Dd 0 +Q>dx

X; dx?
45
. Xj d2® p ( )
R; ——Li Nj(x)<Ddx2 +Q> X

Donde estas son las funciones de forma para el elemento(e)
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Figura 13. Funciones de peso para los elementos.

W, (x) W, (x)

dg D QL
e __ - — R [
Rf =D— - (0 — ;) -
a9 oL (46)
e _ _n_— 3 -
Rf = Ddxx=Xj+L( b + D)) >
Estas ecuaciones se pueden escribir de la siguiente manera:
RE)_ (], D1 —1yq® QL1
{Rf} - {I]?} t1 [_1 1 ] {dy} - 7{1} (47)
(R} = (19} + [k@]{0@) - () (a8)
Donde [k(®] es la matriz elemental de rigidez,
Dr1 -1
@] ==
@ =72 7] (49)
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{f©@} es el vector elemental de fuerza,

(f@) = %{1} (50)

{@©} es el vector columna de los valores nodales y el factor {I(} solo se tiene en

cuenta en casos especiales, en nuestra aplicacion de una viga simplemente

apoyada, sometida a flexion no sera utilizado.

El vector {R} representa un sistema de ecuaciones y se puede representar de la

siguiente manera:

{R} = [K[{?} - {F} = {0} (51)

El desarrollo computacional para el método de elementos finitos, en el cual se
hace el llenado de la matriz K (MRigidez) y el vector F (VTerminosindependientes)
segun la ecuacién (51), donde sus valores son tomados de acuerdo a la
conectividad entre los elementos de la viga, los cuales tiene su respectiva matriz
k) (MRigidezLocal) y vector f© (VFuerzasExternasLocal), conforme las
ecuaciones (49) y (50) respectivamente para posteriormente calcular el vector @

(VDesplazamiento), se muestra a continuacion:

void ElementosFinitos :: ResuelveProblema ()
{

inti,j;
dCteMRigidezLocal=El/dLongitudElemento;
MRigidezLocal(1,2)=-1.0;
MRigidezLocal(2,1)=-1.0;
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MRigidezLocal.mult(dCteMRigidezLocal);
for(j=1;j<=iNodos-1;j++)

{

}

VFuerzasExternasLocal.llenar(1.0);
if(j==1)

{

else

MRigidezGlobal(1,1)=MRigidezLocal(1,1);
MRigidezGlobal(1,2)=MRigidezLocal(1,2);
MRigidezGlobal(2,1)=MRigidezLocal(2,1);
MRigidezGlobal(2,2)=MRigidezLocal(2,2);
VFuerzasExternasGlobal(1)=VFuerzasExternasLocal(1);

VFuerzasExternasGlobal(2)=VFuerzasExternasLocal(2);

MRigidezGlobal(j,j)=MRigidezGlobal(j,j)+MRigidezLocal(1,1);
MRigidezGlobal(j,j+1)=MRigidezLocal(1,2);
MRigidezGlobal(j+1,j))=MRigidezLocal(2,1);
MRigidezGlobal(j+1,j+1)=MRigidezLocal(2,2);
VFuerzasExternasGlobal(j)=VFuerzasExternasGlobal(j)+
VFuerzasExternasLocal(1);

VFuerzasExternasGlobal(j+1)=VFuerzasExternasLocal(2);

for(i=1;i<=iNodos;i++)

{

dCteFuerzasExternasLocal=VMomentosinternos(i)*

LongitudElemento/2.0;

VFuerzasExternasGlobal(i)=VFuerzasExternasGlobal(i)*

dCteFuerzasExternaslLocal;
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}

for(i=2;i<=iNodos-1;i++)

{

for(j=2;j<=iNodos-1;j++)

{

MRigidez(i-1,j-1)=MRigidezGlobal(i,));

}
}
for(i=2;i<=iNodos-1;i++)
{

VFuerzasExternas(i-1)=VFuerzasExternasGlobal(i);
}
MRigidez.factLU();
MRigidez.forwBackLU(VFuerzasExternas,VDesplazamiento);
}

Valga la pena aclara que en el desarrollo del método de elementos finitos, solo se
tiene un grado de libertad, ya que la solucién del método sin malla solo tiene en
cuenta un solo grado de libertad.

3.2 IMPLEMENTACION DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS 1D

En la implementacién del método de elementos finitos al igual que en diferencias
finitas se utilizo la herramienta MecLib. La solucion computacional para una viga
simplemente apoyada esta conformada por una clase y un ejecutable, a

continuacion se presentara el codigo realizado:

Inicialmente se hace la declaracién de variables para el desarrollo por el método

de elementos finitos. Cabe sefialar que las variables definidas como int y double
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comienzan con la letra i y d respectivamente y los vectores y matrices comienzan

con las letras V y M respectivamente:

Variables privadas

dCteMRigidezLocal.

dCteFuerzasExternasLocal.

MRigidezLocal.

MRigidezGlobal.

MRigidez.

VFuerzasExternasLocal.

VFuerzasExternasGlobal.

VFuerzasExternas.

VDesplazamiento.

VDesplazamientoTeorico.

RelojCPU Reloj;

Constante de la matriz de rigidez local
Constante del vector fuerzas externas locales
Matriz de rigidez correspondiente a cada
elemento

Matriz de rigidez que contiene las matrices de
rigidez locales

Matriz de rigidez en la que se aplican las
condiciones de frontera

Vector de fuerzas externas correspondientes a
cada elemento

Vector de fuerzas externas contiene las fuerzas
externas locales

Vector de fuerzas externas con las condiciones
de frontera

Vector calcula el desplazamiento en cada nodo
de forma numérica

Vector calcula el desplazamiento en cada nodo
de forma tedrica

Calcula el tiempo de calculo.
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3.2.1 Descripcion Paso a Paso. El codigo para la solucidbn numérica, de la viga
simplemente apoyada se divide en tres etapas, inicialmente se llaman las librerias

y la clase creada para las diferencias finitas, de la siguiente forma:

#include "StdAfx.h"
#include "ElementosFinitos.h"

#include <iniciarLIB.h>

using namespace std,

int main(int argc, const char * argv(])

{
iniciarLIB(argc,argv);
ElementosFinitos problema;
problema.Leer ();
problema.ResuelveProblema ();
problema.Reportar ();
system("PAUSE");
return (0);

La explicacién de cada etapa se muestra a continuacion:
e problema.Leer ();
En esta etapa se leen las variables tales como geometria y cargas aplicadas sobre

la viga y se calculan los momentos que generan las cargas sobre la viga para

cada nodo.
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e problema.ResuelveProblema ();

Se hace la conectividad entre la matriz de rigidez y el vector de fuerza externas de
cada elemento y se les aplican las condiciones de frontera. Finalmente se factoriza
la matriz de rigidez por medio de la funcion factLU y después se resuelva el
sistema de ecuaciones lineales con la funcién forwBackLU que hacen parte del
paquete de desarrollo MecLib. A continuacién en la figura (14) se muestra el

algoritmo que se utiliza en el desarrollo de esta etapa.

Figura 14. Algoritmo para la implementacién del método de elementos finitos.

Llena
MrigidezlLocal
VFuerzasExternasLocal
\

»
v

Hacer para
cada elemento
Llena de acuerdo a la conectividad
establecida entre elementos

MrigidezGlobal
VFuerzasExternaGlobal

Aplica condiciones de frontera
Calcula
Mrigidez
VTerminosindependientes

v

MRigidez.factLU()
MRigidezTotal.forwBackLU(VTerminosindependientes,VVDesplazamiento)

v
dDistanciaNodoActual
VDesplazamiento
VDesplazamientoTeorico
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e problema.Reportar ();

Imprime los resultados en un archivo de texto “Reusltados.res” para comparar la
respuesta obtenida por el método de elementos finitos con el desplazamiento
tedrico de la viga simplemente apoyada, en cada nodo. A continuacion se muestra

el desarrollo de esta etapa.

void ElementosFinitos :: Reportar ()
{
int i;
Os ofile("Resultados.res",NEWFILE);
ofile <<Reloj.reportar2("Tiempo de calculo");
ofile <<"Posicion" <<"\t" "Desplazamiento Analitico" <<"\t"
"Desplazamiento Numérico"<<endl;

for(i=1;i<=iNodos;i++)

{
dDistanciaNodoActual=(i-1)*dLongitudElemento;
if (i==1)
{
ofile << oform("%4.3f %10.3f %25.3f\n", 0.0, 0.0, 0.0);
}
else if (i>1 && i<iNodos)
{
ofile << oform("%4.3f %17.5e %?25.5e\n",
dDistanciaNodoActual, VDesplazamiento(i-1),
VDesplazamientoTeorico(i));
}
else if (i==iNodos)
{
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ofile << oform("%4.3f %10.3f %25.3f\n", dLongitud,
0.0, 0.0);

}

ofile->cerrar();

Los resultados obtenidos son visualizados en un archivo de texto llamado

"Resultados.res", de la siguiente forma:

Tiempo de calculo: 0.0000

Posicion Desplazamiento Numérico Desplazamiento Analitico
0.000 0.000 0.000

0.100 -6.20833e-006 -6.16667e-006
0.200 -1.19167e-005 -1.18333e-005
0.300 -1.66250e-005 -1.65000e-005
0.400 -1.98333e-005 -1.96753e-005
0.500 -2.11458e-005 -2.09722e-005
0.600 -2.03750e-005 -2.02031e-005
0.700 -1.75417e-005 -1.73889e-005
0.800 -1.28750e-005 -1.27587e-005
0.900 -6.81250e-006 -6.75000e-006
1.0 0.000 0.000

3.3 ANALISIS DE RESULTADOS

En el analisis de resultados para una viga simplemente apoyada se tomaron las

mismas configuraciones de carga, geometria y propiedades del material, utilizadas
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en el método de diferencias finitas con el fin de calcular el porcentaje de error que
presenta el método con respecto a la solucién analitica, también se mide el tiempo

de célculo con el fin de medir el coste computacional.

Tabla 6. Solucién de una viga simplemente apoyada sometida a carga puntual por

el Método de Elementos Finitos.

Carga puntual
Numero de Nodos 100
L 1m.
P
l El 2400000 N-m?
A B Numero de cargas 1
4 -
5, 3 7 Tipo de carga 1
* P 10000 N.
* * a 0,5 m.
L
%Error 1,27%
Tiempo de calculo 0,0160 s.
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0,00E+OO T T T T T T T T T
-2,00E-05 -

-4,00E-05 -+

-6,00E-05 -

-8,00E-05 -

-1,00E-04 -

—Teorica ——E. Finitos
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Tabla 7. Solucién de una viga simplemente apoyada sometida a carga distribuida

rectangular por el Método de Elementos Finitos.

Carga Distribuida rectangular

Numero de Nodos 11
L 1m
W El 2400000 N-m2
Numero de cargas 1
A B .
Tipo de carga 2
b,
L2 b Wi W 5000 N/m
a 0,3m
) [ ) b 06m
%Error 0,17%
Tiempo de calculo 0.4530 s.
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
0,00E+OO T T T T T T T T T
-5,00E-06 -
-1,00E-05 -
-1,50E-05 -
-2,00E-05 -
-2,50E-05 -

——Teorica ——E. Finitos
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Tabla 8. Solucién de una viga simplemente apoyada sometida a carga distribuida

triangular por el Método de Elementos Finitos.

Carga Distribuida triangular 1

Numero de Nodos 11
L 1m
W El 2400000 N-m2
/r’ﬂ-/l/ﬂ Numero de cargas 1
A B
Tipo de carga 3
7
i 3 h W w 5000 N/m
. . a 0,2m
L b 0,6m
%Error 0,17%
Tiempo de calculo 0.4370s.
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
0,00E+OO T T T T T T T T T
-2,00E-06 -
-4,00E-06 -
-6,00E-06 -
-8,00E-06 -
-1,00E-05 -
-1,20E-05 -

——Teorica ——E. Finitos
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3.4 CONCLUSIONES

1. Las funciones de aproximacion que se usaron en el desarrollo del método de
elementos finitos, fueron lineales, esto hizo que la solucién de la viga
simplemente apoyada, arrojara resultados idénticos al método de diferencias

finitas, a pesar de que tienen formulaciones diferentes.

2. El porcentaje de error que se presenta en este método es de alrededor del 1%

el cual es aceptable.

3. Se pudo observar que en la medida que la malla se desplazaba mas, el
porcentaje de error aumentaba, esto se vio claramente, cuando el
desplazamiento de la viga era maximo, lo cual se debe a que cuando los
elemento se distorsionan de un modo considerable, la precision del método se

pierde en gran medida.

4. Es importante tener en cuenta que en la medida que el grado del polinomio de
aproximacion se aumente, el porcentaje de error disminuye, ya que el error se

distribuye a lo lago de la viga de una forma mas suave.
5. Al trabajar con una cantidad de nodos superior a la que se utiliza para el

andlisis de resultados mostrado anteriormente se puede observar que las

curvas se tornan mas suaves Yy el porcentaje de error disminuye.
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4. SOLUCION EULER-BERNOULLI 1D POR EL METODO DE GALERKIN
LIBRE DE MALLA

El método de Galerkin libre de malla (Ref. 2 y 3) es un método numérico que
surge a raiz de las limitaciones que se presentan con los métodos numeéricos
tradicionales (FEM, FDM y FVM), para el modelado de problemas complejos en el
area de la mecanica aplicada, en los cuales dichos métodos presentan una serie
de dificultades a la hora de ser implementados. Los métodos libres de mallas se
utilizan principalmente para la solucion de ecuaciones diferenciales complejas que
describen algunos fendmenos fisicos de ingenieria y tienen como principal ventaja
gue no se requiere de una malla para tal fin, lo cual hace que el dominio no sea
discretizado si no representado por un conjunto de nodos en los cuales se definen

subdominios.

4.1 DESCRIPCION DEL METODO

4.1.1 Generacién de Nodos. En el método libre de malla el dominio es
representado por un conjunto de nodos, estos pueden ser distribuidos de forma
arbitraria o uniforme, entre los cuales no hay necesidad de establecer ningun tipo
de relacién, por lo tanto no hay necesidad de construir mallas o elementos para
interpolar las diferentes variables de generacién de nodos. Esto nos permite
liberarnos de la conectividad entre nodos que debe ser establecida previamente,

en los métodos convencionales como las diferencias finitas y los elementos finitos.
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Su implementacion computacional se desarrolla asi:

for(i=1;i<=iNodos;i++)

{
VPosicionNodos(i)= VPosicionNodos(i)+((i*dLongitudElemento)-
(dLongitudElemento));

4.1.2 Generacién de los Puntos de Integracion. Los puntos de integracion son
los lugares donde se resuelve numéricamente la integral para el célculo de la
funcién de forma. Este parametro, representa fisicamente el nimero de puntos de
control en la integracién, por lo tanto es claro que a mayor niumero de puntos de
integracion, mayor serd el tiempo de calculo. Para el desarrollo de una viga
simplemente apoyada se tomara un punto de integracién, entre dos nodos

consecutivos.

Computacionalmente la posicién de los puntos de integracion es asignada de la

siguiente forma:

for(i=1;i<=iNodos;i++)

{
VPuntosIntegracion(i)=VPuntosIntegracion(i)+((((i* dLongitudElemento)-
dLongitudElemento))-(dLongitudElemento/2));
if (i==1)
{
VPuntosintegracion(i)=0.0;
}
}
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Note que el primer punto de integracion se encuentra en la posicion 0.0, este es el
punto donde la condicion del limite esencial es forzada.

4.1.3 Generacion de las Funciones de Forma. En los métodos libres de malla la
aproximacion de los minimos cuadrados méviles (MLS) es el método mas usado
para el calculo de las funciones de forma, a pesar que su principal inconveniente
radica en que estas no poseen la propiedad delta de Kronecker, lo que conlleva a

un aumento del error en la solucién de problemas de dominio.
A continuacion se va a presentar el fundamento teérico del MLS.

4.1.3.1 Minimos Cuadrados Moviles. Uno de los métodos sin mallas mas
utilizados en la actualidad es el método de Galerkin libre de malla, este método se
considera un método libre de malla porque solo se requiere de un conjunto de
nodos y de las condiciones de frontera para generar las ecuaciones discretas. La
conectividad entre los nodos y las funciones de aproximacién son construidas

directamente por el método.

El método de Galerkin libre de malla esta basado en los minimos cuadrados
moviles (MLS) de aproximaciéon segun (Ref. 4 y 5) y es el encargado de construir
las funciones de forma, las cuales no satisfacen el criterio delta Kronecker
(@,(x;) # 8k), lo que con lleva a que u"(x;) # u;, hecho por el cual las funciones
de forma no son interpoladores, como si sucede con en el método de elementos

finitos.

Este método de aproximacion esta constituido por una serie de componentes tales
como: una funcion de peso de soporte compacto asociada a cada nodo, una base
gue generalmente consiste en un polinomio y un conjunto de coeficientes que

dependen de la posicion del nodo. La funciébn de peso que se utiliza en este
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método toma un valor diferente de cero solo en un pequefio subdominio de
influencia del nodo evaluado, haciendo que la superposicion de estos dominios

defina la conectividad nodal.
A continuacién se dara detalle de la construcciéon de las funciones de forma.

Sea u(x) la funcion a determinar en el dominio Q y u"*(x) la aproximacion de dicha

funcién en x, se tiene que:

W) = ) 00 = P’ (at) (52)
j=0

J

Donde p(x) es un vector de funciones de bajo orden (m), ya que se obtiene la
precisibn necesaria sin aumentar la complejidad del problema y el tiempo de
calculo. Para desarrollos 1D se tiene que:

PT(x)={1 x x* .. x™} (53)

En el desarrollo de la aplicacion de una viga simplemente apoyada se tomo

PT(x) ={1 x} (54)

Su calculo computacional se muestra a continuacion, donde P(x) esta

representado como MPolinomioAproximacion:
for(j=1;j<=2;j++)

{
for(k=1;k<=iNodos;k++)
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if j==1)
{
MPolinomioAproximacion(j,k)=VUnos(k);
}
else
{
MPolinomioAproximacion(j,k)=VPosicionNodos(k);
}

Siguiendo con la ecuacion (52), a(x) es el vector de coeficientes dispuesto de la

siguiente forma:

a’(x) = [ag(x) a;(x) ay(x), ..., an(x)] (55)

Estos coeficientes, se determinan usando los valores de la funcién sobre el

dominio de influencia.

Figura 15. Traslape de los dominios de influencias.
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Al determinar a(x) es necesario construir una funcion con el fin de minimizar la

ponderacion asi:

J= ) w G =G0 —wlt = ) w =T (at) —wl (56)

Donde w(x — x;) es la funcién de peso, u; es el parametro nodal en el nodo I y n

es el nUmero de nodos.

En un punto arbitrario x estos coeficientes se escogen de forma tal que J sea

minimo, condicién que se cumple cuando:

a

=0 (57)

Aplicando esta condicién Ecuacion (56), se tiene un sistema de ecuaciones

lineales asi:
A(x)a(x) = B(x)u (58)
De la cual se tiene que:

a(x) = A1 (x)B(x)u (59)
Donde:

A= wix - x)pCx)p’ (x)
I=1 (60)

_ 1 x; 1 x 1 x,
=w(x —x;) [x1 xf] +w(x —x;) [xz x%] +-wlx —x,,) [xn xrzl]
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El Calculo computacional de A (MFactorA) se obtiene de la siguiente forma, donde
inicialmente se calcula p"(x) (MPPT), dentro de este ciclo se calcula (4),
(MDerivadaFactorA).

Matriz<double> MPPT(2,2);

MPPT.llenar(0.0);

Matriz<double> MDerivadaFactorA(2,2);

MDerivadaFactorA.llenar(0.0);

Vector<double> VPoliAproxNodoActual(2);

VPoliAproxNodoActual.llenar(0.0);

MFactorA.llenar(0.0);

for(j=1;j<=iNodos;j++)

{
VPoliAproxNodoActual.llenar(0.0);
for(k=1;k<=2;k++)
{

VPoliAproxNodoActual(k)=MPolinomioAproximacion(k,j);

}
MPPT.llenar(0.0);
MPPT(1,1)=VPoliAproxNodoActual(1);
MPPT(1,2)=VPoliAproxNodoActual(2);
MPPT(2,1)=VPoliAproxNodoActual(2);
MPPT(2,2)=VPoliAproxNodoActual(2)*
VPoliAproxNodoActual(2);
MFactorA.agregar(MFactorA,VFuncionPeso(j),MPPT);
MDerivadaFactorA.agregar(MDerivadaFactorA,
VDerivadaFuncionPeso(j),MPPT);

68



Siguiendo con la ecuacion (56) se tiene que:

B(x) = [w(x — x)p(x1), w(x = x2)p(x2), . w(x — x,)p ()]

1 1 1 (61)
= lw(x —X) [XJ wlx —x,) [xz] WX —xy,) [Xn”
El Célculo computacional de B (MFactorB) se obtiene de la siguiente forma:
Matriz<double> MFuncionPeso(2,iNodos);
MFuncionPeso.llenar(0.0);
for(j=1;j<=2;j++)
{
for(k=1;k<=iNodos;k++)
{
MFuncionPeso(j,k)=MFuncionPeso(j,k)+
VFuncionPeso(k);
}
}
for (j=1;j<=2;j++)
{
for(k=1;k<=iNodos;k++)
{
MFactorB(j,k)=MPolinomioAproximacion(j,k)*
MFuncionPeso(j,k);
}
}
y
uT = [ulluZI un] (62)
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Finalmente remplazando la ecuacién (56) en la (59) se tiene que:
n
ut(x) = Z &, ()u; = P(x)u (63)
I=1
En la cual la funcién de forma es definida por:
m
() = ) p;(0) (A (WBW), = pT4™'B, (64)
j=0

Donde j es el punto de integracion evaluado.

El calculo computacional de la funcién de forma @, (x) (VFuncionForma) y de A~1

(MFactorAinv) se muestra a continuacién, previamente se calculo p”, Ay B:

Matriz<double> MFactorAinv(2,2);
MFactorAinv.llenar(0.0);
MFactorA.inversa(MFactorAinv);
Vector<double> VPuntolntegracionActual(2);
VPuntolntegracionActual.llenar(0.0);
VPuntolntegracionActual(1)=1.0;
VPuntolntegracionActual(2)=dPuntolntegracion;
Vector<double> VTerminoFuncionForma(2);
VTerminoFuncionForma.llenar(0.0);
MFactorAinv.prod(VPuntolntegracionActual,VTerminoFuncionForma
VFuncionForma.llenar(0.0);
for(j=1;j<=iNodos;j++)
{

for(k=1;k<=2;k++)
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VFuncionForma(j)=VFuncionForma(j)+(VTerminoFuncionForma(k)*

MFactorB(k,)));

Es necesario también obtener la derivada de la funcién de forma, la cual se

obtiene asi:
@, = (P"A'B) x =pAT'B; +p" (A7) B, +p"AT'B;,
Su céalculo computacional se desarrolla de la siguiente forma:
e Calculo de p”, (MDerivadaFuncionPeso)
Matriz<double> MDerivadaFuncionPeso(2,iNodos);

MDerivadaFuncionPeso.llenar(0.0);

for(j=1;j<=2;j++)

{
for(k=1;k<=iNodos;k++)
{
MDerivadaFuncionPeso(j,k)=MDerivadaFuncionPeso(j,k)+
VDerivadaFuncionPeso(Kk);
}
}

e Calculo de B, , (MDerivadaFactorB)

Matriz <double> MDerivadaFactorB(2,iNodos);
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MDerivadaFactorB.llenar(0.0);
for (j=1;j<=2;j++)

{
for(k=1;k<=iNodos;k++)
{
MDerivadaFactorB(j,k)=MPolinomioAproximacion(j,k)*
MDerivadaFuncionPeso(j,k);
}
}

e Calculo de (471) , (MFactorDerivadaAinv)

Matriz<double> MFactorDerivadaAinv(2,2);
MFactorDerivadaAinv.llenar(0.0);
MFactorDerivadaAinv.prod(MDerivadaFactorA,MFactorAinv);
Matriz <double> MDerivadaFactorAinv(2,2);
MDerivadaFactorAinv.llenar(0.0);
MDerivadaFactorAinv.prod(MFactorAinv,MFactorDerivadaAinv);
MDerivadaFactorAinv.mult(-1.0);

e Calculo del primer término de la derivada de la funcién de forma p’,A='B;

Matriz<double> MAinvB(2,iNodos);
MAinvB.llenar(0.0);
for (j=1;j<=2;j++)
{
for(k=1;k<=iNodos;k++)
{
MAIinvB(j,k)=(MFactorAinv(1,))*MFactorB(1,k))+
(MFactorAinv(2,j)*MFactorB(2,k));
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}
Vector<double> VPtdevAinvB(iNodos);

VPtdevAinvB.llenar(0.0);
for(j=1;j<=iNodos;j++)
{

VPtdevAinvB(j))=MAInvB(2,));

e Calculo del segundo término de la derivada de la funcién de forma p”(4™1) . B,

Matriz<double> MAinvdevB(2,iNodos);
MAinvdevB.llenar(0.0);
for (j=1;j<=2;j++)

{
for(k=1;k<=iNodos;k++)
{
MAinvdevB(j,k)=(MDerivadaFactorAinv(1,j))*MFactorB(1,k))+
(MDerivadaFactorAinv(2,))*MFactorB(2,k));
}
}

e Calculo del tercer término de la derivada de la funcién de forma p"A~'B,

Matriz<double> MAinvBdev(2,iNodos);
MAinvBdev.llenar(0.0);
for (j=1;j<=2;j++)
{
for(k=1;k<=iNodos;k++)
{
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MAinvBdev(j,k)=(MFactorAinv(1,j)*MDerivadaFactorB(1,k))+
(MFactorAinv(2,j))*MDerivadaFactorB(2,k));

e Suma de los terminos de la derivada de la funcion de forma &, ,:

Matriz<double> MSumaMatrices(2,iNodos);
MSumaMatrices.llenar(0.0);
MSumaMatrices.agregar(MAinvdevB,MAinvBdev);
Vector<double> V2y3TerminoDFF(iNodos);
V2y3TerminoDFF.llenar(0.0);

for (j=1;j<=2;j++)

{
for(k=1;k<=iNodos;k++)
{
V2y3TerminoDFF(k)=V2y3TerminoDFF(k)+
(VPuntolntegracionActual(j)*MSumaMatrices(j,k));
}
}

VDerivadaFuncionForma.agregar(VPtdevAinvB,V2y3TerminoDFF);

4.1.3.2 Funciones de Peso. La funcién de peso, tiene dos cometidos dentro del

calculo de la funcion de forma los cuales son:

e Provee de pesos a los residuos en diferentes nodos del dominio de influencia.
e Asegura que los nodos entran o salen del dominio de influencia de forma
gradual en la medida que x cambia, lo cual garantiza la condicion de

continuidad de la aproximacion entre los subdominios.
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La condicion mas clara que debe cumplir la funcion de peso w, es que sea una
funcibn monotona decreciente, esto indica que los nodos méas proximos al
actualmente evaluado, tienen mas peso que los mas alejados. Algunos ejemplos

tipicos de esta condicidn se muestran a continuacion ref. (2, 6y 7):

Spline 3¢" orden w(x — x;) = w(r)

2
4r3 — 4r? 4 — r<0.5
3 (66)
= 4 4
—§r3+4r2—4r+§ 0.5<r<i1
0 r>1

24 3_ g2
Spline 4° orden w(x — x;) = w(r) = { dri+8ri—6ri+l r=1 (67)

0 r>1
24
Spline 2k — esimo ordenw(x — x;) = w(r) = {(1 r)t rsl (68)
0 r>1
-k _
Singular w(x — x;) = w(r) = {r 0 1 : i 1 (69)
) e~ r/** 1
Exponencial 1w(x — x;) = w(r) = { = (70)
0 r>1
2_
Exponencial 2w(x — x;) = w(r) = {91/(r ) ors1 (71)
0 r>1
TZ
Exponencial 3w(x —x;) = w(r) = {ek(rz—i) r<1 (72)
0 r>1

Para la solucion de una viga simplemente apoyada se decidié tomar la funcién de

peso de la ecuacion (69), luego de calcular los porcentajes de error que se
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obtenian utilizando cada una de las ecuaciones anteriormente mostradas, ademas
para dicha funcion de peso se tomo k =5, debido a que fue el presento mayor

estabilidad en la solucion.

Para el célculo de la relacion r se tiene que:

dilx—xll
dml dmaxCI

r= (73)

Donde d,,; es el tamafio del dominio de influencia del I1s™° nodo, de tal forma
que para C; igual a la distancia entre dos nodos consecutivos, ya que estos estan
uniformemente distribuidos, se tiene que d,,,, €S un factor de escala de la funcion
de forma, que indica el numero de nodos que se encuentran dentro de cada
subdominio el cual toma un valor normalmente entre 2.0-4.0. Para nuestro
desarrollo se tomo d,,,, = 2.0 ya que este valor es el que presenta mayor

estabilidad en la solucién de la viga simplemente apoyada.

Otro factor importante de calcular es la derivada de la funcién de peso, que para la

funcién tomada de la ecuacion (69) resulta asi:

dw, _ dw,dr _ {—kr‘(’”l)sign(x —x;) parar <1 (74)

dx  dr dx 0 parar > 1

Donde la funcion sign devuelve el signo del argumento (x — x;), es decir, 1 si es

positivo, -1 si es negativo.
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En la implantacion computacional la funcion de peso esta previamente definida

COmo se muestra a continuacion:

VFuncionPeso.llenar(0.0);
VDerivadaFuncionPeso.llenar(0.0);
for(j=1;j<=iNodos;j++)
{
ddrdx=sign(VDistaniaPuntolntegracion(j))/VDominiolnfluencia(j);
dRelacion=abs(VDistaniaPuntolntegracion(j))/VDominiolnfluenciag(j);
if (dRelacion<=1.0)
{
VFuncionPeso(j)=pow(dRelacion,-5)-1;
VDerivadaFuncionPeso(j)=(-5.0*pow(dRelacion,-6)*ddrdx;
}

else if (dRelacion>1.0)

{
VFuncionPeso(j)=0.0;
VDerivadaFuncionPeso(j)=0.0;

4.1.4 Formulacion del Método De Galerkin Libre De Malla Con Multiplicadores
de Lagrange. Considerando el problema de la viga simplemente apoyada, para el

cual la ecuacion diferencial de la elastica es:

d*u  M(x) _

75
dx? EIl 0 (75)
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Para obtener as ecuaciones discretas es necesario el uso de la forma débil de la
ecuacion de equilibrio y las condiciones de frontera. Estas ecuaciones pueden ser

obtenidas de forma matricial de la siguiente forma:

e o) ={a} &

Donde

1
KIj = J;) ¢’{,xEI(I)j’de

(77)
G, =—&]|T
1j J| ul (78)
1
=&t T +f ®, bdx
fI Itx't 0 1 (79)
qj =~y (80)

Donde I, y I; son el limite esencial y natural respectivamente, b son las fuerza

interiores aplicadas en el dominio que actian sobre la viga y t las fuerza exteriores

A continuacion se muestra el célculo computacional de la matriz de rigidez y el

vector de fuerzas externas, ademas se le imponen las condiciones de frontera:

e Calculode K;;y f,

Matriz<double> MDerivadaFuncionForma(iNodos,iNodos);

MDerivadaFuncionForma.llenar(0.0);
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Vector <double> VTerminoFuerzaExternas(iNodos);
VTerminoFuerzaExternas.llenar(0.0);

if (i>1)
{
for (j=1;j<=iNodos;j++)
{
for(k=1;k<=iNodos;k++)
{
MDerivadaFuncionForma(k,j)=(VDerivadaFuncionForma(k)*
VDerivadaFuncionFormagj));
}
}

MDerivadaFuncionForma.mult(El);
MRigidez.agregar(MRigidez,MDerivadaFuncionForma);
for(j=1;j<=iNodos;j++)
{
VTerminoFuerzaExternas(j)=VFuncionForma(j)*
VMomentosinternos(j);

}

VFuerzasExternas.agregar(VFuerzasExternas,VTerminoFuerzaExternas);

e Imposicién de las condiciones de frontera

for(j=2;j<=iNodos-1;j++)

{
for(k=2;k<=iNodos-1;k++)
{
MRigidezTotal(j-1,k-1)=MRigidez(j,k);
}
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}
for(j=2;j<=iNodos-1;j++)

{

VFuerzasExternasTotal(j-1)=VFuerzasExternas());

e Calculo de u (VDesplazamiento)

MRigidezTotal.factLU();

MRigidezTotal.forwBackLU(VFuerzasExternasTotal,VDesplazamiento);

En general los métodos libres de malla llevan 15 afios de desarrollo, a pesar de su
corta edad, promete ser mas eficiente que otros métodos numéricos tradicionales,
ya que el desplazamiento de los nodos, no es un obstaculo en su implementacion.
Es de notar que la exactitud del método se presenta en la medida que se tome de
forma adecuada los parametros que varian dentro del método para el desarrollo

de diferentes fendmenos en la ingenieria y en las ciencias puras.

4.2 IMPLEMENTACION DEL METODO DE GALERKIN LIBRE DE MALLA 1D

Al igual que en el desarrollo del método de diferencias finitas se utilizo la
herramienta de desarrollo computacional MecLib. La solucién computacional para
una viga simplemente apoyada esta conformada por una clase y un ejecutable, a

continuacion se presentara el codigo realizado:

Inicialmente se hace la declaracién de variables para el desarrollo por el método
de elementos finitos. Cabe sefialar que las variables definidas como int y double
comienzan con la letra i y d respectivamente y los vectores y matrices comienzan

con las letras V y M respectivamente:
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Variables privadas

dFactorDominiolnfluencia

dPuntolntegracion

dRelacion

ddrdx

VDominiolnfluencia

VPosicionNodos

VPuntosIntegracion

VDistaniaPuntolntegracion

VFuncionPeso

VDerivadaFuncionPeso
VFuncionForma
VDerivadaFuncionForma
VFuerzasExternas
VDesplazamiento

VFuerzasExternasTotal

MPolinomioAproximacion

Factor del dominio de influencia del nodo
(2>=dfactordominioinfluencia<=3)

Punto de integracion actual

Relacion  (r=||x-xI||/Dominiolnfluencia) de Ila
distancia entre nodos y el dominio del nodo
Derivada de r respecto a x

Vector que contiene el dominio de influencia de
cada nodo. (el dominio de influencias es igual
para todos los nodos si  estos estan
uniformemente espaciados)

Vector de posicion de cada nodo a lo largo de la
viga.

Vector de posicion de los puntos de integracién a
lo largo de la viga

Vector que almacena la distancia de cada nodo
al punto de integracién

Almancena la funcion del peso nodo actual
Almacena la derivada de la funcién de peso del
nodo actual

Calcula la funcién de forma respecto al punto de
integracion actual

Calcula la derivada de la funcion de forma
Calcula el vector de fuerzas externas

Calcula el desplazamiento de cada nodo
Contiene el vector fuerzas externas a excepcion
de las fronteras

Polinomio de aproximacion
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MFactorB Matriz para el célculo del factor B (factor para el
calculo de los coeficientes a de la funcion de
aproximacion, A(x)a(x)=B(x)u

MFactorA Matriz para el calculo del factor A (factor para el
calculo de los coeficientes a de la funcion de

aproximacion, A(x)a(x)=B(x)u)

MRigidez Matriz de rigidez
MRigidezTotal Contiene la matriz de rigidez a excepcion de las
fronteras

4.2.1 Descripcion Paso a Paso. El codigo para la solucion numérica, de la viga
simplemente apoyada se divide en tres etapas, inicialmente se llaman las librerias

y la clase creada para las diferencias finitas, de la siguiente forma:

#include "StdAfx.h"
#include "SinMalla.h"
#include <iniciarLIB.h>

using namespace std;

int main(int argc, const char * argv(])

{
iniciarLIB(argc,argv);
SinMalla problema;
problema.Leer ();
problema.ResuelveProblema ();
problema.Reportar ();
system("PAUSE");
return (0);
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La explicacién de cada etapa se muestra a continuacion:

problema.Leer ();
Se leen las variables tales como geometria y cargas aplicadas sobre la viga y
se calculan los momentos que generan las cargas sobre la viga para cada

nodo.

problema.ResuelveProblema ();

Se hace principalmente la distribucién de los nodos y los puntos de integracion,
seguidamente se calcula la funcién de forma y su derivada, la funcion de peso
y el dominio de influencia ya se encuentran predeterminados. Posteriormente
se calcula la matriz de rigidez y el vector fuerzas externas, a los cuales, se les
aplican las condiciones de frontera. Finalmente es calculado el vector donde se
encuentra el desplazamiento de cada nodo por medio de las funciones factLU
y forwBackLu del MecLib. A continuacién en la figura (16) se muestra el

algoritmo que se utiliza en el desarrollo de esta etapa
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Figura 16. Algoritmo para la implementacion del método sin malla.

Hacer para
cada nodo

v
Calcula
VPosicionNodos
VPuntosIntegracion

v
Establecer
VFuncionPeso
VDerivadaFuncionPeso

\ 4
Calcula
VFuncionForma
VDerivadaFuncionForma

v
Ensambla
Mrigidez
VTerminosFuerzasExternas

Imponer condiciones de
frontera

v

MRigidez.factLU()
MRigidezTotal.forwBackLU(VTerminosindependientes,Vdesplazamiento)

v

dDistanciaNodoActual
Vdesplazamiento

VDesplazamientoTeorico

e problema.Reportar ();
Imprime los resultados en un archivo de texto “Reusltados.res” para comparar
la respuesta obtenida por el metodo de galerkin libre de malla con el
desplazamiento teérico de la viga simplemente apoyada, en cada nodo. A

continuacion se muestra el desarrollo de esta etapa.
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void SinMalla :: Reportar ()

{

int i;

Os ofile("Resultados.res",NEWFILE);

ofile << reloj.reportar2("Tiempo de calculo");

ofile <<"Posicién" <<"\t" "Desplazamiento Numérico" <<"\t" "Desplazamiento
Analitico"<<endl;

for(i=1;i<=iNodos;i++)

{
dDistanciaNodoActual=(i-1)*dLongitudElemento;
if (i==1)
{
ofile << oform("%4.3f %10.3f %25.3f\n", 0.0, 0.0, 0.0);
}
else if (i>1 && i<iNodos)
{
ofile << oform("%4.3f %17.5e %?25.5e\n",
dDistanciaNodoActual, VDesplazamiento(i-1),
VDesplazamientoTeorico(i));
}
else if (i==iNodos)
{
ofile << oform("%4.3f %10.3f %25.3f\n", dLongitud, 0.0, 0.0);
}
}
ofile->cerrar();
}
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Los resultados obtenidos son visualizados en un archivo de texto llamado
"Resultados.res", de la siguiente forma:

Tiempo de calculo: 0.0160

Posicion Desplazamiento Numérico Desplazamiento Analitico
0.000 0.000 0.000

0.100 -3.19523e-006 -3.19167e-006
0.200 -6.14381e-006 -6.13333e-006
0.300 -8.59168e-006 -8.57529e-006
0.400 -1.02974e-005 -1.02759e-005
0.500 -1.10535e-005 -1.10286e-005
0.600 -1.07221e-005 -1.06963e-005
0.700 -9.26942e-006 -9.24589e-006
0.800 -6.80012e-006 -6.78333e-006
0.900 -3.58542e-006 -3.57917e-006
1.0 0.000 0.000

4.3 ANALISIS DE RESULTADOS

En el analisis de resultados para una viga simplemente apoyada se tomaron las
mismas configuraciones de carga, geometria y propiedades del material, utilizadas
en el método de diferencias finitas con el fin de calcular el porcentaje de error que
presenta el método con respecto a la solucion analitica, también se mide el tiempo

de calculo con el fin de medir el coste computacional.
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Tabla 9. Solucion de una viga simplemente apoyada sometida a carga puntual por
el Método de Galerkin Libre de Malla.

Carga puntual
Numero de Nodos 100
L im.
P
l El 2400000 N-m?
A B Numero de cargas 1
Ti 1
@ 3 % ipo de carga
» P 10000 N.
* * a 0,5 m.
L
%Error 0,18%
Tiempo de calculo 0.4220 s.
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0,00E+00 T T T T T T T T T
-2,00E-05 -

-4,00E-05 -

-6,00E-05 -

-8,00E-05 -

-1,00E-04 -

——Teorica —— Libre de Malla
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Tabla 10. Solucién de una viga simplemente apoyada sometida a carga distribuida

rectangular por el Método de Galerkin Libre de Malla.

Carga Distribuida rectangular

Numero de Nodos 11
L Im
W El 2400000 N-m2
Numero de cargas 1
A B .
Tipo de carga 2
&
L b W W 5000 N/m
a 0,3m
L b 0,6 m
%Error 0,17%
Tiempo de calculo 0.4530 s.
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,9 1
0,00E+OO T T T T T T T T
-5,00E-06 -
-1,00E-05 -
-1,50E-05 -
-2,00E-05 -
-2,50E-05 -
——Teorica ——Libre de Malla
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Tabla 11. Solucién de una viga simplemente apoyada sometida a carga distribuida

triangular por el Método de Galerkin Libre de Malla.

Carga Distribuida triangular 1
Numero de Nodos 11
L Im
W El 2400000 N-m2
/’ﬂ{ﬂ Numero de cargas 1
A B
Tipo de carga 3
b
w 3 b W w 5000 N/m

i R a 0,2m

L b 0,6 m

%Error 0,17%

Tiempo de calculo 0.4370s.
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
0,00E+OO T T T T T T T T T
-2,00E-06 -
-4,00E-06 -
-6,00E-06 -
-8,00E-06 -
-1,00E-05 -
-1,20E-05 -
Teorica ——Libre de Malla
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4.4 CONCLUSIONES

1. Se observa con gran satisfaccion, que el porcentaje de error presentado por el
método de Galerkin libre de malla se encuentra por debajo de 0,2%, por tal
razén se puede asumir que este un valor lo suficientemente confiable. Este
porcentaje de error puede disminuir en la media que se aumenten los puntos

de integracion o se seleccione un polinomio de aproximacion de base superior.

2. Sin lugar a dudas la ausencia de una malla es una gran ventaja, ya que la
conectividad entre nodos se realiza en tiempo real y reduce el coste de generar
una malla al inicio del proceso del andlisis. Es de notar que el calculo de
tiempo para cada configuracion es relativamente alto, esto se debe a que la
herramienta computacional utilizada MecLib, presenta algunas limitaciones en

el momento de realizar operaciones con matrices y vectores.

3. La seleccion de la funcion de peso es muy importante en el desarrollo del
método ya que el error de la solucion numérica depende de la aproximacion
que realice la funcién de forma. Por lo tanto es importante tener presente cual
es la funcion de forma que mas se acopla al fenébmeno estudiado, con el fin de

obtener el minimo porcentaje de error en la solucion de cada problema.

4. El método de Galerkin libre de malla, tiene una formulacibn matemaéatica

relativamente sencilla de realizar, tanto analiticamente como numéricamente.

5. Por ultimo se puede decir que la implantacién de método de Galerkin libre de

malla, requiere una concisa seleccion de los siguientes parametros:
e Se debe considerar, en primer lugar, un numero finito de nodos que se
encuentran en el dominio, teniendo en cuenta que a mayor numero de nodos el

error tiende a reducirse, pero el coste computacional aumenta notablemente.
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En segundo lugar, el tamafio del dominio de soportes d,,,,, €l cual no es mas
qgue un factor de escala de la funcién de forma, que indica el nimero de nodos
que se encuentran dentro de cada subdominio. Se ha encontrado, para la
solucién de una viga simplemente apoyada que el valor ideal es de 2.0, ya que
un valor superior o inferior aumenta drasticamente el porcentaje de error con
respecto a la solucion analitica.

El siguiente parametro a tener en cuenta es la influencia de la base del
polinomio de aproximacion que da lugar a la funcion de forma, de tal forma que
error sera menor en la medida que este polinomio se parezca mas al polinomio
de la aplicacion numérica.

Posteriormente el cuarto parametro es la definiciéon del numero de los puntos
de Gauss, el cual no tiene mayor influencia en el porcentaje de error con

respecto a la solucién analitica, pero si aumenta el tiempo de célculo.
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5. ANALISIS DE RESULTADOS FINALES.

A continuacién se hara el analisis de los resultados comparando los tres métodos
numericos expuestos anteriormente, con la solucion analitica, los datos de
geometria, propiedades del material y valores de cargas y distancias se hara de

forma similar a los mostrados anteriormente.

Tabla 12. Solucion tedrica y numeérica de una viga simplemente apoyada sometida

a carga puntual.

Carga puntual
Numero de Nodos 11
L L 1m.
A l' B El 2400000 N-m2
gey a 2z Numero de cargas 1
Tipo de carga 1
L P 10000 N.
a 0,5m.
Posicién Desplazamiento %Error D. %Error %Error E.
Tebrica Dif Finitas | Sin malla | E. Finitos Finitas Sin malla Finitos
0 0 0 0 0 0,00 0,00 0,00
0,1 | -2,57E-05 | -2,60E-05 | -2,55E-05 | -2,60E-05 1,35 0,79 1,35
0,2 | -4,93E-05 | -5,00E-05 | -4,93E-05 | -5,00E-05 1,41 0,07 1,41
0,3 | -6,88E-05 | -6,98E-05 | -6,88E-05 | -6,98E-05 1,52 0,01 1,52
0,4 | -8,19E-05 | -8,33E-05 | -8,20E-05 | -8,33E-05 1,69 0,05 1,69
0,5 | -8,68E-05 | -8,85E-05 | -8,69E-05 | -8,85E-05 2,00 0,14 2,00
0,6 | -8,19E-05 | -8,33E-05 | -8,20E-05 | -8,33E-05 1,69 0,05 1,69
0,7 | -6,88E-05 | -6,98E-05 | -6,88E-05 | -6,98E-05 1,52 0,01 1,52
0,8 | -4,93E-05 | -5,00E-05 | -4,93E-05 | -5,00E-05 1,41 0,07 1,41
0,9 | -2,57E-05 | -2,60E-05 | -2,55E-05 | -2,60E-05 1,35 0,79 1,35
1 0 0 0 0 0,00 0,00 0,00
Tiempo de célculo(s) 0,016 0,422 0,0160 1,27 0,18 1,27
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
0,00E+00 T T T T T T T T T
-2,00E-05 -
-4,00E-05 -
-6,00E-05 -
-8,00E-05 - i
-1,00E-04 -
——Teorica ——D. finitas Sin Malla ——E. Finitos
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Tabla 13. Solucién tedrica y numérica de una viga simplemente apoyada sometida

a carga distribuida rectangular.

Carga distribuida rectangular

Numero de Nodos 11
W L 1m.
El 2400000 N-m?
A B Numero de cargas 1
Tipo de carga 2
jo) b W w 5000 N-m.
a
a 0,3 m.
L b 0,6 m
i 0,
Posici6 Desplazamiento /oEDrror %Error %Error E.
n Tedrica Dif Finitas | Sin malla | E. Finitos Fi . Sin malla Finitos
initas
0 0 0 0 0 0,00 0,00 0,00
0,1| -6,17E-06 | -6,21E-06 | -6,17E-06 | -6,21E-06 0,68 0,12 0,68
0,2 | -1,18E-05 | -1,19E-05 | -1,19E-05 | -1,19E-05 0,70 0,18 0,70
0,3 | -1,65E-05 | -1,66E-05 | -1,65E-05 | -1,66E-05 0,76 0,20 0,76
0,4 | -1,97E-05 | -1,98E-05 | -1,97E-05 | -1,98E-05 0,80 0,22 0,80
05| -2,10E-05 | -2,11E-05 | -2,10E-05 | -2,11E-05 0,83 0,23 0,83
0,6 | -2,02E-05 | -2,04E-05 | -2,02E-05 | -2,04E-05 0,85 0,23 0,85
0,7 | -1,74E-05 | -1,75E-05 | -1,74E-05 | -1,75E-05 0,88 0,24 0,88
0,8 | -1,28E-05 | -1,29E-05 | -1,28E-05 | -1,29E-05 0,91 0,24 0,91
0,9 | -6,75E-06 | -6,81E-06 | -6,76E-06 | -6,81E-06 0,93 0,19 0,93
1 0 0 0 0 0,00 0,00 0,00
Tiempo de célculo(s) 0.0160 0.4530 0,0320 0,67 0,17 0,67
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
0,00E+00 T T T T T T T T T 1
-5,00E-06 |
-1,00E-05 -
-1,50E-05 -
-2,00E-05 -
-2,50E-05 -

——Teorica

——D. Finitas

Sin Malla

——E finitos
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Tabla 14. Solucién tedrica y numérica de una viga simplemente apoyada sometida

a carga distribuida triangular.

Carga distribuida triangular
W Numero de Nodos 11
L 1m.
8 El 2400000 N-m?
A Numero de cargas 1
4 -
L. " P Tipo de carga 3
a w 5000 N-m.
i " a 0,2 m.
L b 0,6 m
i 0,
Posici6 Desplazamiento /olérror %Error %Error E.
n Tedrica Dif Finitas | Sin malla | E. Finitos . Sin malla Finitos
Finitas
0 0 0 0 0,00 0,00 0,00 0,00
0,1 | -3,19E-06 | -3,21E-06 | -3,20E-06 | -3,21E-06 0,65 0,11 0,65
0,2 | -6,13E-06 | -6,17E-06 | -6,14E-06 | -6,17E-06 0,68 0,17 0,68
0,3 | -8,58E-06 | -8,64E-06 | -8,59E-06 | -8,64E-06 0,72 0,19 0,72
0,4 | -1,03E-05 | -1,04E-05 | -1,03E-05 | -1,04E-05 0,77 0,21 0,77
05| -1,10E-05 | -1,11E-05 | -1,11E-05 | -1,11E-05 0,83 0,23 0,83
0,6 | -1,07E-05 | -1,08E-05 | -1,07E-05 | -1,08E-05 0,88 0,24 0,88
0,7 | -9,25E-06 | -9,33E-06 | -9,27E-06 | -9,33E-06 0,93 0,25 0,93
0,8 | -6,78E-06 | -6,85E-06 | -6,80E-06 | -6,85E-06 0,92 0,25 0,92
0,9 | -3,58E-06 | -3,61E-06 | -3,59E-06 | -3,61E-06 0,88 0,17 0,88
1 0 0 0 0,00 0,00 0,00 0,00
Tiempo de célculo(s) 0.0160 0.4370 0.0160 0,67 0,66 0,17
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
0,00E+00 T T T T T T T T T
-2,50E-06 -
-5,00E-06 -
-7,50E-06 -
-1,00E-05 - -
-1,25E-05 -
——Teorica ——D. Finitas Sin Malla ——E. Finitos
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Tabla 15. Solucién numérica de una viga simplemente apoyada sometida a
diferentes tipos de carga.

Configuracion de diferentes tipos de cargas
p
Numero de Nodos 11
P w
z B L Im
El 2400000 N-m?2
Distribucion de las cargas Posicion Dif Finitas Sin malla E. Finitos
Numero de cargas 3
Tipo de carga 1 0,0 0,0 0,0 0,00E+00
P 10000 N. 0,1 -2,51E-05 -2,47E-05 | -2,51E-05
a 0,2 m. 0,2 -4,64E-05 -4,59E-05 | -4,64E-05
Tipo de carga 3 0,3 -6,03E-05 -5,98E-05 -6,03E-05
w 5000 N-m. 0,4 -6,72E-05 -6,67E-05 | -6,72E-05
a 0,2 m. 0,5 -6,77E-05 -6,72E-05 | -6,77E-05
b 0,4m 0,6 -6,22E-05 -6,18E-05 | -6,22E-05
Tipo de carga 2 0,7 -5,17E-05 -5,13E-05 -5,17E-05
w 5000 N-m. 0,8 -3,69E-05 -3,67E-05 | -3,69E-05
a 0,6 m. 0,9 -1,93E-05 -1,91E-05 | -1,93E-05
b 0,4m 1,0 0,0 0,0 0,00E+00
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 1,0
0,00E+OO T T T T T T T T 1
2,00E-05 |\
-4,00E-05 -
-6,00E-05 -~
-8,00E-05 -
——D. Finitas ——Sin Malla E Finitos
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6. CONCLUSIONES GENERALES

Con el desarrollo de esta tesis se ha podido demostrar que los métodos
numéricos convencionales utilizados para analisis estructural en el area de
mecanica computacional aunque presenten un porcentaje de error aceptable
dentro de la solucién a este tipo de problemas estan siendo superados
notablemente por los métodos de elementos sin malla debido a su bajo

porcentaje de error en la solucion.

Una de las implicaciones de no tener que definir una malla es que la
conectividad de los nodos se puede hacer en tiempo real haciendo que la
adaptabilidad de los nodos sea relativamente simple y automatizable, mientras
que con el método de elementos finitos de debe predefinir una malla al
comenzar el proceso de desarrollo aumentando con ello el costo

computacional.

A pesar de las ventajas que tiene el método sin malla sobre los métodos
convencionales (FEM y FDM) una de las pocas desventajas que tiene este
método sobre los otros es que presenta una mayor complejidad en la
resolucién de algoritmos ya que se debe calcular dentro de él, las funciones de
forma, cosa que no sucede con los métodos de elementos finitos y diferencias

finitas.

El método de los minimos cuadrados mdviles posee una ventaja especial
sobrelos otros métodos de construccion de funciones de forma, ya que se
generan funciones linealmente dependientes, haciendo que cualquier
combinacion de las funciones generen las mismas funciones de forma, esto
implica que al utilizar cualquier base siempre se obtendra la misma funcion de

forma.
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Una desventaja que tiene el método sin mallas con relacion al método de
elementos finitos es que al utilizar los minimos cuadrados moéviles (MLS) para
la construccion de las funciones de forma, estas no poseen la propiedad del
delta de Kronecker, lo que conlleva a un aumento del error en la solucion de

problemas de contorno.

El método de Galerkin libre de malla, por su misma complejidad, resulta tener
un costo computacional mas elevado, pero este gasto se puede ver
representado en la exactitud de las soluciones. Por lo tanto aunque el beneficio
no se va a ver altamente representado en la soluciéon de fenébmenos sencillos,

si van a ser de gran utilidad en la solucion de analisis mas complejos.

A través del desarrollo de este proyecto de grado se puede concluir
satisfactoriamente el cumplimiento de los objetivos planteados inicialmente,
dentro de los cuales estd el de realizar un documento que contenga la
sustentacién de los conceptos tedricos necesarios para la solucién de un

problema de flexion por medio del estudio de los elementos sin malla.

Para el desarrollo de la aplicacién de el problema de una viga simplemente
apoyada sometida a flexion se utilizo el lenguaje de programacion C++ el cual
nos permitié utilizar las librerias MecLib adaptadas y puestas a punto por el

profesor David Alfredo fuentes Diaz .
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