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AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD CON UN

DISCO ANULAR

JEISSON SNEIDER CUARÁN CASTRILLÓN
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se presenta la geodésica temporal con enerǵıa espećıfica E3 = 1.1. . . 36
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corresponde al radio de la órbita circular marginalmente estable (ρms).
En b) se cambia la escala de a) para representar la región estable e
inestable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

7



Lista de cuadros

3.1. Condiciones iniciales para las geodésicas temporales fuera y dentro del
disco presentadas en las figuras que aparecen en la primera columna. . 31

3.2. Condiciones iniciales para la geodésica nula fuera del disco presentada
en la figura que aparece en la primera columna. . . . . . . . . . . . . 38

8



Resumen

TÍTULO: ESTUDIO DEL MOVIMIENTO DE PARTÍCULAS DE PRUEBA EN
EL CAMPO GRAVITACIONAL GENERADO POR LA SUPERPOSICIÓN DE
UN AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD CON UN DISCO ANULAR1

AUTOR: JEISSON SNEIDER CUARÁN CASTRILLÓN2

PALABRAS CLAVE: Geodésicas, Espacio-tiempo de Weyl, Agujero negro de
Schwarzschild, Disco anular, Órbitas circulares.

DESCRIPCIÓN:

En este trabajo de investigación se estudió el movimiento de part́ıculas de prueba,
temporales y nulas, en un espacio-tiempo de Weyl correspondiente a la superposición
de un agujero negro de Schwarzschild con el primer miembro de la familia de discos
anulares de González, Gutiérrez-Piñeres y Viña-Cervantes [1]. Para ello, se resol-
vieron las ecuaciones de las geodésicas para dicho espacio-tiempo mediante solución
numérica; primero, se consideró la naturaleza de las posibles órbitas ecuatoriales por
medio de un análisis cualitativo del potencial efectivo, dentro y fuera del disco, y
segundo, se eyectó part́ıculas radialmente en el primer cuadrante del plano (r, z).
Además, se analizó la existencia de órbitas circulares ecuatoriales estables, inesta-
bles y marginalmente estables. Como principales resultados se determinó la órbita
circular marginalmente estable, la órbita marginalmente ligada y la órbita circular
de fotones sobre el plano ecuatorial.

1Trabajo de Grado.
2Facultad de Ciencias. Escuela de F́ısica. Director: Guillermo A. González Villegas.
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Abstract

TITLE: STUDY OF THE MOTION OF TEST PARTICLES IN THE GRAVITA-
TIONAL FIELD GENERATED BY THE SUPERPOSITION OF A
SCHWARZSCHILD BLACK HOLE WITH AN ANNULAR DISK3

AUTHOR: JEISSON SNEIDER CUARÁN CASTRILLÓN4

KEYWORDS: Geodesics, Weyl space-time, Schwarzschild black hole, Annular
disk, Circular orbits.

DESCRIPTION:

In this research work has been studied the motion of test particles, time-like and null
geodesics, in aWeyl space-time corresponding to the superposition of a Schwarzschild
black hole with the first member of the family of annular disks of González, Gutiérrez-
Piñeres and Viña-Cervantes [1]. For this, the geodesic equations for said space-time
were solved by numerical solution; first, the nature of possible equatorial orbits was
considered by means of a qualitative analysis of the effective potential, inside and
outside the disk, and second, particles were ejected radially in the first quadrant of
the (r, z) plane. In addition, the existence of stable, unstable and marginally stable
equatorial circular orbits was analyzed. As main results, the marginally stable circu-
lar orbit, the marginally bound orbit and the circular photon orbit on the equatorial
plane were determined.

3Undergraduate Thesis.
4Facultad de Ciencias. Escuela de F́ısica. Director: Guillermo A. González Villegas.
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Caṕıtulo 1
Introducción

Las ecuaciones de Einstein en la teoŕıa de la relatividad general permiten compren-
der una gran variedad de fenómenos astrof́ısicos cuando los campos gravitacionales
son intensos, debido a que en estos campos se aprecia que la trayectoria de la luz, el
tiempo y el espacio se ven afectados por la gravedad [2], contrario a las predicciones
de la mecánica newtoniana; además, permiten modelar algunos objetos astrof́ısi-
cos, tales como: galaxias, mediante los discos de polvo contrarrotantes [3] (véase
la discusión realizada en [4], con sus respectivas referencias, sobre el modelado de
discos contrarrotantes en galaxias tipo S0 y Sa); las binarias de rayos X, mediante
la interacción de un agujero negro de Kerr con un disco de acreción circundante [5];
planetas, más propiamente caracteŕısticas como la precesión [6]; entre otros.

Adicionalmente, la relatividad general relaciona el movimiento de la materia con
la curvatura del espacio-tiempo de tal modo que el estudio del movimiento de las
part́ıculas, que por ejemplo trazan ĺıneas de dirección constante, permite determinar
caracteŕısticas de la curvatura del espacio-tiempo (véase el caṕıtulo 3 del libro [7]);
estas trayectorias cumplen con el principio de mı́nima acción y reciben el nombre
de geodésicas, las cuales, por la relación dada en la relatividad general, pueden ser
determinadas dada la configuración del espacio-tiempo. Por ende, para la métri-
ca de Schwarzschild se puede encontrar bastante detallado el estudio anaĺıtico de
las geodésicas temporales y nulas en textos como [8], si se considera la constante
cosmológica en la anterior métrica se obtienen las geodésicas de manera anaĺıtica
en [9,10], para la métrica de Weyl se estudia geodésicas circulares importantes en el
plano ecuatorial con simulaciones numéricas [11] y en la superposición de un agujero
negro con un disco anular se estudian las geodésicas para analizar el movimiento de
las part́ıculas de polvo en el disco [12]. El estudio de las geodésicas, por ser una de
las metas en la comprensión de las caracteŕısticas del campo gravitacional generado
por objetos astrof́ısicos, resulta de gran relevancia; es por ello que, una vez obtenida
la métrica del campo gravitacional en cuestión, se procede a estudiar el movimiento
de las part́ıculas libres para determinar propiedades f́ısicas como la estabilidad de
las órbitas.

Luego de presentada la teoŕıa de la relatividad general en 1915 por A. Einstein,
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se intentó hallar la solución a las ecuaciones de campo que son no lineales. Para
el caso de discos axialmente simétricos sin presión radial Bonnor & Sackfield [13]
y Morgan & Morgan [14] obtuvieron soluciones exactas. Seguidamente, Morgan &
Morgan consideraron la presión radial [3] y González & Letelier la tensión radial [15]
en los discos con simetŕıa axial. Además, diferentes autores determinaron soluciones
exactas para discos delgados estáticos [16–18] y discos delgados estacionarios [19,20].
Por otro lado, la superposición de un agujero negro con discos delgados estáticos o
estacionarios también fue desarrollada por varios autores [21, 22]. Recientemente,
González y Gutiérrez-Piñeres [23] superpusieron un agujero negro de Schwarzschild
con el primer miembro de la familia de discos anulares [1].

Sobre las geodésicas en distintas configuraciones espacio-temporales se tiene gran
cantidad de material bibliográfico, por mencionar a algunos autores: Harvey [24]
presentó un estudio de las geodésicas en un espacio-tiempo de Kasner, Olum [25]
presentó un estudio de geodésicas en un espacio tiempo estático de Mallett y López-
Suspes & González [11] estudiaron las geodésicas de part́ıculas neutras en un espacio
tiempo de Weyl.

Por ende, el presente trabajo de investigación pretende estudiar las geodésicas para la
superposición, realizada en el art́ıculo [23], de un agujero negro de Schwarzschild con
un disco delgado anular infinito (el disco tiene borde interno). Para ello, este trabajo
se organiza de la siguiente forma. En el caṕıtulo 2, primero se considera la simetŕıa
estática y axialmente simétrica de los campos de Weyl, permitiendo determinar la
geometŕıa del espacio-tiempo; segundo, se utiliza el formalismo lagrangiano para
determinar la ecuación de las geodésicas; tercero, se limita el movimiento de las
part́ıculas sobre el plano ecuatorial con el fin de definir un potencial efectivo que
permita, mediante análisis cualitativo, el estudio de las posibles órbitas, y cuarto, se
limita el movimiento de las part́ıculas sobre el primer cuadrante del plano (r, z) con
el fin de estudiar las posibles órbitas de part́ıculas con masa eyectadas radialmente
hacia el infinito. En el caṕıtulo 3, se introducen las funciones métricas del sistema
superpuesto (un agujero negro superpuesto con un disco anular [23]) en las ecuaciones
de movimiento obtenidas en el caṕıtulo 2, para luego resolver dichas ecuaciones
mediante solución numérica; además, se hace un estudio de las órbitas circulares
importantes en el plano ecuatorial. Finalmente, en el caṕıtulo 4 se exponen las
conclusiones obtenidas del trabajo realizado.
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Caṕıtulo 2
Geodésicas en el espacio-tiempo

de Weyl

2.1. Espacio-tiempo de Weyl

Las ecuaciones de campo de Einstein, a pesar de ser un sistema determinado de
diez ecuaciones independientes para diez funciones independientes (para el espacio-
tiempo cuadridimensional, por tener métrica lorentziana de signatura +2, las fun-
ciones dependen de cuatro variables xµ, con µ = 0, 1, 2, 3), por lo general no son
posibles de resolver sin considerar simetŕıas. Al suponer simetŕıas en algunos ca-
sos se obtienen soluciones anaĺıticas, sirva de ejemplo el bien conocido problema
de simetŕıa esférica donde se obtienen dos funciones (o funciones métricas) de una
variable para un campo en el vaćıo (véase las secciones 8.1-8.2 del libro [26] y las
secciones 23.1-23.2 del libro [27]).

Un campo estático implica que las componentes del tensor métrico no dependen de la
coordenada temporal x0 y, además, hay simetŕıa de reflexión temporal permitiendo
que el elemento de ĺınea ds2 sea invariante bajo la transformación x0 → −x0; de esta
manera, el elemento de ĺınea toma la siguiente forma:

ds2 = g00dt
2 + gijdx

idxj, (2.1)

donde la coordenada temporal es x0 = t y las coordenadas espaciales son xi; con
i = 1, 2, 31. Téngase en cuenta que se está utilizando el sistema de unidades geome-
trizadas en el cual c = G = 1, con c la rapidez de la luz en el vaćıo y G la constante
gravitacional.

Por otro lado, un campo axialmente simétrico implica que el elemento de ĺınea ds2

(en coordenadas ciĺındricas, con φ la coordenada acimutal) es invariante bajo la
transformación φ → −φ; es decir, el espacio-tiempo es invariante bajo rotaciones.

1Se está utilizando la notación de ı́ndices latinos que van desde 1 a 3, mientras que los ı́ndices
griegos van desde 0 a 3.
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Por ende, para un campo gravitacional estático y axialmente simétrico, el elemento
de ĺınea en coordenadas canónicas de Weyl (t, φ, r, z) puede ser escrito de la siguiente
manera [28–30]:

ds2 = −e2Φdt2 + e−2Φ
[
r2dφ2 + e2Λ

(
dr2 + dz2

)]
, (2.2)

donde las funciones métricas Φ y Λ solo dependen de r y z. Cabe resaltar que el eje
de simetŕıa es r = 0; para z fijo, r aumenta monótonamente al infinito; para r fijo, z
aumenta monótonamente en el intervalo (−∞,∞), y φ ∈ [0, 2π]. Si se consideran las
ecuaciones de Einstein en el vaćıo, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones [31]:

Φ,rr +
1

r
Φ,r + Φ,zz = 0, (2.3)

Λ,r = r
(
Φ2

,r − Φ2
,z

)
, (2.4)

Λ,z = 2rΦ,rΦ,z, (2.5)

donde Φ satisface la ecuación de Laplace y Λ, por ser la ecuación (2.3) condición de
integrabilidad de las ecuaciones (2.4) y (2.5), se puede determinar por cuadraturas
dada la función métrica Φ:

Λ [Φ] =

∫ r,z

eje

r
[(
Φ2

,r − Φ2
,z

)
dr + 2Φ,rΦ,zdz

]
. (2.6)

La importancia de la ecuación lineal (2.3) radica en la facilidad que brinda para
superponer soluciones de Φ, como por ejemplo para el caso particular de superponer
un agujero negro con un disco anular según se muestra en el siguiente caṕıtulo.
Y como se expone en la ecuación (2.6), una vez obtenida Φ en principio se puede
obtener Λ.

2.2. Ĺıneas geodésicas

En un espacio euclidiano la distancia más corta entre dos puntos está dada por la
longitud de una ĺınea recta que conecta esos dos puntos. En el caso de la relatividad
general, para un espacio-tiempo se debe generalizar la noción de ĺınea recta, esto
ya que se debe tener en cuenta la curvatura del espacio-tiempo en caso de que no
sea minkowskiano. Por ende, sea una curva γ(τ) con vector tangente u sobre una
superficie M2; a partir del elemento de ĺınea sobre M, definido como:

ds2 = gαβdx
αdxβ, (2.7)

se puede definir un elemento de longitud a lo largo de la curva como:

dl =
√
ϵds2 =

√
ϵgαβdxαdxβ, (2.8)

2Nótese que la deducción de la ecuación de las geodésicas se puede hacer a cualquier “espacio
curvado” (o más propiamente, variedad riemanniana) a pesar de que en este caso se limite al
espacio-tiempo.
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donde ϵ se denomina el indicador del vector tangente u y toma los siguientes valores
en caso de que sea vector espacial, temporal o nulo; respectivamente:

ϵ = 1, para uµuµ > 0.

ϵ = −1, para uµuµ < 0.

ϵ = 0, para uµuµ = 0.

En términos de las componentes del vector tangente, uµ = dxµ/dτ , el elemento de
longitud se expresa como:

dl =
√

ϵgµνuµuνdτ, (2.9)

de tal manera que la longitud de la curva entre dos puntos a y b está dada por la
ecuación:

l =

∫ b

a

√
ϵgµνuµuνdτ. (2.10)

Se define la geodésica como una curva cuya longitud tiene un valor estacionario con
respecto a variaciones de la curva que dejan fijos los extremos [32, 33]; es decir, al
aplicar la variación por la transformación xµ → xµ+δxµ se espera que para los puntos
estacionarios δl = 0, tal que para los puntos fijos extremos δxµ(a) = δxµ(b) = 0,
entonces:

δ

∫ b

a

√
ϵgµνuµuνdτ = 0. (2.11)

Sea ω ≡ gµνu
µuν , la solución de la ecuación (2.11) está dada por las ecuaciones de

Euler-Lagrange que toman la siguiente forma:

d

dτ

∂ω

∂uσ
− ∂ω

∂xσ
=

1

2ω

dω

dτ

∂ω

∂uσ
. (2.12)

Al considerar a τ un parámetro af́ın tal que τ = Ãl + B̃, con Ã y B̃ constantes
arbitrarias, entonces dω/dτ = 0. Aśı, el lado derecho de la ecuación (2.12) se anula;
de lo cual por la definición de ω al reemplazarlo se obtiene:

d2xλ

dτ 2
+ Γλ

µν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0, (2.13)

la ecuación de las geodésicas. La ĺınea geodésica se puede entender como una gene-
ralización de la ĺınea recta, puesto que la primera corresponde a la ĺınea de dirección
constante (o trayectoria de distancia más corta, según la deducción realizada me-
diante el cálculo variacional) en un espacio-tiempo no necesariamente minkowskiano.

Cabe resaltar que en la deducción de la ecuación (2.13) se supuso tácitamente que
la curva γ(τ) = xµ(τ) no tiene direcciones nulas, o de lo contrario para un vector
tangente nulo se obtendŕıa de la ecuación (2.8) que dl = dτ = 0 y por ende la
ecuación (2.13) no seŕıa aplicable ya que presentaŕıa problemas. Para resolver este
problema, se propone que las geodésicas nulas tengan vector tangente nulo uµ =
dxµ/dκ, con κ algún parámetro variando a lo largo de la ĺınea geodésica nula; aśı,
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se define ω ≡ gµνu
µuν ≡ constante de manera que el lado derecho de la ecuación

(2.12) se anula y se obtiene la siguiente ecuación:

d2xλ

dκ2
+ Γλ

µν

dxµ

dκ

dxν

dκ
= 0, (2.14)

de este modo, las ĺıneas geodésicas nulas son curvas que satisfacen la ecuación (2.14)
para algún parámetro κ con la condición de que ω = uµuµ = 0 o lo que es lo
mismo [32]:

ω = gµν
dxµ

dκ

dxν

dκ
= 0. (2.15)

Se puede apreciar que la ecuación (2.14) mantiene la misma forma que la ecuación
(2.13), salvo por el parámetro κ; lo cual también se puede deducir de la formula-
ción de la geodésica como una curva en la cual su vector tangente se transporta
paralelamente [33], tal que su vector tangente satisface:

uµuµ > 0, para geodésicas espaciales.

uµuµ < 0, para geodésicas temporales.

uµuµ = 0, para geodésicas nulas.

Además, por la definición de la cuadriaceleración (a = aµeµ) a partir de la deriva-
da covariante de la cuadrivelocidad, fácilmente se aprecia que aµ = 0 proporciona
la ecuación de las geodésicas. De esta manera, las geodésicas en el espacio-tiempo
son ĺıneas de mundo de part́ıculas en cáıda libre. Aśı, las part́ıculas masivas se
mueven a través de geodésicas temporales con cuadrimomento por unidad de masa
uµ = dxµ/dτ , donde τ es el tiempo propio; las part́ıculas sin masa se mueven a través
de geodésicas nulas con cuadrimomento uµ = dxµ/dκ, y a través de las geodésicas
espaciales se mueven las hipotéticas part́ıculas denominadas taquiones, cuya rapidez
es mayor que la rapidez de la luz en el vaćıo. Estas últimas no son de interés en esta
investigación debido a su carácter no f́ısico.

Al hacer una comparación de la ecuación de las geodésicas (2.13) con la segunda

ley de Newton, si se interpreta el término d2xλ

dτ2
como la aceleración de la part́ıcula,

entonces el término −Γλ
µν

dxµ

dτ
dxν

dτ
se podŕıa llamar la fuerza por unidad de masa

actuando sobre la part́ıcula en el campo gravitacional. Aśı, las componentes del
tensor métrico (gµν) se pueden comparar con el “potencial” del campo gravitacional
y su derivada con la “intensidad” del campo (Γλ

µν) [34].

2.3. Movimiento de part́ıculas de prueba

Como ya se mencionó previamente, el movimiento de una part́ıcula de prueba3 libre
en un campo gravitacional está dado por una ĺınea geodésica. Por ende, con el fin
de determinar las ecuaciones de movimiento de esta part́ıcula en el campo gravita-
cional con una métrica dada por la ecuación (2.2), se considera que estas part́ıculas

3Part́ıcula que no influye en el espacio-tiempo sobre el cual se mueve.
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cumplan con el principio de mı́nima acción; de esta manera, se utiliza el formalismo
lagrangiano partiendo de la geometŕıa del espacio-tiempo como se muestra en las
dos siguientes ecuaciones:

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.16)

2L = gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
, (2.17)

donde τ es el parámetro af́ın a lo largo de la geodésica y f́ısicamente corresponde
al tiempo propio para las part́ıculas que describen geodésicas temporales. Es decir,
conocida la métrica dada por la ecuación (2.16), se determina la función lagrangiana
L de (2.17) que para el caso del espacio-tiempo estático y axialmente simétrico
corresponde a:

2L = −e2Φṫ2 + e−2Φ
[
r2φ̇2 + e2Λ

(
ṙ2 + ż2

)]
, (2.18)

donde el punto denota derivación con respecto al parámetro τ .

Esta función lagrangiana satisface la ecuación de Euler-Lagrange:

d

dτ

(
∂L

∂ẋα

)
− ∂L

∂xα
= 0, (2.19)

donde el momento generalizado y su derivada con respecto al parámetro τ respecti-
vamente se definen de la siguiente manera:

pα =
∂L

∂ẋα
, ṗα =

∂L

∂xα
. (2.20)

Para las coordenadas (x0, x1, x2, x3) = (t, φ, r, z), de las ecuaciones de Euler-Lagrange
se obtiene respectivamente:

ẗ+ 2Φ,rṙṫ+ 2Φ,z ṫż = 0, (2.21)

φ̈+ 2

[
1

r
− Φ,r

]
ṙφ̇− 2Φ,zφ̇ż = 0, (2.22)

r̈ + (Λ,r − Φ,r)
(
ṙ2 − ż2) + 2(Λ,z − Φ,z

)
ṙż + re−2Λ

[
(rΦ,r − 1) φ̇2 +

e4Φ

r
Φ,r ṫ

2

]
= 0,

(2.23)

z̈ + (Λ,z − Φ,z)
(
ż2 − ṙ2

)
+ 2(Λ,r − Φ,r)ṙż + e−2ΛΦ,z

[
r2φ̇2 + e4Φṫ2

]
= 0. (2.24)

Las ecuaciones (2.21)-(2.24) son las cuatro ecuaciones diferenciales no lineales de
movimiento de una part́ıcula de prueba libre en un campo gravitacional estático y
axialmente simétrico.

Y los respectivos momentos generalizados son:

pt = −e2Φṫ, (2.25)

pφ = r2e−2Φφ̇, (2.26)

pr = e2(Λ−Φ)ṙ, (2.27)

pz = e2(Λ−Φ)ż, (2.28)
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de lo cual se obtiene que el hamiltoniano es:

H = pµẋ
µ − L = 2L − L = L , (2.29)

→ H = L , (2.30)

esto implica que no hay enerǵıa potencial en el problema; como se aprecia en la
ecuación (2.17), la enerǵıa cinética es la única que contribuye a la enerǵıa mecánica.

Por otro lado, para el caso particular de la métrica en (2.2), se aprecia que en su
función lagrangiana (2.17) no aparecen las coordenadas t y φ, esto indica que hay
dos cantidades conservadas debido a que dichas coordenadas son ćıclicas. Entonces,
se introducen las constantes de movimiento (enerǵıa espećıfica E y momento angular
espećıfico L con respecto a infinito) determinadas por la conservación del momento
generalizado correspondiente a dichas coordenadas:

dpt
dτ

=
∂L

∂t
= 0 → E = −pt = constante , (2.31)

dpφ
dτ

=
∂L

∂φ
= 0 → L = pφ = constante , (2.32)

de manera que E2 = e4Φṫ2, resultado de comparar (2.25) con (2.31), y L2 = r4e−4Φφ̇2,
resultado de comparar (2.26) con (2.32), permiten escribir la función lagrangiana de
la ecuación (2.18) con la siguiente forma:

2L = −E2

e2Φ
+

L2e2Φ

r2
+ e2(Λ−Φ)

(
ṙ2 + ż2

)
. (2.33)

2.3.1. Geodésicas ecuatoriales en el espacio-tiempo de Weyl

En este caso se procede a estudiar las geodésicas temporales y nulas. Para ello se
tiene en cuenta que 2L = ω = ϵ (véase la definición de ω en la sección 2.2), tal que
ϵ toma los dos siguientes valores:

Geodésicas temporales (ϵ = −1): 2L = −1, para las geodésicas trazadas por
part́ıculas con masa.

Geodésicas nulas (ϵ = 0): 2L = 0, para las geodésicas trazadas por part́ıculas
sin masa (los fotones).

Por ende, con el fin de estudiar las part́ıculas de prueba libre en el plano ecuatorial,
se toma z = 0 en la ecuación (2.33); además, teniendo en cuenta las ecuaciones (2.26)
y (2.32), se determinan las órbitas mediante la coordenada radial r y acimutal φ, de
acuerdo a la solución de las siguientes dos ecuaciones de movimiento:

ṙ2 = e−2Λ

[
E2 + e2Φϵ− L2

r2
e4Φ

]
, (2.34)

φ̇ = r−2Le2Φ. (2.35)
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Teniendo en cuenta la ecuación (2.34), se puede determinar el potencial efectivo Vef

al escribir la ecuación de la siguiente forma [11]:

E2

2
=

1

2
ṙ2e2Λ +

e2Φ

2

[
L2

r2
e2Φ − ϵ

]
, (2.36)

→ Vef = e2Φ
[
L2

r2
e2Φ − ϵ

]
, (2.37)

donde E se puede interpretar como la enerǵıa mecánica espećıfica de la part́ıcula de
prueba y el potencial efectivo, dado que se está considerando z = 0, solo depende
de la coordenada radial r.

De la ecuación (2.2) se aprecia que la métrica de Weyl es asintóticamente plana si en
el infinito (o “muy lejos” del origen de coordenadas) las funciones métricas Φ y Λ se
anulan, permitiendo que el espacio-tiempo tenga un comportamiento minkowskiano.
Por consiguiente, para el potencial efectivo en el plano ecuatorial se aprecia que por
la ecuación (2.37):

ĺım
r→∞

Vef = −ϵ, (2.38)

es decir, para geodésicas ecuatoriales nulas o temporales se obtiene que cuando
r → ∞ el potencial efectivo tiende a 0 o 1, respectivamente.

Por otro lado, mediante un análisis cualitativo del potencial Vef se pueden determi-
nar las órbitas circulares inestables y las órbitas circulares estables, dadas por los
máximos y mı́nimos de Vef = Vef (r) (véase la figura 2.1).

Figura 2.1: Bosquejo del potencial efectivo como función del radio r con sus puntos
máximos y mı́nimos.

Para determinar los máximos y mı́nimos del potencial efectivo Vef (r), se calcula la
primera derivada radial del potencial efectivo y se iguala a cero:

dVef

dr

∣∣∣
r=rc

= 0, (2.39)

→ L2e2Φ(2rΦ,r − 1)− r3Φ,rϵ = 0, (2.40)
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las ráıces de la ecuación (2.40) son los radios rc de las órbitas circulares temporales
(para ϵ = −1) y nulas (para ϵ = 0). Se aprecia que el radio de las órbitas circula-
res temporales depende del momento angular espećıfico L; puesto que para órbitas
circulares nulas la ecuación (2.40) se reduce a [12]:

2rΦ,r − 1 = 0. (2.41)

Es por esto que el momento angular espećıfico L para las part́ıculas masivas que
trazan órbitas circulares está dado por la siguiente expresión [12]:

L2 =
r3Φ,re

−2Φ

1− 2rΦ,r

. (2.42)

Nótese que por estar elevado al cuadrado el momento angular espećıfico, se debe
cumplir la condición 0 ≤ rΦ,r < 1/2. Además, como el radio de la órbita circular
es constante (r = rc = constante), entonces por la ecuación (2.36) se obtiene que
E2 = V (r), o escrito de otra forma al reemplazar el momento angular espećıfico de
la ecuación (2.42) en la ecuación (2.37):

E2 =
e2Φ(1− rΦ,r)

1− 2rΦ,r

, (2.43)

donde también se debe cumplir la condición 0 ≤ rΦ,r < 1/2.

La condición de estabilidad de las órbitas circulares establece que el potencial efectivo
Vef debe ser un mı́nimo, lo cual en términos de la segunda derivada radial implica:

d2Vef

dr2

∣∣∣
r=rc

> 0. (2.44)

Es decir, para órbitas circulares nulas, de la ecuación (2.41) se obtiene:

Φ,r + rΦ,rr > 0, (2.45)

y para órbitas circulares temporales, de la ecuación (2.40), se obtiene [12]:

rΦ,rr + 3Φ,r + 2rΦ2
,r(2rΦ,r − 3) > 0, (2.46)

de nuevo, con la condición 0 ≤ rΦ,r < 1/2. Del mismo modo, se presenta órbita
circular inestable si hay un punto máximo en el potencial efectivo, en cuyo caso las
expresiones en (2.45) y (2.46) serán menores a cero.

Adicionalmente, para part́ıculas masivas, al ser igualada a cero la derivada radial de
L2 se obtiene:

dL2

dr
= rΦ,rr + 3Φ,r + 2rΦ2

,r(2rΦ,r − 3) = 0, (2.47)

→ dL2

dr
=

d2Vef

dr2
= 0, (2.48)

por consiguiente, si para L2 = L2(r) hay una posición donde su pendiente sea nula
(dL2/dr = 0); implica que hay una región donde la pendiente es positiva dL2/dr > 0,
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Figura 2.2: Bosquejo del momento angular espećıfico al cuadrado como función del
radio de la órbita circular r para geodésicas temporales con sus regiones estables e
inestables.

denominada región estable, y otra donde la pendiente es negativa dL2/dr < 0, de-
nominada región inestable (véase la figura 2.2).

Como se menciona en el art́ıculo de López-Suspes & González [11], la expresión
dL2/dr ≥ 0 es completamente equivalente a la siguiente expresión:

L
dL

dr
≥ 0, (2.49)

donde la igualdad permite determinar el radio de la órbita circular estable y la des-
igualdad define la condición de estabilidad de órbitas circulares para perturbaciones
radiales. Esto último es conocido como el criterio de estabilidad de Rayleigh (véase
la sección 27 del libro [35] que trata sobre el criterio de estabilidad para un fluido en
rotación y el art́ıculo de Letelier [36] que trata el criterio de estabilidad de Rayleigh
para una part́ıcula moviéndose en una órbita circular atráıda por un campo gravi-
tacional).

En la figura 2.2 se ilustra una función L2 = L2(r) que tiene un punto máximo y un
punto mı́nimo; este comportamiento se aprecia al estudiar el movimiento de part́ıcu-
las de prueba con masa en, por ejemplo, campos de una singularidad desnuda [37].
No obstante, cuando se trata de agujeros negros de Schwarzschild ubicados en el
centro de coordenadas, se tiene la expectativa f́ısica de que el movimiento de las
part́ıculas sea más caótico cuando se acerca a r = 0 (horizonte de sucesos) por la
derecha, como se espera del teorema de Israel [38]; esto último se menciona en [39]
para el espacio-tiempo gamma y en [11] para algunos casos particulares del espacio-
tiempo de Weyl. Por ende, para que el campo gravitacional presente el esperado
comportamiento atractivo, se requiere que el momento angular espećıfico sea muy
alto para mantener la órbita cerca del horizonte de sucesos; entonces L2 = L2(r)
debe ser una función cóncava hacia arriba con solo las regiones inestable y estable
que están más a la derecha en dicha figura, es decir, L2 solo tiene un punto mı́nimo.
Aśı, el valor mı́nimo del momento angular espećıfico L2 está dado por el radio de
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la última órbita circular (rms), también conocida como la órbita circular marginal-
mente estable. Por lo mencionado previamente sobre el criterio de estabilidad, para
determinar el radio rms se utiliza la expresión:

rΦ,rr + 3Φ,r + 2rΦ2
,r(2rΦ,r − 3) = 0, (2.50)

para el caso de geodésicas temporales, y rms corresponde a un punto de inflexión del
potencial efectivo.

Cabe resaltar que para geodésicas nulas, el radio de la órbita circular marginalmente
estable se determina con la expresión:

Φ,r + rΦ,rr = 0. (2.51)

De esta manera, por el criterio de estabilidad y la ecuación (2.45), se puede deter-
minar la estabilidad de la órbita circular y el radio rms para fotones mediante la
siguiente expresión [11]:

d

dr
(rΦ,r) ≥ 0, (2.52)

donde rΦ,r es constante debido a la ecuación (2.41); de manera que su derivada
radial siempre será igual a cero. Entonces, no se puede encontrar una solución para
la desigualdad, lo cual implica que todas las órbitas de fotones son inestables en los
campos de Weyl (no hay órbita circular marginalmente estable de fotones).

El radio de la órbita marginalmente ligada (rmb) está dado por la condición de que
la enerǵıa espećıfica E con respecto al infinito sea igual a la unidad, entonces de la
ecuación (2.43) se obtiene la siguiente expresión [12]:

2rΦ,r + e2Φ(1− rΦ,r)− 1 = 0, (2.53)

cuya ráız proporciona el radio rmb para part́ıculas con masa y es un punto máximo
del potencial efectivo, con momento angular espećıfico L determinado de la ecuación
(2.42), por ende la órbita de la part́ıcula es inestable. Para part́ıculas sin masa que
trazan órbitas circulares inestables, la ecuación (2.41) permite determinar el radio de
la órbita circular de fotones rph, tal que es la órbita ĺımite bajo la cual el movimiento
circular es imposible.

Por otro lado, en un movimiento circular uniforme (r = constante y z = constante)
la velocidad angular acimutal con respecto al infinito se define de la siguiente manera:

ΩT =
dφ

dt
=

φ̇

ṫ
= constante, (2.54)

donde ṫ = Ee−2Φ y φ̇ = r−2L2e2Φ, según las ecuaciones (2.25) y (2.26). De mane-
ra que para las part́ıculas masivas que trazan geodésicas ecuatoriales circulares se
obtiene [11]:

Ω2
T =

L2e8Φ

E2r4c
, (2.55)
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con rc las ráıces de la ecuación (2.40) para ϵ = −1. Y para las part́ıculas sin masa
que trazan geodésicas ecuatoriales circulares, debido a que 2rΦ,r = 1 equivale a
L2e4Φ = E2r2, se obtiene [11]:

ΩN =
e2Φ

rc
, (2.56)

con rc las ráıces de la ecuación (2.41). Como se menciona en [12], la velocidad angu-
lar ΩN denota la magnitud f́ısica ĺımite de ΩT ; es decir, |ΩT | < ΩN , correspondiente
al movimiento lumı́nico.

Es importante mencionar que las ecuaciones de esta subsección solo dependen de la
función métrica Φ, esto permite desarrollar un análisis cualitativo de las geodésicas
ecuatoriales en el espacio-tiempo de Weyl; no obstante, la función métrica Λ ha de
jugar un papel importante en la solución de las ecuaciones de movimiento como se
aprecia en la ecuación (2.34).

2.3.2. Geodésicas en el plano (r, z)

En este caso se procede a estudiar las geodésicas temporales trazadas por part́ıcu-
las de prueba radialmente eyectadas hacia afuera desde la vecindad del centro en
el primer cuadrante del plano (r, z)4, lo cual implica que las part́ıculas presentan
momento angular nulo, por ende se toma φ = constante y se recurre a la ecuación
de las geodésicas (2.13). En dicha ecuación se requiere determinar los śımbolos de
Christoffel, que según las ecuaciones (2.21)-(2.24) para φ = constante son:

Γt
tr = Φ,r; Γt

tz = Φ,z;

Γr
tt = Φ,re

4Φ−2Λ; Γr
rr = Λ,r − Φ,r; Γr

rz = Λ,z − Φ,z; Γr
zz = −Γr

rr;

Γz
tt = Φ,ze

4Φ−2Λ; Γz
rr = −Γr

rz; Γz
rz = Γr

rr; Γz
zz = Γr

rz.

Debido a que la ecuación de las geodésicas es un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales de segundo orden, se debe implementar dos condiciones ini-
ciales con el fin de obtener solución única al resolverlas. Para τ = τ0, la primera
condición es la posición inicial de cada part́ıcula xλ

0 = xλ(τ0) y la segunda condición
es su cuadrivelocidad inicial ẋλ

0 = ẋλ(τ0); donde φ̇ = φ̇0 = 0 en este caso de geodési-
cas en el plano meridional.

Como se muestra en [12], la cuadrivelocidad uλ = eλκ̂u
κ̂ se puede parametrizar en

términos de la rapidez v̂ y la dirección (µ̂, ν̂) medida en una tétrada ortonormal local
estática (xβ) hecha de vectores unitarios (sin suma sobre κ):

eλκ̂ = |gκκ|−1/2δλκ̂ , (2.57)

cada uno apuntando a lo largo de la κ-ésima coordenada global de Schwarzschild;
donde las componentes de la cuadrivelocidad son:

uκ̂ = γ̂(1, v̂ cos µ̂, v̂ sin µ̂ cos ν̂, v̂ sin µ̂ sin ν̂), (2.58)

4El plano (r, z) también se puede denominar plano meridional como en la subsección 3.2.1 del
libro [40]; sin embargo, téngase en cuenta que en el presente trabajo de investigación únicamente
se estudia las geodésicas radialmente eyectadas en dicho plano.
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con γ̂ = (1− v̂2)−1/2 el factor de Lorentz.
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Caṕıtulo 3
Geodésicas en la superposición de
agujero negro con disco anular

3.1. Espacio-tiempo de un agujero negro super-

puesto con un disco anular

Particularizando lo previamente mencionado sobre el espacio-tiempo de Weyl pa-
ra el caso de la superposición de un agujero negro de Schwarzschild con un disco
anular [23], se acude a las coordenadas esferoidales oblatas debido a la simetŕıa del
problema1. Para ello, se define:

r2 = a2
(
1 + x2

) (
1− y2

)
, (3.1)

z = axy, (3.2)

tal que las coordenadas esferoidales oblatas (x, y), en función de las coordenadas
cuasi-ciĺındricas de Weyl (r, z), son:

x2 =

√
(r2 + z2 − a2)2 + 4a2z2 + (r2 + z2 − a2)

2a2
,

y2 =

√
(r2 + z2 − a2)2 + 4a2z2 − (r2 + z2 − a2)

2a2
,

(3.3)

donde a es el radio interno del disco, con a ≥
√
3m. De esta manera, se introducen

las funciones métricas Φ y Λ definidas en el art́ıculo [23] de manera expĺıcita y exacta
como:

Φ =
1

2
ln

[
ζ − 1

ζ + 1

]
+

αy

a (x2 + y2)
, (3.4)

Λ =
1

2
ln

[
ζ2 − 1

ζ2 − η2

]
− α2

4a2

[
1− y2

(x2 + y2)4

]
A(x, y) + α

[
1− y

x2 + y2

]
(Λ1 − Λ2), (3.5)

1Porque en el art́ıculo de González y Gutiérrez-Piñeres [23] se considera el disco anular ubicado
en el plano z = 0.
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donde
A(x, y) = x4(9y2 − 1) + 2x2y2(y2 + 3) + y4(y2 − 1), (3.6)

Λ1 =
ay(1− y)(1 + x2)−mx(1 + y)(ζ − 1)(1− η)

[ax+m(1− ζ − η)]2 + a2(1− y)2
, (3.7)

Λ2 =
ay(1− y)(1 + x2)−mx(1 + y)(ζ + 1)(1− η)

[ax−m(1 + ζ − η)]2 + a2(1− y)2
, (3.8)

y se resalta que α es una constante arbitraria tal que α > 0, −∞ < x < ∞,
0 ≤ y ≤ 1. Además, (ζ, η) son las coordenadas esferoidales prolatas2, las cuales
están definidas de la siguiente manera:

r2 = m2
(
ζ2 − 1

) (
1− η2

)
, (3.9)

z = mζη, (3.10)

tal que 1 ≤ ζ < ∞, −1 ≤ η ≤ 1 y m es la masa del agujero negro.

Para presentar las soluciones en coordenadas de Schwarzschild se tiene en cuenta la
relación entre las coordenadas canónicas de Weyl y las coordenadas cuasi-esféricas
mostradas en el apéndice A; para ello, se reescriben las ecuaciones en (A.4) de la
siguiente forma:

ρ sin θ =
√

r2 +m2 sin2 θ +m sin θ, ρ cos θ = z +m cos θ. (3.11)

Dado que las part́ıculas de un fluido de polvo se mueven a lo largo de geodésicas, es
adecuado ubicar el borde interno del disco de polvo cerca al radio de la órbita cir-
cular marginalmente estable del agujero negro (esto es ρms = 6m, véase el apéndice
B que trata sobre el agujero negro de Schwarzschild). Es por ello que en este tra-
bajo de investigación se ubica el borde interno del disco en ρ = a = 6m para las
geodésicas meridionales y en ρ = a = 9m para las geodésicas ecuatoriales, con el fin
de comparar los resultados obtenidos con lo realizado en el art́ıculo [12].

3.2. Geodésicas ecuatoriales

Debido a que en este caso se toma z = 0, se pueden simplificar algunos términos de
las funciones métricas presentadas en las ecuaciones (3.4) y (3.5) teniendo en cuenta
las siguientes condiciones:

Si se considera x = η = 0, entonces se obtiene la región fuera del disco 0 ≤
r ≤ a.

Si se considera y = η = 0, entonces se obtiene la región dentro del disco r ≥ a.

Si se considera y = 1, entonces se obtiene el eje de simetŕıa r = 0.

2Estas coordenadas son necesarias para expresar las soluciones del agujero negro de Schwarzs-
child que aparecen en el primer término de las ecuaciones (3.4) y (3.5).
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Con la primera condición se obtienen las funciones métricas Φf = Φ(x = η = 0) y
Λf = Λ(x = η = 0) expresadas de la siguiente manera:

Φf =
1

2
ln

[
ζ − 1

ζ + 1

]
+

α

ay
, (3.12)

Λf =
αa(1− y)2

y

[
1

m2(1− ζ)2 + a2(1− y)2
− 1

m2(1 + ζ)2 + a2(1− y)2

]
+

1

2
ln

[
ζ2 − 1

ζ2

]
+

α2(1− y2)2

4a2y4
, (3.13)

por ende, el potencial efectivo fuera del disco (V f
ef ) toma la siguiente forma:

V f
ef =

(
ζ − 1

ζ + 1

)
e2α/ay

[
L2

r2

(
ζ − 1

ζ + 1

)
e2α/ay − ϵ

]
, (3.14)

donde y =
√

1− (r/a)2 y ζ =
√

(r/m)2 + 1.

Aśı mismo, con la segunda condición se obtienen las funciones métricas Φd = Φ(y =
η = 0) y Λd = Λ(y = η = 0) expresadas de la siguiente manera:

Φd =
1

2
ln

[
ζ − 1

ζ + 1

]
, (3.15)

Λd =
1

2
ln

[
ζ2 − 1

ζ2

]
+

α2

4a2x4
, (3.16)

por ende, el potencial efectivo dentro del disco (V d
ef ) toma la siguiente forma:

V d
ef =

(
ζ − 1

ζ + 1

)[
L2

r2

(
ζ − 1

ζ + 1

)
− ϵ

]
, (3.17)

donde x =
√

(r/a)2 − 1 y ζ =
√
(r/m)2 + 1.

Para estudiar estas soluciones en coordenadas de Schwarzschild se deben tener en
cuenta las siguientes relaciones, obtenidas de la ecuación (3.11) o, de forma equiva-
lente, de la ecuación (A.4):

r =
√
ρ(ρ− 2m), z = 0, (3.18)

lo cual implica que ρ = 2m es donde está ubicado el horizonte de sucesos. No
obstante, para la representación gráfica de las geodésicas sobre el plano ecuatorial
se utilizan las coordenadas cartesianas (X, Y ) relacionadas con las coordenadas de
Weyl de la siguiente manera:

X = (
√
r2 +m2 +m) cosφ, (3.19)

Y = (
√
r2 +m2 +m) sinφ, (3.20)
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donde la evolución de r = r(t) y φ = φ(t) se obtienen de integrar numéricamente
las ecuaciones de movimiento (2.34) y (2.35) mediante el método de Runge-Kutta
de sexto orden según el art́ıculo [41].

Se procede a hacer el análisis cualitativo del potencial efectivo dentro y fuera del
disco; para ello, se tiene en cuenta el correspondiente valor que toma ϵ para geodési-
cas temporales y nulas.

3.2.1. Geodésicas temporales

Para este caso se toma ϵ = −1 y α/a = 1, por ende se obtiene el potencial efectivo
mostrado en la figura 3.1. Se aprecia que el potencial efectivo presenta una disconti-
nuidad de salto infinito en el borde interno del disco; esto debido a que el potencial
fuera del disco tiende a infinito cuando r tiende al borde interno por izquierda (a−)
y el potencial dentro del disco tiende a un valor finito cuando r tiende al borde in-
terno por derecha (a+). El punto rojo en el potencial efectivo con momento angular
espećıfico L2

ms ≈ 8.47m2 corresponde a la órbita circular marginalmente estable con
radio ρms ≈ 0.437a, o de manera equivalente ρms ≈ 3.933m.

El valor de L2
ms es obtenido de la ecuación (2.47), el cual corresponde al punto

mı́nimo del momento angular espećıfico fuera del disco representado en la figura
3.2. En esta última figura se muestran las regiones estables e inestables dentro y
fuera del disco; cabe resaltar que la función L2/m2 dentro del disco es equivalen-
te a lo esperado en un campo gravitacional generado únicamente por un agujero
negro (véase la figura B.1) pero con la condición de que ρ/a ≥ 1, por ende la re-
gión de estabilidad3 es a ≤ ρ < ∞ y 13.5m2 ≤ L2 < ∞, y la función L2/m2 fuera
del disco presenta la región de estabilidad ρms ≤ ρ < ρ2 ≈ 0.5539a y L2

ms ≤ L2 < ∞.

Además, de la ecuación (2.40) se define la siguiente función:

F (r) = L2e2Φ(2rΦ,r − 1) + r3Φ,r, (3.21)

y se hace el cambio de variable r =
√
ρ(ρ− 2m) con el fin de graficar la función

F (ρ/a) de la figura 3.3; donde se aprecia que al aumentar el momento angular es-
pećıfico, de las ráıces de F (ρ/a), se obtiene que el radio de la órbita circular inestable
tiende a ρ1 ≈ 0.3600a y el radio de la órbita circular estable tiende a ρ2 ≈ 0.5539a.
En la siguiente subsección se esclarece qué son los radios ρ1 y ρ2 que sirven de aśınto-
tas del momento angular espećıfico fuera del disco (véase la figura 3.2(a)).

3Se recomienda no descartar que la condición de estabilidad para discos delgados se puede
estudiar mediante perturbaciones de la forma expresada en la ecuación (21) del art́ıculo [42]; sin
embargo ese no es el enfoque que se da en este trabajo de investigación.
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(a) Potencial efectivo fuera del disco.

(b) Potencial efectivo dentro del disco.

Figura 3.1: Potencial efectivo como función de ρ/a para geodésicas temporales en
el plano ecuatorial con diferentes valores del momento angular espećıfico y un valor
fijo de α/a = 1. El punto rojo en a) corresponde a la órbita circular marginalmente
estable de radio ρ/a ≈ 0.437.
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(a) L2/m2 fuera del disco.

(b) L2/m2 dentro del disco.

Figura 3.2: Momento angular espećıfico al cuadrado como función del radio de la
órbita circular, ρ/a, para geodésicas temporales dentro y fuera del disco. El punto
rojo en a), con coordenadas (ρ/a, L2/m2) = (0.437, 8.47), corresponde a la órbita
circular marginalmente estable.

En la figura 3.4 se pretende estudiar con más detalle el potencial fuera del disco
para geodésicas temporales con α/a = 1; para ello, se fija un valor de momento
angular espećıfico L2 = 12.96m2 y se toman tres valores de enerǵıa espećıfica al
cuadrado (esto es, E2 = Ei) teniendo en cuenta que el punto máximo local del
potencial corresponde a la órbita circular inestable con enerǵıa E2

max = 31.760 y el
punto mı́nimo local del potencial corresponde a la órbita circular estable con enerǵıa
E2

min = 31.276. De este modo, para E2
min < E1 < E2

max se obtiene que la part́ıcula
con masa queda confinada entre dos radios (B y C), dando lugar a una órbita ligada,
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Figura 3.3: Comportamiento de la función F (ρ/a) para diferentes valores del mo-
mento angular espećıfico. La ĺınea negra horizontal permite visualizar las ráıces de
la función.

o se encuentra con un punto de retorno en el radio A para el caso de que sea eyectada
hacia el disco con velocidad radial inicial ρ̇(t = 0) > 0; para E3 > E2

max la part́ıcula
se encuentra con un punto de retorno en el radio H, en caso de que sea eyectada con
ρ̇(t = 0) > 0, y para E2 = E2

max la part́ıcula se encuentra con un punto de retorno
en el radio D, en caso de que sea eyectada con ρ̇(t = 0) > 0, pero luego queda en
una órbita circular inestable (contrario a los puntos de retorno en A y H donde la
part́ıcula cae inevitablemente hacia el horizonte de sucesos).

Figura L2/m2 E2 ρ(t = 0) φ(t = 0) ρ̇(t = 0)
3.5(a) 12.96 31.675 0.4593 π/3 0.3862
3.5(b) 12.96 31.760 0.5552 π/3 -0.3216
3.5(c) 12.96 31.900 0.3665 π/3 0.2604
3.6(b) 12.96 0.950 1.3162 π/3 0.0481
3.7(b) 51.84 1.100 5.1123 π/3 -0.3158

Cuadro 3.1: Condiciones iniciales para las geodésicas temporales fuera y dentro del
disco presentadas en las figuras que aparecen en la primera columna.

Como caso particular, dadas las condiciones iniciales del cuadro 3.1: para E1 =
31.675 se obtiene la órbita ligada de la figura 3.5(a) con B = ρ/a ≈ 0.4148 y
C = ρ/a ≈ 0.5580, para E2 = 31.760 se obtiene la órbita circular inestable de
la figura 3.5(b) y para E3 = 31.900 se obtiene la órbita de la figura 3.5(c) con
H = ρ/a ≈ 0.5717. En dichas figuras, se representan las circunferencias de radio B,
C y H con ĺıneas discontinuas de color verde.
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Figura 3.4: Potencial efectivo como función de ρ/a para geodésicas temporales fue-
ra del disco con L2 = 12.96m2. Las ĺıneas discontinuas corresponden a valores de
enerǵıa espećıfica al cuadrado.

(a)

32



(b)

(c)

Figura 3.5: Geodésicas temporales fuera del disco con las condiciones iniciales esta-
blecidas en el cuadro 3.1.
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En las figuras 3.6 y 3.7 se pretende estudiar con más detalle el potencial dentro del
disco para geodésicas temporales con α/a = 1; para ello, en la primera figura se fija
un valor de momento angular espećıfico L2 = 12.96m2 y en la segunda L2 = 51.84m2.
En la figura 3.6(a) se toman dos valores de enerǵıa espećıfica al cuadrado (esto es,
E2 = Ei), teniendo en cuenta que para ρ/a → ∞ el potencial efectivo tiende a 1;
entonces, para 0.9022 ≤ E1 < 1 se obtiene que la part́ıcula se encuentra con un
punto de retorno en el radio N al ser eyectada hacia el infinito con velocidad radial
inicial ρ̇(t = 0) > 0 y luego procede a caer hacia el agujero negro sin pasar del borde
interno del disco, y para E2 > 1 la part́ıcula no se encuentra con puntos de retorno,
pero al caer hacia el agujero negro tampoco podrá pasar del borde interno del disco
debido a la discontinuidad de salto infinito del potencial efectivo. En la figura 3.7(a)
solo es posible tomar E3 > 1, de tal modo que la part́ıcula se encuentra con un pun-
to de retorno P al ser eyectada hacia el agujero negro con velocidad radial inicial
ρ̇(t = 0) < 0, pero luego se aleja hacia el infinito.

Como caso particular, dadas las condiciones iniciales del cuadro 3.1: para E1 = 0.95
se obtiene la órbita de la figura 3.6(b) con N = ρ/a ≈ 3.6133 y para E3 = 1.1 se
obtiene la órbita no ligada de la figura 3.7(b) con P = ρ/a ≈ 1.4711. En dichas
figuras, se representan las circunferencias de radio N y P con ĺıneas discontinuas
de color verde. Estas geodésicas dentro del disco representan el movimiento trazado
por las part́ıculas del fluido de polvo.

3.2.2. Geodésicas nulas

Para este caso se toma ϵ = 0 y α/a = 1, por ende se obtiene el potencial efectivo
mostrado en la figura 3.8. Se aprecia que el potencial efectivo, al igual que para
las geodésicas temporales, presenta una discontinuidad de salto infinito en el borde
interno del disco.

El potencial efectivo para las geodésicas nulas presenta un comportamiento muy
similar al de los potenciales efectivos de la figura 3.4 y la figura 3.7(a); por ende,
los fotones han de trazar las órbitas previamente explicadas para dichas figuras. Sin
embargo, cabe resaltar que los fotones en este campo gravitacional generado por la
superposición de un agujero negro con un disco anular presentan una órbita circular
inestable de radio ρ1 ≈ 0.3600a y una órbita circular estable de radio ρ2 ≈ 0.5539a;
esta órbita circular estable es debida al comportamiento asintótico del potencial
efectivo en el borde interno del disco cuando ρ → a−.

Para geodésicas nulas, y temporales, el borde interno del disco por izquierda (a−)
produce una barrera de potencial efectivo que proh́ıbe el paso de las part́ıculas hacia
el interior del disco y, por consiguiente, hacia el infinito; de hecho, el borde interno
del disco actúa con un campo gravitacional repulsivo, contradiciendo lo esperado
f́ısicamente de la naturaleza atractiva del campo gravitacional. Además, el efecto
repulsivo del borde interno del disco permite la posibilidad de órbitas ligadas tra-
zadas por fotones fuera del disco; como ejemplo de esto, en la figura 3.9 se muestra
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(a)

(b)

Figura 3.6: Potencial efectivo como función de ρ/a para geodésicas temporales dentro
del disco con L2 = 12.96m2. Las ĺıneas discontinuas horizontales en a) corresponden
a valores de enerǵıa espećıfica al cuadrado. En b) se presenta la geodésica temporal
con enerǵıa espećıfica E1 = 0.95.
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(a)

(b)

Figura 3.7: Potencial efectivo como función de ρ/a para geodésicas temporales dentro
del disco con L2 = 51.84m2. La ĺınea discontinua horizontal en a) corresponde a un
valor de enerǵıa espećıfica al cuadrado. En b) se presenta la geodésica temporal con
enerǵıa espećıfica E3 = 1.1.
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(a) Potencial efectivo fuera del disco.

(b) Potencial efectivo dentro del disco.

Figura 3.8: Potencial efectivo como función de ρ/a para geodésicas nulas en el plano
ecuatorial con diferentes valores del momento angular espećıfico.
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Figura 3.9: Geodésica nula fuera del disco con las condiciones iniciales establecidas
en el cuadro 3.2.

la órbita de un fotón con las condiciones iniciales del cuadro 3.2 y con puntos de
retorno en las circunferencias de radio ρ = 0.3834a y ρ = 0.6709a representadas con
ĺıneas discontinuas de color verde.

Figura L2/m2 E2 ρ(t = 0) φ(t = 0) ρ̇(t = 0)
3.9 12.96 28.441 0.4593 π/3 0.8921

Cuadro 3.2: Condiciones iniciales para la geodésica nula fuera del disco presentada
en la figura que aparece en la primera columna.

Cabe resaltar que los radios ρ1 y ρ2, por ser las ráıces de la ecuación (2.41), son in-
dependientes del momento angular espećıfico L, lo cual implica que todas las curvas
de la figura 3.8(a) presentan la misma coordenada radial ρ1 para el máximo local y
la misma coordenada radial ρ2 para el mı́nimo local. Adicionalmente, estos radios
sirven de aśıntotas en el momento angular espećıfico L2/m2 de las part́ıculas masivas
debido a que para ρ < ρ1 y ρ > ρ2 no es posible el movimiento circular.
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3.2.3. Órbitas circulares importantes

Las órbitas circulares importantes4 son: la órbita circular marginalmente estable de
radio ρms, la órbita marginalmente ligada de radio ρmb y la órbita circular de foto-
nes de radio ρph; cuya importancia recae en que permiten determinar si es posible
la presencia de órbitas circulares estables, inestables, ligadas o no ligadas, en ciertas
regiones del plano z = 0. Dado que estas órbitas no son posibles dentro del disco,
según los potenciales efectivos en las figuras 3.1(b) y 3.8(b), entonces esta subsección
se restringe únicamente para el caso fuera del disco.

En el art́ıculo [43] se calcula que la masa total del disco es la suma de las dos
siguientes cantidades:

MΣ = − αa√
r2o − a2

, (3.22)

Mdisco =
αa√
r2o − a2

, (3.23)

donde Σ es la superficie dada por cualquier elipsoide xo, para todo xo > 0 constante,
que se interseca con la coordenada radial de Weyl en ro =

√
(a2 − 2ma)(1 + x2

o); la

superficie encierra el borde interno del disco ya que ro >
√
(a2 − 2ma) o, de forma

equivalente para la coordenada radial esférica, ρo > a. Aśı, MΣ es la masa para
0 ≤ r ≤ ro y Mdisco es la masa para ro ≤ r < ∞. Por ende, con ro =

√
ρo(ρo − 2m),

se obtiene que el borde interno del disco (ubicado en xo → 0, luego ρo → a) provee
una contribución negativa infinita (MΣ → −∞) a la masa total calculada con la
fórmula de Komar (la cual es cero para el espacio-tiempo con las funciones métricas
Φ y Λ), dando lugar a lo previamente comentado en la subsección 3.2.2 sobre su
carácter de campo gravitacional repulsivo, y el resto del disco (tal que ρ > a) provee
una contribución positiva infinita (Mdisco → ∞) cuando ρo → a.

Aśı, la constante α está muy relacionada con la masa del disco anular como se aprecia
en las ecuaciones (3.22) y (3.23); por lo cual, en el presente trabajo de investigación
se procede a estudiar las órbitas circulares importantes en función de α como se
aprecia en la figura 3.10. Las curvas en esta figura son el resultado de aplicar el
método de interpolación de Lagrange mediante un script en Python para las ráıces
obtenidas de las ecuaciones (2.41), (2.50) y (2.53) al variar α.

Nótese primero la curva ρms/a, de la cual se establece que el movimiento circular
en las regiones I − III es inestable y en las regiones IV − V I es estable. Además,
en la región III no es posible el movimiento circular debido a la curva ρph/a de la
órbita circular inestable de fotones. Como consecuencia de la naturaleza repulsiva
del borde interno del disco, la curva ρph/a (de la inusual órbita circular estable de
fotones) proh́ıbe la posibilidad de movimiento circular en las regiones V y V I; en
principio, debido a la curva ρmb/a, las regiones II y IV debeŕıan ser no ligadas,
pero nuevamente se recalca que śı son ligadas producto de la barrera de potencial en

4Téngase en cuenta que las órbitas de esta subsección son “importantes” con respecto a las dos
subsecciones previas debido a que en esta subsección se vaŕıa α, mientras que en 3.2.1 y 3.2.2 solo
se toma el caso particular α = a.
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Figura 3.10: Variación de ρms/a, ρmb/a y ρph/a en función de α/a. La ĺınea hori-
zontal roja corresponde al borde interno del disco.

ρ → a− (la cual no permite que las part́ıculas puedan escapar al infinito). Además,
se aprecia que para valores de α/a del orden 10−2 o menor, la contribución del disco
a la superposición tiende a ser despreciable y por ello se genera la región I donde
el movimiento circular es ligado e inestable. Cabe resaltar que para α/a = 0, de la
figura 3.10 se obtiene: ρms/a = 6/9, ρmb/a = 4/9 y ρph/a = 3/9, resultado esperado
según el apéndice B. Y para discos con α/a > 1.48 no se presentan órbitas circulares
de fotones, lo cual implica que no será posible el movimiento circular debido a la
fuerte naturaleza de campo gravitacional repulsivo del borde interno del disco.

3.3. Geodésicas en el plano (r, z)

En este caso, se ubica el disco con borde interno en ρ = a = 6m, correspondiente
al radio de la órbita circular marginalmente estable de un espacio-tiempo afectado
únicamente por un agujero negro de Schwarzschild. Además, los resultados presen-
tados a continuación surgen de tener en cuenta que la ecuación de las geodésicas
(2.13) se puede escribir de forma equivalente en el siguiente sistema de ecuaciones:

F λ(xλ(τ), uλ(τ)) = −Γλ
µνu

µ(τ)uν(τ), (3.24)

el cual corresponde a un sistema de ecuaciones acopladas, cuya solución numérica
para la evolución de r = r(τ) y z = z(τ) se obtiene mediante un script en Python al
introducir los śımbolos de Christoffel para φ = constante previamente determinados.

Como se menciona en la subsección 2.3.2, el sistema de ecuaciones F λ en (3.24)
es de segundo orden y requiere dos condiciones iniciales: la posición inicial xλ(τ0)
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y el parámetro de rapidez inicial v̂, que parametriza la cuadrivelocidad inicial uλ(τ0).

Por ende, en la figura 3.11 se presentan las respectivas geodésicas temporales tra-
zadas por part́ıculas eyectadas hacia el infinito en las coordenadas de Schwarzschild
dadas por la ecuación (3.11) para las siguientes condiciones iniciales:

1. Para la posición inicial sobre un marco de referencia local en ρ = 3m y θ =
10◦, 20◦, ...80◦, se eyecta ocho part́ıculas con rapidez inicial v̂ = 0.4 en la figura
3.11(a) y rapidez inicial v̂ = 0.8 en la figura 3.11(b); con α/a = 1.

2. Para la posición inicial sobre un marco de referencia local en ρ = 3m y θ =
19◦, 29◦, ...89◦, se eyecta ocho part́ıculas con rapidez inicial v̂ = 0.4 en la figura
3.11(c) y rapidez inicial v̂ = 0.8 en la figura 3.11(d); con α/a = 1.

3. Para la posición inicial sobre un marco de referencia local en ρ = 3m y θ =
19◦, 29◦, ...89◦, se eyecta ocho part́ıculas con rapidez inicial v̂ = 0.4 en la figura
3.11(e) y rapidez inicial v̂ = 0.8 en la figura 3.11(f); con α/a = 0.3.

Además, debido al cambio de coordenadas de (r, z) por las coordenadas (ρ, θ), se
obtiene que la dirección radial para las part́ıculas eyectadas con las anteriores con-
diciones iniciales está dada por el siguiente vector unitario en coordenadas de Sch-
warzschild:

eρ =
2m sin θer√

4m2 −m2 cos2 θ
+

√
3m cos θez√

4m2 −m2 cos2 θ
, (3.25)

el cual está en función de los vectores unitarios en coordenadas de Weyl. Sin esta
pequeña corrección de los vectores unitarios, por ejemplo, una part́ıcula con posi-
ción inicial (ρ = 3m, θ = 10◦) presentaŕıa un movimiento radial en la dirección de
un θ < 10◦, implicando un error. Dicho esto, en la figura 3.11 las ĺıneas rectas pun-
teadas del grid permiten comparar el movimiento radial de las part́ıculas con el caso
especial donde el espacio-tiempo únicamente sea afectado por el agujero negro.

Cabe resaltar que se aumenta θ en el ı́tem 2 y 3 para ver el efecto repulsivo más
cerca del borde interno del disco que en el ı́tem 1. Y se disminuye α/a en el ı́tem 3
para ver cómo actúa el disco con menor influencia en el espacio-tiempo superpuesto,
recordando que α/a está muy relacionado con la masa del disco según las ecuaciones
(3.22) y (3.23). Además, se aumenta el parámetro de rapidez v̂ en las figuras 3.11(b),
3.11(d) y 3.11(f) para ver cómo la part́ıcula tiende a escapar, de forma radial, más
fácilmente de la influencia del campo gravitacional generado por el sistema super-
puesto; aunque no muy lejos del borde interno del disco la part́ıcula puede quedar
detenida como se muestra en la curva gris de la figura 3.11(d), lo cual es debido a
que el disco genera un campo gravitacional atractivo en esa región ya que su masa
tiende a ser positiva infinita según la ecuación (3.23).
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(a)

(b)

(c)

42



(d)

(e)

(f)

Figura 3.11: Geodésicas meridionales de part́ıculas radialmente eyectadas hacia el
infinito desde un marco de referencia local en ρ = 3m y θ = 10◦, 20◦, ...80◦ para a),
b) y θ = 19◦, 29◦, ...89◦ para c)-f). Las part́ıculas de a), c), e) tienen rapidez inicial
v̂ = 0.4, y las de b), d), f) tienen v̂ = 0.8. Se toma α/a = 1 para a)-d) y α/a = 0.3
para e), f). La ĺınea horizontal negra representa al disco con borde interno en ρ = 6m
y la circunferencia negra de radio ρ = 2m representa el horizonte de sucesos.
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Caṕıtulo 4
Conclusiones

En este trabajo de investigación se estudiaron las geodésicas en un campo gravita-
cional generado por la superposición de un agujero negro de Schwarzschild con un
disco delgado anular infinito; donde se consideraron las ecuaciones de movimiento
para part́ıculas que trazan geodésicas, temporales y nulas, en el plano ecuatorial y
para part́ıculas eyectadas radialmente hacia el infinito que trazan geodésicas tem-
porales en el plano (r, z). Para la simulación de las geodésicas resultantes se utilizó
el método de Runge-Kutta de sexto orden.

Para las geodésicas ecuatoriales se obtuvo que el potencial efectivo presenta una
discontinuidad de salto infinito en el borde interno del disco ubicado en ρ = a, tan-
to para geodésicas nulas como para geodésicas temporales, debido a que en a− el
borde interno del disco genera un campo gravitacional inusualmente repulsivo. Por
medio de un análisis cualitativo del potencial efectivo se determinaron las posibles
órbitas ecuatoriales y con el momento angular espećıfico la estabilidad de las órbi-
tas circulares; además, se obtuvo la órbita circular marginalmente estable, la órbita
marginalmente ligada y la órbita circular de fotones en función de la constante α,
donde esta última está relacionada con la masa del disco.

Para las geodésicas en el plano (r, z) nuevamente se mostró el carácter de campo
repulsivo por parte del borde interno del disco; sin embargo, también se mostró el
carácter de campo atractivo cuando la part́ıcula de prueba se mueve muy cerca del
disco ubicado en z = 0.

Por otro lado, se presentaron los resultados de este trabajo de investigación en la
modalidad ponencia en el XXIX congreso nacional de f́ısica llevado a cabo en
Armenia, Quind́ıo los d́ıas 17, 18 y 19 de Septiembre del 2022.
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Apéndice A
Relación entre (r, z) y (ρ, θ)

Al trabajar en coordenadas esferoidales prolatas (t, φ, ζ, η) se obtiene que la métrica
de Schwarzschild toma la siguiente forma [44]:

ds2 =
1− ζ

ζ + 1
dt2 +m2(ζ + 1)2

[
dζ2

ζ2 − 1
+

dη2

1− η2

]
+m2(ζ + 1)2(1− η2)dφ2, (A.1)

de lo cual, al comparar con la métrica de Schwarzschild en coordenadas cuasi-esféri-
cas1 (t, φ, ρ, θ), se obtiene la siguiente transformación de coordenadas:

ζ =
ρ

m
− 1, η = cos θ, (A.2)

donde m es la masa del agujero negro. Además, las coordenadas esferoidales prolatas
se relacionan con las coordenadas canónicas de Weyl (t, φ, r, z) mediante la siguiente
transformación de coordenadas:

r2 = m2
(
ζ2 − 1

) (
1− η2

)
, z = mζη, (A.3)

de manera que al reemplazar en esta última transformación lo expresado en la ecua-
ción (A.2) se obtiene:

r =
√

ρ(ρ− 2m) sen θ, z = (ρ−m) cos θ, (A.4)

permitiendo relacionar las coordenadas canónicas de Weyl con las coordenadas esféri-
cas para todo ρ ≥ 2m.

1Comúnmente denominadas como coordenadas de Schwarzschild.
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Apéndice B
Agujero negro de Schwarzschild

En el caṕıtulo 3 se menciona que α es mayor a cero, condición necesaria para que
la densidad de enerǵıa superficial del disco de polvo sea siempre positiva [23]; sin
embargo, se puede apreciar que es posible tomar α = 0 para el caso trivial donde
el disco no contribuye en la superposición, quedando solo el agujero negro de Sch-
warzschild. Esto implica que las geodésicas ecuatoriales del agujero negro se pueden
estudiar mediante un análisis cualitativo del potencial efectivo dado por la ecuación
(3.17) tal que ζ =

√
(r/m)2 + 1 para todo r ≥ 0. Por consiguiente, el momento

angular espećıfico L para part́ıculas con masa que trazan órbitas circulares se deter-
mina por la ecuación (2.42) con la función métrica Φ dada por la ecuación (3.15).

Teniendo en cuenta que, para el caso de geodésicas en el plano ecuatorial, de las
ecuaciones en (A.4) se obtiene:

r =
√
ρ(ρ− 2m), z = 0, (B.1)

permitiendo obtener la función L2 = L2(ρ) en la figura B.1. De dicha figura, se apre-
cia que el punto de intersección, entre la ĺınea discontinua y la función L2 = L2(ρ),
tiene coordenadas (9−1ρm−1, L2/m2) = (6/9, 12); es decir, los bien conocidos valores
correspondientes a la órbita circular marginalmente estable de radio ρms = 6m y
momento angular espećıfico Lms = 2

√
3m.

Además, dada la función métrica Φ por la ecuación (3.15), de las ecuaciones (2.53) y
(2.41) respectivamente se obtiene que el radio de la órbita marginalmente ligada es
ρmb = 4m y el radio de la órbita circular de fotones es ρph = 3m (esto es, r =

√
3m

para la coordenada radial de Weyl. Se resalta esto debido a que en el art́ıculo [23]
se debe satisfacer la condición de que a ≥

√
3m, necesario para que se satisfaga la

condición de enerǵıa dominante en la superposición de un agujero negro con un disco
anular. F́ısicamente implica que no es posible ubicar el borde interno del disco en
un radio menor al de la órbita circular de fotones).

La importancia de determinar los radios ρph, ρmb y ρms en el plano ecuatorial radica
en que permiten delimitar las siguientes regiones: para órbitas con radio ρ < ρph no
es posible el movimiento circular, órbitas circulares con radio ρ < ρmb son no ligadas
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o radio ρ > ρmb son ligadas, órbitas circulares con radio ρ < ρms son inestables o
radio ρ > ρms son estables (véase las geodésicas temporales y nulas ilustradas en las
secciones 19-20 del libro [8] donde se trata las órbitas ligadas, no ligadas, estables e
inestables).

(a) (b)

Figura B.1: Momento angular espećıfico al cuadrado como función del radio de la
órbita circular, 9−1ρm−1, para geodésicas temporales en el campo gravitacional de
un agujero negro de Schwarzschild. La ĺınea discontinua corresponde al radio de la
órbita circular marginalmente estable (ρms). En b) se cambia la escala de a) para
representar la región estable e inestable.
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