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Resumen

Titulo: Ecuaciones Algebraicas Difusas |]
Autor: Martha Elisa Porras Cortés []

Palabras Clave: Aritmética difusa, Ecuacion difusa, Principio de extensién (PE), Translacion usando el

promedio del soporte (TPN).

Descripcion: Con el desarrollo de la teoria de nimeros difusos, y su aplicacién, aparece la solucién
de ecuaciones con parametros difusos. Los métodos clasicos, que involucran el principio de extension
y los alfa niveles, en la solucién de ecuaciones difusas son restrictivas; porque muy a menudo no hay
solucién o se deben colocar condiciones muy fuertes en las ecuaciones para que tengan solucion. Estos
hechos nos motivo a estudiar ecuaciones difusas.

En este trabajo analizamos las operaciones aritméticas difusas basadas en la traslacién usando el
promedio del nucleo, hecho que denotamos con TPN, para resolver ecuaciones difusas del tipo: A+X =
B, AX=B, AX+B=C, AX?=B, y AX?>+B=C.
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Keywords: Fuzzy Arithmetic, Fuzzy Equation, Principle of Extension (EP), Translation using Average
Support (TPN).

Description: With the development of fuzzy number theory, and its application, the solution of equations
with fuzzy parameters appears. Classical methods, involving the extension principle and alpha levels, in
solving fuzzy equations are restrictive; because very often there is no solution or very strong conditions
must be placed on the equations for them to have a solution. These facts motivated us to study fuzzy
equations.

In this work we analyze the fuzzy arithmetic operations based on the translation using the average of
the kernel, a fact that we denote with TPN, to solve fuzzy equations of the type: A+ X = B, AX = B,
AX+B=C, AX?=B, y AX?+B=C.
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Introduccion

Varios investigadores han propuesto diferentes métodos para resolver ecuaciones di-
fusas: Dubois y Prade 1984} Sanchez 1984F; Buckley 1992; Wasowski 1997; Biacino
y Lettieri 1989; Jiang 1986%; Buckley y Qu 1990f; Kawaguchi y Date 1993 Zhao y Go-
vind 1991F Wang y Ha 1994}, Klir y Yuan 19958 Mazarbhuiya 2011, Buckley 1997

DIDIER Dubois y HENRI Prade. “Fuzzy-set-theoretic differences and inclusions and their use in the
analysis of fuzzy equations”. En: Control and Cybernetics 13.3 (1984), pags. 129-146.

Elie Sanchez. “Solution of fuzzy equations with extended operations”. En: Fuzzy sets and Systems
12.3 (1984), pags. 237-248.

Hua-biao Jiang. “The approach to solving simultaneous linear equations that coefficients are
fuzzy numbers”. En: Journal of National University of Defence Technology (Chinese) 3 (1986),
pags. 96-102.

JJ Buckley y Yunxia Qu. “Solving linear and quadratic fuzzy equations”. En: Fuzzy sets and systems
38.1 (1990), pags. 43-59.

Mayuka F Kawaguchiy Tsutomu Da-Te. “A calculation method for solving fuzzy arithmetic equations
with triangular norms”. En: [Proceedings 1993] Second IEEE International Conference on Fuzzy
Systems. IEEE. 1993, pags. 470-476.

Renhong Zhao y Rakesh Govind. “Solutions of algebraic equations involving generalized fuzzy num-
bers”. En: Information sciences 56.1-3 (1991), pags. 199-243.

X Wang y M Ha. Solving a system of fuzzy linear equations. 1994.

George Klir y Bo Yuan. Fuzzy sets and fuzzy logic. Vol. 4. Prentice hall New Jersey, 1995.

Fokrul Alom Mazarbhuiya, Anjana Kakoti Mahanta, Hemanta K Baruah et al. “Solution of the fuzzy
equation A+ X= B using the method of superimposition”. En: Applied Mathematics 2.8 (2011),
pags. 1039-1045.

James J Buckley, Esfandiar Eslami y Yoichi Hayashi. “Solving fuzzy equations using neural nets”.
En: Fuzzy Sets and Systems 86.3 (1997), pags. 271-278.



Mizumoto y Tanaka 1982, muestra la no existencia de inverso aditivo e inverso multi-
plicativo. La falta de inverso se vuelve significativo cuando se usan numeros difusos,
por ejemplo en analisis de sistemas Jain 197647, proceso de decisién de aspectos
multiples Jain 1977@, analisis de la tolerancia en sistemas complejos Jain 1976@,

modelos de sistemas Yager 1977@], diagndstico médico Sanchez 1977|E].

1 Ramesh Jain. “Outline of an approach for the analysis of fuzzy systems”. En: International Journal
of Control 23.5 (1976), pags. 627-640.

2. Ramesh Jain. “A procedure for multiple-aspect decision making using fuzzy sets”. En: International
Journal of systems science 8.1 (1977), pags. 1-7.

3 Ramesh Jain. “Tolerance analysis using fuzzy sets”. En: International Journal of Systems Science
7.12 (1976), pags. 1393-1401.

4 Ronald R Yager. “Building fuzzy systems models”. En: Applied general systems research. Springer,
1978, pags. 313-320.

15 Elie Sanchez. “Solutions in composite fuzzy relation equations: application to medical diagno-
sis in Brouwerian logic”. En: Readings in Fuzzy Sets for Intelligent Systems. Elsevier, 1993,
pags. 159-165.
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1. Preliminares

En este Capitulo, presentamos algunas definiciones y notaciones basicas.

1.1. Conceptos Fundamentales

Definicion 1.1 (Conjunto normal, a-nivel y soporte). .

Un conjunto difuso A sobre el conjunto de los numeros reales R, es determinado por
su funcién de pertenencia 4 : R — [0, 1], esto es A = {(z, pa(z) |z € R}.

A continuacién nombramos unas propiedades basicas de un conjunto difuso:

(i) A se llama normal si existe un =z € R tal que ua(x) = 1. De lo contrario, A es
subnormal.

(i) El soporte de A, denotado sop(A), es el subconjunto de R cuyos elementos tienen

grados de pertenencia al conjunto A distintos de cero, es decir,
sop(A) = {z € R|pa(z) > 0}.
(i) Un « nivel de un conjunto difuso A en R, es el conjunto denotado por [A]* y definido

por,

N {r € Rlpa(z) > a} sia >0,
[A]" = (1)
cl(sop(A)) sia=0.
Donde cl(sop(A)) denota la clausura del soporte de A, y notamos

[A]" = cl(sop(A))-

Afirmacion 1.2. En este trabajo a la coleccion de los conjuntos difusos sobre el con-

junto de los numeros reales, lo denotamos con F(R). Sea A € F(R), su funcion de

11



pertenencia del conjunto A, la denotamos con 4. 6 simplemente la sola letra A, es
decir, el valor de pertenencia de x al conjunto A, también se nota A(x) como en la

siguiente definicion.

Definicion 1.3 (Numero difuso). .

Un conjunto difuso A en R es llamado un numero difuso si satisface las siguientes
condiciones:

(i) A es normal,

(il) A es convexo, es decir para z,y € R,
Az + (1 =XN)y) >min{A(z), A(y)}, paratodo X € [0, 1]

(i) A es semicontinuo superiormente, en x, € R, si para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal
que A(z) — A(xo) < &, siempre que |z — zo| < 0

(iv) El soporte de [4]° es compacto.

Las condiciones (ii) y (iv) hacen que todos los a- niveles de cada conjunto difuso sean
conjuntos compactos y convexos en R. En efecto, la condicién (ii) implica que para
cada a € [0,1], [A]" es convexo, mientras que la condicion (iii) implica que los « -
niveles [A]* son cerrados, con lo cual siendo [A]” compacto, se tiene que [A4]* es com-
pacto para cada « € [0, 1]. La condicién (i) muestra el hecho de que el espacio F(R)
generaliza los conjuntos clasicos de R, en el sentido de que la funcion de pertenencia
de un conjunto difuso. Es la generalizacion de la funcion caracteristica que define un

conjunto clasico.

Definicion 1.4. (Numero difuso Pseudo-triangular y Numero difuso pseudo-trapezoidal)

Un numero difuso A es llamado numero difuso pseudo-trapezoidal si su funcién de

12



pertenencia 4 (x) esta dada por

0 otro caso.

Donde [ ;(z) es una funcion no decreciente definida en el intervalo [a, a1], () es una
funcion no creciente definida en el intervalo [a», @], y denotamos este numero difuso A

con

A = (Qa ay, az, E? lA(fE), TA(‘T)) .

En el caso en que l4(x) y r4(z) sean funciones lineales, como por ejemplo, i4(x) es la
recta que une los puntos (a, 0) y (a1, 1); ra(x) es la recta que une los puntos (as, 1)
y (@0). Un nimero difuso pseudo-triangular es un numero difuso pseudo-trapezoidal
cuando a; = ay = a.

El nimero difuso pseudo-triangular A se denota por

A=(a, a, @, la(z), ra(z))ycuando l4(z) es la recta que une los puntos (a, 0)y (a, 1),
y r4(x) es la recta que une los puntos (a, 1)y (a, 0),lo denotamos A= (a, a, @, —, —)

o simplemente por A = (a, a, a).

Definicion 1.5. (Igualdad de numeros difusos).

Dos nimeros difusos A y B son iguales (denotados A = B) si y solo si

) = up(x), Ve € R. 3)

Definicion 1.6. Sea A un numero difuso. Definimos:

13



(i) ndcleo(A) = {z e R | pz(z)=1})

(i) a.c(A) = 1 {mm(nucleo(A)) + max(nljcleo(A))},

(i) soporte(A) = {x eER | z< a.c(ﬁ)},
(iv) soporte(A) = {x eR | z> a.c(Z)},
(V) P; = {x e soporte(A) | inf(soporte(A)) <z < mm(nudeo(ﬁ))},
(vi) P; = {:p € soporte(A) | maz(ndcleo(A)) < z < sup(soporte(fx))},

/_;Z(x) r € Py,

) 1 x € nucleo(A),
(vii) 1 5(z) = -
fiz(x) xe Py

0 en otro caso.

\

Respecto a las operaciones aritméticas difusas que utilizan el principio de extensién
o la aritmética de intervalo (en el dominio de los alfa niveles), se tiene un problema al
construir las funciones de pertencia de dichos operadores.

Aunque las definiciones en de resta y divisién, usa una aritmética de intervalos tiene

unos calculos complejos.

16 Luciano Stefanini. “A generalization of Hukuhara difference and division for interval and fuzzy arith-
metic”. En: Fuzzy sets and systems 161.11 (2010), pags. 1564-1584.
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1.2. Aritmética difusa basada en el principio de extensién de Zadeh

El principio de extensién de Zadeh es la herramienta basica para introducir las opera-
ciones usuales en los conjuntos difusos, ya que permite extender funciones de niume-

ros reales a funciones de numeros difusos.
Definicion 1.7. Extension de Zadeh.
» Dada la funcién f : X — Y el principio de extension de zadeh, extiende f a la
funcion F' en el contexto difuso,

F=F(X)— F(),

donde F' se define para cada conjunto difuso A sobre X, A € F(X), por:

sup pa(z), si f7(y) # 2,
F(A)(y) = @&/'W)

0, si f7(y) =9,
paracaday €Y.

m Sean U, V, W CRy f:U xV — W una funcién real. Esta se extiende a
F:FU)x FV)—= FW),

de la siguiente forma. Sean v € F(U) y v € F(V) cantidades difusas. Se define

w = F(u,v) como un subcojunto de W, con funcién de pertenencia:

sup {min {p.(z), po(y)}}, si f71(z) # 2,
f(2) = f(wy)=2 (4)

0, Si fl(z2) =@

donde f'(z) = {(z,y) e U x V: f(z,y) =z € W}
A la funciéon F se le llama la extensién de f. Si f : X — Y es continua, entonces
para todo (u,v) € F(U) x F(V) se tiene que f(u,v) € F(W).

15



Teorema 1.8. Sean U,V,W C R ysea f : U xV — W una funcién real continua.

Entonces f se puede extender a una funcion F
F=FU)xFV)— FW),

con a- niveles.
[F(u,v)]* = f ([u] [v]*) para todo a € [0, 1] (5)

La demostracién de este teorema favor ver en”’]
La expresion[5les mas sencilla que[d] es por este hecho que se intenta siempre obtener

la imagen de la funcién en términos de sus a- niveles.

Afirmacién 1.9. En lo que sigue en lugar de usar la notacion F usamos la misma f
ya que su significado se entiende en el contexto.

Si X posee una estructura de espacio vectorial, se puede utilizar el principio de ex-
tension de Zadeh para definir la multiplicacion por escalar de un conjunto difuso sobre
F(X) como sigue.

Si A € R, y consideramos f : X — X, donde f(x) = \z. Sea A un numero difuso
sobre X, con funcion de pertenencia p4(z). En elcontexto algebraico se acostumbrara
a escribir u4(x) = A(z). La funcion f induce el conjunto difuso F(A) = AA con funcion

de pertenencia definida por.

A(E iAN#£0
BN S )
X{op(z) SIA=0

Si A= —1 seobtieneque (—1)A(zx)=—A(zx)= A(—=x). (7)

7 Omar A AbuAarqob, Nabil T Shawagfeh y Omar A AbuGhneim. “Functions defined on fuzzy real
numbers according to zadehs extension”. En: International Mathematical Forum. Vol. 3. 16. 2008,
pags. 763-776.
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Definicion 1.10. Aritmética de los nimeros difusos. A continuacion presentamos las
definiciones de suma, resta, multiplicacion y divisién usando el principio de extension
de Zadeh.

Definicion 1.11. Suma de numeros difusos
Sea f : R x R — R, definida por,

flzy) =z +y

es decir, f es el operador suma. Sean A y B numeros difusos. La funcién de perte-

nencia de la suma es

f(A,B)(z) = sup min{A(z), B(y)} VzeR,

Z=x+Yy

usando la notacion f(A, B) = A + B se obtiene

(A+ B)(z) = sup min[A(z),B(y)] VzeR

z=x+y

Definicion 1.12. Resta extendida de Numeros Difusos
Sea [ : R x R — R, definida por,

f(m,y):x—y

es decir, f es el operador resta. Sen Ay B numeros difusos, se tiene

f(A, B)(2) = sup {min{A(z), B(y)}} VzeR

z=x—Yy

usando la notacion f(A, B) = A — B se obtiene

(A—B)(z) = sup min[A(x),B(y)] VzeR

Z=x—yY

17



De la siguiente igualdad

sup {min{A(z), B(y)}} = sup {min{A(z), —B(y)}}

F=r—Y z=z+(-y)

se obtiene, A— B =A+(—B). Sin embargo, si A € F' es un numero difuso. se tiene que;

(A—A)(z) = sup min{A(z),A(y)} = sup min{A(y +2),A(y)} VzeR,

Z=x—Y T=y+2z
no es igual al nimero difuso 0, donde.
1 si t=0
0 en otro caso.
Definicion 1.13. Multiplicacion de numeros difusos
Sea f : R x R — R, definida por
flzy) =z-y,

es decir, f es el operador multiplicacién. Sean A y B numeros difusos. Por el principio

de extensidn se obtiene

f(A, B)(2) = sup {min{A(z), B(y)}}

Z=x-y

usando la notacién f(A, B) = A - B se obtiene

(A-B)(z2) = sup min[A(z), B(y)] VzeR

Z=xy

Definicion 1.14. Division de numeros difusos
Sea f : R x R — R, definida por,

fla,y) =1,

18



es decir, f es el operador divisidon. Sean A y B numeros difusos, por el principio de
extension se tiene
f(A,B)(z) = sup {min{A(z), B(y)}}

=z
z2=1.y7#0

usando la notacion f(A, B) = 4 se obtiene

(A/B) (z) = sup min[A(x),B(y)] VzeR

z=z/y

En general se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.15. Sean A, B dos numeros difusos continuos (sus funciones de pertenen-

cia son funciones continuas), entonces, el conjunto difuso A x B definido por

(A% B)(z) = sup min{A(x),B(y)} VzeR (8)

r=ay
es un numero difuso continuo.

Ver demostracién en

Donde * representa cualquiera de las operaciones suma, resta, multiplicacion o divi-

sion. Cuando la operacion es la division, el soporte de B no debe contener al 0.

Teorema 1.16. Si f : X — X es una funcion continua y A un numero difuso, entonces

donde f(A) es la extension de f y
FUAY) ={f@)| = € [A]"}.

19



Ver demostracion en[®

Teorema 1.17. (Teorema de descomposicion) Para todo A € F(X).

A= U aX[A]e (9)

a€l0,1]
Donde x4 es la funcion caracteristica del « nivel de A.

Ver demostracion en
Por el anterior teorema podemos caracterizar las operaciones de los conjuntos difusos

utilizando la aritmética de intervalos (los « niveles).

Teorema 1.18. Sean A y B numeros difusos y = cualquiera de las cuatro operaciones
aritméticas basicas (suma, resta, multiplicacion y division). El conjunto difuso A x B

sobre R puede expresarse a partir de sus a-niveles y soporte como
[Ax B]* = [A]" % [B]", para a € [0,1] (10)
donde [A]* x [B]* esta definido por[§ y
[A]* % [B]* ={axb | a€[A]*,be [B]"}. (11)

Ver demostracion en [

Teorema 1.19. Sea X es un espacio vectorial sobre R. Si A,B € F(X)y A € R,

'8 Hung T Nguyen. “A note on the extension principle for fuzzy sets”. En: Journal of mathematical
analysis and applications 64.2 (1978), pags. 369-380.

9 Tofigh Allahviranloo, Irina Perfilieva y Fazlollah Abbasi. “A new attitude coupled with fuzzy thinking
for solving fuzzy equations”. En: Soft computing 22.9 (2018), pags. 3077-3095.
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entonces A+ B € F(X) y AB € F(X), y se tiene.
[A+B* =[A" +[B]" y [M]"=A[A]"

para todo « € [0, 1]
Ver demostracion en

Definicion 1.20. Sea F(R) el conjunto de los numeros difusos sobre el conjunto de los

numeros reales. Sean u,v € F(R), con funciones de pertenencia i, 1, y a - niveles

uy, utly [v,, vl], respectivamente.
(0% (0% (0% (0%

En términos de « - niveles, las operaciones basicas son:

= suma:

[w+0]" = [ug,ul] + [vy,vf] = [ug + vy, vl +0f] para a0, 1] (12)

= Multiplicacién por un escalar:

[ku)® = [min {kuy, kul} maz {ku,, kul}] para a€l0, 1] (13)

= Resta:
[u—v]"=[u, —v}l, ul —v;] para aecl0, 1] (14)
= Multiplicacion:
[u-v]* = [min{X,},max{X,}] para «€|0, 1] (15)

donde X, = {ujv,, u v, ufv,, ufovl}.

a“a) TaoTar TaTo



Considerando la ecuacion cuadratica
ar’ =b (16)

donde a y b son numeros difusos triangulares positivos y los « - niveles respecti-

vos: [a]® = [az, af]y [b]* = [ba,b).

a) o a)l) o

Sea z la solucién con « - nivel [z]* = [z, z]].

o)

Sustituyendo estos « - niveles en se obtiene la ecuacion.

[a* aﬂ [:U* IJF}Q = [b* bﬂ : (17)

o) o alr o al) o

Calculamos [z, z1)* = [z2, x}] [25, 2]

o) a o) o o)

Xo =A{@)% ool wlag, (v)}

min X, = (z;)? y max X, = (z})? y si X es un nimero difuso positivo se tiene;

[z, 2F]® = [(z)% («})?] . A continuacién calculamos el producto.
lag, a] [(22)% (23)%] = [bg, 7]

Xo = lag (23)%, ag (xd)?, ag (23)?, o («F)]

o paae’ «

min X, = a_ (z;)*y max X, = af (z1)?

«

lag,ab] [(x2)?, (x)?] = [ag (23)? al (x)?] = [b,bL] - (18)

b= bt
T, =+, yal =44
\/ ag ag

Por lo tanto las soluciones son:

Entonces
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o _ [ [ea ok
1 _[ 0o’ az]
+ -
N I
2 [ ad’ a;]

= Division:
P] = [min{X,}, max{X,}] para «€]|0,1] (19)
v
donde X, = {Z—z, te, 5—3, Z—%}
Ejemplo 1.21. Sean los numeros triangulares u = (1, 2, 3, —, —)yv = (2, 5, 6, —, — ).
A continuacion determinamos el a-nivel del nimero difuso v = (1, 2, 3, —, —).

La rectaque une (1,0)y (2,1)esy =z —1.Seaa =z — 1, entonces x = a + 1, es el
extremo izquierdo de [u]”.

La recta que une (2,1)y (3,0) esy = 3 — z. Sea a = 3 — x,entonces z = 3 — a, €s el
extremo derecho de [1]*, A'por lo tanto [u]* = [a 4+ 1, 3 — a.

Analogamente se determina el a-nivel del nimero difuso v = (2, 5, 6, —, — ) [v]" =
Ba+2, 6 —al.

El a- nivel de la suma v + v es
[u+v]* =[]+ [v]* =[a+1,3—a]+[3a¢+2, 6—a]=[4a+3,9—2q],

El a- nivel de —v es
[—v]* = [min{-2—-3a, =6+ a},max{—2—3a, -6+ a}] = [-6+«a, —2 —3a] El a-

nivel de la diferencia v — v es

u—v]*=[14+a—-(6—a), 3—a—(2+3a)] =[-5+2a, 1—4a],

u—v:U[—5+2a,1—4a]

«

= <_57 _37 17 B _>
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El a- nivel del producto « - v es

Para cada «a € [0, 1]

+ ot o tat
UV uava}

Xa:{uava,uv o Vo s

a o)

={(1+a)2+3a), 1+a)6—a), B—a)B3+3a), (B3—a)6—a)}

En este caso como u y v son positivos,(los primero numeros en « y v son positivos)

entonces.
[u-v]* =[(1+a)2+3a), (3—a)(6—a).

Desde un punto de vista algebraico, la adiciéon y multiplicacién son conmutativas, aso-
ciativas y tienen un elemento neutro. Si se incluye el numero real 0 como un conjunto
difuso cuya funcién de pertenencia 1, definida por.

1 siz=0

po(z) =
0 siz#0

entonces el numero difuso 0 € F(R) y se tiene que uv + 0 = 0 + u = 0. De la misma
forma, definiendo el numero real 1 por
1 siz=1

m(x) =
0 siz#l

también se lograque v -1 =1-u = u.
Aun asi, tanto la suma como la multiplicacién de numeros difusos no admiten un ele-

mento inverso. Esto es:

U+V=WHU=W—,

u-v=wu=w/v.
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Ademas,en general no se tiene la igualdad v — u = 0, ni u/u = 1. Esto es un problema

a la hora de resolver una determinada ecuacion.
Ejemplo 1.22. Siu = (1, 2, 3, —, —) entonces los a-niveles son:
[u]* =1+ «, 3—al.

Usando [14]
[u—u*=[1+a—(3-a), 3—a—(1+a)=[-2+2a, 2—2a] # [0, 0]
De la misma forma
[5]a = [min{X.}, maz {X,}paraa € [0, 1]

donde X, = {17 ;1:—3’ ?;—g}'

Ahora bien,como 1 <14+ a<2<3—a<3entonces

Por lo tanto

, }#1,11.

3—a 14+«

[%r: [H—a 3—«

(20)

(22)

Se dificultan la solucion de las ecuaciones A+ X = By A- X = B, donde A, B son

nuameros difusos y X es la incognita.

Incluso si existe una solucion, es dificil de encontrarla. Yager (1980)@ presentd un

20 Ronald R Yager. “On the lack of inverses in fuzzy arithmetic”. En: Fuzzy Sets and Systems 4.1

(1980), pags. 73-82.
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procedimiento que permite determinar el grado en el que una solucién satisface la
ecuacién dada, una solucion aproximada a la solucion verdadera. Mizumoto y Tanaka
creen que esta incertidumbre no esta relacionada con las limitaciones en las ope-
raciones aritméticas difusas basadas en el principio de extension de Zadeh (PE) |
introdujo nuevas operaciones aritméticas sobre niumeros difusos. Después de definir
nuevas operaciones, se introducen varias clases de equivalencia y luego, define la

aproximacion difusa.

Uno de los objetivos es comparar los procedimientos de resolver las ecuaciones A +
X = By AX = B usando las operaciones aritméticas difusas de suma, resta, mul-
tiplicacién y divisién presentadas en este capitulo, con las respectivas operaciones
basadas en la traslacién del promedio de los nucleos (TPN), definidos en el siguiente

capitulo.

21 Fazlollah Abbasi, Tofigh Allahviranloo y Saeid Abbasbandy. “A new attitude coupled with fuzzy thin-
king to fuzzy rings and fields”. En: Journal of intelligent & fuzzy systems 29.2 (2015), pags. 851-861.
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2. Operaciones difusas basadas en la traslacion

Al resolver ecuaciones con parametros difusos, por medio de los métodos que invo-
lucran el principio de extension y los a, muy amenudo no hay solucion, o se deben
poner condiciones muy fuertes en las ecuaciones para que haya solucion.

Estos hechos motivan el estudio de las operaciones aritméticas basicss difusas basa-
das en la traslacién usando el promedio del ntcleo (TPN) propuestas en[10]y usarlas

en la solucién de las ecuaciones difusas: A + X = B, AX =B, AX + B=_C.
Definicion 2.1. El promedio del nlcleo del nimero difuso pseudo- trapezoidal

A= (a,a1,a2,a,1a(x),ra(x)) €S a.c(A) = BE2

y el promedio del ndcleo de

B = (b,b1, by, b, Ip(x),r5(2)) €8 a.c(B) = utle,

Las operaciones aritmeticas bésicas difusas basadas en la traslacién usando el pro-
medio de los nucleos (TPN), con niumeros difusos pseudo-trapezoidales se describen
a continuacién para hacer mas simple la escritura notamos: ¢ = a.c(A) y ¥ = a.c(B).

A=UA", [A"=[4,, A, 0<a<l, A =la, a)l,

—a

=

B=U[B]", [B]"=[B, B, 0<a<l, Bj=][b, by
Lasuma A+ B=A+ B, laresta A-B=A- B, la multiplicacion AB=A-B y la

—_—

divisién A - B-! = A = B, basadas en TPN, se definen a continuacion.
TTBoy (AT

() ()] e

2 2 2
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Fé]a = [~2) + B,, ~2 + B.)

[Af:/Br: {¢—3¢+(Aa;§a)7 :

($)4, +($)Ba, (57, + (B

] | (B OB 1.+ 9P
(51 + (310, (e + (DB

()4, + (3)Fa 31+ ()3

>
]

»

i

—

K

e

Il
| —
VRS
Sl =
N————

()40 + (52)Bas () Aa+(

A5 = [g} " %)ﬁa + %%M (£) 4, + (
(£) A0 + (52)Ba: (25)A, + (

[ (35)4a + (552)Bas (55) A0+ (

-3

Q

Q

Q

oy
2
A/~

/-

(o) [\~
<o <
1) )
~—

[\
N
)
N—

[\

g|@
o
~—
|

& &

|.Q

S
-

| V
o
<
N
o

[
~—
&l
e |

R

IIQ ] L

(142

¢=0,1>0
¢ >0, <0
¢ < 0,9 <0

¢ <0,¢>0

(24)

(27)

Observacion 2.2. La division por el nimero difuso 0 cuyo promedio de nucleo a.c(0) =

0, no esta definido.

Ya que el numero difuso A= (g, ai, az, a, Lz(z), Tg(fl?)) es un numero pseudo trian-
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gular cuando a; = as, las aoperaciones aritméticas difusas basadas en TPN. con
nameros pseudo - triangulares es un caso particular de la respectiva operacién en

numeros difusos pseudo trapezoidales.

2.1. Ejemplos de operaciones basicas basadas en TPN

En esta subseccion, presentamos varios ejemplos de operaciones aritméticas difusas
usando el promedio del nucleo (TPN) y comparamos con el método que utiliza el

principio de extensién (PE), descrito en el primer capitulo.

Ejemplo 2.3. En este ejemplo, comparamos los resultados del método TPN con el
método del PE (a-nivel).

Sean.

g:U [Aa,za], A, =a+1, A,=4-2

é:f)[ﬁa, B.], B,=2a+3, B,=6—a.

1. Basado en el Principio de extension (PE).

Calculamos.

A+ B= LaJ [m} ", Usando , se tiene.

[A/IJBF —[a+1, 4—2a] +[2a+3, 6—q]
= [Ba+4, 10 — 3a].
Calculamos.
iy U Fg} 0‘,
Partiendo de.
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[B]* = [B,,Ba] = [2a + 3,6 — a]. Usando[13| se obtiene

[B]* = [min{-B,, —B.} ,maz {—B,, —Ba}]
= [min{—2a —3,—6 + a} ,max {—2a — 3, —6 + a}]

=[-6+a,—2a — 3],

yaque —6+ a < —2a — 3 Va € [0, 1].
A-B=U [Z—E]a.
Usandoljﬁ.

[A—B*=[a+1-(6—a),4—2a— (2a +3)]

= [2a— 5,1 —4q]

Z-Ezg[ﬁ-ﬁr

Usando 15
Xo={(a+1)(2a+3),(a+1)(6—a),(4—2a)2a+3),(4 —2a)(6 — a)}
(a+1)2a+3)<(a+1)(6—a) <(4—20)(6—«)

(a+1)2a+3) < (4 —2a)(2a + 3).

Por lo tanto

max X, = (a+1)(2a + 3)
(4—-2a)(6—a)>(4—2a)2a+3) > (a+ 1)(2a + 3)
(4—-2a)6—-a)>a+1)(6—«a)
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Luego max X, = (4 — 2a)(6 — «)

Luego.
[21- E]a — [(a+1)(2a +3), (4 — 2a)(6 — )]

Br=ulp],

Usando[18|calculamos [B~!]%. Como B = [2a + 3,6 — a] entonces.

Xo={smm 5al

3<2a4+3<6—a,YVael0,1].

Wl

min X, = &, max X, = ﬁ por lo tanto

5" -

ABr=ylas]”,

[ 7]

Recordando que [A]" = [a+ 1,4 — 24,

[BY" = [525, 3253]- Usando 1]

X _ Ja+l atl 4—2a 4—2«
@ 1l6—a’2a+3’ 6—a ’ 2a+3
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_i _ 2«
min X, o= g maxXa_2a+3,

por lo tanto

atl 4—
6—a’ 2a+3

2. Usando las operaciones aritméticas difusas basadas en la traslacion, usando el
promedio del nucleo (TPN)

Usando definicion [2.1] ecuacién 23] se tiene:

] -

_ ¢+w+ A, +B, d)ﬂ/} ( +FQ)}
) 2 D) 2

[2+5 a+1+2a+3 2+5 4 —200+6 —«
- + 2 » T T 2

_'Z_I_ 3a+4 Z+ —3a+ 10
2 2 ) 2

[Ba+11 —3a+ 17]

9[A+B} , [A—&-B} — [%+ 3oz2-&-47 %"’ 10;3a}
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Usando definicion [2.1] ecuacion [24] se tiene:

iézﬂg[igr:
= [-2¢+ B,, —2¢ + B,|

= [-10+2a+3,-10+ 6 — o]

=[2a -7, —a—14]

Usando definicion [2.1] ecuacion 25| se tiene:

_ _¢—3¢ Aa+§a ¢_377Z} Za_l'ﬁa
() e ()

U

A—B:LJA—B

2-3(5) [a+1+2a+3\ 2-305) [a+l+2a+3
- 5 " 9 T T 2

__Q—q5+ 3a+4 215 (3a+4
Sl 2 2 T2 2
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__—13+ 3a+4 —13+ 3a+4
2 2 ) 2

(3ac—9 3a—9
2 2

Usando definicion 2.1}, ecuacién [26] primer renglén se tiene:

TB-U[iH -

«

= _g(a +1)+ §(2a +3), 2(4 —2a) + ;(6 - a)}

2 2 2 * 2

B _50z+5+4a+6 20 — 10« 12—2@}

"o+ 11
|22 16— 6a
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Usando definicion [2.1] ecuacion [27] primer renglén se tiene:

—

B1=|J [Eﬂa _

&)z (&)

s

|

Usando definicion [2.1] ecuacion [28] primer renglén se tiene:

Fr=Y[iE]

[0}

= G+ (o) Bus () A+ (5B
[t 1 2 3 L 4 —2 6
= -%(a—k )—|—2(5)2( a+3), m( — Oé)+2<5)2< —@)1

(1 1 1 1
= | = 1)+ —(2 3), —(4—2 —(6 —
_10(a+ )+25( a+ 3), 10( a)+25(6 a)}

Los siguientes ejemplos muestran a los extremos de los « - niveles como funciones no

lineales.

Ejemplo 2.4. Sean

35



A=U[As, 4], A, =2a+1, A,=3+VI-a
B:U[ﬁaa Ea]a §a=(2a+2)2, Ea: (5_a)2

Usando las operaciones aritméticas difusas elementales basadas en el TPN, se obtie-

ne:

—_—

A+B= [mr , por definicion 2.1}, ecuacion 23| se tiene

2 2 72 2

| ecuacion se tiene

TB]" = 32+ 20+ 2%, —32+ (5

| ecuacion se tiene

[Zz/Br _ [—745 | 2eieOasf g5 3+\/ITOé2+(5—oc)2}

m]a:{ﬁer 19 | 3y/1-at(G-a)?

—

-B=J [:\Er, por definicion 2.

&

—

A-B= [Z:/B]a, por definicion 2.

—

A-B=J [mr por definicidn 2.

A-B=[82a+1)+3(20+2)% 8B3+vVI—a)+2(5—a)

. ecuacion 26| primer renglon se tiene

B = [B—jr’ por definicion [2.1) ecuacion se tiene

—_ [/~

A-Bt= [A : Bfl} a, por definicién 2.1} ecuacién [28| primer renglon se tiene

=[52a+1)+Z2a+2)% LB+VI—a)+ (56— a)].
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Ejemplo 2.5. Sean
A=U[A,, A, A, =3-Vi—4da, A,=3++/16- 16a
B:U[—om Ea]a EQZQ—\/—lna, §a=2—lna

Usando las operaciones aritméticas difusas elementales basadas en el TPN, obtene-

mos:
A+B= U [m} , por definicion 2.1}, ecuacion se tiene
o O‘ai 5 |, 5—(VA—da+v—lna) 5 , 5+(v/I6—I6a—Ina
A+B] _[§+ . , §+f]
-B=J [fé} , por definicién [2.1, ecuacion se tiene

A— B] i , por definicion [2.1] ecuacion |25|se tiene

|
Sy

|:A i| — [%3 + 5*(\/@Jr\/flnoz)7 %3 + 5+(@7Zna)i|

=U [Z‘é} a, por definicién 2.1, ecuacion [26| primer renglon se tiene

67

[m]a:[3—\/4—4a~|—%(2—\/—lna) 3+ 16— 160+ 2(2— a))

—

B =U [B 1} , por definicion 2

.1}, ecuacion se tiene
«

[ } = [Y2 = V=Ina, (2 - Ina)]

—

1B = [Z-\J/S_l} , por definicién 2.

«

, ecuacion |28 primer renglén se tiene

37



A-B =[1(3—-Vi—4a)+ 22— V-Ina), 1(34+ V16 — 16) + £(2 — Ina)].

Ejemplo 2.6. Sean

A:U[AO”ZQ], Aa:5—21/é—1’ za:5+m,
EZU[—Q’E(X]) Ea:?)a{"—]_, Ea:4+3(i_%)

Usando las operaciones aritméticas difusas elementales basadas en el TPN, obtene-

mos:

e~

A+B={ [mr, por definicion 2.

—

| ecuacion se tiene

m]a = {% + 6+3a73\/ 5—1’ g 9+\/m2+3(21a_;)}

3

—B = EJ [—Br, por definicién 2.

—

. ecuacion |24 se tiene

Fé]a: [Ba—7, 3(& — 1) — 4],

—

A-B={ [A/:TB]Q, por definicién 2.

| ecuacion se tiene

i 6+3a—24/+—1 —da+3(L -1
3] - [+ 2, g i

—_~—

A-B=J [mr por definicion 2.

—

| ecuacion 26| primer renglon se tiene

(A7B] = 262/t -1+ 36a+1), 26+ VI— 1) + 54+ 3(% - 1))]

| ecuacion se tiene
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5] = [HBa+ 1), H@+305 - 1)

—_—

A-Bl= A/-Eil a, or definiciéon 2.
p

[A/-\B/—l]a - [§(5 —2 /L D)+ EBa+ 1), L6+ vA—da) + S(4+3(L — %))}

«

—

, ecuacion |28 primer renglon se tiene

Ejemplo 2.7. Sean

A=U[4,, A, A,=3—-Vi-4da, A,=6+aq,

B:U[_a, Ba], B,=2+Ina, B,=4—Ina.

Usando las operaciones aritméticas difusas elementales basadas en el TPN, obtene-

mos:

A+B= U [m} ’ , por definicion , ecuacion se tiene

_ [Z + 57\/4724a+lno¢’ ’%_|_ 10—042—lno¢}

2
., ecuacion se tiene

—

-B=U [jér, por definicion 2.

—B]a = [-4 + Ina, —2 — Inal,

&

—~——

A-B= [Z:/B] a, por definicion 2.1, ecuacion se tiene
|:fT-:_/B:|a _ [__5 + 5—vA4A—da+lna =5 + 10—a—lna]
2 2 y 9 )

2

=J[A- B]“, por definicién [2.1} ecuacién [26| primer renglén se tiene

[A-B]* = [23 - VA —4a) + 22+ Ina), 3(6 — ) + 2(4 — Ina)],

39



Bl= [B_flr, por definicion [2.1) ecuacion se tiene

—

a, por definicién 2.

, ecuacion |28 primer renglén se tiene

[A/.\Bil]a = [13— VA—4a) + 22+ Ina), 1(6 — a) + 2(4 — Ina)].

El siguiente Teorema expresa una diferencia entre el uso del principio de extensién
(PE) y la traslacion (TPN).

Teorema 2.8. E/ soporte del resultado de operaciones aritméticas difusas basadas
en TPN esta contenido en el soporte del resultado usando operaciones aritméticas

difusas basadas en el PE.

Demostracion. Consideramos los niumeros pseudo - triangulares
A= (a,a,a,15(z),r5(z)),y B = (b,b,b,15(z),r5(x)), positivos, esto es, a > 0, b > 0.
La suma usando el principio de extensién (PE) es:

2{4—@: (Q+[27 a+b, 6+57 lﬁ+§(x>7 T’g_i_g(ﬁ))

—_——

La clausura del soporte de A + B es:
[a+b, a+0]. (29)

La suma m basadaen TPN aqui: ¢ =a, ¢ =10

——qa o+ (A, +B,\ ¢+v¢ [Ay+B,
B = P () e ()]

2
a+b+ A, + B, a+b+ A, + B,
2 P) ) 2 '
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A+B:U[A+B]

«

_a—l—b a+b a—l—b+ a+b
2 2 D) 2 '

La clausura del soporte de A + B es:

a+b a+b\ a+b a+b
() () )
y

A continuacién comparamos los extremos de los soportes B0

a+b+<g+b>>_+b+(_+b>:a+b'
2 2 )= 2 2 -7
a+b+(6+l_9)< +B+(a+5):a+5
2 2 )= 2 2

Por lo tanto.
Soporte(m) C Soporte(A + B).

Usando el principio de extension (PE), la clausura del soporte de A - B es

[m’m {Ql_)a ng 597 a[_)}a aba max {Qbu Ql_)u

Is]

b,ab}] =labab (31)

Usando (TPN), en este caso usamos el primer de la ecuacién del producto, ¢ = a > 0,
v =>0>0.

e A K ¢ V— O
[A B} - 2Aa+2—“’ 2A°‘+QB“
B éA +2—a’ gz"‘+g§°‘]

ZFE:L&J [mr: _Qb;ab, ba—;—ag]'
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la clausura del soporte de A - B es

ab+ab ba+ab

2 2 (32)

A continuacién comparamos los extremos de los soportes dados en[31]y[32 En primer

lugar comparamos

min {a b, ab, @b, ab} y “1*, tenemos que
min {a b, ab, @b, ab} = ab. Ahora2ab=ab +ab < ab+ ab,

luego

Por lo tanto

min {Q b, ab, ab.a 5} < @%@

A continuacion comparamos max {a b, ab, ab.a b} con 5*’%“5
En primer lugar se tiene

max {a b, ab, abab} =ab.

Por otro lado se tiene que

abtab < abtab — 7,

Por lo tanto

a”%ag < max {Ql_), ab, ab, El_)}.

Luego

|yt @ab| C [hin {a b, ab, @b, ab}, méx{ab, ab, ab, ab}]

De lo anterior se obtiene &
Soporte(A x B) C Soporte(ﬁ * E) O

Afirmacion 2.9. La operacién A = B esta basada en TPN mientras que A * B es la

operacion basada en PE.
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Teorema 2.10. (Elementos neutros difusos)
En el conjunto F(R) de los numeros difusos pseudo-geométricos definido en el con-

junto de numeros reales. Se tiene:

—_  —

(i) VA, existe un unico 0; tal que A+ 04 =04 + A=Ay A—A=0;

~ e~

(i) VA existe un ljnicoi} talque A- 1, =1, - A=Ay A A1 =13, 8¢ =ac(A)#0.
Aqui

apr —az A — g

Gi=(am0 B BT A LG ) @9

D 5 1i{@0). ri(e)) si6 >0 o

(2,2, 2,8 11(0h), ri(ae)) Si¢<0

Demostracion. (i)

A continuacion mostramos que A+ 057 = [A + Og] i

A partir de

A= <Q7 a1, G2, aa lA(QT), TA(I'))

07 = <g—¢, S E a6, Lt o), m<x+¢>)

BN}

En primer lugar.

Sean ¢ = a.c(A) = ©do2y

b= a.c(lp) = § (952 + o25%) = | (ug — aga) =,
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Porque ¢ = 0.

——— e 0 A +0 +0 A, +0,
[A“)ﬁ} = ¢; +_a;_a’ > T2
—~— (6% _.I_ — aa_|_aa_
A+0z= [J |A+0| = §+Q‘“ %"‘ 20y 5 ﬂ
a€glo, 1] =
—_%—l—g—%,%—i—a %]—[a,a]

~10 ~
Note que [a,a] = [A] , la clausura del soporte de A

Por definicion ecuacion 23| se tiene.

Por la conmutatividad se tiene.

Por la definicion de 0 se tiene.

Entonces

—~——

Veamos que A — A =0
AV: (ga a1, Qg, a? lA<$)7 TA(:C)>

Sea ¢ = a.c(A) = ©32 > 0.
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Usando [25] de la definicion se tiene.

——1e  [p—3¢p A, +A, ¢-30 A,+A,
A—A _ Q e
[ ] 2 TR T T
— ——1a  [=2¢ a,+a, —¢ To+0a
A" A= [4+4] -5 T ]

[ 2a 2a
= _—¢+ o —¢+7}

[AA—/A]QZ [—¢+a, —¢+a).

por la definicion de @% y por ecuacién 25| de la definicidn .

Por lo tanto por ]
-]~ [ -y [ -7

a

Observacion 2.11. El nicleo de 07 = [#5%, %2-] se obtiene restando ¢;

a + a a a
a1—¢—<l1—(12 2)—(11—51—52
1 Q9 a; — as

:_al__:
2 2 2
a1+ a a a
e SR
1 aq a9 — a1
= —Qo — — =
2% 2 2

(iiy Como: A = (a, a1, az, @, lz(x), r5(2)),
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y supongamos que

¢:a.c(ﬁ):a1—;a2>0, entonces
—~ a a; ay a
ly=\= — — = l5(x9), 3 $¢)
A <¢ ¢ ¢ ¢ A( ) A( )
1 aq CL2‘| 1[@1+CL21
—ac(ly)==|—4+—=| ==
voadip = |2+ %] =25
¢
Sea B = 1;, con esta notacién se tiene
« 1 ¢ 1 o
1 == ZB,, = B
[A 114} pdat 5 Ba; 5Aaty a]
_ @« (1 da 1_ ¢a
AlA_g[A 14 = |32 2¢,2a+2¢]
|2 +1 1a+1a
2T 2% 2

la clausura del soporte de A es [4]° . Por lo tanto.

AT;=UlaT] -4

«

Analogamente se demuestra que.

1 A=A

Finalmente demostramos que : [A : A—l] =15

Sea



y supongamos que ¢ = a.c(A) = 42 > 0
de ecuacién 27| definicién [2.1] se obtiene que

o= ()s (3)o]

1 [al + ag]

=g yv >0
Ahora usando el primer renglén en

A7) = |+ (5

Este dltimo intervalo es la clausura del soporte de 1; = (ég, éal, éaQ, éa, L5(x), rg(xgb)).
Por lo tanto.

P

A =ylaan] =15
Analogamente se tiene que.

~—— —_— (0% P

A A=y Al =1y
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3. Numeros difusos aproximados

En este Capitulo mostramos que las operaciones basadas en TPN en general propor-
cionan soluciones aproximadas y cuando los coeficientes involucrados en las ecuacio-

nes tienen un cierto tipo de relacion se obtienen soluciones exactas.

3.1. Relaciones tipo 1 y tipo 2

La siguiente definicién introduce una clase de equivalencia.

Definicion 3.1. 1
Los nimeros difusos A y B estan relacionados tipo 1, si y solo si para todo « € [0, 1)

existen expresiones que dependen de «, notadas ., Y t2, tales que;

H}l(a) = q —|— tlou ﬁél (CV) = b + tlou

7 (a) =a+ta, 75 () =0b+ty,

donde a = ac(A) y b = ac(B).

Si Ay B estan relacionados tipo 1 escribimos A ~; B

Ejemplo 3.2. Considere los seis numeros difusos.

Ay =(1,5,7,—,—),
Ay = (1,4,8,—,—),
Ay =(3,1,2,—,-),
Ay =(3,4,5,—,—),
A= (5 L5 -)s
Ag = (1,2,3,—,—)
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Determine
() Ay ~1 As,
(i) Ay »1 A1, (A NO esta relacionado tipo 1 con A;)

(i) A3 =1 A5 (A3 no esta relacionado tipo 1 con As)

Demostracion. Veamos (i): Ay ~1 Ag

Ay =(3,4,5,—, —),

Ag=(1,2,3,—,—).

Para A, determinemos i }(c).

La recta que une los puntos (3,0) y (4,1) esy = = — 3. Sea o = z — 3, entonces
a+3=ux :H;li(a).

Para As determinemos H;é(a).

La recta que pasa por los puntos (1,0)y (2,1) esy =z — 1.
Seaa=z—1,entoncesa+1=x= HZ;(O‘)'

Determinemos 7, (cv).

La recta que pasa por los puntos (4,1) y (5,0) esy = (5 — x).
Seaa =5—x,entonces 5 — a =z =1, ().

Ahora determinemos 7z, ().

La recta que pasa por los puntos (2,1) y (3,0) esy =3 — x.
Seaa =3 -z, entonces 3 — o =z =i, ()

Como a.c(Ay) =4y ac(Ag) = 2, se tiene,

Egi(a):a+3:4+t1a, tHa =a —1

E;;(a):a+1:2+t1a, te =a—1,
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Ahora.
ﬁ;‘i(a) =5—a=4+1ty, tw=1—«a
(@) =3—a=2+1ty, ta=1-a
Luego Ay ~1 As.
veamos (ii): A, no esta relacionado tipo 1 con A;.
Ay =(1,4,8,—,—),
Ay =(1,5,7,—,—),

Para A, determinemos H;‘;(a).

La recta que pasa por los puntos (1,0) y (4,1) esy = (z — 1)
Sea o = %71, entonces 3o +1 =z = 1 ().

Para A; determinemos H;xi ().

La recta que pasa por los puntos (1,0) y (5,1) esy = 1(z — 1)
Sea a = *73, entonces 4o — 1 =z = 1 !(a).

Para A, determinemos 7, (c).

La recta que pasa por los puntos (4,1) y (8,0) esy = 1(8 — )

Sea a = 1(8 — z) entonces 8 — 4a = z = [i,, ().

Para A, determinemos 1z, (a).

La recta que pasa por los puntos (5,1) y (7,0) es y = (7 — x).
Sea a = }(7— z) entonces 7 — 2a = z = [i,, ().

Como a.c(Az) =4y ac(A;) =5, se tiene,

u;;(a):3oz+1:4+t1a, tia =3 — 3

,u;ﬁ(oz):éloﬁ—lzf)—i-tla, tie =4a—4
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Ba(e) =8 —da=4+1ts,, tn=4—A4a

Ta(a) =7—20=5+1,, twan=2—2«

como 3a — 3 = 4o — 3, solo para a = 0, entonces A, no esta relacionado tipo 1 con A;.
Veamos (iii): A3 no esta relacionado tipo 1 con As.

Ay =(3,1,2,—,-),

A= (515 =),

Para A; determinemos Hgi(a).

La recta que pasa por los puntos (1,0) y (1,1) esy = 3(z — 7).
Sea o = . — 5 entonces 2% = 1 = 1k ().

Para A; determinemos H;;(a).

La recta que pasa por los puntos (+,0) y (1,1) esy = 2(z — )
Sea o = 2(x — 1) entonces = = 1 = 1, ().

Para A3 determinemos 7z} (a).

La recta que pasa por los puntos (1,1)y (2,0)esy =2 — =z
Seaa =2—xzentonces 2 — o =z =i, (a).

Para A; determinemos 7, («).

La recta que pasa por los puntos (1,1) y (£,0) es y = 2(£ — z)
Luego a = I — 2z entonces 2% =z = i, («).

Como a.c(A3) = 1Yy ac(As) = 1, se tiene,

fg,(@) =2—a=1+ty, twu=1-a

fa(@) =1 =2 =1+1ty, tw=1-a
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Como 22 — 3 = 22 + 2 solo para cuando a = 1, entonces A; no esta relacionado tipo 1

con A5. O]

Definicion 3.3. Los nimeros difusos A y B estan relacionados tipo 2, si y solo si

Va € [0, 1] existen dos expresiones que dependen de o, notadas ti,, Yy t2, tales que;

Mil(@) =a- tla; Hél(a) =b- tla,

ﬁ;il(a) = a - taa, ﬁél(a) = b - ta,

donde a.c(A) = ay ac(B) = b

Ejemplo 3.4. Considere los cuatro numeros difusos.
Al = (17 57 77 ) _)a
A2 (1)4787_7_)1
A3 (4117 17 27 R

)
A= (51,1 -),

59 59

determine
()Ag ~o As,
(i) Ay ~o Ay,

Demostracion. veamos (i): Ay ~o As.

Ay =(1,4,8,—,—),

Az =(1,1,2,—,-),

Para A; determinemos H}; ().

La recta que pasa por los puntos (1,0) y (1,1) es y = 5(z — }).

Sea o = 3z — ; entonces 2*H = 1 = 1 ().

Para A, determinemos HZ; ().

La recta que pasa por los puntos (1,0) y (4,1) esy = z(z — 1).

1
3

Sea a = (z — 1) entonces 3a + 1 =z = ' (a).
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Para A3 determinemos 7z} (a).

La recta que pasa por los puntos (1,1) y (2,0) esy =2 — x.
Seaa =2—zentonces 2 — o=z =i, (a).

Para A, determinemos 7, («).

La recta que pasa por los puntos (4,1) y (8,0) esy = 3(8 — x).

1
4
Sea a = (8 — z) entonces 8 — da = x = Ji,, ().

Como a.c(A2) =4y ac(As) = 1, se tiene,

—1 3a 1 3a 1
% (a):_+_:1't1aa t1~a:_+_
Ha, 4 4 4 4 (35)
H;;(&>:3a+1:4't1a7 tla:%l—i_fll
Ahora.
1
Ia () =2—a=1-ty,, ton =2 — @
“3 (36)

ﬁ;;(a):8—4a):4-tga, ton =2 —

Luego Ay ~y As.

La ecuacion (35| significa que los puntos a la izquierda del nacleo A; y del nucleo de
A, tienen el mismo factor, ¢, = 2a + 1 y la ecuacion [36| significa que los puntos a la
derecha del nucleo de A3 y del nucleo de A, tienen el mismo factor, t5, =2 — «
Veamos (ii):

A= (1,5,7,—,—),

Ar=(515- ),

Para A, determinemos HAgl(O‘)'

La recta que pasa por los puntos (£,0) y (1,1) es y = 2(z — 3).

Seaa =}z — ; entonces 4 = o =y (a).

Para A; determinemos H}j ().

La recta que pasa por los puntos (1,0) y (5,1) es y = 1 (z — 1).
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Seaa = j(z — 1) entonces 4a + 1 =z = 11 '(a).
Para A, determinemos 71, (c).

La recta que pasa por los puntos (1,1) y (£,0) es 2(f — z).

Seaa = 2(I —z) entonces 2% =z =11 (a).

Para A, determinemos 7! («).

La recta que pasa por los puntos (5,1) y (7,0) es y = (7 — x).

Sea a = }(7 — z) entonces 7 — 2a = x = [i,, ().

Ahora, como a.c(A;) =5y ac(Ay) = 1, se tiene,

Por lo tanto ¢1, = ¢ + 1.
Ahora.

g, (@) = 2+ 5 =1 taa, taa==3"+
_l’_

ﬁz:(a):_2a+7:5't2aa t2a:_T2a

|Uego A1 ~o9 A4.

[SAEN]

[SHEN]

La ecuacion [37] significa que los puntos a la izquierda del nacleo A, y del nucleo de

A; tienen el mismo factor ¢, = 4 + 1 y la ecuacion (38| significa que los puntos a la

derecha del nucleo de A, y del nucleo de A; tienen el mismo factor ¢,

Definicion 3.5. (par difuso)&]

[]

Los nimeros difusos A4, y B, estan relacionados A ~ B siy solosi A ~; Bo A ~, B

3.2. Numeros difusos aproximados

Definicion 3.6. (aproximacion difusa)&]

Sean A, B dos nimeros difusos, entonces, A 2 B siy solo si a.c(A) = a.c(B).
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Ejemplo 3.7. Considerando los numeros difusos
Al = (17 57 77 ] _)a
(1,4,8,—,—),

(1:1.2= ),
=3,

3,4,5,—, —),
(o 4,6, 495,1, }1(;5—4)2)2),
(5.1

5 b ) 5 b ) )
Por la definicion [3.6] se obtiene.

A3 = Ag, Ay = Ay, Ay = A5, Ay = A5, Ay Z Ay
3.3. Algebra de las operaciones basadas en TPN

En esta Seccién presentamos algunas propiedades relevantes de las operaciones ba-
sadas en TPN.

Proposicion 3.8. Si A = (a,a1,as,a,—,—), 05 = (a — ¢, 25%2, 259 G — ¢, —, —). don-

de ¢ = ac(A) = gtz yiz (5 4,2, g, -, —) en este caso ¢ > 0, entonces.
(i) A~y 05
(ii) A~y 15

Demostracion. Veamos (i) A~y 0~

Determinemos ' («).

La recta que une a los puntos (a,0) y (a1,1) esy = =—

1—a’

(a1-a)+a=2=¢+ala—a)+a—¢=p;'(a)

Seaa =
Determlnemos HEAI@‘)'

La recta que une a los puntos (a — ¢,0) y (“5%,1) es y = =42,

z—a+¢
a

Seaa = “ =%, entonces a(a; —a) = r—a+¢, porlo tanto a(al—g)+g—q§ =z = ﬁoj(oz).
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Ya que

entonces z = ac(03) + (a1 —a) +a— ¢ = Hy - Por lo tanto ¢;, = a(a — a) + a — ¢.
Determinemos 7i,' ().

La recta que une a los A’puntos (ay,1) y (@,0) es y = 1?_—‘;2”) Sea g_‘—;z =a

luego@—xz = a(@—ay) porlotanto a—a(@—ay) = v = i, (a) = p+a—a(@—ay) — ¢ =
fiy' ().

Determinemos 7, | (c).

La recta que une a los A'puntos (2252, 1) y (@ — ¢,0) es y = X2 Seg 2=t — g,
entoncesa — ¢ — a(a—ay) == = ac(()}) +a—a@—a)—¢=ng,(a).

Por lo tanto to, = a@ — a(a — as) — ¢.

De lo anterior A ~; 0.

veamos(ii) A ~; 17

Determinemos El‘:(a).

La recta que une a los puntos (2,0) y (%,1) esy = f‘fjf. Sea a = ﬁ"fjf, entonces
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Asique ;! (a) = 1 242212 Ahora tenemos que

p(0) = (o — ) + a = ¢ [2lezize]
Determinemos 7i; | («)
la recta que une a los puntos (%,1) y (£,0) es y %7t Sea a = =2 entonces

a a—a

T = % = 7i; . (o) Del caso (i) 713" (@) = ¢ 9*0‘% )) luego ty, = “*“%*a?). De lo

anterior se concluye que A~y Ig. O

Lema 3.9. Sea F.(R) el conjunto de los numeros difusos pseudo-geometricos, enton-
ces.V A, B, C, D € F,(R);

(1)0p FAXA 0p+ A=A & 0p+ A A,

2)1- A A, 1p- A A,

(3) A+ A =24,
(4)A+A/A&§T4,
(5)—(—A} )

(6)—(A+ B) = 71\—/3,

(7)An = AA... A,

(10)A+ B =B+ A,

(1)A "B =B A,
(12) A+ (B 1 C) = (m)+c,

—~—

(13)A-(B-C)=(A-B)-C

Y
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—~—— e~

(14)A - (B C)=(A-B)+(4-0C),
(15)(B+C)- A= (B- A)/v( A).
(aa" ' a" aa " 1 5(55), ri(557)), a>0
= {(Eanl,a",ganl, =) ri(m5)), nopar a <0
(aa™ ', a" a0 15(55), 7 1(55)), impar a <0

Lema 3.10. Sean A, B dos numeros difusos pseudo - triangulares definidos por

pp(@) = B (40)
rz(xz) b<ax<b

0 en otro caso.

entonces A= B siysolosiA~ By A~ B

Demostracién. =) Si A= B entonces A~ By A ~; B.
Si A = B entonces p;(x) = ug(x) ¥z € R (41)

Sia < b, lz(a) <lz(b) =1, entonces l3(a) < l3(a) = 1 luego l5(a) # l5(a), lo que
contradice [4]
Sia>bylz(a) =1>15(b),como l5(b) = 1 se tiene que [ ;(b) # [5(b), lo cual contradi-

ce[41] por lo tanto a = b, entonces ac(A) = ac(B), esto es A =~ B.
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Por otro lado I;(z) = I5(z) = a, I7'(a) = I5'(a). Sea l7'(a) = a + t1,, entonces
IZHa) = a+tiy = b+t

También tenemos r ;(z) = 73(z) = a, entonces 17! (o) = 13" (a). Sear;'(a) = atty, =
r=!(a) entonces 12! (a) = b + t,. Esto es A~y B.

<)SiA~ By A~ Bentonces A = B.si A~ B, entonces ac(4) = a = ac(B) =
b, esto es a = b. Sea lz(z) = a, a € [0,1]. Usando A ~; B, I5'(a) = a + tia, ¥
lg(a) = b+ t1,. COMoO a = b, l}l(a) = lél(a) = z, luego l;(z) = a = lz(z). Sea
ri(z) = o,a € [0,1], ya que A ~, B, se tiene ril(a) =a+1tia Y rél(a) = b + to9,. Por
sera = b, r;'(a) = IZ'(), entonces r;(z) = a = rz(x). De lo anterior se concluye que

p7(z) = pp(z), Vo € R; estoes, A = B. O

Lema 3.11. Sean A, B dos numeros difusos pseudo - triangulares definidos /ema

entonces A= B siysolosiA~ By A ~, B.

Demostracién. =) Si A = B entonces A=~ By A ~, B. Si A = B entonces como en el
lema|3.9] Se tiene que a = by de aqui A = B. Ademas tenemos que [;(z) = I5(z) = a,
entonces 7' (a) = IZ'(a). Ahorasea l'(a) = a-tio = I} (@) = b- ta.

Por otro lado r3(x) = rz(z) = «, entonces Til(a) = r;(a). Sea T;Tl<a) =a-ty =

b-ta =r3'(a). Estoes A ~, B.

<)SiA~ By A ~, Bentonces A = B. Como A = B, entonces ac(A) = a =

ac(B) = b, esto es a = b, y I3(a) = Iz(a) = 1. Como A ~, B entonces I-'(a) =
a-tia Y 15 (@) = b-tia = a- ti,, entonces I7' () = IZ'(a). Sea x = I7'(a), entonces
l3(x) = o = l3(x), esto es [;(x) = l5(x). Pero también tenemos T;Tl(oz) =a-ty Y
r=!(@) = b ty,. Como a = b, entonces 77" (a) = r2'(a). Sea x = r;'(«) para algun ,
entonces r;(z) = o = rz(x), por lo tanto r;(z) = rz(x). Por lo anterior se concluye

que pi(x) = pg(z), estoes, A = B. O
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4. Solucidn de las ecuaciones algebraicas difusas

En este Capitulo mostramos la solucién de las ecuaciones difusas

4.1. Solucion de la ecuacion difusa A + X = B

Definicion 4.1. Si A, B son dos nimeros difusos pseudo-triangulares y X es la in-
cognita. Usando las operaciones aritméticas difusas basadas en TPN (traslacién por

medio del promedio del soporte). Obtenemos una solucién aproximada.

A+X =18

—-A+(A+X)=—-A+B

(—A+A)+X=-A+B

X=2B-A (42)
B — A es la solucion aproximada

Ejemplo 4.2. Resolver A + X = B donde;

A:Ua[@,ﬂ,@zZ%—lna,A_a:él—lna,

60



B:Ua [&7B_OL:| I &:3_ \/4-40{7 B_a:6_a,
Usando la ecuacién 24 en la definicion [2.1] para determinar ¢ hacemos

~A={Jl-ar

[—A]" = [-2¢ + Aa, =20 + Ad]

ai + as

0=

Sia=1lentonces 4 =2+Inl=2=a;,y A4 =4—Inl=4=a,.

¢ =24 =% =3 Luego 2¢ =6

[—A]" = [-6+ Ao, —6 + A,]
=[-6 + 2+ Ina, —6 + 4 — Ina]
= [—4 + Ina, —2 — Ina|

[—A]" = [-4 + lna, —2 — Ina]

Asi X =, [B — A]%, donde [B — A]" se determina usando la ecuacion |25/ en la defi-
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nicion [2.] se tiene.

b1 + by
2

A continuacién determinemos ) =

Sia=1lentonces By =3 —-4—-4=3=0b1y

B, =6 —1=>5 = b, por lo tanto.

[B—A]" = [52+3B8-V4d—4da+2+Inal, 352 + 6 — a + 4 — Ina]]

_ 5 A datina — 10—a—1
= 38 + it b 4 tooocta)]

El siguiente teorema establece que B — A es la solucién exactade A+ X = B,si Ay

B estan relacionados tipo 1

Lema 4.3. Sien la ecuacion A+~ X = B, A ~, B, entonces X = B — A es solucién

exacta.

Demostracién. Se tiene que X = B — A, luego solo falta probar que X ~; B — A.
Si A ~, B, entonces 05 ~1 A~y B.AdemA's —A ~; A. Porlotanto B ~; —Ay de
aqui B-A ~q A. Veamos que X ~, A.

A+ X =B~ —A, entonces —A + (A + X) es tal que.

—A+(A+ X))~ A0 A+ (A+X) ~ A+ X ~1 A, luego (—A+ A)+ X ~; A. Por otro
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lado (~A+ A)+ X =0;+X = X. Porlotanto X ~; A~; B— A, luego X ~; B— A

]

Volviendo al ejemplo Ay B no estan relacionados tipo 1, por lo tanto la solucion

B — A es aproximada. A continuacion determinamos algunos a- niveles.

2

[B . A]a _ [—75 + 5—\/4—24oc+lno¢’ —75 + 10—a—lnoc:|

sia=0.2

[B . A]OAZ .
sia=04

[B . A]OA

=5 5-/A-4(02) +1n(02) —5 1002~ In(02)
2 ?

2 2 2

_—_5+5—3.21—1.60 —_5+11.4O
2 2 T2 2

-5 -5
—~ +0.80, — +5.7
g T ]

[—1.7, 3.2]

5 L3 VA A4 +In(04) 5 10— 04—In(04)
2 ?

2 2 2

[—5 255 5.41

2+2’2
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~ [—245 551
n )

= [~1.22, 2.75]

Sia=0.6

[ _ — /A= 4(0.6) + In(0.6) — — 0.6 — In(0.
B A" = 5.5 V/ ((2)6)+n(06)’ 5, 1006~ In(0.)

2 2 2

_—5+3.23 491
2 27 2

_ [-1.77 401
n )
= [~0.88, 2.45]

Sia=0.8

[ _ /A= 4(0.8) + In(0.8) — — 0.8 — In(0.
B AP = 5.5 V/ (g8)+n(08)’ 5, 1008~ in(08)

2 2 2

-5 5-0.89—-0.22 -5 n 9.42

2 2 T2 2
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C[—1.11 442
a 2 7 2

— [<0.55,2.21]

Ssia=1

B—A' = —_5+5—\/4—ﬁ;(1)+ln(1)7 5, 10— 1-1In(1)

2 2 2

_[=5.5 5.9
12 202 2
C[—111 442
2 72
:[072]

Ejemplo 4.4. Sean A, B los niimeros difusos dados

Z:Ua[@,fa],@ 3—V4—4da, A, =6—a,

B

Uo[BuBi]. Ba=5-VI—Ta. B =80,

Usando la ecuacidn [25] en la definicién 211

o _ [y=8¢ | BatAa y=3¢  Batda
[B—A]_[2+ 5= Tt 2]
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determinemos ¢ = @

sia=1,Bi=5—A—4=5-0=5=b,

Porlotanto ¢ = 27 = 2 =6
Sia=1,4,=3-V4-4=3-0=3=a
Al=6-—a=6-1=5=aqy
Porlotanto ¢ =332 =% =4
EAjl(a):?)—\/m:éL—l—tm, to = —1 — V4 — 4o
E]_Sl(oz):f)—\/m:fi—l—tla, ta = —1 — V4 —4da
H;(&):6—a:4+t2a, tog =2 —

E;(a):8—oz:6+t2a, ton =2 — .

Por lo tanto A ~; By por el lema[4.3|la soluciém X = B — A es una solucién exacta
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de la ecuacion A + X = B.

[B— A" = [6_23(4) %[ ~ VA —da+3— V4~ da, 6_23(4>+%[5—a+6—a]
6 1
:{TJF [8 —2V4—4a, —+2[14—2a]

=[-3+4—V4—4a], -3+[7—q]]
=[1-V4—4a, 4— ]

:[1—\/4—4a, 4—(1}.

A continuacion mostramos algunos puntos de la grafica de la solucion B — A, 0 « -
niveles.

Sia=0.2

- [1 — /14— 4(0.2), 4—0.2]

= [1-Vv4-08, 3.8]
- [1 V32, 3.8]
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= [1—1.78, 3.8

— [-0.78, 3.8]

Sia=04

= [1-V4-16, 3]
= [1-v21, 34
— [1 - 1.55, 3.6]

= [0.55, 3.6]
Sia=0.6

= [1- VA= 1406), 41— 06|

= [1—-V4-24, 34]
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- [1 — V16, 34
— [1—1.26, 3.4]

— [~0.26, 3.4]

Sia=0.8

= [1- VA= 108), 41— 03]
=[1-v4-32, 3.2]
_ [1 V038, 3.2}

—[1-0.89, 3.2]

= [0.11, 3.2]
sia=1

_ [1— 4—4(1), 4—1]

=[1-V4-14, 3]
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:[1—\/6, 3}
—[1-0, 3]

= [17 3]

4.2. Solucion de la ecuacion difusa AX = B

Sean F(R) = {21 e F(R)| a.c(A) # o}, AcF.(R)y B € F.(R).
Por las operaciones aritméticas difusas basadas en TPN (en el dominio del promedio

de translacién de soporte) y sus propiedades, se tiene.

AX =B
AT AX) = A'B, (43)
(ATA)X = A7'B, (44)
14X &~ A7'B, (45)
X~ A'B, (46)

Ejemplo 4.5. Resolver AX = B donde,

A=U[Aa Ad], As=3a+1, A =4+3(3%—3),

B

|
2

[Ba, Ba], Ba=5-2y/1-1 B,=5+V4—4a.

«

Usando las operaciones aritméticas difusas elementales basadas en el TPN, se tiene:

A continuacién determinamos [A~! B]"
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Determinamos [A~!]" usando [27] en la definicion 2.1

A =3a+1=31)+1=4=aq

1=4+3(55—3) =443z —3) =4 =a

Ahora aplicando, el primer renglén de la ecuacion 28| en la definicion 2.1
¢»=4=a.c(A)

Calculamos ¢ = a.c(B)

Bi=5-2/1—-1=5=

Bi=5+4i—4=5=1

p=tgh—p

A7) = | it B o+ B
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5 1 5 —
= Aa _Bon Aa
3pfe T gl e

1

B—a]
8

— %(304—1—1)—1—%(5—2\/&—1), %(HS(%—%))JF%(“M—M)]-

La nueva solucién de la ecuacion AX = B es mas general y sencilla.

El lema a continuacion muestra una solucion exacta de la ecuacién difusa, si sus

coeficientes constantes tienen una relacion tipo 2.
Lema 4.6. Si A ~, B en la ecuacion AX = B, entonces X = A~ 'B,

Demostracion. Se tiene que X = A~!B, luego falta probar que X ~, A7'B.
Si A ~y, Bentonces 1 ~y A ~, B. Ademas A ~, A, de aqui A~! ~, B. Entonces.

A'B ~9 A.

De la ecuacion se tiene que AX = B ~, A~! entonces A~1AX ~y; A~ ~, A, dado en
Bl Por otro lado A 'AX = 1,X = X, luego.

X ~q A
De lo anterior se obtiene que
X ~y A7'B.
De lo anterior se tiene la igualdad.
X =A'B.

Ejemplo 4.7. Sean 4, B
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A=U[As, Ao], Aa=3a+1, A,=4+3(5—3),

B=U[Ba Ba], Ba=12a+4, B,=16+12 (L —1),

A continuacién determinamos X =~ |, [A~'B|*
Determinamos [A~1]*. Entonces debemos hallar.

a.c(A)=¢
A =3a+1=31)+1=4=aq

A=d+3d-D=1+3(d 1) ~4-a

_ a1taz __ 4+4
gb - 2 - 4

2

Determinamos a.c(B) = ¢

Br=16+12( - ) =16+ 12 (5 — 1) = 16 = b,

entonces ¢ = 2tz = 16,
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Ahora usando el primer renglén de [28] en la definicion 2.1

[A71B]™ = ! L4 Ly A_a} .

— By + —— Ay, — Do+ ——
2ot gpfe gpPet 55

! 16 1 16 _]

1 16 1— 16 —
— 2By + A, ~Bat+ — A,
322 62 87 T 316 }

2(16) 200 2) " 2(16)

200 2

[A7'B]* = :304 +1,4+3 (i — 1)}

A continuacion mostramos que A ~, B.

Entonces ¢, = )
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(

1 1

2a 2

)]



ns (@)

Entonces ¢,

A continuacion hallamos ¢,,.

=B, =12a+4

3o+ 1
— 4(Ba+1) = (1622
:16't1a.
_Ba+1
==t

11
A =4+3(——=

+ (2a 2)
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3/(1 1
Entonces t,, = 1 + 1 (— — —) )

Porlotanto A ~; By

X=U,[A"'B]"=U, Ba+1,44+3 (L - 1)].

Es una solucién exacta. En el ejemplo anterior, A no esta relacionado tipo 2 con B,

por lo que la solucidén es aproximada.

4.3. Solucion de la ecuacion difusa AX + B =C

Sean AcF.(R)y B,C € F.(R)

Por las operaciones aritméticas difusas basadas en TPN y sus propiedades, se tiene.

AX+B=C

(AX+B)-B=C-B

AX+(B-B)~C-B

AX+0p=C—-B
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AX=(C - B (51)

ATYAX) =2 A7Y(C - B) (52)
(ATAX 2 A HC - B) .10 (53)
14X 2 A~Y(C - B) (54)

X~ AY(C - B) (55)

Ejemplo 4.8. Resuelva AX + B = C, donde.

A

U[&,A_a],@:2—\/—lna,z4_a:2—lna,

B

U [BaBa], Bo=3— vI—da, B, =3 + V16— T6a,
C = [Ca,Cal, Co = 6 — VE—da , C, = 6+ /16 — 160,

Usando las operaciones aritméticas difusas elementales basadas en el TPN, calcula-

mos

Calculamos a.c(C)




Calculamos a.c¢(B)

Bi=3-i-d)=3=0

B, =3+ /16 — 16(1)) = 3 = b,

b+ by
2

a.c(B) —3=1).

Utilizando [28 en la definiciéon se obtiene.

coppe - [£230 <@+&>’@—3¢+ (C_a;rB_a)]’

2 2

_[6 —23(3) N (@—g&) 6-30)

-3 C, + B, -3 O_Q+B_a
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- 72 2

B [3 (6—\/4—4(a)+3—\/4—4(a)> _3 <6+\/16—16(o¢)+3+\/16—16(a))]
-5 + 5 - + )

2

3 (9—2 4—4(a)> -3 (9+2\/16—16(@)>]
+ i 5 )

[—3 9 -3 9

= [3- /41— 4(a),3+ /16— 16(04)} ,
por lo tanto

[C — B]*=[3—V4—4a,B, =3+ V16 — 160 .

Ahora calculamos.

Calculamos a.c(A)

1:2—ln1:2:a2

a.c(A) = GI;GQ =2=0¢.
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Ahora se tiene.
1 1—
ap = [La, L)
A7 P2 @2

1 1
= ?(2 — v —lna), §(2 — lna)]

[2 — v/—=Ilna 2 — lna]
4 ’ 4

Por lo tanto,
XA YC - B)]C“,

[AH(C = B)]" = | 5(C = B), + 3% 40, 35(C = B), + 532 4a].

Nos proponemos determinar.
[A~1(C — B)]* para ello tenemos ¢ = 2 y sea 4 el promedio del niicleo de C — B.
Donde.

d=a.c(C—B)

(€= B), +(C—B)
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33— /4—4(1)+3+ /16 — 16(1)
n 2

Ahora se tiene la férmula

[A7H(C = B)]* = [1(3 = VA —4a) + 2(2 — V=Ina, 1(3 + V16 — 16a) + (2 — Ina)].

Se observa que el procedimiento es general y directo (en el sentido de que se opera
con los promedios de los nucleos). El siguiente teorema muestra que se tiene una
solucién exacta de la ecuacion difusa, si sus coeficientes constantes tienen una cierta

relacion.

Teorema 4.9. Si en la ecuacion AX + B = C se tieneque A ~, C — By B ~; C
entonces X = A~'(C — B)

Demostracién. Se tiene que hipotesis se tiene X =~ A~!(C — B). Demostramos a
continuacién que X ~, A~1(C — B).

AX + B =C ~; Bentonces AX ~; C — Bypor AX = C — B. Por el 3.10] se tiene
AX =C — B. Ahora A ~, C — B,

X = A~Y(C - B)
O

El siguiente ejemplo muestra la solucion de una ecuacion en la cual los coeficientes

estan dados en términos de los a- niveles.

Ejemplo 4.10. Resolver AX + B = C donde.
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A=U[Au A, A =4

YT

VA —da, A, =4+ 4/16 - 16a,

B

U [Bas Bals Ba =3 — V4 —4a, By =3+ /16 — 160,

C

U [Ca.Ca], Co =6 — V4 —4a, C, =6+ /16 — 16a.

Veamos que C' ~; B

Calculamos a.c(C')

Calculamos a.c(B)
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pgt(a) =6 — VA—4da =6+ ti,,

M_;(a):3—\/4—4a:3+tla,

De las dos igualdades anteriores se deduce que.
tla = —\/4 — 4o

Ahora.

pot(a) = 6 +v/16 — 16a = 6 + ty,

15 (@) =3+ V16 — 16 = 3 + taq

De las dos ultimas desigualdades se deduce que.

toa = V16 — 160

Por lo tanto C' ~, B.

Ahora demostramos que A ~, C' — B.

Calculamos a.c(A)
A1:4—%\/4—4(1):4:CL1

— 3

— 4




donde [C — B]" es:

- B = 'w—3w+<%+&>’w—3w+(0_a-g3—a)]’

[_3 (9—2 4—4(a)> -3 <9+2\/16—16(a>>]
_ 7_'_ — + 5 )

T2

_ ___3+2_\/m,_73+§—\/16—16(@)],

(2 2

— _3—\/4—4(00,3-1-\/16—716(04)]’

[C —B]*=[3—V4—4a,3+ V16 — 16a] = [(C — B),, (C - B)a]
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(C—-B)+(C—-B)
2

Sea d=ac(C—-B)=

_3- VA A 43+ VI6-16(1) _ 6 _,
_ 5 - =3

2

Ahora

4
/L_;‘l(a):4—§\/4—4a:4.t1a

pot g(a) =3 — V4 —da =31,

De las dos igualdades anteriores se deduce que.
ta =1— V4 —4a.

Ahora.

— 4
pit(a) =4+ g\/16 — 160 = 6 - taq

pot p(a) =34+ V16 — 160 = 3 - to,

De las dos ultimas desigualdades se deduce que.
taa = 1+ 5v/16 — 160v.
Por lo tanto
C~yC—B.
Ahora
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donde
-1l __ 1 14
A7 = [ & A, 2AJ]
[1 4 1 4
= 4—2(4—5\/4—4Oé),@(4+§V16—16Oé):|
[1 1 1 1
—_1 1—1 4—4 L 1+1\/16—16
~ |4 3 “)y 3 “
Por lo tanto,

X =[A(C - B)",
[A=H(C = B)]" = | £(C = B), + 52340, 55(C — B)
Ahora determinamos [A~'(C — B)]”

Ahora se tiene la féormula
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1 a 4] S — 5
(A7 (C - B)]" = [ﬁ(C—B)a—l—W@,ﬁ(C—Bh—F 2(4>2Aa} |
1 3 l—a—— 3 —
= |:§<C— B)a + ﬁéa,g<c— B)a + @Aa‘| .

= [l3—-VA—da)+ 2 (4— VI~ 4a), 3+ V16 — 16a) + 2 (4 + 416 — 16a)].

= [1(3 - VI da) + 3 - 8 /T~ dq, [P IVIT | Sy St /16— T6a.

= [13— VA= da)+ 12— 2T 4 366 | 12 4 1 /G 16a].

_[s  i—da 13 _ Vida 3VI6-16a | 3, VI6-1I6a
— I8 8 8 8 8 8 8 8 .
_ e  2v/4—4a 6 |, 24/16-16a

— |8 8 8 + 8 :

— (e} 4—4o —16a
[A-1(C - B)* = [%_\/4 ’%+x/16416

Asi [A71(C — B)]" se tiene:

(A(C—B)" = [} — 1T da,3 + 1/T6 _16al.

Como hemos mostrado que C' ~; By A ~, (C — B). Entonces,



Definicion 4.11. (Potencias:) Sea u € F un nimero real difuso. Entonces se define u?.
Sea f : R — R la funcién f(z) = 2? para cada = € R. Esta funcién es continua, por lo

que por Teorema su extension F:
F:F—>TF

tal que para todo « € [0, 1]

Proposicion 4.12. Sea un ndmero difuso u € F. Sea o € [0,1] y [u], = [u,,ul] sus

a a?) o

a-niveles, entonces el numero difuso u? esta definido en término de sus a-niveles de

la siguiente forma:

[(ug)?, (ud)?] Siug >0,
= [(ud)?, (ug)?] siug <0,

o

0, max {(u;)?, (ul)?}]  si0€ [ug,ul].

a?)

\

Demostracion. Se realiza de diferentes casos:

= supongamos que u;, > 0 para todo « € [0, 1], o lo que es lo mismo, u es positivo.

Sea f(z) = 2? y sea F su funcion extendida por el Teoremals| Entonces, como

0 <u, <ul paraa € |[0,1],

y la funcion f es inyectiva en el intervalo [0, +00), tenemos que



» Siu < 0paratodo «a € [0, 1], olo que es lo mismo, u es negativo, entonces como

u, <ul <0paraaecl0,1].

Esto implica:

(uh)? < (uy)® para o € [0, 1],

y como f es inyectiva en (—oo, 0] se tiene que.

m Si0 € [u,,ul] paraun « € [0, 1], entonces

o) o

u, <0<ulf <0paraaecl0,1].

Ahora elevar al cuadrado es mas complejo, ya que f ya no es inyectiva en el

dominio. Aln asi, la funcién f(x) = 2? es sencilla de utilizar.

F)* =[] = 1 (") = [0,maz { (w)” ()"}

La obtencién de u? se complica cuando 0 € [u_,u}] para algin o € [0,1]. Esto es
porgue la funcién f(x) = x? no es una funcién inyectiva, y por lo tanto f ([u]*) es mas
complicad de calcular. De hecho, vamos a ver que en general ni siquiera es lo mismo

u?y u-u. O
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Ejemplo 4.13. Sea el numero triangular v = (1, 2,3, —.—) determinemos los «a-niveles

del nimero difuso u2.

La recta que une los puntos (1,0) con (2,1) es y = x — 1, entonces

p(r)=z—1=a,
wla)=1+a=u

La recta que une a los puntos (2,1) con (3,0) es y = = — 3, entonces

Au(r) =3 =a
wl@)=3-a=ux

[u*=[14+a,3—al.

Sea la funcién g : R x R — R dada por ¢ (z,y) = = - y. Esta funcidn es continua, por lo

que por el Teorema su extensién. Sea
G:FxF—R.
de forma que para todo « € [0, 1].
G (u,0)]" = [u- o] =g ([u]”, [v]").

Ejemplo 4.14. Sea el numero triangular v = (—1,0,1,—, —). Veamos que no es lo

mismo u? que u - u. Los a-niveles de u son.
[w]* =[-1+a,1—q]
Es decir, el cero pertenece a cada uno de los a- niveles.

» 1%: Sea la funcién F definida en el ejemplo anterior. El nimero difuso u? tiene por

a-niveles.
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W] = f([-1+al—-aqa])= [O, (1-— a)z]

m ¢ - u: Sean las funciones G y g definifas en el parrafo anterior. El numero difuso

u - u tiene por a- niveles
u-v]"=g([-1+al—a],[-1+al—aqa]) = [—(1—(1)2,(1—04)2}

Se observa que [u?]" # [u - u]”.

Teorema 4.15. SeaU C R un abiertoy sea f : U — R una funcion continua e inyectiva.
Sea también F : F(U) — F(R) su funcion extendida por el Teorema[5 Entonces, para

todo uw € F(U) con a-nivel [u;,,u] se obtiene que para todo « € [0, 1] lo siguiente:

a) o

m S/ f es creciente:

m S/ f es decreciente:

Demostracion. La demostracion se hara con f creciente, el caso decreciente es ana-

logo. Por el B los a-niveles de la imagen de u son:

[F'(w)]” = f([u])” = f ([ug, ug]) para cada o € [0, 1]

a) o

como f es inyectiva, y u, < u} paratodo « € [0, 1], entonces se deduce que f(u,) <

f(ul) y por lo tanto.

[F ()] = [f (ug) , (ug)]
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Corolario 4.16. Sean € Nyu € F. Sea o € [0,1] y [u]* = [u,,ul] sus a-niveles,

entonces el numero difuso u" esta definido en término de sus a-niveles de la siguiente

forma:

» Sin esimpar:

m Sin espar:
(

[(ug)™, (ud)"] Siu, >0,

67

[ = S ()", (us)™ siu} <0,

(67

| [0-maz {(ug)" (ug)"}] 0 [ug,ug]

Demostracion. En los casos donde u, > 0y u! < 0, la funcién es inyectiva en el
dominio, por lo que se aplica el|4.15| El caso que queda se resuelve de forma analoga
a la demostracion de la proposicion (4.12] ]

4.4. Solucion de la ecuacién difusa AX? = B

A continuacion presentamos la definicion de la raiz de un niumero difuso basada en
TPN.

Sea.

FHR)={A € F.(R)|a.c(A) > 0},

FY={A € F.(R)|a.c(A) = 0},

F-={A € F.(R)]a.c(A) < 0},

Definicion 4.17. (Raiz cuadrada difusa) Sean.

A - (Qa ay, G2, aa lA(l’)7 TA(JJ)) ’
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¢ = 192 = q.¢(A), Luego.

)

A= (L 4z . x), T x
Vi (L (o (Vo)) (56)
(i) para A € F(R),
VA=A (57)
En este caso tenemos que ¢ = 4392 = (.
i) A e F~(R),
VA no esta definido (58)

SiAc F.(R)y B e F.(R). Por las operaciones aritméticas difusas basadas en TPN y

sus propiedades se tienen:

AX? = B,
AN AX?H) = A7'B, (59)
(AT'A)X? =2 A7 B, (60)
14X%2= A71B, (61)
X2~ A71B, (62)
X +£+/(A1B). (63)

Ejemplo 4.18. Resuelve: AX? = B donde;
A=U[AwAu], Aa =2+ 1na, Ay =4 — Ina,

B=U[Ba Ba], Ba=3—V4—4a,B,=6—q,
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Usando las operaciones aritméticas difusas elementales basadas en el TPN, donde:

AT =y -

«

o () 2 (2) 2]

Sia=1,A=2+Inl=2=a,
Al =4—1Inl =4=ay

= ¢=ufe =2 35,

(A1 = 3—12(2 + lna), %(4 - lnoz)} :

= |52+ Ina), 5(4 - lna)} |

(2 +lna 4 — lna

A = } |

9 7 9




= [55B-Vi—4a)+ ;52 +Ina), 556 — ) + 3
(23— V4 —4a) + (2 + Ina), $(6 — a) + 15(4 — Ina)].
= [tB—V4—4a)+2(2+Ina), (6 — @) +

1~

Como X = £V A-1B, se tiene.

Vo Vo
— (A7'B), (A1B),
A B‘( VY )




1 e I
0 =a.c(A™'B) = ¥55 = £ = 2.

F(B—VA—4a)+ 22+ Inw) 4 $(6—a)+ 2(4—Ina) 4
X, =~ 2/ =, 2
4 3 \/g 3
«@ 3 3
Ejemplo 4.19. Resuelva AX? = B donde;
A=U[Aa ), Au=30+1, A, =443 - 1),

B=U[By Ba)s Ba =5—-2y/2 =1, B, =5+ Vi—4a,

Usando las operaciones aritméticas difusas elementales basadas en el TPN, donde:
AT =AY =
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- :1%(304 F1), o <4+ 3 - %N -

Q

1
[A—l]a _ ’ 2
16 1

(@)

S0+ 1 4+3(——§)}

Sia=1,B=5-2/L-1=5=0b,

Bi=5+vV4i—4da=5=b,

_ bitbsy 545 __
= bt = 555 — 55,
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De X = £V A1 B, tenemos

donde,

sia=1,(A"B), =5-2,/1 -1+ 3Ba+1)=2=94,

I

(A-1B), =16+Vi—4a)+ 54 +3(5 —3)=2=16

bt

5= a.c(A'B) = i

2

< | UB (A71B),
Xl‘U( V. )

«

m|¢.\;

5
1

X4

12

U 5

(552 L= 1 (801 1), 55+ VI 0) + 5 (4 + (g - %)))

4
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.y %(5—2 §—1)+%(3a+1) L5+ VI da) + 54 +3(z% — 1)
1= )
5

4

=

(BB (AT,
X2_a< = 2V/0, 7 NS)

I

X

U %(5—2 §—1)+%(3a+1) o /5 %(5+@)+%(4+3(ﬁ75))_2\/5
x Vi v 1

El siguiente lema muestra una solucion exacta de la ecuacion difusa si sus coeficientes

5
1

constantes tienen una relacion tipo 2
Lema 4.20. Si A ~, B en la ecuacién AX? = B, entonces X = +vA-1B.

Demostracion. Porse tiene X = +v/A-1B, luego falta demostrar que.

X ~y +£v/A-1B para lograr esto tenemos: A ~, By también se tiene que 1 ~5 A ~, B.
Por otro lado (F.(R, -) es un grupo tipo 2. (ver [[¥)

At~y Ay A ~, B entonces A~ ~, B entonces A'B ~, Ao A'B ~, B pero
B ~; Aluego A"'B ~, A. Entonces X2 = A~'B o equivalentemente X = +v/A-1B.
Asi

AX? = A(A™'B)
= (AA™HB
= 14B

=B

Ejemplo 4.21. Resuelva AX? = B tal que;
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A:U[@H‘Tw]: a=3a—|—1,A_a:4+3(L_%),

B

U[Ba:Ba, Ba =120 +4, B, = 16+ 12(£ — 1),

Usando las operaciones aritméticas difusas elementales basadas en el TPN, donde:

o [(3) 4 (2]
Sia=1,4=31)+1=4=ay,
A =443z - =4=0a

= ¢p=aufe =4 — 450,

(A7) = %(:m + 1),% (4 + 3(% - %))} :

_ :%(304 F1), o <4+ 3o %))} |

=)

|~

[Ba+1 4+ 3(
16 7 1

PN
-
Q

I
o

Sia=1,B=12a+4=16 = b,

By =164 12(5= — 3) = 16 = by
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Y =

bi+be __ 16+16 __
bitte _ 16416 _ 16> ()

= [1(12a+4) + B (Ba+1),116 + 12(L —

= [H020+4) + (Ba+ 1), 16+ 1205 - 1) + 1

[AT'B]* = [$(120 +4) + 8(3a + 1), £16 + 12(5- —

[A™'B]* = [3a+ 1,44 3(5 — 3)].

De X =~ +v/ A-1B, se obtiene.

donde,
SiOé:]_, (A_lB)1:3oz—|—1:4:51,

(A1) = 4+3(5 — ) =4 =0,
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1 [ATB)e (A1B),
XlU( e )

Xlzu<3a\/£1,4+3%_%))

2 ’ 2

4+3(5 —1
X2:U<3a+1_4 +(2a 2)_4)

[0}

4.5. Solucion de la ecuacion difusa AX?+ B =C

SeaAc F.(R)y B,C € F,(R),

Usando las operaciones aritméticas difusas basadas en TPN y sus propiedades, se
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tiene.
AX?*+B=C
AX?+B-B=C-B
AX?*+0p=C~—-B
AX?~C - B
AYAX?) =2 A"Y(C - B)
(A'A)X?* =2 A7 1(C - B)
14X? = A (C - B)
X?*~ A7Y(C - B)

X = +/A(C — B)

(64)
(65)
(66)
(67)
(68)
(69)
(70)

(71)

La nueva solucion es mas sencilla que usando el principio de extension. En el si-

guiente lema se muestra una solucion exacta de la ecuacidn difusa, si sus coeficientes

constantes tienen ciertas relaciones.

Lema 4.22. SiA ~, C — B y B ~, C esta en la ecuacion AX? + B = C, entonces

X = +,/A71(C — B).

Demostracion. Por[71] se tiene.

X = +,/A1(C - B).

Luego falta demostrar que

X ~p £1/A(C — B).
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Para lograr esto tenemos que A ~, C' — By también que 14 ~o A ~, C' — B, Por otro
lado (F.(R),+,.) es un grupo difuso tipo 2, luego A~! ~, Ay A ~, C — B entonces
A7l ~y, C— Bentonces A H(C —B) ~y A 10 A (C—B)~, C —BperoC — B~y A
luego A~'(C' — B) ~, A entonces +/A~1(C — B) ~y £VA.

Ahora

AX?=C — B~y A~y A7!
ATTAX? ~g AT g A
ATTAX? ~y A

14X% ~g A

X2~y A

X%~y ATHO - B)

podemos decir que D ~y £V D = X? ~y £V X2y A(C = B) ~y ++/(A~1(C — B) =

+v X2 ~y £1/AYC — B) por lo tanto X ~, +1/A-1(C — B) Entonces,

AX? 4+ B=A(A™Y(C - B)) + B,
= (AA™H(C - B) + B,
=14(C — B) + B,
=(C - B)+ B,
=C+ (-B+B),
=C + 0p,

=C.
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4.6. Comparacion de ejemplos numericos.

En esta seccion se presentan varios ejemplos para comparar el método de la trasla-
cion TPN con el método de la aritmética difusa basada en el principio de extension
de Zadeh. Se mostrara que algunas ecuaciones difusas no tienen respuesta con el

principio de extension y con el método de la traslacién se da una respuesta.
Ejemplo 4.23. Resolver (-3,2,3,—,—)+ X =(1,3,5,—,—)

Solucién:

Aplicando el método TPN, se tiene.

Sean
A= (_372737_7_)yB:(173757_7_)

p=2=a.c(A)y=3=ac(B)

5o = s () o ()]

A continuacion determinamos [A]* = [H;‘l(a),ﬁzl(a)} esy = +(r+3). Seaa = 1 (x+3)
La inversa es x + 3 = 5a,

r=5a—3=p, ')

La recta que une (2,1) con (3,0) esy =3 — x, sea a = 3 — z, luego

r=3—a=7m," ()
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Por lo tanto [A]" = [5a — 3,3 — .

Ahora determinemos [B]* = H;(a),ﬁgl(a)]

La recta que une (1,0) con (3,1) es y = £ (z — 1).
Sea a = j(z — 1), despejando = = 2o + 1 = p ')
La recta que une (3,1) con (5,0) es y = (5 — x).
Seaa =1(5—ux).

Luego, = = 5 — 2a = Jig' (a)

Por lo tanto se tiene

[B]* = [2a+ 1,5 — 2al.

(B— A" = [372(2) + (Basdi2atl) 373(2) 4 (37a+2572a):|

_ [% + (504—3—5204—5-1) ’¥ + (3—01—55—204)]
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a=1, xz5=

|
N ot

-3
T3 =% T

[\elfed
Nt

De lo anterior se obtiene la solucion.
~ (=5 5
X = (T71a§7_a_)

Veamos si A y B tienen o no tienen relacion tipo 1. Recordando que a.c(A) = 2,
a.c(B) =3
Hgl(a) =50 —3=2+1t1, (72)

E]_Sl(a) =2a+1=341t1, (73)

De [72y [73] se obtiene ¢;, = 5a — 5 = 2o — 2 entonces 3« = 3, de donde o = 1. La
igualdad no se verifica para todo « € [0, 1], luego A no esta relacionada tipo 1 con B,
por esta razén la solucion (32,1, 3, —, —) es aproximada.

Usando [14] en el capitulo 1 (aritmética difusa basada en el principio de extension de

Zadeh), se tiene.

[B—Al"=[2a+1-(3—a),5—2a— (5a —3)]

= [Ba— 2,8 — 7a]

que corresponde a la solucion (-2, 1,8, —, —).

Ejemplo 4.24. Resuelva (1,3,6,—.—) + X = (6,8,11,—, —) Sean
A=(1,3,6,—,—)yB=(6,811,—,—)
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Aplicando el método TPN, se tiene.

B = (6787117—,—)=¢:8

La recta que une (1,0) con (3,1) esy = 2(z — 1). Sea o = 3(z — 1),

entonces x = 2o + 1 =y '(a),

La recta que une (3,1) con (6,0) es y = (6 — z). sea a = 3(6 — x),

%

Luego, = 6 — 3a =71, (a)

Finalmente obtenemos.

(4], = [2a+1,6 — 3]

De B = (6,8,11, —, —)

La recta que une (6,0) con (8,1) es

De aqui = = 2a + 6 = p ;' ().

La recta que une (8,1) con (11,0) es y = (11 — z). Sea a = 3(11 — z).
—1

Luego, z = 11 — 3a = fip ()
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Por lo tanto [B], = [2a + 6,11 — 3a]

Usando la ecuacién 25 de la definicion se tiene.

(B— A = [872(2) I (2a+1;2a+6) 7 873(2) 4 (GfSaJr21173a)i|

©

=[50+ (557). 5+ (F5)]

E;‘l(a):2a+1:3—l—t1a, ta = 200 — 2

E;(a):2a+6:8+t1a, tao = 200 — 2

It (a) = =3a+6=3+1ty, twnw=—-3a+3
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fig'(@) = =3a+ 11 =8+tsa, tia=—3a+3 (77)

Porlotanto A ~; By X = (3,5,8,—, —) es una solucion exacta.
Usando (14| en el capitulo 1 (aritmética difusa basada en el principio de extensiéon de

Zadeh), se tiene, se tiene.

[B— A" =[2a+6— (6 —3a),11 —3a — (2a+ 1)]

= [5a, 10 — 5a/
sia=0, 1 =5(0)=0
sia=1, x3=5(1)=5
sia=1, 23=10-5(1)=5
sia=1, x4=10-5(0)=10

X =B-A=(0,5,10,—, —) es una solucion.

Ejemplo 4.25. Resuelva (1,2,7,—.—) X = (-3,-2,—1,—,—)
Solucién:

A=(1,2,7,— ), ac(A)=2=¢

B=(-3,-2-1,—,—), a.c(B) = —2 = 4.

Usando el cuarto renglén en 28] en la definicion [2.1] se tiene.

= [(2) 2 (50). () B (50)
Comenzamos con determinar [A]” = [A,, 4.].

La recta que une (1,0) con (2,1)esy =z — 1.
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Sear —1=a,despejando z, v = a+1=p '(a) = A,.

La recta que une (2,1) con (7,0) es y = (7 — x).

Sea a = 1(7 — z), despejando =, se obtiene z = 7 — 5o = i, (o) = A,. Por lo tanto
[A]* = [a+1,7 - 5a]. (78)

Ahora determinemos [B]|* = [Ba,, B.].

La recta que une (—3,0) con (—2,1) esy = = + 3.

Seazr+3=a,despejando z, r = a+ 3 = Hgl(a) = B,.

La recta que une (—2,1) con (—1,0) esy = —1 — .

Sea a = —1 — z, despejando z, se obtiene z = —1 — a = iz (o) = B,. Por lo tanto

[B]* =[a—3,—1—q]. (79)

B1® 1 2 1 2

|

|
w

e

|
=

|

|
—_

|

Q

e

|
—~
=
Sy
~—
%
=

.



Esto es
(3" = [3Ba=5), 3(-1-a)].
Algunos « - niveles son

R

1

1%

X

(_757 _17 _717 ) _)

A continuacion mostramos que A y B no tienen relacion tipo 2.

Como % y 322 no son iguales para todo a € [0,1] Ay B no tiene relacién tipo 2, asi

la solucién es aproximada.
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Ahora usando la formula de la division [18] en la definicidon

X =[A"B]"= Er

Y o a—3 a—3 —-1—a —-1—a«a
* la+1 7T-5a" a+1’ T7-5a«

a—3 11—«
>
a+1— a+1

a—3 -1 -«
7—5x — 7-—)5«

1<14+a<7-5aVaecl01]

S 1
a+1~ 7—-5«

entonces

como — 1 —a <0Vae€l0,]1]

entonces - < “1—@
a+1 — 7T—=5a’

-1 -«

or lo tanto min X, = )
P e a+1

Como a — 3 < 0 Va € [0, 1], entonces.
3" === =l
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En particular se tiene, el 1 - nivel es.
Bl [-1-% 1-3] =
Al l1+iTr-3 "9 |

-

no es un intervalo en la recta real por lo tanto la ecuacién AX = B no tiene solucion.

Ejemplo 4.26. Resuelva (4,6,8, —.—) X = (1,3,5,—, —)
Solucion:

A=(4,6,8,—,—), ¢ =06=a.c(A)
B=(1,3,5,—,—), ¥ =3=a.c(B).
Usando el primer renglén en[28|de la definicién [2.1]

317 = () 2ot (sike). (55) Bt (378

Comenzamos con determinar [A]” = [A,,

ka

La recta que une (4,0) con (6,1) es y = (z — 4).

Sea a = }(z — 4), despejando x, z = 20 +4 = 7' (a) = Aq.

La recta que une (6,1) con (8,0) es y = (8 — x).
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Sea o = 1(8 — z), despejando z, se obtiene = = 8 — 2o = ;' (o) = A,. Por lo tanto

[A]* = 20+ 4,8 — 20 . (81)

En segundo lugar determinemos [B]* = [B,, B.].

La recta que une (1,0) con (3,1) es y = (z — 1).

Sea a = L(x — 1), despejando =, z = 2a + 1 = yi; }(a) = Ba.

La recta que une (3,1) con (5,0) es y = 2 — .

Sea o = 2 — z, despejando z, se obtiene z = 5 — 2a = fi5' (o) = B, y tenemos

Por lo tanto.

[B]* = [2a + 1,5 — 2a.

520 1)+ o+ ), 16— 20) + 28— 20)

2(36)

[ 1 1 1 1
~ a4+ 1)+ —(a+2), —(5—2a) + —(4—
_12(a+ )+12(a+ ),12(5 a)+12( a)]

12 7 12

[3a+ 3 9—304}




Algunos a- niveles son:

DN | —
DN | —

N

X

12
—~
=
[
W[

|
|
~—

A continuacion mostramos que A no esta relacionado tipo 2 con B, luego es una solu-

cion aproximada.

20+4 a+2
@zﬁz‘l(a):2a+4:6t1a, tia = E =3

20+ 1
71 o _ _
Ky () =2a+ 1 =314, tin = 7

Como 22 # 22t para todo « € [0, 1), entonces A no esté relacionada tipo 2 con B.

Ahora usando la definicion de la multiplicacién en la definicion [12]

Y 20+1 2a+1 5—-—2a 5 -2«
“ 12044 8—2a’ 2a+4" 8 — 2«
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Yaque 5 —2a >2a+1>1, Va € [0,1] entonces

5 — 2« 200 + 1
a+4=2a+a”?
5 — 2« 20 + 1
8§ —2a — 8 —2a’

Como 8 —2a >2a+4>1, Va €0, 1].

1

8—2a = 200+ 14
5 — 2« 5 —2a
8—2a 7 20+ 4
-2
mélxXoé—5 a
200+ 4

Usando nuevamente la desigualdad.

1

<
8—2a = 20+ 4
200+ 1 200+ 1
8 —2a = 8 —2«
. 2 1
minX, = ot

—2a’

y5—2a>0,Va€|0,]1]

y2a+1>1Vae|0,1]
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Por lo tanto

B a_ 20+1 5 — 2«
Al |8=2a"2a+4

Ul

12
12

B 20+1 5 — 2«
X = —
A 9{8—20/2(1—1—41

Algunos a- niveles son:

B_ —_—
Al [27 2
[B]" [l 5]
LA 874
Entonces
X=(5 33— )

Ejemplo 4.27. Resuelva (1,2,7, —.—) X? = (1,2,3, —, —) Solucioén:
A=(1,2,7,—,-), ¢ =2 =a.c(A)

B=(1,2,3,—,—), ¥ =2=a.c(B).

Usando el primer renglén en[28|de la definicién [2.1]

17 = ()5 () ()5 (5)]
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A continuacién determinamos [A]* = [A4,, A.].

La recta que une (1,0) con (2,1)esy =z — 1.

Seaa =z —1,despejando z, v = a+ 1 =y '(a) = A,.

La recta que une (2,1) con (7,0) es y = (7 — x).

Sea a = 1(7 — z), despejando x, se obtiene x = 7 — 5a = 71, (o) = A,. Luego

[A]* = [a+1,7 - 5a].
Ahora determinemos [B]* = [B,, B.].

La recta que une (1,0) con (2,1)esy =z — 1.
Sea a =z —1,despejando v, v = a + 1 = p,"(a) = B,.
La recta que une (2,1) con (3,0) es y = 3 — .

Sea a = 3 — r, despejando r, se obtiene x = 3 — a = 1i5' (o) = B,. Por lo tanto

[BI* =[a+ 1,3 —al.
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2]~ [fas

QI
—+
—_
ot
|
w
Q
1
Il

(47'B),. (A7), .

Usando el primer renglén en 27| de la definicion [2.1]

XA B =Y [, 5] =

X =2 +VA-B

=y &7 (A'B), | _
5 [ Vada1B) \Jac(a-1B)

(A'B), =41 =1

(A'B), = 573(1) =1

a.c(A7'B) =141 =1

=[S~y e e

A7'B

A-'B
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A-1p
Ty 2 [ o), e 1B —2y/a.c(A~'B), B, a.c(A7'B)| = —VA"'B

Veamos si Ay B estan o no lo estan relacionados tipo 2.

Aazﬁzl(a):aJrl:Ztla,tla:ag_l,
Qa:HBl(a):a—i—l:Qtla,tla:a;—l,
Ay =T a) =7 —5a = 2tyy, tae = 7_25a,
Bo =5 (0) = 3 — a = 2ty t2a:3_250‘,

Si7—5a =3 - q«, entonces 4 = 4o, a = 1, laigualdad no se tiene para todo a € [0, 1]
luego A no esta relacionado tipo 2 con By z1, x5 Son soluciones aproximados.

Por otro lado de acuerdo con[18l

e = 1+o 3—a
1= 1+a” 7—5a
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sia=0z)= [1, \/% = [1,0.65], no es un intervalo cerrado de la recta real por lo tanto,
la ecuacidén no tiene solucion.

Ejemplo 4.28. Resuelva

(1,2,4, ——) X* = (4,8,16, —, —)
Solucion:

Sean.

A=(1,2,4,—,-), ¢ =2=a.c(4)
B =(4,8,16,—,—), ¥ =8 = a.c(B).

Determinamos los a- niveles en forma analoga a los ejemplos anteriores.

Ay] =a+1,4-2q],

_a,_a} = [4a + 4,16 — 8a],

A continuacién determinamos X2 = A~ B como ¢y ¢ son positivos, usamos la primera
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formula en 28 de la definicion
Bl1* [(1 (0 1\ = v —
H - [(%) ot (ﬁﬂ) ’ (%) Pt (W)] |

:{gﬁwwb—i%@HJ%iﬂ6—&0+i%@—2®]

:pa+18—mﬂ=[MﬂanA*BL]

xX?=| J[A7'B]" =20 + 2,8 — 40

« e}

X=+VA-'B

Ahora calculamos el promedio del nlcleo de A~!B.
(A7'B), =2(1) +2 =4

(A1B), =8 —4(1) =4

a.c(A7'B) =42 =4

Una solucién es.

(A7'B),  (A1B),
Va.c(A1B)" \/a.c(A~1B)

—U -204+2 8 — 4«
ML 22
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Otra solucion es

) = A-1B
A7lB A1
= U g —2+v/a.c(A7'B), A8, 2y/a.c(A7'B)
- a.c(A~1B) a.c(A~1B)
24 2« 8 — 4«
~ |22 —ava, iR m]
U5 -2a5
> Jle-3,-2q]
9 = U a—3,—2a].
A continuacion mostramos que A ~, B.
_1 a+1
Ag=pa (o) =a+1=2t,, tia = 5
4 4 1
&:_3_1(01):404+4:8t1a7 lia = a; :&_2'_ )
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Ay =74 Ha) =4 — 2a = 2tyy, tae =2 — a,

B, =g 'a) =16 — 8a = 8ty tse =2 — a.

Por tanto A ~, By se tiene que las soluciones son exactas.

r1=Ua+ 1,4 — 20
xe = J [ — 3, —20]

(%

Por otro lado de acuerdo con

T War1 V12

da+4 16—8a]

—[2,2] =2Va € [0,1].

Como se puede comprobar directamente.

(1,2,4,—.—) 2% = (4,8,16, —, —).
o \/16—8a \/4a+4
T2 = 4—2a’ a+1

=[-2,-2] = —-2Va €[0,1], como se puede comprobar

(1,2,4,—.—) (—=2)? = (4,8,16, —, —).

Las soluciones x; = 2y o = —2 son soluciones pero no son numeros difusos triangu-

lares.
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5. Conclusiones

A partir de los desarrollos presentados y los resultados obtenidos en el presente tra-

bajo de grado, es posible enunciar las siguientes conclusiones generales:

= Es bien conocido por Mizumoto y Tanaka (1982) que no existen numeros difu-
sos inversos aditivos y multiplicativos. La falta de inversos se vuelve significativo
cuando se intenta resolver ecuaciones algebraicas difusas. El método TPN pro-
puesto por Abbasi y otros. (2015), proporcionan una respuesta aproximada, una

solucion es exacta si los coeficientes tienen un tipo de relacion.

» E| objetivo principal de este trabajo es tedrico y a lo largo de el se han introdu-
cido restricciones para trabajar con conjuntos difusos sobre el conjunto de los
nameros reales.

Para un trabajo futuro seria bueno seguir el estudio de las ecuaciones algebrai-
cas sobre el conjunto de los numeros complejos. Ya que este es extenso y com-

plicado.
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