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Resumen

TITULO: EL PROBLEMA DE FROBENIUS EN EL CASG = 2 Y ALGUNOS METO-
DOS EN EL CASOn = 3!

AUTORA: Yerly Vanesa Soler Porras

PALABRAS CLAVE: EI problema de Frobenius; El problema diofantico de Fralni

Ecuaciones diofanticas.

RESUMEN

Un problema asociado a la Teoria de Nameros y especialmdateetuaciones diofanticas,
es el problema de Frobenius, el cual consiste en tomar unadzahfinita de nimeros enteros
positivos que sean primos relativos, y encontrar el maytgrerpositivo que no puede expre-
sarse como combinacion lineal (con coeficientes enteroggativos) de dichos numeros; el
namero que se desea encontrar recibe el nombre de nUmeraberkus.

Este trabajo se caracteriza por estudiar el problema de Erobs en el caso & 2y algunos
métodos en el caso=n 3. En el primer capitulo se recordaran algunos conceptos yltados
clasicos sobre divisibilidad, congruencias y fraccionesitnuas en los enteros, pues son
necesarios para el desarrollo del siguiente capitulo.

En el segundo capitulo se prueba la existencia del nUmeroateeRius en el caso general, se
da una formula explicita para hallar el nUmero de Frobeniustips resultado asociados al
problema en el caso a 2. Se demuestran algunos resultados importantes en el casoale
pues se usaran después, para calcular el nimero de Frobeniagbcaso n= 3 por medio de
los métodos de Hofmeister, Selmer y Beyer, y Rodseth.

Tesis.
2Facultad de Ciencias, Escuela de Matematicas.
DIRECTOR: Mg. Carlos Arturo Rodriguez Palma.
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Abstract

TITLE: THE FROBENIUS PROBLEM IN CASH = 2 AND SOME METHODS IN CASE
n=33

AUTHOR: Yerly Vanesa Soler Porras

KEYWORDS: The problem of Frobenius; The diophantine Frobenius Propophantine

equations.

ABSTRACT

A problem related with the Number Theory and particularlyhantine equations, is the pro-
blem of Frobenius, which involves taking a finite number laitreely prime positive integers,
and determining the largest positive integer that cannaotX@essed as a linear combination
of these numbers (with non-negative integerfcents); this number is called the Frobenius
number.

In this dissertation is going to be studied the problem oft¥énoius in case = 2 and some
methods in case & 3. In the first chapter some classic concepts and results dsiblihty,
congruences and continued fractions of integers, sincenecessary for the development of
the in the next chapter, are taken up.

In the second chapter is going to be proved the existencennrgecase of the Frobenius
number, an explicit formula is given to find the number of s and other results to
solve the problem for = 2. Some important results are shown in the general case, that
will be used later, to calculate the Frobenius number in theecn= 3 by the Hofmeister’s
method, Selmer and Beyer's method, and Rgdseth’s method.

3 Thesis.
4Faculty of Science, School of Mathematics.
DIRECTED BY: Mg. Carlos Arturo Rodriguez Palma.
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Introduccion

El problema de Frobenius es simple en su enunciado pero efrgr su solucion. Con-
siste en tomar una cantidad finita de nUmeros enteros pssijive sean primos relativos y
encontrar el mayor entero positivo que no puede expresarse combinacion lineal (con
coeficientes enteros no negativos) de dichos nimeros; ednolopie se desea encontrar reci-
be el nombre de nimero de Frobenius. Aunque el problema s@mapuso explicitamente
por escrito en algin manuscrito, se le atribuye a FerdinaargsFrobenius un matemati-
co aleman nacido en 1849, quien curso sus estudios supeenra Universidad de Hum-
boldt Berlin, su tesis sobre la solucion de las ecuaciorfesediciales fue dirigida por Karl

Theodor Weierstrass.

Por ejemplo, dados los enteros positivos 3 y 8, rApidamertemos verificar que los niume-
ros 1, 2,4,5,7,10y 13 no pueden ser expresados como condinaeal con coeficientes

enteros no negativos de dichos niumeros. Adicionalmenterpos mostrar que todo nimero
mayor que 13 puede expresarse como combinacién lineal efitiemtes enteros no negati-

vos de 3y 8.

El problema de la moneda esta estrechamente relacionadel gmoblema de Frobenius,
pues consiste en hallar la mayor cantidad monetaria que poesk obtener utilizando sélo
monedas de determinadas denominaciones enteras; porl@jeonge puede obtener 13 do6-
lares solo con billetes de 2 y 5 délares. Otro problema ado@bproblema de Frobenius es

el siguiente, la cadena mundial de comida rapida McDonatdledVicNuggets de pollo en



cajas de 6, 9y 20, se podrian comprar exactamente 27 McNupeget no exactamente 25

McNuggets.

En general para calcular el nimero de Frobenius no se comad@rmula explicita, compu-
tacionalmente tampoco se ha desarrollado un algoritmeefeeien tiempo polinomial que
lo calcule, por ello el problema de Frobenius en el caso géaén no ha sido resuelto. Pero
se ha trabajado en algunos casos particulares, como eheag/ n = 3, los cuales estudia-

remos a lo largo del texto.

El caso més simple del problema de Frobenius de dos enteitivpeprimos relativos se
encuentra totalmente resuelto, del cual daremos algusokados importantes. Pero el pro-
blema se complica cuando aumenta el nimero de enteros, eegasst estudiaremos tres
métodos el de Hofmeister, Selmer y Beyer y por ultimo el dedetid Hofmeister en 1966
publicé un articulo, donde resuelve el caso para tres enparsitivos primos relativos dos a
dos e independientes, que estan condicionados por unaidielsid. Selmer y Beyer en 1978
extienden el resultado de Hofmeister cuando la desigualdas satisface, usando fraccio-
nes continuas. Rddseth asistio al décimo séptimo congrsamBinavo de matematicas y se
intereso por el método que presentd Selmer, él modifico divdimdo implementando frac-
ciones continuas usando residuos negativos. Al final d& fgxdemos encontrar algoritmos
implementados en el software MuPAD de los tres métodos (eister, Selmey y Beyer,
Rodseth).

Es importante mencionar que las demostraciones a los adsslique presentaremos, son
consecuencia un desarrollo mas detallado y del estudioaioismde los diferentes articulos
que se encuentran en la bibliografia. Cabe resaltar quelgm@uebas de dichos resulta-
dos utilizaremos herramientas propias de Teoria de Num@omsbinatoria, Geometria entre
otras, estas no son las Unicas areas que se han interesastoigiares! problema, existen

otras como algebra (bases de Grébner y semigrupos numéricasable compleja.
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo enunciaremos una serie de ressltaderca de divisibilidad en los
nameros enteros, ecuaciones diofanticas, congruenaiasgidnes continuas que son tipicos
temas en un curso de teoria de nimeros; que se usan a lo latgetdelas demostraciones
de dichos resultados se podran encontrar en [5] y [3], y umebdiFacion del teorema de Pick

se puede ver en [7].

1.1. Divisibilidad

Teorema 1.1(Algoritmo de la division) Sean a y b enteros corncb0, existen enteros Unicos
gy rtales que

a=bg+r;con0<r<h.
Los enterogy y r se llaman cociente y residuo, respectivamente, en la divisea porb.

Definicion 1.1. Seanay b enteros cora # 0, se dice que el entefoes divisible pora, si
existe un entero tal que

b=ac

Si esto ocurre se dice qaedivide ab, y se denota | b, si esto no ocurre se dice gaeo

divide aby se escribe 1 b.

11



Teorema 1.2.Sean ab, c y d enteros, entonces
l.al0,1]ayala
[I. a| 1siysolosia= +1.
[11. Sia| b entonces &(-b).
IV. Sia|byc|dentonces acbd.

V. Sia|byb|centonces &c.
Si existe un enterd tal qued | ay d | b entonces se dice qukes un divisor comun day b.

Definicién 1.2. Seana y b enteros (con al menos uno de ellos distinto de cero). El oenju
to de todos los divisores comunes a@g b es un conjunto finito de nimeros enteros cuyo
maximo se denomina maximo comun divisorag b, y se denota gcd(b). Es decir si

d = gcdf@, b) entonces:
. dlayd]|b.
II. Siexiste un enterotal quec|ay c|bentonceg | d.

lll. sid|aentonced | (—a), es facil observar que

gcdfe, b) = ged(-a, b) = gedfa, —b) = ged(-a, -b).

Teorema 1.3.Sean a y b enteros (con al menos uno distinto de cero) entgedégs b) es el

menor entero positivo que es combinacién linealdeay b

Lema 1.4. Sean a y b enteros, si & bg+r, con g y r enteros Unicos, entonces
gcd@ b) = gedb, r).

Algoritmo de Euclides
Este es un procedimiento eficiente que nos permite encaltradximo comun divisor de

dos enteros dadasy b.

12



Si0< b < a, aplicamos el algoritmo de la divisién y escribimos

a=bq +ry, 0<ri<h

Sir; = 0 entonced | ay gcd@, b) = b. Si no, aplicamos de nuevo el algoritmo de la division
para obtener

b=riq+r,, 0<ry<ry.

Sir, = 0 entonces; = gcdf, b) = ged@ b). Si no, repetimos el proceso, hasta llegar a lo

sumo erb pasos a un residuo cero; obteniendo las siguientes eceacion

a=bqg +ryq, 0<ryi<b;
b=ryq+ry, 0<ry<ry;
M =ryQgs+rs, 0< I3 <Try
Nk-3 = MNe-20k-1 + M1, 0<ryg <rgo;
M2 = N1k + r, 0<rg<ra;

N1 = N1 + 0.

La aplicacion repetida del Lema 1.4 nos permite afirmar que

gcdf@, b) = gedf, r1) = --- = ged -1, re) =l

Puesto que gcd(b) = gcd(a,b) = gcd@ —b) = ged(a, —b) el algoritmo anterior nos

permite encontrar el maximo comun divisor de cualquier gegrteros.

Teorema 1.5.Sean a 'y b enteros (con al menos uno distinto de cero). Ergoyaea, b) = 1

si y solo si existen enterosytales que

1=ax+ by.

13



Corolario 1.6. Sean a y b enteros con=elgcd@, b) entonces
ab
cdl=,=-|=1
k (d d)
Definicion 1.3. Dos enterosa y b (con al menos uno distinto de cero) se llaman primos
relativos si gcdd, b) = 1. Mas general, shy, ay, ..., a, sSon enteros tales que para tddyp

para todoj coni # |, 1 <i,] < n se tiene gcd{, a;) = 1, decimos quey, ay, ..., a, son

primos relativos dos a dos.

Teorema 1.7.Sean ab y c enteros tales que a y b son primos relativos, $iay b | ¢

entonces alpc.

Lema 1.8(Lema de Euclides)Sean ab y c enteros tales que a y b son primos relativos, si

a| bc entonces &ac.

1.2. Ecuaciones diofanticas

Definicion 1.4. Una ecuacion de la forma(xy, X, ..., X,) = 0 dondep(xy, X2, ..., Xn) €S un po-
linomio con coeficientes enteros y con las variables ragttas a tomar inicamente valores
enteros, se denomina una ecuaciéon diofantica (en honortehmatico griego Diofanto de

Alejandria).

El tipo més simple de dichas ecuaciones, son las ecuacitrf@sticas lineales en dos va-

riables de la forma
ax+hby=c. (1.2)

dondea, b y ¢ son enteros ¥,y son variables que solo pueden tomar valores enteros. Las
soluciones de (1.1) seran las parepasyp) que satisfacen la ecuacion, es decir, al reemplazar

X = Xo,Y=Yoen(1.1) se cumpla la igualdad.
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Ejemplo 1.1.

1. La ecuacion diofantica lineab@+ 6y = 18 tiene como solucion la pareja @ pues

3(0)+ 16(3) = 18
0+18 = 18
18 = 18

2. La ecuacion diofantica lineak2 10y = 15 no tiene solucion, pues sin importar los valores
gue tomerx, y el lado izquierdo de la ecuacién sera siempre par, mientraglderecho

es impar.

El siguiente teorema establece una condicion suficientegsagia para que una ecuacion de

la forma (1.1) tenga solucion.
Teorema 1.9.La ecuacion diofantica ax by = c tiene solucion siy solo gjicd@, b) | c.

Teorema 1.10.Sea ax+ by = ¢ una ecuacion diofantica lineal gicd@, b) = d | ¢ y (X, Yo)

es una solucion de la ecuacién, entonces todas las solus&stén dadas por

X = x0+(g)t
!

con t en los enteros.

Corolario 1.11. Sean ay b enteros cajtd(@, b) = 1, si(Xo, Yo) €S una solucion a la ecuacion

diofantica ax+ by = ¢, entonces todas las soluciones estan dadas por

b

Xo + bt

Yo — at

con t en los enteros.
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Ejemplo 1.2. Sea X + 5y = 11 una ecuacién diofantica lineal, como gcdiR= 1 | 11
entonces la ecuacion tiene solucién. De hecH(11) es una solucién, por lo tanto todas

las soluciones son de la forma:
—-22+ 5t

11-2t

b
Il

<
Il

cont en los enteros.

1.3. Congruencias

Definicion 1.5. Seana y b enteros cualesquiera,un entero positivo fijo. Sn | (a — b)

decimos que y b son congruentes médulp lo cual se denota
a=b (modn).
Siano es congruente cdnmaodulon, se escribe
a# b (modn).
Definicion 1.6. Se dice que un conjunto deenterogay, ay, . . ., a,} €S un sistema completo

de residuos méduln, si todo entero es congruente moduala exactamente uno de las

Teorema 1.12.Sean a y b enteros cualesquiera, n un entero positivo fijoorifes

a=b (modn) siy solo siay b dejan el mismo residuo al dividirse por n

Teorema 1.13.Sean ab, c y d enteros cualesquiera, n un entero fijo tal que b Entonces

se tienen las siguientes propiedades
. a=a (mbodn).
1. Sia=b (mbddn) entonces k= a (modn).

[1l1. Sia=b (mddn)y b= c (mbdn) entonces a& ¢ (modn).

16



IV. Sia=b (modn)y c=d (modn) entoncesac=b+d (mddn)yac= bd (mbdn).
V. Sia= b (mddn) entonces & ¢ = b+ ¢ (mddn) y ac= bc (modn) para todo entero ¢
VI. Sia= b (modn) entonces fa= b* (modn) para todo entero k

En particular las tres primeras propiedades indican querigraencia modula es una rela-

cion de equivalencia.

Teorema 1.14.Sean ab y ¢ enteros cualesquiera, n un entero fijo coca@y d = gcd(, n),

si ca= cb (modn) entonces & b (méd g)

Corolario 1.15. Sean ab y c enteros cualesquiera, n un entero fijo cca@y 1 = gcd(, n),

si ca= cb (modn) entonces & b (mdodn) .

Corolario 1.16. Sean a y b enteros cualesquiera, p un nimero primo, si ch (modp) y

p 1 c entonces & b (médp).

1.3.1. Congruencias lineales

Definicion 1.7. Seana y b enteros cualesquiera,> 1 un entero fijo. Una expresion de la
forma
ax=b (mddn) (1.2)

se denomina congruencia lineal.

Una solucion de (1.2) es un entexpque satisface la congruen@s, = b (mdédn), ademas
cuando hablamos de las soluciones de la congruencia (Ing)devamos los enteros que la

satisfacen pero que son incongruentes entre si madulo

Teorema 1.17.La congruencia lineal ax b (madn) tiene solucion si y solo si db donde
d = gcd@, n). Ademas si tiene solucidn, hay d soluciones incongruentee(ellas) médulo

n.

Corolario 1.18. La congruencia lineal ax= b (mddn) tiene solucion Unica si y solo si

gcd@n) = 1.

17



Teorema 1.19Teorema chino del residuoyean n, ny, ..., N, enteros positivos primos rela-
tivos dos a dos, y sean,ay, ..., & enteros arbitrarios. Entonces el sistema de congruencias

lineales

X = a; (médny);

X = a, (médn,);

X

a (médny);

r
tiene soluciéon Gnica moéduloa l_l n;.
i=1

1.4. Fracciones continuas finitas

Una fraccién continua es una expresion de la forma

agp + (1.3)

a +

Ay +

e
an

de dondeny, a,, . . ., &, son enteros. Cuando no hay ambigledad, simplemente lardama
fraccion continua, usualmente son utilizadas para apraxim namero real por un racional.
Existen tipos de fracciones continuas en donde los humesadam son todos 1°s, pero no

consideramos este caso. Generalmente se escribe en usalds farmas:

18



[ao’al""’an]'

para denotar (1.3). Los enterag a, . . ., a, reciben el nombre de cocientes parciales, o sim-
plemente cocientes, de la fraccidén continua.

Haciendo célculos simples encontramos que

_%
[ao] _1’
aqp+1
[, ] == ,
a1
_agalao+az+aol
[ag, a1, @] = PPN
y es evidente que
1
[0, a4] =ag+—, (1.4)
a1
1
[ao’al""’am] = aO?al?""am—Z’am—l'i_a 5 (15)
a07a""’ :a0+—:a0, ao,a,---,arn, 16
(20, @, . &) a e = (e[ an. (1.6)

para 1< m < n. Podriamos definir nuestra fracciéon continua por (1.4),)(@.6L.6). Mas
generalmente

[aO,al,---,am] = [ao’ al"'-’al—:b [al,a|+l,- . -,am]], (17)

paral<l<m<n.

1.4.1. Convergentes de una fraccion continua finita

Llamamos

[@0,@1,...,8n] (0 <m<n)

el mésimo convergente ded, ai, . . ., a,]. Es facil calcular los convergentes por medio del

siguiente teorema.
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Teorema 1.20.Si pn Y Gy Se definen por

Po=ay, Pr=a@+1l Pm=anPmi+ Pm2 (2<mMm<n),

=1 qw=a&, On=am0mni+0n2 ((2<m<n),

entonces

[ao,al,...,am]:&.
Om

El siguiente teorema enuncia algunas propiedades que RN gm

Teorema 1.21.Considere las funciones,py g, definidas en el Teorema 1.20, entonces se

tienen las siguientes propiedades
I PrOin-1 = Pm-alm = (1)

1. PmOm-—2 — Pm-20m = (—1)"am.
P Pma _ (1™
qm qm—l qm—lqm '

Pn _ Pm2 _ (=1)"aw
Qm cIm—2 Qm—ZQm '

V.

1.5. Teorema de Pick

El Teorema de Pick fue demostrado por Georg Alexander Pigoaqacio en Viena, Austria.

Su trabajo matematico fue extremadamente amplio, alread67 documentos de muchos
temas, parte de su popularidad se debe al teorema que lleeargare, el cual aparecio en el
afo de 1899, en un articulo llama@eometrisches zur Zahlenlelpablicado en Praga. Este
teorema no recibié mucha atencion tras su publicaciénate@stiio 1969 cuando Steinhaus
lo incluyd en su famosos librMathematical Snapshaotsue asi como atrajo la atencion y

admiracion por su simplicidad y elegancia.
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Definicion 1.8.
= Un puntop de coordenadaxy) se llama entero, s, y son nUmeros enteros.

= Un poligono es simple si los vértices no coinciden unos coospnhinguno de los

vértices cae en uno de los lados del poligono y dos ladossmjuaéra no se cortan.
= Una red poligonaP, es un poligono simple, cuyos vértices son puntos enteros.
Teorema 1.22(Teorema de Pick)El area AP) de toda red poligonal P es

B(P)

AP) =1(P) + 1

donde [P) representa el nUmero de puntos enteros interioreéB) B2presenta el nimero de

puntos enteros sobre la frontera del poligono P.

21



Capitulo 2

El Problema de Frobenius

En aras de estudiar el nimero de Frobenius en el casa2 y n = 3 definimos algunos
conceptos relacionados con el nUmero de Frobenius. Premeiizamos el caso= 2, donde
encontramos formulas explicitas para el nimero de Frobgglinimero de enteros positivos
gue no son representables y la suma de ellos. Después prasaaégunos resultados en el
caso general, pues seran herramientas muy utiles paraataksde los tres métodos en
el cason = 3. Al final del capitulo mostramos los tres métodos que nos poi@uan una
férmula para el nimero de Frobenius y una para el nimero @eosnpositivos que no son
representables. Las demostraciones de los resultadosegenfaremos, fueron obtenidas de

los diferentes articulos que mencionamos en la bibliografi

Definicion 2.1. Dadosay, a,, . . ., &, enteros positivos primos relativos, se dice que el entero
positivo m es representable peay, a,, . .., a,, Si existen enteros no negativgs xo, ..., X,

tales que:

De la definicion anterior, afirmar gua es representable pai, a, .. ., a, equivale a decir

guemes combinacion lineal d&,, a,, . . ., a, con coeficientes enteros no negativos.
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Ejemplo 2.1. Algunos enteros positivos representables por 9y 7 son:

9-1+7-1 = 16
9-2+7-3 = 39,
9-3+7-2 = 41
9-0+7-7 = 49

Ademas, se puede comprobar que los Unicos enteros posjtieaso son representables por
9y 7son: 1,2, 3,4,5,6, 8, 10, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 20, 2228429, 31, 33, 38,40y
47, es decir todo nimero mayor que 47 es representable por 8syores consecuencia del

siguiente resultado.

Teorema 2.1.Dados g, a, .. ., &, enteros positivos primos relativos, existe un entero posi-

tivo K, tal que todo entero positivo m mayor que K es representablapay, ..., a,.

Demostracién.Aplicamos el principio de induccion matematica sofure

Paso inicialn = 2.

Paran = 2 tenemos el siguiente resultagi@,, a,) = a;a, —a; — a, (ver Teorema 2.2), el cual
nos garantiza que todo numero mayor g(e, a,) es representable pay y a,.

Paso inductivo Paran > 3, supongamos que el resultado es cierto si tenemedl en-
teros primos relativos. Dadas, a,, . . ., a, enteros positivos primos relativos, tenemos dos
posibilidades:

La primera de ellas es que, a,, . . ., a,_1 Sean primos relativos, en este caso por la hipotesis
de induccidn existe un entero positiotal que todo entermn mayor queK es representable

poras, a,...,a, 1, €S decir, existen enteros no negatixgss,, . . ., X,_1 tales que

M=ayX; + Xy + -+ ap-1Xn-1,

de igual formam también puede expresarse como

M= aX; + Xz + -+ + 8p-1Xn-1 + AnXn,
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con X, = 0, de ahi que todo entero suficientemente gramdeuede ser representable por
a1, ap, . ..,an-1, an.

La segunda posibilidad es que gad@,,...,a,-1) = d > 1. Seaa = ad para cada
i=1,...,n-1,deahique gcd(,a,...,a ;) =1, entonces gcdi a,) = 1 y sea

D a%=m (2.1)

la ecuacion anterior se convierte en

n-1

m-— a,b,
D&% =—da” , 2.2)

i=1

dondeb,, con 0< b, < d - 1 es el Gnico entero tal gugb, = m (mddd) . Por hipotesis de
induccioén, existe un enterg, tal que (2.2) tiene solucidon con enteros no negatik/os b

para 1<i <n-1,de donde

m - a,b, > m-a,(d—-1)
d - d

> Ko,
de ahi que
m > a,(d — 1) + dKo.

Asi (2.1) tiene solucion con enteros no negatixps= b para 1< i < n, es decirm es
representable pa, a, .. ., a,, de la desigualdad anterior es claro que existe un ektaab
que

m> an(d - 1) + dKq > K. O

Este teorema garantiza la existencia del nimero de Frabgoridefinimos a continuacion.

Definicion 2.2. Dadosay, as, . . ., a, enteros positivos primos relativos, el numero de Frobe-
nius, el cual se denota congéay, a,, . . ., a,), €s el mayor entero que no es representable por

ai, ay, ..., an.
Ejemplo 2.2. Dados 33 y 5, se puede garantizar que todo nimero mayor queutaieé ser
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representable por 33y 91, lo cual indica que el nUmero dedriab es 127.

Note que dadoa,, a,, ... ., a, enteros positivos primos relativos,mies un entero positivo y

alguno de los; es 1, digamog; = 1, entonces

m=1-m+a,-0+---+a,-0,

lo cual significa quenes representable par, a, . . ., a,, en tal cas@(ay, a, . . ., a,) N0 exis-

te.

Siaes un entero positivo, los Unicos enteros positivos reptables pora son sus multiplos,
de ahi que existen infinitos numeros que no pueden ser raepabeEs por, lo cual implica

que el numero de Frobenius en el case 1 no existe.

Dados dos enteros positivgsy g representables pay, a,, . . ., a,, €s decir que se pueden

escribir de la forma:

P=auX +a8Xp+ -+ 8Xn y q=ay1+ayz+- -+ an

conx,y; > 0, la suma de ellos también es representablegpoay, . .., a, pues se puede

escribir como:
P+0=ay(X+ Y1)+ &(X +Yo) + -+ + & (X + Yn);
conx +Yy; > 0.

Definicion 2.3. Dadosay, ay, . . ., a, enteros positivos primos relativos, el mayor entero que
no puede ser escrito como combinacion lineahday, . . ., a, con coeficientes enteros posi-

tivos, lo denotamos pair(ay, a, . . ., an).

De la definicion anterior, existe una relacion directa egtyef dada por:

f(ag, az,....a)) = Q@ a,....,a) +ay+ap+---+an (2.3)
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Definicion 2.4. Dadosa,, ay, . . ., &, enteros positivos primos relativos, si ninguno de los
a coni =1,2,...,nes representable por los demas decimosaqLe, . . ., a, son indepen-

dientes.

Ejemplo 2.3. Los numeros 3, 7 y 37 no son independientes, pues 37 es nefaigiecpor 3
y 7, en este caso 3¢ 3- 3+ 7- 4. Los numeros 100, 7, 89 y 53 son independientes, ya que

ninguno es representable por los demas.

Definicion 2.5. Dadosay, a,, ..., a, enteros positivos primos relativos, para un entero no

negativok, r(k) es el nimero de soluciones de la ecuacion diofantica

Xy + aXo+ -+ anX, = K;

conx > 0.

A la luz de la definicion anterior, observamos que el nUmererdbenius dey, ay, . . ., a, €S

el mayor entero positivon tal quer(m) = 0.

Ejemplo 2.4. Los enteros 12 y 27 son representables por 3y 2 de las sigsifmtnas:

12 = 3-4+2-0, 27 = 3-9+2-0,
12 = 3-2+2-3, 27 = 3-7+2-3,
12 = 3-0+2-6, 27 = 3-5+2-6,

27 = 3-3+2-9,
27 = 3-1+2-12

de ahi que(12)=3yr(27)=5.

Definicion 2.6.Seaay, a, . . ., a, enteros positivos primos relativos, defininmga,, a,, . . . , a,)

como siendo el numero de enteros positivos que no son repabses pory, ay, . . ., a,.

Dadosay, &y, ... ., a, enteros positivos primos relativos, denotamos stm, a, ..., a,) a la

suma de los enteros que no son representables pmy; . . ., a,.
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Ejemplo 2.5. El nimero de Frobenius de 5y 6 es 19, ademas los enteros/psgitie no

son representables por5y 6son: 1,2, 3,4,7,8,9, 13, 14,lyd§o

n(5, 6) 10,

85,6) = 1+2+3+4+7+8+9+13+14+19=80.

2.1. El problema de Frobenius en el caso=#R2

En esta seccion nos dedicamos a estudiar el problema denkuslipara el caso = 2, el cual

ha sido resuelto usando diferentes herramientas propiaydeas ramas de la matematica
como la Teoria de numeros, Combinatoria, Geometria, emtas, @ste hecho se veré refle-
jado en las tres demostraciones del Teorema 2.2 que henhaisimen este trabajo. Ademas

mostraremos una formula explicita para hallar el nUmeratieres positivos que no son re-

presentables y también una férmula para calcular la sumasdmteros positivos que no son

representables.

La primera prueba que presentaremos del nimero de Frohmama®l casm = 2 se debe
a el matematico Sylvester en [12], quien utiliza herrangigrde Teoria de Numeros para

establecer el resultado.

Teorema 2.2.Sean a y b enteros positivos primos relativos, entonces:
glab)=ab-a-b=(a-1)(b-1)-1

Demostraciéon 1.Seam = ab— a — b. Comoa y b son primos relativos, existen enteros
X, y tales queax + by = m, esto esax+ by = ab—a—-b. Luegoa(x+ 1) = b(a-y-1) de
dondeb | a(x+1)ya|b(a-y-1),asidelLemal.8 | (x+1)yal| (a-y-1). Ahora,
si X > 0, existe un entero positivotal quex + 1 = bc, de ahi qua(bc) = b(a—y - 1), esto
esac=a-y-1luegoy=a-ac-1=a(l-c)-1< 0. Ademas, sy > 0, existe un

entero no positivic tal quea—y— 1 = ak, de ahi qua(x+ 1) = b(ak), esto ex+ 1 = bk, asi
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X = bk—1 < 0. Por lo tanto, sm=ab—a—-bentoncex<06y<0yasim=ab-a-b
no es representable pawy b.
Por otro lado supongamos goe> ab—a—by sea &, yo) una solucion entera de la ecuacion

ax+ by = m, entonces del Corolario 1.11 la solucion general es de tador

X = Xo+bq
Yy = Yo—aq

dondeq es un entero, por el algoritmo de la division podemos elegitnico g tal que
0<x<b-1,luegoax+by=m>ab-a-b, estoed(y+ 1) > alb-1- x) y como
b-x-1> 0, entoncey+ 1> 0 asi queg/ > 0. Luego hemos encontrado una solucién entera

no negativa para la ecuaciéx + by = m. Por lo tanto
g(ab)=ab-a-h. O

Lema 2.3. Dados a y b enteros positivos primos relativos entonces pata i < ab - 1,
r(i) es00 1.

Demostracién.Supongamos quegi) > 2, entonces existen enteros no negatixog, z, w
tales queax+ by = az+ bw=i, de laigualdad anterior tenema& — z) = b(w —y), asi que
bla(x — 2) y por el Lema 1.8|(x — 2), de ahi que existe un entekdal quex — z = bk Por
otro lado coma < ab, tenemos que & X,z < b, esto egx — Z < b; por tantoblk| < b, asi
k = 0, luegox = z. Andlogamente se muestra que w, de esta manera observamos que en

este caso(i) = 1. Por lo tantor(i) es 0 6 1. |

A continuacién se dara la segunda prueba del Teorema 2.2rlanhienta principal es el

Teorema de Pick.

Demostracion 2.SeaP un poligono con vértice = (0,a), B = (b,0),C = (b-1,-1)y
D=(-1a-1).

28



M0, a)

D(-1a-1)

B(b, 0)
\C(b-41)
Usando el Teorema 1.22 tenemos que el arel ele
NW=KW+%?—L (2.4)

recordando qué&P) representa el nUmero de puntos enteros interiores alqualig y B(P)
representa el nimero de puntos enteros sobre la frontepaligbnoP.
Veamos que los Unicos puntos enteros sobre la frontePasta los vérticeg\, B,Cy D.

En efecto, la recta que une los punfog B esta dada por:

b(a-y)=ax con O<x<byO<y<a

de ahi queb | ax por el Lema 1.8 | x luego existe un enterbtal quex = bt, comox se
encuentra restringido a un intervalo entonceslo puede tomar los valores 0 y 1, los puntos
respectivos soA = (0,a) y B = (b, 0). Lo mismo sucede con larediéy + 1) = a(b— x— 1)
gue une los punto8 y D, los Unicos puntos enteros sobre dicha rectaGen(b-1,-1) y
D=(-1a-1).

Como en la recta que une los pun®yg C, los Unicos valores enteros que tomaonb — 1

y b entonces los Unicos puntos enteros &b (b—1,-1) y B = (b,0), lo mismo su-
cede con la recta que une los punidsy A, como los Unicos valores enteros que toma
X sona — 1 y a entonces los Unicos puntos enteros $br= (b - 1,-1) y A = (b,0).

De esta manera mostramos @g(®) = 4.
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El area del poligon® es

-1 a-11
b-1 -1 1|=a+h,
0 a 1

luego reemplazandB(P) = 4 y A(P) = a+ b en (2.4) encontramos quéP) = a+ b - 1.
Ahora probaremos que todos los puntos en el interioP @stan en el primer cuadrante o
sobre los ejes positivos, lo que es equivalente a ver queisterypuntos enteros dentro de

ninguna de las dos regiones destacadas (region punteadegyda sombreada).

A0, a)

D(-1,a- 1)

B(b, 0)
\cm-é)

La region punteada esta delimitada pdr < x < 0, luegox no toma ningun valor entero.
La regiébn sombreada esta delimitada par< y < 0, de ahi quey no toma valores enteros.

Concluimos que no existen puntos enteros dentro de ningutesalos regiones.

La ecuacion de la recta que pasa por los putosB esax + by = ab, y la recta que
une los punto€£ y D esax + by = ab— a — b, necesitamos probar que para todo entero
ab> m> ab-—a-Db, lalineaax+by = mcontienen al menos un punto en el primer cuadrante
0 en los ejes positivos.

Sim = ab-a- b+ j para algun entero positivp< a+ b — 1, mostraremos que la linea
ax + by = m contiene exactamente un punto interioPacomom < ab— 1 entonces por

Lema 2.3 tenemos que la line&+ by = m contiene a lo mas un punto interior BePor otro
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lado, comd (P) = a+b—-1 entonces esos puntos deben estar en ladiredy = ab—a—b+ |
para cualquiel € {1,2,...,a+b—-1}. Por tanto para cada uno de bos b— 1 valores dg, la
lineaax+ by = ab—a— b+ j contiene al menos un punto en el interiorRjgues si no fuera
asi por el principio de las casillas habria algun valor del que dicha linea contiene dos
puntos interiores contradiciendo el Lema 2.3. Luego pada galor dej la lineaax+by =m

contiene exactamente un punto interioRle

Sim > ab entonces con un argumento similar (elegimos un poligonwédites § a + 9),
(b+s,9), (b+s—-1,s-1)y(s—1,a+s—1) para un entero positivwadecuado); y vemos que la
lineaax + by = msiempre contiene un punto en el primer cuadrante, cuemea@b la linea
contiene b, 0) y (0, a) los cuales se encuentran sobre los ejes positivos. Luagayar valor
demtal queax + by = mno contiene puntos en el primer cuadrante ni en los ejesiassit

esab—a- Db, finalmenteg(a,b) = ab—a-b. O

Ahora vamos a describir un método (ver [13]) para enconti@dog los nUmeros que no son

representables pary b, de esta manera podemos presentar otra prueba del TeoiZzma 2.

Método de la tabla

Dadosay b enteros positivos primos relativos, vamos a construir abkatde anchay largo

b, luego a partir de dicha tabla construimos una tabla redylcidaal tendré todos los enteros
entre 0 yab— 1, es decir la tabla reducida sera un sistema completo de cesidaduloab.

Comenzaremos construyendo la tabla de la siguiente mdadita:inferior es

0 a a-2 a-(b-1)

la siguiente fila se obtiene sumaridla la fila inferior

b a+b a-2+b a-(b-1)+b

las demas filas se construyen de la misma manera agrebankdofila anterior, hasta llegar
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a la fila superior

b-(a-1) a+b-(a-1) a-2+b-(a-1) a-(b-1)+b-(a-1)

Trazamos una linea fronteriza entre las entradas menoeegguas mayores o iguales que

ab (de hecho ninguna entrada sel& como veremos mas adelante), llamaremos a esta tabla
la tabla inicial. De ella obtenemos la tabla reducida rekiab a aquellas entradas que son
mayores quab (es decir, aquellas entradas encima o a la derecha de ldridmeeriza). Las
entradas encima o a la derecha de la linea fronteriza enléareahucida son exactamente las
gue no son representables por b.

Probaremos que efectivamente la tabla reducida contielos tos enteros entre Oab — 1,
también daremos una prueba formal, del hecho de que todasttagdas que estan por encima

0 a la derecha de la linea fronteriza en la tabla reducida noeqwresentables pary b.
Finalmente, con todos estos resultados daremos una tgmeslaa del Teorema 2.2. Antes

de demostrar estas afirmaciones veamos un ejemplo que ilastescripcion del método.

Ejemplo 2.6. Paraa = 4 y b = 7 la tabla inicial descrita anteriormente queda constrdala

la siguiente manera:

21 25129 33 37 41 45
14 18 22 26|30 34 38
7 11 15 19 23 2731
0 4 8 12 16 20 24

La tabla reducida se obtiene restando 28 a las entradas t@mecesima o0 a la derecha de la

linea fronteriza, la tabla es:

21251 5 9 13 17
14 18 22 26/ 2 6 10
7 11 15 19 23 27 3
0 4 8 12 16 20 24
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Claramente los nimeros 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 13, 17 se enconaesriima o la derecha de la

linea fronteriza y no son representables por 7y 4.

Lema 2.4. La tabla reducida contiene exactamente los nUmeros del b alh

Demostracién.En la tabla inicial, cada entrada por debajo o a la izquieeda tinea fronte-

riza es menor quab, para cada entradeencima o a la derecha de la linea fronteriza tenemos

ab<r<a(b-1)+b(a-1)<ab+ab=2ab,

de ahi que & r—ab < ab, esto es, todas las entradas de la tabla reducida son nieméeoss

no negativos menores qad, también es claro que hap nimeros en la tabla reducida. De
este modo, para completar la prueba, solo necesitamosangsé cualesquiera dos entradas
de latabla reducida son diferentes; la idea es similar aleljar del Lema 2.3. Si dos entradas
de la tabla reducida en el mismo lado en la linea fronteriraiguales, entonces tenemos
ax+ by = az+ bwpara enteros no negativasy,zwcon 0< x,z<byx#z 0<y,w<by

w # Y, asia(x — 2) = b(y — w), pero esto es una contradiccion pues X — Z < b de ahi que
bt (x-2).

Por consiguiente concluimos que cualesquiera dos entdediastabla reducida son diferen-

tes, entonces la tabla reducida contiene exactamente iosrog entre 0 ab— 1. O
Lema 2.5. Cada entero mayor o igual que ab puede ser representable gdr.a

Demostracién.Usando el Teorema 2.2 la demostracion seria trivial; sinaggth presenta-

mMos otra prueba que sera Util para dar la tercera demostradiczho teorema.

En efecto, sean un entero mayor o igual qua, por el algoritmo de la division podemos
escribirm = (ab)q+r paraqyr enteroscomg > 1y0<r < ab-1, porelLema 2.4 es una
entrada de la tabla reducida.

Si r esta por debajo o a la izquierda de la linea fronteriza, eetmes una entrada de la

tabla inicial, luega = ax + by, paraxg, Yo enteroscon @ o <b-1y0<y,<a-1,de
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ahi quem = (ab)g + r = a(xp + bq) + byp.
Sir esta por encima o a la derecha de la linea fronteriza, tengn@ns- ab es una entrada de
la tabla inicial, asf + ab = ax, + by, parax;,y; enteroscon & x; <b-1y0<y, <a-1,

de ahi quen = (ab)g+r = a(x, + b(q— 1))+ by, de ahi quenes representable pary b. O

Corolario 2.6. Los numeros que no son representables por a y b son exaceaguntllas

entradas que estan por encima o a la derecha de la linea frizaten la tabla reducida.

Demostracion.Sear un entero no negativo, si> ab por el Lema 2.5 r es representable por
ay b; sir < abentonces por el Lema 2rdes una entrada de la tabla reducidar, ssta
abajo o a la izquierda de la linea fronteriza entoncpsrtenece a la tabla inicial y por lo
tanto es representable pay b, si r esta encima o a la derecha de linea fronteriza entonces
r +ab > abpor tanto es representable @oy b, esto es existen enteros no negatixgstales

quer + ab=ax+bycon0<x<b-1y0<y<a-1,deahique = a(x-Db)+bycon

X —b < 0, luegor no es representable paw b. O
La siguiente es la tercera prueba del Teorema 2.2, parallagar@mos el método de la tabla.

Demostracion 3.0bservamos que la ultima entrada en la fila superior de la fakdial es
alb—1)+b(a-1) = 2ab—a—b, después restamas, de ahi que la tltima entrada en la fila
superior de la tabla reducida as — a — b, por tanto este numero es el mayor de los enteros
gue se encuentran encima o a la derecha de la linea fronfaoizel Corolario 2.6 este entero

no es representable paw b, luegog(a,b) = ab—a-b. O

Ahora, el siguiente resultado nos permite calcular el ndrderenteros positivos que no son
representables pay b, presentaremos una demostracion ingeniosa de W. J. C. 8harp
[11].

Teorema 2.7.Dados a y b enteros positivos primos relativos, el nimerorderes que no

son representables poray b es:

(a-1)b-1)

n(a,b) = >
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Demostracion 1.Consideremos el producto
A+ + X2+ L+ X)L+ X+ x4+ .+ ),

el exponente de cada término entre X3/corresponde a un nimero entero positivo represen-
table poray b menor queab, también podemos observar qué2es el término del medio y
los coeficientes de los demas términos son iguales a 1. Rordas veces el nimero de tér-
minos tales que sus exponentes son enteros representabdes pmenores quab es igual

al producto anterior (cuando= 1) menos cuatro, ya que los términa@%®, x?2° no estan
incluidos. Luego el nimero de términos tales que sus expessonn enteros representables

poray b es:
1
§(a+ Db+1) -2
de ahi que el nimero de enteros que no son representabley pson:
1 1 1
ab-1- §(a+ Db+1)-2(= E[ab—a—b+ 1] = E(a— Db-1). i

Demostracion 2.Consideremos el intervalo [8b— a — b], seac un entero que pertenece a
dicho intervalo.

Supongamos guees representable pary b, luego existen enteros no negativoy tal que

c = ax+ by, asumiremos quab—a— b - c es representable paty b, asi que existen enteros

no negativog, t tales que

az+ bt ab—a-b- (ax+ hy)

az+ bt

ab-1-x)+b(-1-vy)

a(z—-b+1+x b(-t-1-vy).

De ahiquea | b(-t—1-y) yporel Lemal.8 | (-t —1-Yy), asiz < 0 (contradiccién),

comob | a(z- b+ 1 + xX) nuevamente usando el Lema b.8(z— b+ 1+ x), de ahi que& < 0
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(contradiccion), luegab— a— b — c no es representable pay b.

Supongamos queno es representable pary b, peroc puede escribirse cono= xa+ yb

con 0< x< b,y <0, luego
ab—-a-b-c=ab-1-x)+b(-1-vy),
con-1-y>0,b-1- x>0y portanteab— a— b - ces representable pary b.

En consecuencia tenemos que existe una simetria en dighodlt respecto a los enteros
que son representables oy b, y los que no lo son, de donde cada clase en este intervalo

. 1
tleneE (@a—1)(b-1) enteros. O

A continuacién mostraremos una férmula encontrada en §§ palcular la sumga, b) de
los enteros que no son representablesgopm. Antes de ello vamos a considerar algunas

cotas para(a, b).

: o . a-1)b-1) .
Una cota superior trivial parg(a, b), se obtiene por la suma de Iés% nameros
mas grandes del intervalo,[@b — a — b]. Del mismo modo, una cota inferior trivial para

. a-1b-1) . . ~
S(a, b) se obtiene tomando la suma de Ees% nameros enteros mas pequefnos en

el intervalo [Qab— a— b].
g@-1(b-1y-Z@-1b-1)<s@b)<g@-1yb-17 - @-1)b-1)
Teorema 2.8.Sean a y b enteros positivos primos relativos entonces

Sab) = %Z(a— 1)(b - 1)(2ab—a- b 1).
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Demostracion.Definamos

ab-a-b
f)= > [1-rm]x,
n=0

usando el Lema 2.8n) =0 6r(n) = 1 para0< n < ab- 1, asi que

ab-a-b

f(X) = Z n[L - r(n)]x"?,
n=1
luego
ab-a-b
/(1) = Z n[L - r(n)]
= il{n: l<n<ab-a-byrn) =0}
= s(abh).

Asi, el problema de encontrata, b) se reduce a calculdi’(1). Ali Ozluk descubrié una

férmula elegante para determini(ix), sea

P(x) -1
x—1

O — 1)(x - 1)
Oe-1)0¢ - 1)

f(x) = , donde RX) =

comoay b son primos relativos resulta que

(P -1)(x-1)

P = e e - 1)

es un polinomio con coeficiente lider 1, esto se puede verantia factorizacion tanto del
denominador como del numerador en factores lineales cgmspl€omoa y b son primos
relativos, existen entercs t tales queas+ bt = 1. Sea¢ algun namero complejo tal que
£ =1y =1, entonces

E=¢ == (@) =1

En otras palabras, cada factor no lineal (excepto per 1)) aparece dos veces en el deno-
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minador deP(x), por lo tanto cada factor lineal en el denominador se cancglaun factor

lineal en el numerador.

. P(X) -1 L, : .
Ya queP(1) = 1 por la regla de L"Hospital, tenemos qug-z(x)_—l es también un polinomio

de gradaab— a — b, con coeficiente lider 1. Ahora haciendo

(o) (9] (9]

1 n n n
A(X) = T :(Z xa)(z xb):Z r(n)x",

n=0 n=0 n=0

podemos escribir

P(x) -1 P(X)+ 1
X—1 Xx-1 1-x

= (- 1)AKX) + %

o0 (9]

- Z r(n)x@>n — Z r(n)x" + i X"
n=0 n=0 n=0

(o0

= > (4 i [1 - r(n)]x",
n=0

n=0

ya sabemos que esta serie de potencias es realmente umpolo® gradcab — a — b con
coeficiente lider 1, podemos deducir que el coeficiente deri@ de potencias dedl—a—b)

término es 1, y todos los coeﬁmentes de la serie de potemdagarde seran cero.

Note quez r(n)x®*" es igual aZ r(n - ab)x", lo cual implica que

P(X) 1 ab-a-b ] ab-1 ]
T = D rn-ab)+1-rm]x"+ > [r(n-ab)+1-r(m]x
n=0 n=ab-a-b+1
+ Z [r(n—ab) + 1 —r(n)]x",
n=ab

por lo tanto, para & n < ab—a- b tenemos que(n—ab) = 0, paraab—a-b<n<ab-1

entonces(n—ab) = 0yr(n) = 1, y ademas para > ab obtenemos(n — ab) + 1 = r(n), de
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esta manera

ab-a-b

= > [L-rIx = f(x).

n=0

P(x) -1
x-1

Ahora, procedemos a calculéi(l), seay = X2 entonces

b—

[N

(¢ -1(x-1) 4
_ —1)X—-1) ko
PO = e e 1)~
K
k=0
y
b-1 Yk B b-1 Xk b-1 yk _ Xk
(PRl = 1 x-1 " g
T ox=-1 b-1 b1 h(x)’
(x—1) ) x* X<
k=0 k=0
donde
b-1 b-1
— XK
9(x) = yi_l y o he=) X
k=1 k=0
Ahora usamos
yk_xk_xak_ k_ kK | Jkel k-1
=1 - %=1 = (X X+ 3T

para decir que
b-1
g(x) = Z (X + XL @D
k=1

Claramente el objetivo es hall&f(1), dondef(x) = % usando la regla de derivacion para
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cocientes tenemos

h(X)g'(x) - g (x)

PO = =y

Calculemos la derivada dgy la deh

MU

gx) = (kx“+(k+ )X + - - - + (ak — 1)x3)
o
h(x) = k)t
k=0
luego,
b-1
g(1) = Z(a 1)k_—(a b-21b, h(l)=b, h(1)= —b(b 1).
Usando

k+(K+ 1)+ -+ (ka—1) = %[ka(ka— 1) - k(k— 1)] = %[kz(az—l)—k(a—l)],

obtenemos que

b-1 b-1
g@) = > k+k+1)+-+(ka-1)= > % k3@ - 1) - k(a-1)]
I;:l - . k=1
_ 2 2
= > —1); (k)—é(a—l); k
1 1 1 1
= 5@ -1)z(b~1b(2b- 1)~ 5@~ 1)5(b~1p
~ (a+1)(b-1) 1
= ba-1)(b- 1)(T - Z)
finalmente,
sab) = /(1) = "I -gN@) _ 1 . 4y 1yzab—a-b-1).

(h(1)y
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2.2. Algunos resultados generales

Enunciaremos algunos resultados encontrados en [1] yy@]sgran usados en el desarrollo
de los tres métodos para encontrar el nimero de Frobenigsndsl observaremos que la

relacion existente entrey g serd muy util para calcular el namero de Frobenius.

Teorema 2.9.Sean @, a,, . . ., &, enteros positivos primos relativos entoncdgayf ay, . . ., a,)

puede ser expresado en la forma:

n
f(al,ag,...,an):z a;X; con %> 0. (2.5)
i=2

Demostracion.Podemos escribir
n
ay+ f (2, a,...,a) =apa+ ) ax; conx >0,
i=2
de ahi que

n
f(an,a,....8) = a(q - 1)+ ) ax; conx >0,

i=2
comox; —1 > -1, esto ex; — 1 > 0, lo cual contradice la definicion de a menos que

X, =1 |

Teorema 2.10.Sean @, a,, . . ., a, enteros positivos primos relativos,gd@,, ..., a,) = d

entonces

_d. %2 &
f (3. 8p.....3) = d f(al,d,...,d).

Demostracion.Establecemos qu& = d& parai = 2,...,ny seaf (aj, a,...,a,) = K. Por
(2.5)

K:zn: am=d-zn: ax; con x >0,
i=2

i=2

41



n

asiK es divisible pod, luegoK se puede expresar corfo= dK’ dondeK’ = Z a/x con

=2
X, > 0. Probemos quK’ = f(as, &,...,a). |

Veamos quék’ no puede ser expresado como combinacion lineah o0&, . . ., a;, con coefi-

cientes enteros positivos; supongamos lo contrario, @s dec
n
K'=ay, + Z ay; cony; >0,
i=2

asi dado qu& = dK’, entonces

n
K= da1y1+Z ay; cony; >0,
i=2

n
lo cual es una contradiccién pulés= Z a;x conx > 0.

i=2
Ahora sim > K’, veamos quén se puede expresar como combinacion linealde,, . . ., &,
con coeficientes enteros positivos. Comd > K’d = K, entoncesnd se puede expresar de

la forma

n n
mdzzll aizi:alzl+d-z; az (z >0
1= 1=

n
por lo tantod divide az;, es decirzy =dZ y m= a;z) + Z az.
i=2
Hemos probado qui€’ es el mayor entero positivo que no puede expresarse comdrtamb

cion lineal deay, &, . . ., a, con coeficientes enteros positivos, luego claramente

=) an
K'=1f(a,a,....a) = f(a,—,...,—).
( 1, A2 an) 1 d d
Un resultado inmediato del teorema anterior es el siguiente

Corolario 2.11. Sean a a,, ... ., a, enteros positivos primos relativos,gd@,, ...,a,) = d
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entonces

g(ag,a,...,a,) = d-g(al,%,...,%)+al(d— 1).

Demostraciéon.Por (2.3) tenemos que

dag, a,...,a,) = f(ag,a,...,an)—a1—a—---—a, (2.6)
y aplicando Teorema 2.10

o(ag, a,...,a,) =d- f(al,%,...,%)—al—az—---—an,
usando de nuevo (2.3)
g(al,az,...,an):d-g(al,%,...,%)+d(al+%+---+%)—al—a2—---—an,
finalmente concluimos que
g(al,az,...,an):d-g(al,%,...,%)+a1(d—1). |

Definicion 2.7. Searay, &, . . ., @, enteros positivos primos relativog.yun sistema completo
de residuos médule;, para cada € L tal quel # 0 (m6da,), t; es el menor entero que es

representable pa, a,...,a,yt =1 (mdda,).
La existencia de lot de la definicion se garantiza por el principio del buen orden.

Lema 2.12. Sean a, a,, ... ., a, enteros positivos primos relativos, sets representable por

ai, &, ..., a, entonces,tse puede escribir de la siguiente manera
n
=) ax (% = 0).
i=2

Demostraciéon.Comot, es representable par, ay, . . ., a, entonces existen enteros no nega-
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tivos X, Xo, . . ., X, tales que
n n
t= ) ax=a+ ) ax,
2

i=1 i=

como por definicion, = | (mdda;), entonces
n
ar;xs + Z ax =1 (moéday),
i=2

de donde ]

Z ax =1 (méday).

i=2

n
Hemos encontrado un enteE a)x; mas pequefio qug representable pay, a,...,an y

i=2
gue es congruente cdmoduloa,, para evitar una contradiccién con la escogenciat,del

entonces si consideramrs= 0, tenemos

n

t|:Za,-xi; con x; > 0. O
i=2
Teorema 2.13.Sean @, a,, . . ., @, enteros positivos primos relativos entonces
o(ay, a, ..., a,) = nllfilx t—a. (2.7)

Demostracién.Supongamos que| [néix— a, es representable pay, ay, . . ., a, es decir
€

rrln‘ilxn—al = QXg+ X+ -+ aX,, conx >0,
€

nlnc"itx t— (i + Day QX + +++ + AnXn,
€

gue contradice el hecho de queL mies el mas pequefio de su clase de residuos. Cualquier
€
namero mayor que anéuq — a, es mayor o igual al nUmero mas pequefio en su clase de
€
residuos que es representable pgm,, ..., a,. De ahi que Inzévq — a; es el mayor entero
€

gue no es representable @ara,, ..., a,. O
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Teorema 2.14.Sean @, a,, . . ., @, enteros positivos primos relativos entonces

1 a-1
n(ag, ap, ..., an) = o Z t — 12 . (2.8)
1 leL

Demostracién.De la definicidén dd;, sik = | # 0 (mdéda;) con 0< k < t; entoncek no
es representable pat, a,, . . ., a,. Entonces el nUmero de enteros positivos menores que

. t .
congruentes cohmoduloa; esta dado po o ; asumiendo O< | < a;, entonces tenemos

1

t

a1

t—1
= IT’ luego sumando sobtes L
1

t -1 1 |
2 T am iy

leL leL leL
1 1 (ay—-1)a
_ 1 Zt'__ (a1 — 1)y
ot a; 2

O

Corolario 2.15. Sean @, a,, .. ., &, enteros positivos primos relativos,gd@,, ...,a,) = d

entonces

_ a 3, (m-1)d-1)
n(ag,ay,...,a, =d n(al’d""’d)+ > .

Demostracion.Supongamos qua = d& parai = 2,...,n, seat] el menor entero positivo

congruente cohmaéduloa; y que es representable pmg @, . . ., a,, observemos que
n n
dy=d) ax=) ax (% > 0)
i=2 i=2

es claro quelt’ es el menor entero positivo que es representablepey, . . ., a, y congruen-
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te condl mdduloa;. Por definicion tenemos quil = ty. Ahora usando (2.8)

a;—1
1 1

n(al,az,...,an) = _Z dtll_

&

a-1
2

d[l _alzltl,]_(a1—1)+d(a1—1)_d(a1—1)

a 2 2 2

=1

a;—1
d[i : Z t - (al_l)]+ (a1 -1)d-1)
I=1

a 2 2
_ d-n(al,a’z,...,a;])+@l;;(d_l)
i &% & (@-1d-1)
= d n(al’d""’d)+—2 .

2.3. Metodos para calcular el numero de Frobenius en el

caso n=3

Por ultimo dedicamos esta seccion a estudiar tres métamosyales dan una solucion para
encontrar el nUmero de Frobenius a tres enteros positiieegirelativos dos a dos e in-
dependientes, destacamos el uso de fracciones continitas &n los dos ultimos métodos.

Incluimos algoritmos de dichos métodos en el software MulRAR| apéndice A.

2.3.1. Método de Hofmeister

Aunque no existe una férmula general pg(a, b, c) dondea,b y ¢ son primos relativos,
Hofmeister en [4] da un método para encontrar el nUmero deelfias para el caso= 3,

asumiendo que se tienen tres enteros positivos primos/osatos a dos e independientes.

Seana, by c enteros positivos primos relativos dos a dos e indepereiehts congruencia

bx = ¢ (moda) tiene solucidn Unica ya queey b son primos relativos, es decir, existe un
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entero O< s< atal que

bs=c (moda), (2.9)

sis = 0 entoncex = 0 (mbéda) y si s = 1 entonces es representable pary b, ambos
casos contradicen las condiciones iniciales, luegodl< a. De la congruencia (2.9) existe

un enterd tal quebs= c + ta, esto es

c=bs-ta, (2.10)

de donde deducimos que- O, puesa, by ¢ son independientes. Por otro lado, aplicando el

algoritmo de la division existen enteros positivos Uniges, con 0< r < s, tales que

a=qQqs+r, (2.11)

sir = 0 se contradice el hecho de gaig ¢ son primos relativos, de ahi que<(r < s.

Con el fin de encontrar un sistema minimal de residuos mé&jwonstruiremos el siguiente

diagrama
b 2b (s-1)b
c b+c 2b+c (s-1b+c
2c b+ 2c 2b + 2c (s—1)b+2c
(2.12)
(-1 b+(g-1)c 2b+(g- 1) (s—1)b+(g-1)
qc b+qc 2b+qc ... r=21b+qc

Lasq lineas completas (asumiendo que hay un cero en la esquiaea@upquierda) tienen
cada unas elementos y la linea incompleta tienelementos, de ahi que el diagrama tiene
gs+r = aelementos. Ahora veamos que el diagrama (2.12) constitugéstema completo

de residuos modula.
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Todos los elementos de lgdineas completas son de la fornte+ jccon 0<i < s-1y

0<j<q-1,luego

ib+ jc=ib+ jbs= (i + js)b (moda)

con0<i+ js<gs-1 vy los elementos de la linea incompleta son de la fobmiaqc con

0<i<r-1,dedonde

ib+qgc=ib + sgb= (i + q9b (mbda)

congs<i+Qqs< a-1, podemos concluir que todos los elementos del diagrarhd)(&n
congruentes con uno y solo un entero de la fokinaon 0 < k < a- 1, formando asi un

sistema completo de residuos.

El siguiente teorema nos indica bajo que condicion el dragré2.12) representa el sistema

minimalt;, el cual usaremos para hallar el nUmero de Frobenius, agboalnreorema 2.13.

Teorema 2.16.Sean ab y c enteros positivos primos relativos dos a dos e indepetes, y
sean sq Yy r enteros que satisfacen las ecuacio(®9), (2.10)y (2.11) Si(g+1)c > (s—r)b

entonces

g(a b, c) = max{(s- 1)b+ (g-1)c, (r - )b+ qc} — a.

Demostracién.De la igualdad en (2.10) tenemos que bs entonces no se gana nada ex-
tendiendo el diagrama (2.12) a la derecha, pues si llenambsda incompleta, tenemos
S — r nuevos elementos congruentes médalcon loss — r elementos iniciales de la pri-
mera linea (incluyendo un cero inicial en la esquina supéguierda). Ya que las lineas
aumentan monotonamente hacia la derecha, los nuevos étenmsem claramente mayores
que los correspondientes de la primera linea. Si extendehaiagrama (2.12) debajo de la
linea incompleta, aumentando la linea incompletagp@btenemos una nueva linea cuyos

elementos son congruentes médaloon losr Gltimos elementos de la primera linea. Pero
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los nuevos elementos no son mas pequeiios que los de la plinear,adebido a la condicion
(g+ 1)c = (s—r)b, por lo tanto el diagrama (2.12) representa el sistema mirtjma
El maximo de log, se encuentra en una de las esquinas inferiores derechamgienda

(2.12), es decir,d— 1)b+ (—1)c 6 (r — 1)b+ qc, y asi usando (2.7) tenemos que
g(a.b,c) = maxt - a=max{(s- Db+ (q- 1)c.(r - b+ qct -a O

Teorema 2.17.Sean ab y ¢ enteros positivos primos relativos dos a dos e indepetes, y
sean sq Yy r enteros que satisfacen las ecuacio(®9), (2.10)y (2.11) Si(g+1)c > (s—r)b

entonces
1
n(a, b, c) = n(a, b) - eq(a —S+1).

Demostracién.Sumamos los elementos del diagrama (2.12)

s-1 g-1 r-1
Zh qZ ib+Zisc+Zib+qrc
i—0 i—0 i—0

leL
q(s-1)s, sl@-1)g (-1
> b+ > C+ >
(s—1la-(s=rn)r ga-s+r)
> b+ > C,

b+ qgrc

insertando lo anterior en la formula (2.8) tenemos

1 a-1
n@bc = - > t———
aIeL 2
B }(s—l)a—(s—r)r ga-s+r) _a-1
) a( 2 b+ ———°- =
3 (qs+r—1)b—(a—1)_qt(a—s+r)
- 2 2
ta—s+r
- nat)- HE-D
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A continuacion ilustraremos como hallar el nimero de Fraisefusando el método de Hof-

meister) y el nUmero de enteros positivos que no son refeddes.

Ejemplo 2.7. Veamos que los nimeras= 31,b = 71,c = 209 cumplen la condicién bajo

la cual el diagrama (2.12) representa el sistema minimahdo que

209 = 6-71(mod 3)
209 = 6-71-31-7
31 = 6-5+1,

tenemos=6,t=7,g=5yr = 1, luego la condiciond + 1)c > (s - r)b se satisface pues

6-209> 5- 71, asi el diagrama (2.12) queda de la siguiente forma:

71 142 213 284 355
209 280 351 422 493 564
418 489 560 631 702 773
627 698 769 840 911 982
836 907 978 1049 1120 1191
1045

luego

9(31, 71 209)= max{1191 1045 — 31 = 1191- 31 = 1160

.
n(31 71 209) = n(31, 71) - 35—26 = 1050- 455= 595

2.3.2. Método de Selmery Beyer

El método para calcular el nUmero de Frobenius para tresosmpesitivos primos relativos
dos a dos e independientes, presentado por Selmer y Bey&0epddriamos decir que es

una extension del método de Hofmeister, ya que nos indica c@bemos proceder cuando
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la desigualdad en el Teorema 2.16 no se satisface.

Seana, b y c primos relativos dos a dos e independientes, ademas consideenteros
positivoss, t, qy r (los mismos del método de Hofmeister) tales que satisfasesiguientes

ecuaciones:

bs = c(moda), (2.13)
c = bs-ta (2.14)
a = Qs+, (2.15)

conl<s<a 0<tyO<r < s Eldiagrama (2.12) en el método de Hofmeister, lo podemos

escribir en un nuevo diagrama como un sistema de coorde(agase la siguiente forma

(0,0) (10) (20) = (s-1,0)

(0,1) (11) (21) = (s-1.1)

(0.2) (12) (22) o (s-1,2) (2.16)
09-1) (Lg-1) (29-1) o (s=La-1)

(O’ q) (l’ q) (2’ q) s (r - 1’ q)

el método de Hofmeister garantiza que todos los elementaiatgama (2.12) representan
los residuos médulauna y solo una vez, de esta manera cuanddl{c > (s—r)b podemos
obtener el nimero de Frobenius como lo indica el Teorema 2.16

Ahora, cuandod+1)c > (s—r)b no se satisface, Selmer y Beyer demuestran que el diagrama
(2.16) debe ampliarse para encontrar representantes opdefjoeb x+ cy para algunas clases

de residuos modula. Como en el método de Hofmeister, nada se gana extendiendt- el d
grama (2.16) a la derecha, ya duepuede reemplazarse por un entero positivo congruente

mas pequefia. Y ademas tenemos que en la posicigm),

br + cq= br + bsq= b(gs+r) = ba= 0 (moda),
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en consecuencia, ninguna representacion minimalcy se encontrara en una extension a la
derecha. La Unica extension posible del diagrama (2.16)s@rlo tanto debajo de la linea
incompleta. Para llevar a cabo dicha extension, aplicarhakgyeritmo de la divisién a los

enteros positivosy r, luego existen enteros positivos Unigoy p con 0< p < r tales que

s=mr+p. (2.17)

Por el momento vamos a suponer que- 0. El primer paso de este método es considerar
el diagrama de la siguiente figura, al cual nos referiremcsdetante como aliagrama de

bloques

p An Ao Ay

N

B, 0

B>

B

m
T

la franja horizontal y la franja estrecha debajo de ellaggsgntan los puntos del diagrama
(2.16), y el resto de la franja vertical es la extension. Asfspanjas estan divididas en
bloques de anchqy largor. Estos bloques son congruentes por pares, es decir, losspunto
del bloqueA; son congruentes moédusocon los puntos del bloqug paratodd = 1,...,m.

Esto se puede comprobar facilmente representando todpsimbgs tanto de los bloquég
como de los bloqueB;.

En efecto, dado que los puntos de los blogdiesB; son de la formag—1—(i— 1) -k, j) y

(r—1-k,ig+ 1+ j) respectivamente,condi <m0< j<q-1y0<k<r-1 entonces
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r—-1-Kb+(ig+1+ j)c rb —b-kb+igc+c+ jc (mbéda)

rb —b—kb+igbs+ bs+ jc (moda)

bs—-b-kb+ jc+rb+(i—1rb—- (i — Lrb + igbs (mbda)

bs—b—kb+ jc - (i — 1)rb + (gs+ r)ib (méda)

bs—b— (i - 1)rb — kb+ jc (méda)

(s—1-(i—-1r—-Kb+ jc (mbda).

Como las esquinas inferiores derechas de los blogue$; son los puntos mas grandes de

cada bloque, vamos a considerar y designar las combinacionespondientes por

ai=(s-1-(-1rb+(g-1)c.
Bi=(—-1b+(i+1)gc

(2.18)

Por otro lado, en patrticular la clase residual cero no seesmaien ninguno de los bloques
Bi. Sin embargo, esta clase se encuentra representada dieattasebajo del blogug;,, por

el punto ¢ — p,(m+ 1)g+ 1), ya que

(r—=pb+((m+1)g+ 1)

(r—pb+((m+21)g+ 1)bs(mbda)

rb — pb+ mgbs+ gbs+ bs (moda)

mb(sg+r) (moda)

(b + mba (méda)

0 (mdda).

Los primerog — p puntos de la linea inmediatamente debajdBgeseran por lo tanto con-
gruentes modul@ con los uUltimosr — p puntos en la franja estrecha arriba Be Si los
antiguos puntos representan combinacidmes cy mas grandes que estos Ultimos, no es

necesario extender el diagrama abajdBde La condicion para ello, se da comparando los
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dos puntos representantes de la clase residual cero, esto es

r-pb+((m+21g+1l)c>rb+qc

lo cual se puede reescribir como

C p
— ) 2.1
b g gm+1 (2.19)
Lema 2.18. Con la notacién anterior, sSi
C p
b~ gm+1’
entonces
g(a, b, €) = max{Bo, am, min{as, B1}, ..., Min{am-1, Sm-1}} — & (2.20)

Demostracién.Cuando la condicién (2.19) se satisface, los candidataslpat; son todos

los que se encontraron en el diagrama de bloques. Para detewhmaximo de log, es
claro que solo necesitamos tomar en cuenta las esquinasiatederechas de cada bloque
Ay Bi, que son los enteresg y g; en (2.18). Adicionalmente, debemos considerar el elemento
Bo = (r — )b+ qc, el cual se encuentra mas a la derecha por encima del bRyq®r otra
parte, podemos elimingt, de la lista, ya qug,, = am (Moéda) y ademas,, > an,. Esta

altima afirmacion es consecuencia de (2.17) y (2.19); ertcefeomoE > P

entonces
b gm+1

(gm+ 1) > pb
gmc+c > b(s—mr)
gmc > b(s—-mr)-c
gmc+cq+(r—1b > b(s—mr)-c+cq+(r—1)b
r—-Lb+(mM+1)gc > (s—-1-(m-2Lr)b+(g-1)c

Bm > am.

Parai = 1,...,m- 1, debemos elegir el correspondiefite a; = 8 (méda), comot, es el
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mas pequefio entrg y B;, reemplazando en (2.7) tenemos

d(a b, c) = max{Bo, am, min{ay, B}, . ... Min{@m-1, Bm-1}} — & O

Indudablemente, esta es una férmula explicita para el mideeFrobenius, aunque bastante
tosca. Con el objetivo de hacer un poco mas elegante la fari8elmer y Beyer introducen

una cierta funciomM{xy, X, . . ., Xom} de un nimero par de argumentos, dada por

M{Xl,xz,---,XZm}:Ximl SI Xilsxizs""XiZm

en otras palabras, organizamos los argumentos en ordéentesg seleccionamos el nimero

mas pequefio de la mitad superior. Cuands 1, entoncesVi{xy, Xo} = max{Xxy, Xo}.

Lema 2.19. Con la notacién anterior, sSi

entonces

g(a, b,c) = M{as, a2, ..., am.Bo.f1. - - . fm-1} — &

Demostraciéon.Observamos que

ay>a2> - >am Y Po<Pr<-<Pmu1

Estas desigualdades, implican que la funcion maximo endacé@n (2.20) puede ser reem-
plazada por IaM-funcion de 2n argumentog; y 3.

Ahora, probemos que ki= max{Bo, am, min{ay, B1}, ..., Min{am-1, Bm-1}}, €NtONCES

k = M{Ql, @2, ..., am?BO?Bl’ .. ,ﬁm—l},

esto ocurre gk se encuentra en la posiciém+ 1 con los argumentos ordenados ascendente-

mente, pues IdM-funcion en este caso tienenargumentos. De la definicion deesta debe
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ser alguny; 0 S;.

Sik = aj = min{a;, 8} para algun entoncek = a; < Bi < - < Bm1 YK =aj < aj_1 <
.-+ < ay, por lo tanto hayfh—i) + (i — 1) = m— 1 elementos delante de Veamos que no
existe otro elemento delante BeSupongamos que exisje< i tal quek = «; < §j, para ello

consideramos dos casos:

» Si min{ej,Bj} = aj, comoj < i entoncesy; < aj, lo cual contradice el hecho de que

K = a; es el maximo.

» Si min{e},Bj} = Bj, Bj no puede estar delante Be= «;, pues contradice el hecho de

guek es maximo.

Sik = Bi = min{w;, B} para algun entoncek =8 < aj < --- <1 yYk=8B <Bi;1 <+ <
Bm-1, por lo tanto hay + (m—- 1 —i) = m- 1 elementos delante de Nuevamente veamos
que no existe otro elemento delantekdSupongamos que exisje> i tal quek = §; < aj,

para ello consideramos dos casos:

= Si min{ej,Bj} = Bj, comoj > i entonce; < B, lo cual contradice el hecho de que

k = B; es el maximo.

» Si min{ej,Bj} = aj, j no puede estar delante Be= g;, pues contradice el hecho de

quek es maximo.

Los elementos que se encuentran delantestn exactamenta— 1 y los que se encuentran
por debajo dé& sonm, en otras palabrasse encuentra en la posiciém+ 1 con los elementos

ordenados ascendentemente. De este modo, hemos probamnos qu

M{all’ az,..., am?BO’ﬁl’ oo ,ﬁm—l} = max{ﬁo’ Am, min{al?ﬁl}’ ceey min{am—l’ﬁm—l}}’

y reemplazando en (2.20) tenemos

g(aﬂ b’C) = M{a’l,a’z,---,a’m,,BO,,Bl,---,ﬁm—l}_a- O
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Teorema 2.20.Con la notacion anterior, si

entonces

g(a b,c) = (r - Db+ (q—- L)c+ M{(s— (i + )r)b, (1 + jg)c} — &, (2.21)

coni,j=0,1,...,m-1

Demostracion.Por el Lema 2.19 obtenemos

g(a, b,c) = M{as, a2, ..., am.Bo.f1. - - . fm-1} — &

Sustituyenday; y B; en (2.18)

g(a,b,c) = M{(s- Db+ (q—1)c, ((s-=1)-rb+(q-1),...,
((s-1)—-(m-Lr)b+(q-21c,(r—-1)b+qc,(r—-1)b+2q9c...,(r—1)b+mqgqg - a,

sacando los sumandos comunes deliuncion tenemos

g(ab,c)=(r—1b+(q-1)c+ M{(s=r)b,(s—2r)b,...,(s—mr)b,
c,(g+1)c,...,(m-1)g+ 1)} -a

y asi obtenemos

g(@b,c)=(r-1b+(q-1)c+ M{(s— (i + 1)r)b, (1 + jg)c} - &,

coni,j=0,1,...,m-1 O

A continuacion presentamos una formula para hallar el ndeenteros positivos no repre-

sentables, dada por Selmer y Beyer.
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Teorema 2.21.Con la notaciéon anterior, Si

c__p
gm+1
entonces
n@ab.o = 21, -Db+@-1 (s—(1+Dr)(s—gb+ 1+ (1+ e +ig)rc,

2 2 2a
(2.22)

dondetlesunenterotalqu@ <1 <m-1

Demostracién.Primero debemos determinar el sistema completo de residummal t; en
el diagrama de bloques. Esthse encuentran en el bloque de tamafiol encima deB,,
en el blogue de tamafiox g que esta en la parte superior izquierda, y emiddoques A
o0 Bj) de tamafiag x g. La eleccion de losn bloques de tamafiox q depende del valor de la

M-funcion en (2.21). Esta funcion determina un enterp.D< m-— 1, tal que

M = (s— (1 + 1)r)b seleccionaa,,; de A1,

M = (1 + Aqg)c seleccionaB, de B;.

En ambos casos, es claro que los residuos minimales restiaddberan ser escogidos de los
bloques
Bl, BZ’ ey B/l’ A/l+la A/l+23 ey Am

(el conjunto de lod; es vacié sil = 0). Teniendo asi determinado el sistema de;les el

diagrama de bloques.
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Ahora, si realizamos la suma de kpsenemos

r-1 p
D= Y (b+gg+ ) (s-mr—ib+(g-1))
i=0 i=1

leL

(5= 1—(k—1)r —i)b+ jc),

A -1 r-1

+§; (r-1-i)o+ (kg+ 1+ j)o)
k=1 j=0 i=0
Zm: g-1 r-1

como
r-1
b+ qc = (r—1)rb + 2rqc
i=0 2
Zp:(s—mr—i)b+(Q—1)c - &s-2mr-p- Dpb+ 29~ 1pc
. 2 ’
=1
i -1 r-1 (- 1-i)b+(kqe 1+ i) = ((r =1)b+ (2g+ 29+ 1)c)qra
k=1 j=0 i=0 ?
m 091 r-1
_ ((2s-mr-1)b+(q- L))mar
2; _ (s—1-(k-1)y-ib+jc = 2

_((25— 1-anb+(q- 1)c)Aqr
> ;

entonces

Z f = ((r=1b+(g-1)c)a N (s—(A+Dr)(s—angb+ (1 + (1 +1)g)(1+ Ag)rc
2 2 )

leL

Finalmente reemplazando la suma detj@n la ecuacion (2.8) obtenemos

a-1 (r—-1b+(q-21c (s—(A+2Dr)(s=angb+ 1+ (1+21)g)(1+ Aqg)rc
> " 2 " 2a '

n(ab,c)=-

O

Hasta aqui, asumiremos qpe> 0 en (2.17). Coma y c son primos relativos, se tiene que

p = 0siysolo sir = 1. En este caso, todos los bloques del diagrama de bloques techo
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1,y el residuo O en la parte superiorAlg aparecera de nuevo en la parte superidBgeor

lo que el diagrama termina &,_.

Selmer y Beyer dan una extension del diagrama de bloquesdoi{a.19) no se satisface. El
diagrama se debe extender debajdglelos nuevos bloques seran mas angostos y dependen
del algoritmo de la fraccidn continua para la razdns.

Los dos primeros pasos de este algoritmo ya estan realipad@2.15) y (2.17), los cuales

reescribimos como

a=0gsS+r=qpS+rp, 0O<rog<s

S=mr+p=Qifo+r;,, O<ri<ro.
El paso general esta dado por

Mn = Ons2lnet + sz, 0 <Tppo < Fpga.

Comoay c son primos relativos entoncay sson primos relativos, el tltimo residuo distinto
de 0 es 1, por lo tanto la siguiente division termina el atgooi A partir de los cocientes

Jo, 01, O, - - . , formamos los convergentes de manera usual por

Q 17 Q@ @ @ Q 0o + 1

Po_% Pi_Gm+1 P (QG+1)d+q

Comop=riygm+r = (oQ; + o = P1, entonces con la nueva notacion la condicion (2.19)
se puede escribir como
C r

5 B (2.23)

Esta es la condicion que nos indicara si se debe o0 no extelndiageama de bloques.

Las esquinas son completamente descritas por las cooatedadbos ceros, los dos primeros
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estan incluidos en el diagrama de bloques y se reescriben:com

(r,a) = (ro. Po),

(r=p,(m+1)g+1)=(ro—ras, do + (Gao + 1)) = (ro — r1, Po + Py).

C T . : , L -
Si b < 51 el diagrama permite una extensién y el proximo cero se emcuen la posicion
1

(ro — 2ry, Po + 2P;), comparando los cerosy(— rq, Pg + P1) Yy (ro — 2r1, Pg + 2P;) tenemos

que

(ro—2r)b+ (Po+2Py)c > (ro—-ryb+ (Po+ Py)c,
P.c > rlb,

C r .

> ;
b P:
lo cual es una contradiccion, luego se debe seguir extetaliehdiagrama. Los proximos

Ceros se encuentran en
(ro — kr1, Po + kPy), k=12 ...,00-1
Cuanddk = qp,
(fo = Qaf1, Po + 02P1) = (2, Pa2),
y el proximo cero esta emy— r3, P, + P3), ahora comparando4, Py) y (r> — r3, P + P3)

(r2 — r3)b + (P2 + P3)C > r2b + P2C,

P3C > r3b,
C s,

b = Py
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asi que la nueva condicion para detener la extension dekbaieges

rs C Iy
— < < —.
P; b P;

T c . . . -
Si 53 > b’ el diagrama debe seguirse extendiendo y los proOximos ceresczientran en
3
(r2—kr3,P2+kP3), k:1,2,...,Q4—1.
Cuanddk = qg,

(r2 — Qars, P2 + Q4P3) = (r4, Pa).

El proceso termina cuando encontramoswunl tal que se cumple la siguiente condicion

Mon+1 < C < Mon-1
I:)2n+1 b I:)Zn—l

De esta manera, el siguiente teorema es una extension adehia@.20.

Teorema 2.22.Con la notacion anterior, sean 1 el entero determinado por

Mon+1 c Mon-1
< - < ,
I:)2n+1 b I:)Zn—l

entonces
g(ae b, C) = (r2n - l)b + (P2n - 1)C + M{(an—l - (l + 1)r2n)b, (P2n—1 + jPZn)C} —-a, (2-24)

coni,j=0,1,...,0m1— 1L

También se puede extender la formula (2.22) M.duncion de (2.24) determina un entero

0< A< gy —1talque

M= (ran-1—(A+ 1)rz)b 6 M = (Pan-1 + AP2)C;
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en cualquiera de los dos casos la aplicacion de (2.8) da lgesig formula para calcular

n(a, b, c), que es una extension de (2.22).
Teorema 2.23.Con la notacion anterior, sea n 1 el entero determinado por

Mon+1 C Mon-1
< <

I32n+1 b I::'Zn—l ’

entonces
n(@a.b.c) = ca=1 (= 1)b+ (P —1)c  (Fana = (A+ 1)ran)(Fana = Aran)Ponb
2 2 2a
o (Panct + (A + 1)Pan) (Pans + APan)ranC
2a ’

dondet es un enterotalqué < 1 < Qo1 — L.

Ejemplo 2.8. Paraa = 31,b = 71 yc = 250 tenemos

alb| c |s|qg|rim

31| 71|250|14|2|3| 4

Ahora veamos que pasa con la condicign+(1)c > (s — 1)b, reemplazando los valores

correspondientes obtenemos

3:250 > 13-71
750 ¥ 923

Como la condicién anterior no se cumple, entonces consbaligh diagrama de bloques y

revisamos la segunda condiciogn{+ 1)c > pb. Como esta se satisface, pues

250-9 > 2.71
2250 > 142

el diagrama de bloques no debe extenderse, y queda coondirild siguiente manera
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0 71 | 142213 284} 355426 497| 568 639 710 781 852 923
250 321| 392 463 534 605676 747 818 889 960 1031 1102 1173
500 571 642
750 821 892
1000 1071 1142
1250 1321 1397
1500 1571 16472
1750 1821 1897
2000 2071 2147
2250 2321 23972
2500 2571 2642
2750

Para verificar que los elementos del bloduson congruentes médulo 31 con los elementos
del bloqueB; para toda = 1,2, 3,4, construimos el mismo diagrama anterior pero con los

elementos modulo 31.

09 |18275|14231|101928| 61524
211|20297|16253| 122130| 817 26
4 13 22
6 15 24
8 17 26
101928
12 21 30
14 23 1
16 25 3
18 27 5
20 29 7
22
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Reemplazando en (2.21) tenemos

9(3L, 71 250)= 2- 71+ 1- 250+ M{(14— (i +1)-3)- 7L (1 + 2- j) - 250 - 31,

coni, j=0,1,2,3,luego

0(31, 71, 250)= 142+ 250+ M{781, 250 568 750,355 1250 142 1750 — 31

ordenando los elementos deNafuncién de forma ascendente

0(31, 71, 250)= 142+ 250+ M{142 250 355 568 750, 781,1250 1750 — 31

ya que laM-funcion en este caso tiene 2 argumentos, obtenemos

0(31 71, 250)= 142+ 250+ 750- 31 = 1111

2.3.3. Meétodo de Rddseth

Seana, b y ¢ enteros positivos primos relativos dos a dos e indeperesiepara los cuales

existe un unico & s, < atal que

bs =c (méda), con O< < a (2.25)

Si 55 = 0 entonces es un multiploa, lo cual contradice el hecho de qaeg/ ¢ son primos
relativos. Rodseth en [8] usa otra expansion de fracciooesnuias de : s o que resulta

en formulas parg(a, b, c) y n(a, b, ¢), incluso mas simple que la de Selmer y Beyer [10].
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Ahora usaremos el algoritmo de Euclides de la siguientedorm

a = s; = 1S — S1, 0<s <%
S = S — S, 0<s<s;
= — S35, 0<s3<s;
S1 . S-S S < (2.26)
Sn2 = OmSm-1— Sm 0 < spn < Spa;
Sn-1 = Om+1Sm— Smets 0= Sn1 < Sm

También definimos los enter®s que son los numeradores de los convergentes, con las con-

diciones inicialed®_; = 0y Py = 1, para asi poder definir la siguiente férmula de recurrencia
Pii1 = Gi;1Pi — P, parai=0,1,...,m. (2.27)

Ya queq; > 2 (porgue se esta trabajando con residuos negativos) segtinla sucesion de
los P; es crecienteR; < P;,,), para ello usamos el principio de induccion matematicaesob
i; en efecto:

Paso inicial Verifiquemos que es cierto para 0
Po=1<2<q=P;.
Paso inductivoSupongamos cierto para k
P« < Pis1,
probaremos que es cierto parak + 1,

Pii2 = Pier = Qke2Pir1 — P — Pre1 = Oka2Pror — (Pic + Pirr)
I:)k+2 - I:)k+1 > qk+2Pk+1 - 2|3k+1 = I3k+1(qk+2 - 2) = 0.

Luego hemos probado qi® < P;,; paratodd =0,1,...,m.

o ) S ., .
Escribimos convencmnalmengai = oo, de esta forma obtenemos una sucesion decreciente
-1
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de los cociente%
i

comoP,; > Py 0 < s,; < s facilmente comprobamos que esta suce%éﬁ < % es

i+1 i

decreciente.

Luego existe un unico entexocon—-1 < v < m, que satisface

(2.28)

Esto nos va a permitir obtener las formulas pgab, €) y n(a, b, ¢) que se presentan en los

dos resultados siguientes

Teorema 2.24.Sean ab y c enteros positivos, donde a 'y b son primos relativos heet®
g(@b,c) = b(s, - 1) + c(Pys1 — 1) — min{bs,,1,cR} — &, (2.29)

donde v es el Unico entero determinado (228)

., . 1 .
Demostracion.Consideremo®, = a(bs —cP), parai = -1,0,...,m+ 1. Entonces por
(2.26)y (2.27)

1 1
Ry = a (bs.1 —CcPy1) = a [b(Gi1S = S-1) — C(0+1Pi — Pi-1)]

1 1
= Gug (bs —cPk) - a (bs-1 —cP_1) = gaR - Ry,
asi encontramos qu® satisface la recurrencia lineal

Ri1=0uR —-R_;, parai=0,1,...,m (2.30)
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con las condiciones iniciales
1
Ri=b R, = a(bso -0 (2.31)

luego por (2.25R ; y Ry son enteros, de igual forma la ecuacion (2.30) muestra glosto
los R son enteros. Por otra parte, ya qe- Pi,; <0< 5 - S,1, Ry1 < R y usando (2.28)

encontramos quB,;; < 0 < R,, de esta forma tenemos

Rui<Rn<-- <Ry <0<R <--- <R, (2.32)

Ahora consideramds = t,(a, b, ¢). Dadol, existe una pareja de enteros no negatiypa (al

quet, = by+ cz Sea y, z) una pareja tal que es minimo. Por (2.30)
t —aR, = (byi +cz) - (bs, - cR,) = b(yi — s) + c(z + P).

ComoR, es un entero positivo, de la definiciongleenemos qué — aR, no es representable
pora, byc,esdeciy,—s, <0,y < S,

Del mismo modo,

t+ aR\/+1 = b(yl + S\/+1) + C(Zl - Pv+1),

siR,1 < 0, entonceg, < Py,1. En el otro casoRR,,; = 0, tenemog, < P,,1, por la minimali-

dad dez. Sumando las anteriores igualdades

ti —a(R — R1) = b(yi — sy + Sis1) + ¢(z + Py — Pyya),

nuevamente por definicion dg t, — a(R, — R,;1) no es representable par b y c, asi

Yi-Ss+S4s1<00z+P,—-Py,1 <0,deahique; <s,—S,107 <Py - P,
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Asi (yi,z) € AU B, dondeA y B son conjuntos disjuntos de parejas de enteros dado por

A

{(/,210<y < s —841,0<2< Py},

(Y, 8- 811 <Y<8,0<Z< Py — P}

El nUmero de elementos énu B esta dado por

| AUB |:| A| + | B |: (Sv - S\/+1)F)v+l + Sv+1(|:)v+l - Pv) = S\/F)v+1 - vav+1,

ya que

sP,1—-suPi=a parai=-1,...,m. (2.33)

En efecto, para verificar (2.33) usaremos el principio dedsthn matematica sobre

Paso inicial Verifiquemos que es cierto para —1

S 1Pp—sP.1=a
Paso inductivoSupongamos cierto para k

SPri1 — S1Pv = &,
probaremos que es cierto para= k + 1, por (2.26) y (2.27)S:2 = G2S:1— S Y
Pi.2 = Gi.2Piz1 — P; de ahi que

Sk+1Prr2 = Ser2Piet = St (Oke2Pies = Pi) = Prea (0281 — S0
Scr1Pre2 — Si2Piis = SPri1 — SaiP=a

Lo cual demuestra (2.33).
De esta forma usando (2.3B)A U B |= a, de modo que para un sisterhacompleto de

residuos modula.

{t|leL}={by+cz|(y,2 € AUB},
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de donde

maxt = max {by+ cz,
leL (y,2 e AUB

y como

max {by+cz = b(s, — S;1 — 1) + ¢(Pyy1 — 1)
(y,2€A

max {by+cz = b(s,— 1) + ¢(Py,1 — P, — 1)
(y,9eB

Entonces usando (2.7), tenemos

maxt —a
leL

= max {by+cz -a
(y,z)eAUB{ y }

= méx{b(s, - 1) + C(Pv+1 - 1) - bSV+1, b(S\/ - 1) + C(F:'v+1 - 1) -ch}-a

g(a, b, c)

= b(sv - 1) + C(F:'v+1 - 1) + max{-bs,1,-CcP} - a

= b(s,—1)+c(Py1 — 1) - min{bs,i,cR} - a

Teorema 2.25.Con la notacion del Teorema 2.24, tenemos
1 1
n(a b, c) = > {1 —a+b(s,—ss1—1)+c(Py1—-1)+ a(Pv+1 - Py)(bs, - cPv)sv+1}(2-34)

Demostraciéon.Observamos que

>

Z (by+c2) + Z (by+c2)

leL (y,2eA (y,2eB
S—Sui1—1 Py1-1 s—-1 Pyi1-Py-1
= Z Z (by+c2 + Z Z (by + c2),
y=0 z=0 Y=S/—Svs1 z=0
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donde

S—Si+1—1 Pya-1 S—S+1—1 (Pya1-1 Pyr1-1
Z (by+c2) = [Z by + Z cz]
y=0  z=0 y=0 z=0 z=0
S—Sur1—1
c(Py1 — 1Py,
= Z (Pv+1(by)+ ( v 2 ) - l)
y=0
— va+1(S\/ = Sp1 — 1)(5\/ - Sv+1) + C(S\/ - S\/+1)(F:'v+1 - 1)Pv+1
2 2
y
s—1 Py+1-Py-1 s—1
¢(Py1 — Py = 1)(Pyyy — P
>y byred = 3 (u-pobys LPrazPo BRI
Y=Sy—Su+1 z=0 Y=S,—Sv+1
- 1 - — Sv+l T 1  Sv+
— b(Py, - PV)((SV )s, — (s ;v 11— D - s 1))
C(Pv+1 - I:)v - 1)(Pv+1 - I:)v)sv+1
+ )
2
luego

1
Z tI = E{(S\/Pwl - S\/+1PV)(b(SV — Su1— 1) + C(Pv+l - 1)) + S\/+1(F)v+l - PV)(bSI - CPV)};

leL
usando (2.33) tenemos
1
Dot = S1al(s — S = 1)+ o(Pus — 1)) + Sua(Pus ~ P)(bs, — cP))
leL

y reemplazando en (2.8)

-1
{a(b(S, — St — 1)+ C(Puss — 1)) + Sus(Puss — Py)(bS, — CP)} — aT

n(a, b, c)

NP
NI =

1
{1 —a+ b(S\, = Si1— 1) + C(F)v+1 - 1) + a(Pv+1 - Pv)(bS/ - CPV)S\/+1}

O

Ejemplo 2.9. Seana = 137, b = 251 yc = 256. Por la congruencia (2.25) tenemos que
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S = 108 y por el algoritmo (2.26)

137 = 2-108-79, P, =2;
108 = 2.-79-50, P,=3;
79 = 2.50-21 Py=4;
50 = 3.21-13 P, =09;
21 = 2.13-5  Py=14;
13 = 3.5-2  Pg=233;
5 = 3.2-1, P;=85
2 = 2.1 Pg=137;

encontramos que
s 5 256 13 s

P 14 2519 Py
por el Teorema 2.24
0(137,251, 256)= —137+ 251- 12+ 256- 13— min{251- 5,256- 9} = 4948

y por el Teorema 2.25

1 1
n(137 251 256)= 5 1-137+251-7+256-13+5-5- E?(ZSI- 13- 256-9)| = 2562
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Capitulo 3

Conclusiones

Todos los objetivos propuestos en el trabajo de grado,dwearhos a cabo en el Capitulo 2 de

la siguiente manera:

= En la seccidn 2.1, presentamos demostraciones minuciesas desultados del pro-

blema de Frobenius en el case- 2.

= Enla seccidn 2.3, estudiamos el problema de Frobenius peaa@n = 3, analizando

los métodos de Hofmeister, Selmer y Beyer y por ultimo el déseth.

= En las subsecciones 2.3.2 y 2.3.3, observamos el papel gamgefiaron las fraccio-

nes continuas en el desarrollo de los métodos de Selmer y Beyele Rodseth.

= Enlaseccidn 2.2, Resaltamos la importancia del TeorenBay2el Teorema 2.14 para

calcularg(a, b, ) y n(a, b, c).

= Implementamos algoritmos en el software MuPAD para catallaumero de Frobe-
nius en el casa = 3, por medio de los métodos presentados por Hofmeister,g8gim

Beyer, Rddseth.
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Apéndice A

Algoritmos

Después de haber estudiado los métodos de Hofmeister, [SeBeger y el de Rodseth para
hallar el nimero de Frobenius en el cass 3, es natural pensar en programar dichos méto-
dos, ya que ello nos ahorra tiempo a la hora de dar ejemploveridiear lo que afirmamos
en teoria. Los algoritmos son faciles de entender con urubgagle programacion muy ba-
sico e implementados en el software MuPAD, pues tiene heézrdas de teoria de nUmeros

gue nos facilitaron los calculos.

Algoritmo rep
Determinar snumes representable parby c.
Entrada: num a, by c enteros positivos.

Salida: Cierto sinumes representable parby c, Falso en el caso contrario.

rep:=proc(num,a,b,c)
local i,j,k,cont,x,y,z;
begin

if a>1 and b>1 and c>1 and gcd(a,b,c)=1 then
X:=num div a;

y:=num div b;

z:=num div c;

cont:=0;

for i from ® to x do
for j from 0 to y do
for k from ® to z do
m:=i*a+j*b+k*c;

if m=num then

print([i,j,k]);
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cont:=cont+1;
end_if;
end_for;
end_for;
end_for;

if cont=0 then
print("Falso")
else
print("Cierto")
end_if;

else
print("Cambie los numeros")
end_if;

end_proc;

Algoritmo ind
Determinar shumes representable pary b.
Entrada: numay b enteros positivos.

Salida: Devuelve 1 snumes representable party b, 0 en el caso contrario.

ind:=proc(num,a,b)
local i,j,cont,r,x,y;
begin

X:=num div a;

y:=num div b;

r:=0;

cont:=0;

for i from ® to x do
for j from ® to y do

m:=1i*a+j*b;
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if m=num then
r:=r+l;
end_if;
end_for;
end_for;

if r>0 then
cont:=1;
end_if;

end_proc;

Algoritmo Hofmeister

Determinar el nimero de Frobeniuy para tres enteros positivasb y ¢ primos relativos
dos a dos e independientes, usando el método de Hofmeister.

Entrada: a, by c enteros positivos.

Salida: Devuelveg.

Hofmeister:=proc(a,b,c)

local x,y,z,w,s,t,q,r,g,n;

begin
y:=ind(a,b,c);
z:=ind(b,a,c);

w:=ind(c,a,b);

if y=1 or z=1 or w=1 then

print("no son independientes'")

else

if gcd(a,b)>1 or gcd(b,c)>1 or gcd(a,c)>1 then
print("no son primos relativos'")

else

x:=numlib::lincongruence(b,c,a);

s:=x[1];
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t:=(s*b-c)/a;

g:=a div s;

r:=a mod s;

if (g+1)*c<(s-r)*b then

print("los numeros no cumplen la condicién")
else

g:=max((s-1)*b+(g-1)*c, (r-1)*b+g*c)-a;
end_if;

end_if;

end_if;

end_proc;

Algoritmo Selmer

Determinar el nimero de Frobeniug para tres enteros positivasb y ¢ primos relativos
dos a dos e independientes, usando el método de Selmer y Beyer

Entrada: a, by c enteros positivos.

Salida: Devuelveg.

Selmer:=proc(a,b,c)

local x,y,z,w,q®8,r0,91,r1,92,r2,93,r3,num,P0,P1,P2,P3,9,n;
begin

y:=ind(a,b,c);

z:=ind(b,a,c);

w:=ind(c,a,b);

if y=1 or z=1 or w=1 then

print("no son independientes'")

else

if gcd(a,b)>1 or gcd(b,c)>1 or gcd(a,c)>1 then
print('no son primos relativos')

else
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x:=numlib::lincongruence(b,c,a);
s:=x[1];

g0:=a div s;

r0:=a mod s;

if (g0+1)*c>=(s-r®)*b then
Hofmeister(a,b,c);

end_if;

P0:=q0;

gl:=s div ro0;

rl:=s mod r0®;

P1:=9g0*ql+1;
num:=float(c/a);

q3:=ql1;

P:=1;

r:=s;

r2:=r0;

P2:=P0;

while float(rl/P1)>num do
g2:=r0 div ri;

r2:=r0® mod ril;

g3:=rl1 div r2;

r3:=rl mod r2;
P2:=P1*q2+P0;
P3:=P2*q3+P1;

P:

P1;
r:=rl;
q0:=qg2;
r0:=r2;
ql:=q3;
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rl:=r3;

PO:=P2;

P1:=P3;

end_while;

A:=[];

for i from ® to g3-1 do

A:=[op(A), (r-(i+D)*r2)*b, (P+i*P2)*c];
g:=—-a+(r2-1)*b+(PO-1) *c+op(sort(A) ,nops(A)/2+1);
end_for;

end_if;

end_if;

end_proc;

Algoritmo ADiv
Algoritmo de la division con residuos negativos.
Entrada: a, b enteros positivos.

Salida:DevuelveM.

ADiv:=proc(a,b)

local M;

begin

if (a mod b)=0

then M:=[(a div b),(a mod b)];

else M:=[(a div b)+1,-((a mod b)-b)];
end_if

end_proc;

Algoritmo Rodseth
Determinar el niumero de Frobeniuy para tres enteros positivasb y ¢ primos relativos

dos a dos e independientes, usando el método de Rédseth.
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Entrada: a, by c enteros positivos.

Salida: Devuelveg.

Rodseth:=proc(a,b,c)

local x,y,z,w,S,P,Q,D,R,qg,n;

begin

y:=ind(a,b,c);

z:=ind(b,a,c);

w:=ind(c,a,b);

if y=1 or z=1 or w=1 then

print("no son independientes'")

else

if gcd(a,b)>1 or gcd(b,c)>1 or gcd(a,c)>1 then
print('no son primos relativos")

else

x:=numlib::lincongruence(b,c,a); /*calcula x=s_0%/

D:=ADiv(a,x[1]);

S[1]:=a;
S[2]:=x[1];
Q[1]:=0;

Q[2]:=0;
Q[3]1:=D[1];
P[1]:=0;

P[2]:=1;

R[1]:=b;
R[2]:=(b*x[1]-c)/a;
i:=1;

while D[2]<>0 do
D:=ADiv(S[i],S[i+1]);
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S[i+2]:=D[2];

Q[i+2]:=D[1];
P[i+2]:=Q[i+2]*P[i+1]-P[i];
R[i+2]:=Q[i+2]*R[i+1]-R[i];
i:=i+1;

end_while;

k:=1;

while (R[k]>0) do

k:=k+1;

end_while;

v:=k-1;
g:=—-a+b*(S[v]-D+c*(P[v+1]-1)-min(b*S[v+1],c*P[v]);
end_if;

end_if;

end_proc;
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