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Glosario
Circulo: Segun Clemens, Clemens, O Daffer, Cooney (1998) definen circulo como el conjunto
de todos los puntos de un plano que estan a una distancia fija de un punto dado del plano. Segun
C, Lehmann (1980) una circunferencia es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un
plano de tal manera que se conserva siempre a una distancia constante de un punto fijo de ese
plano.
Distancia: Clemens, et al., (1998) La distancia entre un punto y una recta es la longitud del
segmento trazado desde el punto perpendicular a la recta. Segin C, Lehmann (1980) La distancia

d entre dos puntos Py (*1, Y1) y P2(¥2,Y2) donde:

d= \/(x1 —x2)% + (1 — y2)2.

Teoria APOE: La teoria APOE acronimo de Accidn, Proceso, Objeto, Esquema, se sustenta en la
teoriaconstructivista de Piaget (Dubinsky, 1984); principalmente en el concepto de Abstraccion
reflexiva. Esta teoria fue planteada en principio por Ed Dubinsky y miembros de Research under
graduate Mathematics Education Comuninity (RUMEC, por sus siglas en inglés). La descripcion
de las estructuras y mecanismos mentales es el fundamento sobre el cual se desarrolla la teoria
APOE. Las estructuras y los mecanismos son pensados en términosde la Abstraccion reflexiva
desarrollado por Piaget.

Medida: Segun Clemens, et al., (1998) A cada par de puntos corresponde un ndmero positivo
Unico denominado distancia entre los puntos. Los puntos de una recta pueden hacerse coincidir
biunivocamente con los numeros reales de modo que la distancia entre dos puntos cualquiera sea

el valor absoluto de la diferencia entre sus nimeros asociados.
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Resumen
Titulo: EI concepto de circulo y la nocién de distancia en la geometria Euclidiana y la geometria
del Taxista: Un andlisis desde la Teoria APOE.
Autor: Juan David Serrano Duarte.

Palabras Clave: APOE, distancia, circulo, métrica.

Descripcion:

Este proyecto busca analizar la comprension que pueden desarrollar del concepto de circulo
estudiantes de Licenciatura en Matematicas de una universidad publica de Colombia. En
particular, cuando exploran la construccion de dicho concepto en la geometria Euclidiana y en la
geometria del Taxista fundamentados en el concepto de distancia. Para esto se formula el disefio
y desarrollo de la primera y tercera componente del Ciclo de Investigacion de la Teoria APOE
realizando una descomposicion genética hipotética e implementando un taller y entrevista con las
cuales se busca conocer las estructuras desarrolladas por parte de los estudiantes sobre los
conceptos de distancia y circulo. Este trabajo se centra en el concepto de circulo como elemento
importante de la geometria Euclidiana, se busca analizar la comprension que desarrollan
estudiantes de Gltimo semestre sobre este objeto matematico, al abordarlo desde dos geometrias.
Por tanto, se busca dar respuesta a las siguientes cuestiones: ;Qué estructuras y mecanismos
mentales construyen estudiantes de Licenciatura en Matematicas sobre el concepto de circulo al
estudiarlo desde la geometria Euclidiana y la geometria del Taxista? Por tanto, en este trabajo se
aborda el siguiente objetivo: Analizar las estructuras y mecanismos mentales que construyen
estudiantes de licenciatura en matematicas sobre el concepto de circulo en la geometria del
taxista.

* Trabajo de grado

“ Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Licenciatura en Matematicas. Director: Solange
Roa Fuentes. Doctora en Ciencias en la Especialidad de Matematica Educativa. Codirector: Astrid
Carolina Archila Prada. Magister en Educacion Matematica.
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Abstract
Title: The concept of circle and the notion of distance in Euclidean geometry and Taxicab
geometry: An analysis from APOS Theory.
Author: Juan David Serrano Duarte.

Key Words: APOS, distance, circle, metric.

Description:

This project seeks to analyze the understanding that students studying a degree in Mathematics at
a public university in Colombia can develop of the concept of a circle. In particular, when they
explore the construction of said concept in Euclidean geometry and in the geometry of the Taxicab
based on the concept of distance. For this, the design and development of the first and third
components of the APOS Theory Research Cycle is formulated, carrying out a hypothetical genetic
decomposition and implementing a workshop and interview with which we seek to know the
structures developed by the students on the concepts of distance and circle. This work focuses on
the concept of a circle as an important element of Euclidean geometry; it seeks to analyze the
understanding that final semester students develop about this mathematical object, by approaching
it from two geometries. Therefore, we seek to answer the following questions: What mental
structures and mechanisms do Bachelor of Mathematics students build on the concept of a circle
when studying it from Euclidean geometry and Taxicab geometry? Therefore, this work addresses
the following objective: Analyze the mental structures and mechanisms that undergraduate
mathematics students build on the concept of circle in Taxicab geometry.

* Degree Work

“ Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Licenciatura en Matematicas. Director: Solange
Roa Fuentes. Doctora en Ciencias en la Especialidad de Matematica Educativa. Codirector: Astrid
Carolina Archila Prada. Magister en Educacion Matematica.
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Introduccion

Las investigaciones respecto al aprendizaje de las matematicas, en particular relacionadas
con la geometria, presentan herramientas que ayudan a potenciar el pensamiento espacial y los
sistemas geométricos en estudiantes de diferentes niveles educativos. En particular, el Ministerio
de Educacién Nacional (Ministerio de Educacion Nacional [MEN], 1998) define el pensamiento
espacial como “el conjunto de los procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y se
manipulan las representaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus
transformaciones, y sus diversas traducciones a representaciones materiales” (p. 56). En este orden
de ideas, el pensamiento espacial no puede potenciarse si los profesores en formacién no han
construido de manera adecuada las estructuras mentales y los conceptos que hacen parte de este
pensamiento matematico. Como sefialan Kemp y Vidakovik (2022), “muchos docentes en
formacion y en préactica docente enfrentan obstaculos para comprender las definiciones
matematicas”. Estos autores apoyan esta afirmacion en diversas investigaciones asociadas a la
formacion de profesores (Chesler, 2012; Moore-Russo, 2008; Leikin y Winicki-Landman, 2001;
Zazkis y Leikin, 2008).

La geometria del Taxista o Taxicab “es una de esas geometrias que se adapta mas fielmente
a ciertas situaciones de la vida cotidiana, como seria el ambito urbano” (Cortada, 2022, p. 2).
Diversos estudios muestran que el estudio de los objetos en la geometria Taxicab, asi como el
estudio de otras geometrias no euclidianas, puede ayudar a los estudiantes a comprender mejor los
conceptos de la geometria Euclidiana (Dreiling, 2012; Hollebrands et al., 2010; Jenkins, 1968,

como se cita en Kemp y Vidakovic, 2022, p. 568).
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Bajo este contexto este proyecto busca analizar la comprension que pueden desarrollar
del concepto de circulo estudiantes de Licenciatura en Matematicas de una universidad publica
de Colombia. En particular, cuando exploran la construccién de dicho concepto en la Geometria
Euclidiana y en la Geometria del Taxista fundamentados en el concepto de distancia. Para esto
se formula el disefio y desarrollo de la primera y tercera componente del Ciclo de Investigacion
de la Teoria APOE con base en la descomposicién genética presentada por Kemp y Vidakovic

(2022).

1. Antecedentes

La tesis doctoral de Kemp (2018) es la investigacion que da inicio a la problematica
desarrollada en Kemp y Vidakovic (2022). Kemp define tres dimensiones de la geometria:
definiciones, representaciones de estas definiciones y, sus propiedades. También presenta la
geometria del Taxista y como esta contribuye a la comprension de los conceptos geométricospor
parte de los estudiantes. La poblacion que hace parte de dicha investigacion sonestudiantes de
pregrado y posgrado de un curso de geometria Euclidiana. En el curso se trabaja de forma bastante
amplia sobre algunos conceptos geométricos como: distancia, punto medio, circulo y bisectriz
perpendicular. A partir de esto se realiza una descomposicion genética de cada concepto, que
incluye la descripcion de un Esquema Inter,Intra y Trans de cada definicion desde la Geometria

del Taxista como de la Geometria Euclidiana.

El articulo realizado por Kemp y Vidakovic (2022), presenta un estudio en el que

participan siete estudiantes de pregrado y once estudiantes de posgrado, la mayoria profesores de
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matematicas. Como se menciond anteriormente la finalidad de este estudio esconocer las
percepciones y la comprension de los estudiantes sobre la definicion de circulo,qué conexiones
realizan para profundizar su comprension de esta definicién y el tipo de representaciones,
algebraicas y geométricas, que son posibles de usar en la geometria Euclidiana y la geometria del
Taxista. La situacion problemaética del articulo es la dificultad que tienen los profesores en
formacion para comprender las definiciones en matematicas, porende, los autores mencionan que
el uso de otras geometrias no Euclidianas como la Geometria del Taxista puede ayudar a los

estudiantes a comprender de mejor manera conceptos de Geometria Euclidiana.

Otro documento de gran importancia es el de Bonilla, Parraguez y Solanilla (2013)
Ilamado Al fin de cuentas ¢qué es una recta en la geometria del Taxista? en donde se presentan
definiciones de rectas teniendo la restriccion métrica de la geometria del Taxista, de este trabajo
se fundamentan algunas definiciones utilizadas a lo largo del documento, también en este
documento habla sobre la ensefianza y aprendizaje de conceptos matematicos, donde se divide el
aprendizaje en tres modos de pensar. El sintético-geométrico donde los objetos matematicos son
presentados mediante una representacion geométrica; analitico-aritmético donde los objetos
matematicos son presentados a través de relaciones numéricas; y analitico-estructural en donde
se recurre mas bien a las propiedades de los objetos matematicos o a su caracterizacion a través

de axiomas.

Es posible encontrar otras investigaciones que contemplan el estudio de Geometrias no
Euclidianas para potenciar el desarrollo de pensamiento espacial. Por ejemplo, Bonilla et al.
(2014), plantean una propuesta didactica para la ensefianza de las secciones cénicas,
especificamente la elipse teniendo como base la Geometria del Taxista. A pesar de que, esta

investigacion no se realiza con una poblacion universitaria, enfatiza la definicion de distanciaentre
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dos puntos; ademas, toman en cuenta que la elipse al igual que el circulo comparten similitudes

en sus representaciones geomeétricas y algebraicas.

En el 2015 José Carlos Pinto Leivas realizo su tesis de maestria en ensefianza de la
Matematica realizando una investigacion con estudiantes de una escuela de basica secundaria
(para ser mas claros los estudiantes tienen entre quince y dieciocho afios) y en esta investigacion
se busca demostrar cémo el uso de geometrias no Euclidianas ayuda a los estudiantes a
comprender conceptos de geometria Analitica utilizando el software de Geogebra. De manera
similar a esta investigacion, se define la métrica de la geometria del Taxista y se realiza un taller
en el cual los estudiantes a partir de herramientas Euclidianas deben resolver problemas de la
geometria del Taxista. El autor define la métrica del taxista como “Dessa forma, define-se métrica
dos catetos como sendo a funcéo definida por onde X = (x,,y,) eY = (X,,y,) sao pontos do
R2, Essa, é representada como na figura 1, pela soma das medidas dos segmentos XP e PY e ndo
por XY como na Geometria Euclidiana” (Pinto, 2015, p. 3).

Figura 1l

Representacion geométrica de la distancia entre dos puntos
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Nota: Representacion algebraica entre dos puntos utilizando la geometria del Taxista. Tomada
de Geometria do Taxi —uma investigacdo com alunos do ensino médio no Brasil (p. 3), por Pinto,

J, 2015, CIAEM.



EL CONCEPTO DE CI’RCUI’_O Y LA NOCION DE DISTANCIAEN LA GEOME'I:R[A 17
EUCLIDIANA'Y LA GEOMETRIA DEL TAXISTA: UN ANALISIS DESDE LA TEORIA APOE

La investigacion se hizo con un grupo de 26 estudiantes los cuales realizaron actividades
de localizacion de puntos, en donde se explora la vida cotidiana de los estudiantes utilizando
ejemplificaciones en el software de Geogebra. Los resultados de los estudiantes se dividieron en
categorias, como “Categoria A: Un alumno no puede diferenciar entre geometria del Taxista y
geometria analitica” otra de las categorias es la categoria B llamada “el alumno contd los
cuadros” en términos de APOE, los estudiantes solo realizaron Acciones en las actividades. La
investigacién concluyo que, la geometria del Taxista contribuy6 al refuerzo de conceptos de la
geometria Analitica, gracias al uso del software dindmico y también a las actividades relacionadas

con lo cotidiano.

En este orden de ideas, se trae a colacion las definiciones de distancia y circulo en la
Geometria del Taxista presentadas por Cortada (2022) teniendo como base las ideas de

Minkowski.

Definicion de circulo: Es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano que
equidistan de un punto fijo llamado centro. La distancia constante se conoce como radio de la

circunferencia. Ecuacion: |x — h| + |y — k| = r. Donde C(h, k) y el radio r.
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Figura 2

Circunferencia usando la métrica de Manhattan

Nota: Tomado de La Geometria Taxicab; Un Mundo Donde Los Circulos son Cuadrados (p.7),

por A, Cortada, 2022, TEMat.

Definicion de distancia: sean los puntos P(p,,p,) Y Q(q4,q,) donde la ecuacion de la
distancia se define como: d(P,Q) = |p; — q1| + |p2 — 92 |-

Figura 3

Métrica de Manhattan

Nota: Tomado de La Geometria Taxicab; Un Mundo Donde Los Circulos son Cuadrados (p.5),
por A, Cortada, 2022, TEMat.
A continuacion, se presenta la definicion de circulo y distancia de la Geometria Euclidiana

presentada por Lehmann (1985) en su libro Geometria Analitica. En este proponeel concepto de
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distancia en el capitulo 1 y el concepto de circulo en el capitulo IV; alli presentan distintos pre
saberes para la construccion del concepto de distancia y circulo, entreellos aparecen: segmento
rectilineo dirigido; sistema coordenado lineal; sistema coordenadoen el plano; carécter de la
geometria analitica; distancia entre dos puntos dados, ecuacion dela circunferencia; forma
ordinaria; forma general de la ecuacion de la circunferencia, entre otros.

“Capitulo I: Teorema 2. La distancia d entre dos puntos P1 (X1, Y1) y P2 (¥2, ¥2) esta dada

por la formula: d = /(x; — x2)% + (y1 — ¥2)?” (Lehmann, 1980, p. 12).
Figura 4

Representacion geométrica de la distancia entre dos puntos dados

Y
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Nota: Tomado de Geometria Analitica (p.12) por C, Lehmann, 1980, Editorial Limusa, S.A.

México.

“Capitulo 1V: Definicion. circunferencia es el lugar geométrico de un punto que se mueve
en un plano de tal manera que se conserva siempre a una distancia constante de un punto fijo de
ese plano” (Lehmann, 1980, p. 99).

“Teorema 1. La circunferencia cuyo centro es el punto (h,K) y cuyo radio es la constante

r, tiene por ecuacion: (x — h)? + (x — k)? = r?” (Lehmann, 1980, p. 100).
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Figura 5

Representacion de circunferencia como lugar geométrico
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Nota: Tomado de Geometria Analitica (p.100) por C, Lehmann, 1980, Editorial Limusa, S.A.

México.

Con base en los elementos presentados entre otros que se estan recopilando y analizando,

se da paso al planteamiento del problema.

2. Planteamiento del problema

La Escuela de Mateméticas de la Universidad Industrial de Santander ofrece dos
programas de pregrado: Licenciatura en Matematicas y Matematicas, ademas, tres programasde
posgrados: Especializacién en Estadistica; Maestria en Matematicas y Maestria enEducacion
Matematica. Los cursos que se relacionan con la Geometria en cada uno de estosprogramas son:
Geometria Euclidiana; Introduccion a la Geometria Fractal; Geometria Diferencial; Pensamiento
matematico Il: Espacio y forma y Geometria Riemanniana. De loscuales un estudiante de

Licenciatura en Matematicas tiene contacto con: Geometria Euclidiana, posiblemente con la
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Geometria Fractal (curso electivo) y Geometria Riemanniana (curso electivo de la Maestria en
Matematicas). Este trabajo centra la atencionen el curso de Geometria Euclidiana. Esta ciencia
de caracter axiomatico y demostrativo puede ser dificil para los estudiantes de pregrado puesto
que, lleva al estudiante a construir conceptos que pueden ser complejos de entender; en este
sentido: “La geometria universitariaes dificil para los estudiantes porque estan acostumbrados a
razonar a partir de comprensionesy experiencias intuitivas en lugar de sistemas axiomaticos”

(Hollebrands, Conner, & Smith,2010 como se cita en Kemp, 2018).

A mediados del siglo XVI René Descartes expresd algunas curvas de la geometria
Euclidiana de forma algebraica en su libro “Géometrie”. Segin Kindle (2007), “Descartes quiso
mostrar la manera en que el Algebra -segun estaba desarrollada en su época- podria ser usada
para expresar las propiedades de las curvas conocidas por la geometria de los antiguos griegos”
(p- 3). Viendo a la Geometria Euclidiana desde la perspectiva de los Lineamientos Curriculares
(MEN, 1998), las representaciones geométricas y algebraicas de los objetos geométricos estan
estrechamente relacionados. Teniendo en cuenta esto y que enlos programas no se ofrecen cursos
de geometrias no Euclidianas, es importante resaltar quelos estudiantes y maestros pueden tener
complicaciones al utilizar la I6gica para resolver problemas geométricos. Segin Kemp (2018) los
conceptos geométricos pueden construirse de mejor manera desde otros tipos de geometria, por
ejemplo, desde la geometria del Taxista. Segun dicho autor: ... aprender conceptos en la
Geometria del Taxista no solo puede ayudara facilitar el razonamiento geométrico, sino que
también puede ser aplicable a muchas personas y sus futuras carreras” (p. 18). En este sentido
Kemp (2018), citando a Krause (1973)afirma que “tener una comprension de la geometria no
euclidiana puede mejorar la comprension del estudiante sobre la geometria euclidiana” (Krause,

1973, como se cita en Kemp, 2018, p. 16).
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Con base en lo expuesto, este trabajo se centra en el concepto de circulo como elemento
importante de la geometria euclidiana, se busca analizar la comprension que desarrollan
estudiantes de ultimo semestre de Licenciatura en Matematicas de la Universidad Industrial de
Santander (UIS) sobre este objeto matematico, al abordarlo desde dos geometrias. Por tanto, se
busca dar respuesta a las siguientes cuestiones: ¢Qué estructuras y mecanismos mentales
construyen estudiantes de Licenciatura en Matematicas sobre el concepto de circulo al estudiarlo
desde la geometria Euclidiana y la geometria del Taxista? Por tanto, en este trabajo se aborda el
siguiente objetivo: Analizar las estructuras y mecanismos mentales que construyen estudiantes

de licenciatura en matematicas sobre el concepto de circulo en la geometria del taxista.

3. La Teoria APOE y su Ciclo de Investigacion

La teoria APOE acrénimo de Accion, Proceso, Objeto, Esquema, se sustenta en la teoria
constructivista de Piaget (Dubinsky, 1984); principalmente en el concepto de Abstraccion
reflexiva. Esta teoria fue planteada en principio por Ed Dubinsky y miembros de Research under
graduate Mathematics Education Comuninity (RUMEC, por sus siglas en inglés). La Figura 5
muestra las relaciones entre las estructuras y mecanismos mentales que permiten desde la
perspectiva de APOE describir la comprension que un individuo puede lograr de una nocién o un
concepto matematico. Stenger, Weller, Arnon, Dubinsky y Vidakovic (2008) definen las
estructuras y los mecanismos mentales de la siguiente manera:

Una estructura mental es cualquier estructura (es decir, alguna cosa construida en la

mente) relativamente estable (aunque capaz de desarrollarse) que un individuo usa para
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dar sentido a una situacion matemdtica. La fuente de una estructura mental es la

descripcion de la cual ella se origina. Un mecanismo mental es el medio por el cual una

estructura puede desarrollarse en la mente de un individuo o un grupo de individuos.

(Stenger et al., 2008, p. 98).

La descripcion de las estructuras y mecanismos mentales es el fundamento sobre el cual
se desarrolla la teoria APOE. Las estructuras y los mecanismos son pensados en términosde la
Abstraccidn reflexiva desarrollado por Piaget. Dubinsky (1991) plantea dos caracteristicas que
importa destacar de la abstraccion reflexiva: “... la abstraccion reflexiva no tiene un principio
absoluto, pero aparece desde edades muy tempranas en la coordinacionde estructuras sensorio-
motrices y continda hasta el desarrollo de cualidades matematicas elevadas” (p. 95). En
consecuencia, es posible encontrar la definicion que desde APOE se establece para el
conocimiento matematico:

El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder a las situaciones

problematicas en matematicas, reflexionando sobre ellas en un contexto social y

construyendo o reconstruyendo acciones, procesos, objetos y esquemas, organizandolos

en esquemas con el fin de manejar dichas situaciones. (Asiala et a., 1996, p.7).

Dado que no es posible acceder a los objetos matematicos directamente, es necesarioque
los individuos realicen interpretaciones de sus diferentes representaciones de tal manera que
puedan establecer estructuras mentales que les den sentido (Piaget y Garcia, 1983). Por tanto, la
teoria APOE postula que los conceptos o nociones matematicas pueden ser construidos por la
aplicacion de Acciones sobre Objetos construidos previamente, para iniciar con la construccion
de un nuevo Objeto que da paso a la construccion de un nuevo Esquema o que puede ser asimilado

por un Esquema pre existente. Por tanto, el principio de aprendizaje de esta teoria se basa en que
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todo concepto o nocién matematica puede ser construida por un individuo, siempre y cuando
cuente con los conocimientos previossuficientes. Dubinsky (1991) propone entonces, la meta de
todo profesor de matematicas debe ser ayudar a sus estudiantes a construir las estructuras
mentales apropiadas para cada concepto mediante el establecimiento de conexiones entre las
diferentes estructuras asociadascon un concepto 0 nocion matematica.

Figura 6

Estructuras y mecanismos mentales

Esquema
Acciones
l Procesos

Objetos Coordinacién
‘ )
s ey Reversidn
Encapsulacién

Desencapsulacién

Nota: Representacion gréafica de los mecanismos mentales en la teoria APOE. Tomado de APOS
theory—a framework for research and curriculum development in mathematics education (p.10),

por Arnon et al., 2014, Springer.

La Figura 6, muestra una relacion basica entre las estructuras: Accion, Proceso, Objeto,
Esquema y los mecanismos que dan lugar a cada una, estos son: interiorizacion, coordinacion,
encapsulacion. Aungue la construccion de conocimiento no es lineal, este diagrama sirve para
explicar una ruta de construccion posible de un Esquema mental asociadoa un concepto o nocion
matematica.

Las Acciones se definen como aquellas transformaciones que un individuo puede realizar

sobre Objetos construidos previamente. Estas estructuras estan condicionadas por unestimulo
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externo, una indicacion que requiere desarrollarse paso a paso y no implica una reflexion. La
interiorizacion de las Acciones en Procesos requiere de la experiencia de los individuos con
situaciones matematicas que sugieran algun tipo de reflexion; por ejemplo, relacionada con
condiciones de existencia o unicidad. Los Procesos al igual que las Accionesson estructuras
dindmicas. Un proceso puede ser encapsulado en un Objeto a través del mecanismo de
encapsulacién. Este mecanismo pone juntas todas las caracteristicas del Proceso y permite que el
individuo realice nuevas transformaciones sobre él. Por ejemplo, una concepcion Objeto de
transformacion lineal, permite que un estudiante conciba bajo ciertas condiciones, una
transformacion lineal f como un vector del espacio vectorial. EI mecanismo de encapsulacion
requiere de la preexistencia de un unico Proceso, por tanto, se define el mecanismo de
coordinacion que permite poner dos 0 mas procesos juntos. Por ejemplo, en el caso de la
transformacion lineal, es posible tener por un lado un Proceso asociado a la suma vectorial y por
otro uno relacionado con el producto por un escalar. Es através del mecanismo de coordinacion
que un individuo puede poner juntos estos dos Procesos en un Unico Proceso de combinacion
lineal. Asi la transformacion lineal puede definirse de manera dindmica como una funcién
definida entre espacios vectoriales de dimension finita que preserva combinaciones lineales.

Figura 7

Ciclo de Investigacion

Andlisis tedrico

Disefio e implementacion de
un modelo de enseiianza

Observacion, andlisis y verifi-
cacion de los datos

S

Nota: Representacion gréafica de los mecanismos mentales en la teoria APOE. Tomado de APOS
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theory—a framework for research and curriculum development in mathematics education (p.94),

por Arnon et al., 2014, Springer.

La Figura 7, muestra las tres componentes del ciclo de investigacion que propone APOE,
estas forman un ciclo que puede repetirse tantas veces como sea necesario para entender la
epistemologia del concepto y obtener estrategias pedagogicas efectivas para ayudar a los alumnos
en el aprendizaje. Partiendo en el analisis tedrico, intenta predecir las construccionesmentales que
los alumnos deben hacer para entender un concepto. Con este analisis se disefian estrategias
pedagogicas: actividades y ejercicios que se dan en clase y sirven para ayudar a los estudiantes
a construir las estructuras mentales necesarias para el aprendizaje. Después se analizan los datos
para refinar el analisis teorico; todo esto con la finalidad de ayudar a los estudiantes a construir

las estructuras necesarias y ensefiarles como relacionarlascon los conceptos matematicos.

3.1  Método de investigacion: Interpretacion y adaptacion del ciclo APOE

En este trabajo se utiliza como método, una adaptacion del Ciclo de investigacion que
propone la Teoria APOE, reestructurando dos de las tres etapas del ciclo: el Andlisis Teorico y la
Recolecciony Analisis de datos. Mediante la doble implicacion (ver Figura 7), se sefiala una
interaccion entre la primera y tercera componente del Ciclo.

Figura 8

Interaccion entre la primera y tercera etapa del Ciclo de investigacion de APOE

Analisis Teodrico
( Descomposiciones Genéticas- | e
Diseno de instrumentos)

Recoleccion y Analisis de datos
(Entrevistas Didacticas)

Nota: Interaccion entre la primera y tercera etapa del Ciclo de investigacion de APOE. Tomado
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de Concepciones dinamicas y estaticas del infinito: Procesos continuos y sus totalidades (p.183),

por Villabona et al., 2022. Ensefianza de las Ciencias.

El principal elemento que se obtiene de la primera componente es una Descomposicién
Genética Hipotética que se valida a la luz de la Recoleccion y Analisis de datos. Este analisis esta
fundamentado en el estudio de la Geometria del Taxista y la Geometria Euclidiana a traves de la
revision de libros de texto, la identificacion de aspectos epistemologicos y resultados de
investigacion en Didactica de las matematicas.

Con el fin de validar el modelo cognitivo propuesto en el Andlisis Teorico, en esta
componente se disefia un taller y una entrevista didactica que son aplicados a un grupo de
estudiantes de altimo afio del programa de Licenciatura en Matematicas. Las entrevistas seran
videograbadas, ademas, se tomaran los trabajos realizados por los estudiantes con el fin de
analizarlos a la luz de la Descomposicion Genética Hipotética. Esto permite validar la
Descomposicion Genética propuesta como un modelo para generar la comprension del concepto

de circulo y la nocion de distancia en la Geometria del Taxista y la Geometria Euclidiana.

4. Analisis Teorico

El siguiente analisis estd compuesto de tres partes, en la primera se explican los conceptos
de geometria Euclidiana y la geometria del Taxista en donde se definen objetos geométricos que
se utilizan a lo largo de este documento. La segunda parte presenta los elementos cognitivos para
comprender la nocion de circulo, estos se plantean con base al esquema propuesto por Kemp y

Vidakovid (2022) los cuales presentan un esquema APOE del circulo y la distancia en ambas
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geometrias tomando como fundamento las representaciones algebraicas y graficas de cada
definicion. En la tercera parte se presenta la descomposicion genética planteada por dichos

autores.

4.1 La geometria Euclidiana y la geometria del Taxista

Para conocer los objetos geométricos de la geometria del Taxista, es necesario conocer las
definiciones de la geometria Euclidiana, para ello se tendran en cuenta las definiciones presentadas
en el libro Clemens, O Daffer, Cooney (1998) GEOMETRIA con aplicaciones y solucion de
problemas. Se toma como referencia este libro puesto que, los estudiantes suelen utilizarlo en los
cursos de geometria Euclidiana en el primer semestre. A continuacion, se presentan las
definiciones necesarias y pertinentes en el estudio de este trabajo.

Punto: “Ubicacién, sin longitud, anchura ni altura. Un punto es una idea o
abstraccion. Un punto no puede definirse con términos mas sencillos, es un término
indefinido” (Clemens, O Daffer, Cooney, 1998, p. 10).

Recta: “Longitud ilimitada, derecha, sin grosor ni extremos. Una recta es una idea
0 abstraccién. Como no puede definirse con términos mas sencillos, es un término
indefinido” (Clemens, O Daffer, Cooney, 1998, p.10).

Plano: “Ilimitado, continuo en todas direcciones, llano, sin grosor. Un plano es una
idea o abstraccion. Debido a que no puede definirse con términos mas sencillos” (Clemens,
O’Daffer, Cooney, 1998, p.11).

Puntos colineales: “Definicion 1.2. Los puntos colineales son puntos que estan en
la misma recta” (Clemens, O"Daffer, Cooney, 1998, p.13).

Rectas intersecantes: “Las rectas intersecantes son dos rectas con un punto en

comun” (Clemens, O"Daffer, Cooney, 1998, p.13).
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Segmento: “Un segmento, AB. es el conjunto de los puntos A y By de todos los
puntos que estan entre A y B (Clemens, O Daffer, Cooney, 1998, p.16).

Figura 9

Representacion gréafica de un segmento AB

scgmento A8

Nota: Representacion grafica de un segmento AB y de circulo. Tomada de Geometria con
aplicaciones y solucion de problemas (p.16), por Clemens, O"Daffer, Cooney, 1998.
Circulo: “Un circulo es el conjunto de todos los puntos de un plano que estan a una
distancia fija de un punto dado del plano” (Clemens, O Daffer, Cooney, 1998, p.17).

Figura 10

Representacion gréafica de un circulo

Nota: Los puntos A y B estan en el circulo. El punto O es el centro del circulo. AB es un didmetro
del circulo y OB es el radio del circulo. Tomada de Geometria con aplicaciones y solucion de

problemas (p.17), por Clemens, O”Daffer, Cooney, 1998.

Distancia entre un punto y una recta: “La distancia entre un punto y una recta es la
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longitud del segmento trazado desde el punto perpendicular a la recta” (Clemens, O Daffer,
Cooney, 1998, p.29).

Postulado de la regla: El postulado de la regla se divide en dos partes: A cada par
de puntos corresponde un nimero positivo Gnico denominado distancia entre los puntos.
Los puntos de una recta pueden hacerse coincidir biunivocamente con los nimeros reales
de modo que la distancia entre dos puntos cualquiera sea el valor absoluto de la diferencia
entre sus nimeros asociados (Clemens, O"Daffer, Cooney, 1998, p.72).

Teorema de Pitdgoras: “Si un triangulo ABC es rectangulo, entonces el cuadrado
de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los
catetos” (Clemens, O Daffer, Cooney, 1998, p.226).

Teniendo en cuenta las definiciones y postulados de la geometria Euclidiana, ahora se
describiran cada uno de los conceptos utilizados en la geometria del Taxista. La Geometria del
Taxista nace a inicios del siglo XX en la cual se utilizan los nimeros enteros Z en el plano, en
lugar de los numeros reales R. Ademas de ser generalmente utilizada en la teoria de grafosy en la
geometria discreta, en el ambito cotidiano es explicada por Bonilla, Parraguez y Solanilla (2014)
como: “la forma codmo un taxi recorre una ciudad, el automovil solo puede recorrer tramos en
direccion norte-sur o este-oeste, es decir, no puede pasar diagonalmente a través de los edificios”
(p. 56). En un plano cartesiano, los movimientos de norte-sur y de este-oeste, se pueden ver como
movimientos horizontales y verticales. Se debe saber que una de las dificultades de la geometria
del taxista es que las representaciones algebraicas y geométricas no suelen ser equivalentes. Segun
Bonilla et al., (2014) afirma:

La mayor dificultad de laGDT o la GT, en comparacion con la Geometria Euclidiana (GE),

es la fragilidad de la compatibilidad entre las estructuras algebraica y métrica. En efecto,



EL CONCEPTO DE CI’RCUI’_O Y LA NOCION DE DISTANCIAEN LA GEOME'[RiA 31
EUCLIDIANA'Y LA GEOMETRIA DEL TAXISTA: UN ANALISIS DESDE LA TEORIA APOE

las figuras geométricas de la GE se pueden definir métrica o algebraicamente y las dos

definiciones resultan ser equivalentes. Esto no sucede con las geometrias del taxista, al

punto de que una definicion métrica produce, en general, figuras distintas a aquellas de la

definicién algebraica (p.56).

Véase (GDT) como la Geometria Discreta del Taxista y (GT) Geometria del Taxista. Un
ejemplo de lo expuesto por (Bonilla et al., 2014) es la definicion de circulo en la geometria del
taxista. Otro ejemplo son las no equivalencias entre las representaciones geométricas y algebraicas
en la geometria del taxista de la definicidn de recta, estas se pueden representar ya sea de manera
algebraica o métrica. Segun Bonilla, Parraguez y Solanilla (2013) las rectas se definen como:

El lugar geométrico de todos los puntos (x, y) del plano P tales que la distancia de uno de

ellos a un punto dado (x4, y;) es igual a la distancia de €l mismo a otro punto dado (x,, y,).

Es decir, una recta es un subconjunto de ZxZ de la forma L =

{(X, Y) € Pl d((x' }’)’ (x1: }’1)) = d((x, Y)' (x2' yZ))}” (p#)

Figura 11

Representacion de una recta en la geometria del Taxista

La definicion de circulo presentada por (Bonilla et al., 2013) tiene tres representaciones en

la geometria del Taxista estas se definen de manera Sintética-Geomeétrica, Analitico-aritmético y
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Analitico-estructural, como se muestra a continuacién. Analitico-aritmético como: “conjunto de
pares ordenados que satisfacen la ecuacion: |x — h| + |y — k| = r donde (h, k) es el centro de la
circunferencia y r es el radio”; Analitico-Estructural como: “La circunferencia es el lugar
geométrico de todos los puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado centro. La
distancia constante se conoce como radio de la circunferencia” y Sintética-Geométrica (ver figura
12).

Figura 12

Representacion de circulo en la geometria del Taxista
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Es importante aclarar que nos fijamos en la representacion geométrica y algebraica; se
relacionan con las representaciones sintético-geométrica y analitico-aritmética. Teniendo en
cuenta la definicion de distancia propuesta por (Bonilla et al., 2014) la distancia entre dos puntos
P(p1,p2) Y Q(q1, q2) se define como d(P, Q) = |py — q1| + [p2 — @2 |-

Ahora, se estudia la distancia entre dos puntos en la geometria del Taxista, se puede decir
que hay diferentes maneras de llegar de un punto a otro. Al hablar de distancia y tomar la medida
mas corta, tomamos la perspectiva de Barbosa, R y Queiroz, J (2020) plantean que

La ruta méas corta entre A y B viene dada por la suma de las longitudes, AC + CB, entonces

la longitud ACB debe considerarse como la distancia real entre los puntos A y B, mostrado
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en la figura. Asi, la ruta mas corta entre A y B viene dada por la suma de las longitudes,
AC + CB, entonces la longitud ACB debe considerarse como la distancia real entre los
puntos Ay B. (p.6).

Figura 13

Rutas hipotéticas de Minkowski
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Nota: Rutas hipotéticas de Minkowski. Tomado de Construindo o circulo na Geometria do taxi:
uma proposta de insubordinacdo criativa. Building the circle in taxicab Geometry: a creative
insubordination proposal (p.43). por, Boltianski e Gojberg, 1973, Tomado de Barbosa y Queiroz,
2020. REnCiMa.

En ese orden de ideas, se puede decir que la distancia mas corta entre los puntos P y Q esta
dada por la suma de los segmentos PA y AQ como se muestra en la figura 14, ademas, se presentan
diferentes medidas o caminos para llegar de P hasta Q la que se muestra, la distancia mas corta de
P a Q y también diferentes medidas o caminos.

Figura 14

Representacion de la distancia entre dos puntos desde la perspectiva de la geometria del
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En la figura 14, el segmento verde representa la distancia entre los puntos Py Q segun la
métrica de la geometria euclidiana, los segmentos en rojo la distancia entre P y Q segun la métrica
del Taxista y el segmento negro una forma de llegar de P a Q. En la figura se reconoce que el
segmento PQ define la distancia entre los puntos P y Q en la geometria Euclidiana, basta con

calcular la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los segmentos PA y QA. En el caso de la

imagen 2, PA=5u—2u=3uy QA =4u— 1lu=3u, por ende, PQ =./(Bu)? + (3u)? =
3v2u. En la geometria del taxista la distancia entre los puntos P y Q, teniendo representada por
los segmentos rojos de la imagen 2 seria; PA =|5—2| =3y QA = |4 — 1| = 3 entonces PA +
QA=3+3=6u

Al estudiar la geometria del Taxista y la geometria Euclidiana es posible afirmar que la
distancia entre dos puntos es la longitud mas corta diferencia de la geometria Euclidiana, la
distancia entre dos puntos en la geometria del Taxista no es unica, es decir, hay méas de un método
o forma de trazar segmentos de un punto a otro. Sin embargo, en la geometria del Taxista hay
algunos casos donde la longitud no es Unica, puesto que existe mas de una distancia diferente a la
primera que cumpla esa condicion “ademds, ACB no s6lo es el Gnico camino mas corto en

comparacion a la inicial, consideramos que la distancia mas corta es la longitud de la recta AB con
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otros caminos reales de A a B con la misma longitud que ACB” Barbosa, R y Queiroz, J (2020,
p.456 0 p.7).

Teniendo en cuenta esto, es importante saber que esas distancias deben cumplir la
siguiente condicion: La distancia que se tome debe estar dentro de la region del plano, esa regién
es un rectangulo (ver figura 15). Segin Barbosa, R y Queiroz, J (2020):

Se puede deducir que la distancia, antes dada por la longitud de un segmento, ahora puede
ser dado por una region del plano usando la suma de las longitudes de segmentos verticales
y horizontales contenidos en esta region. entonces tenemos mas de una posibilidad para
encontrar la distancia dAB. Por ejemplo, si A(2,1),B(8,6),C(8,1)y D(2,6), entonces
cada punto P del rectdngulo ABCD satisface dAB = dAP + dPB. Veamos la siguiente
figura, en ella se puede decir que ACB = ADB = AEFGHIB = AJKLB. (p. 7).

Figura 15

Representacion de varias distancias entre dos puntos en la geometria del Taxista
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4.2 Elementos cognitivos para la comprension del concepto de circulo

Kemp y Vidakovid (2022) proponen el desarrollo del Esquema de Circulo a partir de su
construccién en la geometria del Taxista y la geometria Euclidiana. Como se muestra en la figura
16, el Esquema de circulo incluye Objetos, Procesos y Acciones relacionados a través de los
mecanismos de interiorizacion, coordinacion y encapsulacion; el Esquema pre existente puede
asociarse a toda experiencia de los individuos con la geometria euclidiana, aspecto que se ilustra
con los recuadros rojos. Segun la evidencia analizada por los autores (Kemp & Vidakovic, 2019),
el Esquema pre existente se acomoda para asimilar el subconcepto de distancia en la geometria del
taxista, en particular al analizar el concepto de circulo en dicha geometria, esto se ilustra con los
recuadros amarillos. Estas interacciones dan paso a la coordinacion de los Procesos de circulo y
distancia en cada geometria que permiten estructurar un unico Proceso, ilustrado en el primer
recuadro morado, un Proceso de circulo; més robusto al primero, dado que enfatiza en
caracteristicas mas generales que promueven la encapsulacion de una estructura Objeto de circulo
mas robusta a la primera. Asi es posible dar cuenta del desarrollo de un proceso de abstraccion

determinado por las conexiones entre dos geometrias a partir del estudio de la nocion de distancia.
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Figura 16

Esquema de circulo
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Nota: Un posible camino donde los estudiantes pueden acomodar su Esquema de circulo para

asimilar la distancia del Taxista. Tomado de Students” understanding and development of the
definition of circle in Taxicab and Euclidean geometries: an APOS perspective with schema
interaction (p.571), por Kemp & Vidakovic, 2022. Springer.

La descripcion de los estados del desarrollo del Esquema involucra otros Esquemas de
subconceptos relevantes como: distancia, radio, centro y lugar geométrico, asociados en particular
con el concepto de circulo. A continuacion, se presenta la descripcion de Kemp y Vidakovid
(2022), para definir el desarrollo del Esquema inicial de circulo, en la gE. En este analisis juega
un rol fundamental las representaciones geométricas y algebraicas de los subconceptos

relacionados con el concepto de circulo.
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Tabla 1

Estados de desarrollo del Esquema de circulo en la geometria Euclidiana

Table 1 Stages of schema development of the circle in Euclidean geometry schema

Stage of schema Description Necessary mental structures
development
Intra-cEg e The components of the circle schema are isolated At least an action conception of
structures the concepts of Euclidean dis-
e A circle is analyzed in terms of its properties geo- ~ 47¢€, I adius, center, and locus
metrically or algebraically (e.g., it is round) of points
e Explanations of properties are local and particular
Inter-cEg e Forms relationships among the isolated ideas from At least a process conception of
the Intra-cEg stage some of the concepts of Euclid-
e Makes connections between geometric and alge- ean distance, radius, center, and

braic properties of a circle in Euclidean geometry ~ locus of points (and evidence
of coordinating at least two of

them)

Trans-cEg e Constructs an awareness of the completeness of At least a process conception of
the cEg schema and can “perceive new global all Euclidean distance, radius,
properties that were inaccessible at the other center, and locus of points
levels” (Baker et al., 2000, p. 559) concepts (and evidence of

o Coherently understands and can describe the con-  coordinating all combinations of

struction of a circle and the structure of the equa- these processes)

tion for a circle in Euclidean geometry and how
these are connected to the definition of a circle

Nota: Un posible camino donde los estudiantes pueden acomodar su Esquema de circulo para
asimilar la distancia del Taxista. Tomado de Students” understanding and development of the
definition of circle in Taxicab and Euclidean geometries: an APOS perspective with schema
interaction (p.571), por Kemp & Vidakovic (2022). Springer.

La coordinacion de los Procesos involucrados se relaciona directamente con las
representaciones geomeétricas y algebraicas del circulo en la gT (geometria del Taxista) y la gE
(geometria Euclidiana). A continuacion, se expone una interpretacion de la propuesta de Kemp y

Vidakovid (2022), adaptada a las condiciones de este trabajo.
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Tabla 2

Adaptacion de los caminos de coordinar Procesos en relacién con el concepto de distancia

Coordinacion de
Procesos

Relacién con el Esquema de distancia

Concepcion de
Procesos
representaciones
geométricas de
conceptos a través de
las geometrias.

El estudiante realiza conexiones entre la representacion
geométrica de distancia en la geometria Euclidiana y la
geometria del Taxista. Por ejemplo, puede hablar sobre cémo la
representacion geométrica de la distancia en la geometria del
Taxista es como los catetos de un tridngulo rectangulo cuya
hipotenusa es la representacion geométrica de la distancia en la
geometria Euclidiana.

Concepcion Proceso de
representaciones
algebraicas de
conceptos a través de
geometrias.

El estudiante estructura relaciones entre la férmula de distancia
en la geometria Euclidiana y la geometria del Taxista.
Un estudiante puede hablar sobre como las representaciones
algebraicas de la distancia en las geometrias euclidiana y
Taxicab estan sumando términos similares (por ejemplo, x, —
x1Y V., — y1); pero en la geometria Euclidiana, los términos se
elevan al cuadrado (y luego se toma la raiz cuadrada de la
suma), y en geometria Taxicab solo se toman los valores
absolutos de los términos.

Concepciones proceso
de las representaciones
geomeétrica y algebraica
de un concepto
particular dentro del
Esquema cEg.

El estudiante puede describir conexiones entre la representacion
geométrica y algebraica de la distancia en la geometria
Euclidiana. Un estudiante puede hablar sobre como se suman
las representaciones algebraicas de la distancia en las
geometrias Euclidiana y Taxista. Ademas, puede hablar sobre
las formas en que la representacion geométrica del teorema de
Pitgoras se relaciona con la formula para la distancia en la
geometria euclidiana (por ejemplo, el término x, — x, calcula
la longitud de uno de los catetos de un tridngulo rectangulo que
se utilizara en el teorema de Pitagoras).

Concepciones  proceso

39
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de las representaciones | El estudiante puede describir conexiones entre la representacion
geométrica y algebraica | geométrica y algebraica de la distancia en la geometria Taxista.
de un concepto | Un estudiante puede hablar sobre formas en las que la suma de
particular dentro del | las diferencias absolutas en coordenadas es la suma de las
Esquema cTg. longitudes de los segmentos horizontal y vertical que los
conectan (por ejemplo, el término |x, — x, | mide la longitud
del segmento horizontal y el Se toma el valor absoluto de este
término porque es una distancia/magnitud)

Nota: Un posible camino donde los estudiantes pueden acomodar su Esquema de circulo para
asimilar la distancia del Taxista. Tomado de Students” understanding and development of the
definition of circle in Taxicab and Euclidean geometries: an APOS perspective with schema
interaction (p.573), por Kemp & Vidakovic (2022). Springer.

Como puede verse en la tabla, la coordinacion de los Procesos esta determinada por la
definicion de Distancia en gT y gE.

Los elementos presentados sobre el desarrollo del Esquema se basan en una
descomposicion genética que describe las estructuras y los mecanismos asociados al concepto de
circulo. Para esto se inicia con un analisis que contempla el concepto de distancia. Dicha
descomposicion genética esta adaptada de la descomposicion genética preliminar presentado por
Kemp, A (2018).

Accién: A partir de la memorizacion de conceptos y o algoritmos matematicos ya
establecidos, el estudiante realiza Acciones cuando puede transformar dichos elementos
matematicos, gracias a un estimulo externo. En esta instancia se describen las estructuras mentales
teniendo en cuenta la representacion geométrica y algebraica del concepto de Distancia y Circulo.

Respecto a la representacion geomeétrica (a) y representacion algebraica (b) de Distancia se

propone que:
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a. Elestudiante realiza la accién de trazar en un plano un segmento que une dos puntos. Traza
un punto A y un punto B en el plano y los une realizando un trazo recto.

b. Encuentra la distancia entre dos puntos utilizando la formula de la distancia.

Respecto a la representacion geométrica (a) y representacion algebraica (b) de Circulo:
a. Realiza circulos con diferentes radios y los compara entre ellos.

b. Encuentra el area de un circulo utilizando la formula del area.

Proceso: cuando el estudiante logra reflexionar sobre las Acciones que realiza y llega a
resultados y conclusiones sin la necesidad de estimulos externos o recurrir a realizar cada paso de
la Accidn en un orden determinado. Este mecanismo se conoce como Interiorizacién, ya que el
estudiante no mecaniza, sino que es consciente de la conclusion a la que quiere llegar y puede
reflexionar sore el tipo de transformaciones a realizar sin hacerlas de manera especifica.

Respecto a la representacion geométrica (a) y representacién algebraica (b) de Distancia

a. El estudiante con un factor de medida puede ilustrar la distancia de dos puntos cualquiera.

Puede imaginar la distancia entre dos puntos cualesquiera.

b. El estudiante se sitda en el eje x y reconoce por ejemplo que, la distancia que hay desde el
punto (2,0) hasta el punto (5,0) es de tres unidades al contar la cantidad de unidades que
hay entre 2 y 5. De manera similar, puede calcular la distancia de dos puntos cualesquiera

sin necesidad de que se sean puntos especificos.

Ejemplos respecto a la representacion geométrica (a) y representacion algebraica (b) de
circulo:
a. Puede dibujar o representar un circulo con cualquier centro y radio.

b. Puede escribir la ecuacion con cualquier punto llamado centro y un radio dado.



EL CONCEPTO DE CI’RCUI’_O Y LA NOCION DE DISTANCIAEN LA GEOME'I:R[A 42
EUCLIDIANA'Y LA GEOMETRIA DEL TAXISTA: UN ANALISIS DESDE LA TEORIA APOE

Objeto: El estudiante puede encapsular los nuevos conocimientos, comprendiendo las
propiedades de los objetos geométricos en ambas geometrias, relacionando las propiedades y
representaciones en las diferentes métricas.

Ejemplos respecto a la representacion geométrica (a) y representacion algebraica (b) de

distancia:

a. Puede plantear la ecuacion de distancia con cualquier par de puntos.
b. Reconoce que la distancia mas corta es Unica pero que puede tener diferentes
representaciones, dichas representaciones son limitadas ya que pertenecen a una region del

plano.

5. Recoleccion y analisis de datos

En esta seccion se presenta el disefio e implementacion de un Taller compuesto por cuatro
tareas que buscan desarrollar la construccion del concepto de circulo en la geometria del Taxista.
En este taller participaron cuatro estudiantes de Gltimo semestre de un programa de licenciatura en
matematicas; este grupo de estudiantes tomé y aprob6 un curso de Geometria Euclidiana con base

en el libro de Texto Geometria Euclidiana (Clemens, O”Daffer, Cooney, 1998).

El taller se desarroll6 de manera individual bajo la plataforma Zoom, cada estudiante contd
con el constante acompafiamiento del autor de este trabajo; las dudas se resolvian a través de las
herramientas que ofrece Zoom: video, sonido, chat, en el momento en que cada estudiante

abordaba las tareas.
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5.1 Analisis a Priori (taller y entrevista)

A continuacion, se presenta un analisis a Priori del taller y entrevista que se aplicé en este
trabajo, éste tiene como finalidad introducir a los estudiantes de Gltimo semestre de Licenciatura
en Matematicas en los elementos bésicos de la geometria del Taxista. El taller consta de cuatro
tareas, para cada una se presenta una solucion normativa y un analisis teorico, que busca potenciar
de manera progresiva la comprension de los estudiantes sobre dicha geometria. De manera similar,
la entrevista consta de cuatro tareas, cada una tiene una solucion normativa y un analisis teorico.
El taller se centra en presentar la métrica del Taxista y las concepciones que tienen los estudiantes
sobre lo que es distancia. La entrevista se centra en la definicion de circulo buscando que los
estudiantes relacionen diferentes conocimientos de ambas geometrias para conocer las
concepciones que tienen sobre circulo y las estructuras que desarrollan.

Taller sobre la métrica del Taxista y la nocién de distancia.

Tarea 1. Dada la siguiente cuadricula y los puntos X y Y (ver imagen 1).

a. Traza la forma en que llegarias del punto X al punto Y .

b. ¢Hay otras formas de llegar del punto X al punto Y? ¢cudles? represéntalas en la

cuadricula.

Figura 17

Cuadricula de la Tarea 1
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Solucién normativa: Hay varias maneras de trazar segmentos desde el punto X hasta el
punto Y, a continuacion, en la Figura 18 se presentan algunas de ellas.

Figura 18

Posibles soluciones a la Tarea 1
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Andlisis tedrico: Esta tarea corresponde a una estructura Accion del concepto de distancia,

donde los estudiantes pueden determinar de manera especifica diferentes maneras de llegar del
punto X al punto Y. Estas acciones son libres, no estdn condicionadas bajo una métrica.

Una vez que los estudiantes abordan la primera tarea, el entrevistador presenta la siguiente
definicion:

La Geometria del Taxista nace de la necesidad de solucionar problemas cotidianos de
desplazamiento en una ciudad o lugar en el cual no es posible establecer la distancia directa entre
dos puntos. Un ejemplo de esto es llegar de un punto a otro en una ciudad. No es posible
desplazarse sobre los diferentes elementos que componen una calle, necesariamente el
desplazamiento debe realizarse sobre aquellos espacios disponibles para realizar la movilidad.
Ejemplo: Para trasladarse de la vivienda personal (punto X) a la universidad (punto Y), es posible
definir diferentes rutas que pueden estar determinadas por el tipo de desplazamiento: caminando,
carro, particular, transporte publico o bicicleta. Con base a la informacion anterior, se plantea la
siguiente Tarea.

Tarea 2. Considera la siguiente situacion. Vas tarde para la funcion del circo mas
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importante del pais y tienes que optar por algun punto de partida:R1,R2, R3, R4; tal como se
muestra a continuacion en la Figura 19. Ten en cuenta que la distancia que hay entre los puntos
que aparecen en la imagen es de 100 m.

Figura 19

Plano de la Tarea 2

¢Cual es la ruta mas corta para llegar a la entrada del circo? Traza el recorrido en la imagen.

¢Cuéntas rutas puedes definir si partes de R1?

La cantidad de rutas que encontraste iniciando en R1 es igual para alguna de las otras tres

R2,R3,R4?

Solucion normativa: Es posible trazar diferentes rutas desde los puntos de partida hasta la
entrada del Circo. Pero, al especificar que la medida que hay entre cada punto es de 100 metros y
que el enunciado plantea que debe ser la ruta mas corta, se presentan dos formas de resolver la

situacion, tal como se muestra en la Figura 20.
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Figura 20

Solucién de la primera pregunta de la Tarea 2
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En el segundo enunciado se abre una gran cantidad de posibilidades y formas de partir
desde R1 hasta la entrada del circo. Una de las posibles respuestas puede ser de manera grafica,
otra puede ser de forma analitica, pero con la condicidon de que los segmentos o trazos que se

realizan solo pueden ser horizontales o verticales.
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Figura 21

Posibles soluciones de la segunda pregunta de la Tarea 2

La solucion analitica, es aquella en que los estudiantes pueden utilizar otros conceptos,
como el de combinatoria. Analizando la Figura 21, es posible desplazar seis espacios a la derecha
y cuatro hacia arriba, teniendo un total de diez movimientos; asi es posible definir una
combinatoria con el total de movimientos 4 + 6 = 10. Ahora, si tomamos el nimero de

movimientos que se deben realizar hacia arriba el cual es 4, tendriamos la siguiente expresion:

0!

1064 = o=

= 210

Es decir, hay 210 formas diferentes de partir de R1 hasta llegar a la entrada del circo. En

el tercer enunciado, es posible que el estudiante realice alguna de las dos soluciones presentadas
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anteriormente y haga una comparacion entre las rutas que parten de R1, con las otras que parten
de R2,R3y R4.

Analisis tedrico: Esta tarea corresponde a una estructura Proceso de distancia, donde los
estudiantes ademas de determinar de manera especifica diferentes formas de llegar desde el punto
R1,R2,R3 0 R4 a la entrada del circo generar maneras de contar todas las rutas para llegar de un
punto de partida al circo. Tal Accidn repetitiva de realizar trazos entre un punto inicial a un punto
final, se interioriza dicha Accion y se busca encontrar una solucion exacta sin tener que realizar
los diferentes trazos y las diferentes opciones que permiten llegar al punto final. Estas Acciones
que son interiorizadas en el Proceso estan condicionadas bajo una métrica, la métrica del taxista.
En este caso el estudiante deja de trazar una a una las posibles rutas y se centra en encontrar el
total de rutas que es posible generar segun las condiciones de la tarea.

Tarea 3. Una vez los estudiantes abordan la segunda tarea, el entrevistador presenta el
siguiente parrafo acompafiado de la tarea nimero tres. Como se mencionaba anteriormente, la
Geometria del Taxista nace de la necesidad de solucionar problemas cotidianos de desplazamiento

en una ciudad o lugar en el cual no es posible establecer un trazo directo entre dos puntos.
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Figura 22

Explicacion sobre la distancia entre dos puntos en la geometria del Taxista

7

El segmento rojo representa la distancia entre los puntos P y Q en la Geometria Euclidiana.
Los segmentos azules representan la distancia entre los puntos P y Q en la Geometria del Taxista.
En el mismo orden de ideas, los segmentos verdes y azules representan la misma distancia de los
segmentos azules en la Geometria del Taxista.

Teniendo en cuenta lo anterior, para cada imagen que aparece a continuacion ¢cudl es la
distancia entre los puntos que aparecen en cada plano utilizando el razonamiento de medicion de

la Geometria del Taxista?

Figura 23

Actividad 1 de la Tarea 3
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Figura 24

Actividad 2 de la Tarea 3

M

Figura 25

Actividad 3 de la Tarea 3

¢ Qué puedes resaltar de cada uno de los anteriores ejercicios?
Solucion normativa: En este punto, se espera que el estudiante realice trazos entre los
diferentes puntos, pero teniendo en cuenta que hay una medida minima entre ellos. A continuacion,

se presenta las posibles respuestas de manera geométrica de las figuras 23, 24 y 25.
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Figura 26

Respuestas de la actividad 1 de la Tarea 3

Figura 27

Respuestas de la Actividad 2 de la Tarea 3

M
4 ®
3
2
N
1 @
0 1 2 3 4 5
Figura 28
Respuestas de la Actividad 3 de la Tarea 3
2
O P
1 @ ®
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En la tltima actividad de la tarea 3 se espera que el estudiante concluya que, la distancia
entre dos puntos en la geometria del Taxista es Unica, pero que hay diferentes representaciones
geométricas de la misma. A demas que es posible definir otros casos en los que solo hay una
representacion geométrica como se muestra en el enunciado c.

Las respuestas numéricas de los items de la tarea tres consiste en contar la cantidad de
unidades que hay entre los puntos sefialados. Es decir, la distancia entre X y Y es de 7u; la distancia
entre M y N es de 6u; y la distancia entre O y P es de 5u.

Analisis tedrico: Esta tarea corresponde a una estructura Proceso de distancia, donde los
estudiantes pueden tener diversas maneras de llegar de un punto a otro, pero al especificar que
deben seguir el camino més corto entre los puntos, saben que es posible definir diferentes trazos
en una region del en el plano, donde todas representaciones tienen la misma longitud; esto
corresponde a la distancia definida en la métrica del taxista. Ademas, los estudiantes pueden
reflexionar sobre la relacion que hay entre la distancia entre dos puntos en la geometria Euclidiana
y la geometria del Taxista es fundamental para determinar que ambas métricas tienen elementos
matematicos en comun.

Una vez que los estudiantes abordan la tercera tarea, el entrevistador presenta la tarea 4.

Tarea 4. Dada la siguiente representacion (Figura 29), generaliza y encuentra una férmula

para determinar la distancia entre dos puntos utilizando la Geometria del Taxista.
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Figura 29

Representacion geométrica de la Tarea 4

S —————

Solucién normativa: El estudiante que ha comprendido que la métrica o medicién entre
diferentes puntos en la geometria del Taxista solo puede hacerse con trazos horizontales o
verticales. Es decir, debe tener en cuenta la longitud de los segmentos XP y PY, en este caso X
tiene coordenadas (x4, y,) Y P tiene coordenadas (x,,y;). Al hacer la diferencia entre estos pares
ordenados tenemos como resultado se tiene que: XP = (x,,y;) — (x1,y1) = |x, — x4|. De igual
manera si comparamos el punto P que tiene como coordenadas (x,,y;) con Y el cual representa
el punto (x,, y,) al hacer la diferencia entre ambos pares ordenados se tiene como resultado PY =
(x5,v,) — (x5, ¥1) = | y» — y1|. Sabiendo que la distancia entre los puntos X y Y esta dad por
XP + PY. Se concluye que la distancia de X a Y, es el resultado de XP + PY = |x, — x;| +
| y2 = 1l

Analisis teodrico: Esta tarea corresponde a una estructura Objeto, donde los estudiantes al
encapsular el Proceso de reflexionar sobre la nocion de distancia en la geometria del Taxista,
pueden realizar una nueva transformacion sobre el concepto de distancia. En este caso, a partir de

ejemplos particulares, puede llegar a una generalizacién de distancia en la nueva métrica utilizando
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patrones y conocimientos de la geometria Euclidiana.

Entrevista sobre la concepcion de circulo

Tarea 1. Dadas las formulas para la distancia en ambas geometrias, ilustre cada una de
estas dos distancias. Sea lo mas detallado posible al etiquetar cada uno de ellos. Dados los puntos

(x1,y1) Y (x5, y,) se tienen las siguientes formulas

d=(x;—x)% + (1 — ¥2)%
d = |x; — x| + |y1 — 2l
Solucién normativa: El estudiante puede realizar un plano cartesiano en el que le sea mejor

para él ejemplificar cada una de las distancias. Supongamos que toma como referencia los puntos

(1,2) y (2,3) Se tendria que d = /(1 —2)2+ (2 — 3)2 dando como resultado d = V2. Su
representacion geométrica seria la siguiente:

Figura 30

Representacion geométrica de distancia entre dos puntos utilizando la métrica Euclidiana

Teniendo en cuenta la ecuacion de distancia en la geometria del Taxista y suponiendo que
el estudiante utilice los mismos puntos se tendriaque d = |2 — 1| + |3 — 2| dando como resultado

que d = 2. Las posibles representaciones geométricas que puede realizar el estudiante son las
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siguientes:

Figura 31

Representacion geométrica de distancia entre dos puntos utilizando la métrica del Taxista

Andlisis tedrico: Esta tarea pertenece a una estructura Accion, en la que a partir de una
férmula el estudiante realiza una tarea repetitiva la cual es reemplazar valores en una ecuacion y
con esto, realizar su representacion geométrica. En este caso, el estudiante representa la distancia
entre dos puntos utilizando diferentes métricas. No llega a ser una estructura Proceso puesto que,
el estudiante ya ha tenido un acercamiento a la geometria del Taxista y tiene una nocién o
percepcion sobre esta métrica.

Una vez que los estudiantes abordan la tercera tarea, el entrevistador presenta la tarea 2

Tarea 2. ¢Es verdadera la siguiente definicion en ambas geometrias? "El circulo es un
conjunto de puntos en el plano equidistantes de un punto fijo”. Explica tu respuesta.

Solucion normativa: En este caso se dan dos opciones, que el estudiante responda que si 0
que el estudiante responda que no. Dado el caso que el estudiante responda que si, el estudiante
explicara que a pesar de que la representacion geométrica es completamente diferente o inusual,

pueda inferir que dicha definicion se cumple en diferentes geometrias. En el caso de que responda



EL CONCEPTO DE CI’RCUI’_O Y LA NOCION DE DISTANCIAEN LA GEOME'[RiA 56
EUCLIDIANA'Y LA GEOMETRIA DEL TAXISTA: UN ANALISIS DESDE LA TEORIA APOE

que no, puede ser a partir de la representacion, es decir, que el estudiante de una respuesta teniendo
en cuenta solamente lo visual.

Anadlisis tedrico: Esta tarea pertenece a una estructura Proceso, en la que el estudiante a
partir de la nocion que tiene de ambas geometrias realiza una reflexion sobre la definicion de
circulo, esta reflexion se realiza al comparar ambas definiciones de distancia y de ambas métricas.
Al inferir que, a pesar de que las representaciones algebraicas y geométricas pueden ser diferentes
en cada métrica, la definicion no cambia, esto pasa con la definicidn de distancia y también con la
definicion de circulo.

Tarea 3. Dibuje el siguiente circulo en la geometria Euclidiana y la geometria del Taxista:
Un circulo con centro en €(3,2) y radio r = 2.

Solucién normativa: El estudiante puede realizar un plano cartesiano en el que le sea mejor
para él ejemplificar cada una de las distancias en ambas geometrias. Aca se pueden dar varias
opciones: que realicen la representacion geométrica de circulo utilizando la métrica del Taxista de
manera correcta o incorrecta. Dado el caso de que realice la representacion de manera correcta
puede que haga la representacion en el mismo plano en el que esté el circulo Euclidiano o en otro
diferente como se ve en las siguientes imagenes.

Figura 32

Ejemplo de la representacion geométrica de circulo utilizando la métrica Euclidiana
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Figura 33

Representacion geometrica de circulo utilizando la métrica del Taxista

Figura 34

Representacion geometrica de circulo utilizando ambas métricas

Otro caso es que realice la representacion de manera incorrecta utilizando las precepciones

de representaciones Euclidianas, es decir, puede que realice un cuadrado pensando que es la



EL CONCEPTO DE CI’RCUI’_O Y LA NOCION DE DISTANCIAEN LA GEOME'[RiA 58
EUCLIDIANA'Y LA GEOMETRIA DEL TAXISTA: UN ANALISIS DESDE LA TEORIA APOE

representacion correcta de un circulo en la métrica del Taxista

Figura 35

Posible representacion geométrica erronea de circulo utilizando la métrica del Taxista

Anadlisis tedrico: Esta tarea pertenece a una estructura Proceso, puesto que el estudiante a
partir de conceptos de la geometria Euclidiana y nociones o percepciones de la geometria del
Taxista, debe realizar un circulo en una nueva métrica. Todo esto hace que el estudiante este en
una reflexion y analisis constante de realizar una representacion geométrica de circulo a partir de
herramientas y conocimientos pre establecidos.

Tarea 4. ;Podrias escribir la ecuacién de este circulo en cada uno de estas geometrias?

Solucién normativa: El estudiante debe reconocer que la formula de la ecuacion del circulo
proviene de la formula de distancia, ya que la distancia entre el centro y cualquier punto en un

circulo es igual al largo del radio, es decir que al tener que la ecuacion de distancia en la geometria

Euclidiana es de d = /(x; — x3)% + (y1; — y,)?. Esto es lo mismo que tener d? = (x; — x,)% +
(y1 — y,)? es decir, un circulo de radio d que tiene como centro el punto (x,,y,). Si el estudiante
hace esta misma inferencia, pero con la férmula de la distancia de la geometria del Taxista se
tendriaque d = |x; — x| + |y; — y,| es laecuacion de un circulo que tiene como radio d y centro

en (x,,y,). El estudiante puede concluir que la ecuacion de circulo en la geometria del Taxista es
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semejante a la ecuacién de distancia de dicha métrica.

Andlisis tedrico: Esta tarea pertenece a una estructura Proceso, en la que el estudiante puede
concluir que la ecuacion de circulo es la misma que la ecuacion de distancia teniendo en cuenta
conceptos y nociones de la geometria Euclidiana, puesto que, en la geometria Euclidiana también
se cumple que la ecuacién de distancia de la geometria Euclidiana es similar a la ecuacion de

circulo.

5.2 Analisis de datos

Anaélisis posteriori del taller: A continuacion, se presentan evidencias de las estructuras que
los estudiantes evidenciaron sobre el concepto de distancia en la geometria del Taxista, con base
a los procedimientos realizados en el Taller 1. La realizacion del taller se hizo por medio de la
plataforma Zoom, en ella ingresaron dos estudiantes (Jaime y Carlos), en la segunda intervencién
ingresaron los estudiantes (Camilo y Diana) en las dos ocasiones los estudiantes tuvieron entre 45
y 55 minutos para realizar el taller, todos lo completaron en el tiempo dado. Cabe resaltar que los
nombres que se utilizaron para mencionar a cada estudiante son ficticios.

Evidencias de una concepcion Accion: Jaime es estudiante de la carrera de Licenciatura en
Matematicas de octavo nivel, actualmente esta realizando las practicas y el trabajo de grado. Este
estudiante resolvio todas las preguntas del taller y tuvo tiempo de sobra ya que dur6 alrededor de
40 minutos en la realizacién, no tuvo inconvenientes para desarrollar las tareas. En la Tarea 1 los
procedimientos de Jaime evidencian estructura Accidn, puesto que determina de manera especifica
diferentes formas de trazar segmentos desde el punto X hasta el punto Y (Ver figura 36 y figura

37).
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Figura 36

Respuesta de la Tarea 1 presentada por Jaime

Figura 37

Respuesta de la Tarea 1, segundo enunciado por parte de Jaime

Al igual que Jaime, Carlos realizé solo un trazé y no fue la distancia mas corta desde la
perspectiva de la geometria Euclidiana, sino que también realiza los trazos teniendo en cuenta la

cuadricula de las hojas.
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Figura 38

Respuesta de la Tarea 1 realizada por Carlos

En el caso de Maria la respuesta que dio en el enunciado 1 en el apartado a., fue desde la
perspectiva de la geometria Euclidiana, en donde traza la distancia mas corta entre los puntos X y
Y.

Figura 39

Respuestas de la Tarea 1 de ambas actividades por parte de Maria

Evidencias de una estructura Proceso: para esta estructura se resaltan las respuestas dadas
por los estudiantes Jaime y Carlos puesto que, realizan una reflexion sobre la cantidad de trazos o
recorridos que pueden realizarse en la tarea dos. Jaime para dar solucién del inciso a de la tarea 2,

realiza una representacion grafica de las rutas que parten desde R1, R2, R3 y R4.
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Figura 40

Solucidn de la pregunta 1 de la Tarea 2 por Jaime

Figura 41

Solucién de las demas actividades de la Tarea 2 por parte de Jaime

Como puede verse en las Figuras 34 Jaime les da un nombre a las calles horizontales con
nameros y a las verticales con letras, utilizando un lenguaje propio, representa el recorrido R1y

cada punto como a3, a4, a5, b5, ¢5,d5, e5, f5 y g5. En términos mas formales seria una relacion
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entre pares ordenados:
R1 = (a,3),(a,4),(a5),(,5),(5),(d,5)(e5),(,5), (g,5).

Esto lo realiza de igual manera con los puntos de partida R2, R3 y R4.

En la figura 35, Jaime plantea una solucién descartando las calles 6 y 7, encontrando 4
posibles alternativas de partir de R1; después expresa que si se tomaran las calles descartadas se
podrian encontrar multiples combinaciones. En este caso se dice que evidencia una Proceso de
distancia, a pesar de que no contaba con las herramientas necesarias para hacer dichas
combinaciones, sabia que una de las soluciones podria ser utilizando la combinatoria. Al igual que
Jaime, Carlos trata de buscar una manera de encontrar todos los posibles caminos sin tener que
trazarlos uno por uno, realizando la siguiente deduccion:

Figura 42

Respuesta de la pregunta 2 de la Tarea 2 por parte de Carlos
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A pesar de que Carlos reflexiona sobre las posibles rutas que puede tener partiendo de R1,
hace una deduccion errénea puesto que, asegura que en cada punto hay dos posibles caminos
posibles, uno de manera horizontal y otro de manera vertical. Si esto es cierto, entonces en cada
uno de los caminos puede haber la posibilidad de devolverse por donde ya se habia realizado el
recorrido. (ver la figura 43).

Figura 43

Representacion de la deduccion realizada por Carlos

LIDRARY
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B

En el desarrollo de la tarea tres, se identificd que Carlos evidenciaba una estructura Proceso
de distancia. Puesto que, los estudiantes pueden llegar de diversas maneras de un punto a otro,

pero deben tener en cuenta que dichas maneras deben ser la mas corta.
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Figura 44

Respuestas de la Tarea 3 por parte de Carlos

Figura 45

Respuesta de la tltima actividad de la Tarea 3 por parte de Carlos

Carlos definid una representacion gréfica para cada uno de los enunciados y en el
enunciado y en el Gltimo enunciado de la Tarea 3 especifica que hay otras maneras 0 caminos que
se pueden realizar, exceptuando el de la figura 25. Esto implica que reconoce que diferentes

representaciones tienen la misma longitud; esto corresponde a la distancia definida en la métrica
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del taxista. En el caso de Maria no se encontrd estructura alguna puesto que, resolvié los
enunciados de las figuras 23, 24 y 25 utilizando el teorema de Pitagoras.

En la tarea 4 se destacan tres estudiantes que a pesar de que no llegaron a la respuesta
exacta pudieron encapsular los procesos presentando una demostracion general de encontrar la
distancia entre dos puntos en la geometria del Taxista. Carlos demuestra una estructura Objeto de
distancia, puesto que, logra dar una respuesta analitica.

Figura 46

Respuesta de la Tarea 4 realizada por Carlos

Representando de manera general la situacion Carlos puede concluir que la distancia entre
dos puntos en la geometria del Taxista estd dada por la ecuacion (y,, — y;) + (x, —y;) €S una
ecuacion en la que toma todas las posibles representaciones geométricas de distancia entre dos
puntos.

Maria llega a una respuesta cercana, logra respuestas parecidas a la respuesta normativa
presentada en el analisis a priori. Maria concluye que la distancia entre los puntos X y Y esta dada

por la expresion (X — P) + (Y — P), tendriamos que X = (x1,¥1), P = (x5, 1) Y Y = (%3, ¥5),
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es decir:

X=P)+ ¥ =P)=(x,y1) — (x2,¥1) + (x2,¥2) — (x2,¥1) = (x1 —x3) + (1 — ¥2)-
Deduccion correcta puesto que dicho resultado de esta operacion de pares ordenados se

tiene como resultado (x; — x,) + (y; — y,) representacion similar a la definicion de distancia
utilizada en la geometria del Taxista.

Figura 47

Respuestas de la Tarea 4 por parte de Maria

Analisis Posteriori a la entrevista: A continuacion, se presentan evidencias de las
estructuras que los estudiantes evidenciaron sobre el concepto de circulo en la geometria del
Taxista, con base a los resultados presentados en el Taller y con una concepcion sobre la distancia
en ambas geometrias. La realizacion de la entrevista se hizo por medio de la plataforma Zoom, en
ella ingres6 primero Carlos, en la segunda sesion ingresd Jaime y en la tercera sesion ingresaron
Camilo y Diana. Carlos durd en la realizacion de la entrevista alrededor de dos horas, en las que
se hicieron tres reuniones entre 35 y 40 minutos para realizar la entrevista. Jaime realizo la
entrevista alrededor de una hora, solo con una reunién y parte de una segunda. Camilo y Diana

solo necesitaron una sesion para realizar la Entrevista.
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Evidencias de una concepcion Accion: Carlos al igual que Jaime, con la guia del
entrevistador, realizaron la representacién geométrica utilizando ambas métricas. Como se
presentd en el Analisis a priori, Carlos utilizé los mismos puntos para representar las distancias en
ambas geometrias.

Figura 48

Respuesta de la Tarea 1 por parte de Carlos

Figura 49

Respuestas de la tarea 1 por parte de Carlos
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Hay dos cosas por resaltar que no se esperaban, Jaime realizd las representaciones sin
valores arbitrarios, sino que tomd valores generales, en ambos casos utiliz6 los puntos (x;,y;) Y
(x2,¥2)-

Figura 50

Respuestas de la Tarea 1 realizadas por Jaime

Esto puede haberse dado debido a que en la entrevista el estudiante tenia algunas dudas

sobre como funcionaba la métrica del Taxista, se utilizO Geogebra como recurso para dar las
explicaciones o ejemplos para cada uno de los estudiantes. En esa explicacién, el estudiante

recordd como se media la distancia entre dos puntos en la geometria del Taxista.
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Figura 51

Explicacién de como se relacionan ambas métricas

La segunda cosa a resaltar es la siguiente conversacion que se tienen cuando Jaime realiza
la primera tarea.

Jaime: “esa ecuacion que esta ahi, se puede utilizar también para encontrar la ecuacion

del circulo”,

Entrevistador: “Puede ser, pero ;por qué lo dice?

Jaime: Porque lo Unico que falta es elevar a ambos lados de la igualdad a una potencia

de dos y tener como radio d ”

Entrevistador: “y el centro del circulo seria el punto (x5,y5)”

Jaime: “Si, teniendo en cuenta la definicion de distancia que nos dan”

Esta afirmacion da explicacion al circulo que realiz6 en la primera tarea, en este caso, se
sigue considerando que el estudiante estd en una estructura Accion puesto que, realizd la
representacion geometrica y utilizd un conocimiento previo para representar la distancia entre los

puntos (x1,¥1) Y (x2,¥2).}

De manera similar, Camilo y Diana necesitaron un repaso sobre la métrica del Taxista,
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nuevamente se realiz6 una explicacion con el recurso de GeoGebra.

Figura 52

Explicacién de la métrica del Taxista utilizando GeoGebra como recurso

Al igual que con Carlos y Jaime, Camilo lleg6 a una concepcion Accion en la tarea 1,

puesto que realizo la representacién geométrica de ambas distancias teniendo en cuenta la ecuacion
de distancia utilizada con diferente métrica.

Figura 53

Respuestas de la Tarea 1 realizada por Camilo
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En el caso de Maria, también se ve una concepcion Accion y ademas se puede resaltar que,
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en cada medida, realiza una parte de la definicién de distancia en la geometria del Taxista. Es
decir, cada segmento lo representa con la expresion |y, — y,| y la expresion |x; — x,|. Respecto
a la métrica Euclidiana hizo lo que se esperaba, dada la ecuacion y dos puntos encontrar el valor
de la distancia y lo representa geométricamente en el plano cartesiano.

Figura 54

Representacion geométrica de distancia, Tarea 1 realizada por Maria

Figura 55

Representacion desde la métrica Euclidiana, respuesta de la Tarea 1 por parte de Maria
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Evidencias de una concepcion Proceso: En la tarea 2, Carlos demostré una concepcién
Proceso al afirmar que en ambas geometrias se cumple la misma definicion. Argumenta su
afirmacion representando de manera geométrica un circulo cualquiera en la geometria Euclidiana
y afirmando que los puntos equidistan de otro llamado centro, esto se confirma por la definicion
de radio de circulo. En la geometria del Taxista, con un poco de desconocimiento del uso de la
palabra “distancia” da a entender que si se tiene un punto en el plano y se encuentran otros que
equidisten de este, se cumple que es un circulo. Sin importar como sea su representacion.

Figura 56

Respuestas de la Tarea 2 presentadas por Carlos

Carlos: En ambas definiciones se cumple la definicion

Entrevistador: ¢por qué?

Carlos: “Porque en ambas geometrias la definicion de distancia es la medida mas corta
entre dos puntos, y como la definicion de distancia esta relacionada con la definicion de

circulo, se puede decir que en ambas geometrias se cumple la definicion”

Respecto a Jaime, no se refleja una concepcion Proceso puesto que, el estudiante al saber
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que ambas métricas eran diferentes, donde el plano utilizado en la geometria del Taxista es de
Z x Z., ademas relaciona ambas ecuaciones, lo cual no va dar un valor que se represente en esta
métrica. Al seguir con la entrevista, el estudiante recapacitd sobre su decisién y razonamiento, esto
se hizo nuevamente utilizando la herramienta Geogebra para representar geométricamente la
definicion dada.

Figura 57

Respuesta de la Tarea 2 realizada por Jaime

En la tarea 2 realizada por Camilo no se nota una concepcion Proceso puesto que,
solamente repite la definicion de circulo, pero no justifica el por qué esta afirmacién puede ser
verdadera en la geometria del Taxista. Al igual que con Jaime, en primera instancia Diana afirmé
que la definicién de circulo no se aplica en la métrica del Taxista, pero a lo largo de la entrevista

cambia de parecer, llegando a una concepcion Proceso en la tarea 3.
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Figura 58

Solucion de la Tarea 2 por parte de Maria

En la tarea 3, Carlos por si mismo representd de manera geométrica ambos circulos
utilizando las diferentes métricas. Caso diferente al de Jaime puesto que, necesito ayuda para poder
representar el circulo con la métrica del Taxista.

Figura 59

Respuestas de la Tarea 3 realizadas por Carlos
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Figura 60

Respuestas de la Tarea 3 realizadas por Jaime

Ambos estudiantes realizaron lo que se esperaba teniendo en cuenta el Analisis a priori,
Jaime y Carlos utilizaron diferentes puntos y los unieron con diferentes segmentos. Diana de
manera similar realiza ambas representaciones, utilizando diferentes puntos en el plano llegando a
las dos representaciones esperadas. Respecto a Camilo, no se llega a comprender la representacion
geometrica que realiza puesto que ademés de realizar el circulo, dentro de él realiza un circulo
Euclidiano, a comparacion de los otros tres participantes, en este caso no se ve una estructura
proceso, porque el estudiante no sabia como iba a quedar la representacion de circulo en la

geometria del Taxista.
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Figura 61

Solucion de la Tarea 3 por Maria

Figura 62

Solucién de la Tarea 3 realizada por Camilo
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En la tarea 4, se logra evidenciar que hay una concepcion Proceso. Respecto a Jaime,
reconocio que la ecuacion de distancia es la misma que la ecuacion de un circulo, relacionando el
concepto de distancia con el radio y utilizando el punto (3,2) como centro de cualquier circulo de
radio D. Al reconocer que la definicidn de circulo es la misma en ambas geometrias, concluye que

la ecuacion de distancia en la geometria del Taxista, es la misma ecuacion de circulo.
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Figura 63

Respuesta de la Tarea 4 por parte de Jaime

De manera similar, Carlos reconocid que la ecuacién de distancia es la misma ecuacion
de circulo en ambas geometrias.

Figura 64

Respuesta de la Tarea 4 por parte de Carlos

En el caso de Maria se ve una concepcion Proceso, a pesar de que realiza un reemplazo en
ambas ecuaciones, ella explica que las ecuaciones de la distancia en ambas geometrias son las

mismas ecuaciones de circulo, por ende, utiliza otros dos puntos y los reemplaza en las ecuaciones.
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Figura 65

Respuesta de la Tarea 4 por parte de Maria

Respecto a Camilo, de manera verbal expresa que la ecuacion de Distancia es la misma
que de Circulo en ambas geometrias, pero en el momento de expresarlo de manera escrita no se
entiende lo que estd manifestando oralmente.

Camilo: “si no estoy mal, es lo mismo”

Entrevistador: “;qué cosa?”

Camilo: “La formula de arriba con la ecuacion de circulo”

Entrevistador: “en la geometria Euclidiana es cierto, jsera que en la geometria del

Taxista también?”

Camilo: “Si, porque es la formula de la distancia y la distancia de un circulo se relaciona

con el radio”

Entrevistador: “muy bien, ahora trate de escribir eso”

Camilo: “Es que no sé como...”

Lo que se interpreta o lo que queria decir Camilo es que, la ecuacion de distancia es la

misma que la ecuacion del circulo puesto que, el radio funciona como la distancia entre los puntos
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que estan en el circulo y que equidistan del centro y que esto, funciona en ambas métricas.

Figura 66

Respuesta de la Tarea 4 por parte de Camilo
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6. Conclusiones

El objetivo del presente trabajo es analizar la comprension que pueden desarrollar del
concepto de circulo estudiantes de Licenciatura en Matematicas de una universidad publica de
Colombia. En particular, cuando exploran la construccion de dicho concepto en la geometria
Euclidianay en la geometria del Taxista fundamentados en el concepto de distancia. Por tal motivo
se realiza un taller en el que se presenta la métrica del Taxista y el concepto de distancia en ambas
geometrias y una entrevista donde se busca conocer las concepciones que tienen los estudiantes
sobre el circulo. A continuacion, se presenta un analisis de la informacion suministrada en los
instrumentos de recoleccién de datos, clasificando cada una de las concepciones que los
estudiantes demostraron al trabajar métricas distintas.

Concepcion Accion de distancia: En el Taller y en la Entrevista, se destaca que todos los
estudiantes presentan una concepcion Accion al tener una ecuacion y realizar su representacion
numeérica y geometrica, ya sea en la geometria Euclidiana o en la geometria del Taxista. Dada la
ecuacion de distancia en ambas geometrias los estudiantes toman datos arbitrarios y realizan la
representacion geométrica de cada resultado. De igual manera, al tener que realizar trazos y
encontrar distancias entre dos puntos, tres de los cuatro estudiantes realizan esta tarea a pesar de
que las métricas eran diferentes.

Concepcion Proceso de distancia: Al conocer la nueva métrica y al realizar nuevos trazos
0 encontrar la distancia entre dos puntos geométricamente, los estudiantes tuvieron dificultades
como por ejemplo en la tarea 2 del Taller, encontrar todas las posibles rutas desde R1. Dos

estudiantes tenian una idea u opcién para encontrar todos los posibles caminos a pesar de que no
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tenian conocimiento de las herramientas matematicas que podrian ayudar a realizar dicho conteo.
En cambio, los otros dos se limitaron a realizar trazos en la cuadricula, es decir no reflexionaron
sobre lo que realizaron seguian en una concepcién Accion.

Concepcion Objeto de distancia: En este caso los estudiantes mostraron una fuerte relacién
con las variables puesto que, dada la gréafica y los datos, pudieron llegar a una ecuacion general,
escrita o expresada de diferentes maneras pero que llegaba a lo mismo.

Concepcion Accidn de circulo: Todos los estudiantes presentan una concepcion Accién al
tener una ecuacion y realizar su representacion numérica y geométrica, ya sea en la geometria
Euclidiana o en la geometria del Taxista. Dada la ecuacion de distancia en ambas geometrias los
estudiantes tomaron datos arbitrarios y realizaron la representacion geométrica de cada resultado.
De igual manera, al tener la ecuacion de circulo, dado un punto y un radio, los estudiantes pudieron
realizar la representacion geometrica.

Concepcion Proceso de circulo: Los estudiantes no demostraron una concepcion clara de
circulo, puesto que en la tarea 2, a dos de los estudiantes les costo decidir si la definicion de circulo
se cumplia en ambas geometrias. También a uno de ellos se le hizo dificil realizar la tarea 3, no
tenia claridad sobre la representacion que estaba realizando. Al final, tres de ellos concluyen que
la ecuacion de distancia es la misma ecuacion de circulo y que esto se aplica a ambas geometrias.

Por ende, se puede decir que los estudiantes al utilizar representaciones algebraicas
Ilegaron a una concepcion Objeto al realizar el Taller, en cambio al utilizar representaciones
geométricas solo una parte logré demostrar una concepcion Proceso tanto en el Taller como en la
Entrevista.

Los estudiantes a pesar de tener una concepcion de distancia y de circulo, no la

comprenden a profundidad, puesto que se les hace dificil realizar diferentes representaciones
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geomeétricas o ver algo mas alla de una representacion, también al dudar de que la definicion de
circulo no se pueda cumplir en otro tipo de métrica da a entender la falta de conocimiento que
tienen los estudiantes en otras areas donde se utilizan geometrias no Euclidianas. La geometria del
Taxista, la geometria Fractal, geometria Diferencial, geometria Riemanniana y la geometria
Eliptica son campos en los que se puede potenciar y desarrollar por completo conceptos
Euclidianos. Por ende, deberian ser cursos que estén relacionados con la carrera de Licenciatura
en Matematicas desde los primeros semestres. Al tener el mismo objeto matematico visto desde
diferentes angulos, la concepcién de dicho objeto sera mas fuerte y tendré un desarrollo positivo

en las estructuras mentales que construyen los estudiantes.

Los principales resultados de esta investigacion pueden sefialar como el estudio de otra
geometria diferente a la Euclidiana, fomenta la comprensién y por tanto la reflexién sobre objetos
fundamentales de la geometria. Es importante seguir por esta linea, no solo con los conceptos de
distancia y de circulo, también conceptos como lo son la recta; triangulo; congruencia; cuadrado
y como estos pueden ser estudiados desde la geometria del Taxista. Por ende, es importante seguir
desarrollando descomposiciones genéticas de todos los objetos geométricos teniendo en cuenta
su representacion algebraica y geométrica y si es posible, llegar a un Esquema de dichos objetos
geométricos y como estos se relacionan desde el axioma mas sencillo hasta el teorema mas

complejo.
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Apéndices

Apéndice A. Taller sobre la distancia y la métrica del Taxista

1. Dada la siguiente cuadricula y los puntos X y Y (ver imagen 1).

c. Traza la forma en que llegarias del punto X al punto Y .
d. ¢Hay otras formas de llegar del punto X al punto Y? ;cuales? represéntalas en la

cuadricula.

La Geometria del Taxista nace de la necesidad de solucionar problemas cotidianos de
desplazamiento en una ciudad o lugar en el cual no es posible establecer la distancia directa entre
dos puntos. Un ejemplo de esto es llegar de un punto a otro en una ciudad. No es posible
desplazarse sobre los diferentes elementos que componen una calle, necesariamente el
desplazamiento debe realizarse sobre aquellos espacios disponibles para realizar la movilidad.
Ejemplo: Para trasladarse de la vivienda personal (punto X) universidad (punto Y), es posible
definir diferentes rutas que pueden estar determinadas por el tipo de desplazamiento: caminando,

carro, particular, transporte publico o bicicleta.
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2. Considere la siguiente situacion. Vas tarde para la funcién del circo mas importante del pais y
tienes que optar por algun punto de partida: (R1,R2,R3,R4); tal como se muestra a
continuacion (imagen 2). Suponiendo que la distancia que hay entre los puntos negros y azules

que aparecen en la imagen es de 100 m.

a. ¢Cual es la ruta mas corta para llegar a la entrada del circo? Traza el recorrido en la
imagen.

b. ¢Cuéntas rutas puedes definir si partes de R1?

c. La cantidad de rutas que encontraste para R1 puede ser igual para alguna de las otras tres

R2,R3,R4?

Como se mencionaba anteriormente, la Geometria del Taxista nace de la necesidad de solucionar
problemas cotidianos de desplazamiento en una ciudad o lugar en el cual no es posible establecer

la distancia directa entre dos puntos.
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P4

El segmento rojo representa la distancia entre los puntos P y Q en la Geometria Euclidiana. Los
segmentos azules representan la distancia entre los puntos P y Q en la Geometria del Taxista. En
el mismo orden de ideas, los segmentos verdes y azules representan la misma distancia de los
segmentos azules en la Geometria del Taxista.

3. Teniendo en cuenta lo anterior ;cuanto mide la distancia que hay entre los diferentes puntos

utilizando el razonamiento de medicion de la Geometria del Taxista?
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M

d. ¢Qué puedes resaltar de cada uno de los anteriores ejercicios?
4. Dada la siguiente representacion, generaliza y encuentra una férmula para la distancia entre

dos puntos utilizando la Geometria del Taxista
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Apéndice B. Entrevista sobre circulo en la métrica del Taxista

1. Dadas las férmulas para la distancia en ambas geometrias, ilustre cada una de estas dos

distancias. Sea lo més detallado posible al etiquetar cada uno de ellos.

Dados los puntos (x4, v,) Y (x5,v,) se tienen las siguientes formulas

d= \/(x1 —x2)% + (1 — ¥2)2.
d = [x; — x| + |y1 — ¥l
2. ¢Es verdadera la siguiente definicion en ambas geometrias? "El circulo es un conjunto de
puntos en el plano equidistantes de un punto fijo”. Explica tu respuesta
3. Dibuje el siguiente circulo en la geometria Euclidiana y la geometria del Taxista: Un
circulo con centro en C(3,2) y radio r = 2.

4. ¢Podrias escribir la ecuacion de este circulo en cada uno de estas geometrias?



