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RESUMEN

TITULO: UTILIZACION DEL CONCEPTO DE FRACTURA PARA EL ANALL-
SIS DE LA ESTABILIDAD DE CONFIGURACIONES ESFERICAS DE MATERIA
NEUTRA O CARGADA EN RELATIVIDAD GENERAL !

AUTOR: Anamaria Navarro Noguera 2

PALABRAS CLAVE: Relatividad General, estabilidad, fracturas, soluciones exac-
tas, simetria esférica, anisotropia.

DESCRIPCION: En este trabajo de grado se reviso y extendio la metodologia de frac-
turas (o compresiones), desarrollada por Luis Herrera et al, para determinar posibles
inestabilidades en configuraciones esféricas de materia neutra o cargada en Relatividad
General. La metodologia consiste en evaluar la aparicién de fuerzas de signo contrario,
denominadas “fracturas” y “compresiones”, las cuales indican la existencia de ines-
tabilidades del sistema. En la primera parte se consideraron configuraciones esféricas
neutras isétropas y anisotropas, gobernadas por ecuaciones de estado bardtropas, y se
realizd una perturbacion general de la densidad definida mediante una funciéon de so-
porte compacto, de tal manera que la perturbaciéon tiene lugar en una region finita y
pequena de la configuracién. En la segunda parte se estudié configuraciones en las cua-
les, ademas de las caracteristicas anteriormente mencionadas, existe una distribucion
de carga eléctrica con una dependencia funcional con la densidad, de tal manera que
las perturbaciones en la densidad también afectan la carga del sistema. Se encontraron
las expresiones generales de la distribuciéon de fuerzas radiales que aparecen debido a
la perturbacion y que dependen en cada caso de la la densidad, las presiones y la carga
del sistema analizado. Con las expresiones obtenidas, se evaluaron distintos modelos
relativistas de sistemas esféricos neutros y cargados, isétropos y anisétropos, reporta-
dos en la literatura. Se encontraron algunos modelos inestables debido a la aparicién de
fracturas y compresiones del fluido, y bajo nuestra generalizacion del criterio para con-
figuraciones neutras se mostro que es posible encontrar fracturas en sistemas isétropos.
Por otra parte, encontramos un ejemplo de inestabilidad por fractura en un modelo
cargado isétropo y un ejemplo de compresion en un modelo cargado anisétropo.

ITrabajo de Grado
2Escuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo
A. Gonzdlez V., Ph.D, Co-director: Luis A. Nufez de Villavicencio



Abstract

TITLE: USE OF THE CONCEPT OF CRACKING IN THE ANALYSIS OF THE
STABILITY IN NEUTRAL AND CHARGED SPHERICAL CONFIGURATIONS IN
GENERAL RELATIVITY. 3

AUTHOR: Anamarfa Navarro Noguera *

KEYWORDS: General Relativity, stability, cracking, exact solutions, spherical sym-
metry, anisotropy.

DESCRIPTION: We revisit and extend the cracking (or overturning) methodology,
-developed by Herrera et al- to determine instabilities in spherical configurations of neu-
tral and charged matter in General Relativity, we first consider isotropic and anisotropic
spherical configurations governed by barotropic equations of state, and study a general
radial perturbation of the density, which has a dependency on the radial coordinate and
affects the pressures and the gradient of the radial pressure. The perturbation may be
defined by a compact support function, so the perturbation occurs in a finite and small
region of the configuration where the function is defined. In the second part, we have an
anisotropic spherical fluid with electric charge, governed by barotropic equations of sta-
te and where the charge has a dependency with the density, thereafter the perturbation
in the density has an effect in the charge as well as in the other variables. In both cases,
general expressions of the distribution of radial forces that appear in the system, due to
the perturbation of the density, were found. In both cases the term of the perturbation
is factorized so the appearance of cracking and overturning can be studied in a inde-
pendent way form the form of the perturbation. Some models of neutral and charged,
isotropic and anisotropic relativistic spheres proposed in the literature are studied and
some instabilities due to cracking are found, our extension of the cracking framework
has shown that even isotropic configurations can exhibit cracking instabilities. A case
of cracking is found in an isotropic charged model and an example of overturning is
found in an anisotropic charged model.

3Degree Project
4Escuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo
A. Gonzdlez V., Ph.D, Co-director: Luis A. Nufez de Villavicencio



Introduccion

Las configuraciones de materia autogravitante con simetria esférica han sido amplia-
mente estudiadas debido a su relevancia como una primera aproximacion para el estu-
dio de objetos astrofisicos tales como planetas, estrellas y agujeros negros. Las primeras
descripciones de sistemas esféricos de materia autogravitante fueron desarrolladas en el
marco de la Teoria Newtoniana de la Gravitacion; sin embargo, para poder describir
sistemas altamente densos, como lo son las estrellas de neutrones y los agujeros negros,
es necesario utilizar la Teoria de la Relatividad General. De acuerdo con esto, existe un
gran numero de trabajos dedicados al estudio de soluciones a las ecuaciones de Einstein
con simetria esférica. Ahora bien, para describir apropiadamente objetos astrofisicos
con base en una solucién dada, ésta debe cumplir como minimo ciertas condiciones de
aceptabilidad, tales como las condiciones de energia, la ausencia de singularidades y el
satisfacer ecuaciones de estado plausibles.

Podemos dividir el estudio de las soluciones con simetria esférica de las ecuaciones
de Einstein en dos grupos, los que consideran sistemas isétropos, esto es, que tienen
esfuerzos principales iguales, y los que se refieren a sistemas anisétropos, es decir, en los
que la presion tangencial es distinta a la presién radial. En el primer grupo se encuentran
la mayoria de los casos estudiados; sin embargo el estudio de los sistemas anisétropos
ha presentado un gran interés recientemente debido a diversas evidencias tedricas que
sugieren que ciertos fenomenos fisicos pueden dar lugar a la apariciéon de anisotropia
local. Esta clase de fenémenos pueden ocurrir en configuraciones de materia altamente
densa en las transiciones de fase exdticas de procesos de colapso gravitacional, o en
escenarios de baja densidad en la formacion de estrellas, entre otros.

Ahora bien, pese a que existe un consenso sobre la neutralidad de la carga eléctrica
en objetos astrofisicos, las configuraciones de materia cargada han sido ampliamen-
te estudiadas en la Relatividad General de tal manera que existe una extensa canti-
dad de trabajos dedicados a la obtencién de soluciones exactas de las ecuaciones de
Einstein-Maxwell con simetria esférica. Las primeras contribuciones fueron realizadas
por Rosseland y Eddington [17,49] las cuales estdn seguidas de un gran ntmero de
publicaciones dedicadas al estudio de carga en objetos compactos en los tltimos anos.
Por ejemplo, este tipo de configuraciones ha despertado interés en relacion a la evi-
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dencia tedrica que sugiere que puede crearse carga eléctrica en estrellas exoticas de
quarks [37,39, 42,44, 45,55, 56], asi como también en relacién a las consecuencias de
la estructura de los objetos compactos debido a distribuciones particulares de car-
ga [4,47,50,51].

Por otro lado, un aspecto fundamental en la formulacién de modelos de configu-
raciones de materia autogravitante es el andlisis de su estabilidad. Es por esto que la
aplicabilidad de un modelo para la descripcién de un objeto astrofisico radica en su es-
tabilidad, de manera que una solucién toma importancia cuando representa un sistema
estable bajo diferentes tipos de perturbaciones de sus variables. Por lo anteriormente
expuesto, es muy importante determinar el tipo de fluctuaciones que puede soportar
uno de estos sistemas para poder determinar la viabilidad de la soluciéon como modelo
de un sistema astrofisico. Igualmente, las inestabilidades se estudian por la relacion que
presentan con ciertos fenémenos fisicos en los cuales son esenciales, como sucede en
los colapsos cataclismicos, coalescencia de estrellas de neutrones y erupciones de rayos
gamma entre otros [33].

La estrategia mas comun para el estudio de estabilidades de fluidos autogravitan-
tes consiste en estudiar la evolucién en el tiempo de las perturbaciones en las variables
fisicas. En Relatividad General esta metodologia fue desarrollada en 1964 por Chandra-
sekhar para fluidos pascalianos [7-9] y después fue extendida a fluidos no-pascalianos
(fluidos anisétropos) por Hillebrandt y Steinmetz en 1976 [30] y, mas recientemente,
por Dev y Gleiser [12]. Sin embargo, existen otros enfoques para estudiar la estabili-
dad, mediante las cuales se ha obtenido diferentes criterios de estabilidad; por ejemplo,
Bondi [5] propone un criterio de estabilidad adiabdtica para sistemas esféricos, en el
cual de manera intuitiva se estudia la situaciéon en la que una regién del material se
comprime rapidamente, analizando los escenarios en los que la densidad de la region
comprimida es mayor o menor que la de su alrededor, obteniendo ciertos rangos de la
relacién masa-radio de la esfera para los cuales la esfera es estable.

Un método para el analisis de inestabilidades fue desarrollado por Herrera et al
[13,14,27], para el cual emplearon el concepto de “fracturas” o “compresiones” en flui-
dos relativistas anisotropos, en el momento en que salen del equilibrio. En estos trabajos
se analizan las fuerzas radiales que aparecen en el fluido debido a la perturbacién de
sus variables y plantean que existe una fractura o una compresién del sistema cuando
aparecen fuerzas de signo contrario dentro de la configuracién. En esta primera serie
de trabajos los autores consideraron perturbaciones independientes y simultaneas de
la densidad y la anisotropia, que ademas ocurren en toda la configuracién. Un tiem-
po después, aparecen las contribuciones de Abreu et al [1], los cuales retomando estas
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ideas consideran perturbaciones solamente en la densidad de sistemas gobernados por
ecuaciones de estado barétropas, de manera que la anisotropia no se perturba de ma-
nera independiente como ocurria en los trabajos originales, sino que se modificaba de
acuerdo a las ecuaciones de estado. Sin embargo, las perturbaciones de la densidad eran
constantes y también ocurrian en toda la configuracién. Relacionado con esta contribu-
cién estd la de Manjarrés et al [38], en donde se plantea estudiar las consecuencias de
la aparicién de carga en un sistema neutro.

En este trabajo extendemos la metodologia de fracturas para determinar posibles
inestabilidades en configuraciones esféricas de materia neutra y cargada en Relatividad
General, estudiando perturbaciones en la densidad de sistemas gobernados por ecuacio-
nes de estado barotropas, y considerando que las perturbaciones tienen una dependencia
funcional con la coordenada radial y estan definidas en una regién finita y pequena de
la esfera asumiendo que las perturbaciones estan definidas por una funciéon de soporte
compacto.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el capitulo 2, se obtiene una
expresion para las fuerzas radiales que surgen en una configuracion esférica anisétropa
general, gobernada por ecuaciones de estado bardtropas, en la cual ocurre una pertur-
bacion en la densidad que afecta a todas las variables a través de las ecuaciones de
estado. En esta expresion de las fuerzas radiales hemos podido distinguir dos factores,
uno que depende de las variables de la configuracién como la densidad y las presiones,
y un segundo término que depende solamente de la perturbacion. En el capitulo 3, se
repite el mismo procedimiento anterior agregando los efectos de la presencia de carga
en un sistema en el que la carga depende funcionalmente de la densidad, asi que las
perturbaciones en la densidad afectan la carga. En el capitulo 4 se analiza la aparicion
de fracturas en algunas soluciones exactas neutras isétropas y anisétropas, emplean-
do la expresién obtenida en el capitulo 3, mientras que en el capitulo 5 se analiza la
aparicién de fracturas en algunas soluciones exactas de esferas cargadas isétropas y
anisotropas mediante la expresion obtenida en el capitulo 4. Finalmente, se presentan
las conclusiones generales del trabajo realizado.
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Capitulo 1

Fracturas en Esferas anisétropas

Consideremos un espacio tiempo con simetria esférica, cuyo elemento de linea esta da-
do por la siguiente ecuacién

ds? = () dt2 — 2 42 — 2 (d6” + sin* 6 d¢?) | (1.1)

y un fluido anisétropo, cuyo tensor de momentum energia puede escribirse de la siguiente
manera

TIW = (P + PJ_)uuuu - PJ_g;w + (P - PJ_)UMUV ) (12)

donde u, es el 4-vector velocidad, v, un 4-vector normal los cuales estan dados por
u, = (”",0,0,0), v, = (0, - 0,0), (1.3)

p representa la densidad, P la presién radial, y P, la presion tangencial del fluido. La
ecuacion de continuidad del sistema estd dada por

T%.0 =0, (1.4)
y su componente radial 7%,., = 0 puede escribirse como

m+4rr3P  2(P, — P)
r(r —2m) r

C(lj—f +(p+ P) = 0. (1.5)

La ecuacion anterior se conoce como la ecuacién de equilibrio hidrostatico y representa
la sumatoria de fuerzas en la direccién radial del sistema, la cual es nula en el caso del
equilibrio. En este trabajo, denotaremos este término con la letra R, y nos referiremos
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a ella como la distribucion de fuerzas radiales en el sistema; esto es,

m + 4rr3 P 2P —-P)
r(r —2m) r ‘

dpP
R=—+(p+P)

- (1.6)

De acuerdo con lo anterior, en los trabajos de Herrera et al [13,14,27], se plan-
ted la siguiente idea: si ocurre una perturbacion que saque del equilibrio hidrostatico al
sistema, es posible que inmediatamente después de dicha perturbacién la ecuacién de
equilibrio no se cumpla. Lo anterior implicaria que surgirian fuerzas radiales en el sis-
tema debido a la perturbacion, de tal manera que R # 0. Asi, los autores plantean que
es posible encontrar un punto en la configuracién en el cual las fuerzas tuvieran signos
contrarios, denominando ésto como “fractura” o “compresiéon”. Un evento de estos se
identifica en un cambio de signo en la distribucién de fuerzas radiales que surge en el
sistema. Entonces, se dice que ocurre una “fractura” del sistema en el caso de que en la
parte inferior de la configuracién la fuerza se dirija hacia el centro y cambie su direccion
para dirigirse hacia afuera. En el caso contrario, ocurre una “compresién” del sistema,
cuando en la parte interior la fuerza se dirija hacia afuera y cambia su direccién para
dirigirse hacia adentro. Si una perturbacién del sistema crea una fractura, encontramos
que dicha configuracién podria ser inestable pues podria colapsar o separarse la capa
superior del fluido, por lo tanto decimos que se estaria detectando una posible inesta-
bilidad del sistema. Por otro lado, el hecho de que un sistema no se fracture debido a
una perturbacion, no implica que el sistema sea estable, ya que para determinar esto
habria que analizarlo con el formalismo de perturbaciones radiales [30].

1.1. Perturbaciones locales de la densidad

Consideremos un sistema termodinamicamente bien definido, descrito por ecuacio-
nes de estado bardtropas, esto es, cuando las presiones tienen una dependencia funcional
con la densidad

y en el que la masa esta definida por la siguiente expresion

m(p,r) = 4n /Or p(7)F2dr . (1.8)
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Ahora, consideremos que ocurre una perturbacion local de la densidad,

op = op(r) (1.9)

descrita por una funciéon de soporte compacto; esto es, que es distinta de cero sélo en un
conjunto cerrado y acotado. Podemos escribir entonces el cambio en la densidad como

p(r) = p(r) +dp(r). (1.10)

Dicha perturbacién en la densidad dp(r) de manera general produce fluctuaciones
en todas las variables del sistema, ya que debido al tipo de ecuacion de estado, estas
estan relacionadas. Asi, representaremos la fluctuacién en la funcién de masa como dm,
en la presién radial como dP, en la presion tangencial como P, y en el gradiente de
presién radial como 0P'. De esta manera, estas variables presentardn cambios después
de la perturbacién, los cuales pueden denotarse como

Pp+6p) ~ P(p) + 6P, (1.11)
Pi(p+6p) ~ PL(p) + 6P, , (1.12)
Pl(p+6p) ~ Pp)+ 5P, (1.13)
m(p+ 0p) =~ m(p) + om. (1.14)

Las perturbaciones de las variables, 0 P,  P', 0 P, y dm pueden ser calculadas reali-
zando una expansion de Taylor a primer orden en las ecuaciones que definen las varia-

bles,

P

oP = i—pé,o = v%p, (1.15)
dP

0P, = d—;ép =v]dp, (1.16)

Y

_ P _d[dpg]é _d

dp " dp |dr dp



drd ., , 1d o

- 5o = —— [pv?] §p = 2y 2 ) 1.1
S L YRR 2 LV [0 R EYRR (R

dm dr dm m’ 47r?p
m=—~0p=——0p=—0p= ) 1.1
m=3,00= g, a0 = o= (1.18)

en donde

dP dP,

P= i=— 1.19

denotan respectivamente la velocidad del sonido en direccién radial y tangencial. Para
obtener la expresién (1.18) usamos la definicién de la masa (1.8), la cual hemos derivado
respecto al radio para obtener

m' = dnrp. (1.20)

En estas ecuaciones hemos empleado la definicién de la velocidad del sonido en direcciéon
radial y tangencial para comparar estos célculos con los del trabajo [1].

Examinemos cudles son los efectos de los cambios de las variables del sistema en la
distribucién de fuerzas radiales del sistema R dada por la ecuacién (1.6), representando-
la como

R%Ro(p, P,PL,P’,m)—i—(;R, (121)

donde
Ro(p, P, P ,P',m)=0, (1.22)

dado que la configuracion esta inicialmente en equilibrio. Calculamos dR expandiendo
en series de Taylor hasta primer orden la ecuacién (1.6) respecto a todas sus variables,
obteniendo

OR OR OR OR R
= 5o 5pr 2 5p P 1.2
IR 6p5p+ 8P5 + 8Pl5 L+ aP/(S + amém, (1.23)

Ahora, reemplazamos las expresiones obtenidas para 0P, 0P, dP', ém y tenemos

B IR OR , IR o,  OR [4rnr?p| OR [, o, 0"
R—ép{ap—i—apv +8PLUL+8m{ p +8P’ (v9) + v p . (1.24)

Notemos que en esta expresion fue posible factorizar la perturbacion en la densidad dp.
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Ahora, las derivadas parciales de R las calculamos de la ecuacién (1.6), obteniendo

OR B Ar3P +m

o e (1.25)
88% _ —§> (1.28)
gjf, _1. (1.29)

La ecuacion (1.24) representa la distribucién de fuerzas radiales que se producen en
una configuracién anisétropa cuando ocurre una perturbacion de la densidad dp. Pode-
mos identificar dos factores en esta expresion, el primero que dependera exclusivamente
del tipo de perturbacion, y el segundo que dependera de las propiedades del sistema, es
decir, de la forma funcional que tenga la densidad y las presiones, y este término sera el
responsable de cualquier cambio de signo de la distribucién. Asi que para identificar
una “fractura” o “compresién” del sistema, se tendra que evaluar si este segundo factor
presenta cambios de signo, denotado como

. R o
R:(S—p:{R1+R2+R3+R4+R5}, (1.30)
donde
~ OR
Ri=— 1.31
- 1.32
73'2 apv 9 ( 3 )
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~ R,

Rg = ﬁ?ﬂ_ s
75/4 — 8_R [4ﬁr2p:| )
om | p

> 787—‘)’ 2\/ 2p”
R5— 8P’ ((’U ) +v p’) s

(1.33)

(1.34)

(1.35)

Le hemos dado un nombre a cada uno de estos términos (R;) con el fin de evaluar la
contribucion que hace cada uno cuando evaluemos algunos modelos propuestos en la

literatura.

Por otra parte, para un sistema isétropo, tenemos que las fuerzas radiales estédn

dadas por la ecuacion de Tolman-Oppenheimer-Volkoff,

dP m + 4dwr3 P

rR=C p
dr +lpt )T(T—Qm) ’

y después de la perturbacion,
R ~ Ro(p, P, P',m) + 6R,

se elimina el término de la anisotropia, obteniendo,

R OR.. OR .., OR

5R:5P{a—p+a—p“ Tom |y | Top

y en donde el tnico término distinto esta dado por

IR m+dmrd(p +2P)
or r(r —2m)

2
OR O0R , OR [4#7“ p} N OR <<U2)/+U

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

Asi podemos ver que también en las configuraciones isdtropas en principio es posible en-
contrar una fractura, pues la expresion podria presentar cambios de signo dependiendo
de la forma de las funciones. Este resultado difiere con los encontrados en los trabajos
de los demas autores, pues en ellos se concluia que las fracturas se presentaban solo en
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sistemas con anisotropia.

1.2. Analisis de algunas soluciones exactas de esfe-
ras isétropas y anisotropas

En esta seccion, analizamos la aparicion de fracturas en algunos modelos de esferas
isétropas y anisétropas [2,6,10,15,16,19,21,22,26,27,29,31,32,34-36,40,41,43,48,54,57].
Para cada uno de estos modelos calculamos la distribucién de fuerzas radiales que sur-
ge a partir de una perturbacién general, dado por la ecuacién (1.30), y examinamos
graficamente el cambio de signo de la distribucion de fuerzas. Igualmente, analizamos
graficamente los componentes R; de la ecuacién (1.30), dados por las ecuaciones (1.31)
hasta (1.35), con el fin de estudiar el comportamiento de cada uno de ellos por separado.

1.2.1. Modelo 1: Esfera is6tropa

Empezamos estudiando los efectos de una perturbacion de la densidad en la esta-
bilidad de un modelo de esfera isétropa propuesto por Mehra en [41] y considerada
fisicamente viable por Delgaty y Lake [11]. Las densidades y presiones del modelo estan
definidas por las siguientes ecuaciones adimensionales

o _ (1= ) (Jar +2/@)° )

ﬁ:__ )
P o+ dy/aian + B - Bt cos (52)’]

. P
p=L_Llq_ 1.42
. 5 (1=7) (1.42)
con
ar = 225 — 2254 cos (2_221> , (1.43)
(o = 51/6psin (2_221> (1.44)
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5 572 10
Z:1H<7:2_6+\/f4_%+ﬁ>7 (1.45)

2=ln (1+ ﬂﬁ), (1.46)

donde 12 < 9/107mpo. Si M = m(ry) la densidad central, py, estd dada por

1M 15y
© 8mrg 16mrd’

Po (1.47)

con p = 2M /ry siendo la relacién masa-radio, y 7 = r/r¢ la coordenada radial adi-
mensional. En la figura 1.1 graficamos las densidades y las presiones para dos valores
distintos de la relacién masa-radio u, y en la figura 1.2 graficamos R de la ecuaciéon
(1.30) y los términos R; ecuaciones (1.31) hasta (1.35), tomando dos valores distintos
para la relacién masa-radio . Podemos observar que para la curva en la cual p = 0.2
ocurre un cambio de signo alrededor de r = 0.35, lo cual indica que la configuracién
es inestable para perturbaciones de la densidad alrededor de ese punto, ya que una
perturbacion de la densidad en esa regiéon ocasionaria una fractura.

1.2.2. Modelo 2: Esféra anisétropa I

Ahora presentamos el analisis de dos modelos anisétropos que fueron considerados
inestables en trabajos anteriores. Primero, examinemos el modelo estudiado en [27].
Las densidades y presiones del modelo estdn definidas por las siguientes ecuaciones
adimensionales

~ K

p=rrg =3 (1.48)

. P K [T7T—971/2

pP==_——(—___ 1.49
2 32 (1 —37:1/2) ’ (1.49)

5 ~

a :P—ﬁ, (1.50)



Figura 1.1: Densidad y presién para el modelo descrito por las ecuaciones (1.41) y
(1.41), tomando = 0.1y p=0.2.

el cual fue encontrado inestable bajo perturbaciones simultaneas de la densidad y la
anisotropia. En la figura 1.3 graficamos la densidad y las presiones con el pardametro
K = 3/56m, con el cual la configuracién tiene una relaciéon masa-radio p = 0.42 con
el cual fue estudiado en el mencionado articulo. En la figura 1.4 graficamos la dis-
tribucién de fuerzas radiales R, ecuacién (1.30) y vemos que esta curva no presenta
ningtin cambio de signo, asi que bajo nuestro criterio encontramos que la configuracién
es potencialmente estable, lo cual discrepa con los resultados obtenidos anteriormen-
te, incluso también contradice al resultado obtenido en la referencia [1], en la cual fue
también encontrado inestable. También presentamos la gréafica de los términos 7?\’,; da-
dos por las ecuaciones (1.31) hasta (1.35). Respecto al caso isétropo de este modelo,
debemos mencionar que recuperamos el resultado de Herrera en [27] ya que en nuestro
caso tampoco encontramos fractura cuando v = 0.

1.2.3. Modelo 3: Esféra anisétropa 11

El segundo modelo que presentamos esté basado en la soluciéon obtenida por Gokhroo
and Mehra [21], la cual fue originalmente encontrada por Florides [20] y después por
Stewart [53]. La densidad y presiones de este modelo estédn descritas por las ecuaciones
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adimensionales:

p=L = (1K), (1.51)
Po
- P 2m
P=—=~(1-")(1-7), 1.52
E (1) a-n) (152
~ -1 -, (p+ P)(m+4xP)
P, =P+ 7P 1.
SR L T 7y B (1.53)
donde hemos escrito la densidad central py como
15 M 15
Po . (1.54)

T 4Arr3(5—3K) 8rre(5-3K)

Este modelo fue estudiado en [1] en donde los autores determinaron que era un modelo
potencialmente inestable pues presentaba fracturas bajo su esquema de perturbaciones.
En la figura (1.5) graficamos la densidad y las presiones para este modelo, usando
como pardametros K = 3/56m y v = K/4, con los cuales la relacién masa-radio es
@ = 0.42. En la figura 1.6 graficamos la distribucién de fuerzas radiales ﬁ, ecuacion
(1.30) y vemos que esta curva no presenta ningun cambio de signo, asi que bajo nuestro
criterio encontramos que la configuracion es potencialmente estable, lo cual discrepa
nuevamente con los resultados obtenidos por [1]. También presentamos la grafica de los

términos R; dados por las ecuaciones (1.31) hasta (1.35).
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Figura 1.2: Graficas de R, ecuacién (1.30) y de los términos R;, ecuaciones (1.31) a
(1.35) para el modelo descrito por las ecuaciones (1.41) y (1.41), tomando p = 0,1 y
w=0,2.
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Figura 1.3: Densidad y presiones para el modelo descrito por las ecuaciones (1.48) a
(1.50), tomando K = 3/56.

O, ________________

R -10]

-154

-20%

Figura 1.4: Gréafica de R, ecuacién (1,30) y de los términos R;, ecuaciones (1.31) a
(1.35), para el modelo descrito por las ecuaciones (1.48) a (1.50).
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Figura 1.5: Densidad y presiones para el modelo descrito por las ecuaciones (1.51) a
(1.50) con los pardmetros K = 3/56m y v = K /4.
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Figura 1.6: Gréafica de R, ecuacién (1,30) y de los términos R;, ecuaciones (1.31) a
(1.35), para el modelo descrito por las ecuaciones (1.51) a (1.53).
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Capitulo 2

Fracturas en esferas anisétropas
cargadas

En este capitulo analizamos la aparicién de fracturas (o compresiones) en configu-
raciones autogravitantes cargadas con simetria esférica, isétropas y anisétropas. Consi-
deremos una métrica con simetria esférica como la del capitulo anterior, descrita por la
ecuacién (1.1), y un tensor de momentum energia compuesto por dos partes, una que
se debe a la materia T,Slyn) y otro que se debe a la carga eléctrica T,Ef,m), de modo que lo
podemos escribir como

T =T + TS (2.1)
donde cada componente esta dada por
Tlﬁlyn) = (p+ P )uyu, — Prgu + (P — P v, , (2.2)
pem — L (g e 1g sFoasFP ) . (2.3)
v 47_‘_ pnot v 4 Q «

El tensor electromagnético F),, puede escribirse en términos del potencial electro-
magnético A, como

F,w/ = Au;u - A,u;u ) (24)

por lo tanto, las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético son

(V=gF"™), = 4m/=gJ" , (2.5)

donde J* = out es el 4-vector densidad de corriente y o es la densidad de carga.
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Debido a que estamos considerando un sistema con carga eléctrica, el vector poten-
cial solamente tiene la primera componente, esto es,

AM = (A07 07 07 O) ) (26)

de esta manera, las inicas componentes del tensor electromagnético son Fy; v —Flg, v
las ecuaciones de campo de Maxwell (2.5) pueden escribirse de la siguiente manera

— (e’(”+’\)r2F01) = 4dmrieto . (2.7)

,T

Ahora bien, definiendo la carga Q(r) como

Q(r) :/ 4rrioerdr (2.8)
0
podemos expresar la componente del tensor electromagnético Fy; en términos de la
carga,
Qr)
Fop = —TGH : (2.9)

y las componentes no-nulas del tensor de momentum energia 7}, pueden escribirse como

F2
T = p+ 8—(7)_:6_(V+/\) , (2.10)
F2
T} = —P+ 8—;16*(”“) , (2.11)
F2
T} =T3=—-P, — 8—07Te*<"“> : (2.12)

Siguiendo a [3], calculamos la componente radial de la ecuacién de continuidad,
T, =0, (2.13)

y obtenemos la generalizacién de la ecuacién de Tolman-Oppenheimer-Volkoff [46] para
el equilibrio hidrostatico de una esfera cargada con anisotropia dada por

dP 1 Q dQ (p+P)(mrP+%—-%) 2P —P)

2
- x 7% r — =0. 2.14
e (1_277"4_%2) r (2.14)

Por condiciones de continuidad en la superficie de la esfera, la solucién interior debe
coincidir en la frontera con la solucion exterior descrita por la métrica de Reissner-
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Norsdstrom

oM Q2 dr?
ds? = (1 _2M Q_;) A4 ——— 2 (d0® +sin?0d¢?) . (2.15)
r r 1—2M 9

donde @) es la carga total y M es la masa total de la esfera, y ademas en la superficie
de radio 7y la presion radial debera ser nula.

Analicemos ahora la aparicién de fracturas en este tipo de configuraciones siguiendo
el mismo esquema del capitulo anterior. En este caso, la distribucion de las fuerzas
radiales del sistema estd dado por

_— 12@+(p+P)(4wP+g—%) _2P.-P)

Cdr 4mrtdr (1—2m 4 & r

r r2

: (2.16)

donde podemos ver que aparecen términos dependientes de la carga, su gradiente y de
las demas variables del sistema.

2.1. Perturbaciones locales de la densidad

En esta seccion consideraremos una esfera anisétropa cargada en equilibrio hi-
drostatico, descrita por ecuaciones de estado bardtropas,

P=P(p), PL=Pi(p), (2.17)

y en la cual la carga tenga una dependencia con la densidad, por lo tanto podemos
escribir

Q=0Q(p). (2.18)

Bajo estas caracteristicas, analizaremos ahora los efectos de una perturbacion local de
la densidad
5p = dplr) . (2.19)

descrita por una funciéon de soporte compacto la cual genera fluctuaciones en la masa
om, la presion radial 0P , la presion tangencial § P, , el gradiente de presion radial P/,
la carga 6Q) y en el gradiente de carga 4@, asi que

P(p+dp) = P(p) + 4P, (2.20)
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Py(p+dp) = PL(p) + 0P,
P'(p+dp) ~ P'(p) + 0",
Q(p +dp) = Q(p) + 6Q,
Q' (p+0p) = Q'(p) +0Q',

m(p+dp) = m(p) + dm.

(2.21)
(2.22)
(2.23)
(2.24)

(2.25)

Estas perturbaciones las calculamos expandiendo en series de Taylor hasta primer orden

cada una de las ecuaciones de las variables,

5P = gép = v%dp,
dp
0P, = dd%ép =vidp,
- ]t
- j_;% [p'v*] op = %% [pv*] 6p = [(v2>’ + UQpl,/] ap s
6Q = %6 = %3—;&) = %fh

29
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(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)



en donde

g
dp

dP
2 1
= —, 2.32
vy dp ( )
denotan respectivamente la velocidad del sonido en direccién radial y tangencial. Para
obtener la expresién (2.29) hemos partido de la definicién de la masa (1.8), la cual

hemos derivado respecto al radio para obtener

(2.33)

m' = drrp.

Ahora, expandimos la ecuacién (2.16) en series de Taylor hasta primer orden y obtene-
mos la fuerza radial que surge a partir de la perturbacion de la densidad

R~ RO(pama P7 P,>PJ_7Q7Q/) + R ) (234)
donde
OR OR OR OR OR OR OR
R =—90 —0 —0P P+ —§P —0 30Q) 2.3
R 5,07t g™t 5p0F + gp 0 t 5 L+8QQ+8Q,Q> (2.35)
y
RO(pam7P7 Pla PL? Q7Q/) =0 ) (236)

debido a que el sistema esta en equilibrio inicialmente. Reemplazado las fluctuaciones
de cada una de las variables, podemos escribir

IR  OR [(4mr?p IR ,
Ry
opP, *

donde
(9_7€ B 4rt P + mr — Q?

op  r(r2 —2mr 4+ Q?)’
OR _ (p+ PYo? = @+ 51r°P)
om (r2 — 2mr + Q2)°

30

R ,

ap ((”2) +
IR (Q) 4 OR
0Q \ ¢/ oQ

_|_

o)
P
G

(2.38)

, (2.39)



IR 1 .dQ 2(p+P)(@rr'P+mr—-Q*+1)Q

S il 2.4

oQ Arrd dr r(r2 = 2mr+ Q?) ’ (2.40)
R

9P 1, (2.41)
G_R B 8rriP — 3mr 4+ Q? + 4mrtp + 2r? (2.42)
oP r(r? — 2mr + Q2) ’ '
R 1

OR 2

_— = 2.44
6PL T ( )

De esta manera hemos encontrado la expresién para las fuerzas radiales que surgen a
partir de una perturbacion de la densidad para el caso de una esfera anisétropa carga-
da, y esta vez también hemos podido factorizar la funcién perturbacion dp, asi que el
término en llaves es el que determina los lugares donde podria ocurrir una fractura de-
bido a una perturbacién sin importar su forma funcional. Es por eso que a continuacién
analizaremos este término, el cual estd dado por

OR

ﬁzé_p:7§/1+7€2+7é3+7é4+7é5+7é7’ (245)
con
~ OR
Ry = —— 2.46
~ OR 47r?p
_ Ik 2.47
27 Om o ( )
g aR 2
Rs = apY (2.48)
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Ry = 2;2, [(02)’ + 02%’/’} : (2.49)
Rs = g%vi : (2.50)
Re = gi;% , (2.51)
Rr= gg%ﬂ . (2.52)

Hemos enumerado cada uno de sus componentes, con el fin de analizar la contribucién
de cada uno de ellos en cada uno de los modelos que estudiaremos en la seccién siguiente.

2.2. Analisis de algunas soluciones exactas de esfe-
ras isotropas y anisétropas

En esta seccién evaluaremos algunos modelos de esferas isétropas y anisétropas con
carga eléctrica que han sido propuestas en la literatura, esto lo hacemos con el fin de
examinar la aparicion de fracturas en este tipo de configuraciones. Para ello calculamos
la distribucién de fuerzas radiales (2.45) examinando graficamente si tienen cambio de
signo. También graficaremos los componentes R, dados por las ecuaciones (2.49) hasta
(2.52) para observar el comportamiento de cada uno de ellos por separado.

2.2.1. Modelo 1: Esfera de polvo cargada

Consideremos un modelo de esfera de polvo cargada propuesto por Herrera et al
en [28]. La densidad, las presiones y la carga de este modelo estédn descritos por las
siguientes ecuaciones adimensionales

(2.53)
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Q 1.
— == 2.54
= (2:54)

Q=

P=P =0, (2.55)

donde hemos empleado una coordenada radial adimensional dada por

T

T = o (2.56)
En la figura 2.1 presentamos la grafica de la densidad y la carga para este modelo, y
al sustituir las expresiones para la densidad, la carga y las presiones en la ecuacion
2.45, presentamos en la figura 2.2 su grafica y los términos R; que lo componen por
separado, ecuaciones (2.49) hasta (2.52). Puede verse que este modelo es estable bajo
nuestro esquema de perturbaciones ya que no hay un cambio de signo en la curva de

R.

2.2.2. Modelo 2: Esfera cagada isétropa

En esta seccion consideramos una solucién de una esfera isétropa cargada propuesta
también en [28], descrita por las ecuaciones adimensionales

B 1 /4720, — 2+ 1
Q_Q_(QCl—l)f (2.58)
B To N vV 2 — 401 ’ ’
~ 1 —4C; +40,72 — 2 + 1
P=Pri=— 2.
"0 T6r 72 ’ (2.59)
P =P r2=P. (2.60)

Ahora, sustituyendo las expresiones de la densidad, la carga y las presiones en la ecua-
cién (2.45), presentamos en la figura (2.4) su grafica y la de los términos R; que la
componen de manera separada, ecuaciones (2.49) hasta (2.52), tomando C = 0.3. De-
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bido a que no encontramos un cambio de signo en la primera curva, determinamos que
el modelo es estable ya que no hay aparicién de fracturas.

2.2.3. Modelo 3: Esféra anisétropa cargada

Ahora consideremos un modelo anisétropo cargado propuesto en [28], descrito por
las ecuaciones adimensionales

~ 2_(301_1) (1_01) 2 _3_7;2
p=pr =g = (30, — 1) +1+a” |1 5 : (2.61)
N (3C: — 1) i )
P = Pr} = B (1-7) (1 —a*) , (2.62)
= s (1-20C1) =
P, =Pry= e + P, (2.63)
N (2 — i3
Q= r_ = M . (264)
0

En la figura 2.5 presentamos la grafica de la densidad, las presiones y la carga usando
como pardmetros C; = 0.4 y o = 1, en la figura 2.6 graficamos R, ecuacién (2.45), y
los términos R;, ecuaciones (2.49) hasta (2.52). De nuevo, determinamos que el sistema
es potencialmente estable pues no encontramos que se fracture.

2.2.4. Modelo 4: Esfera cargada isétropa

Analizamos ahora una esfera isétropa cargada propuesta en [52], descrito por las
siguientes ecuaciones adimensionales

5 — 3= 3auq® + 3pay — 304> ¢

8ras 472’

(2.65)

p=pry

I

p_ pp2_ 2Voi+ (1 +aug? — pof + aig?)? — 7 — alg?
0 8rai
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2.66
8rai * 872’ (2.66)
~L - ﬁ), (268)
con
1 (12p — 12 — ¢") (1 — 4¢*p + 4q")
oy = Q3 — =
T B (- 2¢%) (an(p — 2¢2)2 (12 — AgPu + Agh)2)1/3
2 7>
o 2.69
30— 2) (269
2\2 (.2 2 4\2 1/3
1(042(u—2q)(u —4qu+4q)) -
a = — 5 .
T3 (1 —2¢%) (12 — 4% + 4q*) (2.70)
oo = 18¢% 1 + 36¢% — ¢° — 108¢* + 63 , (2.71)
ar = [16p°(—48 — ¢*)p® + (48 + 20¢" — 36¢°)pu — 16
+2¢"0 + 8¢* +107¢° — 72¢°]* . (2.72)

En la figura 2.7, graficamos la densidad, las presiones y la carga para este modelo usando
los pardmetros i = 0.1 y ¢ = 0.1. En la figura 2.8 graficamos R, ecuacién (2.45), y los
términos R; ecuaciones (2.49) hasta (2.52). Ahora, en contraste con los casos anteriores,
encontramos un cambio de signo alrededor de 7 = 0.7, es decir, encontramos que en el
sistema apareceria una fractura si ocurriera una perturbacion de la densidad alrededor

de ese punto. Asi, determinamos que este modelo es inestable bajo perturbaciones de
la densidad.
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2.2.5. Modelo 5: Esfera anisétropa cargada I1

Ahora analizamos un modelo anisétropo cargado propuesto en [18], descrito por las
ecuaciones

1 n+ 72
5= pr = - 2.73
Pl = g 2n—C)2” (2.73)
pPopr2=1 1+7 (2.74)
Y 8r(l+2n—C) 2’ '
P, =Pr2=CP, (2.75)
- 72 (1+n—2C —72(1—0))
= = . 2.
@ =0 \/ >+ dn — 20 (2.76)

En la figura 2.9 graficamos la densidad, las presiones y la carga para este modelo
usando los pardmetros C' = (n — 1)/2 — 0.1 y n = 2. En la figura 2.10 graficamos R,
ecuacién (2.45), y los términos R; ecuaciones (2.49) hasta (2.52). Ahora, al igual que
en el ejemplo anterior, encontramos un caso en el cual el modelo se fractura debido a
una perturbacion en la densidad, esto ocurre alrededor de 7 = 0.6, y asi, determinamos
que la configuracion es inestable bajo perturbaciones de la densidad.
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Figura 2.1: Densidad y carga para el modelo descrito por las ecuaciones (2.53) y (2.54)

0.06-

0.05

0.04

0.03

» @ H g e N @

0.02
07— ..............................
0.011 -1 //

0 0.2 04 _ 06 0.8 1 _132 ..... R
r

Figura 2.2: Graficas de R, ecuacién (2.45) y de los términos R;, ecuaciones (2.49) a
(2.52) para el modelo descrito por las ecuaciones (2.53) y (2.54).
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Figura 2.3: Densidad, presiones y carga del modelo descrito por las ecuaciones (2.57) a
(2.60) con Cy = 0.3.
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Figura 2.4: Graficas de R, ecuacién (2.45) y de los términos R;, ecuaciones (2.49) a
(2.52) para el modelo descrito por las ecuaciones (2.57) y (2.60) con Cy = 0.3.
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Figura 2.5: Densidad, presiones y carga eléctrica del modelo descrito por las ecuaciones
(2.61) a (2.64) con C; =04y o = 1.
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Figura 2.6: Gréficas de R, ecuacién (2.45) y de los términos ﬁi, ecuaciones (2.49) a
(2.52) para el modelo descrito por las ecuaciones (2.61) y (2.64) con C; = 0.4y o = 1.
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Figura 2.7: Densidad, presiones y carga eléctrica del modelo descrito por las ecuaciones
(2.65) a (2.68) con u=0.1y g=0.1.
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Figura 2.8: Graficas de R, ecuacién (2.45) y de los términos R;, ecuaciones (2.49) a
(2.52) para el modelo descrito por las ecuaciones (2.65) y (2.68) con u = 0.1y ¢ =0.1.
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Figura 2.9: Densidad, presiones y carga eléctrica para el modelo descrito por las ecua-
ciones (2.73) a (2.76) con C = (n—1)/2—-0.1y n = 2.
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Figura 2.10: Gréficas de R, ecuacién (2.45) y de los términos R;, ecuaciones (2.49) a
(2.52) para el modelo descrito por las ecuaciones (2.73) y (2.76) con C' = (n—1)/2—0.1
yn=2.
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Capitulo 3

CONCLUSIONES

Extendimos la metodologia de fracturas desarrollada por Herrera et al con el fin de
determinar posibles inestabilidades en configuraciones autogravitantes de materia car-
gada y neutra con simetria esférica en Relatividad General, representadas por soluciones
analiticas a las ecuaciones de Einstein y de Einstein-Maxwell. La metodologia consis-
te en determinar los cambios de signo en la distribucién de fuerzas radiales que surge
por una perturbacién en la densidad del sistema, considerando que existen ecuaciones
de estado barétropas que relacionan las presiones radial y tangencial con la densidad,
de manera que una perturbacién local de la densidad afecte todas las variables de la
configuracion.

La motivacién principal de nuestro trabajo fue investigar las consecuencias de con-
siderar perturbaciones en la densidad que afectara las demas variables del sistema a
través de ecuaciones de estado barétropas y no de manera independiente como ocurria
en los trabajos originales. Para poder considerar perturbaciones independientes en la
densidad y anisotropia, se tendria un sistema en el cual no estan definidas las ecuaciones
de estado. Sin embargo, las ecuaciones de estado permiten que un sistema esté termo-
dindmicamente bien definido, y son muy ttiles para poder describir las propiedades
de la materia. Es por esto que decidimos investigar las consecuencias de considerar un
sistema con ecuaciones de estado a través de las cuales la perturbacion de la densidad
afecte todas las variables del sistema.

Por otra parte, las perturbaciones sobre el gradiente de presiéon no se consideraron
en los anteriores trabajos argumentando que éste no alcanzaba a modificarse en el mo-
mento inmediatamente posterior a la perturbacion. Nosotros no vimos este argumento
lo suficientemente convincente para no incluir los efectos sobre el gradiente de presion,
ya que después de todo, es funcionalmente dependiente de la densidad y estaria afectado
por sus fluctuaciones.



Las expresiones para la fuerza radial obtenida, en los casos neutro y cargado, a par-
tir de una perturbacién local de la densidad de dependencia funcional general, consta
de dos factores, uno es la perturbacion de la densidad y otro que depende de la den-
sidad, las presiones y la masa. Esto nos permitié evaluar la aparicién de fracturas en
distintas soluciones bajo una perturbacion general de forma funcional desconocida, lo
cual implica conocer si el fluido tiene tendencia a presentar fracturas o compresiones
bajo cualquier tipo de perturbacion. El caracter general de la perturbacién considera-
da permite que ésta esté definida por una funcion de soporte compacto, es decir, que
sOlo ocurra en pequeno cascarén de la configuraciéon, de esta manera la distribucion de
fuerzas resultante solamente estaria presente en esa region, con lo cual podemos asumir
una delimitacién en la perturbacion.

Como resultados, encontramos una solucion esférica isétropa que presentaba frac-
tura, lo cual contrasta con las conclusiones obtenidas en los trabajos anteriores, pues
en todos ellos se habia concluido que las fracturas sélo podrian ocurrir en soluciones
anisotropas. Por otra parte, al analizar modelos estudiados bajo los enfoques de los
trabajos anteriores, al no encontrar fracturas que se detectaban en dichos trabajos, ve-
mos que se introducen grandes diferencias al haber considerado perturbaciones locales,
cambios en el gradiente de presion y la dependencia a través de las ecuaciones de estado.
Para el caso cargado, encontramos un ejemplo de fractura para una solucién anisétropa
y uno de compresién para un modelo isétropo, como también encontramos soluciones
que no presentaban fracturas o compresiones.

Por medio del andlisis implementado en este trabajo, concluimos que hemos en-
contrado un novedoso y sencillo método de deteccién de fracturas, las cuales indican
posibles inestabilidades, y para el cual sélo se necesita conocer la definicion de la den-
sidad, las presiones y la carga eléctrica (en el caso cargado) de la solucién bajo estudio.

Los resultados de este trabajo fueron presentados en el evento The Spanish Relativity
Meeting, 1-5 september 2014 [23], y seran presentados en The 14th Marcel Grossman
Meeting, 12-18 july 2015. Las versiones para publicacion estan disponibles en la pagina
www.arxiv.org [24,25].
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