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Resumen

Titulo: Inflacién y Energfa oscura en la Teoria Generalizada de Proca SU(2) - ﬂ
Autor: Carlos Andrés Bautista Torres [ ]

Palabras Clave: Inflacidn, Energia Oscura, Galileones,

Sistemas Dindmicos.

Descripcion: Uno de los mds grandes misterios que han intrigado a la Humanidad ha sido el conocer el origen del
universo, y no con menor importancia predecir como serd su final. Para dar respuesta a ello, en este trabajo se estudié
un modelo cosmolégico que caracteriza los periodos de inflacién primordial y expansién acelerada tardia, dos etapas
que se presume son el inicio y final en la linea de tiempo del universo; por lo tanto, son de gran importancia en la
evolucién del mismo y ameritan un estudio de su comportamiento a partir de los diferentes modelos cosmolégicos
disponibles. Lo anterior incluye estudiar la teoria generalizada de Proca SU(2), dado que la accién que rige la Fisica
de tales periodos mencionados no puede exhibir patologias de ningtin tipo, debiendo estar contenida en la accion de los
Galileones vectoriales. Para lograrlo se procedié a estudiar las ecuaciones de Friedmann y de continuidad para el mo-
delo obtenido, y se analizaron todos los puntos criticos hallados para luego, mediante un proceso de filtrado determinar
aquellos puntos que corresponden a comportamientos inflacionarios. Se encontré que solo un punto critico, tipo silla,
es capaz de describir un periodo inflacionario primordial lo suficientemente prolongado; sin embargo, la duracién de
este periodo es sumamente sensible a la escogencia de condiciones iniciales y de constantes de acoplamiento. También
se encontrd un mecanismo muy interesante de auto ajuste fino que puede dar cuenta, exitosamente, de la expansién

acelerada tardia para un amplio conjunto de condiciones iniciales.
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Abstract

Title: Inflation and Dark Energy in the SU(2) Generalized Proca Theory - .,%1
Author: Carlos Andrés Bautista Torres
Keywords: Inflation, Dark Energy, Galileons, Dynamic Systems.

Description: One of the biggest mysteries that has intrigued humanity, has been to know the origin of the universe,
and not less important, to predict how its end will be like. To respond this question, in this work we studied a cos-
mological model that characterize the periods of primordial inflation and late accelerated expansion, two epochs we
think are the beginning and the end in the time line of the universe, therefore, they are very important in its evolution,
and deserve an analysis of their behavior from the different available cosmological models. The analysis includes a
study of the SU(2) generalized Proca theory, because the action describing both periods can not exhibit any kind of
pathologies, then it has to be contained in the vectorial Galileons action. To achieve that, we studied the Friedmann
and the continuity equations of the obtained model and analyzed every critical point we found, then, through a filtering
process, we determined the points that correspond to an inflationary behavior. We found just one critical point, a settle
point which is able to describe a long enough primordial inflationary period; nevertheless, the duration of this period is
highly sensitive to the initial condition choice and the value of the coupling constants. We also found a very interesting

self-tuning mechanism that successfully depict the late accelerated expansion for a large set of initial conditions.
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Introduccion
Como cualquier rama de la fisica, la cosmologia se dedica a estudiar las interacciones entre la
energia y el espacio-tiempo, pero las estudia a escalas tan grandes que no hay lugar para un estudio
estadistico de multiples experimentos, es decir, solo se cuenta con un universo observable y a partir
de él y su comportamiento se intenta modelar su evolucidn en el tiempo (Mukhanov| (2005)); |Peter
and Uzan (2013)). El modelo estindar cosmoldgico nos habla de cuatro etapas en la evolucién
del universo: una era inflacionaria, una dominada por energia de tipo radiacion, otra dominada por
materia y la dltima dominada por la energia oscura, en la que se encuentra actualmente (Amendola
and Tsujikawa (2010); [Ellis et al. (2012); Weinberg| (2008)). En el desarrollo de este trabajo se
modelaron tanto el periodo inflacionario como el dominado por la energia oscura, siendo ambos

periodos de expansion acelerada (Ellis et al.| (2012); Weinberg| (2008))).

Para explicar la expansion del universo, muchas personas incluso integrantes de la comu-
nidad cientifica han dado por hecho que la teoria del Big Bang es la mds acertada propuesta hasta
ahora. Sin embargo, el modelo presenta algunos problemas, como el de las reliquias no deseadas,
el problema de planitud y el problema de horizontes (Mukhanov| (2005); Weinberg (2008)); Guth
(1981); Lyth and Liddle|(2009)). Esto conllevé al desarrollo de otros modelos como la teoria infla-
cionaria (la nueva inflacion) propuesta por Andréi Linde (Guth| (1981); |Linde|(2008))). Tal explica-
cioén del origen del universo soluciona satisfactoriamente los problemas cldsicos de la cosmologia

enunciados anteriormente, aunque a cambio de ello, el concepto de Big Bang se ve alterado noto-
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riamente pues la inflacion borra satisfactoriamente las condiciones previas. Esto implica considerar
el Big Bang como un evento posterior a la inflacién en donde hay un recalentamiento en las parti-

culas del modelo estandar.

Desde la primera propuesta de la nueva inflacion, se han desarrollado una gran cantidad de
modelos inflacionarios basados en campos escalares (Martin et al.| (2014)), ya que el hecho de que
sean escalares permite reproducir perfectamente un universo que tiende a ser isétropo y homogé-
neo a escalas de 100 M pc o mds (Penzias and Wilson (19635)). Uno de los trabajos pioneros en el
uso adecuado de estos campos escalares fue el propuesto por G. W. Horndeski en 1974 (Horndeski
(1974)). El modelo consiste en formular la accién més general para un campo escalar més grave-
dad, cuyas ecuaciones de campo sean de orden menor o igual a dos. Esto define los denominados
Galileones, denotando como Galileones a aquellos campos escalares cuya accién conlleva a ecua-
ciones de movimiento de estrictamente segundo orden, y Galileones generalizados a aquellos cuya
accion conlleva a ecuaciones de movimiento que incluyen también dependencia del campo y su
primera derivada. Los términos de orden tres o mayores se evitan en este modelo pues implicarian
que si el Lagrangiano es no degenerado (Ostrogradsky|(1850); Woodard| (2015} 2007)), presentaria
inestabilidades de Ostrogradski (Ostrogradsky| (1850)), es decir, que el Hamiltoniano de la teoria
presentaria un comportamiento lineal con respecto a una de sus variables candnicas. Un Hamilto-
niano que se represente por una funcion lineal no posee un punto critico estable que se asocie al
minimo de energia, por tanto, el sistema podria decaer a energias negativas y de magnitud infinita,

algo fisicamente imposible.
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A partir del 2006, gracias a la curiosidad innata de la comunidad cientifica, se expandi6 el
area de investigacion y se produjeron un buen nimero de trabajos en aras de describir la inflacion
usando campos vectoriales (Watanabe et al.| (2009); Dimopoulos| (2006, 2007); Dimopoulos et al.
(2010); Beltran Jiménez et al.| (2017);|Davydov and Galtsov|(2016)); Dimopoulos et al.|(2009); Go-
lovnev et al.| (2008)); Maleknejad and Sheikh-Jabbari (2011, 2013); 'Yokoyama and Soda (2008));
Maleknejad et al.| (2013)). Tiempo después, a pesar de su consistencia tedrica, los modelos escala-
res como k-esencia (Malquarti et al. (2003)); (Chimento and Feinstein (2004))) e incluso los basados
en la teoria de Horndeski (Horndeski (1974))), se vieron descartados para modelar el universo a gran
escala debido a recientes investigaciones. Aunque los resultados de WMAP (Bennett et al. (2013))
y Planck (Ade et al.[|(2014)) en los afios 2013 y 2014 mostraron anomalias, que estadisticamente,
no comprometian la idealizacién de un universo a gran escala is6tropo y homogéneo; los modelos
construidos a partir de campos escalares inicamente, se volvieron obsoletos al ser incompatibles
con la rapidez de las ondas gravitacionales (Abbott et al.[ (2017); Baker et al.| (2017); |Creminelli
and Vernizzi (2017); [Ezquiaga and Zumalacarregui (2017)); |Sakstein and Jain| (2017); Wang et al.
(2017)). Tales observaciones motivaron mds el uso de campos vectoriales en teorias inflacionarias;
pero el uso inapropiado de los mismos generaria una sobrecarga de anisotropia. Para contrarrestar
tal efecto hay varias opciones: se puede afiadir un campo escalar cuya densidad de energia pre-
domine a la del campo vectorial (Watanabe et al.| (2009)); se puede proponer un campo vectorial
oscilante cuya frecuencia sea tan alta que su efecto sea en promedio isétropo (Dimopoulos| (2006,

2007); Dimopoulos et al. (2010)); o se puede elegir una configuracién especial de campos vecto-
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riales de tal manera que entre ellos cancelen su anisotropia, un claro ejemplo de ello es la triada

cosmica (Armendariz-Picon (2004); Rodriguez and Navarro (2017); Zhang et al.[ (2010, [2011)).

En el ano 2009, Alberto Nicolis, Riccardo Rattazzi y Enrico Trincherini propusieron una
féormula genérica para determinar todos los Lagrangianos posibles con ecuaciones de segundo or-
den (Nicolis et al.| (2009)); sin embargo, esto fue realizado para el caso escalar, y una extrapolacion
al caso vectorial no era trivial. Adn asi, en el afno 2014 Lavinia Heisenberg intent6 tal generaliza-
cidn, obteniendo determinada cantidad de Lagrangianos, con ecuaciones de segundo orden en un
espacio-tiempo curvo (Heisenberg| (2014)). Afios después, Erwan Allys, Patrick Peter, Juan Pablo
Beltran y Yeinzon Rodriguez publicaron los dos primeros articulos que construian paso a paso, sin
el uso de ninguna férmula genérica, todos los términos invariantes de Lorentz y de Gauge basados
en Galileones vectoriales (Allys et al. (2016bla)). Al realizar una rdpida comparacién de las dos
metodologias, se concluy6 que la férmula genérica para Galileones escalares no se puede extrapo-
lar por analogia al caso vectorial, pues de ella no resultan términos que violan paridad y que en

cambio, si se obtienen a partir de un desarrollo sistemdtico de cada Lagrangiano.

Con base en el articulo final de Allys et. al., “Generalized SU(2) Proca theory"(Allys et al.
(2016c)), se pudo compactar todo el desarrollo de los Galileones, desde los escalares, hasta los vec-
toriales con simetria SU(2), en un trabajo denominado “Scalar and vector Galileons"(Rodriguez
and Navarro (2017))). A partir de ello se realiz6 un andlisis cosmoldgico de varios Lagrangianos,

teniendo en cuenta que la inflacién y la era dominada por la energia oscura son dos periodos del
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universo, y la accién que los define debe ser libre de cualquier tipo de inestabilidades; por lo tanto,
debe estar incluida en la accién para los Galileones. Bajo esa idea, se propuso estudiar los Lagran-
gianos que prometian un resultado acorde con las observaciones, siendo uno de ellos el analizado

en la referencia (Rodriguez and Navarro| (2018))).

Considerando lo previamente mencionado, el presente trabajo busca reproducir y ratificar
el andlisis dindmico realizado a la accién generalizada de Proca (Rodriguez and Navarro (2018)),
exponiendo paso a paso el desarrollo de los cdlculos, y dando el suficiente contexto tedrico para
una apropiada comprension del proceso. Para ello se planteardn los siguientes capitulos: el prime-
ro corresponde a una introduccién a la cosmologia, alli se podrd encontrar una breve explicacion
tanto de la inflacion como de la expansion acelerada tardia. El segundo capitulo explica apropia-
damente el significado de los Galileones escalares y vectoriales y su utilidad al momento de evitar
inestabilidades de Ostrogradski. El tercer capitulo es una introduccién a los sistemas dindmicos
como método eficaz para el buen andlisis de las ecuaciones de campo y de movimiento. El cuarto
y quinto capitulo muestran el resultado y las conclusiones a las cuales se llegaron, después de rea-
lizar el analisis dinamico del sistema autonomo de ecuaciones. Por dltimo, antes de las referencias
se encontrard la seccion de anexos, donde se muestran los desarrollos analiticos y numéricos.

1. Inflacion - Energia oscura

La era inflacionaria primordial y la dominada por la energia oscura marcan el inicio y el presente de
la linea de tiempo del universo. Si bien ambas épocas son de expansion acelerada, la propuesta de

un periodo inflacionario primordial surge como solucién a algunos problemas de origen conceptual
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de la teoria del Big Bang (Weinberg (2008)), en cambio la era dominada por la energia oscura o
inflacidn tardia se conoce debido a las observaciones del corrimiento al rojo de los cuerpos celestes
(Riess et al. (1998)); Perlmutter et al. (1999)). A continuacion se profundizard en la definicién
de ambos periodos inflacionarios, asi como también se abordardn los conceptos claves para la
comprension de los mismos, no sin antes recordar que la métrica espacio-temporal que define
un universo en expansion, y que por lo tanto, es apropiada para el estudio de los periodos de
la inflacién y la expansion acelerada tardia, es la métrica de Friedmann- Lemaitre- Robertson-

Walker

2

dt’ =dt* —d* (¢
4 |2

+77 (d6* +sin” 0 d¢?) | , (1)

en donde las coordenadas empleadas son las esféricas, k indica la curvatura espacial y a(t)
es el pardmetro de expansion. Cuando se considera una época inflacionaria, la expansion es ace-
lerada, es decir, d(r) > 0. A partir del pardmetro de expansion se define el famoso parametro de
Hubble, H = d/a, el cual se mide mediante el corrimiento al rojo de las galaxias y es de bastante
utilidad en la cosmologia, incluso es fundamental en el cédlculo aproximado de la edad del universo
(Calabrese et al.| (2013); (Cai1 (2007); [Winget et al. (1987)).

1.1. Era inflacionaria

Desde su comienzo el universo ha pasado por diferentes etapas de expansion, siendo la inflacién
una de estas etapas en la cual el universo se expande de forma acelerada. La primer version de la
inflacion fue propuesta por Alan Guth, en la cual se dice que ocurrié una expansion acelerada en

el universo temprano poco tiempo después del Big Bang, cuando la energia de vacio era dominan-
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te (Guth| (1981)); sin embargo, tal y como se menciond previamente, afios después debido a las
observaciones, Andréi Linde propone la nueva inflacion, que es la teoria aceptada actualmente, en
donde la expansion acelerada es previa al Big Bang, siendo este ultimo identificado como el perio-
do de recalentamiento (decaimiento del inflatén) en las particulas del modelo estdndar generando
asi un bafo térmico (de aqui el término recalentamiento) que da cuenta de la historia posterior del
universo. Lo que haya ocurrido antes de la inflacién cae en los dominios de la metafisica ya que
la inflacién borra eficientemente la memoria de las condiciones previas. Cuando se considera la
etapa inflacionaria (la nueva inflacion), varios problemas fisicos se pueden resolver de forma na-
tural, tales como la planitud del universo o la homogeneidad del universo que se observa mediante
la radiacién cosmica de fondo (Guth| (1981)). La inflacién también es capaz de generar estructu-
ra a gran escala, mediante la amplificacion de fluctuaciones o perturbaciones en la densidad de
materia, inducidas por el principio de incertidumbre de Heisenberg (Mukhanov| (2005); Lyth and
Liddle| (2009)). A continuacién se explicardn los dos problemas mencionados anteriormente, ya
que juegan un rol importante en la buena interpretacion de la era inflacionaria. Cabe mencionar
que existen ademds otros problemas resueltos al imponer un periodo inflacionario, tales como el
de las reliquias no deseadas (ver capitulo 4.1 en la Ref. Peter and Uzan| (2013))).

1.1.1. Problema de Planitud. El problema de planitud comienza con la teoria del
Big Bang, cuando para obtener un universo acorde con el observado, se tienen que escoger las
condiciones iniciales de manera extraordinariamente precisa. La suposicion de un universo plano
se puede ver representada mateméticamente mediante la constante adimensional Q =1+ # =1

(Mukhanov| (2005); [Peter and Uzan| (2013)); Lyth and Liddle (2009)), en donde H = d/a, a es el
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parametro de expansion y k es la curvatura espacial. El problema radica en que este valor de Q es
inestable, y para reproducir los resultados experimentales,  debia ser igual a 1 con una precision
de minimo 18 6rdenes de magnitud, lo cual corresponde a un ajuste fino (Brawer| (19935))). Sin
embargo, es aqui donde el concepto de la inflacién resuelve el problema de una forma sencilla,
debido a que si se da un periodo de expansion acelerada, este causa que el universo se torne plano
sin importar cual haya sido el valor inicial de  (Weinberg| (2008)); Brawer| (19935))).

1.1.2. Problema de Horizonte. Cuando se analizan las observaciones de radiacion
cosmica de fondo, se observa un universo extremadamente is6tropo y homogéneo, pero, ;por qué
dos zonas del espacio que aparentemente no estdn conectadas causalmente tienen casi la misma
temperatura? La respuesta estd en que al haber un periodo inflacionario, el horizonte del universo
observable se redujo drasticamente, de tal manera de que la zona visible en realidad si esta conec-
tada causalmente (Weinberg (2008)), y lo mds seguro, es que esto se siga observando hasta que el
horizonte de lo observable supere la zona causal.

1.2. Era dominada por la energia oscura

Al igual que la era inflacionaria, ésta es una época en la cual el universo estd expandiéndose de
forma acelerada, y la energia que predomina en el universo y causa tal expansion es la energia
oscura (Riess et al.| (1998); Perlmutter et al.| (1999); Jassal et al. (2010)). Toda la materia que se
observa en el universo, la que compone los planetas y estrellas, es poca en comparacion con el
contenido energético restante, y generan una presion positiva que aunque sea despreciable, hace
que se aglomeren en presencia de la gravedad. Se esperaria que un universo en expansion el cual

solo contenga este tipo de energia deberia eventualmente detenerse (Amendola and Tsujikawa
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(2010)), pero desde la primera observacién del corrimiento al rojo de las supernovas tipo IA en
1998 (Riess et al.| (1998)); Perlmutter et al.|(1999)), 1a mejor explicacidn a esta expansion acelerada,
es la presencia de un nuevo tipo de energia, una energia de vacio que se denominé energia oscura.
La mejor forma de ver matematicamente la relacion entre expansion acelerada y energia oscura es
considerando la ecuacion de aceleracion o ecuacion de Friedmann,

a 4G
;——T(P+3P)7 )

siendo, p y P la densidad y presion absoluta de todo tipo de energia existente en el espacio.
Tanto la densidad como la presién total se pueden expresar como una sumatoria de densidades
y presiones respectivamente, donde cada sumando estd asociado a un tipo diferente de fluido; es
decir, la densidad total se define como p = p, + Py, + Pge ¥ la presion total como P = P+ B, + Py,,
en donde las variables p, y P. son densidad y presidn de radiacidn respectivamente, las variables
Pm Y Py son densidad y presion de materia y las variables pg. y Py, son densidad y presion de la
energia oscura. Luego, si se desprecian aquellos términos que se sabe no contribuyen de manera
significativa a la ecuacion, se tiene que

da dnG

— = 5 \Pm e Pe-
p 3 (Pm + Pae +3Fue) 3)

Ahora si se considera expansion acelerada d > 0 no queda otra opcién mas que Py, sea el

término dominante y ademds, que sea negativo.

A lo largo del tiempo se ha intentado compilar més datos y pruebas de la existencia de la
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energia oscura, desde el estudio de galaxias y radiacion césmica de fondo, hasta la observacion
de rafagas de rayos gamma (Amendola and Tsujikawal (2010)). Atn asi hay otras pruebas de la
existencia de la energia oscura que si bien no son concluyentes, suman valor a esta idea (ver
capitulo 6 en la Ref. Huterer and Shafer (2017)).
2. Galileones

2.1. Galileones escalares

Un Galileon escalar es un campo escalar cuya accidén posee simetria Galileana de la forma © —
T+ bux“ + ¢, siendo by, un cuadrivector constante y ¢ un escalar constante. La accion de los Ga-
lileones ademds conduce a ecuaciones de campo de estrictamente segundo orden (Nicolis et al.
(2009)). Cuando se consideran ecuaciones de campo y de movimiento que dependen tanto de 7
como de su primera derivada, la accion pierde la simetria Galileana y los Galileones se denominan
“Galileones escalares generalizados"(Deffayet et al. (2011)). Tales Galileones generalizados son
los que se utilizaron en este modelo, sin embargo por comodidad, a partir de ahora se har4 referen-

cia a ellos simplemente como Galileones.

El primer paso para construir un modelo basado en Galileones escalares es definir una ac-
cién que sea invariante de Lorentz de la forma S = [.%(7,d,7,d,dy7)d*x, donde se tiene en
cuenta que la ecuacioén de Euler-Lagrange debe poseer términos de orden dos o menores. Aunque
la dependencia del Lagrangiano con respecto a segundas derivadas puede ser un inconveniente,
es posible ajustar los coeficientes de cada término de la accién para evitar los términos de mayor

orden en la ecuacion de movimiento, lo que implica que la accién satisface la condicién necesaria
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mds no suficiente para evitar la inestabilidad de Ostrogradski (Ostrogradsky| (1850)).

Para plantear las ecuaciones de Euler-Lagrange de un campo escalar 7 = (X, ), se propone
una férmula andloga a la definida en mecénica clésica, pero realizando los siguientes cambios:

X—Ty % — dy, de tal forma que la ecuacion tiene la siguiente estructura,

0. 0.7 0.

57 %3G T aGam @

Mediante la definicion anterior se plantean los requisitos para la construccion de una teoria
lo més general posible a partir de los Galileones escalares (Rodriguez and Navarro| (2017)), para

ello se deben tener en cuenta tres pautas importantes:

1. Se reconocen todos los términos invariantes de Lorentz para derivadas de segundo orden del

Galileon contraidos con la métrica y el tensor de Levi-Civita.
2. Se agrupan todos los términos invariantes en combinaciones lineales generales.

3. Se establecen relaciones entre los coeficientes de las combinaciones lineales, de tal forma

que los términos de orden tres o mayor se anulen.

Una vez se cumplan estas tres condiciones, se multiplican los Lagrangianos obtenidos por
una funcién arbitraria que dependa tanto del campo como de su primera derivada, fy = fv(7,X),

siendo X = —%8“ woH m, 1o que implica que los Galileones ahora se consideran generalizados.
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La accién que representa lo previamente mencionado tiene la siguiente forma:

5
S = / Y Ldatx, (5)
N=2

donde

32?7?15]“2(757)()’ (6)
L8 = f3(m,X) O, (7)
ngl = fa(m,X) [(Dn)z— (8“8\,7:)(8”8%:)] , (8)

L9 = f(r,X) [(O)® = 3(07) (9,0y ) (4 V) +2(0,0" ) (0y P ) (9p 0 m)] . (9)

T

Cuando se considera un espacio-tiempo curvo, se debe realizar el proceso de “covariantiza-
cién", lo que se ve reflejado principalmente en tres cambios: Ny — guv, Oy = Vyu y £ — /—8Z.
La covariantizacion también modifica la forma explicita de los Lagrangianos, ya que la métrica en-
tra a ser otra variable a considerar junto con el Galileon. Esto implica que las ecuaciones de campo
deben ser de hasta segundo orden, tanto para 7 como para g,v, y si existen términos de mayor
orden, entonces se deben afiadir contra-términos. Con base en lo anterior, la accidén en espacio-

tiempo curvo y sus respectivos Lagrangianos se definen como

5
S:/[ g]g;g] V—gd*x, (10)
N=2
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L5 = Gy (7, X), (11)
278 = Gy(m,X)Or, (12)
L = Ga(m, X)R+ Gax [(Om)* = (VuVym)(VEVYT)] (13)

L5 = Gs(7,X) Gy (VHVT)

1
—5Gsx [(Om)? = 3(0n)(VuVy ) (VEVY ) +2(V, VIV, VPV, VE D), (14)

siendo, g el determinante de la métrica y Gy(7,X) una funcién arbitraria que depende tanto
del campo escalar 7, como de su primera derivada, a través de X = —%8,1 nor . Los primeros
términos en los Lagrangianos 34?7?1 y .,2”567?1 , son contra-términos que aparecen debido a la cova-
riantizacion, donde R es el escalar de Ricci, Gy es el tensor de Einstein y Gy x = dGy/dX.
2.2. Galileones vectoriales
Los Galileones vectoriales son campos tensoriales de primer orden a los cuales se les aplica la
descomposicién de Helmholtz, A, = o7, + 8“7r (Jackson| (1999); Stewart (2011))). La accion res-
pectiva, al igual que en el caso escalar, debe proveer ecuaciones de campo de orden dos 0 menor
en derivadas espacio-temporales. Si se analiza la descomposicion de Helmholtz, el campo 7 se de-
nomina el modo longitudinal del Galileon vectorial (debido a que d,A* = d,d* )y, por lo tanto,
se debe comportar como un Galileon escalar. Lo anterior significa que si se permitieran segundas
derivadas del campo vectorial en la accion, aparecerian terceras derivadas de 7 en la accidn para

Galileones escalares, 1o cual es inconsistente e indica que solo se permiten derivadas primeras de

Ay
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Para construir la accién de Proca generalizada (accién de Proca mds accién de los Gali-
leones vectoriales) incluyendo la simetria SU(2), se requiere anadir dos lineamientos méas a los

presentados para el caso de los Galileones escalares; los lineamientos son:

1. Reconocer todos los términos invariantes de Lorentz mediante contracciones de A, y de su

primera derivada, con la métrica g,y y el tensor Levi-Civita €;yp¢

2. Debido a la exigencia de simetria bajo transformaciones SU(2), se deben anadir los indices
de grupo a la teoria, y por lo tanto al igual que en el grupo de Lorentz, se deben buscar todos
los invariantes posibles ahora usando una métrica y un tensor Levi-Civita referentes al grupo

interno de simetrias, g.» y € (Allys et al. (2016c)).
3. Asociar todos los términos invariantes en combinaciones lineales generales.

4. Establecer relaciones entre los coeficientes de las combinaciones lineales de tal forma que

se propaguen solo tres grados de libertad.

5. Por ultimo, debe considerarse un importante quinto lineamiento y tiene que ver con el grado
de libertad longitudinal 7, que al ser un Galileon escalar, la aproximacion Ay, — dum® debe
generar términos cuya accion haya sido obtenida en el caso escalar, de lo contrario, deben

ser eliminados.
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El cuarto lineamiento se puede expresar imponiendo una condicién sobre el Hessiano, ase-

gurando la propagacién de tres grados de libertad espaciales (Heisenberg (2014)), 7%V =0

donde

°¥

%/.LVab —

9 (A pa)9(doAvs)

15)

A partir de los lineamientos propuestos anteriormente se deduce una accién en espacio-

tiempo plano de la forma

1 1
— _ uv
S_/{ glwFa+am

ZA[,LAa + Z Gal d X,

J/

-

Proca

en donde

gZGXl :fZ(AquﬁwFﬁv)?
gfﬁ’l =0,
o
gGal =
4A =g
K
4

—(9PApa)(9pAvp)

a
siendo, Ff, = duAy, AL

GZV = 28“\/’)06

— OyAY 4 ge% AL A,

\“,_/
Galileones

+ (0P Ava) (FpApp)] } + AGh ARA,,S O,

S4, = VuAS + VAL, G4, = duAY

(16)

7)

(18)

(19)

— Ay Yy

, en donde g es la constante de acople del grupo SU(2) y &9 (simbolo de

Levi-Civita), define las constantes de estructura para el mismo. Mediante la covariantizacion de
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las ecuaciones obtenidas en espacio-tiempo plano se tiene que la accién en espacio-tiempo curvo

es de la forma

1 1 4
S = / —ZF‘?VFMV-F mZA“A" Z g;;lvm At Zz,ﬁ;’;’ V—gd*x, (20)
N=2

en donde

Gal Curv Ua v
Leuwrvaa =" GuvAM A,

Gal Curv ,U,VLl po—
Z Curv2 A — f2 L,uv oF F

Gal C va,pb 40
"E/ﬂCu‘;v3 A= =3 MrvgabcLuvchu TAPPAOC

Luman = 15" LuvpoAt ATAPP AT, 1)

son los Lagrangianos de Galileones vectoriales asociados con la curvatura del espacio-
tiempo (estos términos se anulan en la aproximacion g,y — Nyyv), y los Lagrangianos obtenidos a

partir de la covariantizacion de los Galileones vectoriales en espacio-tiempo plano son:

ch,;A = L (AL F

uvvFav)a
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gl = % {(Ab A [Sﬁ“S‘V,a —shSY A, -A“R]
F2(Aq-Ap) [ SHSY — SYSyP + 247 AR| }
+§ {(Aa -Ap) [sﬁ“sy’ — shagyb 4 A -A"R]
+2(AMAYP) [S0aSvpb — SyaSups — APAT Ruvpo
—(VPAua)(VpAyp) + (VPAva) (VoA )] §

+AGY AHA,,S O, (22)

siendo, L*VoB = %S”VP Gsam‘stGyg, donde Ry;vp o es el tensor de Riemann, R es el escalar
de Ricci y todas las cantidades tensoriales tildadas indican el dual de Hodge de dicho tensor, i.e
Fuv = %SMVPGF P Por facilidad en la interpretacion fisica de cada uno de los términos descritos
anteriormente, es conveniente realizar un andlisis separado de cada uno de ellos. Este trabajo se

basara en el estudio del término

"%1 = (Ab 'Ab) [Sﬁasza - S’\./msl.‘ia +Aq 'AaR]

-

(Aq-Ap) [Sﬁ“S‘v’b — ShagYh oA -AbR} . (23)

| —

_I_

3. Sistemas dinamicos
3.1. Sistema dindmico auténomo
A groso modo, un sistema dindmico es aquél cuya posicién o estado varia con respecto a un para-
metro independiente, que por lo general resulta ser el tiempo. Dicho sistema es auténomo, cuando

las ecuaciones que lo definen no presentan una dependencia explicita respecto al pardmetro inde-
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pendiente (Caraballo and Han| (2016))), es decir, se tienen ecuaciones de la forma

d
E[xv] = f¥ (x',x%,..,x") , donde v=1,2,3,...,n, (24)

y las funciones x" son dependientes del pardmetro 7. Para reconocer un sistema dindmico
autébnomo existen algunas propiedades basicas que se describirdn a continuacién.

3.1.1. Dependencia de x(¢) con respecto al tiempo transcurrido. Cuando se con-
sidera un problema de valor inicial (también conocido como problema de Cauchy) para el sistema
dindmico, de forma que xp = x(#), y luego se realiza el cambio de variable t — s =t — fy donde
to <t (lo que basicamente es una traslacion en el tiempo), se puede observar que las ecuaciones

del sistema dindmico no se van a ver alteradas, pues la funcién f depende estrictamente de x,

x(t;to,xo) = x(t —l‘();(),)C()) . (25)

Esto indica que se puede considerar a s =t — o = At como el nuevo pardmetro indepen-
diente, evidenciando la idea de que la funcién x depende del tiempo transcurrido At.

3.1.2. Propiedad del valor inicial. Lo que indica esta propiedad es simplemen-

te que la funcidn solucién x(¢) debe inevitablemente contener el punto (xg,#p) una vez dado el

problema de valores iniciales. Esto se describe matematicamente como

x(l‘();l‘o,X()) = Xp con xg € R A o eR. (26)

3.1.3. Concatenacion de las soluciones. Cuando se considera que la solucién x()

parte de la condicién inicial xp en 7y = 0, se puede denotar x; = x(1;0,xp) una vez transcurrido
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un tiempo ¢ = t;. La nueva pareja coordenada (xp,7;), al ser parte de la solucién x(¢), puede in-
terpretarse en un nuevo problema como una condicién inicial, en donde se avanza en un tiempo

=1y, de tal forma que x, = x(2;0,x; ). La concatenacién de las soluciones implica que en el caso
anterior, xp es equivalente a un x3 fijado por un tiempo #; +#, que parte de la condicién inicial

(x0,10), matemdticamente lo anterior se expresa como

x(tz;O,x(tl;O,xo)) :X(tl-l-tz;O,X()). 27

3.1.4. Continuidad de las soluciones con respecto a los valores iniciales.. Para
cada sistema dindmico existe una gran cantidad de soluciones exactas “x(¢)”, las cuales se van a
determinar a partir de las condiciones iniciales. La propiedad de continuidad de las soluciones, con
respecto a los valores iniciales indica que dos soluciones tienden a acercarse, a medida que el valor

inicial de ambas soluciones tienda a ser el mismo en ¢t = £y, es decir,

x(t;10,x3) — x(t;10,x0) a medida que x,, — x . (28)

Esta propiedad no es aplicable a sistemas cadticos como el atractor de Rossler (ver capitulo
14.3 en la Ref. Lynchl (2004))), pues implica que cualquier perturbacién en las condiciones iniciales
no conlleva a una desviacion abrupta de la solucién.
3.2. Puntos criticos y estabilidad
3.2.1. Definicion y clasificacion de un punto critico. Un punto critico x., también
llamado punto de equilibrio, es aquel punto perteneciente a la solucién x(¢) que satisface la condi-

cién f(x.) = 0 en la ecuacion (24)); en otras palabras es aquel punto el cual si se considera como



INFLACION Y ENERGIA OSCURA 29

estado inicial, la solucién permanecerd en dicho estado a través del tiempo, x(¢) = x. (Chiang et al.
(1988)). En un sistema dindmico puede haber un nimero considerable de puntos criticos, pero no
todos ellos poseen las mismas caracteristicas, es por eso que los puntos de equilibrio se clasifican

en cuatro tipos (Jose and Saletan/ (1998)):

= Se denomina equilibrio estable o estabilidad de Lyapunov cuando la solucion se mantiene
cerca al punto critico (ver figura [3.1j), matematicamente se expresa de la siguiente forma:
dado un € > 0 sin importar su magnitud, siempre existird un d(€) > 0 tal que si |x. — xp| < 6,

entonces para ¢ > 0 se debe cumplir que |x, —x(t)| < €.

= Se denomina equilibrio asintéticamente estable cuando se cumple el item anterior y ade-
mas, todas las soluciones que inician cerca del punto critico eventualmente convergen a él, es
decir, existe un y > 0 tal que si |x. —xp| < 7y entonces lim;_ [x. —x()| = 0. Los diagramas

de fase que representan este tipo de equilibrio se muestran en las figuras y[3-Ik.

= Se denomina equilibrio ligeramente estable cuando se cumple la estabilidad de Lyapunov,
pero la solucidn no tiende asintéticamente al punto critico; por lo general, para determinar a
fondo el comportamiento de la solucién en estos casos, hay que realizar un anélisis diferente

al usual que se mostrard mas adelante.

= Se denomina equilibrio inestable cuando no se cumple ninguno de los casos anteriores, en
otras palabras, cualquier solucién con condiciones iniciales cercanas a un punto critico de

este tipo, se alejard de él a medida que el sistema evoluciona en el tiempo. Algunos ejemplos
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de puntos criticos que poseen este tipo de estabilidad se pueden observar en los diagramas

B.Td, B.Te y B.IF.

3.2.2. Anadlisis de la estabilidad de un punto critico . Las propiedades de esta-
bilidad caracterizan el comportamiento de un sistema cuyo estado inicial estd muy cerca al punto
critico (Burton| (1994)), asi que para realizar un anélisis matemadtico es conveniente hacer un cam-
bio de coordenadas que permita centrar la funcion en el punto critico a estudiar. Al formular una

nueva funcion,
E(t) = x(t5x0) — xc (29)

la ecuacion (24) se puede reescribir como

a¢
= f(CHx)

g(8), (30)

y si se analiza detalladamente, la forma de la expresion anterior es exactamente igual a la del
sistema auténomo inicial de la cual se desarrolld; sin embargo, tiene la ventaja de que la funcién
esté centrada en el punto critico, { = 0. Para continuar con el andlisis de estabilidad, es conveniente

expandir la ecuacion (30) a primer orden en series de Taylor . Six(r) € Ry f: R" — R”", entonces

g’ _ dg'
dt — dli

&i(t) +0(&?) donde i,j=1,2,3,...,n; (31)

Xc

yA= j—g,. se interpreta como las componentes de una matriz (Jose and Saletan (1998));
7
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Wiggins| (2003))). Otro modo de interpretar esta expansion a primer orden es de forma matricial,
z = Az, lo que permite comprender con facilidad que la solucién a la ecuacién (31)) es de forma

exponencial (Perko|(2013)),

z2(1) = Ny (32)

Es posible obtener pautas importantes, de lo que puede llegar a ser el comportamiento de
la solucion alrededor del punto critico, analizando la expresion (32)) y suponiendo que la matriz A
es diagonalizable sobre los reales con autovalores A’. Para una buena comprension es conveniente

comenzar con el caso mds sencillo, en R!.

Si A < 0, la exponencial decrece permitiendo que la solucién se aproxime al punto critico

a medida que t — oo, esto se conoce como equilibrio estable.

Si A > 0, la exponencial crece rapidamente alejando la solucién del punto critico, este equi-

librio se denomina inestable.
Si A = 0, se obtiene una solucion constante en el tiempo, esto se conoce como equilibrio
levemente estable. Si se quiere obtener mds informacién de este punto de equilibrio es necesario

expandir la serie de Taylor a mayor orden.

Asf mismo, se puede generalizar el caso anterior a un sistema dindmico auténomo en R? :
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X = f(x,) (33)

y=28xy), (34)
donde x = x(t), y = y(t) y tanto f como g son funciones que transforman de R?> — R2. Si
la matriz es diagonalizable sobre los reales al igual que el primer caso, se obtienen las siguientes

situaciones:

Si A1, A, < 0, la solucién descrita en la ecuacion (32]) para ambas dimensiones es una ex-
ponencial negativa, dando como resultado un punto critico asintéticamente estable, como se puede

observar en la figura[3.Tb.

Si A1,A; > 0, la solucidn descrita en la ecuacion (32)) para ambas dimensiones es una expo-

nencial positiva, por lo tanto, el punto critico es inestable como el que se muestra en la figura|3.1e.

SiA; <0y A, >0, se obtiene un caso especial pues en la direccion asociada a A; la solucién
es atraida hacia el punto critico, pero en la direccion relacionada con A; la solucién se aleja de él.

Los puntos de equilibrio que poseen esta propiedad se conocen como puntos de silla (ver figura

B.1d).

Cuando la matriz A no es diagonalizable sobre los reales, se tiene un conjunto de autova-
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lores complejos los cuales se analizan de forma similar a los casos anteriores. Si A = a + if3, el
comportamiento de la solucién alrededor de dicho punto de equilibrio serd circular o en espiral,
donde la estabilidad se define por el signo de la parte real “oc", y el sentido de rotacion se define

por el signo de la componente imaginaria “f3".

Si a0 < 0, entonces el punto critico es estable y la solucion se aproxima a dicho punto como

se aprecia en la figura[3.Tk.

Si o > 0, entonces el punto critico es inestable y la solucion se aleja de dicho punto como

se observa en la figura[3.If.

Si o0 = 0, entonces el punto critico es estable mds no asintéticamente, entonces la solucién

técnicamente gira alrededor del punto de equilibrio, tal y como se muestra en la figura [3.Th.
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(a) (b) (c)

k J
¥ 3

(d) (e) (f)

Figura 3.1. Diferentes tipos de estabilidad para puntos criticos en R?. (a) Este punto de equilibrio
presenta una estabilidad de Lyapunov, la cual se da por autovalores de la matriz A netamente
imaginarios. (b) El punto critico de esta imagen posee autovalores reales y ademds negativos,
dando como resultado un punto asintéticamente estable. (c) Este punto de equilibrio posee
autovalores de la forma A = o+ i3, donde ¢ < 0y B > 0. (d) Se evidencia un caso similar al de
la figura b con la diferencia que los autovalores son de signo contrario. (e) Caso andlogo al
observado en las figuras b y d con la variacién de que ambos autovalores son positivos. (f) Esta
figura posee las mismas caracteristicas de la figura c, pero con signos invertidos, es decir, o >0y
B < 0. (Modificado de Lars, E. (2006). Classification of critical points. New York, EU.:
larserikpersson - A basic course in applied mathematics. www.larserikpersson.se/webcourse/).

4. Expansion acelerada en el Lagrangiano de Proca Generalizado SU(2) - (5,”41
4.1. Ecuaciones de ligadura y sistema dinamico final
Si bien el propodsito fundamental de este trabajo es estudiar la acciéon de Proca generalizada por
el factor 92”41 descrito en la ecuacién (23), hay que tener en cuenta un término geométrico que

permita relacionar la materia con la curvatura del espacio-tiempo, es por eso que a la accion de
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Proca generalizada se le adiciona la accién de Einstein-Hilbert, dando como resultado una accién
total de la forma

MR

2
1
% - ZngF;W + ociﬂ‘) . (35)

S:/a’4x\/—_g<

Teniendo en cuenta los diferentes convenios descritos en el anexo [I] se realiza el andlisis
variacional tanto respecto a la métrica gy (ver Anexos ﬁ y , como respecto al campo Af
(ver anexos|6]y[7), y se obtienen las ecuaciones de campo y de movimiento presentadas en el anexo
[8l En este punto, ambos conjuntos de ecuaciones atin no se han evaluado en la configuracién de
triada césmica, A}, = al//5ﬁ. Para realizar ese proceso fue necesario el uso del paquete GRTensor
de Maple (ver Anexo [J)), luego se procedi6 a adimensionalizar todas las ecuaciones mediante la

definicidn de las variables

(36)

y los pardmetros adimensionales que complementan la simplificacién y adimensionaliza-

cion de las ecuaciones,

E=—— (37)

donde € es bien conocido como uno de los pardmetros de rodadura lenta. Como resultado

se obtuvieron tres ecuaciones altamente no lineales: primero se tiene la expresion

Y2 2xy +x% 4220 + o [-32y* — 188xy + 10x%y?] = 1 (38)
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en la componente temporal de las ecuaciones de campo, la cual ahora funciona como una

ligadura entre las variables x, y y z; luego se obtiene

y2 + 2xy +x% 427

ta [—340y4 124y +3160)° + 614222 + 104\/§y3P] —2e—3 (39)

en cada componente espacial de las ecuaciones de campo; y por dltimo

P 4
—+2y+3x—8y+4z—
y

V2

o =218y + 3002 + 94y e + 1042y +5 fzyzp] —0 (40)

en las ecuaciones de movimiento. Para ello se tuvo en cuenta la normalizacion del pardmetro
a — /M2, el cual ahora es adimensional debido a que M » (masa de Planck) se encarga de aportar
las unidades previas. Por otra parte, las ecuaciones de evolucion para las variables que rigen el

sistema son:

/

P
X =—=+E&x, y/:x; (41)

V2

teniendo en cuenta que las variables primadas implican derivadas con respecto al nlimero
de e-folds, N = [ Hdt, y que la dindmica de la variable adimensional z(z) se deduce mediante el

uso de la ligadura (38)).

Las ecuaciones previamente expresadas son el resultado final del principio variacional. Lo
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que viene a continuacidn, serd el andlisis del sistema de ecuaciones obtenido y su interpretacion
fisica. Primero, cabe recordar que cuando se tiene un universo isétropo y homogéneo, como el que

se describe en este trabajo, el tensor momentum-energia es de fluido perfecto, es decir,

T[,LV = Diag[_pt017PI‘0t7Plot7Ptol] . (42)

A partir de la ecuacién anterior, y considerando la adimensionalizacion de las ecuaciones

de campo en las expresiones (38)), es evidente que

QYM =y2 +2xy +X2 —|-224,

Qga = o [-32y" — 188xy” + 10x%y?] | (43)

siendo Q; = Pi/Pror Y Qtor = Qgar + Qv = 1, en donde el subindice “Gal"significa que se
estd refiriendo a la contribucién de .,2”4' . Con un andlisis similar para la componente espacial de las
ecuaciones de campo, y teniendo en cuenta que la ecuacién de estado para un fluido tipo radiacién

es Pry = pym/3, se deduce que

Pry =20 (0P + 20y + 27 422

P % 0 (~340y* + 124y + 316xy°

PGal -

+ 614x%y* + 104\/§y3P) . (44)
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La separacion artificial del fluido total en dos partes, pga Y Pym, permite comprender mejor,
cudl es la contribucion a la teoria, de los dos términos de la accion asociados al contenido material.
Se pueden considerar a ambos fluidos de tipo radiacion, uno es el tipico fluido de Yang-Mills con
densidad y presion positiva, y el otro se denomina el fluido de los “Galileones"”, el cual posee
densidad y presion negativa (ver figuras 4.1d|y [4.1f)), y es el principal causante de la generacién de

un universo en expansion acelerada.
4.2. Comportamiento asintético de las variables y auto-ajuste fino

Las variables definidas en las ecuaciones (43) y (44)) estdn asociadas a las componentes del tensor
momentum-energia, y por lo tanto, se podria concluir errébneamente que tales cantidades deben
ser finitas para conseguir una teoria acorde con la naturaleza, pero no es asi. A continuacién se
presentard como el tensor Ty, se mantiene finito a pesar del comportamiento asintético de las
variables Pgqa;, Pryv, PGal Y Pym- También se mostrard el comportamiento de otros pardmetros
cruciales en la teoria y que caracterizan una era de energia oscura. Al analizar la evolucién del
sistema (41) en el programa “Mathematica", mediante el método de Runge-Kutta, se obtiene el
siguiente comportamiento asintético:

si N — oo, entonces

X — o0,

y = Bx, (45)

donde B = %. El valor de la constante de proporcionalidad 3, es consistente con las ecua-
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ciones de evolucion descritas en la expresion (@T]), ya que si se evalia la ecuacién y’ = x en el limite
de tiempo infinito, donde y — Bux, se obtiene la ecuacién diferencial ' — B~!x = 0, que al resolver

da como resultado una exponencial positiva, x o< ¢V /B,

El comportamiento asintdtico visto en las graficas {.1a) y [4.1b| genera a su vez, un com-
portamiento similar en la densidad y presién de los dos fluidos artificiales (ver grafica [d.1c). Sin
embargo, el sistema de evolucion posee un mecanismo de auto-ajuste fino, es decir, Qg — —Qyuy
como se aprecia en la grafica[d.1d] El hecho de que ambos fluidos artificiales tiendan a ser de igual
magnitud y de signos opuestos, sugeriria que la densidad total de energia es cero; sin embargo,
analizando detalladamente el mecanismo de auto-ajuste fino se puede refutar tal afirmacién. Su-

pongase que la suma de las dos densidades de energia en mencion es

PGal +Pym =9, (46)

siendo & cualquier valor real finito. Luego se reformula la ecuacion de tal forma que

| — o _ Prm
PGal  PGal’

47)

y por ultimo se evalda en el limite pg, — o, dando como resultado la relacién entre densi-

dades que se plante6 inicialmente,

lim Pru =

—1; 48
PGal =% PGal “9)

de esta manera se obtiene la relacion Qg,; — —Qyp, y la suma de ambas densidades es un
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valor finito diferente de cero. En el conjunto de gréficas también se observa que, con las condicio-
nes apropiadas para la constante de acople del grupo (), el valor del pardmetro de Hubble, H /m,, o<
y2 / 22, se aproxima asintoticamente a su valor observacional hoy en dia, Hy = 9.034 x 10-°1, sien-
do h = 0.678 0.009 (Ade et al. (2016)). Al mismo tiempo, w;,; — —1, indicando un periodo

eterno de expansion acelerada tardia (ver figuras y 4.0g).
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Figura 4.0. Solucién numérica para la obtencion de una era del universo dominada por la energia
oscura. Las condiciones iniciales son: xo = —1,0099; yg = 0.01, con los pardmetros a = 0.01 y
g=—-437x 107!, (a) Grifica de y/x vs nimero de e-folds y su valor limite 8 (linea discontinua).
(b) Figura que muestra el mismo andlisis de la grafica anterior, pero con la variable z/x y su limite
Y. (c) Gréfica de la densidad de los fluidos artificiales pyy; y pga tendiendo a oo y —oo. (d) Esta
gréfica comprueba el auto-ajuste fino Q. — —£2y), manteniendo estable el tensor 7y;y. (e)
Grafica del pardmetro de Hubble tendiendo a su valor actual Hy. (f) Esta grafica demuestra que el
fluido Qg tiende a comportarse como un fluido tipo radiacién, @ = 1/3. (g) Gréfica del
parametro de estado del fluido total indicando un periodo eterno de expansion acelerada tardia.
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Figura 4.1. Soluciéon numérica para la obtencién de una era del universo dominada por la energia
oscura, con un conjunto de condiciones iniciales diferente al planteado en la figura 5-0:
xo = —5.0489 y yo = 30.

4.3. Punto critico inflacionario

El auto-ajuste fino generado por las variables que rigen el sistema, no es el tnico aspecto a anali-
zar, pues aunque expresa el comportamiento general de la solucion, hay que tener en cuenta que el
sistema dindmico posee puntos de estabilidad, que permiten observar una fenomenologia diferente

de la solucién, dependiendo en mayor parte, de las condiciones iniciales.

Haciendo uso del procedimiento indicado en la seccién ??, se encontraron un total de 8
puntos criticos; sin embargo, 2 de ellos son inmediatamente descartados pues son puntos que

pertenecen al plano complejo, es decir, estos puntos poseen al menos una variable adimensio-
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nal que dispone de una componente imaginaria. De los 6 puntos criticos restantes, 4 son de la
forma, X, = (x¢,yc,2¢) = (0,¢,0). Recordando la definicién de las variables adimensionales (36)),
siy=ctey z=0, entonces H — oo, lo cual es inconsistente pues se requeriria una cantidad de
energia infinita para ello. Finalmente, s6lo dos de todos los puntos criticos cumplen con los reque-
rimientos necesarios, para describir un periodo inflacionario de tipo rodadura lenta, incluyendo las

condiciones

4 1 de
=—— <<1 — — = 1; 49
€ <<l y |n| ‘8+28dN << (49)

no obstante, para resolver los problemas de la cosmologia (principal objetivo de una teo-
ria inflacionaria) es necesario que la inflacién dure al menos 68 e-folds. Lamentablemente para el
modelo, la duracion de la era inflacionaria es altamente dependiente de las condiciones iniciales.
Es de anotar que el sistema es simétrico ante la transformacién y — —y, por lo que los dos puntos

criticos en mencion son, en realidad, uno el reflejo del otro.

A continuacién se mostrardn las graficas que evidencian el buen comportamiento de las
variables y parametros, que caracterizan el periodo de inflacién. En ellas se observa un comporta-
miento casi constante de Y y V, lo cual es consistente con las graficas de € y ) (ver figuras .24
M.2b] y 4.2c). También se aprecia en la grifica 4.2d, un pardmetro de Hubble cuya magnitud se
ajusta con el régimen cldsico en el cual estd soportada la teoria, ya que la magnitud de H(N) es
mucho menor en comparacién con la masa de Planck, la cual se considera como un limite entre la

mecdnica cudntica y la mecdnica cldsica. Por dltimo, se muestran un conjunto de graficas, en las
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que se observa tanto la densidad de energia total positiva, como la presion negativa propia de un

periodo de expansion acelerada, ademads de la presencia de una era dominada por la radiacién al

final del periodo inflacionario.
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Figura 4.2. Solucién numérica para modelar una época inflacionaria. Las condiciones iniciales
son: xo = 0.0011; yo = 1.189; ¢ = 0.00649; y g = —0.0001. (a) Esta primer grafica muestra como
el médulo del campo vectorial ¥ se mantiene casi constante hasta los 80 e-folds, condicién
necesaria para una inflacion de tipo rodadura lenta. (b) Esta grafica muestra un comportamiento
similar para y y practicamente con la misma duracién de e-folds. (c) En esta gréfica se muestra
las funciones €(N) y n(N), ratificando el cumplimiento de la condicién @9). (d) Esta figura
muestra el pardmetro de Hubble en funcién de N. (e) Grafica de la densidad del fluido de
Yang-Mills la cual, al final de la inflacién, es la totalidad de la densidad de energia, Qy,s = 1. (f)
Gréfica de la densidad del fluido Galileon. (g) Relacion entre presiones generadas por los dos
fluidos artificiales. Se observa que la presion negativa de 25,; es dominante a pesar de que la
densidad del fluido de yang-Mills es mayor. (h) Pardametro de estado del fluido total. Se aprecia
que al final del periodo inflacionario @y,; = 1/3, ecuacién de estado propia de un periodo
dominado por la radiacién.
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4.4. Diagramas de fase - Expansion acelerada tardia y primordial

Al desarrollar un sistema de ecuaciones como el que se muestra en este modelo, es convenien-
te realizar diagramas de fase que permitan comprender de manera mds clara, la dindmica de las
ecuaciones con las que se estd tratando. Al ser un soporte visual, los diagramas presentados a con-
tinuacion permiten analizar de una forma distinta, tanto el comportamiento asintético mencionado
en el capitulo #.2] como el comportamiento del periodo inflacionario descrito en la seccion [4.3]

mediante la identificacién de un punto critico tipo silla.

Figura 4.3. Diagrama de fase en donde el campo vectorial (flechas rojas) refleja la dindmica de la
solucion para las variables adimensionales x y y. También se observa la recta y = Bx (linea negra),
y el valor del parametro € en las diferentes regiones mediante una barra de colores. Notese que,
con excepcion de la pequefia regién central, la recta y = Bx concuerda con € = 0.
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En la figura 4.3| se observa claramente cémo el campo vectorial, V (x,y) = (x',y’), descrito
por las flechas rojas, converge a la recta y = Bx al mismo tiempo que el valor del pardmetro €, tiende
a cero; un claro indicio de expansién acelerada. Por otra parte, en el diagrama[d.4] el acercamiento
al punto (x = 0, y = 0) permite ver un punto de silla en la parte superior, esta regién también
presenta valores de € cercanos a cero, y si se plantean las condiciones iniciales adecuadas para el
sistema dindmico, la solucién se mantendra cerca al punto critico, lo suficiente para describir un
periodo inflacionario de mds de 68 e-folds, luego se alejard debido a que es un punto de equilibrio
inestable (ver figura[3.1[d), dando cabida a un periodo de expansién dominado por la radiacién, que

corresponde a las oscilaciones en el espacio de fase que se observan alrededor de la linea y = 0.

0.5¢

y 0.0t

-0.571

Figura 4.4. Diagrama de fase enfocado en la region central de la grafica anterior. En esta figura se
aprecia mejor el punto critico tipo silla que da lugar a la descripcién de un periodo inflacionario.
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5. Conclusiones
En este trabajo se determinaron, de forma satisfactoria, las consecuencias cosmoldgicas que brin-
dan los Galileones vectoriales en la teoria generalizada de Proca con simetria SU(2) global. Para
ello se usé el concepto de triada cdsmica, una configuracion de campos vectoriales que mantiene el
universo is6tropo y homogéneo, como lo indican las recientes observaciones de radiacion césmica
de fondo (Bennett et al. (2013); |Ade et al. (2014))), de tal forma que se puede modelar el universo

a gran escala en dos periodos de gran interés, inflacion y expansion acelerada tardia.

Durante el desarrollo del trabajo, se logro realizar un andlisis profundo y muy provechoso
del calculo variacional en relatividad general, dando como resultado expresiones que son trascen-
dentales para teorias de gravedad modificada que tengan acoples no minimos a la gravedad, ya sea
con el tensor o el escalar de Ricci, o el tensor de Riemann. Un aspecto importante de la variacién
de tensores con informacién geométrica del espacio tiempo, es que se tuvo en cuenta una conven-
cién de signos arbitraria, dejando a disposicion de cada quien la signatura que quiera usar en su

modelo, algo dificil de encontrar en algun libro o documento.

Después del célculo variacional, y de la transformacién a sistema auténomo de las ecua-
ciones de campo y de movimiento, se obtuvo el comportamiento asintético afirmado en el articulo
“Non-Abelian S-term dark energy and inflation"(Rodriguez and Navarro| (2018))), tal disposicion

de las variables adimensionales, y su auto-ajuste fino, permitieron la caracterizacion de un periodo
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de expansion acelerada tardia bastante realista, y poco dependiente de las condiciones iniciales,
ya que siempre y cuando las condiciones iniciales no estén lo suficientemente cerca a un punto
critico, el comportamiento del sistema termina siendo pricticamente el mismo, como se obser-
va en las graficas de la seccion .2} Sin embargo, cuando las condiciones iniciales se establecen
lo suficientemente cerca a alguin punto critico, la solucién cambia notoriamente, incluso en unos
casos la solucién puede ser inconsistente con la fisica del problema. Solo un punto critico logro
el comportamiento deseado, en el cual se reproduce perfectamente un periodo inflacionario, que
dura la suficiente cantidad de e-folds para resolver los problemas de la cosmologia y ademas, al
terminar, da inicio a una era dominada por la radiacién, como se predice actualmente que ocurrid.
El tnico defecto que posee este modelo en cuanto a inflacion se refiere, es que la duracién del
periodo inflacionario esta fuertemente ligada a las condiciones iniciales, y un cambio minimo en
ellas podria hacer que la inflacién no fuera lo suficientemente prolongada como para resolver los

problemas clésicos de la cosmologia estandar.

A pesar de que el modelo presentado ya posee una buena capacidad de reproducir los perio-
dos de inflacidn y expansion acelerada tardia, es necesario repetir el andlisis teniendo en cuenta el
término completo, £y = 0602”41 + Kciﬂf +A.23, descrito en la ecuacién (22), y observar el compor-
tamiento del sistema dindmico. También es necesario comprobar que el Hamiltoniano que define
el sistema, realmente tenga una cota inferior; pues cabe recordar que los Lagrangianos basados en
Galileones cumplen una condicidén necesaria mds no suficiente para evitar tal inestabilidad. Una

vez verificado esto, se puede corroborar que no presente otro tipo de inestabilidades, tales como la
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inestabilidad Laplaciana. También es interesante calcular la rapidez de propagacion de las ondas
gravitacionales una vez adicionados los términos restantes del Lagrangiano .74, la cual debe ser

consistente con las tltimas observaciones (Abbott et al.| (2017))).
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Apéndices

Apéndice A. Convenios utilizados en el desarrollo de la teoria

Sistema natural de unidades

Uno de los aspectos mas importantes en el desarrollo de una teoria es la eleccion del sistema de
unidades apropiado. En cosmologia conviene trabajar con el sistema natural de unidades, es decir,
c=h=kg =1, donde c es la velocidad de la luz en el vacio, 7 es la constante de Planck reducida
y kp es la constante de Boltzmann. Estas definiciones conllevan a una serie de relaciones entre las

unidades de diferentes magnitudes fisicas, por ejemplo:

E=mc* = [m]=|E] (50)
he 1

E=— = [x]:E, G

E—ho = [t]:ﬁ, (52)

siendo E la energia y [E] sus respectivas unidades, A la longitud de onda medida en unidades
de longitud [x], y @ la frecuencia angular expresada en unidades de tiempo a la inversa, es decir,
[t]~!. Ahora, si se tiene en cuenta que los Lagrangianos en la reformulacién de la mecdnica cldsica

tienen unidades de energia, es facil deducir a partir de (S1]) que

L =LldP = [L]= % = [E]*, (53)

recordando que .Z es la densidad Lagrangiana que se trabaja en cosmologia. Algo intere-
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sante de este sistema de unidades es que si se considera la accién

s:/zd‘*x S S =L <P x] =1, (54)

se aprecia que es adimensional. Todo lo anterior permite hallar las unidades de elementos

mds especificos en esta teoria tales como Fyj,, . Se sabe que

Bl
|

Z D FFY = [F]=[Z)=[E]P, (55)

lo cual implica que [d,A%] = [E]?, pues F{, D duAy. Aqui cabe recordar que dy es en
realidad una abreviacién del operador d/dx* el cual en concordancia con lo escrito anteriormente
tiene unidades de energia. Esto permite hallar las unidades de varios elementos en la definicion del

tensor de esfuerzo de campo de Gauge.

Fiy = 0uAy — OvAy, +3eG ApAS = [AG]=[E] A [g=I[ef]=1. (56)

Tener conocimiento de las unidades de las variables expuestas anteriormente sirve como un
criterio de verificacion y consistencia de cada una de las ecuaciones obtenidas, ademds brindan una
luz acerca de cémo se deben definir las nuevas variables adimensionales para trabajar el problema

numéricamente.

Simetria y antisimetria de un tensor
Si se considera T,y un tensor de segundo orden, dicho tensor puede ser descompuesto en una parte

simétrica y otra antisimétrica de la siguiente forma:
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Tuv =Ty + Ty » 57

donde

1

Tiuv) =5 (Tuv +Tvu) ¥ Ty = 5 (Tuv = Tou) - (58)

| =

Derivadas covariantes y derivadas parciales
En algunas ocasiones se cambiard la notacion tanto de derivadas covariantes como de derivadas

parciales con el fin de que la expresion final se simplifique. Para ello se definen

T'uv;p = VPT,UV B (59)

Tuv,p = pTyuv (60)

y cuando se aplican dobles derivadas, en el caso de las derivadas covariantes que general-
mente no conmutan, es importante tener en cuenta el orden de los indices; para ese caso se utilizard

la siguiente convencion:

Tuv;pc = VGVPT[JV . (61)

Convenio de signos

(

+1 si la signatura es (— + ++),

[S1] = (62)

—1 si la signatura es (+ — ——).
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(
+1 Si [Vu,Vv] Ap :RSPMVAS ;
[S2] = (63)
\_1 Sl [VM,V\/] Ap :RPS[JVAE
(
+1s1 Gyy = 821:_4GTHV,
[S3] = (64)

: 3nG
_1 S1 Guv - _C_4Tﬂv .

\

A partir de las dos dltimas se puede deducir un cuarto criterio que si bien es redundante, es de gran

ayuda para determinar la signatura usada en una teorfa.

7

+1 Si R#v = R(L,OCV y

[S2][$3] = (65)

_1 Si Ruv - R%V(X .

\

La anterior convencién de signos fue propuesta por Misner, Thorne, y Wheeler (Misner
et al. (2017)) con el fin de clasificar las diferentes teorias y facilitar las comparaciones entre las

mismas, en este caso se utiliza el convenio (+ + +).
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Variacion de la accién con extremos fijos

Es de vital importancia tener en cuenta este aspecto en el principio variacional, pues juega un papel
crucial en el cdlculo de las ecuaciones de campo, ya que permite que algunos términos se anulen en
la frontera al hacer uso del teorema de la divergencia. A lo largo del desarrollo de las variaciones

respecto a la métrica se encontraran términos de la forma

0S; = /d4x\/—g//, donde .# =B""PV,(Ayp). (66)

Haciendo uso de la regla de la cadena en el escalar .# se tiene que

M =BMPV(Ayp) = Vu(BPAyp) —AypVu(BHYP), (67)

donde B*YPA,, es un cuadrivector con superindice (; por lo tanto,

Viu(B*PAvp) = dpt(B*PAyp) + TV, (BPAyp), (68)
siendo F‘LA = \/ng&l(\/—g).

Reemplazando (68)) en y a su vez implementando este resultado en (66) se obtiene la

siguiente expresion:

0S; = /d4xaﬂ(\/ —8B“VpAvp)_/d4XAVPVu(B“vp)~ (69)
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Aqui es donde juega un papel importante el hecho de variar la accién con extremos fijos,
pues la primera integral es una integral de volumen de la divergencia de un cuadrivector, la cual se
puede reescribir como una integral de superficie del mismo. Teniendo en cuenta que la superficie
de integracion define los extremos y la variacion es con extremos fijos, el integrando se hace cero.
Esto quiere decir que para efectos practicos cuando se realiza la variacion de la accidén con extremos

fijos se da que

Esto también ocurre cuando se tienen dos o méas derivadas covariantes; sin embargo, la
analogia no es directa, se debe tener cuidado con los signos y el orden de las derivadas. Para
entender mejor es conveniente analizar el caso cuando se tienen dos derivadas covariantes, es

decir,

el primer término es una derivada covariante de un vector que al evaluarlo en la integral se

anularia; por lo tanto, dicho término se puede reescribir como

% = —Vv(Ap6VuBuvPG) +AP(;V\/V#B#VPO- 5 (72)

donde nuevamente el primer término se anula y finalmente se obtiene que para este caso,
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Se puede demostrar que lo anterior es valido para n derivadas covariantes, donde hay un
cambio de signo si n es impar y el orden de los indices en las derivadas siempre se invierte al
realizar el cambio.

Apéndice B. Variaciones respecto a la métrica de tensores con informacion geométrica

En esta seccion se exhibird paso a paso el calculo de las variaciones con respecto a la métrica de
algunos tensores con informacion geométrica tales como los simbolos de Christoffel, el tensor de
Riemann, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci. Cada resultado obtenido a continuacién serd
fundamental para obtener las ecuaciones de campo de cualquier teoria con acoples no minimos a
la gravedad.

Variacion de la métrica contravariante

Para conocer la relacion entre la variacion de la métrica covariante y la contravariante, es necesario

partir del hecho de que la variacion del tensor delta de Kronecker es cero.

8(8)) =8(g"gny) = g4y 08" +"4 8¢5, = 0. (74)

Esto permite despejar ficilmente la variacién 8g**, dando como resultado final

Sgh%* = —g™ gt gy, (75)

Variacion de \/—g

Para comenzar hay que suponer una métrica diagonal tipo FLRW con una signatura [S;] = +1, es
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decir,

8uv = (76)
0 0 g» O

0 0 0 g3

En ese caso el determinante de la métricaes g = —goo 11 €22 €33, donde {goo, g11, €22, €33}

son reales positivos. Siendo asi se puede decir que

(—g) =800 811 822 &33, 7))
(—g) = oL7(g00)+Ln(gin)+Ln(g2)+Ln(g33) 7 (78)
(—g) = eMlaw! (79)

Con base en lo anterior y teniendo en cuenta que el inverso de la métrica g,y es gtV se

tiene que

5(—g) = e lsnvl g, 17 Sguy, (80)
6(—g)=(—g)&"" dguv, (81)
0g=2g8"" dguv. (82)

Usando la expresion (82)), se deduce facilmente que la variacién de \/—g es
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11
5(v—g) = R War: 8¢, (83)
11
:—5\/—__ggg“"6guv, (84)
1
=5V —88" Sguv, (85)

y si se quiere, realizando el cambio a §g"" utilizando la ecuacion (73)) se tiene que

1
o(v—g)= —5\/—_gguv SgHV. (86)

Variacion de la conexion

Partiendo de la definicién Vg, = 0, se puede llegar a la siguiente expresion,

Fp8uv = Tpu iy + Ty 8ur = 2F;Lp(u 8v)i - (&7)

Esto permitird mds adelante encontrar la definicion apropiada para la derivada covariante

de la variacion,

Vo (68uv) = dpdguv —2ka(ﬂ 5gv)k ) (88)

en donde si se tiene en cuenta la ecuacién y que la derivada parcial conmuta con la

variacion, se llega a que

Ip8guv = 89pguy = 28T g2 +207, 82y (89)
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y por lo tanto, la ecuacion (88)) se ve reducida a

VP(SgIJV) = 261_%[)(“ gv)/l .

69

(90)

Para lograr despejar la variacién de la conexion en la ecuacidn previa es conveniente utilizar

un truco que aprovecha la simetria del tensor métrico y del simbolo de Christoffel. La idea es

plantear tres veces la definicién (90), en la segunda definicién realizando el cambio = p y en la

tercera intercambiando v = p. Si a la suma de la primera con la segunda definicién se le resta la

tercera, se obtiene

25Flpu 8va = aguv;p + Sgpv;u - 5gpu;v )

lo que al multiplicar por g¥* da como resultado final

1
5r3ut::Egva(aguwp*‘agpwu"5gpuw)-

Variacion del tensor de Riemann

Teniendo en cuenta la libertad del signo [S,], la definicién del tensor de Riemann es

T u u
R'ypo = 2[$2] (F v +I alp 1ﬂoccr]v) ‘

[0,p]

Variando la expresion (93)) se obtiene que

SRy = 2[S)] <6r“

U Q U o
viow) T O afp T oy 17, OT ) )

olv

oD

92)

(93)

(94)
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donde en el primer término de la derecha se tuvo en cuenta que la variacién conmuta con
la derivada parcial. Ahora es conveniente calcular la derivada covariante de la variacién de la

conexion,

8T 6 = 86 p + T 0p 8T %6 — %, 8T 46 —T% 6T o (95)

considerando la ecuacién anterior, y que el término ST, p estd bien definido en la ecuacion

(92), 1a expresion para la variacién de tensor de Riemann se reduce a

5Ruvpo = 2[52]5F”v[0;p] = [SZ]gWl (Sg/lv;[op] + 5g?t[cr\;v|p] - 53v[c|;l|p]) ) (96)

siendo 8g3y.(op) = 3 [Vp » Vo] 882y = [S2]R® 3 98 |v)e- dando como resultado

SR 50 = [S2] (121" R, o O]

oo Oy + 84185V Vi — 5§5§,VP]V#) Sgne - 97)

Variacion del tensor de Ricci
Cabe recordar que el tensor de Ricci se puede definir como Ryy = RY,, 0 como Ryy = R4,
donde el tensor de Riemann tiene también su libertad de signo aparte. Entonces la definicién del

Ricci para cualquier signatura es

Ry = [$2][S3]R%, 4o - (98)

En este punto es importante tener presente que las variaciones son tensores, incluso la va-

riacién de la conexion (la conexién no es un tensor), se comporta como uno. Una vez hecha esta
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aclaracion, es f4cil notar que para obtener la variacion del tensor de Ricci simplemente hay que

contraer el primer y tercer indice en la variacién del Riemann sin olvidar la libertad de signo.

SRys = [55][S3]0R”

Voo

SRyo = [55][S3] [RS Hogn

(ul o Oy T 152] (gpn‘s[%vplvv - 5&15[%Vp}vp>] Ogne -

Variacion del escalar de Ricci

(99)

(100)

El escalar de Ricci se define como la traza del tensor de Ricci, es decir, R = Ry5g"?; por lo tanto,

la variacién de dicho escalar se expresa como

5R - 5RVO’ gVG +RVG 8gVG ;
— 6RVG gVG _vagvngcségng ’

= ORvs 8vc _Rnesé’ne )

donde la variacién 0Ry viene dada por la ecuacion (I00), dando como resultado

6R = [SZ] [S?,] gVGR‘Z‘/JI‘JGSﬂ/ [O' [G

+[S2]g"° (gP" SEV p Vv — 81 6¢ VP]VP> —Rﬂ Sgne -

(101)

(102)

(103)

(104)

Para llegar a una expresion mds sencilla es conveniente desarrollar cada parte simétrica y

antisimétrica en la ecuacion (104); el primer término se reduce a
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chSll 571 _1

8 NMulov) = B [RSMMGS\?gVG‘FREVMGSggVG] ) (105)

1
=5 RO +RSYT (106)
1
— 5 (R o7
=0, (108)

lo cual simplifica la expresién (104)), que ahora rompiendo los brackets de antisimetria

queda de la siguiente forma:

OR = [$2][S3] {%[52] g'° [gnp(agvpvv ~8EVVy) — 8 (SEV, VP — 3gv(,vp)] - Rne} Ogne

1 1
= [S3] [i(V”VS — g1 VsVo) — E(g"EVpr — V1V — [SQ]RTIS:| 08ne » (109)

SR = [S3][VIVE —g1°V 5V — [$5]RT] Ogne - (110)

Apéndice C. Variacion respecto a la métrica del Lagrangiano 341

Teniendo en cuenta los anexos anteriores, ya estdn a la mano todas las herramientas necesarias para
realizar la variacion de la accion respecto a la métrica y obtener las ecuaciones de campo. Para ello
se separard la accion en tres términos, la accion de Einstein-Hilbert, la acciéon de Yang-Mills y la
accion de los Galileones. En este anexo se mostrard la variacion con respecto a la métrica de la

accion de los Galileones.

S = /d4x\/ -8 (i”EH + %u+ e > ,
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donde

1
L = (A5 A") [SHOSY, — U+ A AR]

|
+5(4cAp) [SZCS\V,I’ — SHeSYP 404° -AbR} , (111)

que por facilidad y orden en el desarrollo se desglosard en seis términos:

2= %( bAL)STEST (112)
2 = —%(AZCA?)S‘{MSQ”, (113)
2% = i(AZA;?‘)(A%A?)R, (114)
2 W = %A?Agsgfsg . (115)
20 = —%AS‘AZS%,TS}}”, (116)
2,0 = A%abASADR. (117)

Variacion del .Zjll (1)

(1)

1 o
Hay que recordar que .Z, "’ se puede escribir como
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1 . .
23 = AT+ A ALy + AT, (118)
= (AGARAT AL (119)
= M AL AL 8TV Ay 8PV AT, (120)

lo cual facilita identificar los términos dependientes de la métrica para realizar la variacion
a cada uno de ellos, en este caso son g4¢ y V,Ag, este tltimo debido a que se puede escribir como
dyAg — F’;CSAgL donde F’écg evidentemente depende de la métrica. Los términos como A% y dyAg
no poseen variacion con respecto a g"V; por lo tanto, actian como constantes. Es por eso que la

variacion de este término es

5.2 = 8¢ AL ALy 8"V nAve £V 2AS,
+ gH AL AL 88" VA 8PV A
+ gH AL AL 8"V 8(VnAye) 7PV 1A
+ gH AL AL, 8T VA 887V 1A

+ gH AL AL, 8T VA 8P 8(VAS) | (121)

y para completar el desarrollo es necesario usar lo obtenido en el anexo[2} en este caso, mas

precisamente la ecuacion (92), puesto que
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5(VzAS) = <8nA,C) —F’l,rpAi) — —(8Th )45, (122)

1

Aunque en la ecuacion (123) se tiene la variacién de la derivada covariante en términos
de la métrica y sus variaciones, se observa que dichas variaciones de la métrica estan dentro de
derivadas covariantes, y para proceder con el cdlculo es necesario tener explicitos los términos
0g*%. Lo anterior se resuelve facilmente recordando que la variacién de la accién se realiza con
extremos fijos (ver Anexo([l)), lo que implica que si se utiliza la regla de la cadena y se hace uso del

teorema de la divergencia, se puede sacar de factor comun el término 6g*%, dando como resultado,

( )

VAPV ATAL Ay, — 245 Ve (ALAZV 3 AP)

5.2, = > 8g%°. (124)

+ 86V y(ALAFVpALAT)

Para finalizar el célculo se especifica que la variacion serd con respecto al tensor métrico

ol (1)
v . # .
g*V | es decir, S donde se tiene en cuenta que

O0gkt
oghv

1
= 5(5555%;53‘). (125)

Para este caso, el resultado de la variacion respecto a la métrica es



INFLACION Y ENERGIA OSCURA 76

5341(1)
oghtv

= A?;nA@CrAZAvb - Ail [A?xAlngg;n] Y

—AS[AGAY AL |+ 8uv[AGAFAT Al .y . (126)

Variacion del iﬂl @

)

Realizando un proceso andlogo al realizado previamente, la variacion para el %, ™’ expresado en

términos del tensor S, es
482 = AbASTST 8% + ALAT PSS SyrcSg"
+ AGAY ST, Syrc 8™ + AQAL 8 8™ Sy 8SY,
+ALAY G g™P S, 8Syme - (127)

c

Usando nuevamente lo desarrollado en el anexo || para los términos 85y,

se tiene que

( 3

AL AgpSTEST, — 4V (ALAY S AS)

—45.4} P = Sgke (128)

\ +2A5ALS 5 SE + 2V (AL ALS e ATC) )

por lo tanto,

s/ 1, 1 |
— c QNI _ ~ Ab pogc P
5g“v __ZAp,AVbSnﬂSC 2AaAbSp.pSVC
1
+ALAZST A Ly + S [ABAZSG AT (129)

Variacion del .,Zj‘l (3)
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En este caso hay que hacer uso de la ecuacién (T10), pues la variacién de este término es

452! = 2ALAZAC AgcR 8g7°

+ALAFAL AN SR, (130)

y hay que expresar la variacion del escalar de Ricci en términos de la variacién de la métrica.

Al realizar dicho cambio y lo expuesto en el anexo[I] se obtiene eventualmente que

( )

2ALAZAS AecR+ RycALAZAS AL

452! = Sgke (131)

| +82e [ALAZAS ALY — [ARATAG AL e )

dando como resultado final

5.2/% 1, 1,
1 . 1
F 8y ALATAGAT]E — LALATASAT (132)

o e 1(4
Variacion del .2, @)
Este término es similar al iﬁl pues solo cambian las contracciones en los indices de la simetria
interna, entonces el proceso de variacion respecto a la métrica para este término es idéntico al

expuesto en el anexo
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262 W = AqcApSIeSE 8% + AqcASEPSS, 84"
+ AqcAZSTICSE ) 887 + A ALSE G 855,

+ Aqc ARSI 8™ 85, | (133)

donde SSfW = —261“);“,143‘L y se repite el proceso realizado en el caso (3| Una vez hecho el
respectivo proceso para definir la variacion del tensor Sj;,, en términos de la variacién de la métrica,

se obtiene que

( 3

Achng?,CSgb + 289{8 [AacAgSgbAyc] Y

252 = 5g*¢, (134)

+2A g AZSTESS . — 4|AqcATSTP AL,
\

Vs

y por lo tanto, el resultado final es

52/ 1 , .
Sghv - EA#CAVngCSZ — AV [AacAL STl
— AG[AGcARST Ly + guvlAacAy S AT,y . (135)

o 1(5
Variacion del .2, ®)
Este término es similar al .,2”42 pues solo cambian las contracciones en los indices de la simetria
interna, entonces el proceso de variacion respecto a la métrica para este término es idéntico al

expuesto en el anexo [3] Comenzando de forma similar a los casos anteriores, se tiene que
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282 ) = AqcAupSESI’ 5% + AqcAZSTSL, 5"
+ AgcASS ST 8™ + A ATSPTY 85,

+ A AXSYTCSSE (136)

donde SSfW = —ZSF%VA?L y se repite el proceso realizado en las secciones |3y |3l Una vez
hecho el respectivo proceso para definir la variacion del tensor S}, en términos de la variacion de

la métrica, se obtiene que

p

AycAepSTSTE + 20,6 [AqcALSEPAY],

252! = Sgke . (137)

| +2A0cA] ST S} — 4lAncAT ST ALy

/

y por lo tanto, el resultado final es

sl i b
5g‘L . :_EAucAvbsgcs,’z — AgcAfS; SY
+ 2[Am.Ag‘S?”bAcv)]m — [AqcAESE AT,y . (138)

Variacién del .2, ©)

3)

. 1 . . . ., VT
Este caso es similar al del .Z, " pues ambos términos difieren solo en la contraccién de los indices

de la simetria interna.
8.2 % = AqeA b AGAT R 85 + AS AL AGAZR 881

+ AqcAFAGATY SR (139)
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donde la variacion del escalar de Ricci estd dada por la ecuacién (110). Una vez realizado

el desarrollo del anexo|[I|para R, se llega a la siguiente expresion:

;

ZAXCAEbA%Aan + 8ye [AacAgA%Anb] ;C;FG

5.4, = 5% (140)

\ +Rx8AaCA2‘A,C7A"b — [AacAg‘A%A"b];xg J

dando como resultado final,

5. 6)
oghv

=244 AvpAGAT R + RyyA g AF AT AN

+guv[AacAFAT AN — [Ag AFAGAT] (141)

Uniendo cada uno de los seis resultados anteriores y considerando en la accidn total que la

contribucién de los Galileones es

Si:/d“x\/—g(ociﬂl), (142)
se concluye que
g _/d x{a.,% 5Vguv +av/—g Sghv | (143)

en donde

5341 5341 (1) 59%1 (2) 59%1 (3) 5341 4) 5341 (5) 5341 (6)
oghtv - oghtv oghtv oghtv oghtv oghv oghv ’

(144)
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y la variacion de \/—g se muestra en la subseccion
Apéndice D. Variacion respecto a la métrica de la accion de Einstein-Hilbert
En este anexo se mostrard paso a paso la variacion con respecto a la métrica del tinico término con

informacidn netamente geométrica de la accion total, es decir de Sgy,
S = /d4x\/—g (-i-gYM + (Xg41> ,

siendo

Ly = —L—, (145)

donde M), es la masa de Planck reducida y R es el escalar de Ricci. A partir de esta definicion

se procede a calcular la variacion de la siguiente manera:

MZ
O0Sgy = TP /d4x [vV=88%"6Ran ++/—8Ran 68*"+REV/—g] . (146)

Para desarrollar el primer término de la derecha es conveniente hacer uso del principio de

equivalencia. Considerando el convenio de signos (+ + +) se tiene que el tensor de Ricci es

Rvo' - 2 |:F'u

viow) P oy (147)

pero si gy — Ny, entonces dyguy =0 = F“vp = 0. Esto no implica que las derivadas de la

conexion sean nulas y por lo tanto el primer término en la definicién del tensor de Ricci sobrevive.
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Regresando al espacio-tiempo curvo, donde dy — Vy, el primer término en la definicion (146) es

M2
55%111, = TP/d4X [V—gg*" (SF“an " F‘La ] (148)

el cual se puede reescribir como

MZ
6t == [ d*x (Vg™ 8T) 0~ (V88" Thua)n] (149)

lo que permite caer en cuenta que debido al teorema de la divergencia, dicho primer término
en la variacion de la accion de Einstein-Hilbert es igual a cero. Analizando los términos restantes

en la definicién (146),

M? 1
O0Sen = TP/d“xv -8 (Rom 8¢ — ERgom 580“7) ; (150)

dan como resultado final

OSEH
oghv

M2
=2 / d*x/—g Gy . (151)

Apéndice E. Variacion respecto a la métrica de la accion de Yang-Mills
En este anexo se mostrara la variacion con respecto a la métrica de Sy, conocido por ser el término

cinético del contenido material.

S:/d4x\/—_g (gEH —l——|— Otg41) ,
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donde
1
Ly = —ZF;VFC“V , (152)
siendo
Ffl, = 0uA% — 0,AY + ge} ALAS, (153)

donde g es la constante de acople del grupo y €9, es el simbolo de Levi-Civita que define

las constantes de estructura del grupo. A partir de las definiciones anteriores se tiene que

1
8y =~ [ d'x [FiuFEY 6(v=g) + V=g 8(Fi )] (154)

en donde 6(,/—g) ya se calculd previamente y
S(FivFYY) =6(g"" 8" Fuva Fay) » (155)

— 2[FS,F,", 8¢% + FIV 8FS,). (156)

Si se observa la definicién (IS3) se deduce que 6F, = 0, pues hay que recordar que la

variacién conmuta con la derivada parcial, entonces

S(FivFa")

_ A
soiv— = FuaVa: (157)

Reemplazando la expresion (157)) en la variacién de Syy, se obtiene finalmente que

8Sym V-8 [ 4 |1 .
SghY =5 /dx Zgqulf’GF(fG— S;LFW . (158)
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Apéndice F. Variacion respecto al campo del Lagrangiano 92”41
Para obtener las ecuaciones de movimiento del .241 primero hay que determinar la variacién con

respecto al campo de algunos términos recurrentes en la expresion del Lagrangiano.

I(AjAT) gV gap I(ALAY)

n oc
EY EY ’ (159)
a(A;gA#b) gty 8(AﬁA{’, )
_ _ 2Aa(a b)c 1

AL A g, (160)

284, 9(—2r*, A9)

uv UVEA) Ao ac

Eyve T = -2I'%, g%, (161)

ISy, 9(uAy+IvAY) . (162

a(aBAaC) a(aﬁAac) (u V)

Considerando que a partir de la variacién con respecto al campo Ay, y a su cuadriderivada
8VAﬁ se llega a la tipica ecuacion de Euler-Lagrange para campos vectoriales, la idea ahora es

aplicar la ecuaciéon de movimiento

=

& A ge

0%
90 [V = ey

para cada uno de los seis términos del DZ@E expuestos en el anexo

Ecuacion de movimiento del .,2”41 (1)
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(1)

(. o 1
Los términos de la variacién del .Z, "’ con respecto al campo que se deben reemplazar en la

expresion (163) son

(9‘,?41(1)
A

=24%ALJAY,, — 2(A]AD)ATY gV T,

uvs| Y m:(AgAg)gaﬁSﬁc- (164)

Ecuacion de movimiento del .5,”41 @

Los términos de la ecuacién de Euler-Lagrange para el .341 @ son
0.2
aA“a —=-3 A%CSS SHY —2(AJANTY, SHVC| (165)
y
a"E/ﬂ41 ? Nabycofc
3(TpAae) = —(A,A7)S“C. (166)

Ecuacion de movimiento del .,2”41 (3)

3)

o L 1
Los términos de la variacién del £, " con respecto al campo que se deben reemplazar en la

expresion (I63) son

=0. (167)
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.. . . 1
Ecuacién de movimiento del .2

Los términos de la ecuacion de Euler-Lagrange para el 02”41

. . . 1
Ecuacion de movimiento del .,?4

.. .., 1
Los términos de la variacion del .,2’4

4)

“) son

834](4) o cltb v 2 ra I'AYNZ4
——— = |AYS, SV — ASA)SY a5 (v —
0A o bPu Pv + /—_gg (y b) \% l( g) )

(5)

(5)

expresion (163) son
855/11306(65) = |2I%, (AGA])SHVP _Ag‘SﬁvSuVC] 1y (98(;?:2) — 2(ACAL)SOBY .
Ecuacion de movimiento del .,5,”41 (6)
Los términos de la ecuacion de Euler-Lagrange para el 341 ©) son
LTy j(j;f)) —0.

86

(168)

(169)

con respecto al campo que se deben reemplazar en la

(170)

(171)
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La ecuacion de movimiento para el 92”41 es igual a la suma de las ecuaciones de movimiento
de cada uno de sus términos. Hay que tener en cuenta que si bien la ecuacién (163) estd igualada a
cero, esto solamente es vélido cuando se trata del Lagrangiano TOTAL, lo que implica en este caso
tener en cuenta el Lagrangiano de Yang-Mills. Mientras tanto hay que ser cuidadoso si se quiere
hacer un cambio de signo o multiplicar la ecuacién por algin factor.
Apéndice G. Variacion respecto al campo de la acciéon de Yang-Mills
Recordando la definicion del tensor de esfuerzo de campo de Gauge (153)), se procede a calcular
su variacion respecto al campo y su cuadriderivada. Es conveniente realizar el proceso tanto para
el tensor dos veces covariante como para su version dos veces contravariante, pues por definicion,

1 v
LBm= _ZFLLLIVF“” .

IF¢ d(ges, ALAY) \ )
S oy —ged, [AC 5% g + AL 8¢ gf‘} , (172)
oc oc

oFMY 8(gg bfA”bAVf) L ‘
a — a — 5 f o _bc ub_av _fc

dAgc 0A g § Eabf [A grg +A g ] , (173)

JF}! 9 (IuA% — 9,A%)
uv . usty \% o ac ﬁ o sa B

a(aﬁA(xc) B 8((9[3.40“) =& (6“ 6V 6[J 5\/)7 (174)

i LAV _ Qv M

JdF; — a(a Aa d Aa) _ Sg(guﬁgva+guagvl3) ‘ (175)

d(dpAac) d(dpAac)



INFLACION Y ENERGIA OSCURA

88

Ahora si, con base en las expresiones anteriores se puede determinar facilmente la ecuacion

de movimiento para el Lagrangiano de Yang-Mills.

d uv
aF#V d aFd

)

1
= —5 gF/'Wdebf [A€ 53gbc+Az 6‘(,1 gfc} ,

g|Fevdes pal+ el

| =

= ge5 AL FYed

Por otro lado,

8$YM _l FHV aF[fV n u aFa,UV
Dphac) 4" 9(0pAm) M (O5A0) )

FiY g (8 60 — 8268 +

Fg, 8¢ (gHPgve — ghog'P)

(176)

77

(178)

(179)

(180)

(181)
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:_% (FPac _pobeyy (phac_poBey| (182)
— _fBac (183)

Introduciendo en (163) las expresiones y (183), se tiene que la contribucién del La-

grangiano de Yang-Mills a las ecuaciones de movimiento es

Vg a5, ALY 1 9 (\/—gFBO‘") . (184)

Apéndice H. Variacion de la accion total
Previamente se calcularon las variaciones de los diferentes términos que componen la accién total,

la cual estd definida por la siguiente expresion,

4 M127R 1 a puv 1
S:/dx\/_—g 5 g FE ady ). (185)

Teniendo en cuenta que depende tanto del campo Aj como de la métrica gy, a partir
del principio variacional se pueden obtener dos ecuaciones, cominmente llamadas ecuaciones de
campo y de movimiento.

Ecuaciones de campo y de movimiento

= Ecuaciones de campo:
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Partiendo del principio de accidn estacionaria con respecto a la métrica se tiene que

B (BB M) S EA) g
oghtv

(Sgliv Sg/iv (Sgl-“’

en donde los términos dentro de la integral se calcularon en los anexos [3| {] [5]y son

S(v=8Len) _Myv=g

Sgh 7 Guv: (187)
9] —2.4 v—g |1 u 4
nguv vm) 5 {ZgqupGch_ MFVQ} , (188)
S(oy/—2. %} EZ |
: Sg#(i ) =0v—8 [Sg”‘t’ - Eguv»%l} ) (189)

respectivamente. Como se trata de una integral de volumen arbitraria lo mejor es enfocarse
en el integrando y llegar a una expresion tipo ecuaciones de campo de Einstein, en donde
se intenta correlacionar la geometria del espacio-tiempo con el contenido energético que lo
ocupa, es decir, una expresion tipo G,y = 87 Ty, . Para ello es conveniente despejar el tensor

de Einstein obtenido de la variacion de la accion de Einstein-Hilbert,

M? 171 s 1
\/__g TPG/,LV ‘f‘i ZgIJVFpaGFapO- alFViIL:| +a |:5 wv Egllv"%éll] :07(190)

dando como resultado
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M? 11 szl 1
—7” Guv = 5 Zgqu;GFaPG—F&Fvﬁ] +a {6&]“‘; —Eguvz&] . (191)

Si bien la parte derecha de la igualdad no es un termino netamente material debido al acople
no minimo a la gravedad que contiene el .}, es conveniente considerar tales términos geo-

métricos en el tensor energia momentum para un andlisis més eficaz de las ecuaciones.

= Ecuaciones de movimiento:

Es un proceso similar al expuesto en la seccion anterior con la diferencia que ahora el princi-
pio de accion estacionaria se aplicard usando la variacion respecto al campo y sus derivadas.
En el anexo [0 se menciond que variar la accién con respecto al campo y aplicar la ecuacién

de movimiento son procesos equivalentes; a continuacion se mostrara la deduccion.

0L ] (192)

4 a a
58 = /dx\/_[aAaSA” * 5z 704 )

considerando la conmutacion entre la variacion y la derivada parcial, la ecuacion previa es

equivalente a

4 a 0% a
58 = /d x\/_[aAa SAY, a(Aa ﬁ)(SA”)’ﬁ] : (193)

Ahora se trabajard el segundo término de tal manera que se pueda agrupar la variacién del

campo A¢, para ello hay que partir de la siguiente definicion:
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0 0 B 0%
——0A], = —0A | +I —————0A] (194)
[8<Au ) “];ﬁ [a( up) “],p o [a(f‘uﬂ g
donde al aplicar la regla de la cadena al primer término de la derecha se obtiene que
0L 0 B 0 0
Z 8(Au 5) 5 B (A% ;) 8(A“ n 5

Reemplazando la expresion anterior en la definicion (192) y considerando que la variacion
es con extremos fijos (ver anexo [I)), lo que anula el primer término de la ecuacion (195)), la

variacion de la accidn ahora es

6S:/d4x\/—g 9L —Fﬁm [aai] —[ 0L ] SAS, (196)
B

2A] (A% )

lo que permite simplificar la expresion al realizar el cambio Fﬁﬁ , = 93 (In(y/=g)), dando

como resultado

0 07
08 = /d4 a _(\/_g)l[—a]_\/_g EYFV R 3Aa,
( 8A ’ 8(A”7;L) a( u,,8> B K
17
_ 4 — a
/d ( 8A“ —dp [\/ g—a(AZ_[;) >6Au. 197)
Recordando que el principio de minima accién implica 6(15“ =0, entonces
0 7
V=85, 9% |V-85,a | =0 (198)
0Af a( " ﬁ)
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La expresion (198)) es equivalente a la usada para calcular la variacion de la accion con res-
pecto al campo en los anexos[6]y[7, en donde se aplicaron las ecuaciones de Euler-Lagrange
para el ,,2”41 y el Ly respectivamente. Debido a que la accién de Einstein-Hilbert es inde-
pendiente del campo Aj;, la variacién de la accién total con respecto al campo es la suma de

las ecuaciones de Euler-Lagrange para .2 y %y, es decir,

8(05.,2”41 + gYM)
IAS

(199)

1
/= (e, +.$m)] o,

B [\/__g (A p)

donde cada término de la ecuacién (I99) esta calculado en los anexos [6]y [7] para un campo

vectorial con ambos indices covariantes A .

Apéndice I. Ecuaciones de campo y de movimiento con triada césmica

Una de las principales asunciones de esta teoria es considerar el universo observable como un
universo isétropo y homogéneo. Esto se puede apreciar al considerar la métrica de FLRW; sin em-
bargo, tal concepto debe ser consistente con el hecho de que el tensor de momentum-energia sea
el de un fluido perfecto. Para ello se usa la configuracion de triada cosmica, la cual respeta dichas

idealizaciones del modelo.

Maple y GRTensor para la incorporacion de la triada césmica

Para imponer tal configuracién de campos, en esta etapa del trabajo se hizo uso del programa
Maple, el cual con ayuda de un paquete llamado GRTensor, permite al usuario realizar cdlculos

propios de relatividad general de una manera ripida y sencilla. El primer paso para comenzar el
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célculo computacional es definir el tensor métrico, ya después se definen los principales tensores
de la teorfa tales como Ay, Sy, y Fjjy. Sin embargo, hay que tener en cuenta que el programa se
especializa en relatividad general y por lo tanto, no comprende los indices de la simetria interna,
razon por la cual al redactar las ecuaciones en Maple se deben romper todas las contracciones de
los indices de Gauge, asi como también se deben definir A}, Afl y Az por separado, al igual que

cualquier tensor que posea indices de Gauge.

A continuacion se mostrardn algunos ejemplos de las lineas de codigo escritas en Maple,

donde se tuvieron que realizar varios cambios en la notacién por comodidad.

ait)=r(t) N a=r, N d=ry, (200)
V=g = rg 1= sqrt(—detg) (201)
Ay =A_1{a}:=10,0(1),0,0], (202)
Ap =A_2{a}:=1[0,0,0(t),0], (203)

Ay =A_3{a} :=10,0,0,0(1)], (204)
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S = A 1{"p a} +A_1{"a} b}, (205)

Fyp =A_1{b,a} —A_1{a,b} +g* (A 2{a} xA_3{b} —A_3{a} A 2{b}), (206)

donde en la definicién de Fyj, se tiene en cuenta que g es la constante de acople del grupo y
el simbolo de Levi-Civita, €., es +1 para permutaciones pares de (1,2,3) y —1 para las impares,

en los casos restantes es cero.

Si se observan las ecuaciones (202) e (203) se puede apreciar que la notacién en Maple
para un indice de Gauge covariante es igual que la de un indice contravariante. Para comprender el
porqué de estas definiciones hay que analizar primero la métrica de la simetria interna.

Cuando se considera el producto interno entre dos campos vectoriales AﬁAﬁf , tal producto

se puede expresar de otras dos formas, gabAZA“b o) g“bA i aA’b‘ , donde

1 00
1
gab = §5ab , 8 =28y 84 =8"= 1|y 1 o - (207)
0 01

Lo anterior es muy conveniente pues indica que un vector contravariante de Gauge es igual
a su version covariante salvo por un factor de 2, esto a nivel del principio variacional es irrelevante

ya que las ecuaciones estdn igualadas a cero. Asi pues, el producto interno entre dos campos
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vectoriales escrito en Maple se ve de la siguiente forma:

AGAY = A AV + AZAY + AJAY | entonces, (208)
AQAR = A_1{ u} x A_1{u} + A2{"u} «A_2{u} + A_3{"u} »A_3{u}. (209)

Ahora que se ha aclarado la notacion usada en las lineas de cddigo, se puede proceder a

mostrar el desarrollo escrito en Maple.
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> restart;
with (grtensor);

qload (flrwcart);

grdef ("A_1{a} :=[0,phi(t),0,0] );
grdef ("A_2{a} :=[0,0,phi(t),0] );
grdef (" A_3{a} :=[0,0,0,phi(t)] );
grdef("S_1{a b} :=A 1{a;b} + A_1{b;a}");
grdef("S_2{a b} :=A 2{a;b} + A_2{b;a}");
grdef("S_3{a b} :=A 3{a;b} + A_3{b;a}");
grdef("Acuadrado := A_1{"a}*A_1{a} + A_2{"a}*A_2{a} + A_3{"a}*A 3{a});
grdef("F_1{a b} :=A_1{b;a}- A 1{a;b} + g*(A_2{a}*A_3{b} - A_3{a}*A_2{b}) );
grdef("F_2{a b} :=A_2{b;a}-A 2{a;b} + g*(A_3{a}*A_1{b} - A_1{a}*A_3{b}) );
grdef("F _3{a b} :=A_3{b;a}-A 3{a;b} + g*(A_1{a}*A_2{b} - A_2{a}*A_1{b}) );

#1L41
grdef("L411a{} :=

A_1{*a}*A_1§a}*(S_1{b ~b}*S_1{ cc} + S_2{b ~b}*S_2§{*cc} + S_3{b ~b}*S_3{ cc})
+

A_2{"a}*A_2§a}*(S_1{b ~b}*S_1{"cc} + S_2{b *b}*S_2{*cc} + S_3{b ~b}*S_3{*cc})
+

A_3{"a}*A_3§a}*(S_1{b ~b}*S_1{"cc} + S_2{b ~b}*S_2{*cc} + S_3{b ~b}*S_3{*cc})

gr’def(‘ L411§} :=1/4*L411a’ ),

grdef("L412a{} :=

A 1{*a}*A_1{a}*(S_1{c *b}*S_1{"cb} + S_2{c *b}*S_2{"c b} + S_3{c *b}*S_3{"cb})
+

A 2{7a}*A 2{a}*(S_1{c *b}*S_1{"cb} + S_2{c *b}*S_2{"cb} + S_3{c *b}*S_3{"cb})
+

A _3§{~a}*A_3{a}*(S_1{c “b}*S_1{"cb} + S_2{c ~“b}*S_2{"cb} + S_3{c "b}*S_3{"cb})

);

grdef (" L412{} :=-1/4*L412a );

grdef ("L413a{} :=

A _1{*a}*A_1{a}*(A_1{"b}*A_1{b} + A_2{"b}*A_2{b} + A_3{"b}*A_3{b}) +

A 2{*a}*A 2{a}*(A_1{"b}*A_1{b} + A_2{"b}*A_2{b} + A_3{"b}*A_3{b}) +

A 3{*a}*A_3f{a}*(A_1{"b}*A_1{b} + A_2{"b}*A_2{b} + A_3{"b}*A_3{b})

)

grdef ('R := Ricciscalar’ );

grdef(" L413{} :=1/4*L413a*R");

grdef("L414a{} :=

A 1{*a}*S_1{"b b}*(A_1{a}*S_1{"cc} + A_2{a}*S_2{"cc} + A _3{a}*S_3{"cc}) +

A 2{"a}*S_2{"b b}*(A_1{a}*S_1{"cc} + A_2{a}*S_2{"cc} + A _3{a}*S_3{"cc}) +

A 3{"a}*S_3{"b b}*(A_1{a}*S_1{"cc} + A_2{a}*S_2{"cc} + A _3{a}*S_3{"cc})

)i
grdef("L4144} :=1/2*L414a’ };
grdef ("L415a :=
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A_1§{"a}*S_1{"b *c}*(A_1{a}*S_1{b c} + A_2{a}*S_2{bc} + A_3{a}*S_3{bc}) +
A_25"a}*S_2{"b ~c}*(A_14{a}*S_1{bc} + A_2{a}*S 2{bc} + A_3{a}*S 3{bc}) +
A_3{"a}*S_3{"b ~c}*(A_1{a}*S_1{b c} + A_2{a}*S 2{b c} + A_3{a}*S_3{bc})
B

grdef("L415§} :=-1/2*L415a" ),

grdef("L416a{} :=

A 1§{"a}*A_1§{"b}*(A_1{a}*A_1{b} + A_2{a}*A_2{b} + A_3{a}*A_3{b}) +
A_2%7a}*A 2§7bi*(A_14{a}*A_1{b} + A_2{a}*A_2{b} + A_3{a}*A_3{b}) +
A_3§"al*A 3§7bi*(A_14{a}*A_1{b} + A_2{a}*A_2{b} + A_3{a}*A_3{b})

);

grdef ("L416§} := R*L416a" );

grdef ("L41{} := L411 + L412 + L413 + L414 + L415 + L416°);

#Variacion L41
#Variacion L41 1

grdef(" VARL411a{a b} :=

A_14a}*A_1{b}*(A_1{"c;c}*A_1{"d ;d} + A_2{~c;c}*A_2{"d ;d} + A_3{"c;c}*A_3{~d
dp) +

A 2%a}*A 2{b}*(A_1{"c;c}*A_1§{"d ;d} + A_2{*c;c}*A_2{"d ;d} + A_3{"c;c}*A_3{~d
dy) +

A_34a}*A 3{b}*(A_1{"c;c}*A_1§{"d ;d} + A_2{*c;c}*A_2{"d ;d} + A_3{"c;c}*A_3{~d
;d})

)

grdef("DAporA2_1 := Acuadrado*A_1{"b ;b}" );
grdef("DAporA2_2 := Acuadrado*A_2{"b ;b} );
grdef ("DAporA2_3 := Acuadrado*A_3{"b ;b} );

grdef(" VARL411b{a b} :=-A_1{a}*DAporA2_1{;b} - A_2{a}*DAporA2_2{;b}-A_3
{a}*DAporA2_3{;b}");

grdef(" VARL411cf{a b} :=-A_1{b}*DAporA2_1{;a}-A_2{b}*DAporA2_2{;a}t-A_3J
{b}*DAporA2_3{;a}’);

grdef " AporDAporA2{~d} := Acuadrado*(A_1{"d}*A_1{"c;c} + A_2{"d}*A_2{"c;
c} + A_3{d}*A_3{"c;c} ) );
grdef("VARL411d{a b} := gfa b} *AporDAporA2{~d ;d} " );

grdef("VARL411{a b} := VARL411a{a b} + VARL411b{a b} + VARL411c{a b} +
VARL411d{a b} " );

98



INFLACION Y ENERGIA OSCURA 99

#Variacion L41 2

grdef " VARL412a{a b} :=-1/4*(

A_1{a}*A_1{b}*(S_1{cd}*S_1{"c *d} + S_2{cd}*S_2{*c ~d} + S_3{cd}*S_3{"c ~d} )
+

A_2{a}*A_2{b}*(S_1{cd}*S_1{"c *d} + S_2{cd}*S_2{*c *d} + S_3{cd}*S_3{"c~d} )
+

A_34a}*A_3{b}*(S_1{cd}*S_1{"c "d} + S_2{cd}*S_2{*c d} + S_3{cd}*S_3{"c~d} )

)

Bk

grdef (" VARL412b{a b} :=-12*Acuadrado*(

S 1{act*S_1{b ~c} + S _2{ac}*S_2{b ~c} + S_3{ac}*S_3{b *c}

)

)

grdef("SporA{~cab}:=S_1{*ca}*A_1{b} + S_2{"ca}*A_2{b} + S_3{"ca}*A_3{b} );

grdef ("SporAporA2{~ca b} := Acuadrado*SporA{~ca b} ");

grdef("VARL412c{a b} :=1/2*SporAporA2{~cab ;c} ' );

grdef("VARL412d{a b} :=1/2*SporAporA2{~cb a ;c}" );
grdef (" A2porSporAf{~ca b} := Acuadrado*(S_1{a b}*A_1{"c} + S_2{ab}*A_2{"c}

+ S_3{ab}*A_3{"c}) );
grdef("VARL412ef{a b} :=-1/2*A2porSporA{~ca b ;c} );

grdef(' VARLA412{a b} := VARL412a{a b} + VARL412b{a b} + VARL412c{a b} +
VARL412d{a b} + VARL412e{a b} * );

#Variacion L41 3

grdef " VARLA413a{a b} := 12*Acuadrado*Ricciscalar*(A_1{a}*A_1{b} + A_2{a}*
A 2{b} + A 3{a}*A_3{b})");

grdef("VARL413b{a b} :=1/4*Acuadrado*Acuadrado*R{"ca cb} " );
grdef("dosA2 := Acuadrado*Acuadrado’ };

grdef ("contrav2A2{~c} := dosA2{;"c} " );
grdef (" VARL413c{a b} :=1/4*g{a b} *contrav2A2{"c ;c}" );
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grdef("cov2A2{a} := dosA2{ ;a}" );
grdef("VARL413d{a b} :=-1/4*cov2A2{a ;b} );

grdef(" VARL413{a b} := VARL413a{a b} + VARL413b{a b} + VARL413c{a b} +
VARL413d{a b} " );

#Variacion L41 4

grdef(' VARL414a{a b} := 1/2%(
A 1§a}*S_1{"cct*(A_1{b}*S_1{~d d} + A_2{b}*S 2§{~d d} + A_3{b}*S_3{~dd}) +
A 2§a}*S 2{"ccl*(A_1{b}*S_1{~d d} + A_2{b}*S _2{~d d} + A_3§b}*S_3{~dd}) +
A 3§a}*S_3{"ccl*(A_1{b}*S_1{~d d} + A_2{b}*S _2§{~d d} + A_3§b}*S_3{~d d})
Y

grdef "SporAporA_1:= A_1{c}*(A_1{"c}*S_1{"d d} + A_2{*c}*S_2{"d d} + A_3
{7383 d} ) );
grdef("SporAporA_2 :=A_2{c}*(A_1{"c}*S_1{~d d} + A_2{"c}*S_2{"dd} + A_3
178 3¢ df ) );
grdef("SporAporA_3 :=A_3{c}*(A_1{"c}*S_1{~d d} + A_2{"c}*S_2{~dd} + A_3
178 _3{"d di) );
grdef("VARL414b{a b} := -1%(
A_14{b}*SporAporA_1§;a} + A_2{b}*SporAporA_2{;a} + A_3{b}*SporAporA_3{ ;a}
Y )i

grdef (" VARL414c{a b} :=-1%(
A_1{a}*SporAporA_1§;b} + A_2{a}*SporAporA_2{;b} + A_3{a}*SporAporA_3{;b}
) )i

grdef("AAAporS{~e} :=

A 14{c}*A_1{"e}*(A_1§{ c}*S_1§{"d d} + A_2{~c}*S_2§{~d d} + A_3{"c}*S_3{~dd}) +
A 2{ct*A_24{"e}*(A_1§{ c}*S_1§{d d} + A_2{~c}*S_2§{~d d} + A_3{"c}*S_3{~d d}) +
A J{ct*A_3{"e}*(A_1§{ c}*S_1§{"d d} + A_2{~c}*S_2§{~d d} + A_3{"c}*S_3{~d d})
);
grdef " VARL414d{a b} := gfa b} *AAAporS{“e ;e} ),

grdef( VARLA414{a b} := VARL414a{a b} + VARL414b{a b} + VARL414c{a b} +
VARL414d{a b} *);

#Variacion L41 5
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grdef(' VARL415afa b} :=-1/2%(

A_1§a}*S_1§cd}*(A_1{b}*S_1§~c~d} + A 2{b}*S 2§~c~d} + A_3{b}*S 3§ c~d}) +
A_2§al*S 2§cd}*(A_1{b}*S_1§~c~d} + A 2{b}*S 2§~c~d} + A_3{b}*S 3§ c~d}) +
A_38al*S 3fcd}*(A_1{b}*S 1§"c~d} + A_2{b}*S 2{"c ~d} + A_3{b}*S_3{~c ~d})

)

)

grdef (' VARL415b{a b} :=-1%(

A_1{ct*S_1{a ~d}*(A_1{"c}*S_1{d b} + A_2{*c}*S_2{d b} + A_3{"c}*S_3{d b}) +
A_2{c}*S_2{a ~d}*(A_1{"c}*S_1{d b} + A_2{"c}*S_2{d b} + A_3{"c}*S 3{d b}) +
A_3{c}*S_3{a ~d}*(A_1{~c}*S_1{d b} + A_2{~c}*S_2{d b} + A_3{"c}*S_3{d b})

)

)

grdef (" tresAporS{a b ~c} :=

A 14{d}*A_1{b}*(A_1{~d}*S_1{*ca} + A_2{"d}*S_2{"ca} + A_3{"d}*S_3{"ca}) +
A 24{d}*A_2{b}*(A_1{~d}*S_1{*ca} + A_2{"d}*S_2{"ca} + A_3{"d}*S_3{"ca}) +
A 3{d}*A_3{b}*(A_1{"d}*S_1{"ca} + A_2{"d}*S_2{"ca} + A_3{"d}*S_3{"ca})
)

grdef (" VARL415c{a b} :=tresAporS{a b "c;c}" );

grdef("VARL415d{a b} := tresAporS{b a *c;c}" );

grdef("Spor3A{ab ~c} :=

A_1{d}*A_1{ c}*(A_1{"d}*S_1{a b} + A_2{"d}*S_2{a b} + A_3{"d}*S_3{ab}) +
A_24d}*A_2{ c}*(A_1{"d}*S_1{a b} + A_2{~d}*S_2{a b} + A_3{"d}*S_3{ab}) +
A_3{d}*A_3{ c}*(A_1{"d}*S_1{a b} + A_2{*d}*S_2{a b} + A_3{~d}*S_3{ab})
)i

grdef("VARL415e{a b} :=-1*Spor3dAf{ab *c;c} );

grdef " VARL415{a b} := VARL415a{a b} + VARL415b{a b} + VARL415¢{a b} +
VARL415d{a b} + VARL415e{a b} " );

#Variacion L41 6

grdef("VARL416a{a b} := 2 *Ricciscalar*(

A_1{a}*A_1{c}*(A_14b}*A_1{"c} + A_2{b}*A_2{"c} + A_3{b}*A_3{"c}) +
A 2%a}*A 2{c}*(A_14b}*A_1{"c} + A_2{b}*A_2{"c} + A_3{b}*A_3{"c}) +
A _3fal*A Jf{c}*(A_14b}*A_14{"c} + A_2{b}*A_2{"c} + A_3{b}*A_3{"c})
)

grdef ("V{a b} :=2*Ricciscalar*(A_1{a}*A_1{c} + A_2{a}*A_2{c} +A_3{a}*A_3{c})*
(A_14b}*A_1{"c} + A_2{b}*A_2{"c} +A_3{b}*A 3{"c}));
grdef (" Pruebaf{a b} := VARL416a{a b} - V{a b} );
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grdef(' VARL416b{a b} := R{*ca cb}*(A_1{e}*A_1{d} + A_2{e}*A_2{d} + A_3{e}*
A_3{d)*(A_1{ e} *A_1§ d} + A_2{"e}*A_2{ d} +A_3{ e}*A_3{ d} ) );

grdefl CAAAA :=(A_1{c}*A_1{d} + A_2{c}*A _2{d} + A _3{c}*A_3{d})*(A_1{"c}*
A_1{~Md} + A 2{"c}*A_2{"d} +A_3{"c}*A_3{"d} ) ),

grdef ("contravAAAA{"c} 1= AAAA{; e} ),

grdef("VARL416¢c{a b} := contravAAAA{"c;c}*gfa b} ),

grdef("covAAAA{a} := AAAA{;a} );
grdef("VARL416d{a b} :=-1*covAAAA{a ;b} );

grdef (' VARLA416{a b} := VARL416a{a b} + VARL416b{a b} + VARL416c{a b} +
VARL416d{a b} " );

srdef("VARL41{a b} := VARLA411{a b} + VARL412{a b} + VARL413{a
b} + VARL414{a b} + VARL415{a b} + VARL416{a b}");

#Ecuaciones de campo

grdef("negl_2Mp2Gmunu{a b} :=1/8*g{a b} *(F_1{c d}*F_1{"c ~d} +F _2{cd}*F_2{"c
Ad} + F_3{cd}*F_3{"c ~d})-

12*(F_1{a c}*F_1{b ~c} + F 2{a c}*F _2{b ~c} + F_3{a c}*F_3{b ~c}) +

alpha*(VARLA41{a b} - 1/2*g{a b} *L41)

)

grcalc(negl_2Mp2Gmunu(dn, dn)};

gralter (negl_2Mp2Gmunu (dn, dn ), autoAlias };
gralter(_, expand };

grdisplay (_);

grealed (G(dn, dn));
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3oy Mo ro TReora 1500 o 34
negd 2Mp2Gmuny = - ——— — — + — — — - —
. 4r 4r I 4r 4
ot Bir oo 264 & o 496 o 1664 4 ro Té 6 o 6
negld IMp2Gmuny = - 2—— + = — — — — + — - —
o 4 r " 4r ¥ 4 4
oAat BIr 6o 266 6o 2490 ra 66 d 6 ro 3076 6 o &
negd _2Mp2Gmunu = - = + — — — — — + — — —
ar 1r r ar r ar 4
et BIr 6o 260 6o 2490 ra 66 d o ro 3076 6 o @
negd ZMp2Gmuny_= - =—— + = — — — — + — - —
o 4 2r " 4r r 4rr 4
i
_ 0 0 0
”
G .= o -Zrr, —r 0 0
aa
1] 0 “Irr  —r 1]
1] 0 1] -irr —r

Figura 5.1. Lineas de cédigo escritas en Maple de las ecuaciones de campo aplicando la
configuracion de triada cosmica. En azul se encuentra el resultado arrojado por el programa, el
cual estd relacionado directamente con la expresién (191)).

Comparando lo obtenido en Maple con la ecuacién (I91)), se puede evidenciar que las com-
ponentes del tensor momentum-energia estdn calculadas con el nombre de “negl_2M p2Gmunu”
y el tensor de Einstein estd dado por la matriz al final de la imagen. Ahora es posible deducir que
las ecuaciones de campo se reducen en la configuracion de triada cosmica a las siguientes dos

ecuaciones:
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39> 33%¢% | a [15¢°¢* 249 ¢9*H? ¢¢3 2772

- .z — | = — 156 =3M:H 210

2 a? + 2 a4 Mg 2 at 2 at P (210)
19> 13¢* o [83¢*H? ¢ ¢¢3 307 ¢%¢* 09°H 20202 1| AT
B — = — 2 —332 =-—-M:-(3H“+2H
2 a? + 2 a4 M2 at 83 +3 2 a* 33 a* p(3H+2H),

211)

.. 2 : P ) 2
donde se tuvo en cuenta que d/a = H-+ H y se normalizo el pardmetro o — o /M » paraque

fuese adimensional. El procedimiento para la ecuacién de movimiento es completamente analogo.
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> restart;

with (grtensor);

qload (flrweart);

grdef("A_1{a} := [0,phi(t),0,0] );

grdef("A_2{a} :=[0,0,phi(t),0] );

grdef("A_3{a} :=[0,0,0,phi(t)] );

grdef("S_1{a b} := A_1{a;b} + A_1{b;a}" );

grdef("S_2{a b} := A_2{a;b} + A_2{b;a}" );

grdef("S_3{a b} := A_3{a;b} + A_3{b;a}");
grdef("Acuadrado := A_1{*a}*A_1{a} + A_2{"a}*A_2{a} + A_3{"a}*A_3{a}"),;
grdef("F_1{a b} := A_1{b ;a} - A_1{a;b} + g*(A_2§{a}*A_3{b} - A_3{a}*A_2{b})");
grdef("F_2{ab}:=A 2{b;a}-A_2{a;b} + g*(A_3{a}*A_1{b}- A 1{a}*A_3{b}));
grdef("F_3{ab}:=A 3{b;a}-A 3{a;b} + g*(A_1{a}*A_2{b} - A 2{a}*A_1{b})");
grdef('rg := sqrt(-detg) " );
grdef (' partrg{a} :=rg{ ,a} ' );

#Variacion L41 respecto a A

grdef " VarAL41a_1§{"a} :=12*A_1{*a}*(S_1{*b b}*S_1{"cc} + S_2{"b b}*S_2{"cc}
+ S_3{"b b}*S_3{"cc})

-12*A_1{"a}*(S_1{"b ~c}*S_1{b ¢} + S_24{"b “c}*S_2{b ¢} + S_3{"b ~¢}*S_3{b c})

+ A_1{"a}*Acuadrado*Ricciscalar *);

grdef (" VarAL41b_1{"a} :=S_1{"c c}*(A_1{*a}*S_1{"b b} + A_2{"a}*S_2{"b b} +
A_35"a}*S_31°b bt)

-S_1§"b Act*(A_1§"a}*S_1{b c} + A_2§"a}*S_2fb c} + A_3{"al*S_3ib )

+4*Ricciscalar*A_1§"bl*(A_1§b}*A_1{*al} + A_25b}*A_2§al 4+ A_3{bl1*A_3{"a})

)

grdef("VarAL41c_1{"a} := 2/rg*partrg{d}*g{~d "a}*(Acuadrado*A_1{"c;c} + 2*A_1
{"b}*(A_1{b}*A_1{"c;c} + A_2{b}*A_2{"c;c} + A_3{b}*A 3{"c;c})) );

grdef("VarAL41d_1{"a} := Chr{b ¢ “a}*(Acuadrado*S_1{"b ~c} + 2*A_1{*d}*( A_1{d}
*S_1{"b ~c} + A_2{d}*S_2§{"b ~c} + A_3{d}*S_3{"b *c})) " );

# importante tener en cuenta que el christoffel se escribe Chr{b c “a}
(contravariante al final), si lo colocas Chr{*a b c} da cero.

#Variacion L41 respecto a DA
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grdef('VarDAL41a_1§{"a ~b} :=rg*( Acuadrado*( g{"a *b}*S_1{"cc}-S_1{"a "b}) +
2*g{”a “b}*A_1{*c}*(A_1{c}*S_1{*d d} + A_2{c}*S_2{"d d} + A_3{c}*S_3{~dd} )-
2*A_1{"c}*(A_1{c}*S_1{"a ~b} + A_2{c}*S_2{"a ~b} + A_3{c}*S_3{"a “b})

Y )

grdef (" VarDAL41_1{"a} :=-1/rg*VarDAL41a_1{"a *b ,b}" );

#Variacion LYM respecto a A

grdef (" VarAYM_1{"a} :=g*( A_2{b}*F 3{"b "a} - A_3{b}*F 2{"b "a} ) });

#Variacion LYM respecto a DA

grdef("VarDAYMa_1{"b ~a} :=rg*F_1{"b *a}"};

grdef (" VarDAYM_1{~a} := 1/rg*VarDAYMa_1{"b *a b} };

#E cuacion de movimiento

rdef(" VarAtotal 1{"a} := alpha*(VarAL41a 1{~a} + VarAL41b _ 1§{"a} + VarAL4lc 1

grdef( |_1{"a} pha*(V _1{"a} _1{"a} ;|
{~a} + VarAL41d_1{"a} + VarDAL41_1§{"a}) + VarAYM_1§{"a} + VarDAYM_1
{"had )

grecalc(VarAtotal_1(dn));
gralter (VarAtotal 1(dn), autoAlias );
gralter (_, expand );

grdisplay (_)

"GRTensor II1 v2.1.11 Apr 26, 2018"
"Copyright 2018, Peter Musgrave, Denis Pollney, Kayll Lake"
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Figura 5.2. Lineas de cddigo escritas en Maple de las ecuaciones de movimiento aplicando la
configuracion de triada cosmica. En azul se encuentra el resultado arrojado por el programa, el
cual estd relacionado directamente con la expresion (199).

La ecuacion “VarAtrotal _1,” representa la componente x de las ecuaciones de movimiento.
Para las dos componentes espaciales restantes se tiene exactamente la misma ecuacién debido a
la isotropia impuesta por la configuracién de triada césmica. Sabiendo que la ecuacién de Euler-

Lagrange estd igualada a cero, en este caso la expresion final es

52 43 3172 2 N
¢+¢H+2ga¢ +V 114‘1’? 59 ¢H—52¢2 ‘Z"Z +5¢ ¢

p

=0. (212)

Adimensionalizacion de las ecuaciones

Para realizar un andlisis numérico de las ecuaciones (210), (Z211)) y (212)), es necesario adimensio-

nalizarlas y plantear el sistema dindmico de las nuevas variables adimensionales. Para ello primero
se redefine la magnitud de los campos vectoriales, tal y como se muestra en la definicion de triada

cOsmica, A[ﬁ = aydy, esto implica que

p=ay , ¢=ay+ay , ¢=dy+2ay+ay, (213)

dando como resultado
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1 2.2 . 1-2 1~2 4
—H +Hyy+ -y + -
> v vy 21// 2gw
o 5
+— | —8H*y* —4TH y + vy | = M2H? 214
% v vy 21//1// H, 214)

para la componente temporal de las ecuaciones de campo, donde Mf,H 2 es un término aso-

ciado con la densidad de energia total;

o . 307
e —85H>y* —31HY* + T9H vy + 5293 + 71;/21;/2
p

1 1 1 .
+§H2w2+qu‘/+ §w2+5g2w4 = —M2(3H*+2H), (215)

para las tres componentes espaciales de las ecuaciones de campo, donde —M[%(3H2 +2H)

estd asociado con la presion de energia total en las tres componentes espaciales, y por tltimo

2H?>y +Hy 4 3Hy + i+ 23°y°

+% [—109H2y3 + 15Hyry? — 4TH Y + 592y + 5iy?] =0, 216)
14

para las ecuaciones de movimiento, las cuales también se pueden obtener mediante la di-
vergencia del tensor momentum-energifa, V,T#¥ = 0.

El ultimo cambio de variables se realiza para adimensionalizar las ecuaciones y obtener
un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales de primer orden, es por eso que se definen las

siguientes variables:
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dando como resultado final

y2 + 2xy +xX2 4224+ o [—32}74 — 188xy3 + 10x2y2} =1,

109

217)

218)

(219)

para la componente temporal de las ecuaciones de campo, la cual ahora funciona como una

ligadura para las variables x, y y z,

y2 + 2xy +x* 427

ta [—340y4 +124y*e +316x)° + 614222 + 104f2y3p} —2e—3,

para las tres componentes espaciales de las ecuaciones de campo y

P 4
—+2y+3x—8y+4z—
y

V2

+o | =218y +30xy% 4+ 94y>e + 10x%y + 5v2y*P| =0,

(220)

(221)

para las ecuaciones de movimiento. Por otro lado, las ecuaciones de evolucion para las

variables que rigen el sistema son:
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, 7 vH dx P
X = — = — = —+1E&x, 222
V2M,H \2M,H? dN 2 (222)
d
LA A (223)

donde se tuvo en cuenta que el nimero de e-folds es una cantidad que esté relacionada con

el tiempo mediante el parametro de Hubble, [dN = [ Hdk.
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