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RESUMEN

TITULO: UNA INTRODUCCION AL ESTUDIO DE LA FORMACION DE PATRONES
DE TURING

AUTOR: DANIEL ANDRES FIGUEROA PEREZ]

PALABRAS CLAVE: PATRONES DE TURING, ECUACIONES DE REACCION-DIFUSION,
APROXIMACION NUMERICA.

DESCRIPCION: La naturaleza est4 dotada de una amplia gama de colores, formas,
tamanos a toda escala, simetrias, patrones, que despiertan nuestros sentidos de ma-
nera abrumadora. Alan Mathison Turing, ademas de sus aportes seminales en lo que
hoy se denomina ciencia de la computacion y la inteligencia artificial, tuvo también
entre sus logros mas significativos, sus aportes en el modelado matematico de la for-
macion de patrones con su célebre articulo publicado en 1952 y titulado “The Chemi-
cal Basis of Morphogenesis”, en el cual, en términos muy generales, plantea, como el
proceso estabilizante de la difusion se convierte en un desestabilizador de un sistema
interactivo entre dos sustancias quimicas.

Se llevé a cabo una revisidon bibliografica sobre los fundamentos subyacentes a la
teoria de los patrones de Turing. Comenzamos explorando los conceptos fisicos y
guimicos que sientan las bases de esta teoria. Ademas, se analizaron las condiciones
de inestabilidad segun las ecuaciones diferenciales que la teoria de Turing emplea y
se examinaron trabajos recientes relevantes en el campo.

Adicionalmente, se presentaron en este trabajo algunos esquemas numéricos disena-
dos para capturar la dinamica de los sistemas de reaccion-difusidon que son responsa-

bles de la generacion de los patrones de Turing.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Elder Jesus Villamizar Roa, Ph.D. en Ma-
tematicas.



ABSTRACT

TITULO: AN INTRODUCTION TO THE STUDY OF TURING PATTERN FORMATION
AUTOR: DANIEL ANDRES FIGUEROA PEREZ"]

KEYWORDS: TURING PATTERN, REACTION-DIFFUSION EQUATIONS, NUMERI-
CAL APPROXIMATION.

DESCRIPTION: Nature is endowed with a wide range of colors, shapes, sizes at all
scales, symmetries, and patterns that overwhelm our senses. Alan Mathison Turing, in
addition to his seminal contributions to what is now called computer science and arti-
ficial intelligence, also had among his most significant achievements his contributions
to the mathematical modeling of pattern formation with his famous article published in
1952 titled "The Chemical Basis of Morphogenesis,in which, in very general terms, he
raises how the stabilizing process of diffusion becomes a destabilizer of an interactive
system between two chemical substances.

A literature review was conducted on the underlying fundamentals of Turing pattern
theory. We began by exploring the physical and chemical concepts that form the ba-
sis of this theory. Additionally, the conditions of instability according to the differential
equations that Turing pattern theory employs were analyzed, and relevant recent work
in the field was examined.

Furthermore, this work presented some numerical schemes designed to capture the
dynamics of reaction-diffusion systems that are responsible for the generation of Turing

patterns.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Elder Jesus Villamizar Roa, Ph.D. en Ma-
tematicas.



INTRODUCCION

La naturaleza esta dotada de una amplia gama de colores, formas, tamanos a toda
escala, simetrias, etc, que despiertan nuestros sentidos de manera abrumadora. Bas-
ta pensar en los arrecifes de coral, las bandadas y colores de péjaros, las pieles de
ciertos animales y peces, pero también en organismos microscopicos como ciertas co-
lonias de bacterias y elementos inertes como las dunas de arena, en donde es comun
observar ciertos patrones que los identifican. Esta lista de ejemplos puede tornarse
muy amplia, al punto que no es exagerado decir que los patrones son ubicuos en la

naturaleza.

Ciertamente, mas alla de la belleza abrumadora que caracteriza los patrones en la na-
turaleza, desde el punto de vista cientifico, es inquietante conocer el origen de estas
particularidades morfolégicas y su rol en el desarrollo, adaptacién y supervivencia de
organismos, asi como en la composicion de sistemas bioldgicos en el medio ambiente.
En ese contexto cientifico, ademas de los bidlogos, fisicos y quimicos, los mateméti-
cos también se han mostrado activos en la busqueda de explicaciones acuciosas y
elegantes de este tipo de particularidades naturales, a través del planteamiento y ana-

lisis de modelos matematicos que describen ese tipo de fendbmenos.

Alan Mathison Turing, mas conocido como el padre de la computacion y de la inte-
ligencia artificial, reconocido popularmente por su papel en la derrota de Alemania
durante la Segunda Guerra Mundial al descifrar el cédigo Enigma, tuvo también entre
sus logros mas significativos, sus aportes en el modelado matematico de la formacion
de patrones, con su célebre articulo publicado en 1952 y titulado “The Chemical Basis
of Morphogenesis”, en el cual, en términos muy generales, planted, cémo el proceso
estabilizante de la difusién se convierte en un desestabilizador de un sistema interac-

tivo entre dos sustancias quimicas.

El modelo planteado por Turing se basa en la ocurrencia de dos fenédmenos fisicoqui-
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micos. Por un lado, la reaccidon de dos sustancias quimicas, denominadas morfégenos,
gue reaccionan entre si, y por otro lado, el proceso de difusion en el medio que las con-
tiene. Cuando ocurren estos dos procesos se generan patrones espacio-temporales,
siempre y cuando el sistema de reaccidn-difusién que los describe cumpla con cier-
tas condiciones. El resultado de este mecanismo es lo que se conoce en la literatura
como Mecanismo de Turing o Inestabilidad de Turing. Su idea consistié en encontrar
condiciones de estabilidad alrededor del punto de equilibrio del sistema de ecuaciones
diferenciales sin difusion, es decir, un sistema de EDO. Después, bajo ciertas condi-
ciones, se incluyen términos de difusidon de manera tal que se genere inestabilidad, es
decir, que no se conserve el estado homogéneo, que a principio se esperaria que no
ocurriera debido a los efectos difusivos. Ocurre que el proceso de difusion puede des-
estabilizar el equilibrio del sistema, generando como consecuencia patrones espacio

temporales.

En este trabajo se propone disertar sobre las bases teoéricas necesarias para la forma-
cién de patrones de Turing, comentando la importancia fundamental del término de la
cinética reaccion, el cual permite el cambio en la concentracién de las sustancias, y el
papel innovador de la componente difusiva como mecanismo de desestabilizacion.

En el Capitulo 1 se presentaran los elementos preliminares para entender las ideas
de Alan Turing en torno a la formacion de patrones, tales como, cinética reaccion, el
cual es un factor fundamental para analizar matematicamente el cambio en la con-
centracidon de una sustancia; el fendmeno de difusion y la relacion de los respectivos
coeficientes de dos sustancias quimicas involucradas en el analisis de las ecuaciones
de reaccion-difusién. Por ultimo, se revisara un criterio de estabilidad para sistemas de

ecuaciones diferenciales lineales de primer orden con coeficientes contantes.

En el Capitulo 2 se plantean las ecuaciones de reaccién-difusion para el analisis de los
patrones de Turing, resaltando la importancia de cada termino en estas ecuaciones,
desde la componente difusiva hasta la cinética de reaccion entre las sustancias consi-

deradas en el proceso. El sistema de ecuaciones de reaccion-difusién se dota de con-
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diciones iniciales y condiciones de frontera de tipo Neumann homogéneas. Estas ulti-
mas son condiciones naturales, dado que se esta interesado en la auto-organizacién
de las sustancias.

Una vez definido el sistema de ecuaciones de reaccidn-difusidén, se realiza un proce-
so de adimensionalizacién dependiendo de cada cinética de reaccion en particular, lo
cual trae ventajas computacionales y permite, en general, analizar de una forma mas
sencilla las ecuaciones de reaccion-difusion. Se analiza la estabilidad del sistema al-
rededor del punto de equilibrio, proceso que se divide en dos casos: en el primer caso
se imponen condiciones sobre los pardmetros de reaccidén para que el sistema sea
linealmente estable sin la presencia de la componente difusiva, y en el segundo ca-
S0 se imponen condiciones sobre los parametros de reaccién, difusién y términos de
gran relevancia en la solucién de las ecuaciones linealizadas, como es el nimero de
onda, el cual permite determinar si el sistema es linealmente inestable en presencia
de la difusién. Por ultimo, se muestra que en el proceso de formacién de patrones de
Turing los coeficientes de difusion no deben tener valores muy grandes, ya que de lo

contrario dicho patrones desaparecerian.

En el Capitulo 3, se plantea un esquema numerico mixto basado en una discretizacidon
por diferencias finitas en tiempo y una discretizacion espacial basada en el método de
los elementos finitos para aproximar las soluciones del sistema de reaccion-difusién
en su forma adimensional. Se muestra la buena postura del esquema y se demuestra
la positividad de la solucion discreta, lo cual es de suma importancia por la natura-
leza bioldgica de las incdgnitas. Por ultimo, se presentan los resultados de algunos
experimentos numéricos realizados.

Especificamente, las simulaciones se centran en tres tipos diferentes de reacciones:
El modelo de Schnakenberg muestra un desfase entre las sustancias involucradas en
el proceso, en particular u y v en nuestro caso de interés, lo que confirma el compor-
tamiento autocatalitico de « al tiempo que inhibe a la sustancia v, mientras que esta
ultima activa a u y se autoinhibe. En el modelo de Gierer-Meinhardt y el modelo de

Thomas, se observa un comportamiento activador y autocatalitico para la sustancia u,
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asi como un comportamiento inhibidor y autoinhibidor para la sustancia v. Esto tiene,
respectivamente, como resultado que los valores maximos y minimos de las concen-
traciones de u y v, se localicen en el mismo lugar. Los resultados de estas reacciones
se comparan con los presentados en la literatura con el objetivo de validar el esquema
numeérico utilizado. Se destaca que en el proceso de generacion de patrones espacio-
temporales, una vez que se han elegido los parametros de reaccién-difusion, las con-
diciones iniciales o perturbaciones, preferentemente alrededor del punto de equilibrio,

empleadas en el proceso tienen un gran impacto en el resultado final.
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1. GENERALIDADES

En este capitulo se introduciran algunos elementos conceptuales necesarios para es-
tudiar las ecuaciones de reaccidn-difusion asociadas al mecanismo de Turing. Se revi-
saran algunos elementos conceptuales de la cinética quimica para algunas reacciones
en particular mediante el estudio de la cinética de reaccion, la cual es fundamental pa-

ra analizar matematicamente la degradacién o el consumo de una sustancia.

1.1. Alan Turing

El matematico britanico Alan Mathison Turing nacié el 23 de junio de 1912 en Padding-
ton, Londres, en una familia de clase media. Alan Turing fue el segundo hijo de Julius
Mathison Turing y Ethel Sara Stoney, quienes se conocieron en la India, razén por la
cual Alan Turing pasé sus primeros 13 anos en dicho lugar, donde su padre trabajaba
en la administracion colonial. Al regresar al Reino Unido, vivié parte de su nifiez junto
a su hermano mayor, John, marcados por la severa educacién de su clase y la ausen-
cia de sus padres, quienes se quedaron en la India hasta su jubilacién. En 1928, en
Sherborne School, Alang Turing conoci6 a Cristopher Morcom, con quien compartio
un importante periodo de amistad y entorno intelectual, hasta la muerte de Cristopher
en 1930. Influenciado por Cristopher, Alan Turing hizo acercamientos al mundo de la
fisica. En 1931, ingresé al King’s College, y tras su graduacion, se trasladé a la Univer-
sidad de Princeton, en Estados Unidos, en donde trabaj6 con el I6gico Alonzo Church.
En 1937 publicé el célebre articulo, “Maquina de Turing”, que operaba basandose en
una serie de reglas logicas, sentando asi las bases del concepto moderno de algorit-
mo. Alan Turing disefié6 ademas un método tedrico para decidir si una maquina tenia la
capacidad de pensar como un ser humano, al cual se le denomina Test de Turing. Gra-
cias a su curiosidad y creatividad, Alan Turing se destacaba por tener un alto interés
en entender sistemas complejos a partir de hipétesis y pensamientos sencillos que los
describieran. Ademas, tenia un interés particular en sistemas de auto-organizacion

y creia que, gracias a sus conocimientos avanzados en computacion, los sistemas
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biologicos podrian describirse mediante algoritmos y reacciones quimicas sencillas.
Esto llevd a Turing a realizar importantes contribuciones a otras ramas de la matema-
tica aplicada, como la formulacién teérica del problema biol6gico de la morfogénesis,

aspecto sobre el cual se enmarca este trabajo de disertacion.

1.2. Cinética de reaccion

La cinética de reaccién es una rama de la quimica que se centra en el estudio de la ve-
locidad y el mecanismo de las reacciones quimicas. Su objetivo principal es entender
cémo cambian las concentraciones de las sustancias involucradas en una reaccion a
medida que transcurre el tiempo. Para lograrlo, se asigna a cada reaccion involucrada
en el proceso, una funcidbn matematica que describe este cambio de concentracion a lo
largo del tiempoﬂ Los cambios quimicos que toman lugar en una reaccion se pueden

representar mediante

aA+bB—cC +dD, (1)

en donde a y b son los coeficientes estequiométricos que indican el niumero de moles
de los reactivos Ay B que se consumen para producir los productos C'y D, represen-
tados por cy d, respectivamente. Cabe destacar que una mol de cualquier sustancia
equivale a 6.022 x 10** unidades de dicha sustancia.

A modo de ejemplo, se puede mencionar la formacion de agua a partir de hidrégeno
y oxigeno, cuya ecuacion quimica balanceada es un claro ejemplo de este tipo de

reacciones, dada por

Es importante destacar que esta reaccion solo ocurre en una direccion, es decir, el
hidrégeno reacciona con el oxigeno para formar agua, pero la reaccion contraria, en

la que el agua se descompone en hidrégeno y oxigeno, no ocurre espontaneamente.

1 Steinfeld Jeffrey, Salvadore-Francisco Joseph y Hase William. Chemical kinetics and dynamics.
Prentice Hall Upper Saddle River, NJ, 1999.
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Existen otras reacciones quimicas que pueden tener una forma mas compleja, como

por ejemplo

aA + bB=cC + dD, (3)

en la que los reactivos Ay B pueden combinarse para formar los productos C'y D, pero
también es posible que los productos C'y D reaccionen para formar los reactivos Ay
B. En estas reacciones, la direccién en la que se lleva a cabo la reaccién puede estar
determinada por factores como la concentracion de los reactivos o la temperatura. A
este tipo de reacciones se les denomina de tipo reversible, lo cual se representa por el
simbolo de "doble flecha". Por ejemplo, la formacion de yoduro de hidrégeno a partir

de yoduro e hidrégeno se puede representar como una reaccion reversible dada por

Hy + I,=2H]I. (4)

Las ecuaciones (2) y (4) representan de forma general las reacciones como si ocurrie-
ran exactamente de inicio a fin, pero en realidad, durante la formacion de los produc-
tos, ocurren la formacién de diferentes especies y reacciones intermedias, conocidas
como reacciones elementales. En el caso de la reaccién quimica (), la velocidad de

reaccién R se puede expresar de la siguiente manera

_ _LdA]_ 1d[B] _ 1d[C] _ 1d[D]
adt b dt e dt ddt’

(9)

donde los simbolos [-] representan la concentracion de la sustancia indicada que, de-
pendiendo del contexto, pueden ser omitidos.

Es importante destacar que se utilizan signos negativos para los reactivos, lo que in-
dica que su concentracion estd disminuyendo debido a que se estan consumiendo.
Por otro lado, se utilizan signos positivos para los productos, lo que indica que su
concentracién esta aumentando debido a que se estan formando. Esta expresion ma-
tematica nos permite relacionar la velocidad de la reaccion con las concentraciones
de los reactivos y productos en un instante determinado. Los estudios experimentales

han demostrado que la velocidad de una reaccién quimica puede ser proporcional al

15



producto de las potencias de las concentraciones de los reactivos involucrados en la
reaccion. Esta proporcionalidad se puede expresar mediante la ley de velocidad de la

reaccion, que en el caso de la reaccion quimica (1) se expresa como

R = k[A]"[B]", (6)

donde m,n € R son exponentes que se determinan experimentalmente y que corres-
ponden a la dependencia de la velocidad de reaccidn con respecto a las concentracio-
nes de los reactivos Ay B, respectivamente. La constante &, conocida como constante
de velocidad de reaccion, es un coeficiente fenomenol6gico que se obtiene ajustando
los datos experimentales a la ecuacién cinética.

El orden de la velocidad de reaccion, p, se define como la suma de los exponentes
de los reactivos en la ecuacioén cinética, es decir, p = m + n. Este concepto es Uutil
para clasificar las reacciones como de primer, segundo o tercer orden, dependiendo
de si p = 1,2 0 3, respectivamente. En el caso de reacciones elementales, se asume
gue el orden de cada reactivo esta dado por su coeficiente estequiométrico correspon-
diente ﬂ Utilizando esta idea, se puede obtener una expresién para el cambio en la
concentracion de una sustancia particular en la reaccién (). Por ejemplo, la velocidad
de reaccién en términos de A se puede obtener a partir de la ecuacién

1 d[A]

R=—-——r= k[A]*[B, (7)

lo que resulta en la siguiente expresion para el cambio de concentracion de A en el
tiempo
—— = —k[A]"[B]". (8)

Observe que en (8) se sustituye k£ = ak por simplicidad ﬂ Cuando se trata de reaccio-

2 Péter Erdi y Téth Janos. Mathematical models of chemical reactions: theory and applications of
deterministic and stochastic models. Manchester University Press, 1989.

3 Upadhyay Santosh. Reaction dynamics. Springer, 2006.
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nes reversibles, el cambio de concentracidn de la sustancia de interés puede aumentar
o disminuir dependiendo de si la sustancia actia como un producto o un reactivo en la
reaccion. Por lo tanto, si consideramos una reaccion quimica reversible con constantes

de velocidad k; y k_; dada por la ecuacion

aA +bB :: cC' +dD, 9)

—1
podemos obtener una expresién para el cambio en la concentracion de la sustancia A
en funcién del tiempo, que esta dada por la siguiente ecuacion
d[A]

== = kalCID) — ka[A)[B]" (10)

La primera parte de la ecuacién representa la formacién de A a partir de los produc-
tos, mientras que la segunda parte representa el consumo de A debido a la reaccién

directa.

1.3. Difusion

En un conjunto de particulas, por ejemplo, células, bacterias, productos quimicos, ani-
males, etc, cada particula generalmente se mueve de forma aleatoria. Las particu-
las se dispersan como resultado del movimiento irregular e individual de las mismas.
Cuando este movimiento microscopico irregular da como resultado algun movimien-
to macroscépico se origina un proceso de difusién. Obtener el comportamiento ma-
croscépico a partir del conocimiento del comportamiento microscépico individual es
demasiado dificil, por lo que conviene considerar un modelo continuo que describa el
comportamiento global en términos de densidad o concentracion del conjunto de par-

ticulas.
Si se define la cantidad de una sustancia por unidad de volumen como la concen-

tracion de esta, segun la Ley de Fick, el flujo de una sustancia u es proporcional al

gradiente de concentracién, es decir,
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J(X,t) = —D(X)Vu(x,t), (11)

en donde D(x) corresponde al coeficiente de difusion de la sustancia, el cual puede
depender de la variable espacial, o incluso de la propia variable u. El signo negativo
indica que el movimiento de particulas va de zonas de mayor concentracién a zonas
de baja concentraciérﬂ. A partir de la expresion , y usando la Ley de conservacion
de la masa, es posible derivar las ecuaciones de difusidon que describen la dinamica

de la concentracion de una sustancia quimica.

1.4. ¢ Por qué d>1?

Como se introducira en los préximos capitulos, denominamos d a la relacién de co-
eficientes de difusién D,, y D,,, dada por d = g—uj donde u; y up son sustancias
guimicas generalmente consideradas como activador e inhibidor, respectivamente. La
relacion de coeficientes de difusién d es un parametro de suma importancia, ya que
dependiendo de su valor, este permitira o no la formacion de patrones. Es por esto
que surgen condiciones impuestas sobre d, y una de ellas establece que el coeficiente
de difusién del inhibidor D, debe ser mayor que el del activador D,,,. La funcion del
activador u; es producirse a si mismo dependiendo de su concentracion local, es decir,
llevar a cabo una reaccién autocatalitica, y a su vez activar la formacién del inhibidor
us. Por lo tanto, el inhibidor u, se debe difundir a una velocidad mayor que el activador
uy, de lo contrario, el inhibidor suprimiria por completo la presencia del activador en la
regidn y la reaccién terminaria. Basados en un ejemplo sencillo tomado de MurrayE],
se tratara de explicar por qué los coeficientes de difusién del inhibidor y del activador

no pueden ser iguales.

4 Cengel Yunus-Ali. Transferencia de calor y masa: un enfoque préactico. McGraw-Hill, 2007.

5 Murray James. Mathematical biology II: spatial models and biomedical applications. Vol. 3. Springer-

Verlag, 2001.

18



Figura 1. Ejemplo saltamontes y llamas de fuego.

Considere un campo de pasto seco en el que una determinada poblacién de micro-
organismos generan cierta humedad en funcién de la temperatura. Ahora suponga
que en cierto punto del campo, una llama de fuego empieza a propagarse. Luego, se
puede considerar a la poblacién de microorganismos como el inhibidor y a la llama
de fuego como el activador. Si los microorganismos no generan suficiente humedad,
entonces la llama de fuego se propagara por todo el campo y simplemente quedara
una capa uniforme de cenizas. Por lo tanto, suponga que la poblacion de microorga-
nismos genera suficiente humedad como para evitar que el fuego se propague en la
zona donde se gener6 dicha humedad. En este caso, la zona de cenizas esta limitada
por la humedad generada debido a la poblacion de microorganismos. Ahora suponga
qgue las llamas de fuego se generan en zonas arbitrarias del campo. Si la velocidad
de difusion del fuego y de la poblacion de microorganismos es diferente, entonces se
llegara a un estado heterogéneo estable donde hay zonas con cenizas y otras que no
las tienen. Pero si se difunden a una misma velocidad, ningun patron podria evolucio-
nar, ya que existiria una constante competencia igualitaria entre las llamas de fuego y

la poblacién de microorganismos.
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1.5. Criterio de estabilidad

A continuacion se presentara un criterio para determinar la estabilidad de un sistema,

pero primero se introducirdn conceptos necesarios para una mejor comprension.
Definicion 1.1. Considere el sistema

du

— = 12
donde f : Q — RN, y Q c RY representa un dominio acotado. Se llama punto de
equilibrio o solucion estacionaria u de si cumple la condicion f(u) = 0. Es decir,

las soluciones estacionarias o puntos de equilibrio son aquellas cuyas graficas son

rectas horizontales de la forma u(t) = u.

Una vez definido el concepto de punto de equilibrio, se procedera a caracterizar su
estabilidad.

Definicion 1.2. El punto de equilibrio v = u es:
» Estable, si para cada e > 0 existe 6 = d(e) > 0 tal que
|u(0) —al|| < = ||u(t) —al| <e Vt>D0.
» Asintdticamente estable si es estable y si § puede elegirse tal que
|u(0) —al|| < § = th lu(t) —u| = 0.
m [nestable si no es estable.

En este punto, vale la pena introducir cierta notacién relativa a un sistema de ecuacio-
nes diferenciales lineales, ya que se puede analizar un problema no lineal calculando

su aproximacién alrededor de su punto de equilibrio.
Definicion 1.3. Un sistema de ecuaciones lineales de primer orden tiene la forma

general

duy

S = an(t)ur +apt)us + -+ amp(t)u+ fi(t)
B2 — gy (t)uy + age(t)ug + -+ + G (t)up+  folt)

% = ap1(t)us + ano(t)ug + « -+ + apn(Hup+  fo(t),
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en donde las funciones a;; y f; son continuas para algun intervalo comun enR. Cuando
se cumple la condicion f;(t) = 0 para todo i = 1, ...,n, se dice que el sistema es

homogéneo; de otra forma se dice que es no homogéneo.

Considere la forma matricial compacta de (13), denotando a u, A(t) y F(¢) como

uy (t) an(t) -+ a(t) fi(t)

T o IO e IO R §
Un (1) ny () -+ ann(t) fn(t)
obteniendo simplemente
%:Au+F. (14)

En el caso de que el sistema sea homogéneo se obtiene la siguiente representacién

compacta

Z—Qz = Au. (15)
Note que la matriz A(t) puede tener todas sus entradas constantes, es decir, un sis-
tema de ecuaciones diferenciales de primer orden con coeficientes constantes. Como
se menciono anteriormente, estamos interesados en analizar el comportamiento de un
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, para nuestro caso, con coeficien-

tes constantes. Por lo tanto, se requiere del siguiente teorema atribuido a Liapunov:

Teorema 1.4. Sea ‘jli; = Au un sistema lineal homogéneo de ecuaciones diferenciales
con coeficientes constantes y \;, i = 1, ...,n, los valores propios asociados a la matriz
A. Estos valores propios determinan la estabilidad o inestabilidad en el origen, es decir,

en el punto de equilibrio del sistema, como se presenta a continuacion:

» Si para todo i se cumple que Re()\;) < 0, entonces el punto de equilibrio es

asintdticamente estable.

» Si para algun j se cumple que Re()\;) > 0, entonces el punto de equilibrio es

inestable.
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En el caso de que algunos de los valores propios solo tenga parte imaginaria se podria

tener estabilidad o no.

1.6. Ciclo limite

Un ciclo limite es una trayectoria aislada, esto es, que todas la trayectorias cercanas
a este ciclo limite no son cerradas. Estas trayectorias pueden acercarse o alejarse en
forma de espiral del ciclo limite. A continuacion, se presentan las tres tipos de ciclo

limite

Ciclo limite Ciclo limite Ciclo limite
estable inestable semi-estable

Figura 2. Tipos de ciclo limite.

Si todas las trayectorias se acercan a el ciclo limite, entonces el ciclo limite es estable;
de lo contrario el ciclo limite es inestable. En casos particulares donde se presentan

ambos comportamientos, se denomina semi establef]

6  Strogatz Steven Henry. Nonlinear dynamics and chaos with student solutions manual: With applica-
tions to physics, biology, chemistry, and engineering. CRC press, 2018.
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2. REACCION-DIFUSION: MECANISMO DE TURING

En este capitulo se analizara teéricamente el modelado de los patrones de Turing,
junto con sus respectivas cinéticas de reaccidn que permiten la generacidén de estos
patrones. En particular, se analizaran las condiciones necesarias que debe satisfacer
el sistema de ecuaciones de reaccidn-difusion para que, sin presencia de la compo-
nente difusiva, el sistema sea linealmente estable, y en presencia de la difusién, sea li-
nealmente inestable. Esto se logra mediante un analisis lineal de estabilidad alrededor
de los puntos de equilibrio de cada reaccion, para que asi se puedan ajustar parame-
tros del sistema de reaccion-difusion y se logre la transicién de un estado homogéneo
estable a un estado heterogéneo estable, lo que lleva a la formacion de patrones de

Turing.

2.1. Ecuacion de reaccion-difusion

El objetivo de esta seccidn es presentar una breve descripcidon de las ecuaciones
en derivadas parciales que rigen el proceso de reaccion y difusion de m sustancias
guimicas, cuyas concentraciones cambian respecto al tiempo y al espacio. Considere
Q c RY (N < 3), un dominio (abierto y conexo) acotado con frontera 992 Lipschitz y
c(x,t) = (uy(X,t),...,un(x,t))" el vector de concentraciones con x € Qy ¢ > 0. Es
de conocimiento que las sustancias quimicas dirigen su movimiento de regiones de
mayor concentracion a regiones de menor concentracion, lo que indica que el flujo
Ji(x,t) de cada concentracion u; apunta en la direccién de mayor decrecimiento, es
decir, en la direccién opuesta al gradiente Vu;, hecho que corresponde a la Ley de

Fick y que se representa por

J:(X,t) = —=D;(x)Vu;(x,t), 1€{1,....,m}, (16)

donde cada D;(x) corresponde al i-ésimo coeficiente de difusién para la respecti-
va sustancia u;(X,t). Para que existan reacciones quimicas entre las sustancias, se

introduce un término que define la cinética de cada reaccién dado por f(c(x,t)) =
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(file(x, 1)), ..., fm(c(x,1)))T, el cual, generalmente, es no lineal. Usando el principio de
conservacion de la materia para un volumen de control arbitrario V- c @ ¢ R” con fron-
tera 0V, el cambio de materia contenida en V' es igual a la generacién o degradacién

de la materia menos el flujo neto a través de la frontera, y esta dado por

%(/‘/uzxtdx> (/fz xtdx) ( J-(x,t)-ndv), ic{l,..,m}, (17)

donde n = n(x) es el vector normal unitario en x sobre la frontera 0V. Aplicando el

Teorema de la divergencia, se tiene que

/Ji(x,t)-ndS:/div(Ji(x,t))dx, ic{l,..m}, (18)
S 1%

donde div(-) representa el operador de divergencia. Usando las ecuaciones (16),

y (18), se obtiene que

([ wixvax) = ([ stet i) + [ avDxTu i i€ (1.

Suponiendo que u;(X, t) es suficientemente regular, se puede inferir que

/V@uz </ file(x,t)) dx) /dw( {(X)Vau; (X, t))dx, i€ {1,..,m}. (20)

Teniendo en cuenta que V' se toma arbitrario, de la ecuacion (20), se concluye que

aui (x7 )
ot

= div(D;(X)Vui(X, 1)) + fi(e(X, ), i€ {1,...,m}, (21)

conocida como ecuacion (sistema) de reaccion-difusién, donde el término
div(D;(x)Vu; (X, t)) corresponde a la parte difusiva, es decir, es el término que permite
el movimiento de particulas en el sistema, y f;(c(X,t)) representa la reaccién quimica

gue ocurre entre las sustancias. Para analizar la buena postura del sistema (21), se
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requiere establecer condiciones de frontera y condiciones iniciales. Se supone que en

un instante inicial se tienen concentraciones dadas

c(X,0) = (u1(X,0), ..., um(X,0))T = € (X), Co(X): Q — R™, (22)

y se asume que no hay flujo de sustancias a través de la frontera, puesto que el
interés es la auto-organizacién de las sustancias, es decir, se consideran condiciones

de frontera de tipo Neumann homogéneas, esto es,

%(L t)=n-Vu(x,t) =0, ie{l,..,m}, (Xt)€ I x(0,00). (23)

Juntando las ecuaciones (21), y se obtiene el siguiente sistema de ecuacio-

nes

P — div(DOOe(x, 1) + el 1), (x.1) € 2 x (0,00),
Bcig:(‘,t) =0, (X,t) € 092 x (0,00) , (24)
c(x,0) = co(X), X €1,

donde D es la matriz diagonal de coeficientes de difusidon. A lo largo de este trabajo, se
consideraran solo dos sustancias quimicas, cuya cinética quimica generalmente es no
lineal. Tomamos entonces las sustancias quimicas wu;(X,t) y us(X,t) con coeficientes
de difusion D,, y D,, respectivamente, y asumimos que el problema es de orden
isotrépico, es decir, D,, y D,, constantes. Bajo estas hipdtesis, el sistema se

convierte en

( D
(e} _ (P 0} [Rur) Al ) 000 (0.00).
(u2)s 0 D, Auy fa(ug, uz)
dur
on (0) (X,t) € 9Q x (0,00), (25)
Juy 0
on
u1(X,0) _ (u1)o(X) 7 X €.
uz (X, 0) (u2)0(X)
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donde f; y f> corresponden a los términos de reaccion en funcidn de las concentracio-
nes u; Y us. Una vez considerado el sistema de reaccion-difusién para dos sustancias
quimicas como el presentado en (25), el siguiente paso es definir el tipo de cinética
de reaccion que regira la formacion de patrones de Turing. Dependiendo del tipo de
cinética de reaccién que se utilice, se obtendran distintos patrones y diferentes inter-
pretaciones, no solo bioldgicas sino fisicas. Algunas de las cinéticas de reaccién mas
relevantes son la reaccion de Schnakenberd’] la reaccion Gierer-Meinhard{f]y la reac-
cion de ThomasP} A continuacion, establecemos las expresiones que rigen cada una

de estas reacciones.

2.2. Reaccion de Schnakenberg

El modelo de Schnakenberg es uno de los mas utilizados para el modelado de pa-
trones en sistemas de reaccién-difusion. Este modelo es candidato para presentar
comportamiento de ciclo limite, es decir, es candidato para tener una trayectoria ce-
rrada hacia la cual otras soluciones divergen o convergen, como se explicé en la Sec-
cion[1.6] En el afio 1979, en el articuldf, Schnakenberg consider la cinética de dos
sustancias quimicas que participan en tres reacciones quimicas y presentan un com-
portamiento sencillo de analizar algebraicamente alrededor de su punto de equilibrio.

El mecanismo de reaccién es el siguiente:

k
Uy ké C, D LN Uz, 2up + Uy e, 3uq, (26)

-1
donde se puede observar que la sustancia u; se consume con un coeficiente de ve-
locidad k; para convertirse en la sustancia C. A su vez, la sustancia u; es producida

con un coeficiente de velocidad %_,. Por otro lado, el doble de su concentracion reac-

Schnakenberg Joseph. «Simple chemical reaction systems with limit cycle behaviour». En: Journal
of theoretical biology 3 (1979), pags. 389-400.

8 Gonpot Preethee, Collet Joseph y Sookia Noor. «Gierer-Meinhardt Model: Bifurcation Analysis and
Pattern Formation». En: Trends in Applied Sciences Research 3 (feb. de 2008), pags. 115-128.

Murray James. Mathematical biology: I. An introduction. Vol. 17. Springer Science & Business Media,
2007.
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ciona con la sustancia uy para convertirse en la sustancia 3u;, con un coeficiente de
velocidad k3. En el caso de la sustancia us, esta es producida con un coeficiente de
velocidad k,, cuando la sustancia D es consumida. Por ultimo, la sustancia u, reaccio-
na con la sustancia 2u; con un coeficiente de velocidad k5 para producir la sustancia
3u;. Cabe aclarar que en el modelo las sustancias C'y D se consideran en abun-
dancia, es decir, se desprecia el cambio en sus concentraciones durante la reaccion.
Para obtener la expresion analitica del cambio de la concentraciones u, y u, respecto

al tiempo, se implementan las formulas obtenidas a partir de la seccién|1.2,

B — | C — kg + ksuug = fi(ug, us), 27)

% = 1{72D — ng%Ug = fg(ul,UQ).

Este modelo determina el comportamiento de un quimico activador en presencia de
un quimico inhibidor. En este modelo, k3uiu, representa la produccién autocatalitica
de u; en presencia de u,, mientras que en la reaccion f(ui,us) representa el con-
sumo de uy en presencia de u;. El término —k,u, representa la degradacion de wuq,
y los términos constantes k_;C' y k, D denotan la produccién de las sustancias u; y
uy respectivamente. En la seccion de adimensionalizacién (seccién [2.5), se dard una

interpretacion de la reaccion de Schnakenberg para parametros definidos.

2.3. Reaccion de Gierer-Meinhardt

En 1972, en el articulo de Gierer y Meinhardtﬁ, se propuso un modelo de cinética
guimica compuesto por dos sustancias quimicas. La primera sustancia, denominada
activador, inicia la produccion de una segunda sustancia, mientras que la segunda
sustancia, conocida como inhibidor, detiene la produccién de la primera. En otras pa-
labras, si consideramos un par de sustancias o especies quimicas denotadas como w4
y us, la especie usy inhibe el crecimiento de la especie u;, mientras que la especie u;
activa el crecimiento de la especie u;y. El modelo de Gierer-Meinhardt esta definido de

la siguiente manera:
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du
G =k — kaug +

k- 2
Zzl = fl(ulaUQ)a

s (28)
dt

= kyu? — ksuy == foluy, us).

Este modelo describe a u; y us como activador e inhibidor, respectivamente. En la
reaccion f»(uy,us), €l término k4u? activa el crecimiento de u,, mientras que en el
término ki—f la sustancia u, inhibe la produccién autocatalitica de la sustancia ;. Los
términos —kyu; Y —ksu, representan la degradacion de las sustancias u; y us en las

reacciones fi(uy,us) Yy fao(ug,us), respectivamente.

2.4. Reaccion de Thomas

En 1975, en el librd® Thomas propuso un mecanismo de cinética quimica basado en la
reaccion que involucra oxigeno y acido Urico en presencia de la enzima uricasa, donde
el oxigeno y el acido urico actuan como sustratos. Denotando «, al acido drico y u, al
oxigeno, la reaccién de Thomas se expresa de la siguiente manera:

% = k1 — kouy — R(uq,us) := fi1(uq, us),

2 — o kyuy — R(ug,ug) = fo(us, up), (29)
k
R(uy, ug) = gt

En este modelo, los términos —kou; y —kyus representan la degradacion de las sustan-
cias en proporcidén a sus concentraciones, u; y u, respectivamente. Los términos k; y
k3 indican la produccién constante de las sustancias u; y u, respectivamente. Ademas,
el término R(uy, uy) describe el fendbmeno de inhibicion de sustrato que afecta a ambas

sustancias u; Yy us.

2.5. Adimensionalizacion

A continuacion, se presentara un cambio de variable para adimensionalizar el sistema
con las cinéticas de reaccion (27),([28) y (29). El proceso de adimensionalizacién
ofrece ventajas computacionales y facilita la introduccién de términos complejos de
cinética de reaccién sin dimensiones, como se vera mas adelante. Ademas, permite

incorporar nuevas interpretaciones tanto en el @mbito fisico como bioldgico.
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2.5.1. Reaccion de Schnakenberg. Para adimensionalizar la reaccién de Schna-
kenberg considérese el cambio de variables, sugerido por Murray en H Este cambio
de variables permite que el nuevo sistema adimensional tenga un numero menor de

parametros que el sistema original, como se muestra a continuacién:

1/2 1/2
_ k: _ k 7 Dyt v — X
u—u1<ﬁ> , V= Us 1??) , t= L‘%l, X=q
1/2 1/2 ) (30)
d _ Du2 a = k_1C k_3 b _ koD k_3 _ Lck1
= Duy’ =T . 7 = o\ ’ 7= Duyo

donde L. representa la longitud caracteristica, una constante que caracteriza la escala
del sistema fisico de interés. En otras palabras, L. es un valor que contiene informa-
cién acerca de la geometria y las dimensiones del sistema. Para obtener el sistema
adimensional, realizamos los cambios de variables correspondientes, que se presen-
tan en (30), y aplicamos la regla de la cadena, como se muestra a continuacion. Para
el caso de la sustancia u; en el sistema (25), utilizando el modelo de reaccién de
Schnakenberg, el proceso se desarrolla de la siguiente manera:
ouy

o = Duduy + (k-1C — kiuy + kzulus) (31)

se obtiene que

) au<k_3)1/2dt ou (ks\ "V (D
e e

ot ot dt ot \ky L2
Por otro lado, al considerar el cambio de concentracion de la sustancia u; en relacién
a la posicion, debe tenerse en cuenta cédmo se presenta la longitud caracteristica, esto

es, si X = (zy,...,xy). Entonces el término Aw; se transforma en

2 2
Au, = 5iill+..._._gx7§\::(%1(6_;1>_|__”+i<8u1

_ 8“(%‘1;)1_1/2 (2)) (&) +-+ 2 8“(8_>_/<d_w> (22) (33)

en donde se puede observar que el termino L. es una representacién de la dimen-
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sidn para cada variable en el espacio. De manera similar, se desarrolla una expresion
adimensional para la sustancia u,, obteniendo el siguiente sistema adimensional:
uy = Au+7v(a—u+u?v) =Au+yf(u,v),

(34)
vy = dAv+y(b—u*v) = dAv + yg(u,v),

donde las variables independientes ¢ y X se sustituyen por ¢ y X respectivamente, para
simplificar la notacién. Las cinéticas de reaccién para las sustancias u y v dadas como
flu,v) =a—u+u*vy g(u,v) = b—u?v, denotan un comportamiento como se muestra

a continuacion:

Reaccion de Schnakenberg

3 T ~ T f
/ 7 ~ N NN NN N NN\ f(u,v)=0
’ s —g(u,v)=0
~ N NN NN NN NN
a5l ’ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 358-2 ~ 4
b=0.5
/ 4 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
! / ~ o~ N ~ NN N N NN NN
, ! / ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
4 ! ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
! 4 ~ ~ ~ N ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
’ ! ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
>15- 7 ' \ \\ \;\ AN \\\\ < \ B
N N\
! ! NN N \\ NS NN
AN \ h h ) )
7 ' Ny N NN NN N \\
\ \
PR f N N N ~ NN
! f N N ~
’ ‘ \ N N N
7
05 \ N N N
! \ 3
'
1

Figura 3. Reaccion de Schnakenberg para parametros a = 0.2y b = 0.5.

A modo de ejemplo, en la Figura[3] se describe el comportamiento del modelo de Sch-
nakenberg para los parametros « = 0.2 y b = 0.5 cuando se imponen las condiciones
f(u,v) =0y g(u,v) = 0, es decir, cuando no hay reacciones quimicas. Es importan-
te comprender la estabilidad de un sistema, ya que esto permite determinar si posee
puntos de convergencia. Una forma de analizar este tipo de comportamientos es a
través de campos vectoriales, los cuales nos ayudan a identificar soluciones, asi como
puntos de convergencia o divergencia en el sistema. Ademas, esta técnica nos facilita
la generacién de condiciones iniciales cercanas a un punto de equilibrio, lo que resulta

util para determinar si las soluciones asociadas a la aproximacion lineal del problema
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convergen o no. En las secciones siguientes se explicard con mas detalle cémo
se utiliza esta informacion.

Es importante destacar que el punto de equilibrio presentado en la Figura[3es conver-
gente, pero también muestra un comportamiento de ciclo limite, lo que se denomina
ciclo limite semi estable. Ademas, se observa que para altas concentraciones de w,
los valores de v que satisfacen f(u,v) = 0y g(u,v) = 0 tienden a cero, mientras que
para concentraciones muy bajas de u, los valores de v que satisfacen f(u,v) =0y

g(u,v) = 0 tienden hacia menos infinito y mas infinito, respectivamente.

2.5.2. Reaccion de Gierer-Meinhardt Para adimensionalizar la reaccion de Gierer-

Meinhardt considérese el siguiente cambio de variables, dado por:

_ [ ka _ [ kska 7 Dyt vy _ X
U= <k3> Uy, U= ( k2 )“27 = Iz = L. (35)
a = kika _ ko _ ksL? d = Dy
T ksks? T ks T Dy ? T Duy?

donde L. es la longitud caracteristica y se cumple que k; > 0 para i € {1,2,3,4,5}.

De manera similar a lo que se realiz6 en la seccién [2.5.1] el modelo adimensional de

reaccion-difusién para la reaccion de Gierer-Meinhardt se expresa como sigue:
uy = Au+y(a — bu + “72) = Au+vf(u,v),

(36)
vy = dAv + y(u? —v) = dAv + vg(u, v).

La reaccion de Gierer-Meinhardt denota un comportamiento como se presenta a con-

tinuacion:
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Reaccion de Gierer-Meinhardt
T T T

20

f(u,v)=0
g(u,v)=0
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(143)/b=0.96875
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Figura 4. Reaccion de Gierer-Meinhardt para parametros a = 2.1y b = 3.2.

A modo de ejemplo, en la Figura [4, se describe el comportamiento del modelo de
Gierer-Meinhardt para los parametros a = 2.1y b = 3.2 bajo las condiciones f(u,v) =0
y g(u,v) = 0. Se puede observar que debido a los valores seleccionados para a y b,
el sistema presenta convergencia, aunque esto ocurre con ciertas restricciones en los

valores de difusion, las cuales se discutiran en préximas secciones.

2.5.3. Reaccion de Thomas Para adimensionalizar la reaccion Thomas se escoge

el siguiente cambio de variables, dado por:

T Dy, t <

kg ke L% ) L¢? k% ) (37)
kikr Y — ks — ks — kL2 — Duy
= toks VT haker P T Rk YTk VT Dy d_Du17

obteniendo el modelo adimensional para la reacciéon de Thomas dado por:

ur = Au~+vy(a —u— h(u,v)) = Au+vf(u,v),

v = dAv +1(a(b — v) — h(u,v)) = dAv + 7g(u,0), (38)
h(u’ U) = 1—}—5—‘,—%

El término h(u, v) en la ecuacién representa el fenédmeno de inhibicién que ocurre para

ciertas concentraciones de las sustancias « y v. Para comprender mejor su comporta-
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miento, se puede analizar manteniendo constante una de las sustancias mientras se
varia la otra. Por ejemplo, si se fija el parametro K (que mide la severidad de la inhibi-
cién y cuya inversa de la raiz cuadrada representa el maximo de h(u,v) en funcion de
u) Y se mantiene la concentracion de v en un valor especifico, como v = 3, entonces el
término h(u,v) se comporta como una recta para concentraciones pequenas de u. Por
otro lado, para concentraciones altas de u, el término h(u, v) decrece, actuando como
un inhibidor.

De manera similar, si se mantiene constante la concentracién de u, por ejemplo, u =
3, el término h(u,v) se comporta como una recta en funcion de la concentracién de
v. Todos estos comportamientos se pueden representar graficamente de la siguiente

manera.

h(u,v) como funcién de u h(u,v) como funcion de v

T
K=5

K=10

K=15

T
K=5
K=10

0.6 .

0.5 |

04 1

h(u,v)

0.2 |

0.1 |

Figura 5. Secciones de h(u,v).

En la Figura [5 se representa el comportamiento del término h(u,v) y sus diferentes
maximos, que estan dados por \/Lf para valores de K de 5, 10 y 15. A continuacién, se

describe el comportamiento del punto de equilibrio para la reaccion de Thomas:
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Reaccion de Thomas
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Figura 6. Reaccion de Thomas.

En la Figura[6], se presenta el punto de equilibrio para la reaccién de Thomas, junto con
su respectivo campo vectorial y trayectorias. Los pardmetros de esta representacion
se definen como a = 150, b = 100, K = 0.05, p = 13y a = 1.5. El punto de equilibrio

(u,v) para la reaccion de Thomas se define como:

Kau? + (o + p = Kaa)u? + (o + abp — ap — aa)u — ao = 0, (39)

R a—u
v=0b— =t

por lo tanto, dependiendo de los valores de los parametros a, b, K, p, ¥ «, se pueden
obtener uno o tres puntos de equilibrio. En el caso de la Figura[g], se observa que solo

se ha obtenido un punto de equilibrio para la reaccion de Thomas.

2.6. Inestabilidad de Turing

La inestabilidad de Turing, también conocida como inestabilidad debido a la difusién,
se refiere al hecho de que, en ausencia del fendmeno de difusion, el punto de equili-
brio del sistema es estable ante pequeias perturbaciones, pero este mismo punto de
equilibrio se vuelve inestable en presencia de la difusion. La inestabilidad de Turing
se origina cuando la parte difusiva del sistema esta presente; en otras palabras, es

el mecanismo que permite la aparicién y evolucion de patrones. En primer lugar, se
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analizaran las condiciones clave que aseguran la estabilidad en ausencia de difusion
y las condiciones clave que generan inestabilidad en presencia de la difusion, a través

de un andlisis lineal.

2.6.1. Estabilidad sin difusion Considere el sistema de reacciéon-difusion en el

gue participan dos sustancias quimicas

() () () mocons
vt 0 d Av g(u, U)

2u 0
~ "], (X, 1) € 9Q x [0,00) , (40)
2 0

u(X,0) _ up(X) | xeq
\ v(X,0) vo(X)

Si se desprecia el término difusivo del sistema (40), es decir, si se considera que el

sistema esta bien mezclado, se puede obtener una aproximacion mas simple. En este

escenario, se obtiene lo siguiente:

{ut = ’yf(U,U), (41)

vy = v9(u,v).

Los puntos de equilibrio de corresponden a los puntos (u,v) tales que

f(u,v) =0, g(u,v) =0. (42)

Al linealizar la cinética de reaccién en torno a un punto de equilibrio (@, v) y asumiendo
que fy g son funciones de clase C', como resultado de la expansion de Taylor de fy

g alrededor de (u,v), se obtiene que

flwo)) [ F@) L) [ YT, (43)
g(u,v) g(u,v) v— 0

donde J(u,v) es la jacobiana asociada a las funciones de reaccion, esto es,
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gu(t,0)  gy(u,0)

= vJ(u, ) : (45)

El sistema (45) se puede expresar en forma vectorial realizando la sustitucion w =

T
(u — U,V — @) , para obtener

w, = ~vJ(u, v)w. (46)

El sistema (46) corresponde a un problema lineal de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias con coeficientes constantes. Por lo tanto, sus soluciones tienen la

forma

w = MK, (47)

la cual transforma el problema (46) en un problema de valores propios, dado por

(vJI(u,v) = AT) K =0, (48)

siendo A el valor propio, K el autovector y I la matriz identidad. La existencia de solu-
ciones no triviales requiere que el determinante de la matriz (vJ(u,v) — A1) sea igual
a cero. Una vez conocido el vector de valores propios, se regresa a con el fin de
analizar el comportamiento de los puntos de equilibrio y determinar si estos correspon-
den a nodos, focos o puntos de silla. En este punto, es relevante recordar el Teorema
de Liapunov, presentado en el Capitulo |1} el cual establece que los valores propios de
la matriz J(u, v) asociados al punto de equilibrio deben tener parte real negativa para
que dicho punto sea estable. Por lo tanto, para que el punto de equilibrio (u,7) sea
linealmente estable, se requiere que la parte real de cada valor propio sea menor que

cero. Esto implica que, cuando ¢t — oo, la soluciéon w converge a cero.
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Continuando, primero se calcula el polinomio caracteristico de (48), el cual esta dado

por

det (vJ(a,7) — AI) = det (Vf“A o )

YGu  VGy — A
(49)
= N- MY (fu + Go) + 72(fugv — fugu)
pu— O’
cuyas soluciones se expresan como
A= % [(fu +gv) £ \/(fu + gv)? — 4(fugo — fvgu)] : (50)

Para que se cumpla la condicién Re A < 0, es necesario que f, + g, < 0, lo cual seria
suficiente si se tratara unicamente de soluciones complejas. Sin embargo, cuando se
trata de soluciones reales, ademas de garantizar que f, + g, < 0, se debe cumplir lo

siguiente:

(fu+90) £/ (fu+ 90)* = 4(fugo — fogu) <0

& —(futg0) >V (fu+9)? — 4 fugo — fogu) > (fu+ 90)
& 0 < |/ (fu+ 9)? = 4(fugo — fogu)| < =(fu + 90)

& (fut 90)* = 4(fugo — fogu) < (fu+ 90)°

& —4(fugy — fogu) <0

© 0 < (fugo = fogu),

Luego, las condiciones para garantizar la estabilidad ante perturbaciones del punto de

equilibrio en ausencia del fendmeno de difusion son las siguientes:

{ tr(J(a@,)) = fu+g0<0, (52)

det(J(@,v)) = fugo = fugu > 0.
Observe que no hay condicion impuesta sobre v debido a que es una cantidad siempre

positiva y no afecta el signo de .
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2.6.2. Inestabilidad en presencia de difusién.  El objetivo de esta seccion es ana-
lizar como la presencia de la difusién en el sistema linealizado puede generar inesta-
bilidades en pequefias perturbaciones espaciales. El enfoque se centra en determinar
las condiciones necesarias y suficientes para que la inclusion de la difusién provoque
la inestabilidad del punto de equilibrio del sistema, lo que a su vez determina los patro-
nes espacio-temporales que evolucionaran en el tiempo. Para alcanzar este objetivo,
se considera el sistema total y se procede a linealizarlo alrededor del punto de
equilibrio w = 0, utilizando el mismo cambio de variable w. De esta manera, se obtiene
una aproximacioén del sistema en las cercanias del punto de equilibrio, que viene dada

por

w; = vJ(u,v)W + DAw, (53)

. 1 DUl 0
teniendo en cuenta que D = ;—D, donde D =
! 0 D,
Para resolver este problema recurrimos, en primer lugar, a resolver la ecuacién de
Helmholtz con condiciones de Neumann homogéneas, es decir,
O¢

(A+ ko =0, o = 0 X€ 09, (54)

donde ¢ = ¢(x) depende exclusivamente de la posicion x y k es una constante que
corresponde a los autovalores del operador laplaciano. La solucién de este problema
depende de la geometria del dominio, con lo cual, en dominios acotados, k£ asume
valores discretos. La soluciones de éste problema son de naturaleza oscilatoria, ra-
zo6n por la cual, £ es usualmente referido como numero de onda. Una vez resuelto el

problema (54), se propone una solucién para en la siguiente forma:

WX, ) =) e (X)), (55)

k
donde ¢ (x) representa las solucion del problema (54), ¢, son algunas constantes
gue se determinaran a posteriori, a partir de las condiciones iniciales impuestas sobre

or(X) y \x s un valor propio que depende del numero de onda k, como se explicara
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mas adelante. Si se implementa la solucién en el problema y se utiliza (54),

se obtiene para cada k, lo siguiente

(Wi)e = vJ(u, )W, + DAW,
& M o (X) = 7I (@, 0)e dp(X) + D Agy (x)

(56)
& 0= eM {Npor(X) — (4, 0)pr(X) — DAGL(X)}
& 0= e {di(X) — 7I(a, 0)gr(X) + K’ Doy (x) } .
Se obtiene la siguiente condicién para cada k
(A I=7J(@,v) 4+ k’D) ¢y, = 0, (57)

con lo cual, el problema (53) se convierte en un problema de valores y vectores pro-
pios. Para encontrar soluciones no triviales, se deben determinar los valores propios

A, que satisfagan la condicién

)\ - u + kQ - v
det (A I—~J(@, 0) + k*D) = det k=) v =0. (58)
—VGu Ak = Vgv + di?

La ecuacion caracteristica asociada a (58) esta dada por

Ai + Ae(B2(L+d) = y(fu + g0)) + Aux(k?), (59)

donde, Aux(k?) = dk* — K2y (dfu + 90) + V2 (fugo — fou)-

Note que si k£ = 0 la ecuacion se transforma en (49). Entonces, para lograr la
estabilidad en ausencia de difusion, £ = 0, se establecen condiciones en las que
Re X\ < 0 para que el sistema sea estable ante pequenas perturbaciones. Sin embargo,
cuando se considera la difusién, k # 0, para que se genere inestabilidad en el sistema
y, por lo tanto, surjan patrones, es necesario establecer Re \; > 0 para algun valor de
k. Por lo tanto, se procede a calcular las soluciones para los valores propios A, que

estan dadas por

A =

N | —

{_ 20+ d) =2 fu + 00)] £ B2+ d) — A (fut 00) 4Aux(l<:2)} - (60)
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Se debe recordar, segun (52), que la condiciéon que debe cumplirse es f, + g, < 0.

Entonces

K (1+d) —y(fu+ 90) > 0, (61)

por lo tanto, para que Re A\, > 0 se debe cumplir que

Aux(k?) < 0, (62)

y ademas solo se toma la raiz positiva en (60); de otra forma Re A, < 0. Ahora, se

observa una consecuencia importante al asumir que Aux(k?) < 0:

Aux(k?) <0

= dk* — E*y(fud + gu) + 7 (fugo — fogu) <0
= dk* — kK*y(fud + gv) < =7*(fugs — fogu) <0
= dk* — E2y(fud + g,) < 0

= 0 < dk? < y(fud+ go)

= 0 < fud + g,

por lo tanto, si se cumplen las condiciones 0 < f,d+ g, Y f.+ g, < 0, cOmo se presenta
en (52), esto implica que d no es igual a 1. Ademas, es necesario que d > 1; es decir,
que el inhibidor se difunda mas rapidamente en el medio que el activador. En caso
contrario, el inhibidor suprimira completamente la presencia del activador en la region,
lo que llevara al final de la reaccién. Esto, a su vez, implica que no se alcanzara un
estado heterogéneo estable, como se explico en la Seccién (1.4}

Es importante destacar que si Re A > 0, entonces f,d + g, > 0. Sin embargo, es
importante tener en cuenta que f.,d + g, > 0 no es suficiente para garantizar que
Re A > 0. Esto se debe a que la funcién Aux(k?) tiene la forma Aux(k?) = a;k* +
ask?® + asz, donde a; = d, as = —Y(fud + gv), ¥ a3 = V*(fugs — fogu)- Por lo tanto, si
se eligen diferentes coeficientes aq, as, y a3 de manera que a; > 0, ay < 0,y ag > 0,
no se garantiza que la funciéon Aux(k?) tome valores negativos, como se muestra a

continuacion
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50 Ejemplo variacion de coeficientes de la funciéon Aux(kz)
T T T T T I

I
a;= 1 >0,a2=—5<0,a3=30>0
——a,=1>0,a,=-10<0,a,=1>0| |

a;= 1 >0,a2=—20<0,ag=1>0

Aux(kz)

50 — —

-50 — —

-100

Figura 7. Variacion de parametros ~ y d.

Para garantizar que la funcién Aux(k?) adquiera valores negativos para algin nimero
de onda k, se debe exigir que su valor minimo sea estrictamente inferior a cero, o, de
manera equivalente, que presente raices reales distintas, es decir, que las raices sean

diferentes entre si, es decir,

(fud + gv)2 - 4d(fugv - fvgu) > O (64)

En conclusién, las condiciones para la generacion de patrones de dos sustancias in-

volucradas en el sistema son

( fu+ g <0;

Jugv = fogu > 0;

fud + gy, > 0;

| (fud + 90)* — 4d(fugo = fogu) > 0.

Basandose en las condiciones propuestas en (69), es posible que los signos de la

matriz jacobiana presenten las siguientes combinaciones:
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(66)

Esto se debe a que la primera condicion en (65) implica que los signos de f, y g, deben
ser ambos negativos o tener signos diferentes. Sin embargo, debido aque d > 1y junto
con la tercera condicion, se deduce que f, > 0y g, < 0. Ademas, es importante notar

que la segunda condicién implica que f, y g, deben tener signos opuestos.

2.7. Relacion de dispersion

La relacion de dispersion se refiere a la relacién entre el valor propio A\, y el nume-
ro de onda k. Esta relacién es de gran importancia, ya que a través de ella es posible
determinar si se obtienen soluciones estables o inestables, ademas de permitir la iden-
tificacion de parametros criticos como la relacion critica entre el activador e inhibidor,
denotada como d.. Esta relacion se puede analizar en términos de bifurcaciones, es

decir, cuando se cumple la siguiente igualdad:

(fudc + gv>2 = 4dc<fugv - f'ugu> (67)

A partir de este punto, surgen nimeros de onda k& que permiten satisfacer las condicio-
nes de Turing. En el punto de bifurcacion, es decir, cuando la funciéon Aux(k?) alcanza
su minimo en cero, se satisface la igualdad (67). Esto indica que la pardbola Aux(k?),
gue abre hacia arriba, tiene solamente una raiz real, o dicho de otro modo, la funcién
Aux(k?) no toma valores negativos. A partir de la ecuacion (67), es posible obtener la
expresion analitica de la relacion critica de difusion d. entre el inhibidor y el activador,

como se presenta a continuacién:
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(fudc + gv)2 = 4dc(fugv - fvgu)a

(68)
& fod2 +22fvgu — fuge)de + g5 =0,
= dc = f%% {_(vagu - fugv) + \/(vagu - fugv)2 - (fugv)Q} .
Note que el valor de d, es real; en efecto de y se tiene que
fugv - fvgu = _(fvgu - fugv)>
= _(vagu — fuGv — fvgu)u (69)
> 0,
obteniendo
2fvgu - fugv < fvguv
< fuf, (70)
< 0,
lo que nos permite concluir que
(2fvgu - fugv)2 - (fugv)2 > 0. (71)

El valor de d. debe seleccionarse de tal forma que satisfaga la condicién d. > 1y
las condiciones de Turing establecidas en (65). Por lo tanto, se elige la raiz mayor d.
proporcionada en (68), ya que la raiz menor d. no cumple con la tercera condicién de
Turing, que establece f.d. + g, > 0. Para ver esto, suponga por contradiccion que el

menor valor de d. cumple la tercera condicion de Turing. En tal caso,

de > —gu/ fu
= 5 {-@ho— 1.9) = VCIga = Lot = T} > —% >0
= —(2fogu — Jugs) = V (2FoGu — ugs)? = (fugo)? > — fugo > 0
= 2(fugo — fogu) > V2 Fogu — Fugs)? — (fugs)? >0 (72)
= 4(fugy — fo9u)* > 2fogu — fuge)® — (fugn)?
= (fugv)® > fufoguge >0
= fugo < foGu
llegando a una contradiccién, dado que por se debe tener que f.g, > f.g.. Para
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el valor critico d,., el nimero de onda k. se puede calcular como el valor k2 tal que hace

que el minimo de la funcién Aux(k?) sea cero, esto es,

2 V(fudc + gv) o fugv - fvgu
k= LTI g [ D, (73)

Noté que a partir de se puede obtener la siguiente expresion para el parametro ~

dada por

2dk?
dfu + 9.’

esto es, si se esta interesado en excitar un numero de onda en especifico, este pue-

v R (74)

de aislarse al seleccionar el tamano del intervalo que permite nimeros de onda que
generen inestabilidad. De esta manera, el intervalo estara centrado en el numero de
onda deseado. Por lo tanto, para un nimero de onda particular, es posible obtener un
valor apropiado de v donde d = d. + ¢, con 0 < e < 1 segun (74). Cabe recordar que
para obtener la cuarta condicién en (65), fue necesario que la funciéon Aux(k?) tuvie-
ra un minimo negativo, o, de manera equivalente, dos raices reales, las cuales estan

dadas por:

kg = %l {(fud+ gv) + \/(fud+ gv)2 - 4d(fugv - fvgu)} 9

75
kg = %l{(fudwv)—V(fud+9v>2—4d<fu9v—fv9u>}’ "

en donde se puede observar que cualquier nimero de onda & que cumple con (75),
es decir, que se encuentra en el intervalo (ka, kp) que permite nimeros de onda que
generen inestabilidad, garantiza que Aux(k?) < 0, consiguiendo asi inestabilidad en

presencia de difusién.
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Relacion de Dispersion

x10° Numeros de onda k?
T T

—_d>d__—d=d d<d ‘7d>d —_d=d d<d
[ c [ [ [ [

Aux(kz)

OK 2

‘
0 10 20 30 40 50 60
k2 K2

Figura 8. Relacion de dispersion.

A partir de la Figura (8, se puede observar el punto de bifurcacion cuando d = d..
En este punto, corresponde a una Unica raiz k? para la funciéon Aux(k?). De igual
manera, se muestra el comportamiento cuando d > d. > 1, lo que implica que la
funcién Aux(k?) toma valores negativos. También se muestra el comportamiento para
d < d., lo que significa que no existen niumeros de onda k que generen inestabilidad.
Ademas, se sefala el valor maximo k32, de la relaciéon de dispersion )\, el cual esta

determinado por

M= gy (V- dhould+ D+ dlgo = £} (76)

El valor maximo k3, no necesariamente debe corresponder a un nimero de onda k2.
Es por esta razén que el nimero de onda £* mas cercano a k3%, serd el que haga que
el término exponencial crezca mas rapido y, por lo tanto, seré el que prevalezca sobre
los otros numeros de onda. Es importante sefialar nuevamente que el numero de onda

k? toma valores discretos debido a que el dominio estudiado esté acotado.
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<101 Incremento del parametro o5 %1012 Incremento del parametro d
T T T T T T T T T T

T
d, d

3
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T2 2

Aux(kz)
Aux(kz)

05 -

>
.
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I I I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

K2 x10* K2

Figura 9. Variacién de parametros v y d.

Una vez definida la cinética de reaccion y su estado estable, la relacién de dispersién
gueda exclusivamente en funcién de los parametros d y ~, al igual que la parabola
Aux(k?). Por lo tanto, dependiendo de estos parametros, puede haber o no nimeros
de onda para los cuales la funcién Aux(k?) adquiera valores negativos.

Por ejemplo, si se fija el pardmetro de difusidén cerca del valor critico, es decir, d = d.+¢
con e — 0, y se varia el parametro ~, se obtiene la Figura [9} En consecuencia, a
pesar de que el parametro de difusidn esté cercano a su valor critico, si se incrementa
suficientemente el valor de ~, pueden existir nimeros de onda para los cuales Aux(k?)
adopte valores negativos.

Por otro lado, si se mantiene v constante y se varia d desde su valor critico hasta un
valor muy grande, como se muestra en la Figura [9] se obtienen las siguientes cotas

para los niumeros de onda

k2 —0, kg— ~vfs,, parad— oo. (77)

Por lo tanto, cuando se fija v y se aumenta considerablemente el valor de d, se obtiene
un intervalo de valores en el cual se garantiza que los nimeros de onda que estén

dentro de dicho intervalo provocaran inestabilidad en presencia de difusion.

46



2.8. Condiciones de Turing aplicadas al modelo de cinética de reaccion de Sch-

nakenberg

En esta seccidn, se llevara a cabo un analisis ilustrativo de las ecuaciones de reaccion-
difusion utilizando la cinética de reaccién de Schnakenberg. El objetivo es establecer
las condiciones necesarias para la generacion de patrones, conforme se describe en
(65). Para llevar a cabo este andlisis, se considerara el sistema presentado en (34), el

cual se define de la siguiente manera:

f(u,v)
——~

w = Au+ v (a — u + u?v)
9(u,v)
—_——
vy = dAv + v (b — u®v).

(78)

El punto de equilibrio (u,v) de la reaccion ocurre cuando f(u,v) =0y g(u,v) = 0. Esto
conduce a la siguiente solucién:
_ _ b 7
u:a+b,v:m,a>0,b>0. (9)

Al reemplazar estos valores es las derivadas f,, f., 9. Y 9., S€ obtiene que

ful, 0) = =1 + 2u0 = &4

fo(t,0) = u* = (a+b)% (80)
gu(, V) = =200 = 22

9o(U,0) = —u® = —(a +b)?

Por lo tanto, las condiciones para la formaciéon de patrones de Turing dadas en

son:

futg <0 & b—a<(a+b)3,
fugy = fogu >0 & (a+b)*> (1)
fuld+9, >0 & (b—a)d>(a—|—b)3
(fud + g0)* — 4d(fugs — fogu) >0 & ((b—a)d (a+b)) > 4d(a + b)*,
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Note que a partir de se puede concluir que b > a; esto se debe a que f,(u,v) >0
como se explico anteriormente en (66), ademas de que a y b son parametros positivos
se obtiene que f,(u,v) > 0, g.(u,v) <0y g,(u,v) < 0, es decir, se tiene la combinacién
(a) presentada en (66). Note que a partir de la Figura (3) se puede observar que

dv dv
@b:o < @|f:0 < 0. (82)

Usando la regla de la cadena para las curvas f =0y g = 0, se obtiene que

of Of dv __

T+ o =0,

u T dodu = 0
lo que confirma la segunda condicion de para el caso de la reaccion de Schna-
kenberg, ya que a partir de se obtiene

I _fu <0, (84)

Go Jo

la cual satisface f,g9, — f.g. > 0. El conjunto de puntos (a, b, d) es fundamental en la
teoria de sistemas dinamicos, ya que estos puntos generan lo que se conoce como el
espacio de Turing. A través de este espacio, se puede lograr una mejor comprension
sobre como los parametros de reaccion y difusion afectan la estabilidad e inestabilidad
del sistema.

Como se observa en (81), la estabilidad del punto de equilibrio depende Unicamente
de los parametros de reaccion y de la relacion entre los coeficientes de difusion. Por lo
tanto, se puede enfocar en determinar si el punto de equilibrio es estable o inestable
en ausencia de difusién, ya que para lograr inestabilidad en presencia de difusion,
solo se necesita seleccionar un coeficiente d que cumpla con (81). Esto se ilustra a

continuacion:
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Reaccién de Schnakenberg para a=0.15 y b=0.25
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Reaccion de Schnakenberg para a=0.56 y b=0.5
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Figura 10. Variacién de parametros para la reaccion de Schnakenberg.

A modo de ejemplo, en la Figura [10] se presenta el comportamiento del sistema de
Schnakenberg para diferentes valores de los parametros a y b. Especificamente, se
muestran dos casos: uno en el que los parametros no satisfacen la condicion de esta-
bilidad en ausencia de difusion (a = 0.15 y b = 0.25) y otro en el que los parametros si
cumplen con la condicion de estabilidad en ausencia de difusion (a = 0.56 y b = 0.5).
En el caso de los parametros que no cumplen la condicién de estabilidad en ausencia
de difusion, se puede observar que las soluciones divergen en la vecindad del punto de
equilibrio, lo que indica la presencia de inestabilidades en el sistema. Por otro lado, en
el caso de los parametros que si cumplen con la condicion de estabilidad en ausencia
de difusion, se observa una convergencia hacia el punto de equilibrio.

Estos resultados ilustran la relevancia de la relacidn entre los parametros del sistema
y la influencia de la difusién en su estabilidad, asi como cémo esta relacion puede

afectar la formacion de patrones espaciales.

2.9. Numero de onda para el modelo de Schnakenberg

Considere el sistema unidimensional implementando la reaccion de Schnakenberg:
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f(uv)

——~
Uy = Upe +7(a—u+uv),
g(u,v) (85)
—_—
v, = dugy +7(b—uv),

donde z € (0,r). Para encontrar la solucién al problema se plantea primero la
solucién al problema (54)), dada por

™

bn(x) = cpeos(—x), ¢,(0)=¢, (r) =0, neZ. (86)

r

Se observa que el numero de onda k se expresa como k£ = ™ debido a la forma de
¢n(x). Como se menciond previamente en la Seccidn no todos los numeros de
onda generan patrones; solo aquellos que cumplen con la condicién Aux(k?) < 0 0
inducen inestabilidad en presencia de la difusién, es decir, aquellos valores de k? tales

que:

k2 < k= (™) <k,
kg:m{m(b—a)—(mb)) VG =a) = @+ 0P —4da+ b)), (87)
k;g:m{(d(b—) (a+ b))+ /(db—a) — a+b)3)2—4d(a+b)4}.

(
(
La ecuacién establece un rango de valores para el numero de onda k&, donde los
limites k2 y ki dependen de los parametros a, b, d y v. En otras palabras, para que se
produzcan patrones en el sistema descrito por (34), es necesario que el nimero de
onda esté dentro de este rango.

El parametro v juega un papel crucial en esta relacion, ya que si es suficientemente
pequefo, no existird un numero de onda k2 que cumpla con (87), lo que implicaria que
el sistema seria estable en presencia de difusion.

Como se plante6 en (30), el pardmetro v depende de la longitud caracteristica L.,
la cual representa las dimensiones del sistema que se esté estudiando; por lo tanto,
dada la cinética quimica entre dos sustancias, la existencia de numeros de onda que

generen inestabilidad en presencia de difusion dependera de las dimensiones del sis-

tema. Considere los enteros n; > rka/7 y ny < rkp/m que admiten numeros de onda
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k generar soluciones inestables siempre que n; y n, sean los enteros mas proximos a
rka/m Yy rky/m respectivamente, y tales que definen la solucion para t suficientemente
grande como

n2

W(x,t) ~ che’\’“tcos(i—nx). (88)

La solucién presentada en (88) es la solucion que permite inestabilidad ante perturba-
ciones, es decir, para un tiempo suficientemente grande dicha solucién no convergera
a cero, al contrario que las demas soluciones cuyos numeros de onda no cumplan la

condicién (87). Para el caso de dos dimensiones considere el siguiente problema

f(uv)
—_—

U = Uy + Uy + v (a — u+ u?v)
g(u,v)

v = d(Vgy + vyy) +y (b — P

(89)
v),

donde x € (0,71) Yy € (0,72). Como se realizé para el caso de una dimension, primero
se resuelve el problema (54) para dos dimensiones, encontrando soluciones de la
forma

nmTx mmy

(bn,m(m?y) :Cn,mcos( 7”1 )COS( ,r2

), (90)

donde ¢/, ,,,(z,0) = ¢}, ,.(z,72) = &,,,,(0,y) = ¢}, ,,(r1,y) = 0 paran,m € Z y el nimero
de onda se representa como k? = 2 (j}—§ + ’;}—f) Los numeros de onda k para el caso
1 2

de dos dimensiones quedan acotados como

B = i (b — @) = (a + b)) — /(A
K = i {(dlb— @) = (a+ 1)) + /(@

entonces la solucion inestable esta dada por
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nmT mmy

Wi,y 1) & 3 e cos( 0 Jeos(“
1

); (92)

n,m
donde los n y m que satisfagan (91) permitiran inestabilidad en presencia de difusion.
Cabe aclarar que aqui se presentan geometrias muy sencillas de analizar, pero si
se cuenta con geometrias mas complejas, este tipo de problemas se deben resolver

numéricamente.

2.10. Inexistencia de patrones de Turing

El objetivo de esta seccion es mostrar que, en el proceso de formacion de patrones,
los coeficientes de difusion, ademas de cumplir con la restriccion d > d. > 1, no de-
ben ser excesivamente grandes, ya que en caso contrario, los patrones mencionados

desaparecerian. Se comienza con el siguiente sistema de reaccion-difusion:
U :Duuxz+f u,v),
: (1,0) 03)
Vg = vaam + g(uav)7

con condiciones de flujo Neumann homogéneas y condiciones iniciales dadas, esto
es,

Uz (0,1) = uz(1,t) = v,(0,t) = v, (1,¢) = 0, (94)

u(z,0) = ug, v(x,0)=wvy.

El sistema descrito en tiene una energia asociada E(t), la cual se define como

1

E() = /0 (2 + v2)da. (95)

Definida la funcion E(t), estamos interesados en obtener algunas estimaciones unifor-

mes. Derivando E(t) con respecto al tiempo, se obtiene

dE(t)

1
= /0 (Uglyy + VU )d. (96)

De (993), y usando integracion por partes, se encuentra que
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dE(t

0 1 0
= [Ux(Duum:) + Um(vam)](l) - / (Duuix + vaix)dx
0
1
+/ (fuui + gvvi + (fv + gu)umvx)dx
0

1 1
= / (fuui + gvvfx + (fv + gu)uzvm)dx - / (Duuix + vaix>dx‘
0 0

Denotemos por

d = min(D,, D,), M= méx (fu(u,v)2 + folu, v)* + gu(u,v)? + gv(u,v)z)l/2 . (98)

Entonces, de (97), y usando la desigualdad ab < “2—2 + % se obtiene que

dE(t !
T < [t +!<fv+gu>uxvx\>dx—/< i+ Dl )i
2
< m/ u? + 02 dx—i—/ |(fo + 9u)| (—"’” U“)dx— (Dyu?, + D2 ))dx

2
< Qm/ u? + v? d:z:—d/ (u2, +v2,)d

(99)
Teniendo en cuenta la desigualdad de Poincard'?, se tiene que
1 1
/ u? dr > 7r2/ uidr. (100)
0 0
por lo tanto, de y (100) se obtiene que
dE(t) )
——= < (4m — 2d7°)E(t). (101)

dt

10 Galdi Giovanni. An introduction to the mathematical theory of the Navier-Stokes equations: Steady-
state problems. Springer Science & Business Media, 2011.
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Usando la desigualdad de Gronwall, de (101) se deduce que

E(t) < E(0)em-2dm)t, (102)

Observando que si el coeficiente de difusion menor, d, es suficientemente grande de
manera que 4m — 2d=? < 0, entonces la funcién E(t) disminuye exponencialmente
hacia cero con una tasa de decaimiento igual o menor a 2dz? — 4m a medida que
t — oo. Como resultado, u, — 0y v, — 0 cuando t — oo. Este hecho implica una
propiedad de homogeneidad espacial, es decir, una disminucién de los patrones, lo
que puede interpretarse como que a lo largo del dominio no habra variacion en la
concentracidén quimica de la sustancia.

En el caso general en el que existen m sustancias en un dominio N-dimensional €

Q) c RY, se considera el sistema

oc(x,t)
ot

= DAc(X, 1) + f(e(X, t)). (103)

La funcion de energia asociada al sistema, esta dada por

1 m
E(t) = 5/9 IVe|*dx, donde [Vel* =) |Vul*. (104)

i=1

Nuevamente se define

m = méx|[Vet(c)|| (105)

y d como el minimo valor propio de la matriz D. Para acotar la derivada temporal de

E(t) note que
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%/Q (ZZI WWP) dx = % A (Z [(u)2 + -+ (uJi}J) dx

i=1

= 2 /Q Z [(uz>x1 (ui)azlt + -+ (Ui)xN (Ui)th] dx
=2 [ S o ey ] [ (]
= 2 [ > (Vur- Tl ax

(U1)ey -+ (W1)ay (Un)eye o (U1)aye

(Um)zy - (Um)ay (Um)ere = (Um)ayt

(106)
donde (-, -) denota el producto punto en L?(2). Usando (106), las condiciones de fron-

tera y la formula de integracidn por partes se obtiene

d]fi—it) = /Q(Vc~Vct)dx

- / (Ve - V(DAc))dx + / (Ve - Vi(c))dx

= / (DAC - (Vc-n))dS—/(ID)Ac-Ac)dx+/(Vc- (Ve - Vf))dx

IA

—d/ ]Ac|2dx+m/ Vel|dx,
Q Q
(107)

donde n = n(x) es el vector normal a la frontera 02, y dS es el diferencial de area.

Usando la desigualdad Poincaré™]

[180kix= u [ |velfix. (108)

con . el menor valor propio positivo de

A+ pé = 0, %:o X € 09, (109)
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la derivada temporal de E(t) queda acotada por

B0 < (m— e ). (110)

A partir de y siguiendo un procedimiento similar al caso unidimensional, se tiene
que E(t) tiende a cero con un decaimiento exponencial a medida que ¢t — oo cuando el
valor de d es lo suficientemente grande. Por lo tanto, Ve — 0 a medida que t — oo. A
partir de este razonamiento, se concluye que cuando d es suficientemente grande, los
patrones espaciales desaparecen en el infinito y, por lo tanto, se alcanza una propiedad

de homogeneidad espacial.
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3. APROXIMACION NUMERICA

El objetivo de este capitulo es presentar algunos esquemas de aproximacion numérica
para las soluciones débiles del sistema de reaccién-difusiéon (40), teniendo en cuenta
las dindmicas de reaccidén de Schnakenberg, de Gierer-Meinhardt y de Thomas. Es-
tos esquemas de aproximacion implican la discretizacion de las derivadas temporales
mediante diferencias finitas y la utilizacion del método de elementos finitos para la
discretizacion espacial.

Para la formulacién de los esquemas de aproximacién, es necesario establecer una
formulacion variacional del sistema (40). De manera explicita, se considera la siguiente

formulacion:

(Opu,wy) + (Vu, Vwy) = y(f(u,v),wy), Vw, € HY(Q),

111
(O, ws) + d(Vv, Vws) = v(g(u,v),ws), Ywy € H(Q), o

donde H'(Q2) denota el espacio de Hilbert formado por las funciones u : 2 — R que
junto con su gradiente, en el sentido débil, son cuadrado integrales, con norma dada

por

1/2 1/2

y producto interno (u,wi)g = (u,w;) + (Vu, Vwy), siendo (-,-) el producto interno

usual de L?(Q2), dado por
(u,wy) = / uwy dX. (113)
Q

3.1. Aproximacion numérica para el sistema de reaccion de Schnakenberg

En esta seccion se presenta un esquema de aproximacion numérica para las solucio-
nes débiles del sistema de reaccion-difusion (34)), con el objetivo de que se preserve
la positividad en cada una de las variables discretas.

Se asume una particion uniforme del intervalo temporal fijo [0, 7] con particion dada
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por t, = nAt, siendo At = % el tamafio del paso, n = 0,1, ..., N. Se denota por u"(x) =
u(X, t,). Para la discretizacion espacial, se considera una triangulacién regular y cuasi-
uniforme {7,},0 de €, constituida por tridngulos con angulos interiores menores o
iguales a /2, y tal que la unién de todos los triangulos formen Q y que dados dos
triangulos de la subdivisidn, o bien no se intersecan, o cuando se intersecan lo hacen
en una arista 6 vértice comun. El subindice h denota el parametro de la discretizacion
espacial y se define como h = max{hx : K € 7,}, con hx el diametro de K. Una
triangulaciéon {7,},~o se dice que es cuasi-uniforme, si existen constantes positivas

(4, Oy, tales que para cada K € {1, }r~0

Cih < 0(K) y diam(K) < Csh, (114)

donde 0(K) es el diametro del mayor circulo inscrito en K y diam(K) es el diametro
del menor circulo que contiene a K.

Se denota por N = {a; }.c; €l conjunto de todos los nodos de 7;,. Se escoge el siguiente
espacio de elementos finitos continuos para v y v: U, C H'()) generado por elemen-
tos ;. El conjunto de funciones base para U, se denota por {y,, }:c;. Considere el
operador de proyeccidén P sobre U, tal que Pu > 0 si u > 0.

Se denota el interpolador de Lagrange 11, : C(Q2) — U, definido por II,(u(x)) =
Z u(a;)eq, (X). Finalmente, dado que se pretende plantear un esquema numeérico que
y:f’ézserve la no negatividad de las variables discretas, siguiendd| se considera el se-
miproducto interno discreto sobre C(12), el cual es un producto interno en U, y su
seminorma discreta inducida, la cual es una norma en U,,. Estos se definen respecti-

vamente por

(uy,us) ZZ/QHh(Uﬂ,LQ) :;ul(ai)m(ai)/ggoai(x)dx, 115

1 Nifio-Celis Viviana, Rueda-Gémez Diego Armando y Villamizar-Roa Elder Jesus. «Convergence
and positivity of finite element methods for a haptotaxis model of tumoral invasion». En: Computers
& Mathematics with Applications 89 (2021), pags. 20-33.
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Se define el siguiente esquema de aproximacion, que lo referiremos como “esquema

S” para el sistema (34);

Inicializacion: Sea [u),v)] = [Pug, Pvy] € Uy, X U,
Paso de tiempo n: Dado el vector [u} ", v} '] € Uy, x Uy, caleular [ul,v}] € Uy, x Uy,

tal que:
(1) (Seup,w)" + (Vul, V) + y(uf, w)" = y(a+ ()=o)l wy), Vo, € Uy,
(1) (v, wo) + d(Vop, Vwy) = (b, wa) — y((u) ") 207, wy),  Yws € Uy,

donde d,u; = 4

Proposicion 3.1. (Positividad). Sea ([u}}, v}!]), . l@ Sucesion generada por el esquema

neN

S.Siu ' >0yvr ! >0, entonces u > 0 y v > 0.
h yu, h yuy

Demostracion. Denote por a_ = min{a,0} < 0. Considere ws = I1,([v}]-) € U, en
(11). Entonces,

(i, Ta([0p]-))" +d(V oy, VII([vh]-)) + 7 (g~ o, T ([v7]-))" = (b, T([07]-). (116)

De la definicién del interpolador11,, el semiproducto interno (-, -)", usando la propiedad
que establece que (11, (u))* < IT,(u (ve@) para toda v € C(Q), y teniendo en cuenta

que u} ' > 0, se tiene que

(@, (o))" = (o, TIn([wp] )" =z (o TH((w] )"
= LT ([op]? )dx — & [ T, (op o] - )dx (117)
> gl (o] )1z

Ademas,

vy o, (Rl )" =y fo Ta(up~ op [vp]- )dX2
= 7)o (W[vﬁ]-) (118)
it (v - )
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Por otro lado, recordando que v = I,([vy]y) + Iu([v;]-) y usando que todos los
elementos de la triangulacion poseen un angulo no obtuso, se puede mostrar que (ver
proposicién 2.5 dd'?)

(Vo VIL([op]-)) = (VIL([vpl+), VIL([v3]-)) + (VI([op]-), VI([vp]-))
> |V ([op] )1z

(119)

Por lo tanto,

M (o] 2> + IV (Rl e + AT (g Rl )11
< Jo bIIL([vp]-) <0,

(120)

lo que implica que [v}']- = 0 y asi, vy’ > 0.

Por otro lado, tomando w;, = T1,,([u}]_) € U, en (I), se obtiene que

(S, T ([uh] )" + (Vug, VI ([uh] -)) + y(uf, T([up] )"
=7(a+ (uy")*op, Wy ([up]-))-

Siguiendo los mismos pasos de la prueba de la no negatividad de v}, y teniendo en

(121)

cuenta que ya vy’ > 0, es posible ver que

(a5 ) 1A (o] )72 + VT[] )13

(122)
< Jo (a4 (uy=)0p) T([up] - )dx <0,

lo que implica que [u}]- = 0y asi, u}l > 0.

Proposicion 3.2. (Buena postura). Existe una unica solucion [u},v}] € U, x Uy, del

esquema S.

Demostracion. Observe que el esquema S es lineal, por lo tanto, para mostrar la

existencia y unicidad de solucion, es suficiente mostrar la unicidad. Para esto, suponga

2 Guillén-Gonzalez Francisco y Gutiérrez-Santacreu Juan Vicente. «From a cell model with active
motion to a Hele—Shaw-like system: a numerical approach». En: Numerische Mathematik 143.1
(2019), pags. 107-137.
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ue existen [u} ,, v} uy ., vy, € U, x Uy, dos soluciones de S, y denote por uj =
h,10 Yn1 h,2) Y2 h

up, —up, Y op = v, — i, Entonces, de la ecuacion (1) se tiene que

(v, wo)" + Atd(Voy, V) = —yAt((u) )2, wy)",  Vwy € Uy, (123)

Tomando w, = v en (123) y usando el hecho de que | - |, y || - ||z enU, son normas

uniformemente equivalentes con respecto a h ( Vel@, se obtiene que

lhll72 + Atdl[ V|7 +yAtfuy ™ vh 72 = 0, (124)

lo que implica que vi; = 0, y asi, v, = vy ,. Sabiendo que v}, = v} ,, tomando la
diferencia de las ecuaciones () satisfechas por u}, y uj,, y tomando w, = uj, se

obtiene que

lulZz + Vg7 =0, (125)

lo que implica que vy, = 0, y asi, uj, | = uj, ,.

3.1.1. Resultados de simulacion para la reaccion de Schnakenberg. A conti-
nuacion se validaran los resultados de simulacién numérica de la reaccién de Schna-
kenberg por medio los resultados obtenidos en la referencid'? Considere los parame-
tros de reaccion y difusién especificos a = 0.2, b = 0.5, d = 14, y v = 200, por lo que el

sistema de reaccion-difusién de Schnakenberg esta dado por

w = Au+200(0.2 —u+ u?v),

(126)
vy = 14Av +200(0.5 — u?v),

considerando como dominio un cuadrado de lado igual a la unidad. Usando los re-

sultados presentados en la Seccién [2.8, se puede verificar si los pardmetros dados

13 Becker Roland, Feng Xiaobing y Prohl Andreas. «Finite element approximations of the Ericksen—
Leslie model for nematic liquid crystal flow». En: SIAM Journal on Numerical Analysis 46.4 (2008),
pags. 1704-1731.

4 Chaidez Jesus. «Formacion de patrones mediante el mecanismo de Turing». En: Tesis (2010).
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cumplen las condiciones de estabilidad en ausencia de difusion, asi como las condi-
ciones de inestabilidad en presencia de la difusion, lo que da origen a las siguientes

expresiones:

b—a<(a+0)? = 0.3<0.343,

(a+0)*>0 = 0.49 >0,

(b—a)d > (a+0)?® = 42> 0.343,

(b—a)d — (a+b)*)° > 4d(a +b)* = 14.8764 > 13.4555.

(127)

Para verificar si el parametro v permite encontrar nimeros de onda k que generen
inestabilidad en presencia de difusién, primero se deben validar las condiciones de
Turing. Una vez validadas, se procede a utilizar la desigualdad presentada en la
Seccion 2.9 para los parametros a, b, d y  dados.

Esto resultara en la relacion entre el nimero de onda k y los parametros del sistema,
la cual puede ser utilizada para encontrar valores de k£ que produzcan inestabilidad, la

cual esta dada por

2 m2

2=271512 < w2 [ 2— + ) < k2 = 51.56 12
g <7 (<1>2+<1>2)< b ’ (128)

en donde se pueden escoger valores de n y m tales que satisfagan (128), como por
ejemplo (+1,£2) y (£2,0). Con lo presentado anteriormente se puede asegurar que
los parametros a = 0.2, b = 0.5, d = 14 y v = 200 son capaces de generar patrones
espacio-temporales.

Por dltimo, se necesitan condiciones iniciales para completar el “esquema S”; para
esto se pueden escoger condiciones iniciales de tipo senoidal alrededor del punto de
equilibrio, como se presenta en la ecuacién (92). Considerando las siguientes condi-

ciones iniciales

u(z,y,0) = @ — 0.001 cos(nmz) cos(mmy), (129)
v(z,y,0) = v+ 0.001 cos(nmz) cos(mmy),

en donde (u,v) = (0.7,50/49). A continuacion, se presentan los resultados obtenidos

para la sustancia « (en donde se seleccionaron los enteros (n,m) = (1, 2)).
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XAds e

(c) t = 953, (d) ¢ 2‘1200.

Figura 11. Formacién de patrones para la sustancia u a partir de la reaccién de
Schnakenberg.

En la Figura [T1] se presenta la evolucién de los patrones de Turing generados por la
reaccion de Schnakenberg para la solucién u, por medio de las imagenes (a), (b), (c) y
(d), las cuales representan los instantes de tiempo ¢t = 210,675,953 y 1200 respectiva-
mente, en donde At = 1. Posterior al tiempo ¢ = 1200, no se observo variacidén alguna
en la simulacion, lo que revela la convergencia a un estado heterogéneo estable, es
decir, se gener6 la formacién de un patrén de Turing. Para comparar los resultados
obtenidos en esta simulacién con los obtenidos en la referencid™®, se presenta el re-
sultado final obtenido para las sustancias « y v en la misma figura. Cabe resaltar que
los resultados de las simulaciones numéricas reportados enf se basan en el software

“reacdiff.m”, sin describir algun tipo de esquema de aproximacion.
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Ax

(b) Sustancia . (c) Sustancia v.

Figura 12. Formacion de patrones para la reaccion de Schnakenberg obtenida de la
referencia'4.

En la Figura [12 se muestra la solucion obtenida en la referencig™, junto con las so-
luciones obtenidas a partir del “esquema S” para las variables u y v, representadas
mediante las imagenes (a), (b) y (c), respectivamente. Es posible concluir que se gene-
ran los mismos patrones de Turing. La solucion del patron espacio-temporal generado

anteriormente también se puede presentar en tres dimensiones.
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Figura 13. Solucién del “esquema S” para la sustancia .

A partir de la Figura[13]|se puede generar una mejor interpretacion de la positividad de
la solucién w, asi como de sus valores minimos y maximos.

En la Figura[12] se puede observar que los valores elevados de la sustancia u se co-
rresponden con valores bajos de la sustancia v, y viceversa. Este fenédmeno representa
un posible desfase entre la sustancia u y v. Esto se puede ilustrar de forma sencilla
para el caso de la solucién unidimensional, en donde se escoge (n,m) = (2,0) de tal

forma que se cumpla (128) en una dimension.

Sustancia uvs v

T T T
Sustancia v Punto equlibrio @

I
Punto equilibrio o

I
Sustancia u

1 ~_ - 4

— -

S

Figura 14. Desfase entre u y v soluciones de el “esquema S”.

La Figura|14| muestra el desfase entre las sustancias u y v, el cual explica su compor-

tamiento autocatalitico e inhibitorio mutuo representando la configuracién de signos
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(a) presentada en (66).

Asi como se validé previamente la solucion del “esquema S” en relacion a la re-
ferenciq‘% es posible comparar la solucion unidimensional del “esquema S” para
(n,m) = (2,0) con el solucionador de Matlab para ecuaciones diferenciales parciales
en una dimensién, que se basa en el articuld™| Esta comparacién se puede apreciar

en la Figura[15] donde se muestra el resultado final para ambos tipos de soluciones.

“Esquema 8"
PDE Matlab Solucionador
Punto de Equilibrio @

Figura 15. Solucién del “esquema S” vs solucién de Matlab para la sustancia w.

En la Figura[T5]se puede apreciar una buena aproximacién entre la solucién obtenida
mediante el “esquema S” y la solucién obtenida usando Matlab. Vale la pena destacar
que el “esquema S”, no solo exhibe convergencia al implementar condiciones inicia-
les y pardmetros de reaccién-difusién, sino que también nos asegura que la solucién
obtenida es no negativa (vea Proposicién [3.1). Esto es fundamental por tratarse de
sustancias quimicas, es decir, concentraciones negativas no tienen un sentido fisico.
Queriendo resaltar la propiedad de no negatividad en las soluciones discretas que
produce el “esquema S”, se considera un esquema discreto basico, que se denomina
“esquema Z”, el cual esta dado por:

Inicializacion: Sea [u), v)] = [Pug, Pvo] € Uy, X Up,.

15 Skeel Robert y Berzins Martin. «A method for the spatial discretization of parabolic equations in one
space variable». En: SIAM journal on scientific and statistical computing 11.1 (1990), pags. 1-32.
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-1

Paso de tiempo n: Dado el vector [u} ", v} '] € Uy, x Uy, caleular [ul,v}?] € Uy, x Uy,

tal que:
(1) (Beup, wr) + (Vuy, Vw) + y(up, wi) = y(a+ (up")op, wi),  Vwy € Uy,

(1) (Sevy, we) + d(Vop, Vws) = v(b,wa) — y((up)vp,w2),  Vws € U,

n n—1 n n—1

e L

donde é;uj, = X

Considerando los parametros a = 0.1, b = 0.9, d = 1000 y v = 10000, los cuales
satisfacen las condiciones de Turing (65), y la geometria del cardioide, se obtiene el

siguiente resultado:

"Esquermna §" ‘Esquemna 2"

Condicicke-rango con voloies posiheos

Figura 16. Comparacion de la positividad del “esquema S” y del “esquema Z” para la
sustancia .

En la Figura[16|se presenta la solucion para la concentracion de la sustancia  a través
del “esquema S” y el “esquema Z”. Se observa que el rango de valores para la solu-
cién obtenida a partir del “esquema S” se encuentra en el intervalo [0.1030, 17.2998],
mientras que para el “esquema Z” se encuentra en [—2.0003,28.258|. Estos re-
sultados ilustran claramente por qué se escogid “esquema S” y no el “esquema Z”

para dar solucién numérica a las ecuaciones de reaccion-difusion presentadas en (25).

Resulta fascinante mostrar como al variar parametros de reaccion y difusion, asi como

al implementar nuevas geometrias, se pueden generar diversos patrones de Turing, los
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cuales intentan reproducir formas y figuras que se pueden encontrar en la naturaleza.
La implementacién de nuevos tipos de condiciones iniciales afecta el comportamiento
final de los resultados; algunas condiciones iniciales que se usaron en este trabajo

son:

c(x,y,0) = ¢=£0.001cos(nmrzx)cos(mmy),
clay,0) = ¢ (70 075), (130)
c(z,y,0) = ¢=£0.05rand(x,y),

en donde c es la representacién vectorial de las concentraciones vy v, [ € Ry
rand(x,y) representa un numero aleatorio. A continuacién se presentan algunos re-
sultados obtenidos en este trabajo para los patrones de Turing, usando la reaccion de

Schnakenberg.

Figura 17. Formacion de patrones adicionales para la reaccion de Schnakenberg.
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Figura 18. Similitud de patrones de Turing con los observados en la naturaleza
usando la reaccion de Schnakenberg.

En las Figuras [17|y [18] se pueden apreciar diversos patrones de Turing, tales como
rayas de cebra, manchas de guepardo y otras posibles geometrias observadas en la
naturaleza. Como ya se mencion0, estos patrones fueron generados mediante la im-
plementacién de la reaccion de Schnakenberg en las ecuaciones de reaccion-difusion
en su forma clasica (34). Sin embargo, es importante resaltar que existen variantes
de la reaccién de Schnakenberg que son de reciente investigacion, una de ellas se

conoce como el sistema de Sel’kov-Schnakenberd™] el cual es dado por:

6 Wang Yong et al. «Turing instability and pattern formation in a diffusive Sel’kov—Schnakenberg sys-
tem». En: Journal of Mathematical Chemistry 61.5 (2023), pags. 1036-1062.
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u = dyAu+a—u+uPv+ cv, (131)

v = dyAv+b—u?v — cv,

en donde se afade el término +cv, con un ligero ajuste en la adimensionalizacion del
sistema (34). A continuacién, se presentan los patrones generados por el sistema de

Sel'’kov-Schnakenberg para parametros a = 0.01, b= 1.3, ¢=0.01,d, = 1.5y d, = 25.

Figura 19. Formacién de patrones para el sistema Sel’kov-Schnakenberg.

Por otro lado, recordemos que a lo largo de este trabajo se a considerado la matriz D
en el sistema siendo una matriz diagonal. Recientemente, la literatura cientifica
ha reportado modelos bioldgicos en los que ademas de la auto-difusion, consideran
efectos de la difusion cruzadd”] y considerando diversos tipos de reaccién, en particu-
lar, la reaccién de Schnakenberg. El analisis cualitativo sobre estas variantes muestra
la generacion de patrones de Turing. Una de estas variantes esta dada por el siguiente
sistema™ en donde como se puede observar, la matriz de coeficientes de difusion, ya

no es diagonal.

w = dipAu+ disAv+a—u+ udv, (132)

vy = doiAu+ desAv + b — uv,

en donde dy; y dao son los coeficientes de auto-difusién, mientras que di» y d2; son los

coeficientes de difusién cruzada. El sistema de difusion cruzada para la reaccion de

7" Yang Rui. «Cross-diffusion induced spatiotemporal patterns in Schnakenberg reaction—diffusion mo-
del». En: Nonlinear Dynamics 110.2 (2022), pags. 1753-1766.
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Schnakenberg genera los siguientes patrones:

Figura 20. Formacion de patrones para el sistema de difusion cruzada para la
reaccion de Schnakenberg.

En la Figura[20] se puede apreciar una amplia variedad de patrones de Turing obteni-
dos a partir de la introduccién de los efectos de la difusion cruzada descrita en (132).
La incorporacion de la difusién cruzada en las ecuaciones de reaccion-difusién tiene
un impacto significativo en la capacidad de predecir patrones de Turing encontrados
en la naturaleza y nos brinda la posibilidad de modelar geometrias complejas de ma-
nera mas precisa, esto permite mejorar nuestra capacidad para predecir y comprender
mejor los procesos quimicos y bioldgicos que dan lugar a estos patrones.

Este tipo de modelos de difusion cruzada no solo se implementa en el contexto de sus-
tancias quimicas; también tiene importantes aplicaciones en sistemas sociales, como
el comercio de drogas ilicitag™, donde nuevamente se utilizan coeficientes de auto-

difusion y difusién cruzada constantes. Estos sistemas implican tres incdgnitas que

8 Vanag Vladimir y Epstein Irving. «Cross-diffusion and pattern formation in reaction—diffusion sys-
tems». En: Physical Chemistry Chemical Physics 11.6 (2009), pags. 897-912.

71



pueden denominarse como ciudadanos ordinarios, consumidores de drogas y perso-
nal antidrogas.

Continuando con el proceso de modificacién de la forma clasica de la reaccion de
Schnakenberg, esta reaccién también se ha venido explorando recientemente, desde
otros puntos de vista. Una de estas alternativas es la de considerar difusiones anéma-
las, que matematicamente son descritas por potencias fraccionarias del laplaciano.
La difusién clasica se caracteriza por el movimiento aleatorio de particulas y puede
ser modelada mediante un proceso estocastico Gaussiand™’} El promedio cuadratico

medio para un conjunto de particulas en un instante ¢ est4 dado por

(|lz(t) — zol) ~ £ (133)

En esta relacion, x(t) representa la posicidn de la particula en el instante de tiempo ¢,
xo €s la posicidn inicial de la particula, y o es un parametro que determina el tipo de
difusién. En el caso de la difusion clasica, se tiene que o = 1.

Para el caso de la difusién anémala, existen dos posibilidades para el valor de a: si a <
1, se tiene el caso de sub-difusion, mientras que si « > 1, se obtiene el caso de super-
difusion. Estos procesos difieren significativamente de la difusién clasica descrita por
la Ley de Fick (16). Por lo tanto, las ecuaciones de reaccién y difusién fraccionaria en

el espacio para la reaccion de Schnakenberg estan dadas por:

=)

1

u = —dy(=A)2u+a—u+uv,

B2

(134)
Uy = _dv(_A>7’U +0b— U2Ua

en donde 5, 32 € (1, 2}, y el laplaciano fraccionario (—A)g se define como

9 Del-Castillo-Negrete Diego, Carreras Benjamin Andres y Vickie Lynch. «Front dynamics in reaction-
diffusion systems with Levy flights: a fractional diffusion approach». En: Physical Review Letters
91.1 (2003), pag. 018302.

20 Khudhair Hatim, Zhang Yanzhi y Fukawa Nobuyuki. «Pattern selection in the Schnakenberg equa-
tions: From normal to anomalous diffusion». En: Numerical Methods for Partial Differential Equations
38.6 (2022), pags. 1843-1860.
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Fl(-a)5u| = KPP Flu), (135)

en donde F representa la transformada de Fourier y |K|” representa el simbolo del
operador diferencial. Sin embargo, en el presente trabajo, no se presentan los patrones
generados a partir de las ecuaciones de reaccion y difusién fraccionaria en el espacio
debido a que esto implica la implementacion de un esquema numeérico distinto, lo cual
puede ser objeto de futuras investigaciones y estudios adicionales. Sin embargo, cabe
resaltar que para considerar modelos con difusién anémala, lo usual es considerar

condiciones iniciales periddicas.

3.2. Aproximacion numérica para el sistema de reaccion de Gierer-Meinhardt

En esta seccion se presenta un esquema de aproximaciéon numérica para las solucio-
nes débiles del sistema de reaccion-difusion (36), que preserve la positividad en cada
una de las variables discretas. Andlogamente al caso de la reaccion de Schnakenberg,
se define el siguiente esquema de aproximacion, que se refiere por “esquema G” para
el sistema (36):

Inicializacion: Sea [u),v)] = [Pug, Pvy] € Uy, X U,

-1

Paso de tiempo n: Dado el vector [u] ', v/ '] € Uy, x Uy, computar [uf, v] € Uy, x Uy,

tal que:
(up ')’

n
h

(1) (607, wo)" + d(Vull, Vws) = 'y((uh_l)z, we) — YV, w), Vwy € Uy,

(1 (5tuZ,w1)h + (Vup, Vwy) = y(a,w;) — Vb(uZ,wl)h + ( ,wl)h, Yw; € Uy,

donde d,u; = Y

Proposicion 3.3. (Buena postura). Existe una tnica solucion [u},vy| € U, x Uy, del
“esquema G”.
(Positividad). Sea ([u}, v}!])

ul™t >0 yvr! >0, entonces uf >0y v > 0.

~en la sucesion generada por el “esquema G”. Entonces, si

Demostracion. La prueba es analoga a la demostracion de Schnakenberg para la

Proposicion(3.1] y[3.2

73



3.2.1. Resultados de simulacion para reaccion de Gierer-Meinhardt. A conti-
nuacion se validaran los resultados de simulacion de la reaccion de Gierer-Meinhardt,
como se realizé anteriormente, estos resultados se validan con la referenciad®, usando
parametros de reaccion dados por a = 0.5, b = 1.5, d = 30 y v = 4000, obteniendo la

siguiente forma para la reaccion de Gierer-Meinhardt:

w; = Au+4000(0.5 — 1.5u + ),
vy = 30Av + 4000(u? — v),

(136)

en donde de igual forma al caso de la reaccion de Schnakenberg, se considera como
dominio un cuadrado de lado igual a la unidad. Se verifica que los parametros dados
cumplan con las condiciones de estabilidad en ausencia de difusion, asi como las
condiciones de inestabilidad en presencia de la difusion, y por ultimo se consideran
las condiciones iniciales presentadas en en donde (u,v) = (1,1). A continuacién
se presentan los resultados obtenidos para la sustancia u en donde se seleccionaron

los enteros (n,m) = (9,4).
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xaxs

(c) t = 230. (d) ¢t = 500.

Figura 21. Formacién de patrones para la sustancia u a partir de la reaccién de
Gierer-Meinhardt.

En la Figura [21], se presenta la evolucién de los patrones de Turing generados por
la reaccion de Gierer-Meinhardt para la sustancia «, por medio de las imagenes (a),
(b), (c) y (d), las cuales representan los instantes de tiempo ¢ = 0, 130, 230 y 500
respectivamente, en donde At = 1. Para tiempos posteriores a ¢t = 500, no se observd
variacion alguna en la simulacion, lo que sugiere que la solucion generada a partir del
“esquema G” presenta convergencia. Para comparar los resultados obtenidos en esta
simulacién con los obtenidos en la referencig®] se presenta el resultado final obtenido

para las sustancias u y v en la misma figura.
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(b) Sustancia u. (c) Sustancia v.

Figura 22. Formacion de patrones para la reaccion de Gierer-Meinhardt obtenida de
la referencia®®.

En la Figura se observa la solucién obtenida a partir de la referenciﬁ, junto a las
soluciones obtenidas a partir del “esquema G” para las sustancias u y v, representa-
das mediante las imagenes (a), (b) y (c), respectivamente. Es posible concluir que se
generan los mismos patrones de Turing debido a la gran similitud de los resultados, lo
que sugiere que la simulacién presentada en la Figura 22 se puede considerar como
véalida. Vale la pena mencionar la diferencia entre las soluciones u y v, ya que a diferen-
cia de la reaccion de Schnakenberg, en este caso no se observa un posible desfase
entre ellas. En cambio, los valores maximos y minimos de las concentraciones se pre-
sentan en el mismo lugar, como se ilustra a continuacion para el caso unidimensional

con (n,m) = (4,0).
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Sustancia uvs v
13 T T

Concentracién para u'y v

Figura 23. Solucién del “esquema G” para las concentraciones u y v.

La Figura 23| muestra el comportamiento activador y autocatalitico de la sustancia u,
asi como el comportamiento inhibidor y autoinhibidor de la sustancia v. Como se men-
ciond anteriormente, esto corresponde a la configuracién de signos (b) presentada en
(66). A continuacion se presentan algunos patrones obtenidos a partir de las ecuacio-

nes de reaccion-difusién para la reaccion de Gierer-Meinhardt.

Figura 24. Formacion de patrones adicionales para la reaccion de Gierer-Meinhardt.
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De forma similar a como se ha trabajado con la reaccién de Schnakenberg, se pueden
realizar modificaciones en la reaccion de Gierer-Meinhardt(36). Un ejemplo de estas
modificaciones es la inclusién del término de saturacién en la reaccion de Gierer-
Meinhardf], como se describe a continuacién

up = dyAu + 7y (—bu + m) , (137)

vy = dyAv + y(u? — av),

en donde p gobierna el nivel de saturacién de la reaccidén auto-catalitica. Los patrones
qgue genera la inclusion de el termino de saturacion en la reaccion de Gierer-Meinhardt

se presenta a continuacién:

Figura 25. Formacion de patrones para la reaccion de Gierer-Meinhardt incluyendo el
termino de saturacion.

En la Figura se pueden apreciar geometrias mas variadas y complejas debido a
la inclusion del término de saturacién, como se mencion6 anteriormente. Esto era de
esperarse, ya que la ecuacion de Gierer-Meinhardt que se ha utilizado hasta ahora es
solo un caso particular de la ecuacion de Gierer-Meinhardt que incluye el término de

saturacién (p = 0).

21 Song Yongli, Yang Rui y Sun Guiquan. «Pattern dynamics in a Gierer—Meinhardt model with a satu-
rating term». En: Applied Mathematical Modelling 46 (2017), pags. 476-491.
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3.3. Aproximacion numérica para el sistema de reaccion de Thomas

En esta seccion se presenta un esquema de aproximaciéon numérica para las solucio-
nes débiles del sistema de reaccién-difusion (38), que preserve la positividad en cada
una de las variables discretas. Andlogamente al caso de la reaccion de Schnakenberg
y Gierer-Meinhardt, se define el siguiente esquema de aproximacion, que se refiere
por “esquema T~ para el sistema (38):

Inicializacion: Sea [u), V)] = [Pug, Pvy] € Uy, X U,

Paso de tiempo n: Dado el vector [u] ™", v} '] € Uy, x Uy, computar [up, v?] € Uy, x Uy,

tal que:

T h’
(1) G, w)" + (Vugy, V) = y(a, wi) = y(uj, wi)" = vp (—1%27&?(“271)2 ) w1> , Vwy € Up,

ut " hyn h
() (807, wo)h + d(Vll, V) = yau(b, wy) — ya(vp, we)h — vp (W wg) . Ywy € Uy,
ut — ut ! o — Pl
donde g,ul! = A——"h — y g0 = b
th At Y At

Proposicion 3.4. (Buena postura). Existe una unica solucion [u},v;] € U, x Uy, del
“esquema T".
(Positividad). Sea ([u}, v}'])

up™' >0y >0, entonces ul > 0 y o > 0.

~cn 1@ sucesion generada por el “esquema T”. Entonces, si

Demostracion. La prueba es analoga a la demostracion de Schnakenberg para la

Proposicion[3.1 y[3.2

3.3.1. Resultados de simulacion para reaccion de Thomas. A continuacién se
muestran resultados de simulacién para la reaccion de Thomas. Los resultados de
simulacién para la reaccion de Thomas se validan con aquellos presentados en la

referencig??l Se escogen los parametros de reaccion dados por a = 92, b = 64, d = 10,

22 Char6 Gisela Daniela. «Simulacién de patrones de Turing por elementos finitos». En: Departamento
de Matematica, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. Hemendik
eskuratua. (2020), pags. 10-04.
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a=1.5,p=185, K =0.1y vy =9, obteniendo el siguiente sistema para la reaccién de

Thomas

up = Au~+9(92 — u — h(u,v)),

vy = 10Av 4 9(1.5(64 — v) — h(u,v)), (138)
h(u,v) - leif—%’

en donde se considera como dominio un circulo de radio igual a la unidad. Se verifica
que los parametros dados cumplan con las condiciones de estabilidad en ausencia
de difusién, asi como las condiciones de inestabilidad en presencia de la difusion,
y por ultimo se consideran las condiciones iniciales presentadas en (129), en donde
(uw,v) = (9.9338,9.2892). Para ilustrar los resultados de la simulacién de la reaccion de
Thomas se aplica la siguiente regla de “coloreo”: si u(z) > u, la sustancia u se repre-
senta en rojo, en caso contrario se representa en azul. A continuacién, se presentan
los resultados obtenidos para la sustancia « en donde se seleccionaron los enteros

(n,m) 10

o0

) t = 40. (c) t = 400.

Figura 26. Formacion de patrones para la sustancia « a partir de la reaccién de
Thomas.

En la Figura se presenta la evoluciéon de los patrones de Turing generados por
la reaccion de Thomas para la sustancia «, por medio de las imagenes (a), (b) y (c),
las cuales representan los instantes de tiempo ¢ = 0, 40 y 400 respectivamente, en
donde At = 1. Para tiempos posteriores a t = 400, no se observé variacion alguna

en la simulacién, lo que sugiere que el “esquema T~ seleccionado para dar solucion a
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las ecuaciones de reaccidn-difusion usando la reaccién de Thomas presenta conver-
gencia. Para comparar los resultados obtenidos de simulacion a partir del “esquema
T” con los obtenidos en la referencia??, se presenta el resultado final obtenido para la

sustancia u en la misma figura.

(a) Referencia??. (b) Sustancia .

Figura 27. Formacion de patrones para la reaccion de Thomas obtenida de la
referencia®?.

En la Figura 27| se observa la solucion obtenida a partir de la referencia@ y la solu-
cién obtenida a partir del “esquema T~ para la sustancia u, representado mediante las
imagenes (a) y (b), respectivamente. Se evidencian los mismos patrones de Turing.
De manera similar a lo realizado anteriormente, la configuracion de signos correspon-
diente a la reaccion de Thomas para los pardmetros seleccionados es la (b), tal como
se muestra en (66). Esto implica que presenta un comportamiento similar al de la reac-
cién de Gierer-Meinhardt. A continuacién se presentan algunos patrones obtenidos a

partir de las ecuaciones de reaccion-difusién para la reaccién de Thomas.
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Figura 28. Formacion de patrones adicionales para la reaccion de Thomas.

En la Figura [28] se pueden observar diversos patrones de Turing, como por ejemplo
circulos concéntricos, manchas de puntos localizadas de forma aleatoria, manchas
de puntos dispuestas en forma de onda, cuadrados, y posiblemente una ilustracion

simplificada de lo que podrian ser las escamas de un pez.
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