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RESUMEN

TÍTULO: ECUACIONES DE NAVIER-STOKES EN UN ESPACIO DE DISTRIBU-

CIONES.1

AUTOR: MIGUEL ÁNGEL FONTECHA MEDINA.2

PALABRAS CLAVES: ECUACIONES DE NAVIER-STOKES, DISTRIBUCIONES

TEMPERADAS, TRANSFORMADA DE FOURIER, ESPACIO DE PSEUDOME-

DIDAS, TEOREMA DE LA FUNCIÓN IMPLÍCITA, PROYECTOR DE LERAY, SO-

LUCIONES AUTO SIMILARES

DESCRIPCIÓN:

El presente trabajo está dirigido al estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Además de hacer una breve deducción del sistema Navier-Stokes, analizamos la

existencia de solución global del problema de Cauchy asociado, en un espacio

de distribuciones temperadas construido a partir de la transformada de Fourier,

denominado el espacio de las pseudomedidas.

Iniciamos con una breve introducción, en la cual, hablamos de las dos maneras

de enfrentar el problema de Cauchy asociado a las ecuaciones de Navier-Stokes.

En el primer Capítulo, introducimos algunos conceptos y resultados relevantes

usados en el desarrollo del trabajo. En el Capítulo 2, realizamos una descripción

del origen físico del modelo de Navier-Stokes, a partir de las leyes clásicas de la

mecánica newtoniana, como lo son la Ley de conservación de la masa y la Ley

de conservación del momento.

En el Capítulo 3, mostramos que el espacio de las pseudomedidas es un es-

pacio de Banach, revisamos algunas de sus propiedades funcionales básicas y

verificamos algunas propiedades del producto de funciones en estos espacios.

Seguido de esto, revisamos el proyector de Leray y posteriormente, presenta-

1Trabajo de grado.
2Escuela de Matemáticas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander.

Director: Élder Jesús Villamizar Roa, Ph.D. en Matemáticas.
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mos la formulación integral asociada al problema de Cauchy asociado al modelo

Navier-Stokes. Se verificaron algunas estimativas lineales y no lineales, a partir

de las cuales, demostramos la existencia de solución global de las ecuaciones

de Navier-Stokes con datos iniciales en el espacio de pseudomedidas PM n´1,

vía el teorema de la función implícita.

Finalmente, estudiamos la existencia de soluciones auto similares en los espa-

cios PM n´1.
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ABSTRACT

TITLE: NAVIER-STOKES’ EQUATIONS IN A SPACE OF DISTRIBUTIONS.3

AUTOR: MIGUEL ÁNGEL FONTECHA MEDINA.4

KEYWORDS: NAVIER-STOKES’ EQUATIONS, TEMPERED DISTRIBUTIONS,

THE FOURIER TRANSFORM, SPACE OF PSEUDOMEASURE, IMPLICIT FUN-

CTION THEOREM, LERAY’S PROYECTOR, SELF SIMILAR SOLUTIONS.

DESCRIPTION:

The present work is directed to the study of Navier-Stokes’ equations. In addition

to making a brief deduction of the Navier-Stokes system, we analyzed the existen-

ce of a global solution of the associated Cauchy problem, in a space of tempered

distributions constructed from the Fourier transformation, called the space of the

pseudomeasures.

We started with a brief introduction, in which, we talked about the two ways to

face the Cauchy problem associated with the Navier-Stokes equations. In the first

chapter, we introduced some relevant concepts and results used in the develop-

ment of the work. In Chapter 2, we performed a description of the physical origin

of the Navier-Stokes model, based on the classical Newtonian mechanics, such

as the law of conservation of mass and the law of conservation of the moment.

In Chapter 3, we showed that the pseudomeasure space is a Banach space, we

reviewed some of its basic functional properties and verified some properties of

the product of functions in these spaces. Following this, we reviewed the Leray

projector and later, we presented the integral formulation related to the Cauchy

problem associated with the Navier-Stokes model. Some linear and non-linear

estimates were verified, from which we demonstrated the existence of a global

solution of the Navier-Stokes equations with initial data in the pseudomeasures

3Degree work.
4Escuela de Matemáticas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander.

Director: Élder Jesús Villamizar Roa, Ph.D. en Matemáticas.
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space PM´1, via the theorem of the implicit function.

Finally, we studied the existence of similar auto solutions in spaces PM´1.
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INTRODUCCIÓN

Las ecuaciones de Navier-Stokes están conformadas por un sistema de ecua-

ciones en derivadas parciales, las cuales describen el movimiento de un fluido

viscoso incompresible. Se entiende por fluido a un agregado de partículas que se

deforma en forma continua ante cualquier fuerza que actúe sobre él. La resisten-

cia de un fluido a las deformaciones producidas por las tensiones corresponde

a la viscosidad, y la incompresibilidad corresponde a la propiedad de algunos

fluidos de preservar el volumen bajo efectos de presión.

En forma vectorial, el sistema de Navier-Stokes es dado por el sistema

$

’

&

’

%

Bu
Bt
´ ν∆u` pu ¨∇qu`∇p “ f , en Ωˆ p0,8q,

divu “ 0, en Ωˆ p0,8q,

(0.0.1)

donde u “ upx, tq “ pu1px, tq, ¨ ¨ ¨ , unpx, tqq y p “ ppx, tq son las incógnitas que

denotan, respectivamente, el campo velocidad y la presión mecánica del fluido

en el instante t ą 0 y en la posición x P Ω Ď Rn, n “ 2, 3. La función f denota

un campo dado de fuerzas externas y ν representa la viscosidad cinemática del

fluido. Se asume, sin pérdida de generalidad, que la densidad del fluido es cons-

tante e igual a 1. El sistema (0.0.1) se complementa con condiciones iniciales u0

y de frontera; en particular, comúnmente se consideran condiciones de Dirichlet

u “ 0 sobre la frontera BΩ.

Desde su formulación, en la primera mitad del siglo XIX, las ecuaciones de

Navier-Stokes han atraído el interés de muchos investigadores de la comunidad

científica mundial; ese interés se debe al hecho de que estas ecuaciones son
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usadas en el estudio de problemas físicos relacionados con la metereología, la

aeronáutica, la oceanografía, la ingeniería hidráulica, entre otros, y también des-

de el punto de vista matemático debido a la dificultad en el análisis cualitativo del

modelo y a una variedad de problemas abiertos que existen en la actualidad. En

efecto, es bien conocido que uno de los siete problemas del milenio, propuesto

por el Instituto Clay de Matemáticas, corresponde justamente con el problema de

existencia de solución global clásica de las ecuaciones de Navier-Stokes en el

caso tridimensional [5].

Hasta el momento se conocen dos maneras de enfrentar el problema de Cauchy

asociado a las ecuaciones de Navier-Stokes. La primera de ellas es debida a

Jean LERAY [15, 16, 17] quien introdujo el concepto de soluciones débiles (tur-

bulentas), y la segunda es debida a Tosio KATO [13] que permite obtener la exis-

tencia y unicidad de soluciones (blandas) globales y regulares, bajo condiciones

de pequeñez de los datos iniciales y de las fuerzas externas que actúan sobre

el fluido. El concepto de solución débil introducido por Leray permite el análisis

de soluciones en espacios mas grandes a los espacios clásicos para describir el

movimiento de un fluido; más aún, una de las motivaciones planteadas por Leray

era la de considerar una clase de soluciones permitiendo que el rotacional de la

velocidad tienda a infinito en tiempo finito: El problema que Leray planteó sobre

la ocurrencia de singularidades en fluidos turbulentos en el caso 3D, se mantiene

como un problema abierto. Leray estudió la posible existencia de singularidades

y notó que el conjunto tt P r0, T s : }rotu}L2 “ 8u tiene medida de Lebesgue cero,

más aún, medida 1{2-Hausdorff cero; También, demostró que el complemento

de este conjunto en r0, T s es una unión numerable de intervalos semi cerrados

rai, biq. En esta dirección, es importante remarcar un resultado de Caffarelli, Kohn

y Niremberg [2] el cual extendió considerablemente el trabajo de Leray sobre sin-

gularidades, estableciendo que el conjunto de puntos de posibles singularidades

posee medida de Hausdorff unidimensional cero.

La formulación débil introducida por Leray se obtiene multiplicando la ecuación

15



(0.0.1) por funciones test v P V e integrando sobre Ω, siendo

V “ tv P pC80 pΩqqn : div v “ 0u,

donde C80 pΩq denota el espacio de las funciones infinitamente diferenciables que

poseen soporte compacto en Ω. Consideremos el espacio de Sobolev H1pΩq de

las funciones en L2pΩq que poseen primeras derivadas distribucionales en L2pΩq,

por H1
0 pΩq el subespacio de las funciones en H1pΩq que se anulan en BΩ, y por V

la clausura de V en la norma de H1
0 pΩq. Entonces, la formulación débil de (0.0.1)

consiste en hallar una función u : p0,8q Ñ V tal que para casi todo t ą 0, se

verifique (en el sentido de distribuciones sobre p0,8q) que:

d

dt
puptq,vq ` νp∇u,∇vq ` ppu ¨∇qu,vq “ pf ,vq, @v P V, (0.0.2)

up0q “ u0. (0.0.3)

En el marco de la teoría L2, usualmente se denominan soluciones débiles a fun-

ciones vectoriales que pertenecen al espacio L2p0, T ;V q X L8p0, T ;HpΩqq, para

todo T ą 0, y que verifican la formulación (0.0.2)-(0.0.3), donde H denota la clau-

sura de V en la norma L2pΩq. Adicionalmente, se denominan soluciones fuertes

a aquellas funciones vectoriales que verifican (0.0.2)-(0.0.3) y que pertenecen al

espacio L2p0, T ;DpAqqXL8p0, T ;V q, para todo T ą 0, siendo DpAq “ V XH2pΩq.

Aquí, H2 representa el espacio de Sobolev formado por las funciones que po-

seen derivadas (en el sentido de las distribuciones) hasta de orden 2 en L2pΩq.

Los resultados de existencia y unicidad dependen de la dimensión; en resumen,

en el caso bidimensional, la teoría de existencia en el contexto de los espacios L2

es satisfactoria, más exactamente, se conoce la buena colocación en el sentido

de Hadamard: existencia y unicidad de soluciones débiles; existencia y unicidad

de soluciones fuertes desde que los datos, y el dominio, sean suficientemente

regulares; y la dependencia continua de las soluciones respecto a los datos. En

el caso tridimensional, solo se tienen resultados parciales; se tiene la existencia y

unicidad de soluciones fuertes en algún intervalo p0, T ˚q con T ˚ dependiendo de

los datos. También se tiene la existencia de soluciones débiles sobre p0,8q. La

16



unicidad de soluciones débiles, así como la existencia global de soluciones fuer-

tes se mantienen como problemas abiertos. Todos los resultados anteriormente

mencionados constituyen la columna vertebral de la teoría L2 de las ecuaciones

de Navier-Stokes, y pueden ser consultados en las referencias [8, 14, 19].

Una segunda manera de enfrentar el problema de Cauchy asociado a las ecua-

ciones de Navier-Stokes es debida a Kato [13]. El abordaje de Kato se basa en la

teoría de semigrupos y técnicas de punto fijo, permitiendo demostrar la existencia

y unicidad de soluciones blandas (mild solutions), que de hecho son regulares,

bajo condiciones de pequeñez sobre los datos y las fuerzas externas; sin embar-

go, la técnica de Kato no permite considerar soluciones singulares a priori, impo-

sibilitando obtener conclusiones sobre su existencia. El método de Kato permite

estudiar posibles soluciones singulares cuando éste se aplica en algunos espa-

cios especiales de funciones, como por ejemplo, los espacios de pseudomedidas

PM n´1. Un espacio crítico (asociado a las ecuaciones de Navier-Stokes) se en-

tiende como un espacio de Banach X cuya norma es invariante bajo la relación

de escala upxq Ñ λupλxq, para todo λ ą 0. Esta relación de escala permite ver

diferencias estructurales sobre la ecuación de Navier-Stokes en el caso 3D com-

parado con el caso 2D; mientras que en el caso bidimensional la energía cinética

Epuq “ suptě0 }up¨, tq}
2
L2 se preserva por el scaling, esto es Epuq “ Epuλq, en el

caso tridimensional se tiene que Epuq “ λEpuλq, lo que lleva a que Epuλq Ñ 8

cuando λ Ñ 0, es decir, hay un mal comportamiento de la energía en peque-

ñas escalas. Lo anterior naturalmente motiva el estudio de soluciones que sean

invariantes por el scaling, a saber, las llamadas soluciones auto similares.

Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones, nos planteamos el objetivo

principal de esta disertación que consiste en analizar la existencia de soluciones

para el problema de Cauchy asociado a las ecuaciones de Navier-Stokes en

el espacio n-dimensional, con datos iniciales en espacios de pseudomedidas

PM a.

Buena parte del contenido de la presente disertación se basa esencialmente en

el artículo [3], con algunas variaciones en la prueba del teorema de existencia, y

17



desarrollando con más detalle los resultados preliminares y estimativas lineales

y no lineales. Para la prueba del teorema de existencia haremos uso del teorema

de la función implícita en lugar de la técnica de punto fijo de Banach usada en

[3], lo cual garantiza necesariamente la dependencia continua de las soluciones

respecto a los datos iniciales y fuerzas externas. Otras referencias que han so-

portando esta disertación son [8, 20]. En la referencia [8] se estudia un sistema

acoplado de las ecuaciones de Navier-Stokes con una ecuación de temperatu-

ra (sistema de Boussinesq) en espacios PM a, mientras que la referencia [15]

ofrece una buena aproximación a la deducción física del modelo.

El contenido de la presente disertación se ha organizado de la siguiente manera:

en el segundo capítulo, se introducen algunos conceptos y resultados relevantes

que serán utilizados en el desarrollo del trabajo. Iniciamos introduciendo la de-

finición de los espacios de Lebesgue y algunas desigualdades importantes que

satisfacen las funciones que pertenecen a estos espacios. En la segunda sec-

ción, hablamos del espacio de las distribuciones y también del espacio de las

distribuciones temperadas. Seguido de esto, damos la definición de la transfor-

mada de Fourier y enunciamos algunas de sus propiedades más importantes.

En la última sección de este capítulo, abordamos las nociones básicas de la de-

rivada de Fréchet, y enunciamos el Teorema de la función implícita, el cual será

usado para demostrar un teorema de existencia de solución de las ecuaciones

de Navier-Stokes.

En el Capítulo 3, presentamos el modelo de Navier-Stokes y damos una breve

deducción de este modelo a partir de la Ley de conservación de la masa y la Ley

de conservación de la cantidad de movimiento. En el Capítulo 4, introducimos

un espacio de distribuciones temperadas sobre el cual queremos demostrar la

existencia de solución para el problema de Cauchy asociado a las ecuaciones de

Navier-Stokes. Este espacio es conocido en la literatura como espacio de pseu-

domedidas; demostramos que éste es un espacio de Banach, y mencionamos

algunas de sus propiedades fundamentales. Seguido de esto, revisamos el pro-

yector de Leray y posteriormente, presentamos la formulación integral asociada
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al problema de Cauchy asociado al modelo Navier-Stokes. Demostramos la exis-

tencia de solución global de las ecuaciones de Navier-Stokes con datos iniciales

en el espacio de pseudomedidas PM n´1, vía el teorema de la función implíci-

ta, y finalmente, estudiamos la existencia de soluciones auto similares en estos

espacios.
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Capítulo

1

PRELIMINARES

En este capítulo presentamos algunas definiciones y resultados preliminares que

nos facilitarán el entendimiento del contenido del presente trabajo; se inicia con

la definición de los espacios de Lebesgue Lp, y a continuación mencionaremos

algunas de sus propiedades. Posteriormente, enunciaremos la definición y pro-

piedades del espacio de Schwartz y el espacio de las distribuciones temperadas;

luego, recordaremos la definición de la transformada de Fourier y enunciamos

algunas de sus propiedades. Finalmente, haremos una breve revisión de la deri-

vada de Fréchet y enunciamos el teorema de la función implícita. Los resultados

preliminares presentados en este capítulo pueden ser encontrados en Folland

[9], Grafakos [10].

1.1 ESPACIOS DE LEBESGUE

Sea Ω un abierto de Rn. Para 1 ď p ă 8, se define el espacio de Lebesgue

LppΩq como el espacio vectorial de todas las (clases de equivalencia) funciones

Lebesgue medibles u : Ω Ñ R tales que

}u}Lp “

ˆ
ż

Ω

|upxq|p dx

˙
1
p

ă 8. (1.1.1)
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El funcional (1.1.1) define una norma en LppΩq, con lo cual, pLp, }¨}Lpq es un

espacio de Banach. El espacio L2pΩq es un espacio de Hilbert con producto

interno dado por

pu, vq “

ż

Ω

upxqvpxq dx.

Los espacios Lp de funciones vectoriales u : Ω Ñ Rn serán denotados por Lp,

es decir,

Lp “ tu “ pu1, ¨ ¨ ¨ , unq : ui P L
p, para i “ 1, ¨ ¨ ¨ , nu ,

en cuyo caso, la norma está dada por

}u}Lp “

˜

n
ÿ

i“1

}ui}
2
Lp

¸
1
2

.

Por otra parte, cuando p “ 8, el espacio L8pΩq es definido como el espacio

vectorial de todas las (clases de equivalencia) funciones Lebesgue medibles u :

Ω Ñ R tales que

}u}L8 “ sup ess
xPΩ

|upxq| ă 8. (1.1.2)

Los espacios L8pΩq de funciones vectoriales u : Ω Ñ Rn son denotados por

L8pΩq, con norma }u}L8 “ máx
1ďiďn

t}ui}L8u, donde u “ pu1, ¨ ¨ ¨ , unq.

El funcional (1.1.2) define una norma en L8pΩq, con la cual, pL8, }¨}L8q es un

espacio de Banach. Para p P p1,8q, el espacio dual de LppΩq es dado por Lp1pΩq,

con p1 verificando
1

p1
`

1

p
“ 1.

Además, el dual de L1pΩq corresponde con L8pΩq. Se denota por LplocpΩq, 1 ď

p ď 8, al conjunto de funciones f P LppΩ1q, para todo Ω1 Ď Ω abierto y acotado.

Algunas desigualdades importantes que se verifican en los espacios LppΩq son:

la desigualdad de Minkowski, Hölder e Young.

Desigualdad de Minkowski: Sea 1 ď p ď 8. Si f, g P LppΩq, entonces

}f ` g}Lp ď }f}Lp ` }g}Lp . (1.1.3)
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Desigualdad de Hölder: Sea 1 ď p ď 8. Si f P LppΩq y g P Lp1pΩq, entonces

}fg}L1 ď }f}Lp }g}Lp1 . (1.1.4)

Desigualdad de Young: Sea 1 ď p, q, r ď 8 tal que
1

p
`

1

q
“

1

r
` 1. Si f P

LppRnq y g P LqpRnq la convolución f ˚ g P LrpRnq y vale que

}f ˚ g}Lr ď }f}Lp }g}Lq , (1.1.5)

donde

pf ˚ gqpxq “

ż

Rn

fpx´ yqgpyq dy.

1.2 EL ESPACIO DE SCHWARTZ Y LAS DISTRIBUCIONES

TEMPERADAS

A continuación definimos el espacio de las funciones de Schwartz. Este espacio

guarda buenas propiedades en relación a la transformada de Fourier y es la base

para la definición de las distribuciones temperadas.

Antes de dar esta definición, introducimos algunas notaciones que son necesa-

rias para entender el contexto. Cuando una función es de varias variables usare-

mos convenientemente una notación compacta para las derivadas parciales de

ordenes superiores. Un multiíndice es una n-upla de enteros no negativos. Si

α “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq es un multiíndice, denotamos

Dα
“

B|α|

Bxα1
1 ¨ ¨ ¨ Bxαn

n

,

donde |α| “ α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn.

Por otra parte, el espacio de las funciones reales definidas en un abierto Ω Ď Rn,

cuyas derivadas de orden k P Z` son continuas, es denotada por CkpΩq y el

espacio de todas las funciones reales infinitamente diferenciables por C8pΩq. El
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espacio de funciones C8pΩq con soporte compacto en Ω es denotado por C80 pΩq.

El espacio de las funciones test DpΩq sobre un abierto Ω de Rn, corresponde

al conjunto C80 pRnq dotado de la siguiente noción de convergencia: Dada una

sucesión tϕmu Ď C80 pΩq y ϕ P C80 pΩq, se dice que ϕm converge a ϕ si se verifica

que:

(i) Existe un compacto K Ď Rn tal que los soportes de ϕm y ϕ están en K,

para todo m P N.

(ii) Para cada α multiíndice, la sucesión tDαϕmu converge uniformemente a

Dαϕ, cuando m tiende a infinito.

El conjunto de las distribuciones (o funciones generalizadas) en Ω, denotado por

D1pΩq, comprende el conjunto de funcionales lineales y acotados definidos sobre

DpΩq, es decir,

D1pΩq “ tT : DpΩq Ñ R | T es lineal y continuou .

La continuidad de T P D1pΩq es entendida en el siguiente sentido: si tϕmu Ď DpΩq

y ϕ P DpΩq es tal que ϕm Ñ ϕ, entonces xT, ϕmy Ñ xT, ϕy, cuando m Ñ 8, o

equivalentemente, xT, ϕmy Ñ 0 cuando mÑ 8, para toda sucesión tϕmu Ď DpΩq

que converge a cero en DpΩq.

Por otra parte, el espacio de Schwartz, denotado por S, consiste de las funcio-

nes C8pRnq que, junto con sus derivadas, decaen en el infinito más rápido que

cualquier potencia de |x|. Más precisamente, para cualquier entero no negativo

N y cualquier multiíndice α, se define

S “
!

f P C8 | }f}
pN,αq ă 8,para todo N,α

)

,

donde

}f}
pN,αq “ sup

xPRn

p1` |x|Nq |Bαfpxq| .

22



Claramente, el espacio C80 pRnq Ď S; sin embargo, esta contenencia es estricta;

en efecto, la función fpxq “ e´|x|
2

pertenece a S pero no es un elemento de

C80 pRq.

La noción de convergencia en el espacio S está dada de la siguiente manera:

Sea pϕiqiPN Ă S, entonces ϕi Ñ ϕ en S, si

}ϕi ´ ϕ}pN,αq Ñ 0, para todo N P N, α P Nn.

Una distribución temperada T es un funcional lineal continuo definido sobre S;

el conjunto de todas las distribuciones temperadas es denotado por S 1; se usa

la misma notación utilizada en las distribuciones para indicar la acción de una

distribución, es decir, si F P S 1 y ϕ P S denotaremos el valor de F sobre ϕ por

xF, ϕy. El conjunto S 1 es dotado de la topología natural dada por la convergencia

puntual, es decir, dada una sucesión tfnu Ă S 1, se dice que fn converge para

f P S 1 si ĺım
nÑ8

xfn, φy “ xf, φy, para toda φ P S. Dos distribuciones f, g P S 1 son

iguales, si y solamente si, xf, φy “ xg, φy para toda φ P S.

Ejemplo 1.1. Cualquier función real f P LppRnq, con 1 ď p ď 8, define una

distribución temperada; en efecto, como la función p1 ` |x|q´β P LqpRnq, donde

1{p ` 1{q “ 1, desde que β ą n{q, entonces, por la desigualdad de Hölder se

tiene que p1 ` |x|q´βf P L1pRnq, y en consecuencia, la aplicación Ff : S Ñ R

dada por xFf , ϕy “
ż

Rn

fϕ, define una distribución temperada.

Dado un multiíndice α P Nn y f P S 1, la derivada distribucional de f, de órden α,

es dada por la distribución Bαf P S 1, la cual es definida por

xB
αf, ϕy “ p´1q|α| xf, Bαϕy , @ϕ P S.

1.3 LA TRANSFORMADA DE FOURIER

La transformada de Fourier es una herramienta fundamental para el estudio de

ecuaciones diferenciales parciales. En el caso de las ecuaciones de Navier Sto-
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kes que es el que nos ocupa, usaremos la transformada de Fourier para definir

un espacio de distribuciones en el cual es posible obtener la existencia global de

soluciones para el problema de Cauchy asociado. Si f P L1pRnq, la transformada

de Fourier de f se define como

Ffpξq “ f̂pξq “

ż

Rn

fpxqe´2πix¨ξdx. (1.3.1)

De la definición anterior se sigue que }f̂}L8 ď }f}L1. Además f̂ es continua [9];

así F : f P L1pRnq Ñ BCpRnq, donde BCpRnq denota el espacio de funciones

continuas y acotadas definidas en Rn.

Ejemplo 1.2. ( Proposición 8.24 de [9] ) Si a ą 0 y fpxq “ e´πa|x|
2, entonces, se

sigue que f̂pξq “ a´n{2e´π|ξ|
2{a.

Algunas propiedades importantes de la transformada de Fourier son resumidas

en la siguiente proposición.

Proposición 1.3. Supongamos f, h P L1pRnq. Entonces

(1) p̂f ˚ hq “ f̂ ĥ.

(2) Si xαf P L1pRnq para |α| ď k, entonces f̂ P CkpRnq y Bαf̂ “ rp´2πixqαf ŝ .

(3) Si f P CkpRnq, Bαf P L1pRnq para |α| ď k, y Bαf P C8pRnq para |α| ď k ´ 1,

entonces pBαf q̂ pξq “ p2πiξqα f̂pξq. Aquí C8pRnq, denota el espacio de las

funciones continuas en Rn que se anulan en el infinito.

(4) (Lema de Riemman Lebesgue) F pL1pRnqq Ă C8pRnq.

(5) FpSq Ă S.

(6) Si f, h P L1pRnq, entonces
ż

Rn

fĥ “

ż

Rn

f̂h.

Si f P L1pRnq, la transformada inversa de Fourier, denotada por qf o F´1pfq, está

definida por

qfpxq “ f̂p´xq “

ż

fpξqe2πix¨ξ dξ. (1.3.2)
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Teorema 1.4. (El teorema de inversión de Fourier) Si f P L1pRnq y f̂ P L1pRnq,

entonces
´

qf
¯^

“ f c.t.p.

Como corolario del Teorema 1.4, se tiene que F define un isomorfismo de S en

S.

Teorema 1.5. (Teorema de Plancherel) Si f P L1pRnq X L2pRnq, entonces f̂ P

L2pRnq y F |pL1pRnqXL2pRnqq se extiende unicamente a un isomorfismo unitario en

L2pRnq.

Como consecuencia del Teorema de Plancherel, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 1.6. (La desigualdad de Hausdorff-Young) Sea 1 ď p ď 2 y q el

exponente conjugado de p. Si f P LppRnq, entonces f̂ P LqpRnq y }q̂}Lq ď }f}Lp.

Lema 1.7. Si f, h P L2pRnq, entonces
´

f̂ ĥ
¯

q

“ f ˚ h.

La transformada de Fourier se extiende al espacio de las distribuciones tempe-

radas de la siguiente manera: Dada f P S 1, se define la transformada de Fourier

f̂ , y la transformada de Fourier inversa de f, a través de las expresiones

A

f̂ , ϕ
E

“ xf, ϕ̂y y
A

qf, ϕ
E

“ xf, qϕy ,

para toda ϕ P S. Con esta definición, la transformada de Fourier define un iso-

morfismo continuo de S 1 en S 1 [12].

Finalmente, se establece una relación entre la transformada de Fourier y las de-

rivadas distribucionales a través de las siguientes expresiones

Proposición 1.8. Sea α P Nn un multiíndice y f P S 1. Entonces se tiene que

ξαf̂ “ p´iq|α|pBαfq^, (1.3.3)

B
αf̂ “ p´iq|α|pxαfq^, (1.3.4)

donde los productos ξαf̂ y xαf son entendidos como
A

ξαf̂ , ϕ
E

“

A

f̂ , ξαϕ
E

y

xxαf, ϕy “ xf,xαϕy , para toda ϕ P S, respectivamente.
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1.4 DERIVADA DE FRÉCHET

Recordemos que dado un espacio de Banach X, su dual topológico X 1 corres-

ponde con el conjunto de funcionales lineales y acotados de X en R. La norma

en X 1 es dada por

}F } “ sup
xPX
}x}“1

|xF, xy| .

Definición 1.9. Sea X un espacio de Banach, U un subconjunto abierto de X y

J : U Ñ R un funcional. Se dice que J es fréchet diferenciable en u P U , si existe

A P X 1 tal que

lim
}v}Ñ0

Jpu` vq ´ Jpuq ´ Av

}v}
“ 0.

Si J es diferenciable (Fréchet) en todo u P U , se dice que J es Fréchet diferen-

ciable.

Si J es fréchet diferenciable se tiene que

Jpu` vq “ Jpuq ` Av ` op}v}q,

cuando }v} Ñ 0, para algún A P X 1. Se sigue de la definición que si J es Fré-

chet diferenciable en u, entonces J es continuo en u. Además, se tiene que si

J es fréchet diferenciable el funcional A es único, y es comunmente llamado la

diferencial de Fréchet de J en u y denotado por J 1puq.

Definición 1.10. Sea X un espacio de Banach, U Ă X abierto. Si J : U Ñ R es

Fréchet diferenciable, la aplicación J 1 : U Ñ X 1 tal que a cada u P X le asigna

J 1puq P X 1 es llamada la derivada de Fréchet de J .

En general, J 1 es una aplicación no lineal. Si J 1 : U Ñ X 1 es continua se dice que

J es de clase C1 sobre U y se escribe J P C1pUq.

Los ejemplos más sencillos de funcionales diferencibles son los funcionales li-

neales acotados J : X Ñ R, esto es, J P X 1, siendo X un espacio de Banach.

En este caso J es Fréchet diferenciable en X y J 1puq “ J , para todo u P X.
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Un ejemplo más interesante de funcional Fréchet diferenciable es dado por fun-

cionales de la forma J : X Ñ R

J : X Ñ́ R

u ÞÑ apu, uq,

donde a : X ˆX Ñ R corresponde a una forma bilineal y continua definida sobre

un espacio de Banach X. En este caso se tiene que J es Fréchet diferenciable

sobre X y vale que

J 1puqv “ apu, vq ` apv, uq, para todo u, v P X,

o lo que es lo mismo,

J 1puq “ apu, ¨q ` ap¨, uq.

Teorema 1.11. (Teorema de la función implícita) Sean X, Y, Z espacios de Ba-

nach, U Ă X y V Ă Y vecindades de x0 y y0 respectivamente, además, sea

F : U ˆ V Ñ Z continua y continuamente diferenciable con respecto a y. Supon-

ga también que F px0, y0q “ 0 y F´1
y px0, y0q P L pZ, Y q. Entonces existen bolas

Brpx0q Ă U , Bδpy0q Ă V y exactamente una aplicación T : Brpx0q Ñ Bδpy0q tal

que Tx0 “ y0 y F px, Txq “ 0 en Brpx0q. Esta aplicación T es continua.
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Capítulo

2

EL MODELO NAVIER-STOKES

El objetivo de este capítulo es presentar el modelo de Navier-Stokes y hacer una

breve deducción de las ecuaciones diferenciales parciales que lo conforman, a

partir de la Ley de conservación de masa y la Ley de conservación del momen-

tum. Iniciamos presentando el sistema de ecuaciones y describimos cada uno

de los términos que las conforman. La descripción de las ecuaciones de Navier-

Stokes que presentamos aquí, ha sido tomada esencialmente de las referencias

[4], [7] y [20].

2.1 EL MODELO

Las ecuaciones de Navier-Stokes están dadas por el siguiente sistema de ecua-

ciones en derivadas parciales

$

’

&

’

%

ρBu
Bt
´ µ∆u` ρpu ¨∇qu`∇π “ F , en Ωˆ p0,8q,

div u “ 0, en Ωˆ p0,8q,

(2.1.1)

donde u “ upx, tq “ pu1px, tq, ¨ ¨ ¨ , unpx, tqq y π “ πpx, tq son las incógnitas

que denotan, respectivamente, el campo velocidad y la presión del fluido en el

instante t ą 0 y en la posición x P Ω Ď Rn, n “ 2, 3. Además, ∇π representa
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el gradiente de la presión π. La función F denota un campo dado de fuerzas

externas, µ representa la viscosidad dinámica y ρ es la densidad del fluido. El

operador ∆ corresponde al operador Laplaciano definido como la suma de las

segundas derivadas parciales, esto es, ∆ “
n
ř

i“1

B2

Bx2i
, con lo cual, siendo u un

campo vectorial,

∆u “ p∆u1, ...,∆unq “ p
n
ÿ

i“1

B2u1

Bx2
i

, ...,
n
ÿ

i“1

B2un
Bx2

i

q.

El término div u representa la divergencia del campo vectorial u, y está definido

por

div u “
n
ÿ

i“1

Bui
Bxi

.

Finalmente, el término no lineal pu ¨∇qu es definido por rpu ¨∇qusi “
n
ř

j“1

uj
Bui
Bxj

,

i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n. Si se asume que la densidad del fluido es constante, podemos dividir

la primera ecuación en (2.1.1) por ρ, y obtener el sistema

$

’

&

’

%

Bu
Bt
´ ν∆u` pu ¨∇qu`∇p “ f , en Ωˆ p0,8q,

div u “ 0, en Ωˆ p0,8q,

(2.1.2)

donde ahora ν “ µ{ρ denota la viscosidad cinemática, p “ π{ρ es la presión

cinemática y f “ F {ρ es la densidad de masa de las fuerzas externas.

En el desarrollo del Capítulo 4, será conveniente usar una reescritura del término

no lineal pu ¨∇qu, también llamado término convectivo, como se muestra a con-

tinuación. Si u “ pu1, ¨ ¨ ¨ , unq y v “ pv1, ¨ ¨ ¨ , vnq, entonces se denota por u b v a

la matriz

ub v “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

u1v1 ¨ ¨ ¨ u1vn

... . . . ...

unv1 ¨ ¨ ¨ unvn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (2.1.3)
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Así, por la definición de la divergencia y por la regla del producto, se tiene que

div pub vq “

¨

˚

˚

˚

˝

Bxpu1v1q ` ¨ ¨ ¨ ` Bzpu1vnq
...

Bxpunv1q ` ¨ ¨ ¨ ` Bzpunvnq

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

u1 pBxv1 ` ¨ ¨ ¨ ` Bzvnq
...

un pBxv1 ` ¨ ¨ ¨ ` Bzvnq

˛

‹

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˚

˝

v1Bxu1 ` ¨ ¨ ¨ ` vnBzu1

...

v1Bxun ` ¨ ¨ ¨ ` vnBzun

˛

‹

‹

‹

‚

“ pdiv vqu` pv ¨∇qu.

En el caso v “ u, con div u “ 0, se sigue que

pu ¨∇qu “ div pub uq . (2.1.4)

El sistema (2.1.1) es completado con condiciones iniciales y de frontera

$

’

&

’

%

up0q “ u0pxq, en Ω,

u “ 0, sobre BΩ,
(2.1.5)

donde u0 denota el dato inicial. La condición u “ 0 sobre BΩ se denomina condi-

ción de no deslizamiento.

2.2 DESCRIPCIÓN MATEMÁTICA

Denotamos por Ω0 Ă Rn a la región que ocupa una porción de un fluido en

el instante de tiempo t “ 0, y por Ωt el dominio ocupado por el fluido en el

tiempo t. Dado un punto y P Ω0, podemos considerar la curva t Ñ Φpy, tq la

cual describe la trayectoria de la partícula que en el instante t “ 0, ocupa la

posición y. Así, la descripción del movimiento del fluido queda completamente

determinada si calculamos la función Φt : Ω0 Ñ Ωt tal que Φtpyq “ Φpy, tq. Las

variables independientes son la posición inicial y, y el tiempo t. Por definición del
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campo de velocidades, tenemos que

upΦpy, tq, tq “
B

Bt
Φpy, tq, y P Ω0, (2.2.1)

con lo cual, invirtiendo la función Φt se obtiene que

upx, tq “
B

Bt
ΦpΦ´1

pxq, tq.

Figura 1: Representación del movimiento de partículas.

Naturalmente, se requieren de algunas hipótesis de regularidad sobre Φt; más

exactamente, se asume que Φt es suficientemente suave y define un difeomor-

fismo entre Ω0 y Ωt. A esta descripción se le denomina descripción Lagrangiana

en honor a Joseph Louis LAGRANGE, y a los puntos de Ω0 se les denomina

coordenadas materiales. A pesar de que esta formulación es bastante visual y

geométrica, no es muy útil para trabajar. En lugar de ello, se plantea la denomi-

nada descripción Euleriana, la cual, en lugar de seguir el movimiento de cada

partícula del fluido, considera la velocidad upx, tq de la partícula que en el ins-

tante t, ocupa la posición x. Si se conoce la expresión de u en función de x y t,

podemos hallar las trayectorias Φpy, tq, para cada y P Ω0, resolviendo el problema
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de valor inicial
$

’

&

’

%

dx
dt
“ upx, tq,

xp0q “ y,

(2.2.2)

y definiendo Φpy, tq como el valor de la solución x de (2.2.2) en el tiempo t. Si

u es un campo de clase C1 se obtiene una única solución x “ Φpy, tq definida

en un cierto intervalo de tiempo. En conclusión, en la descripción euleriana, en

lugar de fijar la atención en lo que sucede con cada una de las partículas por

separado, se centra en lo que sucede en un punto x, sea quien sea la partícula

de fluido que llegue a estar en esa posición fija de la trayectoria.

2.3 DERIVADA MATERIAL Y TEOREMA DEL TRANSPORTE

Como mencionamos en la sección anterior, la descripción euleriana es la más

cómoda a la hora de describir el movimiento de un fluido; sin embargo, para

comprender los fenómenos de los fluidos, se hace necesario un uso simultáneo

del enfoque euleriano y lagrangiano. En cada caso, los conjuntos de las variables

independientes son distintos, pero relacionados por la aplicación x “ Φ py, tq.

Así, dada una función fpx, tq, x P Ωt, y una trayectoria Φ py, tq, nos pregunta-

mos por la relación entre la derivada de f con respecto a t (para un x fijo) con

la derivada temporal de f a lo largo de la trayectoria de la partícula que en el

instante t, ocupa la posición x P Ωt, es decir, la relación entre Bf
Bt

y BF
Bt

, donde

F py, tq “ f pΦpy, tq, tq . Por la regla de la cadena tenemos que

BF

Bt
py, tq “ ∇f pΦpy, tq, tq dΦ

dt
py, tq `

Bf

Bt
pΦpy, tq, tq

“ ∇fpx, tqupx, tq ` Bf
Bt
px, tq

“

ˆ

u ¨∇f ` Bf
Bt

˙

px, tq.

(2.3.1)

Se define entonces la derivada material de f como

Df

Dt
“ pu ¨∇fq ` Bf

Bt
. (2.3.2)
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La función f puede representar diversas grandezas físicas; en particular, f puede

ser una densidad o un campo de velocidades u “ pu1, ¨ ¨ ¨ , unq, en cuyo caso,

Du

Dt
“

ˆ

Du1

Dt
, ¨ ¨ ¨ ,

Dun
Dt

˙

.

Teorema 2.1. (Teorema del Transporte) Sea Ω0 un dominio acotado, abierto y

conexo de Rn y Ωt “ ΦtpΩ0q, con Φt un difeomorfismo. Si f es una función dife-

renciable, entonces

d

dt

ż

Ωt

fpx, tq dx “

ż

Ωt

ˆ

Df

Dt
` f div u

˙

px, tq dx. (2.3.3)

Demostración. Aplicando el cambio de variables x “ Φtpyq en la integral del lado

izquierdo de (2.3.3), obtenemos que

ż

Ωt

fpx, tq dx “

ż

Ω0

fpΦtpyq, tqJpy, tq dy, (2.3.4)

donde J es el jacobiano de la transformación Φt. Como por hipótesis Φt es siem-

pre invertible, entonces J ‰ 0; además como el jacobiano es continuo y Jpy, 0q

es igual a 1 para todo y P Ω0, entonces dicho determinante siempre es positivo,

con lo cual, no es necesario tomar el valor absoluto de J en (2.3.4). La integral

que resultó del cambio de variables tiene dominio de integración independiente

del tiempo, podemos, por tanto, intercambiar el orden de derivación e integración.

Por tanto, por la regla del producto, obtenemos:

d

dt

ż

Ωt

fpx, tq dx “

ż

Ω0

B

Bt
rfpΦpy, tq, tqs Jpy, tq dy `

ż

Ω0

fpΦpy, tq, tq
BJ

Bt
py, tq dy.

(2.3.5)

Tratemos ahora la primera integral del lado derecho de la igualdad anterior. Note

que la derivada en el integrando es la derivada de f calculada a lo largo de una

trayectoria, esto es, la derivada material que definimos en la sección anterior.

Obtenemos que esa primera integral es igual a

ż

Ω0

Df

Dt
pΦpy, tq, tqJpy, tq dy,

33



y aplicando de nuevo el cambio de variables x “ Φtpyq, vemos que la integral

anterior, es igual a
ż

Ωt

Df

Dt
px, tq dx.

Ahora, nos concentramos en la segunda integral del lado derecho de la igualdad

en (2.3.5). Debemos calcular la derivada del Jacobiano,

BJ

Bt
“
B

Bt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BΦ1

By1
¨ ¨ ¨ BΦ1

Byn

... . . . ...

BΦn

By1
¨ ¨ ¨ BΦn

Byn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

en el punto py, tq. Conmutando derivadas, usando (2.2.1) y la regla de la cadena,

obtenemos:

B

Bt

BΦi

Byj
py, tq “

B

Byj

B

Bt
Φipy, tq

“
B

Byj
ruipΦpy, tq, tqs

“

n
ÿ

k“1

Bui
Bxk

pΦpy, tq, tq
BΦk

Byj
py, tq.

Así, aplicando las propiedades usuales de los determinantes, tenemos que
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BJ

Bt
“

n
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bu1

Bxk

BΦk

By1

Bu1

Bxk

BΦk

By2
¨ ¨ ¨ Bu1

Bxk

BΦk

Byn

BΦ2

By1

BΦ2

By2
¨ ¨ ¨ BΦ2

Byn
...

... . . . ...
BΦn

By1

BΦn

By2
¨ ¨ ¨ BΦn

Byn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

n
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BΦ1

By1

BΦ1

By2
¨ ¨ ¨ BΦ1

Byn

Bu2

Bxk

BΦk

By1

Bu2

Bxk

BΦk

By2
¨ ¨ ¨ Bun

Bxk

BΦk

Byn
...

... . . . ...
BΦn

By1

BΦn

By2
¨ ¨ ¨ BΦn

Byn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` ¨ ¨ ¨ `

n
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BΦ1

By1

BΦ1

By2
¨ ¨ ¨ BΦ1

Byn

BΦ2

By1

BΦ2

By2
¨ ¨ ¨ BΦ2

Byn
...

... . . . ...
Bun

Bxk

BΦk

By1

Bun

Bxk

BΦk

By2
¨ ¨ ¨ Bun

Bxk

BΦk

Byn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

El primero de estos sumatorios de determinantes es igual al producto
´

Bu1

Bx1

¯

J ,

pues los términos correspondientes desde k “ 2 hasta k “ n son igua-

les a
´

Bu1

Bxk

¯

multiplicado por un determinante con lineas repetidas; haciendo un

razonamiento análogo, esta afirmación vale para los sumatorios restantes. Así,

obtenemos que
BJ

Bt
“ J div u,

donde el Jacobiano y su derivada son calculados en el punto py, tq y el divergente

div u en el punto pΦpy, tq, tq. Por tanto,

ż

Ω0

fpΦpy, tq, tq
BJ

Bt
py, tq dy “

ż

Ω0

fpΦpy, tq, tq rpdiv uqpΦpy, tq, tqs Jpy, tq dy,

que mediante el cambio de variable x “ Φtpyq es igual a

ż

Ωt

fpx, tq div upx, tq dx.

Así, al sustituir los dos resultados anteriores en la expresión (2.3.5), se concluye

la demostración del teorema. �
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2.4 CONSERVACIÓN DE MASA

La primera ley fundamental de la mecánica de los medios continuos es la Ley

de la conservación de la masa, la cual establece que la materia no se crea ni se

destruye. En el contexto de los fluidos, la materia se entiende como la sustancia

que compone el fluido, con lo cual, la conservación de la masa establece que la

cantidad de materia contenida en una cierta región del espacio en un momento

dado, no varía en el flujo. Asumamos que para cada tiempo t, el fluido tiene una

densidad de masa bien definida ρpx, tq. Por tanto, la masa del fluido en Ωt, en el

tiempo t, está dada por

mpΩt,xq “

ż

Ωt

ρpx, tq dx. (2.4.1)

Luego, por la Ley de la conservación de la masa, tenemos que mpΩ0q “ mpΩtq,

es decir,

0 “
d

dt

ż

Ω0

ρpx, tq dx “
d

dt

ż

Ωt

ρpx, tq dx.

Así, por el Teorema del transporte aplicado a f “ ρ, se obtiene que

0 “
d

dt

ż

Ωt

ρ dx “

ż

Ωt

ˆ

Dρ

Dt
` ρ div u

˙

dx. (2.4.2)

Como la ecuación (2.4.2) es válida para cualquier región Ωt, entonces,

Dρ

Dt
` ρ div u “ 0. (2.4.3)

Esta relación es llamada la ecuación de continuidad. Por la definición de la deri-

vada material y la identidad divpρuq “ u ¨ ∇ρ ` ρ div u, se tiene que (2.4.3) se

reescribe como
Bρ

Bt
` div ρu “ 0. (2.4.4)

Si la densidad del fluido es constante,
Bρ

Bt
“ 0 y entonces de (2.4.4),

ρ div u “ 0,
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y por tanto, al dividir por ρ obtenemos

div u “ 0, (2.4.5)

es decir, la divergencia del campo velocidad es nula. Los fluidos que satisfa-

cen la ecuación (2.4.5) se denominan incompresibles. Note que la condición

(2.4.5) equivale a decir que la transformación Φt preserva volúmenes, es decir,

volpΩtq “ volpΩ0q. En efecto, como volpΩtq “

ż

Ωt

dx y volpΩ0q “

ż

Ω0

dx, entonces,

d

dt

ż

Ωt

dx “ 0. Por el Teorema del transporte aplicado a la función 1, se tiene que
ż

Ωt

div u dx “ 0, válido para todo Ωt, de donde, div u “ 0. Recíprocamente, si

div u “ 0, entonces
d

dt

ż

Ωt

dx “ 0, es decir, volpΩtq “ volpΩ0q.

2.5 CONSERVACIÓN DE MOMENTUM

La segunda ley de Newton expresa que la aceleración de un cuerpo es propor-

cional a la fuerza neta que actúa sobre él y es inversamente proporcional a su

masa; explícitamente,

F total “ m
du

dt
“
dpmuq

dt
. (2.5.1)

El producto de la masa y la velocidad de un cuerpo se denomina momento lineal

o cantidad de movimiento. Así, la segunda ley de Newton expresada en la ecua-

ción (2.5.1) también se puede enunciar como sigue: la razón de cambio de la

cantidad de movimiento de un cuerpo es igual a la fuerza neta que actúa sobre

él.

En nuestro contexto, el momento lineal de una porción de fluido que, en el ins-

tante t ocupa la región Ωt, es dada por la integral

ż

Ωt

ρpx, tqupx, tq dx. (2.5.2)

Por la segunda Ley de Newton, la derivada con respecto al tiempo de esta canti-
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dad es igual a la fuerza neta actuando en Ωt. Por tanto,

F total “
d

dt

ż

Ωt

ρpx, tqupx, tq dx. (2.5.3)

La fuerza F total representa la actuación en conjunto de todas las fuerzas que

actuan el fluido, es decir, es la suma de las fuerzas externas (peso, gravedad

o las mismas fuerzas electromagnéticas) y de fuerzas internas, ejercidas sobre

Ωt, por el resto del fluido. Supongamos que conocemos la suma de las fuerzas

externas por unidad de masa, y denotémosla por F px, tq. Note que al decir "por

unidad de masa" sólo se está tomando el sumatorio de dichas fuerzas en un

pequeño diferencial de masa. Por tanto, de (2.4.1), la fuerza externa total que

actúa sobre la porción de fluido, que, en el instante t, ocupa la región Ωt es dada

por
ż

Ωt

ρpx, tqF px, tq dx.

Respecto a las fuerzas internas, suponemos que son fuerzas de contacto o ten-

siones; por tanto, no consideramos las fuerzas a distancia entre las partículas

del fluido, sino que suponemos que existe un campo de tensiones τ px, t,nq que

da la fuerza de contacto por unidad de área actuando en una superficie perpen-

dicular a n en el punto x, en el instante t. Luego la fuerza ejercida por el resto

del fluido en la porción de fluido que en el instante t, ocupa la región Ωt, acotada

por la superficie BΩt, es dada por

ż

BΩt

τ px, t,nq dSx,

donde n denota el vector normal exterior unitario a BΩt. Si el fluido satisface la

segunda Ley de Newton, como es el caso del fluido que estamos analizando, τ

depende linealmente de n [11], es decir, existe una función matricial T tal que

τ px, t,nq “ T px, tqn. Por tanto, la segunda Ley de Newton (2.5.3), se puede

reescribir como
d

dt

ż

Ωt

ρu dx “

ż

Ωt

ρF dx`

ż

BΩt

T n dSx. (2.5.4)
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Aplicando el Teorema del transporte a f “ ρu, podemos expresar la integral del

lado izquierdo de (2.5.4) como

d

dt

ż

Ωt

ρu dx “

ż

Ωt

ˆ

Dpρuq

Dt
` ρu div u

˙

dx. (2.5.5)

Por tanto, sustituyendo (2.5.5) en (2.5.4) y a su vez, aplicando el Teorema de la

divergencia para convertir las integrales de superficie en integrales de volumen,

obtenemos:

ż

Ωt

ρF dx`

ż

Ωt

div T dx “

ż

Ωt

ˆ

Dpρuq

Dt
` ρu div u

˙

dx.

Así, por la linealidad de la integral, tenemos que

ż

Ωt

ˆ

Dpρuq

Dt
` ρu div u´ ρF ´ div T

˙

dx “ 0. (2.5.6)

Por otra parte, afirmamos que

Dpρuq

Dt
` ρu div u “ ρ

Du

Dt
. (2.5.7)

En efecto, se sigue de la identidad u ¨∇pρuq “ upu ¨∇ρq ` ρpu ¨∇qu y la regla

del producto que

Dpρuq

Dt
` pρuq div u “

Bpρuq

Bt
` pu ¨∇pρuqq ` ρu div u

“ u
Bρ

Bt
` ρ

Bu

Bt
` upu ¨∇ρq ` ρpu ¨∇qu` ρu div u

“ u

ˆ

Bρ

Bt
` pu ¨∇ρq ` ρ div u

˙

` ρ

ˆ

Bu

Bt
` pu ¨∇qu

˙

“ u

ˆ

Dρ

Dt
` ρ div u

˙

` ρ
Du

Dt
,

y teniendo en cuenta (2.4.3), se concluye la afirmación. Así, al sustituir la igual-

dad (2.5.7) en (2.5.6) y, teniendo en cuenta que (2.5.6) es válida para todo Ωt,

obtenemos la ecuación de conservación del momento

ρ
Du

Dt
“ ρF ` div T . (2.5.8)
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2.6 SISTEMA DE NAVIER-STOKES

En esta sección, nuestro objetivo es describir la forma de la matriz T en (2.5.8)

y determinar así la ecuación de conservación del momento lineal para un fluido

incompresible viscoso. Siguiendo [11], parágrafo 16, se tiene que la matriz T en

(2.5.8) está dada por

T “ ´πI ` µ1pdiv uq ` µp∇u` p∇uqtq,

donde π es la presión, I es la matriz identidad, µ e µ1 son constantes, mientras

que p∇uqt denota la transpuesta de ∇u. Ahora, si suponemos que el fluido es

incompresible, entonces, como vimos en la sección anterior, el divergente de u

es nulo. Esto implica µ1pdiv uq “ 0. Además, se tiene que

div p∇u` p∇uqtq “ ∆u.

Por lo tanto, de la linealidad del operador divergencia, tenemos que

div T “ ´∇π ` µ∆u. (2.6.1)

Así, sustituyendo (2.6.1) en (2.5.8), obtenemos que

ρ

„

Bu

Bt
` pu ¨∇qu



“ ρF ´∇π ` µ ∆u,

que es la primera ecuación del sistema (2.1.1). Entonces, al dividir por ρ a ambos

lados de la igualdad anterior, obtenemos

Bu

Bt
` pu ¨∇qu´ ν∆u`∇p “ f , (2.6.2)

la cual es conocida como la ecuación de Navier-Stokes, en honor a Claude NA-

VIER (1785-1836) y George STOKES (1819-1903).
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Capítulo

3

EXISTENCIA DE SOLUCIÓN GLOBAL

En este capítulo introducimos la definición de un espacio de distribuciones tem-

peradas en el cual obtendremos solución del problema de valor inicial asociado a

las ecuaciones de Navier-Stokes. Este espacio ha sido denominado en la litera-

tura espacio de pseudomedidas y su construcción es basada en la transformada

de Fourier. Probamos que éste es un espacio de Banach, y seguidamente estu-

diamos algunas estimativas de decaimiento temporal para el semigrupo del calor

en Rn. Sobre esta base, presentamos la formulación integral para la solución de

las ecuaciones de Navier-Stokes vía el principio de Duhamel. Finalmente, pro-

bamos el teorema de la existencia de solución global usando principalmente el

teorema de la función implícita.

3.1 ESPACIO DE PSEUDOMEDIDAS PM a

En esta sección introducimos los espacios de pseudomedidas PM a considera-

dos en [3] para analizar la existencia de soluciones singulares para las ecuacio-

nes de Navier-Stokes en el caso tri-dimensional. Una característica importante de

los espacios PM a es que ellos contienen funciones singulares de grado a ´ n,

como veremos más adelante.
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Definición 3.1. Para cada 0 ď a ă n, el espacio de pseudomedidas PM a está

definido por

PM a
”

"

u P S 1 | û P L1
locpRn

q, sup ess
ξPRn

|ξ|a |ûpξq| ă 8

*

. (3.1.1)

La notación PM a proviene del término pseudomeasure. El espacio clásico de

pseudomedidas corresponde al conjunto de distribuciones temperadas cuyas

transformadas de Fourier son acotadas, esto es, el caso pa “ 0q. De la Defi-

nición 3.1 y de las propiedades de la transformada de Fourier, es inmediato ver

que PM a es un espacio vectorial sobre R.

Proposición 3.2. El espacio PM a dotado con la norma

}u}PM a ” sup ess
ξPRn

|ξ|a |ûpξq| ă 8,

es un espacio de Banach.

Demostración. Es fácil ver que }¨}PM a define una norma. Veamos que con esta

norma, PM a es completo. Sea pumqmPN Ă PM a una sucesión de Cauchy. Por

definición de la norma PM a se tiene que p|ξ|a ûmp¨qqmPN es una sucesión de

Cauchy en L8pRnq. Ahora bien, como L8pRnq es completo, existe v P L8pRnq tal

que p|ξ|a ûmp¨qq Ñ v en L8pRnq, es decir,

ĺım
mÑ8

} p|ξ|aûmq ´ v }L8pRnq
“ 0. (3.1.2)

Sea fpξq “
1

|ξ|a
vpξq, ξ ‰ 0 y consideremos u “ qf . Veamos que u P PM a; en

efecto,

u P S 1.

Dada φ P S, por la desigualdad de Hölder, y teniendo en cuenta que
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0 ď a ă n, se tiene que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

1

|ξ|a
vpξqφpξqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }φ}L8pRnq

ż

Bp0,1q

1

|ξ|a
|vpξq| dξ ` }v}L8pRnq

}φ}L1pRnq

ď }φ}L8pRnq
}v}L8pRnq

ż

Bp0,1q

1

|ξ|a
|dξ ` }v}L8pRnq

}φ}L1pRnq

ď C
´

}φ}
p0,0q ` }φ}pN,αq

¯

,

para N adecuado. Entonces f P S 1. Por tanto, la aplicación u “ qf : S Ñ R

definida por xu, ϕy “ xf , qϕy, donde ϕ P S, es un elemento de S 1.

û P L1
locpRnq.

Note que û “ fpξq. Así, dada la bola Bp0, rq Ă Rn, r ą 0,

ż

Bp0,rq

|û| dξ “

ż

Bp0,rq

1

|ξ|a
|vpξq| dξ

ď sup ess
ξPRn

|vpξq|

ż

Bp0,rq

1

|ξ|a
dξ

“ }v}L8pRnq

ż

Bp0,rq

1

|ξ|a
dξ

ă 8,

desde que 0 ď a ă n.

}u}PM a ă 8.

Por definición de la norma en PM a, tenemos que

}u}PM a “ sup ess
ξPRn

|ξ|a |ûpξq|

“ sup ess
ξPRn

|ξ|a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

|ξ|a
vpξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup ess
ξPRn

|vpξq|

“ }vpξq}L8pRnq

ă 8,

puesto que v P L8pRnq.
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Resta probar que, efectivamente, la sucesión de Cauchy pumqmPN converge a

dicha función u. En efecto, de la definición de la norma }¨}PM a , se sigue que

}um ´ u}PM a “ sup ess
ξPRn

|ξ|a
ˇ

ˇ

ˇ

̂pum ´ uqpξq
ˇ

ˇ

ˇ

“ sup ess
ξPRn

|ξ|a |ûmpξq ´ ûpξq|

“ sup ess
ξPRn

|ξ|a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ûmpξq ´
1

|ξ|a
vpξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup ess
ξPRn

| p|ξ|a ûmpξqq ´ vpξq |

“ } p|ξ|a ûmpξqq ´ vpξq }L8pRnq
.

Por lo tanto, usando (3.1.2), concluimos que

ĺım
mÑ8

}um ´ u}PM a “ 0.

�

Una propiedad importante de los espacios PM a es la invarianza de su norma

por la aplicación (scaling de la norma }¨}PM a)

u ÞÑ λn´auλ, (3.1.3)

donde uλ es la aplicación definida por uλpxq “ upλxq. Para demostrar esta pro-

piedad, en primer lugar, observe que si u es una función integrable y φ P SpRnq,

entonces el teorema del cambio de variable implica que

ż

Rn

uλpxq φpxq dx “ λ´n
ż

Rn

upxq φλ´1pxq dx, (3.1.4)

y a partir de ello, podemos extender (3.1.4) al contexto de las distribuciones tem-

peradas a través de la relación

xuλ, φy “ λ´n xu, φλ´1y , (3.1.5)
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y también podemos relacionar la transformada de Fourier de la distribución uλ a

través de la igualdad

puλq
̂
“ λ´npûqλ´1 . (3.1.6)

Volviendo a la propiedad de la invarianza de la norma }¨}PM a por la relación de

escala (3.1.3), de (3.1.6) tenemos que

}uλ}PM a “ sup ess
ξPRn

|ξ|a |ûλpξq|

“ λa´n sup ess
ξPRn

|λ´1ξ|a
ˇ

ˇûpλ´1ξq
ˇ

ˇ

“ λa´n }u}PM a .

(3.1.7)

A continuación, introducimos un resultado técnico sobre la convolución de fun-

ciones homogéneas, el cual permitirá analizar el producto de distribuciones en

PM a.

Lema 3.3. (Teorema 5.9 de [18] ) Sea 0 ă α ă n, 0 ă β ă n con 0 ă α ` β ă n.

Entonces

´

|x|α´n ˚ |x|β´n
¯

pyq “

ż

Rn

|x|α´n|x´ y|β´n dy “ Kpα, β, nq |y|α`β´n .

Para analizar el termino cuadrático de la ecuación de Navier-Stokes en el con-

texto de los espacios PM a, se hace necesario analizar el producto de funciones

que están en PM a. Para ello, dadas u P PM a, v P PM b, se define el producto

uv de u por v como siendo la distribución tal que

ûvpξq “ û ˚ v̂pξq.

Entonces, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 3.4. Sean u P PM a, v P PM b con 0 ă a, b ă n tales que

n ă a` b ă 2n. Entonces uv P PM a`b´n.

Demostración. En primer lugar veamos que uv P S 1. Sea φ P S, entonces, ha-
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ciendo uso del Lema 3.3, se tiene que

|xuv, φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

pû ˚ v̂qpξqqφpξq dξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rn

ż

Rn

|ûpyqv̂pξ ´ yq| |qφpξq| dydξ

ď

ż

Rn

ż

Rn

|y|´a|y|a|ûpyq||ξ ´ y|´b|ξ ´ y|b|v̂pξ ´ yq||qφpξq| dydξ

ď }u}PM a }v}PM b

ż

Rn

ż

Rn

|y|´a|ξ ´ y|´b|qφpξq| dydξ

ď }u}PM a }v}PM b

ż

Rn

|ξ|n´a´b |qφpξq| dξ

ď C }φ}
pN,αq .

Ahora veamos que ûv P L1
locpRnq. Sea r ą 0. Entonces con la ayuda del Lema

3.3 se tiene que

ż

Bp0,rq

|ûvpξq|dξ ď

ż

Bp0,1q

ż

Rn

|ûpyqv̂pξ ´ yq| dydξ

“

ż

Bp0,1q

ż

Rn

|y|´a|y|a|ûpyq||ξ ´ y|´b|ξ ´ y|b|v̂pξ ´ yq| dydξ

ď }u}PM a }v}PM b

ż

Bp0,1q

ż

Rn

|y|´a|ξ ´ y|´bdydξ

ď K }u}PM a }v}PM b

ż

Bp0,1q

|ξ|n´a´b dξ

ă 8.

Finalmente, veamos que }uv}PM a`b´n ă 8. Nuevamente, usando el Lema 3.3 se

obtiene

|ξ|a`b´n|ûvpξq| “ |ξ|a`b´n |pû ˚ v̂qpξq|

ď |ξ|a`b´n
ż

Rn

|ûpyq||v̂pξ ´ yq| dy

ď |ξ|a`b´n }u}PM a }v}PM b

ż

Rn

|y|´a|ξ ´ y|´b dy

ď K|ξ|a`b´n }u}PM a }v}PM b |ξ|n´a´b

“ K }u}PM a }v}PM b ă 8.

�
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Para analizar la existencia de solución del problema de Cauchy asociado a las

ecuaciones de Navier-Stokes, debemos trabajar en un espacio de funciones que

involucran las variables tiempo y espacio, y tengan valores en el espacio PM a.

Más exactamente, consideramos el espacio vectorial mixto Cwpr0, T q; PM a
q for-

mado por las funciones u : r0, T q Ñ PM a que son débilmente continuas y tales

que

}u}Cwpr0,T q;PM aq
“ sup

tPr0,T q

}uptq}PM a ă 8,

con 0 ă T ď 8 y 0 ď a ă n.

Resaltamos que una función u : r0, T q Ñ PM a se dice que es débilmente

continua en s P r0, T q si

ĺım
tÑs

xuptq, φy “ xupsq, φy , para toda φ P S.

Si u es débilmente continua en todo s P r0, T q, se dice simplemente que u es

débilmente continua.

Proposición 3.5. El espacio Cwpr0, T q; PM a
q, 0 ă T ď 8, es un espacio de

Banach, con la norma }¨}Cwpr0,T q;PM aq
.

Demostración. De la definición, se sigue fácilmente que Cwpr0, T q; PM a
q es un

espacio normado con la norma }¨}Cwpr0,T q; PM aq
. Como PM a es de Banach, se

tiene que Cwpr0, T q; PM a
q es completo.

En efecto, sea pvkqkPN Ă Cwpr0, T q; PM a
qq una sucesión de Cauchy. Así, dado

ε ą 0, existe k0 P N tal que si m, k ě k0, entonces

sup
tPr0,T q

}vkptq ´ vmptq}PM a ă ε. (3.1.8)

Por lo tanto, para t P r0, tq fijo, pvkptqqkPN es una sucesión de Cauchy en PM a.

Como PM a es completo, exite vt tal que vkptq Ñ vt en PM a, para cada

t P r0, T q. Sea v : r0, T q Ñ PM a definida por vptq “ vt. Entonces, pasando el
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límite en (3.1.8) cuando m tiende a infinito, se tiene que

sup
tPr0,T q

}vkptq ´ vptq}PM a ă ε, para todo k ą k0,

es decir, vk Ñ v en Cwpr0, T q; PM a
q.

Veamos finalmente la continuidad débil del límite v de la sucesión de Cauchy

pvkqkPN en Cwpr0, T q; PM a
q . Sea s P r0, T q. Entonces para cada φ P S, se tiene

que:

|xvptq ´ vpsq, φy| ď |xvptq ´ vkptq, φy| ` |xvkptq ´ vkpsq, φy| ` |xvkpsq ´ vpsq, φy|

ď

ż

Rn

|v̂pξ, tq ´ v̂kpξ, tq| |qφpξq| dξ ` |xvkptq ´ vkpsq, φy|

`

ż

Rn

|v̂kpξ, sq ´ v̂pξ, sq| |qφpξq| dξ

ď

ż

Rn

|ξ|a |v̂pξ, tq ´ v̂kpξ, tq| |ξ|
´a
|qφpξq| dξ ` |xvkptq ´ vkpsq, φy|

`

ż

Rn

|ξ|a |v̂kpξ, sq ´ v̂pξ, sq| |ξ|
´a
|qφpξq| dξ

(3.1.9)

Usando la desigualdad de Hölder y la definición de la norma }¨}Cwpr0,T q;PM aq
, de

(3.1.9) se tiene que

|xvptq ´ vpsq, φy| ď 2 }v ´ vk}Cwpr0,T q;PM aq

ˆ

}qφ}L8pRnq

ż

Bp0;1q

|ξ|´a dξ ` }qφ}L1pRnq

˙

` |xvkptq ´ vkpsq, φy| .

Por lo tanto,

ĺım
tÑs

|xvptq ´ vpsq, φy| “ 0.

�
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3.2 EL PROYECTOR DE LERAY

Para analizar el problema de Cauchy asociado al sistema de Navier-Stokes, usa-

mos el camino estándar de eliminar la presión de la ecuación del momento, para

trabajar solamente con la velocidad. La presión se recupera a posteriori. Pa-

ra ello, debemos tener en cuenta la descomposición de Helmholtz-Hodge y del

proyector de Leray. Dado un campo vectorial diferenciable v : Rn Ñ Rn, la des-

composición Helmholtz-Hodge establece que existe una única descomposición

de v como v “ v1 ` v2, donde v1 es un campo de divergencia nula y v2 “ ∇ψ

para alguna función ψ : Rn Ñ R (ver por ejemplo [1]). Como la descomposición

es única, se puede definir el operador proyector de Leray como Pv “ v ´ ∇ψ.

Dado que div pv ´∇ψq “ 0, entonces div v “ ∆ψ y así, aplicando el laplaciano

inverso, se tiene que

Pv “ v ´∇p∆´1
pdiv vqq. (3.2.1)

Si aplicamos la transformada de Fourier en cada componente del campo (3.2.1),

usando la Proposición 1.8, obtenemos la expresión

pPvq̂j pξq “ v̂jpξq ´
n
ÿ

k“1

ξj
|ξ|2

pξkv̂kpξqq. (3.2.2)

con lo cual

pPvq̂ pξq “
´

P̂pξq
¯

v̂pξq,

donde Ppξq es la matriz con entradas

´

P̂pξq
¯

j,k
“ δj,k ´

ξjξk
|ξ|2

,

y la cual verifica que

max
1ďjďk

sup
ξPRnzt0u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´

P̂pξq
¯

j,k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 1.

Si consideramos los operadores pseudodiferenciales Rjpj “ 1, ..., nq, llamados

transformadas de Riesz, definidos en términos de la transformada de Fourier
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como

R̂jfpξq “
iξj
|ξ|
f̂pξq,

obtenemos que

pPvqj “ vj `
3
ÿ

k“1

RjRkvk, j “ 1, ..., n, (3.2.3)

cuya transformada de Fourier es justamente (3.2.2). La anterior representación,

permite mostrar la continuidad del proyector de Leray P : PM a
Ñ PM a. Para

ello, basta probar la continuidad de la transformada de Riesz Rj pj “ 1, 2, ..., nq

de PM a en PM a.

Lema 3.6. El proyector de Leray P es un operador lineal y continuo de PM a en

PM a.

Demostración. En primer lugar, debemos verificar que en efecto, P va de PM a

en PM a. Sea v P PM a y veamos que Pv P PM a; en efecto,

Pv P S 1.

Como v P S 1, de la representación (3.2.3), basta ver que Rkv P S 1. Para

ello, sea φ P S. Entonces se tiene que

|xRkv, φy| “
ˇ

ˇ

ˇ

A

R̂kv, qφ
E
ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

iξk
ξ
v̂pξq, qφ

F
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξk
|ξ|
v̂pξqqφpξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dξ

ď

ż

Rn

|ξ|a |v̂pξq| |ξ|´a|qφpξq|dξ

ď }v}PM a

ż

Rn

|ξ|´a|qφpξq|dξ

ď }v}PM a

„

}qφ}L8pRnq

ż

Bp0,1q

|ξ|´adξ ` }qφ}L1pRnq



ď C }v}PM a

”

qφ}L8pRnq ` }
qφ}L1pRnq

ı

,

es decir Rkv P S 1, y en consecuencia, Pv P S 1.

P̂v P L1
locpRnq.
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Como v̂ P L1
locpRnq, para cualquier Bp0, rq, r ą 0, se tiene que

ż

Bp0,rq

|R̂kvpξq|dξ “

ż

Bp0,rq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

iξk
ξ
v̂pξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dξ ď

ż

Bp0,rq

|v̂pξq| dξ ă 8,

es decir, R̂kv P L
1
locpRnq, y por tanto, P̂v P L1

locpRnq.

}Pv}PM a ă 8.

Como v P PM a, es inmediato, pues,

}Rkv}PM a “ sup ess
ξPRn

|ξ|a
ˇ

ˇ

ˇ
R̂kvpξq

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup ess
ξPRn

|ξ|a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

iξk
|ξ|
v̂pξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup ess
ξPRn

|ξ|a |v̂pξq|

“ }v}PM a .

(3.2.4)

Además, note que (3.2.4) prueba la continuidad de la transformada de Riesz, y

de la representación (3.2.3), se sigue directamente la continuidad de P : PM a
Ñ

PM a. �

3.3 FORMULACIÓN INTEGRAL

En esta sección queremos encontrar una forma integral para el sistema de Navier-

Stokes (2.1.2) en Ω “ Rn. Asumiendo que, formalmente pu ¨∇qu “ div pub uq y

considerando, sin pérdida de generalidad, que el coeficiente de viscocidad ν es

igual a 1, el sistema (2.1.2) se puede reescribir como

$

’

&

’

%

ut ´∆u` div pub uq `∇p “ f , en Rn ˆ p0,8q,

div u “ 0, en Rn ˆ p0,8q.

(3.3.1)

Por lo tanto, teniendo en cuenta la condición de incompresibilidad del fluido,

div u “ 0, al aplicar el proyector de Leray en la primera ecuación de (3.3.1) ,
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se obtiene que

ut ´∆u` P div pub uq “ Pf . (3.3.2)

Note que en (3.3.2) fue usado que Pputq “ ut y Pp∆uq “ ∆u, gracias a que

div u “ 0. Observe que aplicando el operador divergente en la primera ecuación

de (2.1.2) obtenemos la ecuación ∆p “ ´divp´f ` divpu b uqq. Por lo tanto,

conocida la velocidad, se recupera la presión a través de la expresión

∇p “ ´∇∆´1div pdiv pub uq ´ fq

“ pP´ Iq pdiv pub uq ´ fq .

Observe que el problema lineal asociado a (3.3.1) es dado por el siguiente pro-

blema de Cauchy asociado a la ecuación del calor:

$

’

&

’

%

ut ´∆u “ 0, en Rn ˆ p0,8q,

up0q “ u0, en Rn.

(3.3.3)

Sea gpx, tq el núcleo de Gauss-Weierstras dado por

gpx, tq “ p4tπq´n{2 e´|x|
2{4t, para todo px, tq P Rn

ˆ p0,8q.

La transformada de Fourier de g es dada por

ĝpξ, tq “

ż

Rn

gpx, tq e´2πix¨ξdx “ e´4π2|ξ|2t. (3.3.4)

Aplicando la transformada de Fourier a (3.3.3), formalmente obtenemos el si-

guiente problema de valor inicial

$

&

%

Btûpξ, tq ` 4π2|ξ|2ûpξ, tq “ 0

ûpξ, 0q “ û0pξq
(3.3.5)

La solución de (3.3.5) es dada por ûpξ, tq “ e´4π2|ξ|2t û0pξq. Por lo tanto, de (3.3.4)
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tenemos que ûpξ, tq “ ĝpξ, tq û0pξq. Así por la Proposición 1.3, se tiene que

upx, tq “ gpx, tq ˚ u0pxq. (3.3.6)

La solución (3.3.6) define una familia de operadores a un parámetro tSptqutě0,

dado por Sptqu0pxq “ gpx, tq ˚ u0pxq, conocido en la literatura como semigrupo

del calor.

A continuación derivamos la formulación integral asociada al sistema (3.3.1). Sea

Gpτq “ Spt ´ τq upx, τq, donde Sptq es el semigrupo de calor. Dado que Gpτq “

gpx, t´ τq ˚ upx, τq, derivando con respecto a τ , obtenemos

B

Bτ
Gpτq “

B

Bτ

"
ż

Rn

gpx´ y, t´ τq upy, τq dy

*

“

ż

Rn

"

B

Bτ
pgpx´ y, t´ τq upy, τq ` gpx´ y, t´ τq

B

Bτ
pupy, τqq

*

dy.

(3.3.7)

Un cálculo directo permite ver que

B

Bτ
pgpx´ y, t´ τqq “ ´∆ pgpx´ y, t´ τqq . (3.3.8)

De (3.3.7) y (3.3.8), obtenemos que

B

Bτ
Gpτq “

ż

Rn

´∆ pgpx´ y, t´ τqqupy, τq dy `

ż

Rn

gpx´ y, t´ τq
B

Bτ
pupy, τqq dy

“ Spt´ τq
B

Bτ
pupx, τqq ´∆Spt´ τq upx, τq

“ Spt´ τq p∆upx, τq ´ pP div pub uq ´ Pfqq ´∆Spt´ τq upx, τq

“ ´Spt´ τq pP div pub uq ´ Pfq .

Integrando la igualdad anterior de 0 a t, y recordando que Gp0q “ Sptqu0pxq y

Gptq “ upx, tq, se obtiene que

Gptq ´Gp0q “ ´

ż t

0

Spt´ τq pP div pub uq ´ Pfq dτ,
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es decir,

uptq “ Sptqu0 ´

ż t

0

Spt´ τq pP div pub uq ´ Pfq dτ. (3.3.9)

Queremos encontrar soluciones u P Cwp
“

0, T q; PM n´1
˘

de (3.3.9), esto es, un

campo u tal que para cada t ą 0, up¨, tq P PM n´1. Para ello, necesitamos

aclarar el sentido en el que es entendida la formulación integral (3.3.9). Apli-

cando la transformada de Fourier a ambos lados de la igualdad (3.3.9), dire-

mos que una solución con dato inicial u0 P PM n´1 es un campo vectorial

u “ upx, tq “ pu1px, tq, ¨ ¨ ¨ , unpx, tqq con cada componente ui pertenecien-

do al espacio de funciones vectoriales Cwp
“

0, T q; PM n´1
˘

, 0 ă T 6 8, y tal

que

ûpξ, tq “ e´4π2t|ξ|2ûpξ, 0q ´

ż t

0

e´4π2pt´τq|ξ|2P̂pξqiξ ¨ ̂pub uqpξ, τq dτ

`

ż t

0

e´4π2pt´τq|ξ|2P̂pξqf̂pξ, τq dτ,
(3.3.10)

para todo 0 ď t ď T.

3.4 ESTIMATIVAS LINEALES Y NO LINEALES

Para probar la existencia global de solucion para el sistema (3.3.9) (o (3.3.10))

necesitaremos ciertas estimativas lineales y no lineales, las cuales analizaremos

a continuación.

Lema 3.7. Si u0 P PM n´1, entonces Sptqu0pxq P Cw

`

r0, T q; PM n´1
˘n
.

Demostración. En efecto, sabemos que Sptqu0pxq “ gpx, tq ˚ u0pxq. Entonces,

̂Sptqu0pxq “ ̂gpx, tq ˚ u0pxq “ ĝpx, tqû0pxq.
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Por la definición de la norma en PM n´1 y por (3.3.4), tenemos que

}Sptqu0}PMn´1 “ sup ess
ξPRn

|ξ|n´1
|Ŝptqu0pξq|

“ sup ess
ξPRn

|ξ|n´1
|ĝpξ, tq û0pξq|

“ sup ess
ξPRn

|ξ|n´1
|e´4π2t|ξ|2 û0pξq|

ď sup ess
ξPRn

|ξ|n´1
|û0pξq|

“ }u0}PMn´1 ,

así, Sp¨qu0 P L
8
`

r0,8q; PM n´1
˘n. A continuación demostramos la continuidad

débil con respecto a t. Por la propiedad de linealidad del semigrupo tSptqutą0,

basta demostrar la continuidad débil para t “ 0. Así, para cada φ P S, se tiene

que

| xSptqu0 ´ Sp0qu0, φy |

“

ˇ

ˇ

ˇ

A

p ̂Sptqu0 ´ u0q, qφ
Eˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

´

Ŝptqu0pξq ´ û0pξq
¯

qφpξq dξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

pĝpξ, tq ´ 1q û0pξqqφpξq dξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

´

e´4π2t|ξ|2
´ 1

¯

û0pξqqφpξq dξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´

e´4π2t|ξ|2
´ 1

¯ 4π2t|ξ|2

4π2t|ξ|2
û0pξqqφpξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dξ

“ 4π2t

ż

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´4π2t|ξ|2 ´ 1

4π2t|ξ|2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ξ|n´1
|û0pξq| |ξ|

3´n
|qφpξq| dξ

ď 4π2t

ż

sup ess
ξPRn

|ξ|n´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´4π2t|ξ|2 ´ 1

4π2t|ξ|2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

sup ess
ξPRn

|ξ|n´1
|û0pξq|

˙

´

|ξ|3´n|qφpξq|
¯

dξ

ď 4π2t sup ess
ξPRn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´4π2t|ξ|2 ´ 1

4π2t|ξ|2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

}u0}PMn´1 } |ξ|3´n qφpξq }L1pRnq Ñ 0,
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cuando tÑ 0`. Por tanto, queda demostrado el Lema 3.7. �

Proposición 3.8. Si f P Cwpr0,8q; PM n´3
qn, entonces

N ”

ż t

0

Spt´ τq Pfpτq dτ P Cwpr0,8q; PM n´1
q
n,

además, }N}Cwpr0,8q;PMn´1qn
ď C }f}Cwpr0,8q;PMn´3qn

.

Demostración. De la definición de la norma en PM n´1, la representación de la

transformada ̂Spt´ τqPfpτq, y la continuidad del proyector de Leray, se tiene que

}N ptq}PMn´1 “ sup ess
ξPRn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|ξ|n´1

ż t

0

̂Spt´ τq P̂fpτqpξq dτ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup ess
ξPRn

ż t

0

|ξ|n´1e´4π2pt´τq|ξ|2
ˇ

ˇ

ˇ
f̂pξ, τq

ˇ

ˇ

ˇ
dτ

“ sup ess
ξPRn

ż t

0

|ξ|2e´4π2pt´τq|ξ|2
|ξ|n´3

ˇ

ˇ

ˇ
f̂pξ, τq

ˇ

ˇ

ˇ
dτ

“ sup
τě0

}f}PMn´3 sup ess
ξPRn

´

1´ e´4π2t|ξ|2
¯

4π2

ď C sup
τě0

}fpτq}PMn´3 .

Para completar la demostración, resta verificar la continuidad débil deN ptq, para

cada t P r0,8q. Sea s ą 0. Entonces, para cada φ P S, usando la continuidad de

P : PM a
Ñ PM a se tiene que
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|xN psq, φy| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B
ż s

0

̂Sps´ τq Pfpτq, qφ
Fˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rn

ż s

0

e´4π2ps´τq|ξ|2
ˇ

ˇ

ˇ
P̂fpτqpξq

ˇ

ˇ

ˇ
|qφpξq| dτdξ

ď

ż

Rn

ż s

0

e´4π2ps´τq|ξ|2
|f̂pξ, τq||qφpξq| dτdξ

“

ż

Rn

ż s

0

e´4π2ps´τq|ξ|2
|ξ|n´3

|f̂pξ, τq||ξ|3´n||qφpξq| dτdξ

ď sup
τě0

}fpτq}PMn´3

ż

Rn

ż s

0

e´4π2ps´τq|ξ|2
|ξ|2|ξ|1´n|qφpξq| dτdξ

ď

ˆ

sup
τě0

}fpτq}PMn´3

˙

} |ξ|1´n|qφpξq| }L1pRnq.

(3.4.1)

De (3.4.1), teniendo en cuenta que } |ξ|1´n|qφpξq| }L1pRnq ă 8, tomando el límite

cuando s tiende a cero por la derecha, se tiene que

ĺım
sÑ0`

|xN psq, φy| “ 0,

lo que demuestra la continuidad débil de N ptq en t “ 0. Ahora sea t ą 0. De-

bemos demostrar que |xN ptq ´N psq, φy| converge a cero, para todo φ P S. Sin

pérdida de generalidad asuma que s ă t. Note que

N ptq ´N psq “

ż s

0

Spt´ τqPfpτq dτ `
ż t

s

Spt´ τqPfpτq dτ ´
ż s

0

Spt´ τqPfpτq dτ.

Entonces, como antes, teniendo en cuenta la representación de ̂Spt´ τqPfpτqpξq

y la continuidad del proyector de Leray, para cada φ P S, se tiene que
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|xN ptq ´N psq, φy| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B
ż s

0

̂pSpt´ τq ´ Sps´ τqPfpτq, qφ
Fˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B
ż t

s

̂pSpt´ τqqPfpτq, qφ
F
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rn

ż s

0

ˇ

ˇ

ˇ

´

e´4π2pt´τq|ξ|2
´ e´4π2ps´τq|ξ|2

¯

P̂fpτqpξq
ˇ

ˇ

ˇ
|qφpξq|dτdξ

`

ż

Rn

ż t

s

ˇ

ˇ

ˇ
e´4π2pt´τq|ξ|2P̂fpτqpξq

ˇ

ˇ

ˇ
|qφpξq| dτdξ

ď

ż

Rn

ż s

0

ˇ

ˇ

ˇ
e´4π2pt´τq|ξ|2

´ e´4π2ps´τq|ξ|2
ˇ

ˇ

ˇ
|f̂pξ, τq||qφpξq| dτdξ

`

ż

Rn

ż t

s

e´4π2pt´τq|ξ|2
|f̂pξ, τq||qφpξq| dτdξ

:“ J1 ` J2.

Ahora acotamos cada una de las integrales J1, J2. Teniendo en cuenta que

ż s

0

|ξ|2e´4π2ps´τq|ξ|2 dτ ď 1,

entonces

J1 “

ż

Rn

ż s

0

e´4π2ps´τq|ξ|2
ˇ

ˇ

ˇ
e´4π2pt´sq|ξ|2

´ 1
ˇ

ˇ

ˇ
|f̂pξ, τq||qφpξq| dτdξ

ď sup ess
ξPRn

ˇ

ˇ

ˇ
e´4π2pt´sq|ξ|2 ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

|ξ|2

ż

Rn

ż s

0

|ξ|2e´4π2ps´τq|ξ|2
|f̂pξ, τq||qφpξq|dτdξ

ď sup ess
ξPRn

ˇ

ˇ

ˇ
e´4π2pt´sq|ξ|2 ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

|ξ|2

ˆ

sup
τą0

}fpτq}PMn´3

˙

ˆ
ż

Rn

ż s

0

|ξ|2e´4π2ps´τq|ξ|2
|ξ|3´n|qφpξq|dτdξ

˙

ď sup ess
ξPRn

ˇ

ˇ

ˇ
e´4π2pt´sq|ξ|2 ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

|ξ|2

ˆ

sup
τą0

}fpτq}PMn´3

˙
ż

Rn

|ξ|3´n|qφpξq|dξ

ď C sup ess
ξPRn

4π2
pt´ sq

ˇ

ˇ

ˇ
e´4π2pt´sq|ξ|2 ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

4π2pt´ sq|ξ|2

“ 4π2
pt´ sq C sup ess

ξPRn

ˇ

ˇ

ˇ
e´4π2pt´sq|ξ|2 ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

4π2pt´ sq|ξ|2
Ñ 0, cuando tÑ s`.
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Por otro lado,

J2 “

ż

Rn

ż t

s

e´4π2pt´τq|ξ|2 |ξ|
n´3

|ξ|n´3
f̂pξ, τq||qφpξq| dτdξ

“ }f}PMn´3

ż

Rn

ż t

s

e´4π2pt´τq|ξ|2
|ξ|3´n|qφpξq| dτdξ

ď }f}PMn´3

ż

Rn

ż t

s

|ξ|3´n|qφpξq| dξdτ

“ pt´ sq }f}PMn´3

ż

Rn

|ξ|3´n|qφpξq| dξ Ñ 0, cuando tÑ s`.

Con lo cual, se concluye la demostración de la proposición 3.8. �

A continuación queremos acotar el término no lineal de la formulación (3.3.9).

Con el objetivo de simplificar la notación, denotamos ese término cuadrático por

Bpu,vqptq “ ´

ż t

0

Spt´ τq pP div pub vqq pτq dτ, (3.4.2)

Para acotar este término en la norma de Cw

`

r0,8q; PM n´1
˘n
, haremos uso del

Lema 3.3.

Proposición 3.9. El operador BilinealBp¨, ¨q es continuo en Cw

`

r0,8q; PM n´1
˘n
,

esto es, existe una constante C ą 0 tal que para todo u,v P Cw

`

r0,8q; PM n´1
˘n,

se verifica que

}Bpu,vq}Cwpr0,8q;PMn´1q
n ď C }u}Cwpr0,8q;PMn´1q

n }v}Cwpr0,8q;PMn´1q
n
.

Demostración. De (2.1.3), sabemos que el producto u b v es la matriz con en-

tradas

pub vqk,j “ pukpx, tqvjpx, tqq .

Entonces, en la formulación de Fourier (3.3.10) se entiende ub u como:

´

ûb u
¯

pξ, tq “ pûkpξ, tq ˚ ûjpξ, tqqk,j .
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Es decir, si u P PM a, v P PM b, el producto uv es tal que

ûvpξq “ pû ˚ v̂q pξq.

Teniendo en cuenta lo anterior,

ˇ

ˇ

ˇ
P̂pξqiξ ¨ ̂pub vqpξ, τq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

ˇ

ˇ

ˇ
P̂pξq

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

k,j

|ξj pûkpτq ˚ v̂jpτqq pξq|

ď
ÿ

k,j

|ξj pûkpτq ˚ v̂jpτqq pξq| .

Usando el Lema 3.3, obtenemos que

|ξj pûkpτq ˚ v̂jpτqq pξq| “ |ξj|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

ûkpy, τqv̂jpξ ´ y, τq dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |ξ|

ż

Rn

1

|y|n´1|ξ ´ y|n´1
|y|n´1

|ûkpy, τq|

|ξ ´ y|n´1
|v̂jpξ ´ y, τq| dy

ď |ξ|

ˆ
ż

Rn

1

|y|n´1|ξ ´ y|n´1
dy

˙

}uk}PMn´1 }vj}PMn´1

“ |ξ|
`

K|ξ|1`1´n
˘

}uk}PMn´1 }vj}PMn´1

“ K|ξ|3´n }uk}PMn´1 }vj}PMn´1 .

Por lo tanto,

ˇ

ˇ

ˇ
P̂pξqiξ ¨ ̂pub vqpξ, τq

ˇ

ˇ

ˇ
ď K|ξ|3´n }u}PMn´1 }v}PMn´1 . (3.4.3)

Ahora, teniendo en cuenta (3.4.3), probamos que la forma bilineal es acotada en

el espacio Cw

`

r0,8q; PM n´1
˘n; en efecto,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

e´4π2pt´τq|ξ|2P̂pξqiξ ¨ ̂pub vqpξ, τqdτ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż t

0

ˇ

ˇ

ˇ
e´4π2pt´τq|ξ|2P̂pξqiξ ¨ ̂pub vqpξ, τq

ˇ

ˇ

ˇ
dτ

ď

ż t

0

e´4π2pt´τq|ξ|2
`

K|ξ|3´n }u}PMn´1 }v}PMn´1

˘

dτ
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“

ˆ
ż t

0

e´4π2pt´τq|ξ|2dτ

˙

K|ξ|3´n }u}PMn´1 }v}PMn´1.

Entonces,

}Bpu,vq}Cwpr0,8q;PMn´1q “ sup ess
ξPRn

|ξ|´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

e´4π2pt´τq|ξ|2P̂pξqiξ ¨ ̂pub vqpξ, τqdτ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď K }u}PMn´1 }v}PMn´1

ˆ
ż t

0

|ξ|2 e´4π2pt´τq|ξ|2dτ

˙

ď C }u}PMn´1 }v}PMn´1 ,

puesto que
ż t

0

|ξ|2 e´4π2pt´τq|ξ|2dτ ď C.

Resta ver la continuidad débil de Bpu,vq. Esto se sigue de manera análoga a

la demostración de la continuidad débil del operador N ptq en la Proposición 3.8

junto con las estimativas del producto pub vq obtenidas anteriormente. �

3.5 UN RESULTADO DE EXISTENCIA GLOBAL DE

SOLUCIONES

En esta subsección procedemos a enunciar y demostrar el teorema que garantiza

la existencia de una solución global en el tiempo para las ecuaciones de Navier

Stokes, con datos iniciales en espacios PM n´1.

Teorema 3.10. Sean u0 P PM n´1 y f P Cwpr0,8q; PM n´3
q, tales que

}u0}PMn´1 ` }f}Cwpr0,8q, PMn´3q
ă δ, para algun δ ą 0. Entonces existe una solu-

ción de (2.1.1) en el espacio Cwpr0,8q ; PM n´1
q. Esta solución es única en una

bola centrada en 0 y de radio r, Brp0q.

Demostración. Para demostrar el Teorema 3.10 haremos uso del teorema de la

función implícita. SeaX “ X1ˆX2, dondeX1 “ PM n´1 X2 “ Cwp
“

0, T q; PM n´3
˘

con la norma }pu0,fq}X “ }u0}X1
` }f}X2

, Y “ Cwp
“

0, T q; PM n´1
˘

y

F : X ˆ Y Ñ Y , definida por F ppu0,fq,uq :” U , donde

Uptq “ uptq ´ Sptqu0 `

ż t

0

Spt´ τq P pdiv pu b uqq dτ ´

ż t

0

Spt´ τq Pfpτq dτ.
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piq La aplicación F es continua de X ˆ Y Ñ Y . En efecto,

}U}Y “ }uptq}Y ` }Sptqu0}Y `

›

›

›

›

ż t

0

Spt´ τq pdivpu b uqq dτ

›

›

›

›

Y

`

›

›

›

›

ż t

0

Spt´ τq Pfpτq dτ
›

›

›

›

Y

.

Analicemos cada uno de los términos del lado derecho de la igualdad an-

terior:

• De la definición de la norma en el espacio solución Y y de la primera

parte de la prueba del Lema 3.7, tenemos que

}Sptqu0}Y ď }u0}PMn´1 .

• De la Proposición 3.9 se sigue que
›

›

›

›

ż t

0

Spt´ τq pdivpu b uqq dτ

›

›

›

›

Y

“ sup
tą0

›

›

›

›

ż t

0

Spt´ τq pdivpu b uqq dτ

›

›

›

›

PMn´1

ď sup
tą0

C }u}PMn´1 }u}PMn´1

“ C p}u}Y q
2.

• Finalmente, de la proposición 3.8, sabemos que

›

›

›

›

ż t

0

Spt´ τq Pfpτq dτ
›

›

›

›

Y

ď }f}X2
.

De lo anterior, tenemos que

}F ppu0,fq,uq}Y ď }u}Y ` }u0}X1
` }f}X2

` C p}u}Y q
2

ď }pu0,fq}X ` C }u}Y p1` }u}Y q,

lo que implica que F ppu0,fq,uq P Y . Note también que si
``

uk0,f
k
˘

,uk
˘

kPN
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es una sucesión en X ˆ Y tal que

``

uk0,f
k
˘

,uk
˘

kPN Ñ ppu0,fq ,uq en X ˆ Y,

entonces, tomando la diferencia F
``

uk0,f
k
˘

,uk
˘

´F ppu0,fq ,uq, siguiendo

el raciocinio anterior, se tiene que
›

›F
``

uk0,f
k
˘

,uk
˘

´ F ppu0,fq ,uq
›

›

Y

ď
›

›

`

uk0 ´ u0,f
k
´ f

˘›

›

X
` C

›

›uk ´ u
›

›

Y

`

1`
›

›uk
›

›

Y
` }u}Y

˘

Ñ 0,

cuando k Ñ 8.

piiq F pp0,0q,0q “ 0, se sigue de la definición de F .

piiiq Para cada pu0,fq P X, la aplicación F ppu0,fq, ¨q es de clase C1 de Y en Y .

Para cada u P Y , defina la aplicación lineal Lupūq “ U sobre Y dada por

Uptq “ ū`

ż t

0

Spt´ τq pdivpu b ūqq dτ `

ż t

0

Spt´ τq pdiv pū b uqq dτ.

(3.5.1)

Defina U ” F ppu0,fq,u` ūq´F ppu0,fq,uq´Lupūq. Debemos probar que

ĺım
}ū}YÑ0

}U }Y

}ū}Y
“ 0.
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En efecto,

U “ uptq ` ūptq `

ż t

0

Spt´ τq pdivpu` ūb u` ūqq pτqdτ

´

ż t

0

Spt´ τqPfpτq dτ ´ uptq ´
ż t

0

Spt´ τq pdivpu b uq pτq dτ

`

ż t

0

Spt´ τq Pfpτq dτ ´ Lupūq

“ ūptq `

ż t

0

Spt´ τq pdiv pu b u` u b ū` ū b u` ū b ūqq pτq dτ

´

ż t

0

Spt´ τq pdiv pu b uq pτq ´ Lupūq

“ ūptq `

ż t

0

Spt´ τq pdiv pu b ū` ū b u` ū b ūqq pτq dτ ´ Lupūq

“ ūptq `

ż t

0

Spt´ τq pdiv pu b ū` ū b u` ū b ūqq pτq dτ

´ ūptq ´

ż t

0

Spt´ τq div pu b ūq pτq dτ ´
ż t

0

Spt´ τq div pū b uq pτq dτ

“

ż t

0

Spt´ τq div pū b ūq pτq dτ.

Entonces,

ĺım
}ū}YÑ0

}U }Y

}ū}Y
“ ĺım
}ū}YÑ0

}F ppu0,fq,u` ūq ´ F ppu0,fq,uq ´ Lupūq}Y
}ū}Y

“ ĺım
}ū}YÑ0

›

›

›

›

ż t

0

Spt´ τq div pū b ūq pτq dτ
›

›

›

›

Y

}ū}Y

ď ĺım
}ū}YÑ0

C p}ū}Y q
2

}ū}Y

“ ĺım
}ū}YÑ0

C p}ū}Y q “ 0.

Por tanto, la derivada de Fréchet de la aplicación F es Lupūq.

pivq Biyectividad de L0pūq.

Es claro que de la definición dada en (3.5.1) que la aplicación L0pūq es in-

yectiva. Supongamos que L0pū1q “ L0pū2q, entonces
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L0pū1q ´ L0pū2q “ pū1 ´ ū2q `

ż t

0

Spt´ τq P div p0 b ū1 ´ ū2q pτq dτ

`

ż t

0

Spt´ τq P div pū1 ´ ū2 b 0q pτq dτ

“ ū1 ´ ū2.

Por lo tanto, ū1´ ū2 “ 0, con cual se conluye que L0pūq es 1-1. Ahora, para

demostrar la sobreyectividad, debemos probar que para u0˚ P Y , existe

u P Y tal que L0pūq “ u0˚; note que esto se verifica facilmente tomando

ū “ u0˚, pues L0pūq “ L0pu0˚q
.
“ u0˚.

Por tanto, por el teorema de la función implícita, existe una aplicación Γ de clase

C1

Γ : Bδ1p0q :“
 

pu0,fq P X : }u0}X1
` }f}X2

ă δ1

(

Ñ B̃δ2p0q :“ tu P Y : }u} ă δ2u ,

para algunos δ1, δ2 ą 0 tal que Γp0,0q “ 0 y F ppu0,fq,Γpu0,fqq “ 0, para todo

pu0,fq P Bδ1p0q, es decir,

0 “ Γpu0,fq ´ Sptqu0 `

ż t

0

Spt´ τq P pdivpΓpu0,fq b Γpu0,fqqq dτ

`

ż t

0

Spt´ τq Pfpτq dτ.

Así, si definimos u “ Γpu0,fq, tenemos que u verifica:

uptq “ Sptqu0 ´

ż t

0

Spt´ τq P pdivpu b uqq dτ `

ż t

0

Spt´ τq Pfpτq dτ,

en Y , desde que }pu0,fq}X ă δ1. La unicidad de la solución u P Y con norma

pequeña es consecuencia de la existencia de la aplicación Γ : Bδ1 Ñ B̃δ2 de clase

C1. �

A continuación mostramos un resultado de estabilidad global de las soluciones

bajo perturbaciones de la condición inicial y de las fuerzas externas.
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Teorema 3.11. Sean u0, ũ0 P PM n´1 y f , f̃ P Cwpr0,8q ; PM n´3
q tales que

}u0}PMn´1 ` }f}Cwpr0,8q;PMn´3q ă δ y }ũ0}PMn´1 ` }f̃}Cwpr0,8q;PMn´3q ă δ,

para algún δ ą 0, y sean u, ũ soluciones de (2.1.1) en Cw

`

r0,8q; PM n´1
˘

da-

das por el Teorema 3.10, con datos iniciales u0, ũ0 y funciones externas f y f̃

respectivamente. Para todo ε ą 0, existe δ1 ą 0 tal que si

}u´ ũ0}PMn´1`}f´ f̃}Cwpr0,8q;PMn´3q ă δ1, entonces }u´ũ}Cwpr0,8q;PMn´1q ă ε.

Demostración. La demostración del Teorema 3.11 es una consecuencia directa

de la continuidad de la aplicación Γ : Bδ1p0q Ñ B̃δ2p0q. �

3.6 SOLUCIONES AUTO SIMILARES

Considere que fpx, tq “ λ3fpλx, λ2tq es una función suave y pupx, tq, ppx, tqq es

una solución clasica del problema (3.3.1). No es difícil ver que el par

puλpx, tq, pλpx, tqq :“
`

λupλx, λ2tq, λ2ppλx, λ2tq
˘

,

con λ ą 0, también es solución de (3.3.1). Las soluciones de (3.3.1) que verifican

que

pupx, tq, ppx, tqq “ puλpx, tq, pλpx, tqq , @λ ą 0, @t ą 0, @x P Rn, (3.6.1)

se denominan soluciones auto similares. Podemos observar que tomando for-

malmente el límite t Ñ 0` en (3.6.1), el dato inicial upx, 0q debe ser una función

homogénea de grado ´1. Este hecho sugiere que un espacio conveniente para

encontrar soluciones auto similares para (3.3.1) debe ser un espacio de Banach

que contenga funciones homogéneas con ese exponente ´1. Como el espacio

PM n´1 contiene funciones homogéneas de grado ´1, se encuentra una razón

adicional para el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes en esta clase de

espacios de distribuciones.
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En esta sección presentamos un resultado de existencia de soluciones auto si-

milares en espacios PM a.

Teorema 3.12. Sea u0 P PM n´1. Asuma que u0 es una función vectorial homo-

génea de grado ´1, esto es, u0pλxq “ λ´1u0pxq, para todo x P Rn, y todo λ ą 0.

Si f P Cwpr0,8q ; PM n´3
q y verifica la relación de escala

fpx, tq “ λ3fpλx, λtq,

entonces la solución dada por el Teorema 3.10 es auto similar, esto es,

upx, tq “ λupλx, λ2tq, para todo x P Rn, y todo λ ą 0.

Demostración. Verifiquemos que uλpx, tq “ λupλx, λ2tq satisface la formulación

(3.3.10). En primer lugar, teniendo en cuenta (3.1.6) y la hipótesis de que

u0pλxq “ λ´1u0pxq, se tiene que

̂λSpλ2tqu0pλxq “ λe´λ
24π2t|λ´1ξ|2û0pλ

´1ξq

“ λe´λ
24π2t|λ´1ξ|2λnû0pλxq

“ λe´λ
24π2t|λ´1ξ|2λnλ´1û0pxq

“ e´λ
24π2t|λ´1ξ|2λnû0pξq

“ λne´4π2t|ξ|2û0pξq.

Además, observe que
̂

λ

ż λ2t

0

Spλ2t´ τq pP divpub uqq pλx, τq dτ

“ λ

ż λ2t

0

e´4π2pλ2t´τq|λ´1ξ|2P̂pλ´1ξqiλ´1ξ ¨
`

ûpλ´1ξ, τq b ûpλ´1ξ, τq
˘

dτ

“ λ3

ż t

0

e´4π2pλ2t´λ2sq|λ´1ξ|2 P̂pλ´1ξqiλ´1ξ ¨
`

ûpλ´1ξ, λ2sq ˚ ûpλ´1ξ, λ2sq
˘

ds

“ λ3

ż t

0

e´4π2pt´sq|ξ|2 P̂pλ´1ξqiλ´1ξ ¨
`

ûpλ´1ξ, λ2sq ˚ ûpλ´1ξ, λ2sq
˘

ds

“ λ3

ż t

0

e´4π2pt´sq|ξ|2 P̂pλ´1ξqiλ´1ξ ¨

"
ż

Rn

ûpλ´1y, λ2sqûpλ´1
pξ ´ yq, λ2sq dy

*

ds
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“ λn
ż t

0

e´4π2pt´sq|ξ|2 P̂pξqiξ ¨ pûλ ˚ ûλqpξ, sq ds.

De manera análoga, usando que fpx, tq “ λ3f pλx, λ2tq, se tiene que

̂
λ

ż λ2t

0

Spλ2t´ τq pPfpλx, τqq dτ “ λ

ż λ2t

0

e´4π2pλ2t´τq|λ´1ξ|2P̂pλ´1ξqf̂pλ´1ξ, τq dτ

“ λ3

ż t

0

e´4π2pt´sq|ξ|2P̂pλ´1ξqf̂pλ´1ξ, λ2sq ds

“ λ3

ż t

0

e´4π2pt´sq|ξ|2P̂pξqλn ̂fpλx, λ2sq ds

“ λn
ż t

0

e´4π2pt´sq|ξ|2P̂pξqf̂pξ, sq ds.

De las igualdades anteriores, tenemos que

ûλpξ, τ q “ e´4π2t|ξ|2û0pξq ´

ż t

0

e´4π2pt´τq|ξ|2P̂pξqiξ ̂puλ b uλqpξ, τq dτ

`

ż t

0

e´4π2pt´τq|ξ|2P̂pξqf̂pξ, τq dτ.

Por otro lado, como

}uλ}Cwpr0,8q;PMn´1q
“ sup

tě0
}uλptq}PMn´1

“ sup
tě0

›

›λupλx, λ2tq
›

›

PMn´1

“ sup
tě0

ˆ

sup ess
ξPRn

|ξ|n´1λ| ̂upλx, λ2tq|

˙

“ sup
tě0

ˆ

sup ess
ξPRn

|ξ|n´1λλ´n|ûpλ´1ξ, λ2tq|

˙

“ sup
tě0

ˆ

sup ess
ξPRn

|λ´1ξ|n´1
|ûpλ´1ξ, λ2tq|

˙

“ }u}Cwpr0,8q;PMn´1q
,

entonces, se concluye que u “ uλ, para todo λ ą 0, lo que concluye la demos-

tración del teorema. �
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