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RESUMEN

TITULO: ECUACIONES DE NAVIER-STOKES EN UN ESPACIO DE DISTRIBU-
CIONES.!

AUTOR: MIGUEL ANGEL FONTECHA MEDINA.2

PALABRAS CLAVES: ECUACIONES DE NAVIER-STOKES, DISTRIBUCIONES
TEMPERADAS, TRANSFORMADA DE FOURIER, ESPACIO DE PSEUDOME-
DIDAS, TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA, PROYECTOR DE LERAY, SO-
LUCIONES AUTO SIMILARES

DESCRIPCION:

El presente trabajo esté dirigido al estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes.
Ademas de hacer una breve deduccidn del sistema Navier-Stokes, analizamos la
existencia de solucion global del problema de Cauchy asociado, en un espacio
de distribuciones temperadas construido a partir de la transformada de Fourier,

denominado el espacio de las pseudomedidas.

Iniciamos con una breve introduccion, en la cual, hablamos de las dos maneras
de enfrentar el problema de Cauchy asociado a las ecuaciones de Navier-Stokes.
En el primer Capitulo, introducimos algunos conceptos y resultados relevantes
usados en el desarrollo del trabajo. En el Capitulo 2, realizamos una descripcién
del origen fisico del modelo de Navier-Stokes, a partir de las leyes clasicas de la
mecanica newtoniana, como lo son la Ley de conservacion de la masa y la Ley

de conservacién del momento.

En el Capitulo 3, mostramos que el espacio de las pseudomedidas es un es-
pacio de Banach, revisamos algunas de sus propiedades funcionales basicas y
verificamos algunas propiedades del producto de funciones en estos espacios.

Seguido de esto, revisamos el proyector de Leray y posteriormente, presenta-

Trabajo de grado.
2Escue:la de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander.
Director: Elder Jesus Villamizar Roa, Ph.D. en Matematicas.
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mos la formulacion integral asociada al problema de Cauchy asociado al modelo
Navier-Stokes. Se verificaron algunas estimativas lineales y no lineales, a partir
de las cuales, demostramos la existencia de solucién global de las ecuaciones
de Navier-Stokes con datos iniciales en el espacio de pseudomedidas Z2.#" !,

via el teorema de la funcién implicita.

Finalmente, estudiamos la existencia de soluciones auto similares en los espa-

cios 2.4 1.
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ABSTRACT

TITLE: NAVIER-STOKES’ EQUATIONS IN A SPACE OF DISTRIBUTIONS.®
AUTOR: MIGUEL ANGEL FONTECHA MEDINA.*

KEYWORDS: NAVIER-STOKES’ EQUATIONS, TEMPERED DISTRIBUTIONS,
THE FOURIER TRANSFORM, SPACE OF PSEUDOMEASURE, IMPLICIT FUN-
CTION THEOREM, LERAY’S PROYECTOR, SELF SIMILAR SOLUTIONS.

DESCRIPTION:

The present work is directed to the study of Navier-Stokes’ equations. In addition
to making a brief deduction of the Navier-Stokes system, we analyzed the existen-
ce of a global solution of the associated Cauchy problem, in a space of tempered
distributions constructed from the Fourier transformation, called the space of the

pseudomeasures.

We started with a brief introduction, in which, we talked about the two ways to
face the Cauchy problem associated with the Navier-Stokes equations. In the first
chapter, we introduced some relevant concepts and results used in the develop-
ment of the work. In Chapter 2, we performed a description of the physical origin
of the Navier-Stokes model, based on the classical Newtonian mechanics, such

as the law of conservation of mass and the law of conservation of the moment.

In Chapter 3, we showed that the pseudomeasure space is a Banach space, we
reviewed some of its basic functional properties and verified some properties of
the product of functions in these spaces. Following this, we reviewed the Leray
projector and later, we presented the integral formulation related to the Cauchy
problem associated with the Navier-Stokes model. Some linear and non-linear
estimates were verified, from which we demonstrated the existence of a global

solution of the Navier-Stokes equations with initial data in the pseudomeasures

3Degree work.
4Escue’Ia de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander.
Director: Elder Jesus Villamizar Roa, Ph.D. en Matematicas.
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space Z.# ", via the theorem of the implicit function.

Finally, we studied the existence of similar auto solutions in spaces Z.#".
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INTRODUCCION

Las ecuaciones de Navier-Stokes estan conformadas por un sistema de ecua-
ciones en derivadas parciales, las cuales describen el movimiento de un fluido
viscoso incompresible. Se entiende por fluido a un agregado de particulas que se
deforma en forma continua ante cualquier fuerza que actue sobre él. La resisten-
cia de un fluido a las deformaciones producidas por las tensiones corresponde
a la viscosidad, y la incompresibilidad corresponde a la propiedad de algunos

fluidos de preservar el volumen bajo efectos de presién.

En forma vectorial, el sistema de Navier-Stokes es dado por el sistema

% _pAu+ (u-Vu+Vp=f, enQx(0,0),
o (V) (0, 0) (0.0.1)

divu = 0, en Q x (0,0),

donde u = u(x,t) = (ui(x,t), -+ ,u,(x,t)) y p=p(x, t)son lasincognitas que
denotan, respectivamente, el campo velocidad y la presion mecanica del fluido
en el instante t > 0 y en la posicion « € Q < R*,n = 2,3. La funcion f denota
un campo dado de fuerzas externas y v representa la viscosidad cinematica del
fluido. Se asume, sin pérdida de generalidad, que la densidad del fluido es cons-
tante e igual a 1. El sistema (0.0.1) se complementa con condiciones iniciales u,
y de frontera; en particular, comunmente se consideran condiciones de Dirichlet

u = 0 sobre la frontera 0f).

Desde su formulacion, en la primera mitad del siglo XIX, las ecuaciones de
Navier-Stokes han atraido el interés de muchos investigadores de la comunidad

cientifica mundial; ese interés se debe al hecho de que estas ecuaciones son
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usadas en el estudio de problemas fisicos relacionados con la metereologia, la
aeronautica, la oceanografia, la ingenieria hidraulica, entre otros, y también des-
de el punto de vista matematico debido a la dificultad en el analisis cualitativo del
modelo y a una variedad de problemas abiertos que existen en la actualidad. En
efecto, es bien conocido que uno de los siete problemas del milenio, propuesto
por el Instituto Clay de Mateméticas, corresponde justamente con el problema de
existencia de solucion global clasica de las ecuaciones de Navier-Stokes en el

caso tridimensional [5].

Hasta el momento se conocen dos maneras de enfrentar el problema de Cauchy
asociado a las ecuaciones de Navier-Stokes. La primera de ellas es debida a
Jean LERAY [15, 16, 17] quien introdujo el concepto de soluciones débiles (tur-
bulentas), y la segunda es debida a Tosio KATO [13] que permite obtener la exis-
tencia y unicidad de soluciones (blandas) globales y regulares, bajo condiciones
de pequefiez de los datos iniciales y de las fuerzas externas que actian sobre
el fluido. El concepto de solucién débil introducido por Leray permite el analisis
de soluciones en espacios mas grandes a los espacios clasicos para describir el
movimiento de un fluido; mas aun, una de las motivaciones planteadas por Leray
era la de considerar una clase de soluciones permitiendo que el rotacional de la
velocidad tienda a infinito en tiempo finito: El problema que Leray planted sobre
la ocurrencia de singularidades en fluidos turbulentos en el caso 3D, se mantiene
como un problema abierto. Leray estudié la posible existencia de singularidades
y not6 que el conjunto {t € [0, T] : |rotu| 2 = w0} tiene medida de Lebesgue cero,
mas aun, medida 1/2-Hausdorff cero; También, demostré que el complemento
de este conjunto en [0,7"] es una unién numerable de intervalos semi cerrados
[ai, b;). En esta direccion, es importante remarcar un resultado de Caffarelli, Kohn
y Niremberg [2] el cual extendié considerablemente el trabajo de Leray sobre sin-
gularidades, estableciendo que el conjunto de puntos de posibles singularidades

posee medida de Hausdorff unidimensional cero.

La formulacién débil introducida por Leray se obtiene multiplicando la ecuacién
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(0.0.1) por funciones test v € V e integrando sobre (2, siendo
V={ve (CyN)": dive =0},

donde C°(2) denota el espacio de las funciones infinitamente diferenciables que
poseen soporte compacto en 2. Consideremos el espacio de Sobolev H'(2) de
las funciones en L?(Q2) que poseen primeras derivadas distribucionales en L?(12),
por H} () el subespacio de las funciones en H'(2) que se anulan en 99, y por V'
la clausura de V en la norma de H}(2). Entonces, la formulacién débil de (0.0.1)
consiste en hallar una funciéon w : (0,0) — V tal que para casi todo ¢ > 0, se

verifique (en el sentido de distribuciones sobre (0, «0)) que:

%(u(t), v) +v(Vu, Vo) + ((u- V)u,v) = (f,v), VvoeV, (0.0.2)

u©(0) = uy. (0.0.3)

En el marco de la teoria L?, usualmente se denominan soluciones débiles a fun-
ciones vectoriales que pertenecen al espacio L?(0,7;V) n L*(0,T; H(R?)), para
todo 7" > 0, y que verifican la formulacién (0.0.2)-(0.0.3), donde H denota la clau-
sura de V en la norma L?(Q2). Adicionalmente, se denominan soluciones fuertes
a aquellas funciones vectoriales que verifican (0.0.2)-(0.0.3) y que pertenecen al
espacio L*(0,T; D(A))nL*(0,T;V), paratodo T > 0, siendo D(A) = V n H*(Q).
Aqui, H? representa el espacio de Sobolev formado por las funciones que po-
seen derivadas (en el sentido de las distribuciones) hasta de orden 2 en L*(Q).
Los resultados de existencia y unicidad dependen de la dimension; en resumen,
en el caso bidimensional, la teoria de existencia en el contexto de los espacios L?
es satisfactoria, mas exactamente, se conoce la buena colocacion en el sentido
de Hadamard: existencia y unicidad de soluciones débiles; existencia y unicidad
de soluciones fuertes desde que los datos, y el dominio, sean suficientemente
regulares; y la dependencia continua de las soluciones respecto a los datos. En
el caso tridimensional, solo se tienen resultados parciales; se tiene la existencia y
unicidad de soluciones fuertes en algun intervalo (0,7*) con T* dependiendo de

los datos. También se tiene la existencia de soluciones débiles sobre (0, ). La
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unicidad de soluciones débiles, asi como la existencia global de soluciones fuer-
tes se mantienen como problemas abiertos. Todos los resultados anteriormente
mencionados constituyen la columna vertebral de la teoria L? de las ecuaciones

de Navier-Stokes, y pueden ser consultados en las referencias [8, 14, 19].

Una segunda manera de enfrentar el problema de Cauchy asociado a las ecua-
ciones de Navier-Stokes es debida a Kato [13]. El abordaje de Kato se basa en la
teoria de semigrupos y técnicas de punto fijo, permitiendo demostrar la existencia
y unicidad de soluciones blandas (mild solutions), que de hecho son regulares,
bajo condiciones de pequefiez sobre los datos y las fuerzas externas; sin embar-
go, la técnica de Kato no permite considerar soluciones singulares a priori, impo-
sibilitando obtener conclusiones sobre su existencia. El método de Kato permite
estudiar posibles soluciones singulares cuando éste se aplica en algunos espa-
cios especiales de funciones, como por ejemplo, los espacios de pseudomedidas
Z.#™*. Un espacio critico (asociado a las ecuaciones de Navier-Stokes) se en-
tiende como un espacio de Banach X cuya norma es invariante bajo la relacion
de escala u(x) — A\u(Ax), para todo A > 0. Esta relacion de escala permite ver
diferencias estructurales sobre la ecuacién de Navier-Stokes en el caso 3D com-
parado con el caso 2D; mientras que en el caso bidimensional la energia cinética
E(u) = sup,5 |lu(-,t)|3. se preserva por el scaling, esto es E(u) = E(u,), en el
caso tridimensional se tiene que E(u) = AE(u,), lo que lleva a que E(u)) — o©
cuando A — 0, es decir, hay un mal comportamiento de la energia en peque-
Aas escalas. Lo anterior naturalmente motiva el estudio de soluciones que sean

invariantes por el scaling, a saber, las llamadas soluciones auto similares.

Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones, nos planteamos el objetivo
principal de esta disertacion que consiste en analizar la existencia de soluciones
para el problema de Cauchy asociado a las ecuaciones de Navier-Stokes en
el espacio n-dimensional, con datos iniciales en espacios de pseudomedidas
PN

Buena parte del contenido de la presente disertacion se basa esencialmente en

el articulo [3], con algunas variaciones en la prueba del teorema de existencia, y
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desarrollando con mas detalle los resultados preliminares y estimativas lineales
y no lineales. Para la prueba del teorema de existencia haremos uso del teorema
de la funcion implicita en lugar de la técnica de punto fijo de Banach usada en
[3], lo cual garantiza necesariamente la dependencia continua de las soluciones
respecto a los datos iniciales y fuerzas externas. Otras referencias que han so-
portando esta disertacion son [8, 20]. En la referencia [8] se estudia un sistema
acoplado de las ecuaciones de Navier-Stokes con una ecuacidén de temperatu-
ra (sistema de Boussinesq) en espacios &2.#“, mientras que la referencia [15]

ofrece una buena aproximacién a la deduccién fisica del modelo.

El contenido de la presente disertacidn se ha organizado de la siguiente manera:
en el segundo capitulo, se introducen algunos conceptos y resultados relevantes
que seran utilizados en el desarrollo del trabajo. Iniciamos introduciendo la de-
finicidbn de los espacios de Lebesgue y algunas desigualdades importantes que
satisfacen las funciones que pertenecen a estos espacios. En la segunda sec-
cién, hablamos del espacio de las distribuciones y también del espacio de las
distribuciones temperadas. Seguido de esto, damos la definicién de la transfor-
mada de Fourier y enunciamos algunas de sus propiedades mas importantes.
En la ultima seccidn de este capitulo, abordamos las nociones basicas de la de-
rivada de Fréchet, y enunciamos el Teorema de la funcion implicita, el cual sera
usado para demostrar un teorema de existencia de solucién de las ecuaciones

de Navier-Stokes.

En el Capitulo 3, presentamos el modelo de Navier-Stokes y damos una breve
deduccion de este modelo a partir de la Ley de conservacion de la masay la Ley
de conservacion de la cantidad de movimiento. En el Capitulo 4, introducimos
un espacio de distribuciones temperadas sobre el cual queremos demostrar la
existencia de solucién para el problema de Cauchy asociado a las ecuaciones de
Navier-Stokes. Este espacio es conocido en la literatura como espacio de pseu-
domedidas; demostramos que éste es un espacio de Banach, y mencionamos
algunas de sus propiedades fundamentales. Seguido de esto, revisamos el pro-

yector de Leray y posteriormente, presentamos la formulacién integral asociada
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al problema de Cauchy asociado al modelo Navier-Stokes. Demostramos la exis-
tencia de solucién global de las ecuaciones de Navier-Stokes con datos iniciales
en el espacio de pseudomedidas Z.#" ', via el teorema de la funcién implici-
ta, y finalmente, estudiamos la existencia de soluciones auto similares en estos

espacios.
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Capitulo

PRELIMINARES

En este capitulo presentamos algunas definiciones y resultados preliminares que
nos facilitaran el entendimiento del contenido del presente trabajo; se inicia con
la definicidén de los espacios de Lebesgue P, y a continuacibn mencionaremos
algunas de sus propiedades. Posteriormente, enunciaremos la definiciéon y pro-
piedades del espacio de Schwartz y el espacio de las distribuciones temperadas;
luego, recordaremos la definicion de la transformada de Fourier y enunciamos
algunas de sus propiedades. Finalmente, haremos una breve revision de la deri-
vada de Fréchet y enunciamos el teorema de la funcién implicita. Los resultados
preliminares presentados en este capitulo pueden ser encontrados en Folland
[9], Grafakos [10].

1.1 ESPACIOS DE LEBESGUE

Sea 2 un abierto de R". Para 1 < p < o, se define el espacio de Lebesgue
LP(©2) como el espacio vectorial de todas las (clases de equivalencia) funciones

Lebesgue medibles u : {2 — R tales que

Jul,, = (L lu(z) [’ dm)é < 0. (1.1.1)
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El funcional (1.1.1) define una norma en L?(2), con lo cual, (L?,|-|,,) s un
espacio de Banach. El espacio L?*(f2) es un espacio de Hilbert con producto

interno dado por

Los espacios L? de funciones vectoriales u : 2 — R” seran denotados por L?,
es decir,

L? ={u=(uy, - ,u,) :u; € LP para i=1,--- ,n},

en cuyo caso, la norma esta dada por

n 3
2
|l = <Z |U1LP> :

i=1

Por otra parte, cuando p = o, el espacio L*(f2) es definido como el espacio
vectorial de todas las (clases de equivalencia) funciones Lebesgue medibles w :
2 —> R tales que

[u] ;e = sup ess |u(x)| < . (1.1.2)
xe

Los espacios L*(f2) de funciones vectoriales u : 2 — R™ son denotados por

L*(©), con norma |u| ;.. = 1rrgéLx {||lwi] ;0 }, donde w = (uq, -+, uy).
<i<n

El funcional (1.1.2) define una norma en L*(£2), con la cual, (L*,|-|,;~) €s un
espacio de Banach. Para p e (1, x), el espacio dual de L?(2) es dado por L* (1),
con p' verificando

E+E=L
Ademas, el dual de L'(Q) corresponde con L*(2). Se denota por L! (Q), 1 <
p < oo, al conjunto de funciones f € L?(Y'), para todo (' <  abierto y acotado.
Algunas desigualdades importantes que se verifican en los espacios L?(£2) son:

la desigualdad de Minkowski, HOlder e Young.
» Desigualdad de Minkowski: Sea 1 < p < w. Si f, g € LP(Q2), entonces

1f + 9l < 1Al + gl (1.1.3)

20



» Desigualdad de Holder: Sea 1 < p < w. Si f € LP(Q) y g € L¥(Q2), entonces

[fgl <171

gl - (1.1.4)

e

. 1 1 1 .
» Desigualdad de Young: Sea 1 <p,¢q,r <o talque —+-=-+1.Si f €
p q T

LP(R™)y g € LY(R™) la convolucion f = g e L"(R") y vale que

Hf*QHLr < Hf“Lp HQHan (1.1.5)

donde

(f+9)(x)= | fx—y)g(y)dy.

]Rn

1.2 EL ESPACIO DE SCHWARTZ Y LAS DISTRIBUCIONES

TEMPERADAS

A continuacion definimos el espacio de las funciones de Schwartz. Este espacio

guarda buenas propiedades en relacién a la transformada de Fourier y es la base

para la definicion de las distribuciones temperadas.

Antes de dar esta definicion, introducimos algunas notaciones que son necesa-

rias para entender el contexto. Cuando una funcién es de varias variables usare-

mos convenientemente una notacién compacta para las derivadas parciales de

ordenes superiores. Un multiindice es una n-upla de enteros no negativos. Si

a = (ag, - ,a,) €s un multiindice, denotamos

oled

D = ————
QL Qgpan’
0xy 0z on

donde |a| = a; + -+ + .

Por otra parte, el espacio de las funciones reales definidas en un abierto 2 < R”,

cuyas derivadas de orden k € Z* son continuas, es denotada por C*(Q2) y el

espacio de todas las funciones reales infinitamente diferenciables por C*((2). El
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espacio de funciones C*(£2) con soporte compacto en 2 es denotado por C°(2).

El espacio de las funciones test D(2) sobre un abierto 2 de R", corresponde
al conjunto C3°(R") dotado de la siguiente nocién de convergencia: Dada una
sucesion {p,,} < CL () y ¢ € CF(R), se dice que ¢, converge a ¢ si se verifica

que:

(i) Existe un compacto K < R™ tal que los soportes de ¢,, y ¢ estan en K,

para todo m € N.

(i) Para cada a multiindice, la sucesion {D*y,,} converge uniformemente a

D=y, cuando m tiende a infinito.

El conjunto de las distribuciones (o funciones generalizadas) en €2, denotado por
D'(2), comprende el conjunto de funcionales lineales y acotados definidos sobre
D(Q), es decir,

D'(Q) ={T:D(Q) - R | T es lineal y continuo} .

La continuidad de 7" € D'(2) es entendida en el siguiente sentido: si {¢,,} < D(2)
y ¢ € D(Q) es tal que ¢,, — ¢, entonces (T, ¢,,y — (T, ), cuando m — o, 0
equivalentemente, (T, ¢,,» — 0 cuando m — oo, para toda sucesion {¢,,} < D(Q)

que converge a cero en D(12).

Por otra parte, el espacio de Schwartz, denotado por S, consiste de las funcio-
nes C*(R™) que, junto con sus derivadas, decaen en el infinito mas rapido que
cualquier potencia de |x|. Mas precisamente, para cualquier entero no negativo

N y cualquier multiindice «, se define
S = {f € C” | |f](n.c < - para todo N,a} ,

donde
[l vy = SUP (1 + |2[Y) |0 f ()] .

xeR™
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Claramente, el espacio C°(R") < S; sin embargo, esta contenencia es estricta;
en efecto, la funcién f(z) = ¢ *I* pertenece a S pero no es un elemento de
Cy(R).

La nocién de convergencia en el espacio S esta dada de la siguiente manera:

Sea (¢;)ien = S, entonces p; — p en S, si

lpi = ¢l (na — 0, paratodo N eN, aeN".

Una distribucién temperada 7' es un funcional lineal continuo definido sobre S;
el conjunto de todas las distribuciones temperadas es denotado por &’; se usa
la misma notacién utilizada en las distribuciones para indicar la accién de una
distribucion, es decir, si F' € S’y ¢ € S denotaremos el valor de F' sobre ¢ por
(F, ¢). El conjunto S’ es dotado de la topologia natural dada por la convergencia
puntual, es decir, dada una sucesién {f,} < &', se dice que f, converge para
fe S si nlgrolo {fn, ) = {f,®), para toda ¢ € S. Dos distribuciones f,g € S’ son
iguales, si y solamente si, {f,¢) = {g,¢) paratoda ¢ € S.

Ejemplo 1.1. Cualquier funcion real f € LP(R"), con 1 < p < oo, define una
distribucién temperada; en efecto, como la funcién (1 + |z|)=" € L(R"), donde
1/p+1/q = 1, desde que 5 > n/q, entonces, por la desigualdad de Hélder se
tiene que (1 + |z|)~?f € L'(R™), y en consecuencia, la aplicacion F; : S — R

dada por (Fy,p) = f f, define una distribucion temperada.
]Rn

Dado un multiindice o € N* y f € &', la derivada distribucional de f, de érden «,

es dada por la distribucién 0% f € S’, la cual es definida por

(0% f,9) = (~D)*1(f,0%0), Vp e S.

1.3 LA TRANSFORMADA DE FOURIER

La transformada de Fourier es una herramienta fundamental para el estudio de

ecuaciones diferenciales parciales. En el caso de las ecuaciones de Navier Sto-
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kes que es el que nos ocupa, usaremos la transformada de Fourier para definir
un espacio de distribuciones en el cual es posible obtener la existencia global de
soluciones para el problema de Cauchy asociado. Si f € L'(R"), la transformada

de Fourier de f se define como

-~

Fi(€) = fie) = | f@yemsaa. (13.1)

De la definicién anterior se sigue que | f].» < | f] .. Ademas f es continua [9];
asi F: f e L'(R") - BC(R"), donde BC(R") denota el espacio de funciones

continuas y acotadas definidas en R".

Ejemplo 1.2. ( Proposicién 8.24 de [9]) Sia > 0 y f(x) = e ™= entonces, se
sigue que f(&) = a~"2emIEl/a,

Algunas propiedades importantes de la transformada de Fourier son resumidas
en la siguiente proposicién.

Proposicion 1.3. Supongamos f,h € L'(R"). Entonces

L — ~—~

(1) (f =h) = fh.
(2) Siz~f e L'(R") para |a| < k, entonces FeCHRY) y 0of = [(—2mix)>f]"

(3) SifeCkR"), 0%f e LY(R") para|a| < k, y 0*f € Coo(R™) para |a| < k — 1,

entonces (0*f) (&) = (2mi€)” f(€). Aqui C(R™), denota el espacio de las

funciones continuas en R" que se anulan en el infinito.
(4) (Lema de Riemman Lebesgue) F (L'(R")) = Cy,(R™).
(5) F(S) < S.
(6) Si f,h e L'(R"), entonces ) fh = ) fh.

Si f € L'(R), la transformada inversa de Fourier, denotada por f o F~!(f), esta

definida por

~

f@)=f@w>=jf@k%w€@. (13.2)
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Teorema 1.4. (El teorema de inversion de Fourier) Si f € L'(R") y f e L'(R"),
entonces (f) - fetp.

Como corolario del Teorema 1.4, se tiene que F define un isomorfismo de S en
S.

Teorema 1.5. (Teorema de Plancherel) Si f € L'(R") n L*(R"), entonces Fe
L*(R™) y Fl1®m)nr2rny) S€ extiende unicamente a un isomorfismo unitario en
L*(R™).

Como consecuencia del Teorema de Plancherel, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 1.6. (La desigualdad de Hausdorff-Young) Sea1l < p < 2 y q el
exponente conjugado de p. Si f € LP(R™), entonces f € LYR™) y |l .. < |f|

Lpr-

Lema 1.7. Si f, h e L*(R"), entonces (fﬁ) = fh.

La transformada de Fourier se extiende al espacio de las distribuciones tempe-

radas de la siguiente manera: Dada f € &', se define la transformada de Fourier

f,y la transformada de Fourier inversa de f, a través de las expresiones
(Fey=48 v ()=,
para toda ¢ € S. Con esta definicion, la transformada de Fourier define un iso-

morfismo continuo de S’ en S’ [12].

Finalmente, se establece una relacidén entre la transformada de Fourier y las de-

rivadas distribucionales a través de las siguientes expresiones

Proposicion 1.8. Sea a € N" un multiindice y f € S'. Entonces se tiene que

f = (=)@, (1.3.3)
f= (=)@ )", (1.3.4)

donde los productos saf y x®f son entendidos como <£°‘f, g0> = <f, Eag0> y

(x®f, ) ={f,x%p), para toda y € S, respectivamente.
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1.4 DERIVADA DE FRECHET

Recordemos que dado un espacio de Banach X, su dual topoldgico X’ corres-
ponde con el conjunto de funcionales lineales y acotados de X en R. La norma
en X' es dada por
IF| = sup [(F)].
lzf=1

Definicion 1.9. Sea X un espacio de Banach, U un subconjunto abierto de X y
J : U — R un funcional. Se dice que J es fréchet diferenciable en u € U, si existe
A e X' tal que

Si J es diferenciable (Fréchet) en todo u € U, se dice que J es Fréchet diferen-

ciable.

Si J es fréchet diferenciable se tiene que

J(u+v) = J(u)+ Av + o(|v|),

cuando |v|| — 0, para algun A € X'. Se sigue de la definicién que si J es Fré-
chet diferenciable en u, entonces J es continuo en u. Ademas, se tiene que si
J es fréchet diferenciable el funcional A es unico, y es comunmente llamado la

diferencial de Fréchet de J en « y denotado por J'(u).

Definicién 1.10. Sea X un espacio de Banach, U — X abierto. Si J : U — R es
Fréchet diferenciable, la aplicacion J' : U — X' tal que a cada v € X le asigna

J'(u) € X' es llamada la derivada de Fréchet de J.

En general, J’' es una aplicacion no lineal. Si J' : U — X' es continua se dice que

J es de clase C' sobre U y se escribe J € C'(U).

Los ejemplos mas sencillos de funcionales diferencibles son los funcionales li-
neales acotados J : X — R, esto es, J € X', siendo X un espacio de Banach.

En este caso J es Fréchet diferenciable en X' y J'(u) = J, para todo u € X.
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Un ejemplo mas interesante de funcional Fréchet diferenciable es dado por fun-

cionalesdelaformaJ: X - R

J: X — R

u o~ alu,u),

donde a : X x X — R corresponde a una forma bilineal y continua definida sobre
un espacio de Banach X. En este caso se tiene que J es Fréchet diferenciable

sobre X y vale que
J'(u)v = a(u,v) + a(v,u), paratodo u,v € X,

o lo que es lo mismo,
J(u) = a(u,-) + a(-,u).

Teorema 1.11. (Teorema de la funcion implicita) Sean X,Y, Z espacios de Ba-
nach, U ¢ X yV < Y vecindades de x, y yo respectivamente, ademas, sea
F :U x V — Z continua y continuamente diferenciable con respecto a y. Supon-
ga también que F(zo,y0) = 0 y F, ' (z0,90) € Z(Z,Y). Entonces existen bolas
B, (zy) < U, Bs(y) = V y exactamente una aplicacion T : B,(zy) — Bs(yo) tal

que Txy =y y F(z,Tz) =0 en B,.(xy). Esta aplicacion T es continua.
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Capitulo

EL MODELO NAVIER-STOKES

El objetivo de este capitulo es presentar el modelo de Navier-Stokes y hacer una
breve deduccion de las ecuaciones diferenciales parciales que lo conforman, a
partir de la Ley de conservacion de masa y la Ley de conservacién del momen-
tum. Iniciamos presentando el sistema de ecuaciones y describimos cada uno
de los términos que las conforman. La descripcion de las ecuaciones de Navier-

Stokes que presentamos aqui, ha sido tomada esencialmente de las referencias
[4], [71y [20].

2.1 EL MODELO

Las ecuaciones de Navier-Stokes estdn dadas por el siguiente sistema de ecua-

ciones en derivadas parciales

P%—?—MAu+P(U-V)U+V7T=F7 ean(O,oo), (211)

divu =0, en Q x (0, 0),

donde u = u(x,t) = (ui(x,t), - ,u,(x,t)) y =w = w(x,t) son las incognitas
gue denotan, respectivamente, el campo velocidad y la presidén del fluido en el

instante ¢ > 0y en la posicion x € Q2 < R*,n = 2,3. Ademas, Vr representa
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el gradiente de la presion 7. La funcién F denota un campo dado de fuerzas

externas, p representa la viscosidad dinamica y p es la densidad del fluido. El

operador A corresponde al operador Laplaciano definido como la suma de las

segundas derivadas parciales, esto es, A = i a%, con lo cual, siendo u un
=1 "

campo vectorial,

n

Au = (Auy, ..., Au,) = 2

i=1

n

2U1
2,-2 =
L

i1 O

QD

i)}

El término div w representa la divergencia del campo vectorial u, y esta definido

por
ou;
divu = 2 .
Finalmente, el término no lineal (u - V)u es definido por [(u - V)u]; = Z U, g;j;
i=1,---,n.Siseasume que la densidad del fluido es constante, podemos dividir
la primera ecuacion en (2.1.1) por p, y obtener el sistema
% _yAu+ (u-Viu+Vp=Ff, enQx(0,0),
(2.1.2)

divu =0, en Q x (0, 0),
donde ahora v = u/p denota la viscosidad cinematica, p = 7/p es la presion
cinematicay f = F/p es la densidad de masa de las fuerzas externas.

En el desarrollo del Capitulo 4, sera conveniente usar una reescritura del término

no lineal (u - V)u, también llamado término convectivo, como se muestra a con-

tinuacion. Si u = (uy,- -+ ,u,) y v = (v1,--- ,v,), entonces se denota por u ® v a
la matriz
Uty -0 UUp
URV = : : . (2.1.3)
UpV1 -+ UpUp
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Asi, por la definicién de la divergencia y por la regla del producto, se tiene que

Or(ugvy) + -+ + 0, (ugvy,)
div(u®uv) =

Ou(Unv1) + -+ + 0y (upvy)

uy (Opvy + -+ + 0,up) V10U + - + U0,

Up (Opv1 + -+ + 0,up) V10Up + ++ + Uy Oxly,

= (divv)u + (v - V)u.

En el caso v = u, con div u = 0, se sigue que
(u-Vu=div (u®u). (2.1.4)
El sistema (2.1.1) es completado con condiciones iniciales y de frontera

u(0) = ug(x), enQ, (2.1.5)

u =0, sobre 012,

donde u, denota el dato inicial. La condiciéon « = 0 sobre 02 se denomina condi-

cion de no deslizamiento.

2.2 DESCRIPCION MATEMATICA

Denotamos por Q; < R™ a la region que ocupa una porcién de un fluido en
el instante de tiempo ¢t = 0, y por ; el dominio ocupado por el fluido en el
tiempo ¢. Dado un punto y € €y, podemos considerar la curva t — ®(y,t) la
cual describe la trayectoria de la particula que en el instante ¢t = 0, ocupa la
posicion y. Asi, la descripcion del movimiento del fluido queda completamente
determinada si calculamos la funcion @, : Q, — 2, tal que ¢,(y) = ®(y,?). Las

variables independientes son la posicion inicial y, y el tiempo t. Por definicion del
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campo de velocidades, tenemos que
0

con lo cual, invirtiendo la funcién ®, se obtiene que

u(x,t) = o%@(@_l(w),t).

Q

Figura 1: Representacién del movimiento de particulas.

Naturalmente, se requieren de algunas hipétesis de regularidad sobre ®;; mas
exactamente, se asume que o, es suficientemente suave y define un difeomor-
fismo entre Q, y Q. A esta descripcion se le denomina descripcion Lagrangiana
en honor a Joseph Louis LAGRANGE, y a los puntos de 2, se les denomina
coordenadas materiales. A pesar de que esta formulaciéon es bastante visual y
geométrica, no es muy util para trabajar. En lugar de ello, se plantea la denomi-
nada descripcién Euleriana, la cual, en lugar de seguir el movimiento de cada
particula del fluido, considera la velocidad u(x,t) de la particula que en el ins-
tante ¢, ocupa la posicion x. Si se conoce la expresion de u en funcién de x vy ¢,

podemos hallar las trayectorias ®(y, t), para cada y € €2, resolviendo el problema
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de valor inicial

do _ u(x,t),

a (2.2.2)
z(0) =y,
y definiendo ®(y,t) como el valor de la soluciéon = de (2.2.2) en el tiempo ¢. Si
u es un campo de clase C' se obtiene una Unica solucién x = ®(y, t) definida
en un cierto intervalo de tiempo. En conclusion, en la descripcién euleriana, en
lugar de fijar la atencién en lo que sucede con cada una de las particulas por
separado, se centra en lo que sucede en un punto x, sea quien sea la particula

de fluido que llegue a estar en esa posicién fija de la trayectoria.

2.3 DERIVADA MATERIAL Y TEOREMA DEL TRANSPORTE

Como mencionamos en la seccion anterior, la descripcion euleriana es la mas
cémoda a la hora de describir el movimiento de un fluido; sin embargo, para
comprender los fendmenos de los fluidos, se hace necesario un uso simultaneo
del enfoque euleriano y lagrangiano. En cada caso, los conjuntos de las variables

independientes son distintos, pero relacionados por la aplicacion « = @ (y, t).

Asi, dada una funcién f(x,t), « € Q,;, y una trayectoria ® (y,t), nos pregunta-
mos por la relacidén entre la derivada de f con respecto a t (para un « fijo) con
la derivada temporal de f a lo largo de la trayectoria de la partl'cula que en el
instante ¢, ocupa la posicién x € Q,, es decir, la relacién entre 2L t y at, donde

F(y,t) = f(®(y,t),t). Porlaregla de la cadena tenemos que

OF dd of

S ) = VI @0y, 0.0 Ty 1) + S (@(y.0).0)

= Vf(x, t)u(x,t) + i—j;(a:,t) (2.3.1)
= (u Vf+ i—{) (x,t).

Se define entonces la derivada material de f como

Df
Dr =(u-Vf)+

f (2.3.2)

32



La funcién f puede representar diversas grandezas fisicas; en particular, f puede

ser una densidad o un campo de velocidades u = (u4, - - ,u,), €N CUyO Caso,

Du Du,q Du,
Dt ‘

~\ Dt Dt
Teorema 2.1. (Teorema del Transporte) Sea )y un dominio acotado, abierto y
conexo de R™ y Q, = ®,(£), con ®, un difeomorfismo. Si f es una funcion dife-

renciable, entonces

% o fx,t) de = th (%{ + f diVu) (x,t) dx. (2.3.3)

Demostracion. Aplicando el cambio de variables x = ®,(y) en la integral del lado

izquierdo de (2.3.3), obtenemos que

f(x,t) de = f(@i(y),t)J(y,t) dy, (2.3.4)

O o
donde J es el jacobiano de la transformacion ®,. Como por hipotesis &, es siem-
pre invertible, entonces J # 0; ademas como el jacobiano es continuo y J(y,0)
es igual a 1 para todo y € 2y, entonces dicho determinante siempre es positivo,
con lo cual, no es necesario tomar el valor absoluto de J en (2.3.4). La integral
que resultdé del cambio de variables tiene dominio de integracion independiente
del tiempo, podemos, por tanto, intercambiar el orden de derivacién e integracion.

Por tanto, por la regla del producto, obtenemos:

-

O 1 F (@0, 1),0)] I (g, 1) dy + ) @y 0,602

d
N f(m7t) dx = Qoa ot

dt Jo,

(y,1) dy.
(2.3.5)
Tratemos ahora la primera integral del lado derecho de la igualdad anterior. Note
que la derivada en el integrando es la derivada de f calculada a lo largo de una
trayectoria, esto es, la derivada material que definimos en la seccién anterior.
Obtenemos que esa primera integral es igual a
Df

% E(q)(ya t>7 t)‘]<y> t) dyv
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y aplicando de nuevo el cambio de variables x = ¢,(y), vemos que la integral

anterior, es igual a
Df

—(x,t) de.
o, Dt

Ahora, nos concentramos en la segunda integral del lado derecho de la igualdad

en (2.3.5). Debemos calcular la derivada del Jacobiano,

ELTR
oy1 0Yn
oJ 0
ot ot ’
0®, .. 00y
oy1 Oyn

en el punto (y, t). Conmutando derivadas, usando (2.2.1) y la regla de la cadena,

obtenemos:

Asi, aplicando las propiedades usuales de los determinantes, tenemos que
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Quy 0Py Quy 0% . Jus 0%k 201 %1 0%y
Oxy Oy,  Oxp Oy 0xy, Oy, Oy, Oys, Oyn,
oJ n n
v Z 0P 0Py 2y | 4 Z Oug 0Py, Qug 9Py Oug 0By
ot — Oy 6%,2 [%in — Oxy Oy,  Oxp Oy, 0z Oy
0P, 0Py . 0Py 0Py 0P, L 0P,
ay1 6y2 ayn ayl ay2 ayn
0D 0P L 0D
ayl ay2 ayn
n
+‘..+Z 0y ki )
= Oyy Ty Oyn
oup 0P, Jun 0P | . ou, 0P
Oxy Oyy 0z Oyy 0z Oy,

El primero de estos sumatorios de determinantes es igual al producto <%> J,
pues los términos correspondientes desde k£ = 2 hasta k£ = n son igua-
les a <‘;7“;> multiplicado por un determinante con lineas repetidas; haciendo un
razonamiento analogo, esta afirmacién vale para los sumatorios restantes. Asi,
obtenemos que

oJ

EZJdIV'u,,

donde el Jacobiano y su derivada son calculados en el punto (y, t) y el divergente

div uw en el punto (®(y, t),t). Por tanto,
0J .
. F(2(y, 1), )5 (y, 1) dy = . f(@(y, 1), 0) [(div u)(@(y,1),1)] J (y, 1) dy,
que mediante el cambio de variable = = ®,(y) es igual a
f(zx,t) divu(z,t) de.

Q4

Asi, al sustituir los dos resultados anteriores en la expresion (2.3.5), se concluye

la demostracion del teorema. [ |
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2.4 CONSERVACION DE MASA

La primera ley fundamental de la mecéanica de los medios continuos es la Ley
de la conservacién de la masa, la cual establece que la materia no se crea ni se
destruye. En el contexto de los fluidos, la materia se entiende como la sustancia
que compone el fluido, con lo cual, la conservacion de la masa establece que la
cantidad de materia contenida en una cierta region del espacio en un momento
dado, no varia en el flujo. Asumamos que para cada tiempo t, el fluido tiene una
densidad de masa bien definida p(x, t). Por tanto, la masa del fluido en €, en el

tiempo ¢, esta dada por

m(Qy, x) = L p(x,t) de. (2.4.1)

Luego, por la Ley de la conservacion de la masa, tenemos que m(2) = m(£2:),
es decir,
0

plx,t) de p(x,t) de.

:%QO :aﬂt

Asi, por el Teorema del transporte aplicado a f = p, se obtiene que

d D .
0="| pdz= f (—p + pdiv u> da. (2.4.2)
o, \ Dt
Como la ecuacién (2.4.2) es vélida para cualquier regién €, entonces,

Dp :
Ft +p divu = 0. (243)

Esta relacién es llamada la ecuacion de continuidad. Por la definicién de la deri-
vada material y la identidad div(pu) = u - Vp + p div u, se tiene que (2.4.3) se
reescribe como

op :
hilid —0. 24.4
o +divpu =0 ( )

op

Si la densidad del fluido es constante, Fri 0 y entonces de (2.4.4),

pdivu =0,
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y por tanto, al dividir por p obtenemos
divu =0, (2.4.5)

es decir, la divergencia del campo velocidad es nula. Los fluidos que satisfa-
cen la ecuacién (2.4.5) se denominan incompresibles. Note que la condicién
(2.4.5) equivale a decir que la transformacién ®, preserva volumenes, es decir,

vol(2;) = vol(£2). En efecto, como vol(Q2;) = J dx y vol(§) = f dxz, entonces,
Q

Qo

d . . .
7 dx = 0. Por el Teorema del transporte aplicado a la funcion 1, se tiene que
Q¢

div u dx = 0, valido para todo 2;, de donde, div u = 0. Reciprocamente, si
Q¢

. d .
divu = 0, entonces 7 dz = 0, es decir, vol(£2;) = vol(£2).
Q4

2.5 CONSERVACION DE MOMENTUM

La segunda ley de Newton expresa que la aceleracién de un cuerpo es propor-
cional a la fuerza neta que actua sobre él y es inversamente proporcional a su

masa; explicitamente,
du  d(mu)

mes = = (2.5.1)

Ftotal =

El producto de la masa y la velocidad de un cuerpo se denomina momento lineal
o cantidad de movimiento. Asi, la segunda ley de Newton expresada en la ecua-
cién (2.5.1) también se puede enunciar como sigue: la razén de cambio de la
cantidad de movimiento de un cuerpo es igual a la fuerza neta que actua sobre

él.

En nuestro contexto, el momento lineal de una porcién de fluido que, en el ins-

tante ¢ ocupa la region €2, es dada por la integral

f plx, t)u(x,t) de. (2.5.2)
Qy

Por la segunda Ley de Newton, la derivada con respecto al tiempo de esta canti-
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dad es igual a la fuerza neta actuando en €,. Por tanto,

Fipt = & f ol ule, 1) da. (2.5.3)

La fuerza F,,. representa la actuacién en conjunto de todas las fuerzas que
actuan el fluido, es decir, es la suma de las fuerzas externas (peso, gravedad
o las mismas fuerzas electromagnéticas) y de fuerzas internas, ejercidas sobre
Q,, por el resto del fluido. Supongamos que conocemos la suma de las fuerzas
externas por unidad de masa, y denotémosla por F'(x,t). Note que al decir "por
unidad de masa" sbélo se esta tomando el sumatorio de dichas fuerzas en un
pequerio diferencial de masa. Por tanto, de (2.4.1), la fuerza externa total que
actua sobre la porcién de fluido, que, en el instante ¢, ocupa la regién 2, es dada
por

J plx,t)F(x,t) dr.

o

Respecto a las fuerzas internas, suponemos que son fuerzas de contacto o ten-
siones; por tanto, no consideramos las fuerzas a distancia entre las particulas
del fluido, sino que suponemos que existe un campo de tensiones T(x,t,n) que
da la fuerza de contacto por unidad de area actuando en una superficie perpen-
dicular a n en el punto x, en el instante ¢. Luego la fuerza ejercida por el resto
del fluido en la porcién de fluido que en el instante ¢, ocupa la region €2;, acotada

por la superficie 0€);, es dada por

f T(x,t,n) dS,,
o0

donde n denota el vector normal exterior unitario a 0€2,. Si el fluido satisface la
segunda Ley de Newton, como es el caso del fluido que estamos analizando, T
depende linealmente de n [11], es decir, existe una funcién matricial 7 tal que
T(x,t,n) = T(x,t)n. Por tanto, la segunda Ley de Newton (2.5.3), se puede
reescribir como

4 pu dx = J pF dx + TndSg. (2.5.4)
Qy

dt Jg, o0
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Aplicando el Teorema del transporte a f = pu, podemos expresar la integral del

lado izquierdo de (2.5.4) como

<D(PU)

Dt + pu div u) dx. (2.5.5)

Por tanto, sustituyendo (2.5.5) en (2.5.4) y a su vez, aplicando el Teorema de la
divergencia para convertir las integrales de superficie en integrales de volumen,

obtenemos:

dideazzf

Q

F dx +
thp v Dt

(M + pu div u) dx.

Q4

Asi, por la linealidad de la integral, tenemos que

J (Qgﬂﬁﬁmdwu—pF—dN7>dm:O. (2.5.6)
o, \_ Dt

Por otra parte, afirmamos que

D , D
M+pud|Vu=pFZJ.

b (2.5.7)

En efecto, se sigue de la identidad v - V(pu) = u(u - Vp) + p(u - V)u y la regla
del producto que

D(pu) o alpw .
o T (pu) divu = Fras (u-V(pu)) + pu divu
zu%—l—pi—?+u(u~Vp)+p(u-V)u+pudiVu

ZU<%+(u-Vp)+pdivu>—&-p(a—u—i-(U-V)U)

ot
Dp . Du
’LL(E‘FPC“V’U,) -l—p—Dt,

y teniendo en cuenta (2.4.3), se concluye la afirmacién. Asi, al sustituir la igual-
dad (2.5.7) en (2.5.6) y, teniendo en cuenta que (2.5.6) es valida para todo 2,

obtenemos la ecuacion de conservacion del momento

pf%zpF+dNT. (2.5.8)
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2.6 SISTEMA DE NAVIER-STOKES

En esta seccidn, nuestro objetivo es describir la forma de la matriz 7 en (2.5.8)
y determinar asi la ecuacién de conservacion del momento lineal para un fluido
incompresible viscoso. Siguiendo [11], paragrafo 16, se tiene que la matriz 7 en
(2.5.8) esta dada por

T = -7l + p/(divu) + p(Vu + (Vu)'),

donde 7 es la presién, I es la matriz identidad, i e i/ son constantes, mientras
que (Vu)' denota la transpuesta de Vu. Ahora, si suponemos que el fluido es
incompresible, entonces, como vimos en la seccidn anterior, el divergente de u

es nulo. Esto implica 1/ (div w) = 0. Ademas, se tiene que
div (Vu + (Vu)') = Au.
Por lo tanto, de la linealidad del operador divergencia, tenemos que
divT = —=V7 + pAu. (2.6.1)
Asi, sustituyendo (2.6.1) en (2.5.8), obtenemos que
ou
p{ﬁ+(u~V)u] = pF — V7 + p Au,

que es la primera ecuacion del sistema (2.1.1). Entonces, al dividir por p a ambos

lados de la igualdad anterior, obtenemos

~

% +(u-V)u—vAu+ Vp = f, (2.6.2)

la cual es conocida como la ecuacion de Navier-Stokes, en honor a Claude NA-
VIER (1785-1836) y George STOKES (1819-1903).
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Capitulo

EXISTENCIA DE SOLUCION GLOBAL

En este capitulo introducimos la definicién de un espacio de distribuciones tem-
peradas en el cual obtendremos solucién del problema de valor inicial asociado a
las ecuaciones de Navier-Stokes. Este espacio ha sido denominado en la litera-
tura espacio de pseudomedidas y su construccidén es basada en la transformada
de Fourier. Probamos que éste es un espacio de Banach, y seguidamente estu-
diamos algunas estimativas de decaimiento temporal para el semigrupo del calor
en R™. Sobre esta base, presentamos la formulacion integral para la solucién de
las ecuaciones de Navier-Stokes via el principio de Duhamel. Finalmente, pro-
bamos el teorema de la existencia de solucién global usando principalmente el

teorema de la funcién implicita.

3.1 ESPACIO DE PSEUDOMEDIDAS & .#“

En esta seccion introducimos los espacios de pseudomedidas &2.#“ considera-
dos en [3] para analizar la existencia de soluciones singulares para las ecuacio-
nes de Navier-Stokes en el caso tri-dimensional. Una caracteristica importante de
los espacios Z.#“ es que ellos contienen funciones singulares de grado a — n,

como veremos mas adelante.
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Definicion 3.1. Para cada 0 < a < n, el espacio de pseudomedidas &.#" esta

definido por

PN = {u eS' |ae L (R"), supess|€|*|u(€)| < oo} : (3.1.1)
£eR™

La notacién &2.#“ proviene del término pseudomeasure. El espacio clasico de

pseudomedidas corresponde al conjunto de distribuciones temperadas cuyas

transformadas de Fourier son acotadas, esto es, el caso (a = 0). De la Defi-

nicién 3.1 y de las propiedades de la transformada de Fourier, es inmediato ver

que Z.Z“ es un espacio vectorial sobre R.

Proposicion 3.2. E/ espacio &?.#“ dotado con la norma

|l 5 4a = SUp ess €] lu(§)| < o,
£eRn

es un espacio de Banach.

Demostracion. Es facil ver que |-, ,. define una norma. Veamos que con esta
norma, Z.#“ es completo. Sea (u,,;)meny = .4 “ una sucesion de Cauchy. Por
definicién de la norma Z2.#“ se tiene que (|¢]" w,(-)),,.y €S UNA sucesion de
Cauchy en L*(R™). Ahora bien, como L*(R"™) es completo, existe v € L*(R") tal

que (|€|* @ (-)) — v en L*(R"), es decir,

tim | (1€"@m) = o = 0. (3.1.2)

m—00

Sea f(&) = @'v({), ¢ # 0y consideremos u = f. Veamos que u e Z.#"; en
efecto,
muedS.

Dada ¢ € S, por la desigualdad de Hélder, y teniendo en cuenta que
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0 < a < n, se tiene que

1 1
JRn @v@w(s)ds\ < 1@l o gany L(m) rrlCUC R PR P

1
< ‘|¢HLO°(R7L) vHLOC(R") e ld€ + HUHLOC(R") ‘M‘Ll(ﬂ@n)
B

1) 1§]°
< C (I¢l00) + I9lx)

~

para N adecuado. Entonces f € S'. Por tanto, la aplicacionu = f : S -> R
definida por (u, ) = (f, ), donde ¢ € S, es un elemento de §'.

u a € LZIOC(RTL)
Note que u = f(&). Asi, dada la bola B(0,7) < R", r > 0,

[ R GI
B(0,r) B(0,r) ’€|

£eR™

— ol f e
LZ®") B(0,r) |€’

< o,

<supess |v(§) f ia dg
B0 &l
1

desde que 0 < a < n.

" Julp e <0

Por definicién de la norma en &Z.#“, tenemos que

|wl .40 = sup ess[§]" [u(£)]

sER"
ol 1
= sup ess [¢]" | —7v(£)
£eR™ |£‘

= sup ess [v(§)
£eR™

= HU(S)HLOO(W)

< o0,

puesto que v € L*(R").
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Resta probar que, efectivamente, la sucesion de Cauchy (u,,)n.ey CONverge a

dicha funcion u. En efecto, de la definicion de la norma ||, ,. , Se sigue que

|t — |, 40 = SUp ess €] (UZ—\U)(Q‘

€ER’"/

= sup ess |¢]* |, (&) — u (&)
geRn

— sup ess [£]* |, (&) — La’U(E)'
£eR™ ’£|

= sup ess | ([€]" un(€)) —v(€) |
EeRn

= | (1€]" @ (&) = (&) |l er)

Por lo tanto, usando (3.1.2), concluimos que
%eréo |t — | 5 0 = 0.
[ |

Una propiedad importante de los espacios &.#“ es la invarianza de su norma

por la aplicacién (scaling de la norma |-| , ,.)
u — A" uy, (3.1.3)

donde u, es la aplicacion definida por u,(x) = u(A\x). Para demostrar esta pro-
piedad, en primer lugar, observe que si u es una funcion integrable y ¢ € S(R"),

entonces el teorema del cambio de variable implica que

J ux(x) o(x) de = )\_"J u(x) g1 (x) de, (3.1.4)

n

y a partir de ello, podemos extender (3.1.4) al contexto de las distribuciones tem-

peradas a través de la relacién

<’U,/\,¢> =" <’U;,¢)\—l>, (315)
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y también podemos relacionar la transformada de Fourier de la distribucién u, a

través de la igualdad

(u) = A" (@) (3.1.6)

Volviendo a la propiedad de la invarianza de la norma |-| , ,. por la relacion de

escala (3.1.3), de (3.1.6) tenemos que

|uall 5.0 = sUp ess [€]* [ux(£)]
EeR™
= A" sup ess |\ [a(A g (3.1.7)
£eR™

== )\ain ”tu%a .

A continuacion, introducimos un resultado técnico sobre la convolucién de fun-
ciones homogéneas, el cual permitird analizar el producto de distribuciones en
PN

Lema 3.3. (Teorema 5.9 de [18] ) Sea0 < a <n,0 < <ncon0 < a+ [ <n.

Entonces
(1l o) () = [ Jol "o =" " dy = Ko o)yl

Para analizar el termino cuadratico de la ecuacién de Navier-Stokes en el con-
texto de los espacios &2.#“, se hace necesario analizar el producto de funciones
que estan en Z.#“. Paraello, dadas u € Z.#",v e Z.4", se define el producto

uwv de u por v como siendo la distribucion tal que
uv(§) = u=v(§).

Entonces, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.4. Seanue .4, ve P.#" con0 < a,b < n tales que

n<a+b<2n. Entonces uv e P40,

Demostracion. En primer lugar veamos que uv € §'. Sea ¢ € S, entonces, ha-
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ciendo uso del Lema 3.3, se tiene que

[(uv, ¢)| =

(@ ee) de
jj y)o(€ ~ )| [3(6)] dyd
< | | wrerawle - vl e - ul'e(E - lide)] dyde
ol | [ tulle -yl 16 dyde
< [l e [0l | lEP= 150601 g

< Clol (.o -

Ahora veamos que wv € L}, (R"). Sea r > 0. Entonces con la ayuda del Lema

3.3 se tiene que

L(M @B (€)|dE < f o f [ay)a(E — y)] dyde
_ f f ) IE — I IE — ' [B(E — v)| dydé
B(0,1) JR"

< el g [0] g f f ly|le — y|dyde
B(0,1) Jrn

< Kl ol | Pt ag
B(0,1)

< 0.

Finalmente, veamos que |uwv

2. gatv-n < 0. Nuevamente, usando el Lema 3.3 se
obtiene

(6] = e e B) )
<l [ Jatw) o - vl dy

< L1 [l go 0] g f iyl 7l€ -y dy

< KIE|" 7 ul 4o 0]l 5 1E7797°

= K ||u| 5 g0 [|V] 5 40 < 0.
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Para analizar la existencia de solucion del problema de Cauchy asociado a las
ecuaciones de Navier-Stokes, debemos trabajar en un espacio de funciones que
involucran las variables tiempo y espacio, y tengan valores en el espacio &2.#".
Mas exactamente, consideramos el espacio vectorial mixto %,,([0,T); &.# ) for-
mado por las funciones u : [0,T) — Z.#" que son débilmente continuas y tales

que

|wl, o1y 2.0 = SUP [u(t)] 5, g0 < 0,
te[0,T)

cond<T <wyl<a<n.
Resaltamos que una funcién u : [0,7) — Z.#“ se dice que es débilmente

continua en s € [0,7) si

lim Cu(t). ) = (u(s). ¢, paratoda ¢ < S.

Si u es débilmente continua en todo s € [0,7), se dice simplemente que u es

débilmente continua.

Proposicion 3.5. E/ espacio ¢,,([0,T); Z.#"), 0 < T < oo, es un espacio de

Banach, con la norma ||, o 1y.2.4-

Demostracion. De la definicion, se sigue facilmente que %,,([0,T); .4 ") es un
espacio normado con la norma |-l o), ».4e)- COMO Z.#* es de Banach, se
tiene que %, ([0,T); 2.4 ") es completo.

En efecto, sea (vi),.y < 6,([0,T); Z.#")) una sucesion de Cauchy. Asi, dado

e > 0, existe kq € N tal que si m, k > ky, entonces

SUP [[0s(t) — vy (t)] .y < €. (3.1.8)

te[0,T")

Por lo tanto, para t € [0,¢) fijo, (vi(t)),.y €S una sucesion de Cauchy en &.7“.
Como Z.#" es completo, exite v, tal que vy (t) — v, en Z.#*, para cada
te[0,T). Seaw :[0,T) > ZP.#" definida por v(t) = v;. Entonces, pasando el
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limite en (3.1.8) cuando m tiende a infinito, se tiene que

sup |lvi(t) —v(t)]| 4 4 <€ paratodo k > ko,
te[0,T")

es decir, v, — ven %,([0,17), Z.4*).

Veamos finalmente la continuidad débil del limite v de la sucesién de Cauchy
(Vi) peny N €0 ([0,T); P4") . Sea s € [0,T). Entonces para cada ¢ € S, se tiene

que:
(1) = 0(s), O] < Kol) = 0(0), 6)] + [Coalt) = wils), D]+ Kous) = 0(s), 6)
< | 18(6.1) = Bu(& 01O dE + [(oult) ~ va(s), &)
v | e s — a0l de
< | 1€ 1906 t) ~Bule. 011617 5(€)] de + [Coult) = i) )

n f €0 [Tr(&, 5) — (&, )| [€]7° [3(€)] de
RTL
(3.1.9)

Usando la desigualdad de Holder y la definicion de la norma ||, 10.7).2.4<), d€

(3.1.9) se tiene que

(0(0) = 0(6). ) < 210 = vl yoeny (e [ 16T+ e
 [(0ult) ~ vils). ).

Por lo tanto,

lim [(w(t) = v(s).6)] = 0.
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3.2 EL PROYECTOR DE LERAY

Para analizar el problema de Cauchy asociado al sistema de Navier-Stokes, usa-
mos el camino estandar de eliminar la presién de la ecuaciéon del momento, para
trabajar solamente con la velocidad. La presion se recupera a posteriori. Pa-
ra ello, debemos tener en cuenta la descomposicion de Helmholtz-Hodge y del
proyector de Leray. Dado un campo vectorial diferenciable v : R* — R", la des-
composicién Helmholtz-Hodge establece que existe una Unica descomposicion
de v como v = v; + v, donde v; es un campo de divergencia nulay v, = V¢
para alguna funcién ¢ : R™ — R (ver por ejemplo [1]). Como la descomposicién
es Unica, se puede definir el operador proyector de Leray como Pv = v — V).
Dado que div (v — V) = 0, entonces div v = At y asi, aplicando el laplaciano
inverso, se tiene que

Pv = v — V(A !(div v)). (3.2.1)

Si aplicamos la transformada de Fourier en cada componente del campo (3.2.1),

usando la Proposicion 1.8, obtenemos la expresién

(Pv]; (&) = v;(& Z g— E0k(€)). (3.2.2)

con lo cual

®or () - (B(&)) 5(6),

donde P(&) es la matriz con entradas

<@(€))g,k 6] k= é,éf;

y la cual verifica que

max  sup = 1.

I<isk gern\{0}

(),

Si consideramos los operadores pseudodiferenciales R;(j = 1,...,n), lamados

transformadas de Riesz, definidos en términos de la transformada de Fourier
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como

obtenemos que

3
(Pv); = v; + Z RjRyv, j=1,...,n, (3.2.3)
k=1

cuya transformada de Fourier es justamente (3.2.2). La anterior representacion,
permite mostrar la continuidad del proyector de Leray P : . #“ — P.#“. Para
ello, basta probar la continuidad de la transformada de Riesz R; (j = 1,2,...,n)
de 4" en P.u".

Lema 3.6. E/ proyector de Leray P es un operador lineal y continuo de &2 .#*“ en
P

Demostracion. En primer lugar, debemos verificar que en efecto, P va de &2.#*

en /4. Seave P.#A"yveamos que Pv e Z.#“; en efecto,

m PveS.
Como v € &', de la representacion (3.2.3), basta ver que R,v € S’. Para

ello, sea ¢ € S. Entonces se tiene que

(Biv,0)] = | (B, )|

-[Cgw02)

< [ |&aeie)|de

< j €17 [B(€)] €] 3(€)|dé
.

<ol p0e [ lEI"13(6)1dE

< ol e Bl |
B(0,1

< C ol e [ Bz + 18l |

R |<Z||L1<Rn)]

es decir Ryv € &', y en consecuencia, Pv € §'.
» Pve L (R").
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Como v € L, .(R"), para cualquier B(0,r), r > 0, se tiene que

| imewee - |
B(0,r) B(0,r)

es decir, Ryv € L. (R™), y por tanto, Pv € L _(R").

loc

%’“a(@] i€ < L( 5(6)| de < oo,

0,r)

- |Pv

Py < 0.

Como v e Z.#“, es inmediato, pues,

i) 4 = sup ess €] | o (€))
£eR™
€]

< sup ess [¢]" [0(&)|
£eRn

= sup ess [£]*
£eR™

<s>\
(3.2.4)

= vl 5.0 -

Ademas, note que (3.2.4) prueba la continuidad de la transformada de Riesz, y
de la representacion (3.2.3), se sigue directamente la continuidadde P : #2.#* —
P [

3.3 FORMULACION INTEGRAL

En esta seccidén queremos encontrar una forma integral para el sistema de Navier-
Stokes (2.1.2) en 2 = R™. Asumiendo que, formalmente (v - V)u = div(u®@u) y
considerando, sin pérdida de generalidad, que el coeficiente de viscocidad v es

igual a 1, el sistema (2.1.2) se puede reescribir como

u,—Au+div(u®u)+Vp=f, enR"x (0,0),
' (u®u) (0, 0) (3.3.1)
divu =0, en R™ x (0, ).

Por lo tanto, teniendo en cuenta la condicion de incompresibilidad del fluido,

div w = 0, al aplicar el proyector de Leray en la primera ecuacién de (3.3.1) ,
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se obtiene que
u; — Au+ Pdiv(u®@u) = Pf. (3.3.2)

Note que en (3.3.2) fue usado que P(u;) = u; y P(Au) = Au, gracias a que
div u = 0. Observe que aplicando el operador divergente en la primera ecuacién
de (2.1.2) obtenemos la ecuacion Ap = —div(—f + div(u ® u)). Por lo tanto,

conocida la velocidad, se recupera la presion a través de la expresion

Vp = —VA~'div (div (u®@u) - f)
= (P—1)(div(u®u) - f).

Observe que el problema lineal asociado a (3.3.1) es dado por el siguiente pro-

blema de Cauchy asociado a la ecuacion del calor:

u,—Au =0, en R"x (0,00),

(3.3.3)
u(0) = uy, en R
Sea g(x,t) el nucleo de Gauss-Weierstras dado por
g(x,t) = (4tm) "2 e 1#/%  para todo (x,t) € R” x (0, ).
La transformada de Fourier de g es dada por
(et = J gl 1) S = (3.3.4)

Aplicando la transformada de Fourier a (3.3.3), formalmente obtenemos el si-

guiente problema de valor inicial

A~ 2 275 —
{Otu(s,tj: 4m(€|*u(€,t) = 0 (3.3.5)
u

57 O) = aO(ﬁ)

La solucion de (3.3.5) es dada por (&, t) = e47 €t 74 (¢). Por lo tanto, de (3.3.4)
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tenemos que u(&,t) = g(&,t) uo(&). Asi por la Proposicién 1.3, se tiene que
u(x,t) = g(x,t) » up(x). (3.3.6)

La solucién (3.3.6) define una familia de operadores a un parametro {S(t)},.,,
dado por S(t)ug(x) = g(x,t) = uo(x), conocido en la literatura como semigrupo

del calor.

A continuacién derivamos la formulacién integral asociada al sistema (3.3.1). Sea
G(r) = S(t — 7) u(x,7), donde S(t) es el semigrupo de calor. Dado que G(7) =

g(x,t — 7) =u(x, 1), derivando con respecto a 7, obtenemos

a—iG(T) = a—i Ung(w —y.t—7)u(y,T) dy}

- . {a—i (g(x—y,t —7) u(y,7) +g(x—y,t - T)%(u(y,f))} dy.

(3.3.7)
Un calculo directo permite ver que
0

De (3.3.7) y (3.3.8), obtenemos que

0

S60) = [ G —yr-m)u) dy+ [ gle -yt -0 (uly.) dy

n

50— )2 (e, ) - AS(— 7) ule, )
= S(t —7) (Au(z,7) — (Pdiv(u@®@u) —Pf)) = AS(t — 7) u(z,7)
=-S(t—7)(Pdiv(u®u)—Pf).

Integrando la igualdad anterior de 0 a ¢, y recordando que G(0) = S(t)ug(x) y

G(t) = u(x,t), se obtiene que

G(t) — G(0) = —ftS(t—T) (Pdiv(u®u) —Pf)dr,
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es decir,

t

u(t) = S(t)ug — J S(t—71)(Pdiv(u®u)—Pf)dr. (3.3.9)

0

Queremos encontrar soluciones u € ¢,,([0,T); @//”‘1) de (3.3.9), esto es, un
campo u tal que para cada t > 0, u(-,t) € Z2.#""'. Para ello, necesitamos
aclarar el sentido en el que es entendida la formulacion integral (3.3.9). Apli-
cando la transformada de Fourier a ambos lados de la igualdad (3.3.9), dire-
mos que una solucién con dato inicial uy € Z.#"' es un campo vectorial
u = u(x,t) = (u1(x,t), - ,u,(x,t)) con cada componente w; pertenecien-
do al espacio de funciones vectoriales %, ([0,7); Z.#""), 0 < T < o, y tal

que

W€, 1) = e a g, 0) — f IR (g)ig - (w@w) (€, 7) dr
(3.3.10)

| IR fe 7) dr,

o S

paratodo 0 <t <T.

3.4 ESTIMATIVAS LINEALES Y NO LINEALES

Para probar la existencia global de solucion para el sistema (3.3.9) (o (3.3.10))
necesitaremos ciertas estimativas lineales y no lineales, las cuales analizaremos

a continuacién.

Lema 3.7. Siuge 2.4""", entonces S(t)uo(x) € €, ([0,T); P.4"")".

Demostracion. En efecto, sabemos que S(t)ug(x) = g(x,t) = uo(x). Entonces,
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Por la definicién de la norma en Z.#" ' y por (3.3.4), tenemos que

IS (t) o] s = sUp eSS €[S ()uo(&))

£ER™

= sup ess [¢[" [g(€, 1) w(€)|

£ER™

= sup ess |¢]"~ e )
E n

< sup ess [£" [ug(€)]
£eRn

= luollp.pm—r

asi, S(-)ug € L* ([0,00); Z.4™")". A continuaciéon demostramos la continuidad

debil con respecto a t. Por la propiedad de linealidad del semigrupo {S(t)},-,»

basta demostrar la continuidad débil para ¢t = 0. Asi, para cada ¢ € S, se tiene

que

[(S(ts = S(O)uo, )|
= [(((u0 = wa), 8|

1], (5wate) - wl) de) ag
- | @en-naeie ¢

| [ (e - 1) daterie ae

2 ~
< fn <6—4w2t\£|2 _ 1) iﬂzi:E:Q 0(£)¢(£)‘ d§
e—Am?tgl? _
_47r2tJ" g 2t|€|2

< 47r2tf sup ess |¢]"!

£eR™

e jam(e) e d(e)| de

e—47r2t\£|2 -1

Am2t[€]?

(sup ess ¢! |as<s>|> (Igl*Id(&)l) de

£eRn
e—AmtE? _

Ar2t|E]? [woll . mr | [EPT™ &(€) L2y — O,

< 47°t sup ess
£eRn
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cuando t — 0*. Por tanto, queda demostrado el Lema 3.7. [

Proposicion 3.8. Si f € €,,([0,); 2.4"*)", entonces
t
N = f St —1)Pf(r)dr € €,([0,0); 2™ )",
0

ademas, |N

G ([0,00): 2™ )0 S clf % ([0,00); 2™ 3)n"

Demostracién. De la definicién de la norma en 22.#"*, la representacién de la

transformada S(t — 7)P f(7), y la continuidad del proyector de Leray, se tiene que

g j S —7) PF()(E) dr

IN(t)] 5 nr = sup ess
£eR™

t
< sup ess J g|n et IR
&eRm 0

Fle.m)| ar

t
— sup ess J € |2em 4 = IER g |n3 ’f(ﬁﬁ)’ dr
0

EeR™
<1 - 6—47r2t|£\2>
=sup | fll., ,n—s SUp €sS
ng 1F .- gew 42

<C sup IF ()]l . gms -

Para completar la demostracién, resta verificar la continuidad débil de N (¢), para
cadat e [0,0). Sea s > 0. Entonces, para cada ¢ € S, usando la continuidad de
P. 24" — P.#" se tiene que
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(ol < |( [ 56T

.
<[ [ e BFme)| dte) drde
R JO

< j [ 0P | F e, 1) 15(8) | drde
r Jo (3.4.1)

_ j | et g flg, )l 1 9(E)] g

0

< s (7} gos [ f oI CTIER ¢ 6] 3(E) | drde

g (‘i“iﬁ’ ! fmnwg) HE 13 o1 .

De (3.4.1), teniendo en cuenta que | |£]'"|(&)| |lL1 gy < o0, tomando el limite

cuando s tiende a cero por la derecha, se tiene que

Tim [(N(s), )] =0,

lo que demuestra la continuidad débil de N (t) en t = 0. Ahora sea t > 0. De-
bemos demostrar que [(N(t) — N (s), ¢)| converge a cero, para todo ¢ € S. Sin

pérdida de generalidad asuma que s < t. Note que

t S

S(t—1)Pf(r) dr—f S(t—7)Pf(r) dr

0

S

N(t)— N(s) - f

0

S(t—1)Pf(r) d7'+f

S

Entonces, como antes, teniendo en cuenta la representacion de S(t —/T)Tpf(T)(E)

y la continuidad del proyector de Leray, para cada ¢ € S, se tiene que
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v - N6l < |([ (5= 1) 756 - nprn.3)
Kf TR 0).8)

oA (=) _ —Am? (s \£|2> Iﬁ\ ‘|¢ )|drd€

n

fW;

t —4m?(t—7)[€]%| | >
i JRJ ‘ F(&,T)|6(€)| drdg

= Jl + JQ.

e RE(7) ()| 19(6)] drdg

—Arn?(t-T)g]* _ —am(s—7)[g?

F(&,7)||(€)] drdé

Ahora acotamos cada una de las integrales J;, J,. Teniendo en cuenta que

JS |£‘26—4ﬂ'2(s—‘r)|§\2 dr < 1’
0

entonces
I = j f eI | e 1| (g, )|3()| drdg
n J0o
‘e—wa—s)w? _ 1‘ s
—4r2(s—7)|€12| 7 7
< sup ess - J f &P DR F(g. 7)]9(€)|drdé
geRn 4 n Jo
‘e—wa—s)w? _ 1‘
< Sup ess : (SUP f(T)’,@K///”:)’)
£eRn |€‘ 7>0

([, [ reperemrecipriaigiarde)
R™ JO

‘e—4n2(t—s>|s\2 _ 1‘
< Sup ess

T 3 3—n| 1
poss o (sl (1) ) [ PG

‘6—47#@—5)\5? _ 1‘

< C sup ess 472(t — s
sréw (=) 4m2(t — s5)|&)?
(t

‘6—47# —s)lgl? _ 1‘

= 47*(t — s) C sup ess

+
geRn 472 (t — 5)|€|2 — 0, cuandot — s™.
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Por otro lado,

—aw—niep [€"
b= JRnL &3 ( >||¢( )| drdé€

t
Mf f eTA DR €3 g (€) | drde
R™ Js

< 1 f [ 1€ agar
~ (1)

P 3J |£|3‘”|$(£)| d¢ — 0, cuandot — s*.

Con lo cual, se concluye la demostracién de la proposicién 3.8. [

A continuaciéon queremos acotar el término no lineal de la formulacién (3.3.9).

Con el objetivo de simplificar la notacion, denotamos ese término cuadratico por

B(u,v)(t) = — f t S(t —7) (P div (u®v)) (1) dr, (3.4.2)

0

Para acotar este término en la norma de ¢, ([0, %0); :@e///”*l)” , haremos uso del
Lema 3.3.

Proposicion 3.9. El operador Bilineal B(-, ) es continuo en,, ([0, «); 9///"“)” ,
esto es, existe una constante C' > 0 tal que para todou,v € %, ([0,%); 2.4"")",

se verifica que

HB(“?”)‘|<gw([o,oo);,%/z"*1) CHUH% ([0,00); 2.0m1)" H”Hm([o,oo);,@///nfl)”.

Demostracion. De (2.1.3), sabemos que el producto v ® v es la matriz con en-

tradas

(’u’®v)k,j - (uk(xat)vj(xvt))'

Entonces, en la formulacion de Fourier (3.3.10) se entiende u ® u como:

(@®u) (6,1) = (@& 1)« TE D),
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Es decir, siue 24", ve Z.4°, el producto uv es tal que
uv(§) = (u+v) (§).
Teniendo en cuenta lo anterior,
P(e)ig - (u@v)(€,7)| < [B }Zm i (7) « 35(7)) (&)

< 18 (@(r) + 0;(7) (8)] -
k.j
Usando el Lema 3.3, obtenemos que

5 @)+ 5 @) = 5| [ D)6~ ) dy

1
< ¢ f " iy, 7|
re |Y[P L€ —y[m !
&€ —y[" o€ —y,7)| dy
<|e|(f ! d)| g 5]
Y y uk» a n—1 ||Uj n—
we [yl 1€~y s

= €] (K€" Junl g gn1 [0l o gynr

= K¢ |ur]l 5 ym—r V5] 5 g1 -

Por lo tanto,

Be)ie - wov)(E 1) < KT ulp ot [0l s (343)

Ahora, teniendo en cuenta (3.4.3), probamos que la forma bilineal es acotada en
el espacio ,, ([0, »); Z2.#4"")"; en efecto,

f A EPB(E)ie - (@@ ) (€, r)dr
0

< [[[errrersirigie - wmv)te )| ar

t
< f e~ im (t=r)lEl (K|£\3’” || 5 ym—1 vaHg,j/nA) dr
0
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t
= ([ e ar) K al g T e
0
Entonces,

—

f A OEPB(E)ie - (@@ ) (€, r)dr

HB(u,v)H%([Om);@%nfl) = sup ess |¢]7* 0

£eRn

t
_ 2(4_ 2
< K |u| g pm [v] 5 40m (L €| e~ (t=mlE] dr)

<O Julg gt [0] 5 pmr s

t
puesto que J €2 e 0E g < .
0

Resta ver la continuidad débil de B(u,v). Esto se sigue de manera analoga a
la demostracion de la continuidad débil del operador N (¢) en la Proposicion 3.8

junto con las estimativas del producto (u ® v) obtenidas anteriormente. [

3.5 UN RESULTADO DE EXISTENCIA GLOBAL DE
SOLUCIONES

En esta subseccion procedemos a enunciar y demostrar el teorema que garantiza
la existencia de una solucién global en el tiempo para las ecuaciones de Navier

Stokes, con datos iniciales en espacios Z.#" .

Teorema 3.10. Seanuyc 24" 'y fe ©w([0,0); 9///”‘3), tales que

H'L’JOH,QZ,,//*L—I + | f]

cién de (2.1.1) en el espacio €,,([0, ) ; Z.#""). Esta solucién es tnica en una

Gu(l0.00), 2.am-3) < 0, para algun é > 0. Entonces existe una solu-

bola centrada en 0 y de radio r, B,(0).

Demostracion. Para demostrar el Teorema 3.10 haremos uso del teorema de la
funcién implicita. Sea X = X;x X,, donde X, = 24" X, = 6,([0,T); 2.4"?)
con la norma [ (o, f) |y = luollx, + |y, Y = Cul[0,T); 2.0") 'y

F:X xY —Y, definida por F((uo, f),u) := U, donde

U () = u(t) — S(t)u + L S(t—7)P(div (u ® w)) dr — f: S(t— 1) Pf(7) dr.

61



(1) La aplicacién F es continuade X x Y — Y. En efecto,

1Uly = lw®ly + [S@uoly + UO S(t =) (div(u ® u)) dr

Y

+ JtS(t —7)Pf(r) dr

0

Y

Analicemos cada uno de los términos del lado derecho de la igualdad an-

terior:

¢ De la definicidén de la norma en el espacio solucion Y y de la primera

parte de la prueba del Lema 3.7, tenemos que
|S()uoly < |wol 4 4m-1-

e De la Proposicion 3.9 se sigue que
t

U S(t—r7) (diviu ® u)) dr
0

Y

= sup
t>0

fsa —7) (div(u ® u)) dr

¥ A

<sup C Hqua//nﬂ HUH%//"*
t>0

= O (July)*.

e Finalmente, de la proposicién 3.8, sabemos que

fsu — ) Pf(r) dr

<|[flx,-
Y

De lo anterior, tenemos que

|F (o, £), w)lly < lully + |uolly, + [ £]x, +C (luly)’

< (w0, F)lx + Cluly (14 fuly),

lo que implica que F((uy, f),w) € Y. Note también que si ((uf, f*) ,u*),
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es una sucesién en X x Y tal que

((ulg, fk) ,uk)keN — ((wo, f),u) en X xY,

entonces, tomando la diferencia F ((uf, "), u*) — F ((uo, f) , w), siguiendo

el raciocinio anterior, se tiene que

|7 ((ug, £7) , u') = F (w0, ), w)y

< [[(uf = w0, £ = f) | + Cut —uf, (0 + ], + July) — o0,

cuando k — oo.
(i1) F((0,0),0) = 0, se sigue de la definicién de F.

(ii7) Paracada (uo, f) € X, la aplicacién F((u, f),) esde clase C' de Y enY.

Para cada u € Y, defina la aplicacién lineal L, (u) = U sobre Y dada por

t

U(t) =u+ f S(t—r7) (diviu ® u)) dr +J S(t—7) (div(a ® u)) dr.
’ ’ (3.5.1)
Defina % = F((uo, f),u+u) — F((uo, f),v) — L,(u). Debemos probar que

||y

— = 0.
laly—0 |u],
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En efecto,

U =u(t) +u(t) + f Sit—7)(diviu +u®u+u)) (1)dr

t

—f St —71)Pf(r) dr — u(t) —J S(t—r7) (diviu ® u) (1) dr

0 0

+J S(t—71)Pf(r) dr — Ly(u)

0

Zu(t)-i-JOtS(t—T) diviu ® u+u ®u+u Q@ ut+u ® u))(r)dr

— | S(t—7) (div(u ® u) (1) — Ly(u)

0

u(t —i—JtS’(t—T) (diviu ®u+1u Q@ u+u ® u)) (1) dr — Ly(a)

0

I
S~—

'El,(t)—i-JOtS(t—T) diviu @u+u @ u+u ® u))(r)dr

— u(t) —f S(t—7)div(u ®u) (1) dT—f S(t—7)div (u ®@u) (1) dr

0 0

_ fsu ~ ) div(a ®a) (r) dr.

0

Entonces,

%y [P f) o+ @) — P, £)w) — Lu@)y

laly—0 @)y laly—o |ally

JtS(t —7)div(u ®u) (1) dr

— lim 0 _ Y
]y —0 |uly
C _ 2
laly—0  |uly
= lim C(|al,) = 0.
]y —0

Por tanto, la derivada de Fréchet de la aplicacion F' es L, (u).

(iv) Biyectividad de Lo(w).

Es claro que de la definicion dada en (3.5.1) que la aplicacion Lq(u) es in-

yectiva. Supongamos que Lo(w;) = Lo(us), entonces
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Lo(t1) — Lo(th) = (@1 — @) + tsu ) Pdiv(0 @@ — @) (1) dr

+Jts(t—r)Pdiv(a1—ﬁ2 ®0)(7) dr

Por lo tanto, w; — u, = 0, con cual se conluye que Lo(w) es 1-1. Ahora, para
demostrar la sobreyectividad, debemos probar que para uy+ € Y, existe
u € Y tal que Lo(u) = uox; note que esto se verifica faciimente tomando

u = ug*, pues Lo(ﬂ) = Lo(’u,g*) = Ug*.

Por tanto, por el teorema de la funcién implicita, existe una aplicacion I' de clase
Ol

T2 By (0) := {(uo, f) € X : luol, + [ fllx, <01} = Bs(0):={ueY:|u| <},

para algunos d;,0, > 0 talque I'(0,0) =0y F((uo, f),[(ug, f)) = 0, para todo
(w0, f) € Bs1(0), es decir,

0 = (o, f) — S(t)uo + E S(t — 1) P (div(I(uo, f) ® T(uo, f))) dr

—1—f S(t—71)Pf(r)dr.

0

Asi, si definimos u = T'(uy, f), tenemos que u verifica:

t

S(t—7)P(diviu ® u)) dT—l—f S(t—71)Pf(r)dr,

0

t

u(t) = S(t)ug — J

0

en Y, desde que |(uo, f)|lx < d1. La unicidad de la solucion v € Y con norma
pequena es consecuencia de la existencia de la aplicacion I' : Bs, — Bs, de clase
Cl. [

A continuacion mostramos un resultado de estabilidad global de las soluciones

bajo perturbaciones de la condicion inicial y de las fuerzas externas.
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Teorema 3.11. Seanwug, g€ Z.M"" y f,f € 6,([0,0); P.#"?) tales que

|woll 1 + Hchgw([o,oo);@//gn—s) <6 y oz mr+If o ([0.00) 2 =2) = 0,

para algun § > 0, y sean u,u soluciones de (2.1.1) en %, ([O, 0); @///"‘1) da-
das por el Teorema 3.10, con datos iniciales uo, @, y funciones externas f y f

respectivamente. Para todo ¢ > 0, existe 6, > 0 tal que si

L(/}'%nfl +Hf_}

< 01, entonces |u—u

< €.

||’LL — ’ELO

G ([0.0);: 2.4 %) @ ([0.0);:2.4"7)

Demostracion. La demostracion del Teorema 3.11 es una consecuencia directa

de la continuidad de la aplicacién I' : Bs, (0) — B, (0). |

3.6 SOLUCIONES AUTO SIMILARES

Considere que f(x,t) = X3 f(Ax, \*t) es una funcién suave y (u(x,t),p(x,t)) es

una solucioén clasica del problema (3.3.1). No es dificil ver que el par
(’U,)\(.’B, t)ap/\(wv t)) = ()\'U;()\LE, )‘Qt)7 )‘Zp()‘wa )‘Zt)) )

con A\ > 0, también es solucién de (3.3.1). Las soluciones de (3.3.1) que verifican

que

se denominan soluciones auto similares. Podemos observar que tomando for-
malmente el limite t — 0" en (3.6.1), el dato inicial u(x,0) debe ser una funcion
homogénea de grado —1. Este hecho sugiere que un espacio conveniente para
encontrar soluciones auto similares para (3.3.1) debe ser un espacio de Banach
gue contenga funciones homogéneas con ese exponente —1. Como el espacio
24" contiene funciones homogéneas de grado —1, se encuentra una razon
adicional para el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes en esta clase de

espacios de distribuciones.
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En esta seccion presentamos un resultado de existencia de soluciones auto si-

milares en espacios &Z.#“.

Teorema 3.12. Seau, € Z.#"*. Asuma que wu, es una funcién vectorial homo-
génea de grado —1, esto es, uy(A\x) = \~luy(x), para todo = € R™, y todo \ > 0.

Si f € €,([0,0); 2.4"?) y verifica la relacion de escala
fla.t) = X fx, M),

entonces la solucion dada por el Teorema 3.10 es auto similar, esto es,
u(x,t) = Au(\x, \’t), para todo = € R", y todo \ > 0.

Demostracion. Verifiquemos que uy(x,t) = du(\x, \*t) satisface la formulacion
(3.3.10). En primer lugar, teniendo en cuenta (3.1.6) y la hipétesis de que

uo(Ax) = A\ lug(x), se tiene que

AS(O2Hug(Az) = Ae T I €l g (A Lg)
_ )\6—)\247r2t|)\’1§|2>\nu7(/\\m)
_ /\e—)\247r2t|)\’1£|2)\n)\—1,u,/()®

_ e*/\24ﬂ2t|)\_1£\2)\nao<€)

= NG, (€).

Ademas, observe que
A2t

A f SOt — 1) (P diviu @ w)) (e, 7) dr
0

A2t

=\ | e ITWEDNTP(\e)in e - (@A, T) @ WA TIE, 7)) dr

S

0
t

)\3 6747r2()\2t7)\25)|/\*1£|2 @(Ailfﬂ)\ilé‘ (a(A—1€7)\28) " a()\71€7)\28)) ds

S —

)\3

eI UER POATIE)IATIE - (WATIE M) = WA TIE M) ds

s

)\3

S

eI e P(A1g)iN e {J Ay, MU (€ - y), M) dy}ds



_\n Jt o4 (t=s)l&]? A(E)ZE (Ty * Ty) (&, 5) ds.

0

De manera andloga, usando que f(x,t) = \*f (Ax, \*t), se tiene que

A2t - A2t ~
)\J SNt — 1) (Pf(\a, 7)) dr = Af eI VDT P(\ L F (AT, 7) dr

0 0

- ASJ%€4”(tS£P (\E)F(AE,A2) ds

0

t —_—
= )\3J eI ESEP PN £ (A, A25) ds

0

v [ oe B e s) ds

0

De las igualdades anteriores, tenemos que

—

ws(€, ) = e I A (€) —f eI IER(€)i€ (ur @ wn) (€, 7) dr

0

+f5M@TW(Qﬂ&ﬂW

0

Por otro lado, como

[l o) 2.am-1) = Stg(? [uA(®)] 5. gn

= sup | Au(Az, \*t)

t=0

Pt

= sup (sup ess |£|”‘1>\|u(ﬂ,\>\2t)|)

t=0 £eR™

= sup (sup ess |&[" AN |[a(N g, >\2t)|)

t=0 EeRn

= sup (sup ess |\ rE" Hu(ATE, /\2t)|)

=0 £eRn

= ||u‘|<5w([0,oo);(@(///"*1) )

entonces, se concluye que u = u,, para todo A > 0, lo que concluye la demos-

tracion del teorema. [ |
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