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TiTULO:
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RESUMEN:

Este trabajo toma como punto de partida el uso y significado de las letras, siendo
éste uno de los problemas de mayor incidencia en los estudiantes de octavo grado.
Inicialmente se aplican dos pruebas, una preliminar que nos da a conocer la
cantidad de problemas y deficiencias que los estudiantes presentan, y otra definitiva
gue nos permite puntualizar el problema elegido.

Posteriormente se desarrolla un andlisis de los resultados obtenidos en la prueba
definitiva, teniendo en cuenta las seis categorias descritas por Kiichemann, en las
cuales esta basado el disefio de la prueba y las opciones de respuesta en cada
numeral, con los errores mas frecuentes que presentan los estudiantes al terminar
el ano escolar.

Este andlisis permitio detectar dichas deficiencias y presentar una propuesta que
intenta corregir el problema, mediante talleres que se realizaran en el transcurso del
ano escolar, sin desconocer el aspecto formal que esta presente en cada uno de
ellos, deben ser complemento de los temas que abarcan y no reemplazar el
desarrollo ordinario de éstos.

Estos talleres contemplan la historia del algebra, buscando un acercamiento entre el
estudiante y las antiguas civilizaciones con sus aportes al algebra que conocemos
en nuestros dias; matematica recreativa que nos permite captar el interés del
estudiante y reforzar temas indispensables para los estudios iniciales del area;
material didactico, que ademas de captar el interés del estudiante, permite vivenciar
varios de los temas presentados en el contenido de la materia, a través de areas y
perimetros.

Todo esto mediante el enfoque de resolucion de problemas, como una forma donde
el estudiante continuamente tiene que desarrollar diversas habilidades y utilizar
diferentes estrategias en su aprendizaje de las matematicas.

‘Trabajo de Grado.
“Facultad de Ciencias, Licenciatura en Matematicas. Director: JORGE ENRIQUE FIALLO LEAL,
Magister en la ensefianza de las Matematicas.



TITLE:
PROPOSAL TO DEVELOP THE ALGEBRAIC THOUGHT IN THE STUDENTS OF
EIGHTH DEGREE *

AUTHOR:
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KEY WORDS:
Algebra, use and meaning of the letters, approach of resolution of problems,
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SUMMARY:

This work takes as start point the use and meaning from the letters, being this one
of the problems of greater incidence in the students of eighth degree. Initially two
tests are applied, a preliminary that presents to us the amount of problems and
deficiencies that the students present, and another definitive one that allows us to
emphasize the chosen problem.

Then the results obtained in the definitive test was analyzed, considering the six
categories described by Kiichemann, on which is based the design of the test and
the options of answer on each numeral, with the errors more frequent than the
students present when finishing the scholastic year.

This analysis allowed to detect these deficiencies and to present a proposal that
tries to correct the problem, trough tests that will be made in the course of the
scholastic year, without unknown the formal aspect that is present in each one of
them, must be complement of the subjects that include and not to replace the
ordinary development of these.

These tests contemplate to the history of algebra, looking for an approach between
the student and the old civilizations with their contributions to the algebra that we
know in our days; mathematical recreational that allows us to catch the interest of
the student and to reinforce subjects indispensable for the initial studies of the area;
didactic material, that besides to catch the interest of the student, allows to verify
several of the subjects presented in the content of the matter, through areas and
perimeters.

All this by mean of the orientation of resolution of problems, as a form where the
student continuously must develop diverse abilities and use different strategies in his
mathematics learning.

‘Monograph.
“Sciences Faculty, Degree in Mathematics. Director: JORGE ENRIQUE FIALLO LEAL, Magister in
Education of Mathematics .



INTRODUCCION

A lo largo de la historia se ha visto la necesidad de exponer nuestras ideas y de
incorporar abstracciones de la realidad en nuestras mentes, para ello se ha
conformado un lenguaje a través de elementos de comunicacion que llamamos
simbolos. Haciendo uso adecuado de dicha simbologia se han logrado desarrollar
estructuras universales para la propagaciéon de los conocimientos, como es el caso
de las matematicas y particularmente del algebra, en donde se vivencia la
necesidad de contar con habilidades que nos permitan interactuar con nuestro
medio de forma competente, apoyandonos en el uso y significado de las letras, la
generalizaciéon y las que permitan analizar, organizar y modelar matematicamente
situaciones y problemas tanto de la actividad practica del hombre, como de las
ciencias y las propiamente matematicas donde la variaciébn se encuentra como
sustrato de ellas.

Consciente de la necesidad de detectar y fortalecer estas habilidades, en la
propuesta se realizan dos pruebas (una preliminar y otra definitiva), que permitieran
identificar los elementos pertinentes a evaluar, y asi, a través de la definitiva
promover un analisis puntual de las condiciones actuales de los estudiantes.
Desafortunadamente se encontré con que los estudiantes de bachillerato manejan
ligeramente conceptos basicos de la geometria y el algebra, originando resultados
en sus evaluaciones que indican que frecuentemente no son capaces de aplicar
este conocimiento a situaciones de resolucion de problemas, ni tampoco
comprenden muchas de las estructuras que hay detrds de estos conceptos y
habilidades; y para cubrir su falta de comprensién, los estudiantes tienden a recurrir
a la memorizacién de reglas y procedimientos, llegando a creer que esta actividad
es la esencia del algebra. La gran mayoria piensa que las matematicas estan
basadas en reglas, considerando que su aprendizaje esta principalmente en la
memorizacion, debido a que ésta es la idea del algebra elemental que les han
mostrado siempre, reduciendo su estudio a operar expresiones algebraicas, y



memorizar productos notables, casos de factorizacién etc., aunque esto es muy
importante, los estudiantes no lograran mejorar su pensamiento sélo con este

conocimiento.

Lo anterior conlleva a proponer un trabajo enfocado hacia el fortalecimiento del uso
y significado de las letras, mediante talleres basados en: la historia del algebra,
debido a la gran importancia de conocer sus fundamentos, transformaciones desde
sus inicios hasta los métodos y simbologia actual, en matematica recreativa y
material didactico, para captar el interés de los estudiantes, afirmando los
requisitos y temas posteriores del algebra, de una forma agradable y asi lograr un
ritmo de trabajo adecuado sin el rechazo acostumbrado. Todo esto mediante el
enfoque de resolucion de problemas, como una forma donde el estudiante
continuamente tiene que desarrollar diversas habilidades y utilizar diferentes
estrategias en su aprendizaje de las matematicas.



1. ANTECEDENTES

En los Ultimos quince anos se han realizado varias investigaciones sobre los
procesos cognitivos implicados en el aprendizaje del algebra; algunos de ellos
tratan temas relativos a la deteccion y a la clasificacion de errores y, en general, a
las dificultades y obstaculos que encuentran los alumnos que comienzan a estudiar
el dlgebra. Kieran y Filloy (1989) y Malisani (1993) presentan un resumen bastante
completo sobre las principales investigaciones relativas a los errores que efectian
los alumnos cuando resuelven ecuaciones y problemas algebraicos y a los cambios
conceptuales necesarios en la fase de transicion entre el pensamiento aritmético y

el pensamiento algebraico.

En Espana, Martin Manuel Socas junto con otros colegas, han desarrollado el
material titulado “Iniciacién al Algebra”, proponiendo un acercamiento al algebra de
una forma no tradicional, contando sus experiencias en el aula y algunos casos en
particular, proponiendo ciertas actividades bien estructuradas y sugerencias para
combatir los problemas aqui descritos.

En Colombia el grupo PRETEXTO de la Universidad Distrital Francisco José de
Caldas, publicé el texto “La Transicién Aritmética-Algebra”, en donde se presentan
resultados del Proyecto de Investigacion La Variable en Matematicas como
Problema Puntual. Busqueda de Causas en Octavo Grado, cofinanciado por la
misma Universidad y Colciencias [1]; los resultados llevan a plantear algunas
consideraciones en torno a la comunicacibn en la matematica escolar,
entendiéndolo desde la posibilidad de éxito que pueden tener los procesos de

ensefanza y aprendizaje.

En Santander son escasos los trabajos desarrollados en esta area, ademas sus
contenidos no estan estrechamente ligados con la tematica de este trabajo.



2. FUNDAMENTACION TEORICA

2.1 INICIOS DEL ALGEBRA Y CLASIFICACION

Segun Manuel M. Socas, el algebra esta identificada por los procedimientos, que
hacen uso de letras y expresiones literales en su metodologia de trabajo aplicada
en las operaciones. En general, cualquier proceso matematico lleva intrinsecos
desarrollos algebraicos.

En las dltimas décadas, el algebra ha cobrado gran importancia. Sus aplicaciones
han sido multiplicadas debido a problemas tecnolégicos, al andlisis y también a la
fisica, que ha podido expresar cuestiones fundamentales de mecanica cuéntica por
medio de expresiones algebraicas.

Es necesario conocer el concepto de numero para asi tener una idea mas clara
acerca del inicio del algebra. Los numeros eran percibidos por los antiguos como
una propiedad inseparable de una coleccion de objetos, propiedad que ellos no
podian distinguir claramente. Mas adelante, aparecen las operaciones con numeros
como reflejo de las relaciones entre los objetos concretos, y los hombres fueron
descubriendo y asimilando las relaciones entre los numeros. Finalmente, a medida
que la vida social se hizo mas intensa y complicada, fueron apareciendo problemas
mas complejos que impulsaron a perfeccionar los nombres y “simbolos” de los
numeros.

La primera etapa hacia los signos matematicos y las férmulas en general, la
constituye la aparicién de los simbolos numéricos, que aparentemente se produjo al
mismo tiempo que la escritura y que jugd un papel fundamental en el desarrollo de
la aritmética. Todavia en este tiempo, cualquier ley o la resolucién de un problema
matematico se expresa con palabras, pues la utilizacibn de signos para las
operaciones aritméticas y la designacion literal para la incégnita tuvo lugar mucho
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mas tarde.

La palabra “algebra” proviene del titulo de un libro Al-jabr (algunos usan Al-gebr)
w'al-muqabalah, escrito en Bagdad, alrededor del afio 825 d. C., por el matematico
y astronomo Mohammed ibn-Musa al-Khwarizmi (Mohammed hijo de Musa nativo
de Khwarizm), que muestra en sus trabajos la primera férmula general para la
resolucion de ecuaciones de primero y segundo grados.

El titulo Al-jabr w'al-muqgabalah significa “ciencia de la restauracion y oposiciéon” o
“transposicion y eliminacion” o, como expresa Carl Boyer, la transferencia de
términos al otro miembro de la ecuacion (al-jabr) y la cancelacion de términos
iguales en ambos miembros de la ecuacién (al-mugabalah).

Asi, dada la ecuacion
xX*43x4+7=7-2x+4x
al-jabr da
x4 5x+7=T7+4x
y al-mugabalah da

X2+ 5x=4x"

Esta obra fue traducida al latin en los primeros afos del siglo Xl por Juan de Sevilla
y Gerardo de Cremona, y con el tiempo se le llamé simplemente Algebra.

El origen del vocablo responde satisfactoriamente al contenido real de la ciencia
misma. El algebra comienza en realidad cuando los mateméticos empiezan a
interesarse por las “operaciones” que se pueden hacer con cualquier niumero, mas
que por los mismos numeros; es, en esencia, la doctrina de las operaciones
matematicas considerada formalmente desde un punto de vista general con
abstraccion de los numeros concretos.

La historia del algebra se divide segun su desarrollo en tres fases:

La primera fase, que comprende el periodo de 1700 a. C. a 1700 d. C., se

5



caracterizé por la invencién gradual de simbolos y la resolucion de ecuaciones.
Dentro de esta fase encontramos un algebra desarrollada por los griegos (300 a.
C.), llamada élgebra geométrica, rica en métodos geométricos para resolver
ecuaciones algebraicas.

La Introduccién de la notacién simbélica asociada a Viete (1540-1603), marca el
inicio de una nueva etapa en la cual Descartes (1596-1650) contribuye de forma
importante al desarrollo de dicha notacién. En este momento, el élgebra se
convierte en la ciencia de los caélculos simbdlicos y de las ecuaciones.
Posteriormente, Euler (1707-1783) la define como la teoria de los “célculos con
cantidades de distintas clases” (calculos con nUmeros racionales enteros,
fracciones ordinarias, raices cuadradas y cubicas, progresiones y todo tipo de
ecuaciones).

Se sefala en este periodo los trabajos de George Peacok (1791-1858), tendientes a
fundamentar y justificar las operaciones con expresiones literales. A él se debe el
“principio de permanencia” que decia:

“Todos los resultados del algebra aritmética que se deducen por aplicacion de sus
reglas, y que son generales en su forma, aunque particulares en su valor son
igualmente resultados del algebra simbdlica, donde son generales tanto en su valor
como en su forma.”

Distinguiendo entre &lgebra aritmética, donde las letras representan los ndmeros
naturales y los signos + y — tienen el significado aritmético ordinario, y el algebra
simbdlica, donde siguen actuando las leyes del algebra aritmética, pero se elimina
la restriccién a los naturales.

El principio de permanencia afirmaba que todas las reglas que se verifican con los
naturales, por ejemplo, conmutativa y asociativa de la suma y de la multiplicacién, y
distributiva de la multiplicacién con respecto de la suma, seguian verificandose para
todos los demdas numeros u objetos representados por las letras. Asi, la
importancia del significado de los simbolos quedd relegada a un segundo término



ante la primacia de los simbolos por si mismos y sus leyes de combinacion; por
ejemplo, la adicion significara cualquier proceso que se ajuste a determinadas
leyes.

Hasta este momento, finales del siglo XVIIl y primera mitad del XIX, el algebra era
la ciencia de las ecuaciones y su problema fundamental radicaba en la teoria de
resolucién de ecuaciones algebraicas.

En la segunda mitad del siglo XIX, el &lgebra presenté un notable impulso debido a
grandes matematicos, entre los cuales destacamos las ideas de Galois (1801-1832)
sobre la teoria de ecuaciones algebraicas. Teorias tales como la de grupos,
determinantes y matrices, por citar algunas, alcanzaron un profundo desarrollo.

Todo esto favorecié el nacimiento del algebra abstracta contemporanea (32 fase),
llamada algunas veces algebra moderna. En este periodo se prescinde de los
nuameros, de ahi el nombre de abstracta, y los objetos utilizados pueden ser
cualesquiera (matrices, vectores, tensores, etc.) sobre los cuales se definen ciertas
operaciones que verifican unas determinadas propiedades, construyéndose el
algebra a partir de axiomas previamente definidos.

En la actualidad, la revolucion de los ordenadores esta creando nuevos problemas
sobre la mecanizacién de los célculos algebraicos, lo que légicamente conducira a
un desarrollo aun mayor del algebra.

La notacién algebraica presenta también tres periodos claramente diferenciados:

- El periodo retérico o verbal, en el cual las operaciones se describian con
palabras. Este periodo se extiende desde los babilonios (1700 a. de C.) hasta
Diofanto (250 d. C.).

- El periodo sincopado o abreviado, cuando empiezan a utilizarse algunas
abreviaciones para simplificar la resolucion de los problemas. Este periodo
comienza con Diofanto y dura hasta comienzos del siglo XVI.



La ecuacion 2x’+8x—(5x’+4)=44 se escribia en notacién de Diofanto asi:

KB sn N A~ ¢ MS é0TEC ué

x°2 x8 x’5 14 = 44
« El periodo simbdlico aparece en el siglo XVI y utiliza ya diferentes simbolos y
signos matematicos. Esta notacién que fue mas o menos estable en tiempos de
Isaac Newton (1642-1727), se mantiene actualmente sin uniformidad total. Este
periodo coincide con la 22 fase anteriormente indicada que, como hemos
sefalado, est4 asociada al nombre dc Viéte, el cual comenz6 a denotar por letras

no solo las incognitas, sino numeros dados previamente.

Asi, la ecuacioén

x> —15x* +85x>—225x*+274x=120

la escribia como
1QC —14QQ +85C —225Q +274N  aequatur 120

Nuestra notacién moderna es debida a Descartes (1596 - 1650), con ligeras
modificaciones posteriores

Citaremos x’—6xx+13x—10 « 0

De aqui tomaremos solo el algebra geométrica de los griegos, puesto que nos
ofrece un aspecto fundamental para el desarrollo de algunas tematicas de nuestro
trabajo.

El Algebra Geométrica

Los griegos, aunque se cree que conocian los métodos de los babilonios (métodos
puramente algebraicos) para la resolucion de ecuaciones, desarrollaron métodos
geométricos para resolverlas y comprobar diversas propiedades.



En el libro Il de Los Elementos (Euclides, 300 a. C., el mas corto de todos ellos),
hay 14 proposiciones que permiten resolver problemas algebraicos. Actualmente,
nuestra algebra simbdlica los resolveria rapidamente, pero el valor didactico del
algebra geométrica es importante.

Se cita a continuacién la forma de probar la propiedad distributiva y resolver

ecuaciones.

La proposicién 1 dice:

“Si tenemos dos lineas rectas y cortamos una de ellas en un numero cualquiera de
segmentos, entonces el rectangulo contenido por las dos lineas rectas es igual a los
rectangulos contenidos por la linea recta que no fue cortada y cada uno de los
segmentos anteriores.”

Esto es:
A a B c C
AD-AC=AD-AB+AD-BC
b
b(a+c)=b-a+b-c
D E F

se puede ver, que es la propiedad distributiva del producto respecto de la suma. De
forma analoga se demuestran las propiedades asociativa y conmutativa del
producto.

La proposicién 4 nos permite verificar la expresion

(x+y)2=x2+y2+2xy



“Si una linea recta se corta de una manera arbitraria, entonces el cuadrado
construido sobre el total es igual a los cuadrados sobre los dos segmentos y dos
veces el rectangulo contenido por ambos segmentos.

%
X Xy

(x+y)2=x2+y2+2xy
oy y?

Con la misma habilidad eran capaces de resolver ecuaciones cuadraticas de los

tipos ax—x’=b* Y ax+x’=b’

La representacién geométrica de estas situaciones viene dada por la construccion
sobre un segmento a, de un rectangulo cuya altura desconocida x, debe ser tal que
el area del rectangulo considerado, exceda del area dada en el cuadrado de lado x,
en el primer caso

2 2
ax—x"=b

con los segmentos ay b verificando la relaciéon a > 2b.

A
v

2

y en el segundo  agx+ x’=5h> , que se quede corto respecto del area A.

10



A
v

De esta forma, los griegos consiguieron resolver las ecuaciones cuadraticas por
medio de los procedimientos conocidos como de “aplicaciéon de areas”. He aqui
cémo lo hacian en el primer caso. Se basaban en la proposicion 5, que dice:

“Si cortamos una linea recta en segmentos iguales y desiguales entonces el
rectangulo contenido por los segmentos desiguales del total, junto con el cuadrado
construido sobre la linea recta entre los puntos de corte es igual al cuadrado sobre

la mitad.”

En la notacion actual, para resolver la ecuacion de segundo grado ax—x*~b’ , la
aplicacién de la proposicion anterior equivale a lo siguiente: sobre la linea recta AB,
determinamos un segmento AB = a y construimos un rectangulo ABMK de area a-x.
Fijando en este un cuadrado de lado x, DBMH, obtenemos un nuevo rectangulo

ADHK de area ax—x? , que es igual al area de un cuadrado de lado b.
a

<
<

vy

C De 2 B
A A A
a/2) X
© L H vy
a2 +x
v A\
E G F

Completando ahora la figura con otro cuadrado de lado % , CBFE, se deduce,
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2
del uso de la proposicion 5 que el cuadrado CBFE de area (g) excede del
rectangulo ADHK de &rea ax—x*=b* , en el cuadrado LHGE de lado g—x ; es

(5-)-(2)

Que permite solucionar la ecuacion dada ax— x*=5p> , con

decir,

Nota: Los segmentos de ay b verifican la relacion a a>2b
En el segundo caso se basaba en la proposicion 6 que dice

“Si se corta en dos partes iguales una linea recta y se le afiade (siempre en linea
recta) otra linea recta, entonces el rectangulo contenido por el total (con la linea
recta anadida) y la linea recta afadida, junto con el cuadrado construido sobre la
mitad, es igual al cuadrado construido sobre la linea recta formada por la mitad y la
linea recta afiadida.”

Actualmente, para resolver la ecuacion de segundo grado agx+x’=p> , la

aplicacién de la proposicion anterior equivale a lo siguiente: sobre la linea recta AB,
determinamos un segmento AB = a y construimos por una parte, un rectangulo
ABHK de area a-x , y de otra, por prolongacion del segmento AB el rectangulo

ADMK de area ax+x> , que exceda al rectangulo anterior en un cuadrado de
area x> , y que es igual al drea de un cuadrado de lado b, es decir,

ax+x*=p* .

Completando ahora la figura con otro cuadrado g , LHGE y con un rectangulo

12



& B D
X
& I H M
a2
£ G
— W2+x L

de lados x y % , HMFG, tenemos de la proposicion 1 que el area del cuadrado

2
CDFE es igual (%) +x*+ax donde la distancia CD=§+x es igual a

2 2
(2) +p* esdecir, 24, (2) p> que permite solucionar la ecuacién
2 2 2

ax+x’=b> .[2]

2.2 EL USO Y SIGNIFICADO DE LAS LETRAS

Segun los autores Socas R. Martin Manuel y otros, el uso del concepto de variable
en matematicas es una practica comun, sin embargo los estudiantes mas aptos son
capaces de cometer el mayor de los errores. Parte de las dificultades proceden de
qgue el algebra en el colegio no desarrolla suficiente el sentido de variabilidad ligado
a las letras. Esta practica comun ha servido mas para oscurecer el significado del
término mismo, que para mostrar la diferencia real con el sentido que pueden tener

las letras.
Se consideran aqui los diferentes contextos en los que aparecen las letras en el

algebra dentro de la clasificacion utilizada por Kichemann (1981). Interesa, mas
que la notacion formal en si misma, las ideas representadas por esas expresiones.

13



Kichemann describe seis categorias diferentes de interpretacién y uso de la letra:

a) Letras Evaluadas: Esta categoria es aplicada a las respuestas donde a las letras
se les asigna un valor numérico desde el principio

b) Letras Ignoradas: Aqui los estudiantes ignoran las letras, o algunas veces
reconocen su existencia, pero no le asignan ningun significado.

c) Letras como Objeto: Las letras son vistas como un objeto concreto (frutas, lados
de un poligono, etc.), eliminando asi el significado abstracto de las letras por algo
mas concreto y real.

d) Letras como Incognitas Especificas: Los estudiantes consideran las letras como
un numero desconocido, pero especifico y pueden operar sobre él directamente.

e) Letras Generalizando Numeros: Los estudiantes ven las letras como una
representacion, o al menos son capaces de deducirlo, de varios valores

numéricos antes que de uno exactamente.

f) Letras como Variables: Las letras son consideradas como una representacion
de un conjunto de valores no especificados, y se observa una relacion
sistematica entre dos conjuntos de valores.

El concepto de variable implica claramente el conocimiento de la incognita y de sus
posibles valores. Pero esto estd mas alla de la comprension de las letras como
incégnitas especificas y como generalizacion de nimeros.

Senala Kichemann que este concepto es dificil de encontrar con toda exactitud
debido a que la mayoria de los items que pueden dar idea de variable, a menudo
son resueltos en un nivel de interpretacién mas bajo.

Incluso dentro de la resolucion de un mismo problema, el estudiante cambia de
interpretacion, lo que genera gran dificultad no solamente al docente, sino también
al mismo estudiante. [2]

14



2.3 PENSAMIENTO VARIACIONAL Y SISTEMAS ALGEBRAICOS Y ANALITICOS

Segun los lineamientos curriculares (1988), un primer acercamiento en la busqueda
de las interrelaciones entre los conceptos, procedimientos y métodos que permiten
identificar algunos de los nucleos conceptuales matematicos en los que esta
involucrada la variacion:

- Continuo numérico, reales, en su interior los procesos infinitos, su tendencia,

aproximaciones sucesivas, divisibilidad.

+ La funcion como dependencia y modelos de funcion.

- Las magnitudes.

- EIl &lgebra en su sentido simbdlico, liberada de su significacion geométrica,
particularmente la nocion y significado de la variable es determinante en este
campo.

- Modelos matematicos de tipos de variacién: aditiva, multiplicativa, variacion para
medir el cambio absoluto y para medir el cambio relativo. La proporcionalidad
cobra especial significado.

En los contextos de la vida practica y en los cientificos, la variacién se encuentra en
contextos de dependencia entre variables o en contextos donde una misma
cantidad varia (conocida como medicion de la variacion absoluta o relativa). Estos
conceptos promueven en el estudiante actitudes de observacion, registro y
utilizacién del lenguaje matematico.

Abordado asi el desarrollo del pensamiento variacional se asume por principio que
las estructuras conceptuales se desarrollan en el tiempo, que su aprendizaje es un
proceso que se madura progresivamente para hacerse mas sofisticado, y que

15



nuevas situaciones probleméticas exigiran reconsiderar lo aprendido para
aproximarse a las conceptualizaciones propias de las matematicas.

Entre los diferentes sistemas de representacién asociados a la variacibn se
encuentran los enunciados verbales, las representaciones tabulares, las gréaficas de
tipo cartesiano o sagital, las representaciones pictéricas e iconicas, la instruccional
(programacion), la mecanica (molinos), las formulas y las expresiones analiticas, sin
embargo aqui s6lo se mencionaran los relacionados a nuestro tema principal, el
algebra.

El significado y sentido acerca de la variacién puede establecerse a partir de las
situaciones problematicas cuyos escenarios sean los referidos a fenémenos de
cambio y variacién de la vida practica. La organizacién de la variacién en tablas
puede usarse para iniciar en los estudiantes el desarrollo del pensamiento
variacional por cuanto la solucién de tareas que involucren procesos aritméticos,
inicia también la compresion de la variable y de las férmulas. Las situaciones
problematicas deben seleccionarse para enfrentar a los estudiantes con la
construccion de expresiones algebraicas o con la construccién de las férmulas. Tal
como lo senala Demana (1990) la exposicién repetida de construcciones de
férmulas, como expresiones que explicitan un patron de variacion, ayuda a los
estudiantes a comprender la sintaxis de las expresiones algebraicas que aparecen
después del estudio del algebra. [3]

2.4 LA RESOLUCION Y EL PLANTEAMIENTO DE PROBLEMAS

La actividad de resolver problemas ha sido considerada como un elemento
importante en el desarrollo de las matematicas y en el estudio del conocimiento
matematico. [3]

De acuerdo con los lineamientos curriculares (1981), se afirma que la resolucién de
problemas debe ser el eje central del curriculo de matematicas, y como tal, debe ser
un objetivo primario de la ensefianza y parte integral de la actividad matematica.
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Pero esto no significa que se constituya en un topico aparte del curriculo, debera
permearlo en su totalidad y proveer un contexto en el cual los conceptos y
herramientas sean aprendidos.

En la medida en que los estudiantes van resolviendo problemas van ganando
confianza en el uso de las matematicas, van desarrollando una mente inquisitiva y
perseverante, van aumentando su capacidad de comunicarse matematicamente y
su capacidad para utilizar procesos de pensamiento de mas alto nivel.

Las investigaciones que han reconocido la resolucion de problemas como una
actividad muy importante para aprender matematicas, proponen considerar en el

curriculo escolar de matematicas aspectos como los siguientes:

« Formulacion de problemas a partir de situaciones dentro y fuera de las

matematicas.

- Desarrollo y aplicacion de diversas estrategias para resolver problemas.

- Verificacién e interpretacion de resultados a la luz del problema original.

- Generalizacibn de soluciones y estrategias para nuevas situaciones de
problemas.

« Adquisicion de confianza en el uso significativo de las matematicas (NCTM,
1988:71).

El reconocimiento que se la ha dado a la actividad de resolver problemas en el
desarrollo de las matematicas ha originado algunas propuestas sobre su
ensefanza, entre las cuales las mas conocidas son las de los investigadores Polya
y Alan Schoenfeld. *

Para Polya “resolver un problema es encontrar un camino alli donde no se conocia

'Anélisis sobre los trabajos de estos dos investigares pueden consultarse entre otros en A. Perkins, 1994 y Luz
Manuel Santos, 1992
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previamente camino alguno, encontrar la forma de salir de una dificultad, encontrar
la forma de sortear un obstaculo, conseguir el fin deseado, que no es conseguible
de forma inmediata, utilizando los medios adecuados”.

Polya describi6 las siguientes cuatro fases para resolver problemas:

«  Comprensién del problema

Concepcion de un plan

« Ejecucion del plan

Vision retrospectiva

Para cada fase sugiere una serie de preguntas que el estudiante se puede hacer, o
de aspectos que debe considerar para avanzar en la resolucién del problema, para
utilizar el razonamiento heuristico, el cual se considera las estrategias para avanzar
en problemas desconocidos y no usuales, como dibujar figuras, introducir una
notacion adecuada, aprovechar problemas relacionados, explorar analogias,
trabajar con problemas auxiliares, reformular el problema, introducir elementos
auxiliares en un problema, generalizar, especializar, variar el problema, trabajar
hacia atras.

Aunque los matematicos reconocen en los trabajos de Polya actividades que ellos
mismo realizan al resolver problemas, también plantean que las estrategias de
pensamiento heuristico resultan demasiado abstractas y generales para el
estudiante. [3]
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3. DISENO DE LA PRUEBA

Inicialmente se ided una prueba diagndéstica para conocer el nivel de los estudiantes
al momento de finalizar el octavo grado. Al realizarse el estudio para dicha prueba,
se presentaron un gran ndmero de aspectos por analizar y que ademas eran tantas
las dificultades en los estudiantes por tener en cuenta, que hacian desfavorable la
generalizacion de los casos a estudiar.

Para el disefio de la prueba definitiva se tomaron en cuenta los inconvenientes
presentados en la prueba preliminar, optando por desarrollarla en torno a una de las
dificultades de mayor incidencia en los estudiantes del algebra, es decir, el uso y
significado de las letras. De esta forma, el estudio seria puntual y acorde a los
objetivos propuestos.

Asi, cada una de las preguntas esta clasificada segun las seis categorias que
describe Kuchemann, esto con la finalidad de conocer la manera en que los
estudiantes usan e interpretan las letras en cada uno de los numerales de la
prueba.

La prueba esta conformada por doce preguntas, teniendo dos representantes de
cada una de las seis categorias descritas por Klichemann, a su vez, cada una de de
las preguntas consta de 4 posibles respuestas (seleccion mudltiple con Unica
respuesta). Las opciones de respuesta ofrecidas se eligieron buscando denotar los
errores tipicos cometidos por los estudiantes como: operaciones basicas con
fraccionarios, simplificaciéon, no expresan enteros en forma fraccionaria, siguen
patrones errados, evalian sélo una de las condiciones propuestas, presentan
dificultades en operaciones basicas, conceptos de areas y perimetros, definiciones
del algebra, de la geometria, interpretacion de letras y resoluciéon de problemas.

En el estudio de los resultados se percibieron algunas pequenas fallas en la prueba,
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en la pregunta 8 la gréafica no esta lo suficientemente clara, puesto que no se acoté
como es debido, sin embargo esto no desvié demasiado los resultados esperados, y
en la pregunta 10, en uno de los items de respuesta (c), hubiese tenido mas sentido
colocar 1,2,3,4 ,asi, verificariamos si el estudiante obvi6é el 0 o no, sin desviarse de
una vez a comprobar que el 5 no cumple con las condiciones, descartando asi el
item sin verificar el 02,

2Ver (P10E02) pagina 40
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4. APLICACION DE LA PRUEBA

La prueba definitiva se aplicd a 39 estudiantes de octavo grado en un colegio de
Floridablanca, el dia 11 de noviembre de 2003 en la jornada de la manana, los
estudiantes fueron instruidos en la forma que debian contestar la prueba, para
poder contar con la informacién requerida del proceso de resolucién de los
problemas y no quedarse simplemente con la eleccion efectuada por el estudiante.

Se percibié gran inseguridad y preocupacion por parte de varios estudiantes que
manifestaron no tener manejo de los temas a diagnosticar. Los items de la prueba
que mayor desconcierto causaron fueron los numerales 9, 10 y 12, situacion
reflejada en los resultados de la prueba.
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5. ANALISIS CUANTITATIVO Y CUALITATIVO DE LA PRUEBA DIAGNOSTICA

Cuadro 1. Tabulacion de los Resultados de la Prueba

Opciones de Respuesta
Pregunta No. a b c d NS/NR
1 2 27 5 4 1
2 1 24 1 11 2
3 3 9 20 5 2
4 4 23 3 7 2
5 4 9 17 7 2
6 20 2 13 2 2
7 24 3 8 4 0
8 5 16 17 1 0
9 15 9 11 1 3
10 14 4 4 17 0
11 12 6 11 9 1
12 7 18 11 3 0

5.1 ESTUDIO DE LAS RESPUESTAS ERRONEAS

A continuacion se presentan los histogramas de frecuencias para cada una de las
preguntas, observaciones acerca de los errores cometidos por los estudiantes,
ademas de algunos ejemplos:

Figura 1. Histograma de Frecuencias de la Pregunta 1

40

35

30
27

25

20 ma

mbs
Oe
md
7 NS/NR

No. de Estudiantes

5 4
> m
0
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Solo el 12,82% de los estudiantes contestd correctamente (caso c), el 69,23% eligié

la respuesta b, indicando que los estudiantes tienen grandes dificultades en

operaciones con fraccionarios, suman numerador con numerador y denominador
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con denominador, siendo este el error mas frecuente que cometen en estos casos
(PO1E20), en el caso citado (PO1E01), se aprecia, a parte de utilizar el método de
ensayo y error, que algunos sélo suman bien fraccionarios homogéneos. El 10,25%
eligié la respuesta d, aqui tienen un criterio bien particular, suman los numeradores
y el resultado lo dividen por el denominador que aparece, obteniendo una respuesta
(PO1E39) y el 5,12% la respuesta a, observando que no tienen en cuenta los
denominadores, solo suman los numeradores. En general podemos deducir que
ademas de lo descrito anteriormente, tampoco expresan valores enteros para
resolver operaciones, ni reconocen enteros expresados en forma fraccionaria. El

2,56% no respondio.

. 3 g
1. Si a+==35,¢Cudl es el valor de a?.
PO1EO1

. g 2 Yo Jue e shbae 2,3 50w,
4 /Jz,a\e:-.%

b, %

e o Y
4

e O 17

PO1E20
Si a+%=5,d€udle5¢lvalorden?.

i -
a O -‘2;
o W 2 2 2 - &) =(pe)o
17
-G [:l 1;' |3 + é% ,_iii"
d O 1
PO1E39
L Sia+2=5,cCudl es el valor de a?. 131.3-= 9
2
a O 5
2
b O 7
17
c¢. O T
. B 17
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Figura 2. Histograma de Frecuencias de la Pregunta 2
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El 61,53% de los estudiantes contesté correctamente con la opcion b, el 28,20%
eligié la opcién d, lo que indica que evaluaron sélo una de las condiciones
(PO2E04), el 2,56% optd por la ¢, observando este item percibimos que el
estudiante obvi6 el operador (-) y reemplazé la letra por el nUmero, quedando éste
de tres cifras, obteniendo como operacién simplemente una suma y otro tanto igual
la opcion a, que indica que evaluaron correctamente, pero a su vez, sumaron todos

los resultados obtenidos. El 5,12% no contesto

‘PO2E04

2. {Cubl es el valor de 15-a+7, cuando a=1, a=2, a=37

a O m 16.L=151%= 22
b O 22,3752

c. [0 158,159,160

a M 22
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Figura 3. Histograma de Frecuencias de la Pregunta 3
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El 51,28% eligi6 la respuesta correcta, es decir la ¢, el 23,07% tomé la opcion b, lo
cual senala que el estudiante sigue un patrén errado, debido a que en la segunda
igualdad se aumenta 3 unidades al sustraendo, supone que la respuesta también
aumentaria en la misma proporcién, sin darse cuenta que la operacion es una resta
y entre mayor sea el sustraendo, menor sera la diferencia, en lugar de aumentar
(PO3E13), el 12,82 % escogio la opcién d, aqui se centrd sélo en el valor de la letra
y oper6 de forma incorrecta la ecuacién (PO3E20) y el 7,69% opt6 por la opcion a,
centrandose solo en obtener el valor de la letra, en forma correcta (PO3E24). El
5,12% no contesto.

POSET3
3. Sin-245=752, n—-248=>?

O %7 S0Y -248=7355
—b X 758 o

B 749

m 507

p O TP
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PO3E20
3. Sin-245=752, n-248=?
a0 997
755

749

0
0
sz

151~ ¢US= 0%

o o op

PO3EZ4
3. Sin-245=752, n—248=7?

a B 997 3524+ 99%°

b O 755 - TR -
79% TFS<

c. [0 749

d OO 507

Figura 4. Histograma de Frecuencias de la Pregunta 4
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El 58,97% contestd correctamente con la opcidén b, el 17,94% eligié la opcién d,
basandose en la primera suma (a+b=8) sin tener en cuenta que al ser las letras
diferentes, representaban diferentes valores, jugaron con combinaciones aleatorias
hasta dar con el valor de la primera igualdad y luego reemplazaron (P04E17),
10,25% tomé la opcion a, o que nos muestra que algunos usaron criterios como
suma de primos consecutivos y otros sumaron numeros arbitrarios (P04E21),el
7,69% escogid la opcidn ¢, aqui se observa que no tuvieron en cuenta la primera
ecuacion, solo su valor, y al pasar a la otra, sencillamente sumaron numeros
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consecutivos que incluyera al 8 (6+7+8). El 5,12% no contesto.

PO4E17
4. Sia+b=8,entonces a+b+c=?

a @ 15
b 0O 8+e
+6=8 3+5+8=16.
c O 21 346 s
d B 16

PO4E21 .
4. Si g+b=8,entonces a+b+c=7?

. B éi—zi—‘-‘—l‘;_
b. O 8+c

c O 21

d O 16

Figura 5. Histograma de Frecuencias de la Pregunta 5
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Opciones de Respuesta

Soélo el 23,07% contest6é correctamente (opcion b), el 43,58% escogiod la opcion c,
observando que suman términos semejantes, pero no tienen en cuenta los signos
(PO5E04), el 17,94% eligi6 la opcion d, limitdndose a multiplicar cada uno de los de
los coeficientes de los términos semejantes (PO5E06) y el 10,25% optd por la
opcion a, aqui obviaron una de las variables y no multiplicaron bien la parte literal.
El 5,12% no contesto.
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POSE04
5. Al simplificar 2:x+3-y+4-x~y nos da como resultado

a O 3 Z.x 2y
b. O 6x+2y i I Y
< K 6x+4y K Y. Y
d O 8x-3y

PO5EQG
5. Al Simplificar 2-x+3-y+4-x—y nos da como resultado

a O & 24 +3y
b. O 6x+2y A% = .
c. [0 6x+ay

- K- D
o & sx-3p 8 &

Figura 6. Histograma de Frecuencias de la Pregunta 6
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El 51,28% contesté correctamente con la opcién a, el 33,33% eligid la opcién c, al
pedirles hallar el perimetro, suman los lados en los cuales hay numeros y lo
multiplican por la suma de las letras (PO6E16), el 5,12% sefal6 la opcion b, tomaron
las letras como numero, y asociaron la figura a un rectangulo, ignorando las
elevaciones de los segmentos de valor u (PO6EQ7), otro tanto escogi6 la opcion d,
mostrando ahi que no tienen muy claro el concepto de perimetro. El 5,12% no

contesto.
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POBEO7

6. El perimetro de la siguiente figura es:

"31'/\’434'

5) 57

: 222
| 6 ¥

a O 16+24

. B 2

c. [0 1624

d O 11+a

POGE16

6. El perimetro de la siguiente figura es:

L i

8 5
, ]
a O 16+2¢ pymo MDe |C>437
b O 22 l
c. B 16-2u 6“-6#64-UL‘-):46‘10
¢ O 1+

Figura 7. Histograma de Frecuencias de la Pregunta 7
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Solo el 20,51% contestd correctamente (opcién c), el 61,53% eligié la opcién a,
mostrando que tienen claro el concepto “anadir”, pero sélo centran su atencién en
los numeros, la letra la acomodan sin tener en cuenta que no son términos
semejantes (PO7EO01), el 10,25% eligié la opcién d, éstos solo saben que deben
hacer alguna operacion como multiplicar y el 7,69% escogié la opcién b, que suman
omitiendo la letra (PO7E21).

PO7E01

7. <Cuél es el resuttado de afiadir 4 a 3n?

a ™n 4430: 0 b pobbim aduair ek ay ey e ke moll deos
b O 7

e. O 3n+4

d O 12n

PUEZF. ¢Cudl es el resultado de affadir 4 a 3n?

2 n or g 4G 3 = F
b.; 7/.,? 1

e. £ 3n+4

d 0O 122

Figura 8. Histograma de Frecuencias de la Pregunta 8
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El 41,02% contesté correctamente (caso b), el 43,58% eligid la opcién c,

simplemente efectuando el producto de los valores dados, reconociendo que las
30



areas son calculadas de esa forma pero sin identificar los factores (PO8EO1),
ademas no utilizaron la formula correspondiente a la figura geométrica (POSE16), el
12,82% escogi6 la opcion a, suman la base con la altura, no reconocen el concepto
de area, el 2,56% con la opcion d, ubican niumeros y letras sin tener identificado que
se debe realizar una suma y un producto, pero tampoco tienen claro el mismo

concepto.

8. Calcule el érea del siguiente rectdngulo.

PO8EO1

5
e 2
a [ e+2+5 Sxz: o€
Lo Ppovk. Sef CHAS P G2/€ Ne3C Somdl)
b. O 5(£+2) U fumpoco (er2) ¥ mode mem{&(,!z,)
c. I 10e
d O 5e+2

8. Calcule el drea del siguiente rectingulo,

POSE16

5
e 2
a O e+2+5 bxh -
b. O 5S(e+2) '“‘7':""-
¢ W 10e
d O Sse+2 1-—6——-5
e+ iz.\
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Figura 9. Histograma de Frecuencias de la Pregunta 9
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El 38,46% contestd correctamente con la opcién a, el 28,20% eligié la opcién c,
evallan la letra correctamente, pero no tienen en cuenta que el cero también
cumple con la desigualdad, el 23,07% eligi6 la opcién b, se limitan a tener un sélo
caso que cumpla con la condicion, y el 2,56% opté por la opcién d, donde se nota
qgue los estudiantes no tienen claro el concepto de mayor que, y como al evaluar el
numero da 19, asumen que también la igualdad cumple la condicion. El 7,69% no

contesto.

Figura 10. Histograma de Frecuencias de la Pregunta 10

40

35

n

Q 30 —

c

8

S 25

=

n

LﬂL)I 27 17 m=
° wld
o 15 — 14 e
z

md
7 NS/NR
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El 35;89% contestd correctamente con la opcién a, el 43,58% eligio la opcion d,
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aqui se percibe que algunos estudiantes, como no sabian el valor de la letra d, no
podrian asi mismo saber el valor de la letra c, otros se centraron en los extremos,
verificaban con cero y decian que d no podia ser 10, ya que si lo fuera serian dos
letras, otros simplemente no se fijaron en la condicion de la igualdad (P10E22,
P10E39), el 10,25% contesté la opcidén b, igual que el anterior, simplemente aqui no
se tuvo en cuenta el cero y el otro tanto la opcién ¢, sefalando asi que verificaron

los valores, pero no se percataron que el niumero 5 no cumplia con la condicion.

P10E22

a
b.
<.
d.

BOOD

10.¢Qué valores toma ¢ si c+d =10 y ¢ esinferiora d?

01234 TOd(» loﬁ ‘QSJH‘OAOS dan ‘m ue q

012345 , 9

1,2345' N d es \nfeqpr en \&s Caxs g
34, | ,

Ninguna de las anteriores dpuestan

P10E39

a.
b.

B0

BOoOOoO0O

10. ¢Qué valores toma ¢ si c+d =10 y ¢ esinferiora d?

5\ ¢ puera 0+4d, no es posible, pues 4
01234 fendita que Fer 10y ne sc pocds de des ofras,
012345 Ademes 5 € ¢S 5, d fombien ficne que
12345 9, per.lo tante no pueden %y iguaks ot des

] . lettan, Endences o wopesfa es
Ninguna de las anteriores Ninguna & las anderioves,

Figura 11. Histograma de Frecuencias de la Pregunta 11
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El 30,76% contestd correctamente con la opcion a, el 28,20% eligid la opcion c,
donde suman los coeficientes de la ecuacion para multiplicarlos por el producto de
las variables (P11E10), el 23,07% contesté la opcidén d, similar al proceso seguido
en el anterior y acomodaron las letras arbitrariamente; el 15,38% optd por la opcidon
b, no tienen claro los valores que se asignan en el enunciado. En todas las
respuestas se notd que marcaron sin entender el enunciado del problema, sélo se
limitaron a escoger la opcion que mas se acercaba a lo que ellos pensaban sin
tener en cuenta los datos. El 2,56% no contesto.

' ILLoslépicesmdesmfm$500cudcmylosléﬁcesrojos$600mdnw. Compro algunos
ldpices azules y rojos y en total me cuestan $4300. -
Siaasalmﬁnmdeﬁpicumy‘rdmhcmdclbicesmjasm,mm
escribir acercade a y r? AzJp00 - '

P11E10 Yz {600
s [ 500a+600r <4300 Heg
b 0  500r+600a=4300 azs Yz 1000
c. M 1100ar=4300 1003z % 3200 ¥ 1000 = 44300
d O 1100a+r=4300

Figura 12. Histograma de Frecuencias de la Pregunta 12
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Sélo el 7,69% de los estudiantes contestd acertadamente (opcidén d), el 46,15%
eligio la opcion b, donde sélo verifican para n=2 y algunos no tienen en cuenta los
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operandos, interpretando que 2n=2+n (P12E13), el 28,20% contest6 la opcion ¢
(P12E21) y el 17,94% escogid la opcion a, donde soélo verifican si se cumplen
algunos casos en particular y no tienen en cuenta que en este grado, ya han

trabajado con niUmeros naturales y nimeros enteros.

12.¢Quiénesmés large 27 0 2+n? Expliquelo.

P12E13
a O o2»
b. & Iguales [PUOS dos s0n iguates

es el ™mas ad e
c. Bl 2+n it

d. 00 Ninguna de las anteriores

12.¢Quién es mds largo 2n 0 2+n? Expliguelo.

P12E21

a O 2a

b. O Iguales . |
c W 24n Por quee l—ad(lamdb qve L'(l(y:ef' 20perauo~
d [0 Ninguna de las anteriores ned -

En este tipo de problemas, los estudiantes, saben que tienen que hacer
operaciones, pero para ellos es muy dificil interpretar cada una de las letras que

contempla el ejercicio.
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5.2 ESTUDIO DE LAS RESPUESTAS ACERTADAS

A continuacion se presenta el histograma de frecuencias, clasificadas en sus
respectivas categorias:

Figura 13. Histograma de Frecuencias de las respuestas acertadas

40 —
35 —
30 — LE
3 5
C 25 — 24
T = o
% 20 = 2 . @LIE
LIJ. 15 15 N
§ 10 — 9 s = I
i - 3
Ll
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Preguntas

De acuerdo con los datos expuestos en la gréfica ® y las categorias mencionadas:

Primer Criterio: Letras Evaluadas

La pregunta en la cual mas estudiantes acertaron fue la numero 2, indicando que
estan familiarizados con asignar valor numérico a las letras, probablemente sea
porque es el primer criterio que el estudiante posee en su trabajo previo con la
aritmética. Con respecto a la pregunta 1, igual criterio, cabe especificar que aunque
tuvo un numero de aciertos muy bajo, se debe a inconvenientes de los estudiantes

con los fraccionarios.

Segundo Criterio: Letras Ignoradas
Correspondiente a las preguntas 3 y 4, observamos que aunque aparezcan las

®Interpretacion de Abreviaturas en 2.2 USO Y SIGNIFICADO DE LAS LETRAS
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letras, los estudiantes pueden o no ignorarlas, ya que ellas no son resultado de
alguna operacion, pero para algunos el objetivo es alcanzar un resultado y no lo que
realmente se pide.

Tercer Criterio: Letras como Objeto

Correspondiente a las preguntas 5 y 6, podemos observar que hubo una gran
diferencia en la cantidad de respuestas correctas. En la pregunta 5, el criterio
enuncia que las letras son como variables sobre un conjunto formado por objetos de
alguna clase (colores, frutas, etc.), y no como una representacion de numeros que
pertenecen a algun conjunto numérico, facilitando asi la suma o resta de términos
semejantes, sin embargo los estudiantes no realizan esta asociacién con mas de
una variable, incrementando un poco la dificultad, evidenciandose con el bajo
rendimiento obtenido en la pregunta 5, a diferencia de la pregunta 6, donde las
letras son observadas simplemente como el nombre de los lados (no como
longitudes) y se pueden reunir, sin embargo como hay de por medio una “figura
geométrica”, ellos faciimente asocian y hacen operaciones porque pobremente
recuerdan el concepto de perimetro.

Cuarto Criterio: Letras como Incégnita Especifica

Contemplado en las preguntas 7 y 8, (siendo la 7 una de las mas bajas) nétese
aqui también el desfase entre las respuestas obtenidas. Aunque en la pregunta 7 la
respuesta parezca tan facil, no es contestada por muchos, ya que si n es
considerada como incégnita, los estudiantes tienden a elegir 7, 7n o 12n como
respuesta, en la que los elementos tienen significado y (en este caso los numeros)
son operados, mientras que las letras son ignoradas. Igualmente en el item 8, los
estudiantes interpretaron la letra de forma correcta, pero al operarla, lo hicieron
erradamente.

Quinto Criterio: Letras Generalizando Numeros

Correspondientes a las preguntas 9 y 10, observando que aunque menos de la
mitad (ver figura 13) contestd correctamente, no hay mucha diferencia entre los
resultados de dichas preguntas. En las dos preguntas, se observa que la mayoria
de los estudiantes ven que la letra puede tomar varios valores y los operan de esa
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forma. Otros estudiantes solo evalluan la desigualdad para solo uno de los valores.

Sexto Criterio: Letras como Variables

Este es el mas complejo de todos, ya que el concepto de variable implica tener
conocimiento tanto de la incognita como de sus posibles valores. Pero esto va mas
allda de la comprension de la letras, ya que la idea de variable se presenta en casi
todos los items de la prueba, aparte de esto, también pueden verse las letras
generalizando numeros e incégnitas especificas, y ademas de presentar una

relacion entre sus valores.

En la pregunta 11, se observé que las letras pueden interpretarse como se dijo
anteriormente, pero si llegara a formularse como pregunta abierta, en lugar de dar
opciones a elegir, como ¢qué puedo decir acerca de ay r?, se podria ver el caso de
las relaciones que habrian entre cada una de las variables, comparando y
evaluando se podrian tener muchas soluciones, asunto que se puede verificar en la
pregunta 12, alli ellos tiene que evaluar las letras, mirando si hay una relacion entre
cada una de las expresiones (longitudes), reconociendo el tamafo de cada una de
ellas para poder compararlas y obtener la respuesta correcta, debido al nivel de
complejidad, este fue el de mas bajo rendimiento de todos en la prueba.

A continuacion algunos ejemplos de las pruebas acertadas:

POIEC7T 3 -
1 si a+z=5,dCudieseimlordca?.

S.-035 5-0%5:43S

a O 4 4 .
4
b O % —Z;J:LI-ZS
c. B L .3
d 0O 1; C{.ZS*—CT-S

En esta prueba (PO1EQ7), se observa que el estudiante prefiere expresar los
fraccionarios como decimales, y aunque se rehusa a trabajar con ellos, es evidente
que tiene claras las equivalencias. Convierte la fraccidén % a decimal, y despejando
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a lo utiliza para resolver la ecuacién, luego identifica la fraccién equivalente al

decimal obtenido.

P02E13

2. ¢Cudl es el valorde 15-a+7, cuando a=1, a=2,a=3?

a O m 5x 143z 22

b 223752 gy 2}¥=3F

c. O 158159160 o 34752
a0 a2

Aqui el estudiante, hace el reemplazo de la variable en cada uno de los casos,
llegando a la respuesta correcta de la forma méas adecuada.

PO3E10

3. Sin-245=752, n—248=7? 4y 9422 N-2452z 352
N ﬂ _— , Nz 352+245
b 0 755 g
c. n 749
d O 507

PO3E12
3. S5in-245=752, n-248=7

a OO 997 +¥5L enloneed

¢ B 79 MIT LR ke
! B b 1 T 49
d O 507 ‘7—:5

En esta prueba (PO3E10), el estudiante primero busca el valor de la incognita
mediante resolucién de ecuaciones, para luego hacer la operaciéon pertinente,
siendo cuidadoso y entendiendo de antemano que la incognita para los dos casos
es la misma. En el otro ejemplo (PO3E12), se utiliza el mismo criterio que en la
anterior, pero en este caso él verifica que efectivamente las incognitas tiene el

mismo valor.
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7. ¢Cudl es el resultado de ofiadir 4 a 3n?
e a O 7n 4 s le.cild S0 — 3N + 4
b 0O 7
e “ 3n+4
d O 12n

En esta pregunta (PO7E06), el estudiante entiende bien que el concepto “anadir”

corresponde a una suma y como los dos términos no son semejantes, solo se

puede enunciar la operacion.

10.4Qué valores toma ¢ si c+d =10 y ¢ es inferiora d?
P10E02

a B 01234

b O 012345 - ,
. O 12345 c+d£ 10 = 144, 248, 3+ F,

d [0 Ninguna de las anteriores

En este caso (P10E02), el estudiante también verifica el valor de las letras teniendo
en cuenta la condiciéon del numeral, viendo aqui que la letra puede tomar varios
valores. En esta prueba, no sabemos si el estudiante tuvo en cuenta el 0 o no, ya
que al evaluar las letras con los respectivos items de respuesta, se da cuenta que
solo sirve evaluar hasta el numero 4, el 5 ya no cumpliria con la segunda condicion

y no hay mas items de respuestas que contengan el nimero 4*.

P11E18
11. Los lapices azules cuestan $500 cada uno y los ldpices rojos $600 cada uno. Com
; . . Igunos
I@nmurhsymmymhwmmmw. pros
Si a es el nimero de ldpices azules y r el ndmero de ldpices roj comprados puedo
escribir acercade a y r? - s S
a B 500a+600r=4300 S00a T e0ar = ‘:_ii’g‘)
b O 5007 +600a = 4300
c. LI 1100ar=4300
d [0 1100a+r=4300

4 Descripcion completa en Disefio de la Prueba.
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Aqui (P11E18) el estudiante asocia correctamente cada una de las letras a los

elementos mencionados en el enunciado del problema

P12E12

12.¢Quién esméds largo 27 0 2+n? Expliquelo.

O 2

[0 Iguales

0 2+n

0  Ninguna de los anteriores

por qrdea g~

dfg»crt\{ de el
valor a¢ N

e p

o

En ésta apreciamos como el estudiante acertadamente identifica la situacién que se
le plantea, sin embargo no se nota que haya hecho las pruebas del caso y aparenta

haberlas realizado mentalmente.
5.3 ESTUDIO DE LAS RESPUESTAS CON CASOS ESPECIALES
En estas pruebas, los estudiantes contestan acertadamente, pero el planteamiento

no fue el méas indicado. A continuacién se presentan algunos ejemplos que hacen

referencia a dichas situaciones.

PO1EOS 3 :
1 $|a+-4—=5,éCuc'|Iesclvnlordea?.
: z *_L:ﬁ":;’
a. D -2— i 3
4 z 3 - 2= 2
2 =< T TF T 0>
b. - =
B i
¢ X £
) 4 ‘/Lz’ %: %:’_,_':;
d O 17

En esta prueba (PO1EQ08), el estudiante usa un criterio muy “particular’, ademas de
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proceder con ensayo y error, para sumar las fracciones multiplica en cruz y
redondea, ya sea por exceso o por defecto las respuestas a numeros enteros, y en

algunos casos multiplica erradamente.

P02E18

2. ¢Cudl es el valor de 15-a+7,cuando a=1, a=2, a=3?

a O m 2 g=3
b B 223752 q=4. Q=2
c. O 18159160  22.3%, %2
o O 22 2243 ¥52= AAJL

En esta situacion (PO2E18), el estudiante reemplaza el valor de a para cada uno de
los casos, ademas de comprobar que la suma de los reemplazos lo lleva a una de
las respuestas erréneas, tal vez conduciéndolo a decidir cual respuesta selecciona

0 a analizar mas la pregunta del problema.

4. Sia+b=8,entonces ga+b+c=?
PO4E01

a O 15 Yo Seperg qr atb:8 Fdwe atbie Yo,

b @ 8+c Gue se;, 42 Riqe az4b-4:8 enlotes |
Yespues dn s BC

c. O 2t

d E1 186

PO4E27

4. Si a+b=8,entonces a+b+c=?
a 0O 15 a=4

ELY
b. ﬂ 8+c C =No fere wolor
c. O 2t ATA B4

d O 16

En estos dos ejemplos hay una particularidad, ambos asocian valores iguales a las
letras, interpretando sélo una de las posibilidades en las cuales a+b = 8, pero en el
caso de (P04E01), también supone que el valor de la tercera letra que aparece es el
mismo que le habia asignado a las demas en la segunda ecuacién del enunciado, y
en la otra (P0O4E27), para él c es solo una letra sin valor.
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5. Al Simplificar 2-x+3-y+4-x—-y nos da como resultado
POSE13
a O 8x
2. XY 3. A
o (6o \‘K {3 }’+?)& /
c. [0 6x+4y EX'['ZYV—Z
d O 8x-3y

Ahora se observa que el estudiante, aunque inicialmente parecia llevar un
desarrollo correcto (POSE13), no es muy claro en su planteamiento al colocar esas

flechas y el nUmero adicional.
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6. PROPUESTA METODOLOGICA

TALLER Ne¢. 1

Este taller abarca algunos temas de la matematica recreativa, utilizando el enfoque
de resolucion de problemas, con el cual se pretende hacer un pequefio repaso de
los temas en los cuales los estudiantes presentan mayores dificultades, como
operaciones con fraccionarios, con enteros, geometria, analisis y resolucion de
problemas, ecuaciones, entre otros. También despejar dudas de los grados
anteriores, para de forma agradable, introducirlos en el mundo del algebra.

Se recomienda aplicarlo al inicio del afio escolar, fundamentado simultdneamente
con generalizaciones y formalidades para cada caso.

TALLER N2. 2

Aqui tratamos de hacer un breve recuento de la historia del &lgebra, los personajes
y documentos que han contribuido en su avance, facilitando la comprension por
parte del estudiante del recorrido que ésta ha tenido, avances y gran importancia.
Todo esto para que se interesen y conozcan acerca de la nueva materia en la que
se ven iniciados.

Luego se presenta una serie de sencillos problemas histéricos, que se pueden
desarrollar aritméticamente (ayudado del pensamiento variacional y algebraico que
hemos adquirido en grados anteriores).

TALLER N2 3
El objetivo de este taller, es mostrar al estudiante en forma concreta el concepto de
variable, fundamental para el estudio del algebra.

Aqui se enfatiza el entendimiento a través del concepto de areas, como multiplicar
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polinomios de una y dos variables, multiplicacion de polinomios con coeficientes
negativos, apoyandonos en el plano cartesiano.

Con este material se pueden abordar varios de los temas centrales del &lgebra
(operaciones con polinomios, productos notables, factorizacién y otros), y de
manera implicita las transformaciones rigidas en el plano, como rotacion, traslacion
y reflexion, todo en forma ludica y agradable.

Como lo hemos dicho en los demas talleres, este material debe trabajarse en
paralelo con los demas conceptos y la formalizacién de cada uno de los temas.

TALLER N2 4

El objetivo de proponer este taller es hacer entender y comprobar a los estudiantes
de una forma ludica, como multiplicar binomios (algunos productos notables), y de
igual manera factorizar trinomios mediante el calculo y suma de areas.

Se pretende, por medio del calculo de areas que ellos observen que de una u otra
manera, el tener el area expresada como producto de dos binomios o trinomios,
permite deducir que la factorizacion y los productos notables, son procesos inversos
y sean abordarlos de esa forma.
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6.1 TALLER 1

ALBAMETICAS

A continuacion aparecerdn una serie de “problemitas” que pondrdn a prueba tu ingenio y sin darte
cuenta repasaremos algunos temas de aritmética, con sus respectivas historias si las hay.

Etimolégicamente, CRIPTO significa escondido, oculto. Asi pues, la criptografia trata del arte de
escribir con clave secreta y, algo criptico, es algo oscuro, enigmaitico.

La criptoaritmética, un rico capitulo de la Matematica Recreativa, trata el arte de reconstruir
operaciones matematicas. El objetivo es la reconstruccién completa de la operacién original,
realizando un andlisis 16gico y detallado, en el que se utilizan propiedades de los nameros al ser
multiplicados.

En 1952, J. A. H. Hunter acufié el término ALFAMETICA para referirse a un tipo especial de
criptoaritméticas en las que las combinaciones de las letras crean palabras y el conjunto de palabras
frases que tienen sentido. Una de las mas famosas y que habia aparecido mucho antes, est3
enmarcada en la siguiente historia:

Se debe tener en cuenta que cada palabra representa un nimero y cada letra un digito, asi si una
letra se repite, est3 representando el mismo digito.

Un derrochador estudiante inglés le envia a su padre un
telegrama en el que discretamente le comunica cuanto dinero 5> END
necesita. El telegrama dice: + MO R E
)  MONEY
No se sabe si el padre le envié el dinero solicitado, pero... ide
cuinto se trataba’
Ap A B CDyEson B E E R
. c digitos  sequidos, . AN D
no se requieren .
D E en ese orden. 50D AS
E+A+R=20
A B C
* D C D E 360 de nacimiento de la matematica francesa Marie
C E A Sophie Germain, corresponde a la mayor suma posible en
B C C la siguiente criptoaritmeética. iDescabrelo!
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Sabias que:

CUADRADOS MAGIcq .

Aparecieron en China cerca del afio 2800 a.C. El cuadrado magico mas antiguo se llamé LO SHU y
se consideré un amuleto de buena suerte.

Un cuadrado magico es una disposicién de nimeros colocados sin repeticion de tal forma que la
suma de las filas, columnas y diagonales sean iguales.

Resuelve cada uno de los siquientes “problemas rapidos” y escribe la solucion en la casilla

correspondiente:

A B C
D E F
G H |

A. Nimero de patas que tienen cuatro tigres juntos.

B. Namero de dias que hay en dos semanas.

C. Namero de huevos que compré mi mama si compré dos docenas.
D. Ndmero de fosforos que quedan en una caja de fosforos si tenia
treinta unidades y se gastaron cuatro.

E. El namero de gallinas que hay en una granja si juntas tienen treinta
y seis patas.

F. El primer ndmero de dos digitos.

G. Hora que indica la mitad del dia.

H. La mitad de la mitad de ochenta y ocho.

I. El doble del doble de cinco.

Halle el valor de cada una de las siquientes expresiones numéricas y coloque el resultado en I3 casilla

correspondiente:

A —(3-5)
B. —(—3)°+3
C 2°—2x5

D.
E.
F.

A B C
4°—(3*+2%) G g*+2! SR G F
(2°x3-5%)* H. (6°=3%)+(3-27)

2’3 L —(3-3% c ||
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AREAS Y PERIMETROS

HEl perimetro del trianqulo equilstero, es
igual a la suma de las medidas de todas las
aristas del cubo. iCujnto mide el lado del
’triéngu[o?

AT

e En esta figura BCD y DEF son trigngulos
equilateros, ABDF es un rectingulo cuyo
largo es el doble de su ancho. Si el drea del
rectanqulo es 72cm?, {Cudl es el perimetro
de la figura?

A F

¢ La figura ests formada por un cuadrado y
dos pentiagonos requlares.  Si el drea del
cuadrado es 225cm?, {Cudl es el perimetro
de la figura?

21, 1Ly 11l son cuadrados. Si A (1) = 36 cm?,
P (l1) =40 cm. Entonces A (llIl) =7

1

11

PROBLEMITAS

F2 7 es |3 mitad de Y. Y es la mitad de X. Si el camino desde M hasta N mide 180 cm), {cudnto

miden X, y Z respectivamente ?.

X

Me
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7 Dados 4 niimeros, obtener el nimero de dos digitos utilizando las 4 operaciones aritméticas:
+, —, X, = No se puede repetir ningin ndmero, ni es necesario utilizar todas las
operaciones.
> 3 8 10 4 =73
> 25 6 1 9 =78

5k Si me divides por 2, el resto es 1. Si me divides por 5, el resto es 3. Si me divides por 7, el resto es
6. Si me divides por 8, el resto es 3.

<k En un taller fueron reparados 40 vehiculos, entre coches y motos. El ndmero total de ruedas de
los vehiculos reparados fue de 100. iCudntos carros y cudntas motos se reparan?

2 Un paquete de panelas pesa 60 kilos. Si se retiran 6 panelas, el paquete queda pesando 9 kilos
menos.
iCuanto pesa cada panela?. {Cudntas panelas habia en el paquete?

BALANZA ENIGMATICA

iCuantos vasos equilibran una botella?

Tomado de los Nuevos acertijos de Sam Loyd

Algunos problemas presentados en este taller, fueron extraidos del material elaborado por el Laboratorio de Matematicas
“Colombia Aprendiendo”.
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6.2 TALLER 2

Veamos un breve recuento de lo que fue |a historia del dlgebra y conozcamos algo acerca de sus
protagonistas mientras desarrollamos algunos divertidos problemas.

LALGEBRA
OQO'PE RA
DiRarazt Bomrrrir da Bologna
Divifain ere Libri.

N e S

Con vna Tauola copiofa delle materie, che
incfla i contengono .

Pofla bora in Ince & beweficis delli Bmdind di
desta profifioone.

IN BOLOGNA,
Per Giowanai Refii. MDLXXIX.
Con beenga de’ Swparion o

Portada Primer Tratado de Algebra

Nacimiento del 3lgebra

El slgebra nacié con el uso de jerodlificos e ideogramas m3s o
menos relacionados con la representacién simbélica de
nociones y operaciones matematicas —como un pie
orientado hacia adelante para indicar la suma y hacia atras para
indicar la resta— encontrandose rastros de ello en algunos
papiros, tal como el de Rhind, donde hay algan problema que
hoy resolveriamos por medio de una ecuacién de primer
grado, y en el de Kahum otro que depende de una de
seqgundo, siendo de destacar que este altimo —dividir un
terreno de cien unidades superﬁcia[es en dos cuadros cuyos
lados tengan una razon dada— est3 inspirado por la geometria
con estimulos analogos a los que inspiraron la construccion de
3 analitica.

Mohammed ibn Musa AlKhowarizmi de Bagdad y Damasco (muri6 hacia el
850 d. C.) produjo el primer tratado (hacia el 825) en que se presenta un
equivalente de nuestra “dlgebra’—al-jebr walmuquabala, que significa
“restauracion y reduccion’, aludiendo a lo que ahora se llama transposicion
de términos negativos, para producir ecuaciones con todos sus términos
positivos, v a la subsiguiente reduccion simplificando los términos de iqual
potencia de la incognita. Esto parece haber sido idea original de Al-
Khowarizmi; la obra, en conjunto, estd compuesta de resultados griegos e
hinddes. Su principal progreso fue una aplicacion de los nombres de los nidmeros hinddes a la
solucién numeérica de las ecuaciones.

Periodos del lgebra

Iniciamos con el periodo retérico o verbal, en el cual las operaciones se describian con palabras. Este
periodo se extiende desde los babilonios (1700 a. de C.) hasta Diofanto (250 d. de C.).
Posteriormente los ndmeros nedativos se interpretan como corrimientos a lo largo de una recta en
direccion opuesta a los positivos; Tartaglia resuelve la ecuacion de tercer grado y Ferrari la de cuarto;
Bombelli publica en 1572 un tratado que recoge todo lo que hasta entonces se sabia de dlgebra e
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inicia el calculo literal que habia de llegar con Viéte a su perfeccion. Asi, queda cerrado el periodo
del algebra sincopada y abierto el del algebra simbdlica en el que esta ciencia sale de |3 juventud para
entrar en la edad madura, gracias a la notacion con que la doté el matematico francés, permitiendo
redactar muchos problemas en un solo enunciado y resolverlos por medio de una férmula dnica,
encontrar afinidades entre cuestiones que se crelan heterogéneas, dar a los problemas una
generalidad insospechada y, sobre todo, descubrir el cardcter logico del algebra que, 3 partir de
entonces, queda sujeta a la férrea disciplina del silogismo y de las leyes del cilculo.

LA LABORIOSA CONQUISTA DEL SIMBOLISMO ALGEBRAICO

Casi 3 todos los estudiantes
lo que mas temor les causa
de las matematicas es su
‘extrafio”  lenquaje,  su
simbolismo  artificial 'y
complicado. Hasta el siglo
XVI, no se utilizaba ningdn
simbolismo “especial”, salvo
los simbolos numétricos. El

DIOFANTO

Veamos:

Luca Pacioli (1494): Trouame.l.n°. che gioto
al suo drat° facia. 27, que es:

x+x2=12

Tartaglia (1556): “Trouame uno ndmero cha
azontoli |3 sua radice cuba uenghi ste, cioe.6”
que ahora escribimos:

primer matematico de toda la historia que 3

. : . . . X+Vx=6

introdujo un simbolismo especial para el

cilculo algebraico fue el grieqgo Diofanto Buteo (1559): “0PP,  [IPOPP.; que es

(250 d. de C.), que escribia de esta manera

iqual a:
“condensada”: 'guaa
2 2
= x"+6x+9=x"+3x+24
K'n /\ AYiFicK'&
lo que nosotros escribimos casi iqual de | Descartes (1637):

largo:

cx
8x’—16x’=x" wa@—7y+ay—ac

Este simbolismo, para hacer calculos, se
perdic en la matematica drabe. En el
Renacimiento, entre 1400 vy 1600, se

destacan los nuevos intentos para conseguir
un simbolismo cémodo para calcular.

iAl fin!, porque salvo el caprichoso signo
iqual, v escribir yy en lugar de y’, se ha
consequido la forma simplificada de escribir,
usada actualmente en el 3lgebra.

Ahora que ya conoces algo de |3 historia del dlgebra, te invito a que trates de resolver estos
problemitas que han sido famosos a lo largo de I3 historia, y veras lo faciles y entretenidos que son.
IINTENTALO!
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Epitafio de la tumba de Diofanto

Esta tumba quarda los restos de Diofanto. iOh, qué gran maravilla!

La tumba nos revela con exactitud la extension de su vida: Ser nifio le
permitié Dios la sexta parte de su vida, y afadiendo la doceava parte de
su vida, he aquT que su mejilla se cubrié con vellos; transcurrida otra
séptima parte contrajo vinculos matrimoniales y cinco afios después le
fue obsequiado un hijo. Pero, ipobre el destino del nifio!, habiendo
alcanzado 13 mitad de la vida del padre, una tragedia se lo arrebato.
Después de encontrar consuelo en [a ciencia de los ndmeros durante
cuatro afios, Diofanto concluyé su vida.

{Qué edad alcanzé Diofanto?

PROBLEMA DE EULER

He aqui el problema de la introduccion al dlgebra de Euler, que tan fuerte impresion produjera en
Stendhal: Dos campesinas llevaron en total 100 huevos al mercado. Una de ellas tenia mais
mercancia que la otra. Una vez vendidos todos, la primera campesina dijo a la segunda “si yo
hubiera llevado la misma cantidad de huevos que td, habria recibido $15, la sequnda contesté: si yo
hubiera vendido los huevos que tenias ta habria sacado de ellos $6 2/3.”

{Cuantos huevos llevé cada una?

PROBLEMA INDU NOBLE COMPRADOR

Otro de los problemas indios puede ser
presentado en verso tal y como fue traducido
por Lébedev, autor del libro iQuién inventé

el algebra? Un noble compré 30 aves y pago 30

monedas. Por cada tres gorriones pagod una
moneda, por cada dos palomas silvestres pagoe
también una moneda y por cada paloma
mensajera dos monedas.

"Regocijanse los monos divididos en dos
bandos; en el bosque se solaza su octava parte
al cuadrado.  Con alegres gritos, doce
atronando el campo estan. Sabes {Cuantos

monos hay en la manada, en total?”, {Cujntas aves de cada una comprd este

noble?
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EL PAPIRO DE RHIND

Es uno de los documentos matematicos mas
antiguos que existen (2000 - 1788 3. de C.).
El papiro de Rhind lo compuso un escriba
[lamado Ahmés. Es un notable logro
matemitico, que plantea problemas, algunos
de los cuales el hombre de inteligencia media
del mundo moderno -38 siglos mas
inteligente, tal vez, que Ahmés- tendria
dificultades para resolver.

El papiro de Rhind contiene 85 problemas, y
muestra el uso de fracciones, 3 resolucién de
ecuaciones simples, progresiones, la medicion
de dreas y de voldmenes.

Uno de los problemas del papiro, se ha
interpretado de este modo:

En cada una de las siete casas hay 7 gatos; cada
gato mata 7 ratones; cada raton podria
haberse comido 7 espigas de trigo; cada espiga
de trigo podria haber producido 7 hekat de
grano. {Cudnto grano se ha salvado gracias a
los gatos de las 7 casas?

"Tu problema puede ser modesto; pero si desafia tu curiosidad y pone en juego tus facultades
inventivas, y si lo resuelves por tus propios medios, entonces podrds experimentar la tension y
disfrutar del triunfo de un descubrimiento.”
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6.3 TALLER 3

TALLER DE POLING/

La caja de polinomios estd conformada por 165 regletas, distribuidas en 15 piezas de cada uno de los
siguientes motivos

1

x3

y un plano cartesiano
.
.

El trabajo de Tabit ben Qurra el-Harrani, algebrista arabe ,explica el uso de rectangulos que
permiten multiplicar dos polinomios. Es el matematico arabe sequndo en importancia después de
Muhammad ben Musa al-Khwarizmi y antes de Omar Khayyam; Tabit murié en el afio 901 de
nuestra era y su nacimiento se ubica entre los afios 824 al 836. Tabit ben Qurra es uno de los
primeros en identificar una pequefia dificultad relacionada con la interaccion entre las soluciones
algebraica y geométrica de una ecuacién cuadrtica, dificultad que determina no solo los origenes
del algebra sino que también alumbra el camino de la ensefianza y del aprendizaje de la matematica.

Al intentar solucionar problemas que ahora se representarian de la forma x” + mx = n, Tabit ben
Qurra evidencia que no se puede igualar drea con longitud, ni areas y longitudes con nameros
(objetos adimensionales), e introduce una unidad de medida (e), que le permite escribir 3 ecuacion
anterior como X +m (e)x=n (eF.

Este mecanismo de introducir (e) se conoce como proceso de homodeneizacién y ha permitido
elaborar una representacion geométrica que se usa para factorizar, multiplicar, dividir, sumar y restar
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expresiones cuadraticas de manera tangible mediante la utilizacion de fichas que se consiguen en
sitios especializados, como las que se representan a continuacion; | yg2 @ II‘; estas fichas con

la incorporacion de la unidad de medida (e) se representa mediante rectingulos que concretizan
ciertas medidas de 3reas.

La interpretacion geométrica de Tabit ben Qurra permite adoptar x° como un cuadrado de lado x,
la variable xest3 representada por un rectingulo de lados xy 7,y el 7es un cuadrado de lado 7.[4]

Manipulando las regletas, vamos a calcular las dimensiones de los rectangulos, tomando como

w2
patrones 1 , y ‘

Base= Base= Base= Base=
(1] — K5 [x?] X

Altura= Altura= Altura= Altura=

Base= . Base= 3 Base= Base=
-

Altura= Altura= Altura= Altura=

n Base= . Base= Base=
X 2

Altura= Altura= Y Altura=

Una vez tengamos las dimensiones vy las §reas de cada uno de los rectingulos, formemos algunos
rectanqulos mayores sélo con las regletas de las variables x. Por ejemplo:

tenemos el siguiente vamos 3 hallar su 3rea, Sumando las dimensiones de las
rectingulo regletas que dan la base y la altura del
rectangulo, tenemos:

t ox ox 1 3x +1
2R (R(x ¥ RIRIRX 255 %
xz XZ xz % X }x{z }x{l xz Eg x2 +x+1 xz Xz xz Eg
XX DX I 33X 3X |1 XE DX XS |

La base del rectanqulo es 3x+7y la altura X’ #x#7 luego el Grea es: A = (3x+1)(x*+x+1). Teniendo en
cuenta que no es requisito saber operar polinomios, podemos conocer el area, es decir el producto
de los polinomios, desarmando el rectanqulo y sumando cada una de las dreas que lo conforman
(reduccion de términos semejantes):

A=Gx+)(P+x+1) =x3+ X+ X+ + X+ X+ X+ X+ x+x+x+ 1237+ 4x> + 4x + 1

55



De esta forma, podemos ver que implicitamente al hallar el 3rea del rectangulo, estamos
multiplicando polinomios.

Ahora veamos cémo se calcula el producto de dos polinomios (problema inverso al anterior
ejercicio), en este caso (3x+1)(x+2), teniendo en cuenta que finalmente el método consiste en
formar un rectingulo, tomamos un polinomio como base y el otro como altura, se construye I3
base con las regletas, teniendo en cuenta la regla de oro “Se deben siempre hacer coincidir dos lados
contiguos de figuras vecinas’, de |a siguiente forma:

x| K2 (33|53

después se construye |3 altura, juntando rectinqulos y buscando que sus lados contiguos coincidan
con la longitud (x+2) ast:

D Finalmente se completa el xaAhAPdAE
X rectangulo sin olvidar [a regla de TR 52 (1
| 3 2 |2 oro, logrando 1 siguiente figura: %2 |32 322 |2

Ahora se dispone a contar las regletas; tenemos 3 regletas de x°, 7 de x y 2 unidades, es decir:
Bx+D(x+2) =3 +7x+2
que facilmente se comprueba con el criterio para multiplicar polinomios.

Ahora calcule los siguiente productos:

« (X+2)(x+3) ¢« X(X+3) « X+ 1)(x+5)
« (2x+1)(x+3) « (2x + 3)? . (x+3)2

Consideremos el caso con dos variables (xe y), hallemos el producto de los siguientes polinomios,
(Bx + 2y +2)(x +3y +1)

tomamos como base (3x + 2y + 2) utilizando las siquientes regletas, 3 de X, 3 de xyy 2 de x, de I3

siguiente forma,

luego se construye la altura a partir de cualquier regleta de las que conforman la base armada, se
sugiere empezar por alguno de los extremos, para ast llevar una secuencia 6gica.
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En este caso se forma por el extremo  Posteriormente completamos el rectingulo
izquierdo con las siquientes regletas, 3de xyy  delimitado por la base y altura, quedando,
1de x,

Pasando a contar las regletas: 3 de x°, 11 de xy, 5 de x, 8 de y, 6 de y” v 2 unidades, dando como
resultado que

(3x + 2y +2)(x +3y +1) = 3x* + TIxy + 5x + 8y + by” + 2
Calcular los siguientes productos:

c (2x+y+1)(2x+Yy) + (X+3y+2)(x +5) « (X+2y+3)(2x+y + 1)
o X+y+1)° + (Bx+2)(2y + 5) < (X+y)?
« (By+4)2x+y+3) « (2x+ 2y +1)?

Siguiendo por la linea de la multiplicacién, procedemos a escoger algunos términos con coeficientes
nedativos. Esto se trabaja con el plano cartesiano dado a conocer en el inicio del taller, donde se
divide por cuadrantes, siendo el primero y el tercero positivos (color azul), y el sequndo y el cuarto
negativos (color rojo).

Negativo Positivo

Positivo Negativo

Ahora veremos como se halla el producto del siguiente polinomio:  (x* +2x - 3)(2 - x), aqui
también crearemos un rectingulo, aplicando el mismo método que en los ejemplos anteriores,
pero en esta ocasion los ubicamos sobre el plano cartesiano, el primer polinomio (base), se sitda en
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el primer cuadrante, tomando como referencia el eje x y el punto de origen.

Utilizando las siguientes regletas, Tde x*, 2de  Procedemos a ubicar el sequndo polinomio

x en el primer cuadrante, y 3 unidades en el (altura), tomando como referencia el origen

segundo cuadrante, ast: y el eje y, para tal finalidad utilizamos 1
regleta de x* y 1 de x°:

X
[1]1]1] ¥R
2

X

Para facilitar 13 lectura (reduccién de

AquT ya tenemos ubicadas las dimensiones términos semejantes), se pueden retirar pares
del rectingulo y lo completamos de la de fichas de idéntico valor ubicadas en
siquiente forma: cuadrantes de distinto color, aqui quitamos

las regletas x*:

Ficilmente se puede comprobar efectuando el producto (x* +2x = 3)(2 = x) = -x* + 7x = 6

Calcular los siguientes productos:

o (X®+x—=1)2x+1) . (2x®-x-1)? < (X+2y)(x-y)
< (B+1)(2x-1) o (2x83+x272x=3)(x-1) + (y=X)(x+Y)
o (2 +x+ 1) + (3—-2x)(3x—-2)

La elaboracién de este taller se baso en le material didactico “Caja de Polinomios”, presentado por Libardo Jacome y Oscar
Fernando Soto de la Universidad de Narifio
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6.4 TALLER 4

REGLETAS DE FACTORIZACION

El material incluye:

6 Cuadrados grandes azules

12 Rectingulos azules. (|
12 Rectdngulos rojos. I
]
|

12 Cuadrados pequefios azules.

12 Cuadrados pequefios rojos.

Recuerde como calcular el rea de los siguientes rectingulos:

4 cm
I I 7 cm
- —— —— —— —
L N T O T
4cm - —— —— —— — - —— —— —— —— —— —— —
I I 3cm | N N
— —t— —— —— — f— —— —— —— —— —— —— —
I I I I I R
A= A=

# Deduzca el drea de cada figura teniendo en cuenta que la regleta rectangular no cuadrada tiene
como lado menor una unidad y lado mayor X unidades.

RFGIFTA BASF Al TU/RA ARFA
Cuadrado grande azul

Cuadrado pequefio azul

Cuadrado pequefio rojo

Rectinqulo azul

Rectinqulo rojo

# Tome las regletas azules y forme rectingulos basindose en la regla de oro: “Se debe siempre
hacer coincidir dos lados contiquos de figuras vecinas” y sin superponer regletas.

+  Con cuadrados pequefios

+ Con cuadrados grandes
+  Con cuadrados y rectingulos
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Supongamos que se quiere hallar el drea del siguiente rectinqulo , un

método seria (b x a), el drea sera iqual al producto de la base total por la altura
total, dadas por las longitudes correspondientes de las regletas. Asi,

Area=(x)(x+1)=x"+x

Otro método seria sumar cada una de las dreas de las regletas, que conforman
el rectingulo:

{ 2
Area=x"+x

@ De las figuras que encontré en el punto anterior, halle su base, altura y drea de la forma b x a.

BASE ALTURA AREA

# Exprese de las dos maneras mencionadas el drea de los siguientes rectingulos.

A:i S A=7 A=7 A:i
A= A= 73 N SUN S
A= A= A=
A:
A:
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# Seqan la actividad anterior. {Qué podemos decir de la representacion de las areas?

# Represente grificamente las siguientes expresiones y escriba el rea equivalente.

(x+3)(x+1) (x+5)(x+1)
(x+3)° x(x+3)
x(3x+1) (x+3)(2x+1)
(x+1)°

# Con las regletas azules construya los rectinqulos correspondiente a cada expresion y escriba su
area.

X’+2x+1= X+ 4x+4=
3x+4x+1= 3%+ 10x+3=
X2 +7x+10= X2+ 3x+2=

Teniendo en cuenta que las regletas azules representan areas precedidas de signo positivo y las rojas
representan 3reas precedidas de signo negativo, y utilizando la siguiente regla: “Todo lo que quita
(regletas rojas) debe estar sobre las regletas azules”.

Hasta el momento las regletas azules representan dreas precedidas de signo positivo, ahora se
introducen dos regletas rojas que representan areas precedidas de signo negativo.

Supongamos que se quiere hallar el areas de (x—1)(2x+1) , para esto se debe construir un
rectingulo de base (x—1) vy altura (2x+1) , teniendo en cuenta la regla mencionada
anteriormente (“Todo lo que quita (regletas rojas) debe estar sobre las regletas azules”.)

Por ejemplo para construir la base  (x—1) se toma la regleta azul dedrea x v la regleta roja

AR —

Finalmente  completamos  las
dimensiones del rectangulo
superponiendo dos reg[etas rojas
dedrea x

Ahora se construye la altura
juntando rectangulos de tal manera
que sus lados contiguos coincidan
y su longitud sea  (2x+1)

tomando dos regletas de area

2
X
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Luego se procede a contar las regletas teniendo en cuenta que una “regleta roja anula una regleta
azul” siempre y cuando tengan la misma area (cancelamos la horizontal azul con una de las

verticales rojas), luego de hacer eso, finalmente hay dos regletas de drea  x? , una regleta roja de
jrea x yuna regle’ca roja de drea 1, es decir:

(x—1)(2x+1)=2x"—x—1

# Basindose en el ejemplo anterior,encuentre de las dos maneras mencionadas el drea de los
siguientes rectdnqgulos:

A= A= A=

A= A= A=

# Basindose en lo anterior, resuelva las siguientes prequntas con ayuda de las regletas:

» (Cusl es el 5rea del cuadrado de lado (x-2)?
> {Cudl es el 3rea del rectangulo de base (x+3) y altura (x-3)?
» (Cusl es el 5rea del cuadrado de lado (x-5)?

# Teniendo en cuenta que el lado menor del rectingulo puede tomar el valor de a. Halle el rea
de los siguientes rectanqulos de acuerdo con cuenta los ejemplos:

BN > A=xa=ax B a=¢

X
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A: A: A: A:

A: A: A: A:

@ Seqin el ejercicio anterior, (A qué es igual (x+a)?, (x-3)” y (x*+a)(x-a)!

# Encuentre el producto equivalente:

x*+8x+7 (x—1)
4x*+12x+9 (x—2)(x=3)
x’=5x+6 (x—1)(x—5)
x>—6x+5 (x+1)(x+7)
x24+7x+12 (x+3)(x+4)
x2=2x+1 (2x+3)(2x+3)
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CONCLUSIONES

Aunque el pensamiento algebraico se va formando a medida que se avanza en la
educacion, se debe preparar a los estudiantes desde sus grados iniciales para
disminuir la dificultad en la transicion aritmética — algebra.

A medida que se iba avanzando en el desarrollo de la prueba, implicitamente iba
aumentando la complejidad en la interpretacion de las letras, observando que los
niveles mas altos de respuestas acertadas corresponden a las primeras preguntas,
notandose la mayor dificultad en los estudiantes cuando interpretan la letras como
incognitas especificas, generalizacion de numeros y variables, siendo este el més
avanzado, ya que implican algunos de los criterios anteriores.

Debe hacerse buen énfasis en el uso y significado de las letras, porque aunque no
es la Unica dificultad, es la que mas conflictos causa, ya que el estudiante sélo trae
como sistema de referencia el aritmético y no reconoce la generalizacion de la
variable sino que la toma como algo particular.

Desafortunadamente, a parte del nivel bajo encontrado, se percibe que varias de las
respuestas correctas fueron fruto del azar, puesto que aunque hayan elegido la
respuesta correcta, carecen de sustentacion, sin embargo se ha comprobado que
algunas personas resuelven problemas manejando conceptos de forma correcta,
sin tener la capacidad de expresar el proceso y menos de plasmarlo en el papel.

Las actividades aqui presentadas muestran aspectos pertinentes relacionados con
el desarrollo del pensamiento algebraico de los estudiantes.

La habilidad con que los educandos trabajen el algebra marcara el éxito o fracaso
en los niveles posteriores de educacién matematica.
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RECOMENDACIONES Y COMENTARIOS

Los talleres aqui propuestos, deben trabajarse conjuntamente con la generalizacion
y la parte formal de cada uno de los temas.

Para utilizar los materiales sugeridos, se deben tener en cuenta:

« Los estudiantes deben tener una etapa de familiarizacion con el material
antes de empezar cualquier actividad que conlleve a un aprendizaje.

« En el desarrollo de los talleres no es requisito tener conocimiento en
operaciones con polinomios, reduccién de términos semejantes, productos
notables y factorizacion, sin embargo para un mejor desempefio, se
recomienda aplicarlos simultdneamente al exponer dichos temas.

- Inicialmente se deben proponer ejercicios con solucion definida y mas tarde
proponer ejercicios que lleven a la generalizacién, esto con la finalidad de
que el estudiante no dependa del material para continuar con el
aprendizaje.

+ Las regletas no se trabajan para ampliar la idea de variabilidad del algebra
si no para manejar la parte operativa simbodlica.

- Se debe tener en cuenta que no todos los polinomios con coeficientes
enteros positivos son factorizables con el material, ya que pueden tener
raices no enteras y aun raices complejas.

« El uso de este material depende de la necesidad y creatividad del docente,
pues la gama de posibilidades es mayor a la que abordamos en estos
talleres.

El maestro debera formular otras actividades y motivar a los estudiantes para que

ellos mismos presenten situaciones parecidas a las ya descritas o aporten cambios
a las formuladas.
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ANEXOS

ANEXO A - PRUEBA PRELIMINAR

PRUEBA DIAGNOSTICA
UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
GRADO 8°
Noviembre de 2002

Anexo a este cuadernillo encontrard, una hoja de respuestas y una para operaciones.

Observacioén: Contesta cada pregunta en la HOJA DE RESPUESTAS marcando con
una X la respuesta correcta, segun el andlisis efectuado a la situacion planteada.

El tiempo estipulado para el desarrollo de las preguntas es de 90 minutos.

EJEMPLO

1. A la recreovia asisten nifios en bicicleta o en triciclo. A determinada hora hay entre
triciclos y bicicletas 91 y se contaron 220 llantas.
Las ecuaciones que permiten determinar el niimero de triciclos son

a) x+y=91 3x+2y=220
b) x+y=91 3x—2y=220
c) x—y=91 3x+2y=220
d) x—y=91 3x—2y=220

La respuesta correcta es la identificada con la letra a; por lo tanto, asi es como
deberias registrarla en tu HOJA DE RESPUESTAS.

Py

“Todos los recursos que necesitamos estdn en nuestra mente”

Theodore Roosevelt
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PRUEBA DIAGNOSTICA
UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
GRADO 8°
Noviembre de 2002

HOJA DE RESPUESTAS

NOMBRES APELLIDOS

EDAD SEXO FECHA
1. abcd 1. abcd
2. abcd 12. abcd
3. abcd 13. abcd
4. 3 bcd 14. a bcd
5. abcd 15. abcd
6. abcd 16. a3 bcd
7. abcd 17. abcd
8. abcd 18. a bcd
9. abcd 19. 3 b c d
10. a bcd
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1. El colegio tiene entre balones de baloncesto y voleibol 24, si el nimero de
balones de baloncesto es el quintuple del nimero de balones de voleibol.
(Cuéntos balones hay en cada deporte?

a.  8de voleibol y 16 de baloncesto
b. 9 de voleibol y 15 de baloncesto
c. 4 de voleibol y 20 de baloncesto
d. 20de voleibol y 4 de baloncesto
1+ﬁ
2. Elresultado de reducir la fraccion X
Cltx
1+x
a. T—x
b 1—x
' 1+x
1+2x
© 1-2x
d. 1

3.  Lasuma de las raices de una ecuacion cuadrética es y su producto , la
ecuacion es:

a. ’+5x+4=0
b. xX’+3x—4=0
C. x’—3x+4=0
d. x’—4x+3=0
e. x’—4x+3=0

(x*+2x—15) ” (X2—2x—24)
(x’=9x+18) (x*>—2x—35)

4.  El producto de las fracciones algebraicas

N x—3
’ x=7

b X+5
’ x—6

x+4

¢ x+5
x+4

d. 7
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5.

La ecuaciéon ax’+bx+c=0 con a#0 ,siempre tiene como solucién dos

nimeros reales y diferentes cuando:

a b*—4ac>0
b. b’—4ac<0
C. b*<4ac

d. b*—4ac=0

Si las éreas de los rectdngulos pequefios son 5y, x> y 2x , entonces la

expresion algebraica que representa el drea total del rectangulo ABCD es:

A B
; a. 8x+10
5X
X b. ¥+ 5x+10
27X c. x*+7x+10
d. ¥*=5x+10
C D

Un terreno consta de un cuadrado y de un rectingulo como se muestra en la

figura. Es correcto afirmar que la ecuacion

X

a. x’+ xy representa el perimetro
X .
b. 3x+2y representa el volumen de la figura
X
C. 5x+2y representa el perimetro de la figura
d. x’+xy representa el drea del terreno
L i6n aloebrai VX—) ivalent 1 ..
a expresion algebraica , es equivalente a la expresion:
P g et v ) q P
a. x—y
x+y
C Nx—y
xZ_y2
d
X+y
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=3, entonces el valor de x que satisface la ecuacion es:

10. El area de la figura es de 24 cms?2 , si el tridngulo es isésceles y el cuadrado
tiene de lado x . El valor de x es:

X a. 6 cm
b. 5cm
C. 4 cm
d. 3cm

11. La suma de dos niimeros es 60, y si el mayor se divide por el menor el
cociente es 2 y el residuo es 9, los nimeros son:

a. 45y 15
b 35y25
C. 47y 13
d 43y 17

12. La férmula asociada al drea de la siguiente figura es:

X X a. 2x°
X b. 2x’—3x
X 2
N C. 2x°+3
X
d. 2x*+6x

13. Laexpresion 4x’—8x—21 tiene como factores:

2x+7)(2x+3)
2x—7)(2x—3)
2x—7)(2x+3)
2x+7)(2x—3)

a. (
b. (2x—
c (2x—
d (

72



14. En la siguiente figura el valor de es:
a. V3
X b. 2\3
3
3
C. 5
1
72X d. 12
15.  La suma de un nimero con su cuadrado es 30. ;Qué niimeros satisfacen esta
condicién?
a. b5y-7
b. -6y7
C. 6y5
d 5y-6
16. El cuadrado de la suma de dos cantidades puede representarse graficamente
cuando los valores son positivos. Si se tiene la siguiente figura, ;cudl de las
siguientes expresiones la representa?
a b a. X b’
a b.  2(axbh)
b c. a*+ab+ b’
d. a’+2ab+ b’
17.  Alex le regala $3000 a Diego para que los dos queden con igual cantidad de

dinero, pero Diego no lo acepta y decide regalarle $3000 a Alex para que
éste tenga cinco veces lo que él tiene, pero Alex no lo acepta. Las

ecuaciones correctas que representan las condiciones del enunciado son:

x+3000=5( y+3000) c x+3000=y—3000
x—3000=y+3000 ' x—3000= y+3000
x— y=3000 q x—5y=18000

x—5y=-3000 ’ y—x=6000
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18.  El polinomio que expresa el volumen de la figura es:

x4l a. x(2x+1)X (x+2)+(3x+1)X(x+2) x
A b. 2(2x+ D)X (x+2)+x (x+2) x
2x - X +2 c. (2x+1)X(3x+1)x+x(x+2) x
d. (Bx+1)2xX x+(2x+1)X(x+2)

19. En el parque de los nifios, entre hombres, mujeres y nifios hay 70 personas.
(Cudntas mujeres hay si el doble de nifios es igual al triple de hombres y la

suma de hombres y nifios es igual al nimero de mujeres?

a. 14
b. 35
c. 21
d 41
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ANEXO B — PRUEBA DEFINITIVA

PRUEBA DIAGNOSTICA
UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
GRADO 8°

noviembre de 2003
Observacién: Conteste cada pregunta en cada uno de los numerales, marcando con una
X dentro del cuadro la respuesta correcta, seglin el andlisis efectuado a la situacién

planteada.

El tiempo estipulado para el desarrollo de las preguntas es de 60 minutos.

EJEMPLO

1. A la recreovia asisten nifios en bicicleta o en triciclo. A determinada hora hay entre
triciclos y bicicletas 91 y se contaron 220 llantas.
Las ecuaciones que permiten determinar el niimero de triciclos son

a. MJF y=91 3x+2y=220

b. O x+y=91 3x—2y=220
c. O x—y=91 3x+2y=220
d O x—y=91 3x—2y=220

La respuesta correcta es la identificada con la letra a; por lo tanto, asi es como deberias
registrarla en el numeral.

“Todos los recursos que necesitamos estdn en nuestra mente”
Theodore Roosevelt
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3 ,
1. Si a+Z=5 , ¢Cudl es el valor de a?.

a O %
2
b. O 1
c. O %
d O 17

2. ¢Cudl es el valor de 15-a+7 , cuando a=1, a=2, a=3?
a O 111

b. O 22,37,52
c. O 158,159,160
d 0O 22

3. Si n—245=752 , n—248=?

a. O 997
b. O 755
c. O 749
d 0O 507

4. Si a+b=8 ,entonces a+b+c= ?

a O 15
b. O 8+c¢
c. O 2t
d O 16

5. Al Simplificar 2-x+3-y+4-x—y nos da como resultado
a O 8«

b. O 6x+2
c. O o6x+4y
d 0O 8x—3y
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6. El perimetro de la siguiente figura es:

u u
5 5
6
a O 16+2u
b. O 22
c. O 162u
d O 11+u

7. ¢Cudl es el resultado de ariadir 4 a 3n ?

a O 7n

b O 7

c. O 3n+4
d 0O 12n

8. Calcule el drea del siguiente rectdngulo.

5
e 2
a O e+2+5
b. O 5(e+2)
c. O 10e
d 0O 5e+2

9. ¢Para qué valores de x en el conjunto {0,1,...,9} se verifica 3x+1 0 19 ?
a O 012345

b. O 5
c. O 12345
d O 6
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10. ¢Qué valores toma ¢ si c+d=10 y c¢ es inferiora d?

O 01234

O 012345

O 12345

0  Ninguna de las anteriores

11. Los ldpices azules cuestan $500 cada uno y los ldpices rojos $600 cada uno.
Compro algunos ldpices azules y rojos y en total me cuestan $4300.
Si a es el nimero de |dpices azules y r el nimero de Idpices rojos comprados,
¢qué puedo escribir acercade ay r?

a O 500 a+600 r=4300

b. O 500 7+600a=4300
c. Od 1100 ar=4300
d O 1100 a+r=4300

12.¢Quién es mds largo 2n o 2+n ? Expliquelo.

a O 2n

b. O Iguales

c. O 2+n

d. O Ninguna de las anteriores
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