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RESUMEN

TÍTULO: EFECTO DE LA CURVATURA DE UN LAZO NANOSCÓPICO CERRADO SOBRE EL
ESPECTRO ENERGÉTICO DE UN ELECTRÓN 1

AUTORES: JHON FREDDY TORRES GÓMEZ, NANCY LILIANA MORALES VILLAMIZAR 2 3

PALABRAS CLAVE: Anillo Cuántico, Lazo Nanoscópico, Oscilaciones Aharonov-Bohm, Potencial
de Curvatura.

DESCRIPCIÓN: En este trabajo de grado se ha estudiado el efecto de la curvatura del camino
sobre el espectro energético de un electrón confinado en un lazo nanoscópico cerrado en presencia
de campos externos magnético y eléctrico. El sistema fue modelado utilizando la ecuación de
Schrödinger estacionaria en el marco de la aproximación de masa efectiva y función envolvente,
la cual fue solucionada utilizando el método de elementos finitos con condiciones de frontera de
Dirichlet.

El lazo cerrado se ha modelado teóricamente como una guía de onda plana, cuyo ancho es pequeño
comparado con la longitud del camino. El modelo propuesto permitió obtener diferentes arquitec-
turas, mediante la variación de algunos parámetros geométricos. En el estudio se consideraron
tres morfologías diferentes: lazo circular, lazo rectangular ovalado y lazo cuadrangular redondeado.
Éstas geometrías permitieron poner en evidencia la variación en el potencial de confinamiento del
electrón debido a cambios en la curvatura.

Para los tres modelos, se analizó la variación del espectro electrónico y de las densidades elec-
trónicas para algunos de los estados de menor energía en función de la intensidad de un campo
magnético aplicado en la dirección de crecimiento y de un campo eléctrico aplicado en el plano
estructural. Los resultados demuestran, con claridad, la alta sensibilidad que tiene el espectro elec-
trónico de un lazo nanoscópico cerrado ante la presencia de cambios en la curvatura del camino, lo
cual se traduce en alta sensibilidad en las propiedades electrónicas, magnéticas y ópticas.

1Trabajo de Grado.
2FICOMACO. Grupo de Física Computacional en Materia Condensada.
3Facultad de ciencias. Escuela de Física. Director Dr. WILLIAN GUTIÉRREZ NIÑO.
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ABSTRACT

TITLE: EFFECT OF CURVATURE OF A NANOSCOPIC CLOSED LOOP ON ELECTRON ENERGY
SPECTRUM 1

AUHTORS: JHON FREDDY TORRES GÓMEZ, NANCY LILIANA MORALES VILLAMIZAR 2 3

KEYWORDS: Quantum Ring, Nanoscopic Loop, Aharonov-Bohm Oscillations, Curvature Potential.

DESCRIPTION: In this degree work, the effect of the curvature of the path on the energy spectrum
of an electron confined in a closed nanoscopic loop in the presence of magnetic and electric external
fields has been studied. The system was modeled using the stationary Schrödinger equation in the
framework of the approximation of effective mass and enveloping function, which was solved using
the finite element method with Dirichlet boundary conditions.

The closed loop has been modeled theoretically as a flat waveguide, whose width is small compared
to the length of the path. The proposed model allowed to obtain different architectures, by means
of the variation of some geometric parameters. In the study, three different morphologies were
considered: circular loop, oval rectangular loop and rounded quadrangular loop. These geometries
allowed to put in evidence the variation in the confinement potential of the electron due to changes in
the curvature.

For the three models, the variation of the electronic spectrum and of the electronic densities for some
low-lying energy states was analyzed as a function of the intensity of a magnetic field applied in the
direction of growth and of an electric field applied in the structural plane. The results demonstrate,
with clarity, the high sensitivity of the electronic spectrum of a closed nanoscopic loop in the presence
of changes in the curvature of the path, which translates into high sensitivity in electronic, magnetic
and optical properties.

1Degree Work
2FICOMACO. Group of Computational Physics Condensed Matter.
3Science Faculty. Physics School. Director Ph.D. WILLIAN GUTIÉRREZ NIÑO.
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A lo largo de la historia, el ser humano sin ser consciente de ello, ha tratado

naturalmente con nanopartículas todo el tiempo, por ejemplo, las moléculas o los

virus. Por otra parte, los artistas medievales utilizaron nanopartículas de oro para

lograr el color rojo brillante en las ventanas de las iglesias (las partículas de oro en

la nanoescala son rojas, no doradas). Así mismo, los fabricantes de neumáticos

utilizaron nanopartículas conocidas como negro de carbón (las cuales se producen

por la combustión incompleta de los productos derivados del petróleo), para mejorar

el rendimiento de los neumáticos ya por la década de 1920. Recientemente, los

toxicólogos se han ocupado de las nanopartículas que son el resultado de la vida

humana moderna, como las partículas de carbono en los gases de escape de los

motores de combustión [7].

Por otro lado, la física de los materiales estudia, entre otras cosas, las propie-

dades y características a nivel macroscópico de las estructuras; sin embargo, con

el auge de la nanociencia y la nanotecnología, también enfoca su atención en

otras escalas mucho más pequeñas que abren una amplia gama de posibilidades

para manipular la materia y cambiar el comportamiento de las partículas que la

componen, dándole nuevos usos y propiedades. El interés por estructuras de

magnitud mínima, que remiten al estudio y manejo de átomos y moléculas, ha sido

histórico, ya en 1905 Albert Einstein se cuestionaba estas dimensiones, publicando

un artículo donde estimó el tamaño de una molécula de azúcar. En 1959, el físico

Richard Feynman enfatizó que si vas a dimensiones más pequeñas hay muchas

posibilidades para hacer cosas. En sus ponencias anticipaba el campo de la

nanotecnología. Su frase significativa fue: There’s plenty of room at the bottom (hay

mucho sitio en el fondo) [10].
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Es importante agregar que, la búsqueda continua de la miniaturización ha dado

lugar a herramientas como el microscopio de fuerza atómica (AFM), entre otros.

Estos instrumentos han permitido la manipulación y fabricación deliberada de na-

noestructuras, algo que antes no era posible. Como resultado de la miniaturización,

las propiedades de estos materiales a menudo cambian drásticamente, ya que

aproximadamente por debajo de los 100 nanómetros, los materiales rompen una

barrera de tamaño por la cual la cuantización de energía para los electrones en los

sólidos se vuelve relevante [7]. De ahí que la descripción física de las propiedades

electrónicas en sólidos este sujeta a efectos cuánticos, que a su vez afectan el

comportamiento magnético y óptico de los materiales nanométricos.

Como resultado de los efectos cuánticos, los materiales reducidos a la nanoescala

pueden mostrar de repente propiedades muy diferentes en comparación con lo que

muestran en la macroescala. Un ejemplo de esto son las sustancias que son opacas

y se vuelven transparentes (cobre); los materiales que son inertes y se convierten

en catalizadores (platino); los materiales que son estables y se convierten en com-

bustibles (aluminio); los sólidos se convierten en líquidos a temperatura ambiente

(oro); los aislantes se convierten en conductores (silicio), etc [7]. En consecuencia,

debido a la gran aplicación que traen consigo los materiales nanoestructurados, ha

sido necesario que tecnológicamente se desarrollen métodos para el crecimiento

de este tipo de nanoestructuras, y al mismo tiempo ha sido importante ahondar el

estudio teórico de las mismas.
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Capítulo 1

FUNDAMENTOS TEÓRICOS

GENERALES

En este capítulo se intenta poner en contexto el presente trabajo de investigación.

Primero se hace una breve introducción a las nano-estructuras semiconductoras,

haciendo énfasis en los anillos cuánticos (QRs - Quantum Rings), por ser este el

sistema de interés en esta investigación. Luego, se presenta en forma general el

marco teórico y el estado del arte en cuanto concierne con el estudio teórico de

los QRs, así como algunas aproximaciones y consideraciones de interés que se

abordan comúnmente en el estudio de estos sistemas.

1.1. FABRICACIÓN DE NANOESTRUCTURAS SEMI-

CONDUCTORAS

Los materiales semiconductores han sido a la fecha ampliamente estudiados, por

lo que sus propiedades son suficientemente conocidas y se sabe que están determi-

nadas en su mayoría por parámetros como: el tipo de contenido de compuestos, la

constante de red, la constante dieléctrica, la brecha entre la banda de valencia y de

conducción, entre otros. También es bien sabido desde hace algunas décadas, que

si en un material estos parámetros o algunos de ellos permanecen constantes solo

dentro de regiones de tamaño nanométrico y cambian a otro valor en las regiones

vecinas, entonces estamos hablando de nano-estructuras semiconductoras. Estas

nano-estructuras brindan la posibilidad de controlar las propiedades físicas del

material dependiendo de la técnica y de las condiciones de crecimiento empleadas,

ya que permiten sintonizar dichas propiedades, no solo por su composición, sino
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también por su tamaño y su forma.

Estos dos nuevos grados de libertad que se ganan al nanoestructurar un material

llevó a un incremento notable en las investigaciones realizadas sobre técnicas

de crecimiento de cristales, y dio como fruto la creación de procesos nuevos

de fabricación de películas de espesor nanométrico. Dentro de las principales

técnicas que se utilizan actualmente con este fin, se encuentran: la epitaxia de

haces moleculares, la deposición de vapor metal-orgánico, la litografía basada en

rayos moleculares y la epitaxia en fase liquida [1]. Por otra parte, los materiales

más ampliamente usados en la fabricación de estas nano-estructuras semicon-

ductoras son: GaAs-AsIn, GaInAs-GaAlAs, In-GaInAs, InP-GaAs, GaSb-GaAs,

InAs-Si, InSb-CdTe, etcétera. En la técnica de epitaxia de haces moleculares, la

elección de estos materiales tiene en cuenta dos aspectos importantes para el

diseño de nano-estructuras: diferentes anchos de banda prohibida y parámetros

de red muy similares. El primer aspecto se relaciona con el confinamiento de

los portadores de carga al interior de la nano-estructura debido a la trampa de

potencial que se crea por la diferencia existente entre los anchos de las bre-

chas de los dos materiales. El segundo aspecto tiene la finalidad de reducir al

mínimo la tensión en las junturas y disminuir así las deformaciones en las interfaces.

La primera nano-estructura fabricada fue una heteroestructura conocida como su-

per red (SL – Super Lattice), la cual estaba constituida por una serie de capas de

dos semiconductores alternados con periodicidad nano-métrica. Este nuevo mate-

rial fue predicho en 1970 por los investigadores de la IBM, Leo Esaki y Rau Tsu [2],

y fue obtenido en su laboratorio años más tarde. Junto a las super redes se desa-

rrolló también la fabricación y estudio de otras estructuras conocidas como pozos

cuánticos (QW – Quantum Well) [3, 4], en los cuales se logra confinar el movimien-

to de los portadores de carga en una región plana muy estrecha, restringiendo su

movimiento básicamente en dos dimensiones. Desde los años 80 se han desarrolla-

do nuevas técnicas para fabricar sistemas con uno y dos grados de confinamiento

adicional como los hilos cuánticos (QWW – Quantum Well Wire), sistemas cuasi-

unidimensionales [3, 5], y estructuras cuasi cero dimensionales denominadas puntos

cuánticos (QD – Quantum Dot) [3, 6].
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1.2. ANILLOS CUÁNTICOS

Los puntos cuánticos (QD - Quantum Dots) son estructuras que confinan los

portadores de carga en las tres dimensiones y puede presentar diferentes formas,

algunas similares a un disco, a una pirámide, a una lente, a un anillo o volcán,

entre otras [11]. Estos sistemas en general se pueden considerar como pequeñas

islas semiconductoras que confinan en su interior sistemas de pocas partículas

que interactúan mutuamente a solo algunos nanómetros de distancia, por lo que

son llamados también “átomos artificiales” [12]. Los puntos cuánticos despliegan

una amplia gama de propiedades físicas de gran interés, actualmente debido al

espectro energético discreto que los caracteriza y a sus aplicaciones en dispositivos

optoelectrónicos, tales como: diodos emisores de luz monocromática de cualquier

color, ya que la luz emitida depende del tamaño del punto, transistores de un

solo electrón, compuertas para computación cuántica, láseres de QDs, entre otras

aplicaciones [13].

De la amplia variedad de QDs que actualmente hay bajo investigación, los QDs

en forma de anillo, conocidos como anillos cuánticos, gozan de ser actualmente el

foco de atención desde el punto de vista tanto experimental como teórico. Esto se

debe principalmente a las maravillosas propiedades que exhiben debido a que su

geometría no es simplemente conexa como sucede con el resto de las morfologías

de los QDs. Estas estructuras en forma de lazos cerrados de tamaño nanométrico

pueden considerarse como verdaderas guías de onda cuánticas, donde los portado-

res de carga, ya sean electrones o huecos, exhiben un comportamiento ondulatorio

debido a que su longitud efectiva de recorrido es comparable con su longitud de on-

da de De Broglie correspondiente. Es gracias a esta configuración de lazo cerrado

que los QRs presentan propiedades únicas como: corrientes persistentes, oscila-

ciones Aharonov-Bohm (AB) en la energía y en la magnetización, las cuales son

periódicas con un periodo equivalente al denominado “quantum de flujo magnético”

φ0 = h
e

[14]. Asimismo, el periodo de la oscilación AB es fuertemente dependiente

del tamaño de la estructura, ya que es inversamente proporcional al radio medio del

anillo si éste es muy estrecho.
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1.2.1. Técnicas de fabricación

Los diferentes métodos de fabricación existentes se pueden dividir en dos clases:

una clase de métodos se conocen como técnicas “top-down”. Estas técnicas se

utilizan para crear estructuras a partir del tallado de material, implicando procesos

de litografía y grabado como por ejemplo la litografía con base en rayos elec-

trónicos (e-beam). Otra clase de métodos se denominan técnicas “bottom-up”.

Éstas se fundamentan en el auto - ensamblado epitaxial o el crecimiento auto

- organizado con el fin de generar una organización estructural de los átomos

[12]. Esta clase de métodos involucran procesos heteroepitaxiales tales como:

deposición molecular epitaxial (MBE), deposición química metal-orgánica en la

fase de vapor (MOCVD) [17] y epitaxia de fase liquida (LPE) [18]. Por otro lado, la

técnica epitaxial es una de las más utilizadas en la fabricación de puntos cuánticos

autoensamblados (SAQD-Self-Assembled Quantum Dots), ya que ofrece diferentes

modos de crecimiento y cada modo está determinado por las condiciones en las

que dicho crecimiento se realiza (temperatura del sustrato, velocidad de deposición

de los materiales, etc.), y las propiedades de los materiales (constantes de red,

constantes elásticas, etc.)[15, 16]. Estos SAQDs crecen en una amplia variedad de

morfologías, incluyendo la anular. Por otra parte, el desajuste entre las constantes

de red del material depositado y del sustrato, hace que los QDs crezcan de manera

espontánea y de un modo particular que recibe el nombre de Stranski-Krastanov

[21].

En la actualidad se distinguen tres diferentes modos fundamentales de crecimien-

to heteroepitaxial, éstos se muestran esquemáticamente en la figura 1. En (a), se

muestra un crecimiento capa por capa que se denomina modo de crecimiento de

Frank – van der Merwe [19]. En este modo las capas bidimensionales crecidas se

pueden utilizar para fabricar estructuras bidimensionales. Sin embargo, la tensión

pseudomórfica entre las capas establece una limitación del espesor máximo de las

mismas; más allá de este espesor crítico, la denominada capa de tensión se rela-

ja ocasionando un desajuste en la estructura cristalina. En el crecimiento Volmer –

Weber [20], por el contrario, los átomos depositados forman “islas” tridimensionales

directamente sobre la superficie, como se muestra en (b). El modo de crecimiento

de Stranski – Krastanov [21] que se muestra en (c), se establece por el crecimiento

de una capa bidimensional que generalmente se conoce como capa húmeda. Sin
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embargo, cuando esta capa adquiere un espesor crítico, se da lugar a la formación

de una isla.

Figura 1: Modos básicos de crecimiento en heteroepitaxia: (a) Frank – van der Merwe, (b)
Volmer – Weber y (c) Stranski – Krastanov.

La formación de nanoestructuras en forma de anillo fue reportada por primera vez

para islas (QDs) de GaAs recubiertas con InAs mediante la técnica de crecimiento

por epitaxia de haces moleculares en el modo de Stranski-Krastanov [21]. En la últi-

ma década se ha reportado el crecimiento de nanoestructuras de In(Ga)As en forma

de anillo mediante una técnica conocida como epitaxia por goteo sobre sustratos de

GaAs usando MBE. Esta técnica permite crecer QDs, QRs y nanohuecos de di-

ferentes perfiles. Para el caso de la formación de QRs la temperatura del sustrato

debe ser relativamente alta (250-450°C), y el crecimiento anular se da mediante el

aumento de la migración de la superficie de átomos de Indio, lo cual puede entender-

se en términos de diferentes mecanismos como entremezclado y difusión superficial

[26, 27, 34, 35, 36, 37].

1.2.2. Morfologías de anillos cuánticos

Los QRs que son fabricados en los laboratorios actualmente distan mucho de

los modelos perfectamente circulares que generalmente se estudian en los trabajos

teóricos. Son muchos los tipos de irregularidades que pueden presentar en su mor-

fología, respecto a una morfología perfecta, ya sea en el ancho, en la altura, o en la

curvatura del camino medio seguido por los portadores. Dado que dichas irregulari-

dades pueden llegar a producir cambios importantes en las energías y densidades

electrónicas de los portadores de carga, se hace muy importante incluirlas en los
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estudios teóricos, con el fin de obtener una mejor comprensión de los principales

aspectos que modifican las diferentes propiedades del sistema en cuestión. Estos

defectos pueden conducir a la transformación de estados puramente rotacionales,

que se darían en un QR perfecto, en estados localizados vibracionales. En la figu-

ra 2 se presentan algunas imágenes reveladas por Microscopía de Fuerza Atómica

(AFM ) de estructuras reales de QDs con forma de cráter. A la derecha se mues-

tran los perfiles obtenidos al hacer un corte diametral en algunas de las estructuras

mostradas en las imágenes insertadas en la parte izquierda. En estas curvas se

observan las irregularidades estructurales que pueden aparecer con relación a una

estructura perfecta. Además, es interesante destacar que la forma del hueco central

de estos anillos dista mucho de ser circular, siendo en algunas ocasiones más se-

mejante a un cuadrado. Este último aspecto motivó en buena medida el estudio de

los modelos que se han propuesto en el presente trabajo.

Figura 2: Imágenes 2D y perfiles de QRs por AFM: (a) Anillos cuánticos dobles de GaAs
crecidos por goteo epitaxial, (b) Anillos cuánticos de In0,08Ga0,92As con nano-huecos de
forma cuadrada y (c) Anillos cuánticos de In0,15Ga0,85As con nano-huecos profundos de
forma cuadrada [25].

En la figura 3 se observan complejas nano-estructuras que crecen como un con-

junto cuádruple de islas que delimitan un pozo cuadrado que forman una pared

casi continua. La estabilidad de este sistema se debe a que la energía de defor-

mación disminuye continuamente a medida que aumentan las dimensiones del QR.
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Estas nano-estructuras de GexSi1−x con 0,2 < x < 0,4 crecen por deposición mo-

lecular epitaxial (MBE) dentro de los rasgos específicos de temperatura y tasa de

crecimiento propios de esta técnica. Sin embargo, para conseguir su particular for-

ma cuadrada, es necesario utilizar temperaturas y tasas de deposición de entre

(550 : 750) ◦C y (0,015 : 0,09)nm/s [38]. Es importante anotar que la geometría cua-

drada de estas nano-estructuras, en particular la que se observa en la imagen (d)

de la figura 3, también ha motivado la realización del presente trabajo, por lo que

hace parte de los modelos estudiados en el mismo.

Figura 3: Imágenes 3D por AFM de superficies de Ge0,3Si0,7/Si(100) crecidas a 550 ◦C,
0,09nm/s con capas de espesor medio de: (a) 5nm, (b) 25nm, (c) 20nm y (d) 30nm [38].

1.3. APROXIMACIÓN DE MASA EFECTIVA

Los electrones en nanoestructuras semiconductoras generalmente se mueven en

presencia de al menos tres campos; los potenciales periódicos o casi periódicos

producidos por los átomos en el cristal, los campos externos y el potencial de inter-

acción entre electrones. Los potenciales atómicos, presentan una escala del orden

de Angstrom y normalmente varían mucho más rápido que los demás. En este ca-

so, si se asume que los estados electrónicos tienen energías cercanas al piso de la

banda de conducción o cerca del techo de la banda de valencia, la teoría de semi-

conductores establece que el problema de un electrón que se mueve en presencia

de potenciales atómicos así como de otros campos, puede ser sustituido por un pro-

blema mucho más simple con una masa diferente para el electrón, llamada masa

efectiva m∗
e, que se mueve solo en presencia de campos externos, sin que estos

campos varíen bruscamente respecto a la escala de la constante de red cristalina
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del material [22]. Esta aproximación se denomina aproximación de masa efectiva

(AME) y se utiliza exitosamente en el análisis de propiedades de semiconductores

en bloque. La masa efectiva de la partícula no es la misma masa de la partícula

libre, por ejemplo, en la mayoría de semiconductores la masa efectiva de los elec-

trones es de 10 a 20 veces menor que la masa del electrón libre me. Además, en la

mayoría de los casos la masa efectiva es anisotrópica, lo que significa que depende

de la dirección del movimiento. En el caso de nanoestructuras es común que es-

ta masa adicionalmente dependa de la posición del electrón, es decir, que cambié

dependiendo si el portador de carga se encuentra en el interior o en el exterior de

la estructura [11]. En la figura 4 se representa esquemáticamente la sustitución del

potencial periódico cristalino del material por un pozo de potencial, en el cual ahora

las partículas poseen una masa igual a la masa efectiva.

Figura 4: Aproximación de masa efectiva aplicado en una heterojuntura semiconductora.

1.4. ESPECTRO DE ENERGÍA DE UN ELECTRÓN EN

UN ANILLO - 1D

Los niveles energéticos para un electrón en un anillo estrictamente 1D (cuando

el ancho del anillo tiende a cero) se encuentran en forma exacta. Asimismo, estas

estructuras cuasi-unidimensionales adquieren propiedades específicas tales como

las corrientes persistentes, transparencia óptica para valores de campo magnético

externo específicos, oscilaciones de los niveles energéticos con el incremento del

campo magnético externo, saltos bruscos de la magnetización, entre otras. Estas

propiedades de los anillos cuánticos 1D en presencia de un campo magnético ex-

terno y específicamente las oscilaciones de la energía del estado base se han aso-

ciado con el “efecto Aharonov-Bohm (AB)” [23]. Este es un fenómeno mecánico-
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cuántico descubierto por Yakir Aharonov y David Josep Bohm en el año de 1959

[11], y se observa generalmente cuando una partícula cargada confinada en un sis-

tema de baja dimensionalidad es afectada por un campo electromagnético externo;

aunque es más fácil de observar experimentalmente cuando la partícula confinada

se encuentra solo en presencia de campo magnético [11]. A continuación se expone

de manera general y concisa algunas consecuencias de este efecto por medio del

espectro energético en función de un campo magnético aplicado en la dirección per-

pendicular al plano del anillo para un electrón en un anillo cuántico 1D. La figura 5

es una representación esquemática de un anillo cuántico en presencia de un campo

magnético perpendicular al plano del mismo.

Figura 5: Esquema de un electrón confinado en un anillo cuántico.

El Hamiltoniano que describe el estado de un electrón dentro de un anillo cuántico

y dentro del marco de aproximación de masa efectiva, está dado por:

H =
1

2m∗
e

[
p +

e

c
A
]2

(1.1)

Teniendo en cuenta que el electrón solo dispone de un grado de libertad, el ope-

rador de momento lineal en coordenadas cilíndricas es:

p = −
[
i~

d

Rdϕ

]
êϕ (1.2)

Con el fin de introducir el campo magnético uniforme en la dirección del eje de

simetría, se toma el vector potencial magnético como:

A = −1

2
(ρ×B) (1.3)

En su forma adimensional el Hamiltoniano resultante es:
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H = −
[

1

R2

d2

dϕ2
+ iγ

d

dϕ
− γ2R2

4

]
(1.4)

En la ecuación 1.4 se observan los términos diamagnético y paramagnético que

se originan por la interacción del electrón con el campo magnético aplicado. Este

Hamiltoniano conduce a la siguiente ecuación de onda que describe el estado m-

ésimo del sistema y que además tiene solución analítica.

− 1

R2

d2φm(ϕ)

dϕ2
+
γ2R2

4
φm(ϕ)− iγ dφm(ϕ)

dϕ
= Emφm(ϕ) (1.5)

Dado que el electrón se encuentra confinado en un anillo unidimensional, so-

lo presenta un grado de libertad el cual corresponde al ángulo azimutal ϕ, y por

consiguiente las funciones de onda que satisfacen la ecuación de onda 1.5 serán

funciones armónicas respecto al número cuántico azimutal m y estarán dadas por:

φm(ϕ) =
eimϕ√

2π
(1.6)

Con esto último se tienen los posibles valores de energía que podrá tener el elec-

trón en el sistema.

Em =
m2

R2
+
γ2R2

4
+ γm, con m = 0,±1,±2, ... (1.7)

En la ecuación 1.7 el término γ2R2/4 corresponde a la energía diamagnética,

la cual por ser siempre positiva produce un incremento en la energía cinética del

electrón. Por otra parte, γm es la energía correspondiente al término paramagnético,

que podrá ser positiva o negativa según el sentido de giro de la partícula dentro

del anillo, cuando gira en sentido horario el termino paramagnético produce un

incremento de la energía y cuando gira en sentido anti-horario se da una reducción

de la misma. La competencia entre estos dos términos conduce a una oscilación

de la energía del estado base en función de la intensidad del campo magnético

γ, esto es conocido como oscilaciones Aharonov-Bohm. Finalmente, el término

m2/R2 se refiere a la energía cinética del electrón en ausencia del campo magnético.

En la figura 6 se observan las energías correspondientes a diferentes números

cuánticos magnéticos m en función de la intensidad del campo magnético multipli-

cado por el cuadrado del radio del anillo γR2. Se ve que la competencia entre los

términos diamagnético y paramagnético hace que las curvas adyacentes se crucen
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cuando el campo magnético lleva a que γR2 tome valores enteros. Por otra parte,

cuando γR2 toma valores pares, la energía del estado base es la correspondiente

a un estado con número cuántico magnético diferente de cero, esto conlleva a la

aparición de corrientes persistentes. Se observa también un efecto de transparencia

del anillo ante el campo magnético externo, pues debido a la energía diamagnética,

el electrón recibe la energía adicional para realizar la transición del estado base al

estado excitado más cercano en los puntos donde existen cruces entre niveles, esto

significa que el electrón puede cambiar de estado sin que haya absorción o emisión

de fotones. Este conjunto de comportamientos y propiedades optoelectrónicas son

consecuencia del efecto Aharonov-Bohm (AB).

Figura 6: Oscilaciones Aharonov-Bohm en un anillo cuántico 1D con un electrón [22].

1.5. INFLUENCIA DE DEFECTOS SOBRE LAS PRO-

PIEDADES ELECTRÓNICAS DE ANILLOS CUÁN-

TICOS

Como ya se mencionó en la sección 1.2.2, los anillos cuánticos son estructuras

que generalmente no presentan una geometría circularmente perfecta. Asimismo, la

presencia de estos defectos estructurales también altera la simetría axial de losQRs.

Por otra parte, los defectos por impurezas al igual que los defectos estructurales

alteran significativamente las propiedades electrónicas de estas nano-estructuras.

Por consiguiente, desde el punto de vista teórico se ha hecho importante estudiar
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la amplia variedad de defectos que tienen lugar en QRs con el fin de mejorar la

comprensión de este tipo de estructuras semiconductoras.

1.5.1. Defectos estructurales

Teóricamente se ha confirmado que es posible fabricar estructuras anulares con

morfología no-uniforme. La no uniformidad de estas estructuras se puede conside-

rar de tres diferentes maneras: variación de ancho del anillo, variación de su altura y

variación de su curvatura. En cada caso la no uniformidad conduce a un apagamien-

to de las oscilaciones AB de los niveles energéticos más bajos. No obstante, una

curvatura no uniforme puede ser compensada por variaciones en el ancho del anillo

[29]. En las figuras 7, 8 y 9 se observan diferentes modelos de estructuras anulares

no-uniformes con las diferentes variaciones anteriormente mencionadas. Las figuras

7 y 8 han sido tomadas de la tesis doctoral realizada por Fredy Rodríguez bajo la

dirección de Francisco García en el grupo FICOMACO de la Universidad Industrial

de Santander, en la cual se estudia el efecto que tienen las variaciones del perfil y

la no uniformidad en la altura de un QR tridimensional sobre el espectro de energía

de un electrón [12]. La figura 9 muestra una transformación topológica basada en

óvalos de Cassini en la que W. Gutiérrez y colaboradores analizan el efecto que

tiene la variación de la curvatura [24].

Figura 7: Modelos de estructuras anulares no-uniformes con simetría axial y con variación
de ancho [12].

Figura 8: Modelos de estructuras anulares no-uniformes con simetría axial y con variación
de grosor [12].
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Figura 9: Modelos de estructuras no-uniformes con variación en la curvatura [24].

Cabe destacar que otros autores [28, 31, 39] han estudiado el efecto de la cur-

vatura en anillos con forma elíptica y de limacon, así como diferentes estructuras

anulares que presentan algunas distorsiones en su geometría. En [28] los autores

encontraron que la curvatura del camino tiene un efecto sobre la energía cinética de

la partícula, es así, que para una nano-estructura angosta, un aumento en la cur-

vatura produce una influencia estabilizadora efectiva debido a un potencial efectivo;

este último está relacionado con el radio de curvatura R por la ecuación 1.8 [28]. Por

consiguiente, un aumento en la curvatura crea regiones de bajo potencial efectivo

(pozos de potencial), lo cual implica grandes amplitudes de probabilidad en regiones

de alta curvatura. Por otra parte, otros trabajos [30, 40] sugieren que parámetros fí-

sicos como la conductancia y las corrientes inducidas presentan cambios drásticos

con la curvatura. Por tanto, el interés del presente trabajo es estudiar el efecto de la

curvatura sobre un modelo en el que se pueda realizar variaciones en la curvatura

de forma relativamente sencilla.

Vc = −
(

~2

2m

)(
1

4R2

)
(1.8)

1.5.2. Defectos por impurezas

Otra importante familia de defectos sobre las propiedades electrónicas de los

QRs, son los que se manifiestan cuando algún tipo de impureza se encuentra ya

sea dentro del anillo o en la vecindad del mismo. Es importante destacar que, en

estos casos, aunque los defectos estructurales pueden llegar a compartir cierta

similitud, no resultan así los espectros que exhiben. En este sentido, pequeñas

variaciones estructurales, geométricas o posicionales de un modelo con respecto a

otro pueden producir diferencias notables en sus propiedades electrónicas.

Un ejemplo del efecto que puede tener una impureza sobre el espectro energético

de un QR se describe en [13], allí el autor encontró que la presencia de una impure-
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za donadora neutra descentrada en un QR produce la extinción de las oscilaciones

de Aharonov-Bohm para el estado base y algunos de los primeros estados excita-

dos, esto significa que en los niveles energéticos más bajos no se manifiesta una

dependencia respecto a la intensidad del campo magnético. Lo anterior sugiere que

a medida que el núcleo de la impureza se aproxima al QR, se produce una transfor-

mación de los estados electrónicos rotacionales más bajos en estados fuertemente

localizados, lo que supone una posible localización de Anderson en el sistema, tam-

bién conocida como localización fuerte [33]. En definitiva, estos resultados sugieren

que, en los estados invariantes ante la intensidad del campo magnético, el electrón

se halla en un régimen de movimiento oscilatorio en la vecindad de la impureza y

por tanto, estos estados se consideran estados localizados, mientras que para los

niveles en los cuales el comportamiento en la energía se torna periódicamente os-

cilatorio, el electrón se halla en un régimen de movimiento rotacional a lo largo del

anillo, ya que el electrón tiene la energía cinética suficiente para vencer la atracción

Coulombiana.
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Capítulo 2

MODELO TEÓRICO

En este capítulo se hace el planteamiento del problema a través de la caracteri-

zación de los parámetros geométricos que definen al sistema, así como las propie-

dades físicas del material que lo compone, se exponen las consideraciones que se

tienen en cuenta para obtener el hamiltoniano que representa al sistema y por último

se describe el esquema de solución con el que será posible obtener resultados para

su posterior análisis.

2.1. GEOMETRÍA DEL SISTEMA

Para la descripción geométrica de las estructuras estudiadas en este trabajo, se

consideró un modelo generalizado, el cual se muestra en la figura 10. En este mo-

delo se considera una estructura cuya forma es la de un lazo cerrado de ancho

constante y altura despreciable, localizada en el plano XY . Esta estructura se com-

pone de algunas regiones rectas, así como algunas regiones curvas limitadas por

segmentos de circunferencia de radio exterior rext y radio interior rint. Asimismo, se

utilizaron los parámetros w y r para definir respectivamente, el ancho del lazo y el

radio de la línea central de estas regiones curvas (Ecuaciones 2.1 y 2.2). Finalmen-

te, se combinan estas ecuaciones para expresar r en términos de w (Ecuaciones

2.3); esto último con el fin de facilitar variaciones en el radio central ya que el ancho

se mantendrá constante en el presente trabajo.

w = rext − rint (2.1)

r =
rint + rext

2
(2.2)
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r = rint +
w

2
(2.3a)

r = rext −
w

2
(2.3b)

Figura 10: Modelo teórico general de la geometría de un lazo nanoscópico cerrado.

2.2. MATERIALES DEL SISTEMA

En esta sección se definen los parámetros físicos que se han tomado en cuenta

para modelar las estructuras que se estudian en el capítulo 3. Para obtener resul-

tados comparables con los de otros autores, se han considerado estructuras de

In0,55Al0,45As inmersas en una matriz de Al0,35Ga0,65As [32]. Por otro lado, para faci-

litar los cálculos se ha despreciado el desajuste existente en las junturas tanto de la

constante dieléctrica, como de la masa efectiva de los portadores de carga y se han

tomado los valores que corresponden a la región interior de la nanoestructura ya

que el confinamiento hace que los portadores de carga se encuentren principalmen-

te en esta región. Además, el sistema ternario de In0,55Al0,45As tiene una constante

dieléctrica ε = 12, 71 y una masa efectiva para el electrón m∗
e = 0, 076me, donde me

es la masa del electrón en el vacío. Asimismo, la constante de red del material de la

nanoestructura es cercana a los 0, 6nm.
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2.3. HAMILTONIANO MONO-ELECTRÓNICO DEL SIS-

TEMA

Para facilitar el estudio del efecto AB en un anillo uniforme, resulta conveniente

utilizar coordenadas cilíndricas (ρ, ϕ, z), además de considerar un potencial de ba-

rrera infinita, el cual es cero dentro del anillo e infinito por fuera de éste (Ecuación

2.4). Por otra parte, el anillo se encuentra en presencia de un campo magnético

externo homogéneo B = Bk̂, el cual está orientado a lo largo del eje de simetría

y definido a través de su potencial vectorial A = 1
2
(B × ρ), a su vez, se aplica un

campo eléctrico homogéneo F = F ι̂ en la dirección x del plano del anillo, definido

por el potencial eléctrico Φ = eF · r. Por consiguiente, el hamiltoniano que describe

adecuadamente el comportamiento de un electrón confinado en un QR y con po-

tencial de confinamiento estructural tipo barrera infinita, está dado por la ecuación

2.5.

V0 =

{
0 ∈ QR

∞ /∈ QR

}
(2.4)

H =
1

2m∗
e

[p + eA]2 + eFρ cosϕ+ V0(ρ, ϕ) (2.5)

La definición de los vectores momento lineal p = −i~∇ y potencial magnético

A = 1
2
Bρêϕ permite obtener el conjunto de ecuaciones 2.6 y 2.7 (ver anexos 4 y 4).

p ·A = −i~A ·∇ (2.6)

A · p = −i~A ·∇. (2.7)

Por sustitución de p y los resultados 2.6 y 2.7 en la ecuación 2.5 se obtiene el

siguiente resultado.

H = − ~2

2m∗
e

∇2 − i~e
m∗
e

A ·∇ +
e2

2m∗
e

A2 + eFρ cosϕ+ V0(ρ, ϕ). (2.8)

Por último, se reemplaza en la ecuación 2.8 los vectores A = Aϕêϕ y ∇ =

∇ρêρ +∇ϕêϕ definidos en coordenadas polares, llegando finalmente a la expresión

del hamiltoniano que permite estudiar el efecto de la curvatura de un QR en el es-

pectro energético de un electrón.
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H = − ~2

2m∗
e

∇2 − i~eB
2m∗

e

∂

∂ϕ
+
e2B2ρ2

8m∗
e

+ eFρ cosϕ+ V0(ρ, ϕ) (2.9)

2.4. ESQUEMA DE SOLUCIÓN

El hamiltoniano obtenido en la ecuación 2.9 es una ecuación diferencial en deri-

vadas parciales (EDP ) la cual no permite realizar una separación de variables, por

lo tanto, debe recurrirse a algún método numérico para encontrar su solución. En

este trabajo se ha hecho uso de la herramienta computacional COMSOL basado en

un esquema de elementos finitos bidimensionales y triangulares. COMSOL ofrece

la posibilidad de definir EDPs hasta de segundo orden en el tiempo y en el espacio,

no mixtas, para lo cual solo basta definir el valor de cada uno de los coeficientes

que acompaña cada una de las derivadas, a esto se le denomina EDP en forma

de coeficientes. Es así, que por comodidad COMSOL utiliza la siguiente formulación

para definir una EDP en forma de coeficientes.

ea
∂2u

∂t2
+ da

∂u

∂t
+ ∇ · (−c∇u−αu+ γ) + β ·∇u+ au = f (2.10)

Siguiendo con la ecuación 2.9, está también corresponde a un problema de va-

lores propios, para lo cual solo se debe añadir un estudio de valores propios en

COMSOL, este por defecto asume que la variable dependiente u varía con el tiempo

de la forma:

u(t) = u0e
−λt, (2.11)

donde u0 es una amplitud compleja y λ es un valor propio. Al combinar las ecuacio-

nes 2.10 y 2.11 se obtiene la expresión general (Ecuación 2.12) que permite resolver

el problema de valores propios en forma de coeficientes.

λ2eau− λdau+ ∇ · (−c∇u−αu+ γ) + β ·∇u+ au = f (2.12)

De acuerdo con la geometría del problema a estudiar, COMSOL ofrece una varie-

dad de componentes, algunos de los cuales son muy útiles si el sistema a considerar

presenta simetría axial; estos pueden ser: 3D, 2D axisimétrico, 2D, 1D axisimétrico,

1D y 0D. En este trabajo se utilizó un componente 2D en coordenadas cartesianas,

para el cual ∇ =
[
∂
∂x
, ∂
∂y

]
, además se ha dividido la ecuación 2.9 entre la unidad de
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carga eléctrica e con el fin de expresar la energía en eV , por lo que las unidades de

todos los parámetros físicos en la ecuación 2.9 son del S.I. Por todo lo anterior, los

valores de los coeficientes de la ecuación 2.12 que se utilizaron para reproducir la

ecuación 2.9 son:

ea = 0

da = 1

c = ~2
2m∗

ee

α = [0, 0]

γ = [0, 0]

β = i~B
2m∗

e
[y,−x]

a = eB2

8m∗
e

(x2 + y2)

f = 0



(2.13)

En este punto, se hizo necesario modelar el potencial de barrera infinita V0(ρ, ϕ)

de la ecuación 2.4 mediante la imposición en COMSOL de la condición de contorno

de Dirichlet, en la que la función de onda ψ se anula en la frontera. Finalmente,

para realizar el procesamiento de datos, se diseñó un script en MATLAB que lee el

documento de texto con los datos exportados desde COMSOL y los organiza en una

matriz que permite realizar consecutivamente la gráfica allí mismo. Posteriormente,

se lleva a cabo el análisis y comprensión del comportamiento físico de cada uno de

los sistemas estudiados.
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Capítulo 3

ANÁLISIS DE RESULTADOS

Este capítulo expone las características geométricas de los modelos de lazos na-

noscópicos cerrados que se realizaron con el propósito de estudiar el comportamien-

to energético de un electrón confinado, para ello se analiza la densidad electrónica

dentro del lazo teniendo en cuenta el potencial de confinamiento del electrón debido

a cambios en la curvatura, y su respuesta a campos externos eléctrico y magnético

de manera individual y simultánea.

3.1. ARQUITECTURA DE LOS LAZOS

En esta sección se describen las consideraciones que dieron lugar a los diferentes

modelos que se estudian en el presente capítulo. El objetivo de este trabajo es el de

estudiar el efecto de la curvatura de un lazo cerrado de tamaño nanométrico sobre

las propiedades energéticas de un electrón confinado. Para cumplir este objetivo es

necesario prestar atención de las regiones curvas, de manera que se han tomado

dos diferentes radios de curvatura media, uno de ellos múltiplo del otro, esto per-

mitirá evidenciar la existencia de un potencial de confinamiento estructural debido a

la curvatura del lazo. Por lo anterior, se han realizado una serie de transformacio-

nes (ver figuras 11, 15, 16, 22, 23 y 24) sobre el modelo general de la figura 10,

de tal manera que, para tener en cuenta las anteriores consideraciones, se tendrán

como parámetros fijos el ancho w = 10nm y la longitud de las regiones rectilíneas

l = 90nm, asimismo se tomarán radios de curvatura media de 15 y 45nm, estas

dimensiones permitirán obtener lazos nanométricos con dimensiones comparables

a las que obtuvieron experimentalmente J.A. Floro, R. Hull, J.L. Gray en su trabajo

Nonequilibrium Quantum Dot Microstructures [38].
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3.2. LAZO CIRCULAR

Los anillos cuánticos gozan de ser actualmente el foco de atención desde el

punto de vista tanto experimental como teórico, esto se debe a sus ya conocidas

propiedades, que son consecuencia de la geometría no simplemente conexa que

presentan. Por lo tanto, son bien conocidas las oscilaciones Aharonov-Bohm en el

espectro energético de un electrón confinado en un QR, así como algunas de las

propiedades eléctricas, ópticas y magnéticas de estos sistemas. En este sentido, el

interés de esta sección será el de obtener resultados que permitan ser contrastados

con los resultados de las otras geometrías que se estudian en este capítulo. Lo

anterior con el fin de comprender lo que ocurre con un electrón confinado cuando

se rompe la simetría axial de un QR circular.

x1 = x2 = x3 = x4 = 0 r = 45nm

y1 = y2 = y3 = y4 = 0 r1 = r2 = r3 = r4 = r

Tabla 1: Parámetros geométricos de un lazo circular para un radio de curvatura medio
r = 45nm.

Figura 11: Geometría de un lazo circular para un radio de curvatura medio r = 45nm.

3.2.1. Efecto del campo magnético

Los resultados de esta sección corresponden a la geometría de la figura 11, cuyos

parámetros geométricos son los que acompañan a la misma. El electrón confinado

en este QR, se ha sometido a la acción de un campo magnético en la dirección de

crecimiento del mismo, es decir en la dirección z. Como es de esperar, el electrón
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exhibe un espectro energético en el que la energía presenta oscilaciones con

respecto a la intensidad del campo magnético, con un periodo ∆B = 2~
er2
≈ 0,65 [T ].

Por lo anterior, en la figura 12 se observa una secuencia de mínimos idénticos, los

cuales corresponden a diferentes valores del número cuántico m, esto involucra la

aparición de corrientes persistentes.

Figura 12: Energía de un electrón en un lazo circular, en función de un campo magnético B
en la dirección de crecimiento.

Un aspecto interesante que se aprecia en la figura 12, es la interacción que

tiene el electrón con el campo magnético al generar un par de términos, el término

diamagnético
(

e
8m∗

e

)
B2r2 y el paramagnético

(
~

2m∗
e

)
mB. El término diamagnético

tiene un efecto de confinamiento central de tipo parabólico respecto a la inten-

sidad del campo y a la variable radial, mientras el paramagnético presenta una

dependencia lineal tanto del campo como del momento angular del electrón, por

lo que este término es el que rompe el degeneramiento en la energía respecto

al número cuántico magnético m. Pese a la compleja superposición de efectos

de confinamiento, se puede observar que cuando el electrón se encuentra en

un estado con un número cuántico m < 0, ocurre un descenso en la energía al

comenzar a aplicar un campo magnético, esto ocurre debido a que el término

paramagnético domina inicialmente, pero a medida que la intensidad del campo

aumenta, el término diamagnético crece hasta llegar a ser igual y posteriormente

mayor que el paramagnético, produciéndose así un consecuente aumento en la

energía.
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Campo magnético
Estados

B = 0,0 [T ] B = 0,6 [T ] B = 1,2 [T ]

1

2

3

4

5

Tabla 2: Densidad electrónica de los estados más bajos para diferentes valores de campo
magnético B en un lazo circular con r = 45nm.
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En la tabla 2 se aprecia la densidad electrónica de los primeros 5 estados de ener-

gía para diferentes intensidades de campo magnético. Es de notar que la aplicación

de un campo magnético da lugar a la aparición de corrientes al interior del lazo cir-

cular. A su vez, la densidad electrónica de los estados con número cuántico m 6= 0,

en ausencia de campo magnético, permite ver que para estos estados no se forman

corrientes, debido a la existencia de regiones donde se interrumpe la densidad elec-

trónica. Asimismo ocurre para el estado base, donde no hay lugar a corrientes dado

el valor de su número cuántico m.

3.2.2. Efecto del campo eléctrico

Un aumento en la intensidad de un campo eléctrico aplicado en la dirección posi-

tiva del eje x produce un incremento del confinamiento longitudinal del electrón. Por

consiguiente, este tendrá mayor probabilidad de localizarse cerca del extremo iz-

quierdo del QR, esto ocurre como resultado de la fuerza de Lorentz que actúa sobre

el electrón debido al campo. Mas aún, en la gráfica 13 se observa que un aumento

en la intensidad del campo produce un desacople de cada nivel de energía en dos

(Efecto Stark), y se aprecia que para niveles de mayor energía, este desacople tie-

ne lugar con campos cada vez mayores. Asimismo, en la gráfica 13 se observa un

fuerte confinamiento del electrón para pequeños valores de campo eléctrico. Otro

aspecto importante, es la envolvente lineal que se observa sobre los puntos don-

de se rompe el degeneramiento, cuya pendiente se relaciona con el tamaño de la

estructura en la dirección en que se aplica el campo.

Figura 13: Energía de un electrón en un lazo circular, en función del campo eléctrico F en
la dirección positiva del eje x.
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3.2.3. Efecto de los campos eléctrico y magnético

A continuación, se busca comprender el efecto de la aplicación simultánea de los

campos eléctrico y magnético sobre el espectro energético del electrón, para ello

se ha utilizado un campo eléctrico constante de 0,1KV/cm, aplicado igualmente en

la dirección positiva del eje x. La escogencia de este valor de campo, se debe a

que en la gráfica 13 se observa que dicho campo logra romper el degeneramiento

sobre el primer estado excitado, lo cual, como se verá en las próximas secciones,

permitirá realizar un análisis comparativo de las demás geometrías con respecto al

QR circular, que a su vez permitirá comprender cómo afecta la simetría axial del

sistema si esta se rompe.

Como ya se observó, la aplicación de un campo eléctrico en la dirección positi-

va del eje x, produce un incremento en el confinamiento del electrón en la región

sobre la cual se aplica el campo. Por otro lado, el campo magnético produce un

confinamiento central de tipo parabólico, hecho que ya se mencionó anteriormente,

la acción simultánea de estos dos campos hace que se reestructure el espectro de

energía, lo cual es evidente si se comparan entre sí las gráficas 12 y 14. Asimismo,

el campo eléctrico produce la extinción de las oscilaciones AB para el estado base

y una atenuación de las mismas para los dos primeros estados excitados, lo que su-

giere una transformación de estos estados electrónicos rotacionales a localizados.

Figura 14: Energía de un electrón en un lazo circular, en función del campo magnético B en
la dirección de crecimiento, para un campo eléctrico homogéneo F en la dirección positiva
del eje x.
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Campo magnético
Estados

B = 0,0 [T ] B = 0,6 [T ] B = 1,2 [T ]

1

2

3

4

5

Tabla 3: Densidad electrónica de los estados más bajos para un campo eléctrico F =
0,1KV/cm y diferentes valores de campo magnético B en un lazo circular con r = 45nm.
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En la tabla 3 se observa para el estado base un fuerte confinamiento del electrón

debido al campo eléctrico, a su vez se observa que no hay existencia de corrientes

para los dos primeros estados. Asimismo, el tercer estado de energía muestra una

débil corriente, coherente con la débil oscilación en la energía correspondiente a

este mismo estado (Figura 14). Un hecho curioso que aparece en los tres últimos

estados de la tabla 3 es la tendencia que tiene el electrón hacia el extremo derecho

del QR, este resultado es aparentemente contradictorio si se tiene en cuenta que

el confinamiento debido al campo eléctrico debería darse sobre la región izquierda.

Este hecho se explica si se considera que el campo eléctrico tiene un efecto de

desnivel sobre el pozo de energía en el cual se mueve el electrón, este desnivel

hace que los estados de mayor energía se encuentren fuera de este pozo del lado

izquierdo, pero ocurre lo contrario del lado derecho donde ahora se empiezan a

encontrar estos estados de energía, razón por la cual se ve un corrimiento de la

densidad electrónica hacia el borde derecho del QR.Finalmente, se observa que a

medida que el electrón se encuentra en un estado de mayor energía, su densidad

electrónica empieza a ser la misma en toda la longitud del QR.

3.3. LAZO RECTANGULAR OVALADO

Como ya se ha mencionado, el interés de este trabajo es el de comprender el

efecto de la curvatura de un lazo cerrado de tamaño nanométrico sobre el espectro

energético de un electrón confinado. Por ello, en esta sección se estudia una

geometría en forma de rectángulo ovalado, que podría entenderse como un QR

circular que se divide en dos partes iguales, que luego son separadas sobre el

eje x una distancia L proporcional al radio de curvatura medio r del QR (L ∝ r).

Posteriormente, estas partes se unen por medio de segmentos rectilíneos de ancho

w y largo L para formar lazos rectangulares ovalados como se puede observar

en las figuras 15 y 16, de esta forma se consigue simultáneamente introducir

cambios en la curvatura y romper la simetría axial con el eje z. Los parámetros

geométricos de estos modelos de lazos nanoscópicos son los que acompañan a las

figuras 15 y 16. Cabe señalar que, el parámetro L que representa la longitud de las

regiones rectilíneas se mantendrá constante en los dos modelos, esto es con el fin

de que, al comparar los mismos, estos difieran entre sí solo por sus regiones curvas.
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x1 = x2 = x3 = x4 = r r = 45nm

y1 = y2 = y3 = y4 = 0 r1 = r2 = r3 = r4 = r

Tabla 4: Parámetros geométricos de un lazo rectangular ovalado para un radio de curvatura
medio r = 45nm.

Figura 15: Geometría de un lazo rectangular ovalado para un radio de curvatura medio
r = 45nm.

x1 = x2 = x3 = x4 = 3r r = 15nm

y1 = y2 = y3 = y4 = 0 r1 = r2 = r3 = r4 = r

Tabla 5: Parámetros geométricos de un lazo rectangular ovalado para un radio de curvatura
medio r = 15nm.

Figura 16: Geometría de un lazo rectangular ovalado para un radio de curvatura medio
r = 15nm.
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3.3.1. Potencial de confinamiento estructural

Para poder explicar algunos de los aspectos presentes en las subsecciones si-

guientes, se debe tener en cuenta la existencia del potencial de confinamiento es-

tructural debido a la variación de curvatura, cuyo valor está dado por la expresión

matemática de la ecuación 1.8.

(a) (b)

Figura 17: Potencial de confinamiento estructural de un electrón en un lazo rectangular ova-
lado, en función de la longitud del perímetro para dos radios de curvatura medio diferentes.
(a) r = 45nm y (b) r = 15nm.

En la gráfica 17, se observa el potencial de confinamiento estructural del electrón a

medida que este avanza en el interior del lazo, allí claramente se observan los pozos

de potencial que tienen lugar debido a las regiones curvas, y acorde con la ecuación

1.8, se observa que una reducción en el radio de curvatura produce un aumento

en el potencial de confinamiento. Finalmente, como se podrá ver posteriormente,

la existencia de este potencial se verá reflejado tanto en el espectro de energía

del electrón confinado como en su densidad electrónica en presencia de campos

eléctrico y magnético, permitiendo explicar el comportamiento del electrón debido a

cambios en la curvatura del camino.

3.3.2. Efecto del campo magnético

En relación con el efecto de la aplicación de un campo magnético homogéneo en

la dirección de crecimiento de un lazo rectangular ovalado, se deben considerar tres

aspectos, estos son: el periodo y la amplitud de las oscilaciones AB, y la dupla entre
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los estados de menor energía. En cuanto al periodo, aparece un notable aumento de

las oscilaciones en la figura 18a acompañado de una disminución en la separación

energética entre niveles, mientras que en la figura 18b, se aprecia una disminución

en el periodo de oscilación, esta vez acompañado de aumento en la separación en-

tre niveles. Con respecto a lo anterior, la variación en el número de oscilaciones está

relacionada con la longitud del camino que recorre el electrón, es por ello que apa-

rece un mayor número de oscilaciones en la geometría de mayor radio de curvatura.

Por otro lado, la separación entre niveles energéticos es consecuencia del tamaño

de estas dos estructuras, siendo de mayor amplitud las oscilaciones en la energía

para la geometría de menor tamaño y viceversa.

(a) (b)

Figura 18: Energía de un electrón en un lazo rectángular ovalado, en función del campo
magnético B en la dirección de crecimiento para dos radios de curvatura medio diferentes.
(a) r = 45nm y (b) r = 15nm.

Con respecto al comportamiento trenzado que presentan los dos primeros esta-

dos de energía de la figura 18a, así como el que presentan los cuatro primeros

estados de la figura 18b, este se debe a un desacople causado por el potencial de

curvatura, ya que la energía del electrón para estos primeros estados no supera la

energía correspondiente a la profundidad de estos pozos de potencial. Cabe agre-

gar que en la figura 18b, solo los tres primeros estados se encuentran dentro del

pozo de potencial, la razón por la cual se forma una segunda trenza se debe a que

la energía del cuarto estado es lo suficientemente cercana a la del pozo, presen-

tando así un efecto de interferencia causado por el comportamiento ondulatorio del

electrón. De acuerdo con lo anterior se deduce que la presencia de estos pozos
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de potencial tiene un efecto de localización sobre el electrón, el cual dependerá del

radio de curvatura medio de las regiones curvas presentes en la estructura.

Campo magnético
Estados

B = 0,0 [T ] B = 0,26 [T ] B = 0,52 [T ]

1

2

3

4

5

Tabla 6: Densidad electrónica de los estados más bajos para diferentes valores de campo
magnético B en un lazo rectangular ovalado con r = 45nm.
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Campo magnético
Estados

B = 0,0 [T ] B = 1,18 [T ] B = 2,36 [T ]

1

2

3

4

5

Tabla 7: Densidad electrónica de los estados más bajos para diferentes valores de campo
magnético B en un lazo rectangular ovalado con r = 15nm.

En las tablas 6 y 7 se aprecia para los dos primeros estados energéticos el fuerte

confinamiento estructural debido al potencial de curvatura, este resultado es cohe-
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rente con las gráficas 18a y 18b, en las cuales se observa el trenzado en las ener-

gías de los dos primeros estados, desacoplándose de las demás energías. Por otra

parte, en la tabla 7 se observa la ausencia de corriente en el segundo estado y la

aparición de una débil corriente para los estados tres y cuatro, en concordancia con

lo observado en la gráfica 18b para dichos estados. En contraste con lo anterior, en

la tabla 6 se observan buenas corrientes debido al buen comportamiento oscilatorio

que presentan sus energías en el gráfico 18a.

3.3.3. Efecto del campo eléctrico

Un análisis del comportamiento gráfico de las energías del electrón en presen-

cia de un campo eléctrico homogéneo en la dirección positiva del eje x, muestra al

igual que el QR circular un rápido confinamiento para pequeños valores de campo

eléctrico, sin embargo, para el lazo de la figura 19a la disminución en la energía

debido al campo, tiene lugar más rápido que en la figura 19b, esto se debe al ta-

maño del lazo, de manera que para el lazo de mayor curvatura la diferencia entre

niveles energéticos será menor y por tanto el electrón posee menor energía para

contrarrestar el efecto confinatorio del campo. Otro hecho interesante, es el que se

observa en la figura 19b, en ella aparece el cruce de algunos estados, siendo este

un comportamiento típico de una estructura con doble pozo cuántico, bajo la acción

de un campo eléctrico.

(a) (b)

Figura 19: Energía de un electrón en un lazo rectángular ovalado, en función del campo
eléctrico F en la dirección positiva del eje x para dos radios de curvatura medio diferentes.
(a) r = 45nm y (b) r = 15nm.
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Campo eléctrico
Estados

F = 0,0 [KV/cm] F = 0,2 [KV/cm] F = 0,4 [KV/cm]

1

2

3

4

5

Tabla 8: Densidad electrónica de los estados más bajos para diferentes valores de campo
eléctrico F en un lazo rectangular ovalado con r = 15nm.

En la figura 19a no se presentan efectos de trenzado de estados, ya que el

pozo de potencial debido a la curvatura es poco profundo y solo el estado base

se encuentra dentro del pozo. Por el contrario, en la figura 19b si se observa
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trenzado en algunos estados de baja energía, para valores pequeños de campo

eléctrico, esto es porque ahora el pozo es más profundo y los primeros tres estados

no tienen la energía suficiente para escapar del pozo de potencial, sin embargo,

la cercanía de los siguientes dos niveles al pozo es suficiente para que estos

se trencen débilmente por efectos de interferencia cuántica. Es así que, el pozo

de confinamiento estructural logra que los cuatro estados siguientes al primero,

cambien de estado a partir de 0,1KV/cm para los estados 2 y 3, y a partir de

0,2KV/cm para los estados 4 y 5.

Al igual que en la sección de lazo circular, en la tabla 8 se observa el efecto confi-

natorio que presenta el campo eléctrico sobre los dos primeros estados de energía,

el cual puede entenderse a modo de desnivel sobre los pozos de curvatura que

presenta la estructura, es por ello que para los estados de mayor energía, estos se

hallan fuera del pozo de potencial del lado izquierdo y consecuentemente se en-

cuentran dentro del pozo de potencial de la derecha, quedando explicado el hecho

de que la densidad electrónica presenta un corrimiento hacia la derecha para esta-

dos de mayor energía, como se aprecia en la tabla 8 para los tres últimos estados.

3.3.4. Efecto de los campos eléctrico y magnético

En esta ocasión se busca analizar la respuesta de la estructura sobre la energía

del electrón cuando se aplican en simultáneo los dos campos, manteniendo

constante el campo eléctrico en 0,1KV/cm. A primera vista los resultados muestran

la extinción de algunos de los primeros estados de energía, siendo mucho más

fuerte el efecto del campo eléctrico en la figura 20a, allí se observa una fuerte

localización sobre los primeros cuatro estados, asimismo se aprecia un decremento

en los valores de energía con respecto al resultado sin campo eléctrico (Figura 18a).

Los resultados anteriores, se explican nuevamente por el hecho de que el gran

tamaño de la estructura de la figura 20a hace que el electrón presente energías más

bajas, facilitando que la fuerza eléctrica confine fácilmente al electrón con respecto

a la figura 20b para un mismo valor de campo eléctrico. A su vez, estos resultados

implican que se debe aplicar un campo eléctrico de mayor intensidad para conse-

guir el mismo confinamiento sobre la estructura de menor radio. Este resultado es

porque debido al menor radio de curvatura, la estructura se hace de menor tamaño

y para no violar el principio de incertidumbre, el electrón adquiere mayor energía,
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en consecuencia, se requiere de un gran campo eléctrico para hacer que el electrón

tienda a localizarse un poco. En adición a lo anterior, también se observa en la figura

20b una disminución en la energía de los primeros estados electrónicos, claramente

como consecuencia del efecto de confinamiento del campo eléctrico. Asimismo, en

la figura 20b así como en la figura 20a se encuentran estados débilmente locali-

zados, que se manifiestan por la atenuación de sus correspondientes oscilaciones

AB.

(a) (b)

Figura 20: Energía de un electrón en un lazo rectángular ovalado, en función del campo
magnético B en la dirección de crecimiento, para un campo eléctrico homogéneo F en la
dirección positiva del eje x y para dos radios de curvatura medio diferentes. (a) r = 45nm y
(b) r = 15nm.

En las tablas 9 y 10 se aprecia nuevamente el fuerte confinamiento del campo

eléctrico sobre los dos primeros estados, pero a partir del tercer estado se observa

el desplazamiento de la densidad electrónica hacia la derecha. Este hecho nue-

vamente es consecuencia del mismo campo eléctrico, debido al desnivel que este

ocasiona sobre los pozos de potencial de curvatura, esto causa que los estados de

poca energía aparezcan solo en el pozo de la izquierda y explica porque los estados

de mayor energía aparecen solo en el pozo derecho.
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Campo magnético
Estados

B = 0,0 [T ] B = 0,26 [T ] B = 0,52 [T ]

1

2

3

4

5

Tabla 9: Densidad electrónica de los estados más bajos para un campo eléctrico F =
0,1KV/cm y diferentes valores de campo magnético B en un lazo rectangular ovalado con
r = 45nm.
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Campo magnético
Estados

B = 0,0 [T ] B = 1,18 [T ] B = 2,36 [T ]

1

2

3

4

5

Tabla 10: Densidad electrónica de los estados más bajos para un campo eléctrico F =
0,1KV/cm y diferentes valores de campo magnético B en un lazo rectangular ovalado con
r = 15nm.

En adición a lo anterior, en la tabla 9 se aprecia que para todos los estados hay

regiones que presentan una interrupción de la densidad electrónica, lo cual impli-
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ca la desaparición de corrientes en la estructura, este hecho se corrobora con la

aniquilación de las oscilaciones AB de los primeros cinco estados de energía co-

rrespondientes a la estructura de la figura 20a. Por otro lado, la tabla 10 muestra la

aparición de corrientes a partir del tercer estado energético, esto es coherente con

el gráfico 20b en el cual aparecen extintas las oscilaciones AB de los dos primeros

estados de su correspondiente estructura.

3.3.5. Efecto de la variación del radio de curvatura

Como es de esperar, en las gráficas de la figura 21 se observa claramente que un

aumento en el radio de curvatura medio de la estructura, produce una consecuente

disminución en la energía del electrón, así se moverá por la estructura con una me-

nor energía cinética rotacional. Una comparación de los gráficos 21a y 21c, permite

ver que la aplicación de un campo eléctrico sobre la estructura, rompe el degene-

ramiento de los estados de menor energía, y éste efecto se vuelve más marcado a

medida que crece el radio de curvatura, esto es porque el aumento en el tamaño de

la estructura produce un decremento en la energía del electrón por el principio de

incertidumbre y por ende el campo eléctrico tiende a localizar más estados de ener-

gía. Por otra parte, el agrupamiento en duplas de estas energías en la figura 21b, es

consecuencia de los dos pozos de potencial presentes en extremos opuestos de la

estructura debido al confinamiento estructural de las regiones curvas. Por otra par-

te, al comparar el grafico 21c con el gráfico 21a, se aprecia una disminución en la

energía del estado base, esto es debido al confinamiento que se produce por la apli-

cación del campo eléctrico. Finalmente, resulta interesante señalar que en todos los

gráficos las energías de los dos primeros estados se curvan hacia abajo, contrario

a lo que se debería esperar, ya que a menor radio de curvatura el electrón debe-

ría presentar un aumento en su energía como se puede apreciar para los demás

estados, la explicación a este hecho curioso es sencilla, estos estados de menor

energía, quedan atrapados dentro del profundo pozo de potencial que se produce

para radios de curvatura tan pequeños. Otro aspecto importante que presenta la

figura 21b, es que los dos estados más profundos exhiben pequeñas oscilaciones

AB, lo que indica que no son absolutamente vibracionales, esto quiere decir que

para estos estados hay un tunelamiento del electrón en las regiones sin curvatura.
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(a) (b)

(c)

Figura 21: Energía de un electrón en un lazo rectangular ovalado, en función del radio de
curvatura medio r para tres diferentes configuraciones de campos aplicados. (a) Sin campos,
(b) Con campo magnético B = 2T y (c) Con campo eléctrico F = 0,1KV/cm.

3.4. LAZO CUADRANGULAR REDONDEADO

En esta sección final, se estudia el efecto de la curvatura de un lazo nanométrico

cerrado en forma de cuadrado con bordes redondeados. Este también puede

entenderse como un QR circular que ahora se divide en cuatro partes iguales,

separadas sobre cada semieje una distancia L = 90nm. Finalmente, estos se unen

a través de regiones rectilíneas de longitud L para dar forma a tres diferentes casos:

(Figuras 22, 23 y 24). El último caso que se estudiará es asimétrico ya que este no

guarda simetría con los ejes x e y.
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A continuación, se presentan los parámetros geométricos para construir los tres

casos mencionados anteriormente. Cabe destacar que, aunque el último caso pre-

senta dos radios de curvatura medio diferentes, su geometría se ha construido en

función de único radio r con el fin de facilitar en COMSOL el barrido paramétrico

que permite estudiar el efecto de la variación del radio de curvatura.

x1 = x2 = x3 = x4 = r r = 45nm

y1 = y2 = y3 = y4 = r r1 = r2 = r3 = r4 = r

Tabla 11: Parámetros geométricos de un lazo cuadrangular redondeado para un radio de
curvatura medio r = 45nm.

Figura 22: Geometría de un lazo cuadrangular redondeado para un radio de curvatura
medio r = 45nm.

x1 = x2 = x3 = x4 = 3r r = 15nm

y1 = y2 = y3 = y4 = 3r r1 = r2 = r3 = r4 = r

Tabla 12: Parámetros geométricos de un lazo cuadrangular redondeado para un radio de
curvatura medio r = 15nm.
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Figura 23: Geometría de un lazo cuadrangular redondeado para un radio de curvatura
medio r = 15nm.

x1 = x3 = y1 = y3 = 4r r = 15nm

x2 = x4 = y2 = y4 = 2r r1 = r3 = r r2 = r4 = 3r

Tabla 13: Parámetros geométricos de un lazo cuadrangular redondeado asimétrico para
dos radios de curvatura medio rI = 15nm y rII = 45nm.

Figura 24: Geometría de un lazo cuadrangular redondeado asimétrico para dos radios de
curvatura medio rI = 15nm y rII = 45nm.
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3.4.1. Potencial de confinamiento estructural

En la figura 25 se observa el potencial de confinamiento estructural de las tres

estructuras que se estudian en esta sección, en estas gráficas se aprecian los cuatro

pozos de potencial que corresponden a las cuatro esquinas redondeadas y en la

figura 25c se aprecia la notable diferencia en la profundidad y ancho de los mismos.

(a) (b)

(c)

Figura 25: Potencial de confinamiento estructural de un electrón en un lazo cuadrangu-
lar redondeado, en función de la longitud del camino para dos radios de curvatura medio
diferentes. (a) r = 45nm, (b) r = 15nm y (c) Ambos radios.

3.4.2. Efecto del campo magnético

El comportamiento energético del electrón en presencia de un campo magnético

homogéneo al interior de estas estructuras en forma de cuadrado redondeado (Fi-

gura 26), no dista mucho del comportamiento mostrado por los lazos en forma de
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rectángulo ovalado (Figura 18). Las principales diferencias son: menor periodo de

oscilación debido al mayor recorrido que realiza el electrón en cada vuelta, menor

amplitud en las oscilaciones de la energía también como consecuencia del mayor

tamaño que presentan estas estructuras y la aparición de cuádruplas en los esta-

dos energéticos, este último aspecto se debe a la presencia de los cuatro pozos de

potencial. Un hecho importante a tener en cuenta en la figura 26c es la aparición

de duplas en la energía en lugar de cuádruplas, esto lo explica la importante dife-

rencia energética que presentan los pozos de potencial de curvatura, siendo más

dominante el efecto de los pozos de las regiones de menor radio de curvatura.

(a) (b)

(c)

Figura 26: Energía en función del campo magnético para dos radios de curvatura medio
diferentes. (a) r = 45nm, (b) r = 15nm y (c) combinación de (a) y (b).

Como es de esperar, un análisis comparativo de las gráficas de la figura 26,

muestra la relación que existe entre la longitud del camino con el número de

oscilaciones en la energía y con la amplitud de las mismas. Es por ello, que la
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figura 26a presenta mayor número de oscilaciones seguido por la figura 26c, con la

amplitud de las energías sucede lo mismo, la figura 26a es la de menor amplitud

seguido por la figura 26c. Por último, si se compara la figura 26 con la figura 18,

se aprecia un mayor número de estados desacoplados en todos los gráficos de la

figura 26, esto es porque la mayor longitud del camino produce una disminución en

la energía rotacional del electrón y por tanto sus estados se ubican esta vez más

cerca del pozo de potencial, presentando efectos de interferencia que dan lugar a

una mayor cantidad de trenzas en las oscilaciones de energía.

En los gráficos de las tablas 14, 15 y 16 se observa la aparición de corrientes de-

bido a la aplicación de un campo magnético. Sin embargo, resulta interesante notar

que en los dos últimos estados de la tabla 15, los cuales corresponden a la geo-

metría con radio de curvatura medio r = 15nm, se observa una débil corriente que

puede ser el resultado del desacople energético entre estos dos estados, debido al

efecto del potencial de curvatura, el cual resulta más fuerte en este caso conside-

rando que este presenta una mayor profundidad. Es por lo anterior que, debido a la

poca profundidad de los pozos de potencial de la geometría de la tabla 14, allí no

se presenta una disminución importante en la corriente de los últimos dos estados

de energía. Por otra parte, en la tabla 16 es posible observar la dominancia que

presentan los pozos de potencial que corresponden a un menor radio de curvatu-

ra. Este mismo potencial de curvatura es el responsable de producir las corrientes

débiles que se observa en todos los estados de la tabla 16, como ya se menciono

anteriormente, es posible que este hecho se deba al desacople que el potencial de

curvatura induce sobre cada par de estados de energía.
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Campo magnético
Estados

B = 0,0 [T ] B = 0,11 [T ] B = 0,22 [T ]

1

2

3

4

5

Tabla 14: Densidad electrónica de los estados más bajos para diferentes valores de campo
magnético B en un lazo cuadrangular redondeado con r = 45nm.

68



3.4. LAZO CUADRANGULAR REDONDEADO ANÁLISIS DE RESULTADOS

Campo magnético
Estados

B = 0,0 [T ] B = 0,26 [T ] B = 0,52 [T ]

1

2

3

4

5

Tabla 15: Densidad electrónica de los estados más bajos para diferentes valores de campo
magnético B en un lazo cuadrangular redondeado con r = 15nm.
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Campo magnético
Estados

B = 0,0 [T ] B = 0,16 [T ] B = 0,32 [T ]

1

2

3

4

5

Tabla 16: Densidad electrónica de los estados más bajos para diferentes valores de campo
magnético B en un lazo cuadrangular redondeado asimétrico.
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3.4.3. Efecto del campo eléctrico

Igual que en resultados anteriores, la aplicación de un campo eléctrico homo-

géneo en la dirección positiva del eje x, muestra un rápido confinamiento para un

campo pequeño, también se aprecia el efecto de la longitud del camino en el confi-

namiento debido al campo eléctrico, ya que este se hace más fuerte en la estructura

de mayor tamaño, lo cual se traduce en un mayor número de estados localizados.

Las figuras 27b y 27c muestran un débil trenzado de algunos estados, una vez más

eso se debe a la profundidad de los pozos de potencial de las regiones curvas que

exhiben sus correspondientes geometrías. Por otra parte, en la figura 27a no se ma-

nifiesta el trenzado de estados por la escasa profundidad que presentan sus pozos

de potencial de curvatura, el cual no alcanza a conseguir efectos de interferencia

que ocasionen un trenzado de los estados de menor energía.

(a) (b)

(c)

Figura 27: Energía en función del campo eléctrico para dos radios de curvatura medio
diferentes. (a) r = 45nm y (b) r = 15nm.
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Campo eléctrico
Estados

F = 0,0 [KV/cm] F = 0,07 [KV/cm] F = 0,14 [KV/cm]

1

2

3

4

5

Tabla 17: Densidad electrónica de los estados más bajos para diferentes valores de campo
eléctrico F en un lazo cuadrangular redondeado con r = 15nm.
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Campo eléctrico
Estados

F = 0,0 [KV/cm] F = 0,02 [KV/cm] F = 0,04 [KV/cm]

1

2

3

4

5

Tabla 18: Densidad electrónica de los estados más bajos para diferentes valores de campo
eléctrico F en un lazo cuadrangular redondeado asimétrico.
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Las tablas 17 y 18 corresponden a las densidades electrónicas de las geometrías

de las figuras 23 y 24 respectivamente, en ellas se observa al igual que para el

lazo rectangular ovalado, un fuerte confinamiento de los dos primeros estados hacia

la región donde se aplica el campo eléctrico. Posteriormente, se observa que para

estados de mayor energía la densidad electrónica presenta un corrimiento hacia la

región opuesta, esto como ya se mencionó, es posible de explicar si se interpreta

el efecto del campo eléctrico como un desnivel en los pozos de potencial presentes

en las regiones curvas, el cual se da hacia la región sobre la cual se aplica dicho

campo. Por otro lado, es importante destacar que, en la tabla 18 este corrimiento en

la densidad electrónica, no se produce de forma simétrica, contrario a los resultados

que se han analizado hasta el momento, desde luego este es un efecto más del

potencial de curvatura, ya que, al tener dos curvaturas diferentes, el electrón no

siente el mismo potencial en dichas regiones curvas, lo cual termina por romper la

simetría en la densidad electrónica.

3.4.4. Efecto de los campos eléctrico y magnético

Un análisis comparativo de las gráficas de la figura 28, refleja cómo es de esperar,

un confinamiento debido al campo eléctrico mucho más fuerte sobre la geometría

de la figura 28a, nuevamente debido a la menor energía que presenta el electrón al

moverse en una estructura de mayor longitud, esto hace que haya mayor presencia

de estados localizados. Una vez se corroboran las observaciones de las secciones

anteriores: menor periodo de oscilación para los lazos de mayor longitud, así mismo

menor amplitud de oscilación, se procede a analizar el hecho interesante de que

aquí ya no se observa un trenzado de estados, esto se debe a que los estados

más bajos o más cercanos a los pozos de potencial estructural, son fuertemente

afectados por el campo eléctrico aplicado, esto además de producir la extinción de

las oscilaciones en la energía, produce el desacople de las mismas, haciéndose

visible solo para los estados de mayor energía, los cuales se escapan del efecto de

confinamiento del campo eléctrico, pero sin embargo logran acoplarse débilmente

debido al efecto de confinamiento de los pozos potencial.
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(a) (b)

(c)

Figura 28: Energía en función del campo magnético con un campo eléctrico constante
aplicado en la dirección positiva del eje x para dos radios de curvatura medio diferentes. (a)
r = 45nm y (b) r = 15nm.

En las gráficas 28a, 28b y 28c se puede apreciar la extinción de los primeros

cinco estados de energía, con la salvedad de que en la figura 28b solo se produce

la extinción de los tres primeros estados. Estos resultados son coherentes con las

gráficas de densidad electrónica, pues en ellas se puede ver que no hay presencia

de corrientes, ya que, con excepción del quinto estado de la tabla 20, las densidades

electrónicas presentan regiones donde se ven interrumpidas. Por otra parte, también

se observa un fuerte confinamiento debido al campo eléctrico solo para los dos

primeros estados, pues a partir del tercer estado la densidad electrónica empieza a

migrar hacia la región opuesta (lado derecho). Asimismo, en la tabla 21 se puede

observar cómo se rompe la simetría en la densidad electrónica debido a la falta de

simetría en los pozos de potencial de curvatura.

75



3.4. LAZO CUADRANGULAR REDONDEADO ANÁLISIS DE RESULTADOS

Campo magnético
Estados

B = 0,0 [T ] B = 0,11 [T ] B = 0,22 [T ]

1

2

3

4

5

Tabla 19: Densidad electrónica de los estados más bajos para un campo eléctrico F =
0,1KV/cm y diferentes valores de campo magnético B en un lazo cuadrangular redondeado
con r = 45nm.
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Campo magnético
Estados

B = 0,0 [T ] B = 0,26 [T ] B = 0,52 [T ]

1

2

3

4

5

Tabla 20: Densidad electrónica de los estados más bajos para un campo eléctrico F =
0,1KV/cm y diferentes valores de campo magnético B en un lazo cuadrangular redondeado
con r = 15nm.
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Campo magnético
Estados

B = 0,0 [T ] B = 0,16 [T ] B = 0,32 [T ]

1

2

3

4

5

Tabla 21: Densidad electrónica de los estados más bajos para un campo eléctrico F =
0,1KV/cm y diferentes valores de campo magnético B en un lazo cuadrangular redondeado
asimétrico.
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3.4.5. Efecto de la variación del radio de curvatura

Nuevamente se observa en la figura 29, que la energía del electrón al interior de

los lazos disminuye con el aumento en el radio de curvatura media de los mismos.

Asimismo, la aplicación de un campo magnético produce cuádruplas en la energía

en lugar de duplas, esto se debe a la presencia de los cuatro pozos de potencial

correspondientes a igual número de regiones curvas. Por otra parte, al comparar

la figura 29c con las figuras 29a y 29b, se observa una disminución en la energía

de los dos primeros estados como consecuencia del campo eléctrico aplicado. A

su vez, se destaca el hecho de que los estados de menor energía se curvan hacia

abajo al disminuir el radio de curvatura, esto es por el fuerte confinamiento debido

al consecuente aumento en la profundidad de los pozos de potencial.

(a) (b)

(c)

Figura 29: Energía de un electrón en un lazo cuadrangular redondeado, en función del
radio de curvatura medio r para tres diferentes configuraciones de campos aplicados. (a)
Sin campos, (b) Con campo magnético B = 2T y (c) Con campo eléctrico F = 0,1KV/cm.
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Capítulo 4

CONCLUSIONES

En concreto, luego de la realización de este trabajo de grado, se pueden estable-

cer las siguientes conclusiones:

Nuestros resultados ponen en evidencia la aparición de variaciones en el

potencial de confinamiento que experimenta una partícula (electrón) confinada

en un lazo cerrado nanoscópico debido a cambios en la curvatura de dicha

estructura. Mediante nuestro método de solución basado en elementos finitos

se corrobora la aparición de verdaderos pozos de potencial cuya profundidad

es inversamente proporcional al cuadrado del radio de curvatura de la trayec-

toria.

Los resultados obtenidos también muestran que la formación de pozos de

potencial a lo largo del lazo, debido a cambios en la curvatura, inducen

la aparición de espectros de tipo molecular similares a los mostrados por

anillos nanoscópicos en presencia de impurezas donadoras o de variacio-

nes en la altura de la estructura. De igual manera se observó cómo estos

cambios de curvatura, según sea la simetría de la estructura, pueden inhi-

bir la aparición de oscilaciones Aharonov-Bohm en los niveles energéticos

más bajos, y por lo tanto inhibir también la aparición de corrientes persistentes.

Este estudio pone de manifiesto la alta sensibilidad que presenta el espectro

electrónico ante pequeñas variaciones en la curvatura de un lazo cerrado de

tamaño nanométrico, lo cual es indicio de lo sensibles que pueden llegar a ser

las propiedades ópticas y magnéticas de dichas estructuras.
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CONCLUSIONES

Otro alcance de este trabajo ha sido proponer un modelo teórico generalizado

y sencillo, para una guía de onda nanoscópica delgada, que permite obtener

diferentes configuraciones morfológicas mediante la variación de algunos

parámetros geométricos.

Se recomienda como posible trabajo futuro, la realización de un estudio teó-

rico de diferentes geometrías de lazos nanoscópicos cerrados delgados, que

mantenga constante la longitud del camino que recorre el electrón. Lo anterior

se propone con el fin de que la comparación entre los diferentes espectros de

energía sea más justa.
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Anexo A

VERIFICACIÓN DEL GAUGE DE

COULOMB

Antes de proceder a describir en detalle los pasos que permiten obtener la

expresión del Hamiltoniano mono-electrónico de la sección 2.3, se procederá a

verificar que la elección del potencial vectorial magnético en coordenadas cilindricas

(ρ, ϕ, z) definido por A = 1
2
(B × ρ) con B = Bk̂, cumple la condición de Gauge de

Coulomb, esto es ∇ ·A = 0.

Primero se reemplazan B y ρ en la expresión del potencial vectorial A, para encon-

trar su magnitud y dirección.

A =
1

2
(B× ρ) (A.1)

=
1

2
(Bk̂)× (ρêρ) (A.2)

=
1

2
Bρêϕ (A.3)

De acuerdo a lo anterior, el potencial vectorial A solo presenta componente ϕ, siendo

Aϕ = 1
2
Bρ. Por lo tanto se procede a tomar la divergencia del vector A = Aϕêϕ para

verificar que se cumple la condición de Gauge de Coulomb.

∇ ·A =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρAρ) +

1

ρ

∂

∂ϕ
Aϕ +

∂

∂z
Az (A.4)

=
1

ρ

∂

∂ϕ

(
1

2
Bρ

)
︸ ︷︷ ︸

0

= 0 (A.5)

87



Anexo B

HAMILTONIANO

MONO-ELECTRÓNICO

Tras la verificación anterior, se procede a exponer cada uno de los pasos para

obtener la expresión final del Hamiltoniano que describe el comportamiento de un

electrón confinado en un QR. A continuación, se considera un potencial de confina-

miento estructural de barrera infinita dado por:

V0 =

{
0 ∈ QR

∞ /∈ QR

}
(B.1)

El hamiltoniano del sistema bajo campos eléctrico F = F ι̂ y magnético B = Bk̂

esta dado por la ecuación 7, donde los campos estan representados por los poten-

ciales escalar eléctrico Φ = eF · r y vectorial magnético A = 1
2
(B× ρ).

H =
1

2m∗
e

[p + eA]2 + eFρ cosϕ+ V0(ρ, ϕ)

=
1

2m∗
e

[
p2 + ep ·A + eA · p + e2A2

]
+ eFρ cosϕ+ V0(ρ, ϕ). (B.2)

La definición de los vectores momento lineal p = −i~∇ y potencial magnético

A = 1
2
Bρêϕ permite obtener el conjunto de ecuaciones 8 y 9.

p ·Aψ = −i~∇ · (Aψ)

= −i~ (∇ ·A)︸ ︷︷ ︸
0

ψ − i~A ·∇ψ (B.3)
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A · pψ = A · (−i~∇ψ)

= −i~A ·∇ψ (B.4)

Por sustitución de p y los resultados 8 y 9 en la ecuación 7 se obtiene el siguiente

resultado.

H =
1

2m∗
e

[
−~2∇2 − 2i~eA ·∇ + e2A2

]
+ eFρ cosϕ+ V0(ρ, ϕ)

= − ~2

2m∗
e

∇2 − i~e
m∗
e

A ·∇ +
e2

2m∗
e

A2 + eFρ cosϕ+ V0(ρ, ϕ). (B.5)

Por último, se reemplaza en la ecuación 10 los vectores A = Aϕêϕ y ∇ =

∇ρêρ +∇ϕêϕ definidos en coordenadas polares, llegando finalmente a la expresión

del hamiltoniano que permite estudiar el efecto de la curvatura de un QR en el es-

pectro energético de un electrón.

H = − ~2

2m∗
e

∇2 − i~e
m∗
e

(
1

2
Bρêϕ

)
· (∇ρêρ +∇ϕêϕ) +

e2

2m∗
e

(
1

2
Bρêϕ

)2

+ eFρ cosϕ

+V0(ρ, ϕ)

= − ~2

2m∗
e

∇2 − i~e
m∗
e

(
1

2
Bρ

)(
1

ρ

∂

∂ϕ

)
+
e2B2ρ2

8m∗
e

+ eFρ cosϕ+ V0(ρ, ϕ)

= − ~2

2m∗
e

∇2 − i~eB
2m∗

e

∂

∂ϕ
+
e2B2ρ2

8m∗
e

+ eFρ cosϕ+ V0(ρ, ϕ) (B.6)
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