CoOLAPSO RADIATIVO ESFERICAMENTE SIMETRICO EN LA
APROXIMACION POSCUASIESTATICA

Andrés Américo Navarro Ledén

Universidad Industrial de Santander
Facultad de Ciencias
Escuela de Fisica
2008



CoOLAPSO RADIATIVO ESFERICAMENTE SIMETRICO EN LA
APROXIMACION POSCUASIESTATICA

Andrés Américo Navarro Ledn

Director
Dr. José David Sanabria Gémez

Trabajo de Grado presentado para optar al titulo de Fisico

Universidad Industrial de Santander
Facultad de Ciencias
Escuela de Fisica
2008



A mi madre Jenny por su gran esfuerzo incansable me brindo su calor de madre, que
a pesar que esta lejos la llevo a mi lado siempre, a Jose Joaquin, mi padre, por
brindarme sus sabios consejos, a mi abuelita Natividad, por que es mi sequnda madre
la cual me cuido y me crio, a mis hermanos joaquito, pato y eduardo



AGRADECIMIENTOS

Agradezco al Dr. Jose David Sanabria Goémez, por su apoyo en la realizacion en este
proyecto, a Jorge Armando Rueda por su colaboraciéon atn estando lejos y al Dr. Luis
Nunez.

A Roosevelt Carrillo y Olga Nufiez, por brindarme su apoyo en los momentos que mas
los necesitaba y acogerme como un hijo mas, y Hamilton Carrillo, el cobra, mi parcero,
mi amigo.

A Alba Castillo, mi reina, por estar a mi lado y brindarme tanta felicidad.

A mi amigos de carrera: Cesar peralta, Jairo Torres, Francisco Gamboa y Ricardo Con-
treras y a todos los integrantes del Grupo de Investigacién en Relatividad y Gravitacion
(GIRG).



RESUMEN

TITULO : COLAPSO RADIATIVO ESFERICAMENTE SIMETRICO EN LA A-
PROXIMACION POSCUASIESTATICA[

AUTORES : NAVARRO LEON, Andrés Americd]

PALABRAS CLABES : Colapso gravitacional, relatividad general clésica, regimen
postcuasiestatico, estrellas relativistas.

Se presenta la evolucion en el tiempo de las variables de densidad, presién, velocidad
del fluido, flujo de radiacion, densidad de radiacion y presion de radiacion, de un ob-
jeto autogravitante esféricamente simétrico en fase de colapso gravitacional radiativo
en el marco de la relatividad general, descrito por medio de la aproximaciéon poscuasi-
estatica de Herrera et al [Phys. Rev. D65, 104004 (2002)] con las ecuaciones de estado
tipo Schwarzschild y Tolman VI. Se han introducido los parametros factor de flujo
f v el factor variable de Eddington x para modelar los procesos de disipacion de la
radiacion en la materia, entre el limite de escape libre caracterizado por el valor del
factor de flujo f =1 y regimenes difusivos caracterizado por valores del factor de flujo
en el rango, 0.75 0 0.78 < f < 1 esto dependiendo de la ecuaciéon de estado. Se ha
utilizado principalmente la relacién de clausura de Lorentz—Eddington (aunque se han
hecho algunas comparaciones con los resultados al momento de utilizar las relaciones
de Bowers—Wilson y Maximum Packing) para analizar la influencia de del factor de flu-
jo sobre la evolucién del sistema, encontrando que el comportamiento de las variables
fisicas se ve afectado solo ligeramente y no en forma global por la eleccién del pardametro
del factor de flujo f y por la eleccion de la relacion de clausura. El cumplimiento de las
condiciones de energia dominante, fuerte y débil han sido verificadas.

!Trabajo de Grado
2Grupo de Investigaciéon en Relatividad y Gravitacion (GIRG), Director: José David Sanabria
Goémez



ABSTRACT

TITLE : COLLAPSE RADIATIVE SPHERE SYMMETRICAL IN THE APPROXI-
MATION POSTQUASISTATICH]

AUTHORS : NAVARRO LEC)N, Andrés Americ

KEY WORDS : Gravitational collapse, classical general relativity, postquasistatic
regime, relativistic stars.

It shows the evolution over time of variables density, velocity of the fluid, energy flux,
density of radiation and pressure of radiation, for a spherically symmetric object self-
gravitate under gravitational and radiative collapse in the frame of general relativity is
presented. It is described by means of the postquasistatic approximation provided by
Herrera et al [Phys. Rev. D65, 104004 (2002)] with equations of state Schwarzschild—
like and Tolman VI-like. The flux factor and the Eddingotn variable factor have been
introduced in order to model processes of dissipation of radiation inside the matter,
between the free streaming out limit characterized by the value flux factor f = 1 and
diffusive regimes characterized by flux factor values in the range, 0.75 0 0.78 < f < 1
this depends on the equation of state. It has been used mainly relationship Closing
Lorentz—Eddington (although there have been some comparisons with the results at the
time of using relations Bowers—Wilson and Maximum Packing) to analyze the influence
of flux factor on the evolution of the system, finding that the conduct of the physical
variables is affected only slightly and not in a global context by the choice of parameter
flux factor f and the election of the relationship Closing . Besies, the weak, strong and
dominant energy conditions have been satisfied.

3degree project
4Grupo de Investigacién en Relatividad y Gravitacion (GIRG), Manager: José David Sanabria
Goémez
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INTRODUCCION

La disipacién de energia de objetos compactos en etapa de colapso se da en forma de
emision de particulas sin masa (fotones y/o neutrinos), proceso comun en la evolucién
de estrellas masivas, por lo general en estrellas de neutrones [1]. La mayor motivacién
por el cual se estudian sistemas autogravitantes en etapa de colapso gravitacional en
presencia de campos gravitacionales y electromagnéticos fuertes es que es uno de los
fenomenos astrofisicos en los cuales se esperan obtener mejores datos observacionales
y en donde la relatividad general juega un papel importante. Un camino posible para
realizar estos estudios es tratar el colapso gravitacional de esferas radiantes autogravi-
tantes a partir de la “aproximacién poscuasiestatica” [2]. La descripcién de la configu-
raciéon se realizar mediante el tensor energia-impulso, que describe materia, presiones y
transporte de radiacién en el interior del objeto colapsante. El método propuesto es un
método semi—numeérico, denominado “aproximacion poscuasiestatica”, que lleva desde
una solucién estética esféricamente simétrica (semilla) de las ecuaciones de campo de
Einstein hasta un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias evaluadas en la super-
ficie (frontera de la distribucién del fluido) y su solucién numérica permite modelar la
esfera autogravitante; esto se logra asumiendo “variables efectivas” [3], las cuales de-
penden del tiempo y mantienen la misma dependencia radial de las correspondientes
variables fisicas estaticas (densidad y presion).

La configuracion del sistema esta principalmente constituida por dos regiones: region
interior y region exterior. La regién interior se encuentra descrita por densidad de en-
ergia, presion y flujo de radiacién; en el espacio exterior s6lo hay presencia de radiacién
de neutrinos o fotones ocasionada por el colapso de la configuracion y es descrita por
la solucién de Vaidya. Estas dos regiones se encuentran separadas por una frontera de
distribucién del fluido que usualmente se mueve con la misma velocidad del mismo. Las
caracteristicas de la estructura y composicion de la region interior de la esfera autograv-
itante serd modelada por dos diferentes ecuaciones de estado, una tipo Schwarzschild
y Tolman VI. Ademds estas dos regiones deben acoplarse (regién interior y exterior)
mediante las condiciones de acoplamiento de Darmois [4], que se encuentran expresadas
en forma covariante. La disipacién de la energia en forma de neutrinos y/o fotones en
el interior del sistema autogravitante en etapa de colapso es un proceso caracteristico
en la evolucién de estrellas masivas, el cual se modelara mediante la introduccién de
un factor de flujo de radiacién y el factor variable Eddington [5] 6] [7]. Esta eleccién
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permite modelar cualquier fase de radiacién entre los limites de difusiéon y escape libre.

Acerca del método utilizado, debe mencionarse que es un método semi-numérico consis-
tente en mantener el formalismo de las soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein
hasta el punto donde sea imposible continuar de forma analitica y entonces utilizar
métodos numéricos para la resolucién de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinar-
ias acoplado, que en el presente trabajo fue el método “predictor—corrector”de Adams-
Bashforth-Moulton implementado en Maple™ [§]. El uso de métodos numéricos abre
una puerta para la investigacion de sistemas, cuya solucién analitica es extremadamente
complicada o imposible a la luz de las técnicas analiticas actuales y que se constituyen
en herramientas importantes para los investigadores de escenarios de campos fuertes
[9]. La implementacién del método en coordenadas tipo Schwarzschild (ver [2, 3], [10]), es
mas interesante para los astrofisicos dado que este tipo de coordenadas son comunmente
utilizadas por ellos. Como un comentario adicional, vale resaltar que en los trabajos mas
destacados en el estudio de colapso gravitacionales [IT] [12] 13, 14, [15] no se emplean
coordenadas de Schwarzschild sino coordenadas de radiacion de Bondi, en las cuales
es mucho menos clara la interpretacion fisica desde el punto de vista de situaciones
hidrodinamicas.



CAPITULO 1

ECUACIONES DE CAMPO DE
EINSTEIN Y CONDICIONES DE
ACOPLAMIENTO

1.1 INTRODUCCION

La teoria de los campos gravitatorios, construida sobre las bases de la teoria de la re-
latividad, se llama teoria de la relatividad general, formulada por Einstein en 1916 de
manera puramente deductiva y que tan solo después se vio apoyada por un soporte
matematico preciso y por observaciones astronomicas. La teoria relatividad general es
entre todas las teorias propuestas para describir la interaccion gravitacional la que goza
de mas aceptacién en la comunidad cientifica.

Las ecuaciones de campo de Einstein forman la base fundamental de la relatividad ge-
neral y describen como la materia—energia afectan la geometria y viceversa, es decir,
como se relacionan la geometria del espacio tiempo (tensor de Einstein) con la materia
que se encuentra presente (tensor de energia—impulso). Sin embargo, las ecuaciones de
campo no determinan por completo la distribucion de la materia, dichas ecuaciones
no incluyen las ecuaciones de estado de la materia, o sea, las ecuaciones que ligan la
presion con la densidad, entonces estas ecuaciones deben darse junto con las ecuaciones
de campo para cerrar el sistema.
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1.2 ECUACIONES DE CAMPO

Considerando la evolucion de una configuracion con simetria esférica, disipando energia
mediante un flujo de radiacion y limitada por una superficie esférica > = r —ry, = 0, se
empezara describiendo el espacio tiempo de la configuracién interior por un elemento
de linea de Schwarzschild, descrito por

ds? = e’dt* — e*dr® — r?(d6? + sen®0dg?), (1.1)

donde v(r,t) y A(r,t) son funciones tnicamente de r y t. Se enumeran las coordenadas
de la siguiente manera: 2° = t, #' = r, 2> = 0 y 23 = ¢. La métrica (1.1) satisface las
ecuaciones de campo, que en unidades relativistas (¢ = G = 1) se encuentran escritas
en la forma

1
Rag - §gagR = 87TTQB. (12)

Dichas ecuaciones involucran las componentes del tensor métrico g,g3, el tensor de Ricci
R, la curvatura escalar R y el tensor energia-impulso 7,3 (para la formulacién precisa
de los tensores aqui presentado, ver por ejemplo [16]). Ellas describen la configuracién de
masa y energia en todo el espacio-tiempo. Las ecuaciones constituyen un conjunto
de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden no lineales y acopladas en el
tensor métrico. Para un espacio tiempo descrito por un elemento de linea , las
ecuaciones de campo pueden ser escritas de la siguiente forma [17]:

—8ng:—% - (%_A?/) (1.3)
—8 Tf:—%+ ‘*(:—2+V7,), (1.4)
— 81Ty = —8nT3 = ? [21/’ +7 =NV 42 (V, ; X)]
D (15)
— 8Ty = —%, (1.6)

donde los puntos indican derivadas con respecto a t y las primas indican derivadas con
respecto 7.

1.3 TENSOR DE ENERGIA — IMPULSO

El tensor energia-impulso es, en general, la suma de dos tensores; uno asociado a la

materia TC% y otro asociado a la radiacion Tfﬁ, donde " indica que es medido desde un
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marco de referencia comévil. Ambos tensores presentan una contribucién a la densidad
de energia, la presién y al flujo de energia de radiacién (para este caso sélo radiacion,
pues no se considera viscosidad, ya que esto generarfa un flujo de calor).

1.3.1. Tensor energia-impulso de materia

La contribucién del tensor energia-impulso de materia T(i” , para la configuracién se
asumira como un fluido perfecto con presion radial e isétropo para un observador en
reposo. Esto significa que T O% es diagonal, es decir que no hay flujo neto de momentum
en la direccién radial. Ademas, sus componentes espaciales deben ser todas iguales por
isotropia: Tt = T%2 = 733, Se tiene que las componentes del tensor energia-impulso de
materia en el sistema comovil estan dadas por

p 0 0 0

v 0P 0 o0

Ts=10 0 P o | (1.7)
00 0 P

donde p es la densidad de energia y P la presion radial.

Por otra parte, a pesar de que haya un amplio conocimiento sobre la isotropia en
sistemas autogravitantes, hay fuertes evidencias tedricas de que hay una variedad de
fenémenos fisicos que pueden dar lugar a cierta anisétropa local [18], [19] 20, 21].

1.3.2. Tensor energia-impulso de radiacion

En seguida se describiran las componentes de tensor Tfﬁ Primero que todo, en un
campo de radiacién, se define la intensidad especifica para simetria esférica I(r, ¢; 7, v),
donde r es la posicion y t el tiempo, propagandose en direccién 77 con frecuencia v, la
cantidad de energia transportada en un intervalo de frecuencias (v, v + dv) a través de
un elemento de superficie dS, en un tiempo dt, dentro de un angulo solido d© alrededor
de 7 es

d€ =1(r,t;7,v) dS cosp dO dv dt, (1.8)

donde dO = sin 0dfdp = —dudp, 1 = cosf y ¢ es el angulo entre 77 y la normal a dS.
Como en la teoria de transferencia de radiacion clasica, en simetria esférica, los tres
primeros momentos de I(r, ¢; 7, v) pueden ser expresadas como [7],

1 o -1
pr(r,t) = 5/0 du/l I(r,t; 7, v)dp, (1.9)
+

1 00 -1
Pr(r,t) = 5/ dy/ p? I(r t; i, v)dp, (1.10)
0 +1
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1 o) -1
F(r,t) = 5/0 du/l wI(r, t;m,v)du, (1.11)
+

donde pr, F y Pg son, la densidad de energia de radiacién, el flujo de radiacion y la
presion de radiacion, respectivamente.
Se puede escribir el tensor energfa-impulso de radiacién T'%, de la siguiente forma

pn —F 0 0
~ -F Prp 0 0
R _ R
Taﬂ - 0 0 P, 0 ’ (1'12)

0 0 0 P
donde P, = 3(pr — Pr) [1].

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, dentro de la configuraciéon el tensor
energfa-impulso puede ser escrito como Tog = T35 + T5[7]:

5 -F 0 0

- -F P 0 0

Taﬁ - 0 0 PJ_ 9 , (113)
0 0 0 P

conp=p+py, P=Pr+PyP =P +P.

El tensor posee densidad de energia p, presiéon P y flujo de radiacién F. El
simbolo ~ denota que el tensor se encuentra escrito en un marco de referencia comévil
con el fluido. Para dotar las componentes del tensor T g de significado fisico, se aplica
el esquema propuesto por Bondi [I7], el cual consiste en aplicar un boost inverso de
Lorentz en direccién radial y un cambio de base inverso, con esto se vuelve al marco
referencia de Schwarzschild, en el cual se realizan todos los calculos.

Anélogamente, el tensor ([1.13)) escrito en términos de la tétrada comévil tg, Ta, Jo ¥
Z, esta dado por

Tos = Pllaiis + Piois + PL(Yalp + 2ais) — Fliads + pita), (1.14)
donde i, = 0% y & = 4.

Si se define F, = —F1,, €l tensor 1} se puede escribir en términos de la tétra-

da comoévil de la siguiente forma de componentes

Top = (p+ PL)iiaiis + (P — P)iais — Pinjas + Fuliy + Falig (1.15)
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donde 7,4 es el tensor metrico de Minkowski.

Como no se conoce Uy, To v Fo (tétrada en el marco de la métrica de Schwarzschild),
se expresan estas en términos de tétrada comévil 4, = 00, & = 0L y Fo = —Fiq,
considerando el esquema presentado en la figura (1.1}

Marco Cambio de Marco Boost Marco
P — Base E——— . . —> I —— , .
comovil Inverso Minkowskiano nverso de la métrica

Figura 1.1: Transformacion de un sistema de referencia comévil al sistema de referencia
de la métrica.

Primero que todo, se introducen coordenadas de Minkowski (7, z,y, 2) mediante las
formulas

dr = e"?dt, de=eM?, dy=rdl, dz=rsinfd, (1.16)

en este caso v y A son constantes por que solo tienen valores locales. El elemento de
linea (1.1) en coordenadas Minkowskianas se escribe

ds? = dr? — da® — dy? — dz2. (1.17)

Si se denota por una barra el tensor energia-impulso en el sistema de referencia Minkowskiano,
se obtiene

Top = L™ (L7 3Ty, (1.18)

siendo Lg el cambio de base inverso

e’2 0 0 0
0 M2 o 0
0 0O r 0
0 0 0 rsind

Del mismo modo se expresa el tensor energia-impulso que se encuentra en marco el
Minkowskiano Tig, en términos de la métrica de Schwarzschild, de la siguiente forma

Loy = (1.19)

Top = N A7 3Ty, (1.20)

de manera que A es el boost inverso de Lorentz

11—w2 luiw2 00
_ w 1 O O
A%, = V1—w? Vi—w? , 1.21
B 0 0 1 0 (1.21)
0 0 0 1
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donde, para un observador comévil (en cada punto) con la materia, cuya velocidad con
respecto a las coordenadas localmente Minkowskianas llamaremos w.

En consecuencia, el tensor energia-impulso en el marco de la métrica (¢,7, 6, ¢) es

Tog=(p+ }_ﬂ)uauﬁ + (}_7 — PL)xaarg — pLga/g + Foug + Fpg (1.22)
donde
_ _ 1
P =P+ Prs P =P+ P, PL:PL‘FPYPL:E(PR_PR)? (123)

y los cuadrivectores (uq, o ¥ Fa) en el marco de la métrica de Schwarzschild son
respectivamente,

1//260 _ >\/251 _ 1//250 A/251
ua:e o — we o= we o0, t+ e @ Fo=—Fr,. (1.24)
V1—w? V1—w?
El tensor (|1.22)) escrito en forma matricial se escribe como
% T°% 0 0
o T, T4 0 0
=10 o 125 0o | (1.25)
0 0 0 T3
donde
o P+ Pw42wF . PrpoowF R
1 _ 0 _ A—v)/2 w(p+P)+ (1 +w*)F
y T =T = X/ - (1.26)
La velocidad del elemento de fluido w en las coordenadas (t,r,0, ¢) es
d
W= N2, (1.27)

dt
En consecuencia, las ecuaciones ((1.3)—(1.6)) pueden ser escritas, utilizando ((1.25)), de la

siguiente forma

p+Pu2+20F 1 [1 (1
_ Z_ Z )\ 1.28
1—w? 8mr | r ¢ r ’ ( )
P+ pw? 4+ 2wF 1 A , 1
_ - S 1.29
1 —w? 8mr {6 r v rl’ (1.29)
_ 2 .
P, = 3% {6)\ |:21/” + 202 _ Y + —(I// . )\/)] _ eV [2)\ + )\()\ — y)] } , (130)
T r
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WP+P)+A+P)F A s

=— v ) 1.31
1—w? o (1.31)
Este es un sistemas de 4 ecuaciones de campo con 6 variables fisicas (p, pr, P, Pr, F,

w) y dos variables geométricas (v, \), y sus derivadas.

Por otro lado, en el exterior de la configuraciéon de materia la tinica contribucién a
la energia se debe a la radiacién que proviene del interior de la misma, por tanto el es-
pacio tiempo correspondiente a una regién de simetria esférica donde solo hay radiacién
y es descrito por el elemento de linea de Vaidya

ds? = (1 — 2]‘%“)) du® + 2dudR — R*(d6? + sin® 0d¢?), (1.32)

donde u es una coordenada temporal y R es una coordenada nula (ggrr = 0). Por otro
lado, los dos sistemas coordenados (¢,7,60,¢) v (u, R,0,$) se encuentran relacionadas
por las transformaciones

.
— t—r—2MI (——1),
u T n 2M

Para la métrica ((1.32) el escalar de Ricci es nulo y de las ecuaciones de campo de
Einstein (1.2)), se tiene que

Rop = 81T, (1.34)
ademas, el tensor de Ricci en coordenadas nulas es
2 dM
Rog = ———0626Y. 1.35

Reemplazando ([1.35)) en , se obtiene el tensor-energia impulso correspondiente a
la métrica de Vaidya:

Top = ——=——000p. (1.36)

1.4 CONDICIONES DE ACOPLAMIENTO

Las condiciones de acoplamiento tienen diferentes formulaciones, pero son equivalentes.
Fueron definidas por primera vez por Darmois [4], mas tarde por Lichnerowicz [22] y
recientemente por Herrera y Jiménez [23]. El acople entre dos métricas estd garantizado
si las condiciones de acoplamiento cumplen (primera y segunda forma fundamental). El
fin de estas condiciones es el de evitar la aparicién de singularidades sobre las variables
fisicas del sistema evaluadas en la superficie de acoplamiento ¥. En este trabajo se
utilizarén las condiciones de Darmois [4], en el cual las condiciones estédn expresadas en
forma covariante:
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= Primera forma fundamental: la métrica inducida sobre la hipersuperficie en-
tre las dos regiones del espacio tiempo (/ indica un espacio tiempo descrito por
la métrica de Schwarzschild y II un espacio tiempo descrito por la métrica de
Vaidya) sean continuas a través de dicha hipersuperficie, lo que requiere

(gap)s) = (gap) 5" (1.37)

= Segunda forma fundamental: la derivada covariante del vector normal, proyec-
tada sobre la hipersuperficie ¥ = r — a(t) = 0 debe ser continua a través de esta.
En términos de las componentes del tensor de energia—impulso resulta ser

(Tagn®n?)y) = (Tagn®n®)",
(Tagn®k?)D = (T sn k)0 (1.38)

Para garantizar la continuidad de la primera forma fundamental sobre la superficie

Y =1 —a(t) = 0, se iguala (L) y (L32)

dr\? 2M  2dR
v A 2 2
— — dt* = |1 — — + —| du”. 1.
[e e(dt>] [ R+du]2u (1.39)
b
De las férmulas ((1.33) se tiene
ou ou 1
—~—1 — 1.40
ot ’ or 1—2M/r (1.40)
y en consecuencia
du Ou Oudr dr
T - dt 1.41
a ot +0T dt 1—2M/r (141)
Evaluando (|1.41)) en la superficie
dRy, du
duy - dry/dt |- dudi (1.42)
dt ) 1—2M/ry 1—-2M/Ryx
se puede escribir
=) == 1.43)
iR (
(dt s 1- % + di=

Reemplazando ([1.43) en (1.39) resulta
oM 2 3
2V RS (2
RE du RE

dRs \ 2 oM\? dR oM\ 2
N kol R 9 (1 _ 1.44
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en consecuencia la igualdad (1.44]) se satisface si

2M
e =1- 5 (1.45)
2M
€_>\E = — R_E (146)

relaciones que constituyen la continuidad de la primera forma fundamental.

Ahora se vera la continuidad de la segunda forma fundamental. Definiendo la ecuacién
de la frontera en la region [

D (rt) =7 —a(t) =0, (1.47)
el vector unitario normal a la superficie ¥ evaluado en la regién I esta dado por

9, v
(I _ o
Ny = (| 0,90 9w gro [)1/2 (1.48)

utilizando ((1.47)), (1.48]) y la métrica correspondiente a la region interior I (métrica de
Schwarzschild), se obtiene
) = —y 5560 + 6} (1.49)

o

donde .
v= (e —rde ) 2 (1.50)

Ademés se define un vector unitario tipo tiempo ortogonal a ([1.49)), tal que
ko k™ =1 (1.51)

en la forma
peD) — e e/ « wy e/

(w2 (1 —w)t2

Utilizando (1.49)), (1.52)) y (1.22]) junto con (1.38]) se obtienen las siguientes relaciones:

(1.52)

(Tasnn®)Y = Py, (1.53)

(Toagn®k?)) = F. (1.54)

Ahora es facil encontrar, el vector unitario normal a la superficie 2 en el exterior de la
region (region 1)
dRs,

nh = ‘5m53+555’ (1.55)

donde el vector tipo tiempo ortogonal a ((1.55) que ademéds debe satisfacer (1.51)) es

Ry

kD = g5y 48 —— 01 (1.56)
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con

~1/2
8= (1_ 2]\22“) +2dgf) . (1.57)

Utilizando ((1.55)), (1.56]) y (1.36) junto con ([1.38]) se obtiene

32 dM
(Tagn®n®)I1 = — [ — (1.58)
= 4 R? du |y,
3 dM
(Togn k") = — [— = (1.59)
> 4 R? du |

A partir de las condiciones de acoplamiento ((1.38)), igualando (1.53]), (1.54), (1.58) y
(1.59)), se obtiene

Py = Fs (1.60)

lo que expresa la discontinuidad de la presién barra (P) en presencia de un flujo de
radiaciéon. Utilizando ((1.23))
Fs = [Prlz + Ps (1.61)

se obtiene que el flujo de radiacién en la superficie (Fx) corresponde a la suma de la
presién de radiacién evaluada en la superficie([Pg|s)y la presién de materia evaluada
en la superficie (Ps). Desde luego, la expresién garantiza la continuidad de la
segunda forma fundamental.



CAPITULO 2

AMBIENTE HIDRODINAMICO DE
RADIACION

2.1 INTRODUCCION

Debido a la gravedad formidable que surge en el colapso de objetos autogravitantes,
los procesos de reaccién nuclear aparecen espontaneamente y entonces es entendible
encontrar disipacién de fotones o neutrinos y la interaccion de la materia ultradensa y
radiacion, lo que lleva a acoplar la Relatividad General, la hidrodinamica y el transporte
de radiacion. Desde el punto de vista de la descripcién fisica, no ha sido posibles hasta
este momento encontrar una formulaciéon adecuada, a pesar de que se ha realizado un
esfuerzo significativo por personas e instituciones para encontrar un modelo analitico o
numérico coherente que incluya todas estas componentes con detalle dentro de este tipo
de procesos [24]. Por ello el estudio de la hidrodindmica de radiacién ha resultado ser de
gran interés en la astrofisica, la cosmologia y fisica del plasma [25], en donde la ecuacién
de transporte de Boltzmann debe ser acoplada a las ecuaciones hidrodinamicas para
obtener la evolucion del sistema asi como el espectro y la distribuciéon angular del campo
de radiacién. Sin embargo se han construidos algoritmos para solucionar numéricamente
la ecuacién de Boltzmann (ver [26] 27]), entre los que se encuentran ellos varios codigos
de radiacién hidrodindmica como el VISPHOT [2§] o el TITAN [29], o el multigrupo de
transferencia de radiacién como el STELLA [30] . La mayor parte de la hidrodindmica
en los cédigo existentes incluyen términos de viscosidad artificial para problemas que
requieren un tratamiento exacto de ondas de choque y discontinuidades.
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2.2 LIMITES EN EL CAMPO DE RADIACION
Y RELACIONES DE CLAUSURA

Debido a las dificultades que presenta resolver la ecuacién de transporte de Boltzmann,
por la tipica carencia de informacién del acople entre la radiacion y la materia ultradensa
y la complejidad matematica que demanda resolver este tipo de ecuacién, una de las
estrategias para resolver estas dificultades es considerar los limites fisicos razonables
para el campo de radiacién [6]. Uno de estos limites es el de escape libre, el cual asume
que el camino libre medio de las particulas de radiacién (fotones o neutrinos) es del
orden de la esfera y es expresado por la relacion

El otro limite para el campo de radiacién es el de difusién, en donde el camino libre
medio de las particulas de radiacién es mucho menor que la longitud de la esfera, esto
en términos de la presion y densidad de radiacion es

J—— (2.2)
3
Por esta razon, para simular escenarios realistas donde halla interaccion entre materia
y radiacion, lo mas razonable es tener un parametro que varié entre los limites anteri-
ormente dichos; con esta idea se introducen aqui el factor del flujo f y el factor variable
Eddington y. El factor variable Eddington mide qué tan anisétropo es el campo de
radiacién para un medio opaco con una frontera, este se puede expresar como

X = [/+_1u21(r,t;ﬁ, y)du] M_ll(r,t;ﬁ, y)du}_l _Ir (2.3)

1 1 Pr

Tipicamente el factor variable Eddington oscila entre % < x < 1. Para estimar y se

ha utilizado una diversidad de esquemas en los problemas de transferencia radiativa,
en particular en el contexto de métodos numéricos adecuados para implementacion en
cédigos computacionales de hidrodindmica de transporte acoplado de radiacién [31].

De modo similar se define el factor de flujo f como

f

f==

Pr
Las definiciones del factor variable Eddington y el factor de flujo dadas en (2.3 y (2.4
no consideran detalladamente la informacién angular contenida en el campo de radiacién
y en cambio tiene en cuenta los promedios angulares (“momentos”) de la intensidad

especifica o funcién de distribucién. Adicionalmente, en un sistema con simetria local
axial (como geometria plana y esférica) como el que se estudia en este trabajo, la

(2.4)
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relacion y = x(f) es aceptada, ya que existe una direccién preferida en la cual esta
fluyendo la radiacion. El factor variable de Eddington ademaés debe satisfacer

chlgéx(f) % y }qux(f) 1, (2.5)

para que cumpla los limites correctos en el campo de radiacién (difusién y escape libre).
Por otro lado, la exigencia causalidad implica las siguientes condiciones necesarias en x
y f, para poder definir una regién fisicamente plausible en el espacio {f, x, dx/df }[32]

1— dX
<y < < -t <=
fFex<t i<ty T s
Lo anterior motiva la declaracion de una relacién entre x y f, ya que tedricamente si se
conoce la relacion de clausura correcta para un problema dado, la solucién obtenida para
los primeros momentos de la funcion de distribucién por la solucién de las ecuaciones
de momento, debe ser la misma soluciéon obtenida para la solucién de la ecuacién de
transporte de Boltzmann. Hay varias relaciones de clausura en la literatura que logran
esto ([5], [32], [33] y referencias alli), en la tabla [2.1| se presentas las mas utilizadas en
transporte de radiacion.

><
[u—y

(2.6)

= ‘

Clausura xX(f) fl—}‘|f:1 ‘fl—}‘ ’f:o
Lorentz-Eddington g — —\/4 3f2 2 0
Bowers-Wilson s(1—f+3f% 2 —3
Janka (Monte Carlo) (14313 4341 2.28 0
Mazimum Packing s(1-2f+4/% 2 —2
Minerbo x(f) =1—=2f/a donde f = cotha —1/a 2 0
Levermore-Pomraning | x(f) = fcothb donde f = cothb—1/b 1 0

Tabla 2.1: Relaciones de clausura y sus condiciones de aceptabilidad fisicas. Adaptado
de [6].

Estas relaciones de clausuras interpolan suavemente en el campo de radiaciéon los
regimenes de difusion y escape libre. Se puede buscar tal relacién de clausura basada
en consideraciones geométricas, (como las relaciones de Lorentz-Eddington y Bowers-
Wilson), a partir de célculos directos de la teoria de transporte que sirve para modelar
un cierre correcto (como es el caso para la clausura de Janka(Monte Carlo)), o también
a partir de un principio maximo de entropia (las tres ultimas de la tabla, las cuales
al principio fueron utilizadas para modelar la radiaciéon de fotones y posteriormente
han sido aplicadas al transporte de neutrinos). Las primeras cuatro pueden consider-
arse como relaciones de clausura analiticas y las dos ultimas como numéricas, ya que
para un factor de flujo f dado la ecuacién no lineal f = cothb — 1/b tiene que ser
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resuelta numéricamente para encontrar el factor variable de Eddington x. Utilizando
una relaciéon de clausura es posible cerrar el sistema de ecuaciones de campo de Einstein
f: utilizando , y se pueden encontrar las cuatro variables
fisicas p, P, w y F en términos del factor variable Eddington yx, el factor de flujo f y
las funciones métricas v, \ y sus derivadas por medio de las relaciones

NSV N

4 WQ(fpf_é_l};);{(P +2Fw) 871r7’ {e* (% N u) _ H | (2.8)
PO 2P oy (V1))

] =

En lo que sigue y a menos que se exprese de forma clara algo distinto, la relacién de
clausura a utilizar serd la de Lorentz-Eddington. El motivo de esta eleccién es poder
hacer comparaciones con los resultados de Barreto et al [I0] quienes han hecho célculos
similares en el régimen de escape libre. Debe mencionarse aqui que en todos los casos
presentados en este trabajo, los resultados obtenidos corresponden completamente con
los de Barreto et al en dicho limite.

2.3 CONDICIONES DE ENERGIA

Sea u® = eg la cuadrivelocidad de un observador comoévil y v* = E(Of)) la cuadriveloci-
dad de un observador arbitrario, donde ef y E(O(‘)) son la tétrada comdvil y arbitraria
respectivamente. En un fluido sin flujo de calor (transporte de energia no convectivo),
la energfa es transportada unicamente por el movimiento del fluido (por conveccion).
Asi, el cuadrivector S flujo de energia es proporcional a la cuadrivelocidad u®. Por lo
tanto, es posible definir el observador comovil al fluido como aquel que se mueve en
la direccién en la que fluye la masa del fluido y a la misma velocidad. Sin embargo,
cuando hay flujo de calor en alguna direccién, la energia no es transportada tinicamente
por conveccién, imposibilitando la relacién S* o« u® (flujo de energia proporcional a
la velocidad del fluido), y por ende dificultando la definicién de comdvil. Entonces de
define el observador “comovil” en sistemas disipativos como aquel cuya cuadrivelocidad
es proporcional al flujo de energia si no existiera flujo de calor.
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2.3.1. Condicién de energia débil

T.sWWPH YW tipo tiempo. Si las componentes de la cuadrivelocidad del observador
arbitrario tipo tiempo en la base comévil son denotadas por v%, la condicién de energia
débil resulta:

A

Tosv®v? > 0 (2.11)

Ahora: R . .
_dx®  dx®dt dx®
Codr dt dr Cdt
definiendo el cuadrivector flujo de energia por

S

la condicion de energia débil queda de la forma

U&

= Taﬁvﬁa

Sy’ > 0. (2.12)

Aplicando esta condicién de energia al tensor energia—impulso (|1.13]) este debe cumplir
que

p = 2F
Pp > 2F
Pp > 2F. (2.13)

2.3.2. Condicién de energia dominante

Esta condicién de energia establece, que el vector flujo de energia no debe ser tipo
espacio, es decir
SS9 > 0. (2.14)

Aplicando esta condicién de energia al tensor energia—impulso (1.13)), se tiene
p° > P 42Fp+ F?
>

s P +2Fp+ F? (2.15)

2.3.3. Condicion de energia fuerte

Esta condicién establece que R,sWeW#? > 0,V W tipo tiempo, donde R,g, es el
tensor de Einstein. De las ecuaciones de campo de Einstein Ro3 = Tog — gag%, se tiene
que

T
(Taﬂ — ga@) Wew? > 0. (2.16)
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En un sistema de referencia comévil 27,50%° > T, ya que v4v®* = 1. En consecuencia,
la condicion de energia fuerte para el tensor energia—impulso (1.13]) es

p+P+2P, > 4AF
p+P > 2F, para i=1,23. (2.17)

Los resultados presentados en el capitulo 4 fueron verificados a la luz del cumplimiento

de las condiciones de energia presentadas en esta seccién, por lo tanto se puede afirmar
que son fisicamente aceptables.



CAPITULO 3

APROXIMACION POSCUASIESTATICA

3.1 INTRODUCCION

Es bien conocido que las estrellas no son inmutables y pasan por diferentes etapas.
En el 90% de la vida de las estrellas se encuentran en secuencia principal, que es
la fase en que la estrella quema hidrégeno en su nicleo mediante fisién nuclear; esta
fue una de las incégnitas que se tuvo durante mucho tiempo ya que no se conocia el
mecanismo por el cual estas enormes bolas de fuego extraian su energia. Las primeras
teorias cientificas que explicaban el origen de su energia aparecieron en el siglo XIX, en
donde Lord Kelvin y Helmholtz propusieron que las estrellas extraian su energia de la
gravedad contrayéndose gradualmente, pero este mecanismo habria permitido mantener
la luminosidad del sol durante unas decenas de millones de anos, lo que no concuerda
con la edad de la tierra, la cual esta estimada por los gedlogos en varios millardos
de anos. Esta discrepancia llevo a la bisqueda de una fuente de energia distinta a la
gravedad y en los afios de 1920 Sir Arthur Eddington propuso la energia nuclear como
alternativa; hoy en dia se sabe que la vida de las estrellas esta regidas por estos proceso
nucleares, pero cuando este combustible se ha consumido una estrella se puede convertir
en un objeto cdsmico exético (agujero negro, una estrella de neutrones, una supernova,
una gigante roja, una enana blanca, etc.). Esta etapa de la evolucién de las estrellas es
la que se pretende estudiar, la etapa de colapso gravitacional y donde ocurren cambios
profundos en la esfera colapsante, como aumento de presion, transporte de particulas
(fotones o neutrinos), explosion o implosion de la frontera, etc.
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3.2 REGIMEN CUASIESTATICO

Para un sistema en equilibrio (caso estético) en el cual w = F = 0, todas las derivadas
temporales se anulan, se satisface la ecuacién de equilibrio hidrostatico de Tolman-
Oppenheimer-Volkof (TOV)

/

P’—i—%(p—l—P) — 0. (3.1)

Saliendo del equilibrio se llega al regimen cuasiestatico, en el cual la esfera cambia
lentamente, en una escala de tiempo que es muy larga comparada a la escala de tiempo
tipica en la cual la esfera reacciona a una perturbacién de su equilibrio hidrostatico,
esta escala de tiempo es llamada escala de tiempo hidrostético [34]. En este régimen, el
sistema se encuentra muy cerca del equilibrio hidrostético, por lo que su evolucion puede
ser considerada como una secuencia de modelos estaticos ligados por la ecuaciéon de
campo . Vale la pena aclarar que esta escala de tiempo hidrostatica que rige en las
ocasiones en que se produce una descomposicion entre presién y gravedad, esto sucede
en los momentos finales de la vida de una estrella cuando las reacciones nucleares que
sostienen a la estrella agotan su combustible y el colapso gravitacional es eminente, pero
como se menciono anteriormente estos acontecimientos sucederan muy rapidamente
hasta recuperar el equilibrio. Dicha escala de tiempo es del orden de

RS 1/2 , MO R 3

donde G, M y R son las constante gravitacional, masa y radio de la estrella, respectiva-
mente (para el Sol el tiempo tipico es de 27 minutos). Aparte de esta escala de tiempo
hidrostatica, existe otras dos escala de tiempo caracteristicas de las estrellas, una de
estas escalas temporales es la escala de tiempo térmica que mide cuanto puede subsistir
la estrella con una determinada luminosidad a partir de sus reservas de energia poten-
cial gravitatoria Esta escala, por ejemplo, es la que rige la vida de las protoestrellasﬂ
Su valor es del orden de

M\ (Rp\ (Lo
~2x 107
w0 () (R) (7))

donde L es la luminosidad del sol. Para el Sol esto da unos 20 millones de anos de
tiempo térmico. La otra escala de tiempo, es la escala de tiempo nuclear, esta mide
cuanto puede subsistir la estrella a partir de sus reservas de hidrégeno, helio o el com-
bustible que esté quemando en ese momento. Su valor aproximado para el caso del

hidrégeno es de
X Mg 2.5
nuc ~9 ]-09 A ;
T 11 ) (Xsol) ( M )

ISe denomina protoestrella al periodo de evolucién de una estrella desde que una nube molecular
formada de hidrégeno, helio y particulas de polvo empieza a contraerse hasta que la estrella alcanza
la secuencia principal en el diagrama de Hertzsprung-Russell.
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donde X es la cantidad estimada de hidrégeno contenida en el sol con el puede sub-
sistir. Para el Sol esta escala da unos 9 millardos de anos de tiempo nuclear, que es un
valor aproximado para la estancia del Sol en la secuencia principal.
Queda claro que

T L Tter < Tnucs

por tanto, la suposicién de cambio lento o evolucion lenta del sistema que se estudiara,
no es tan restrictiva, ya que la escala de tiempo hidrostatico es muy pequena para casi
todas las fases de evolucién estelar. Por ejemplo, para el sol es del orden de 27 minutos,
para una enana blanca, es del orden de 4.5 segundos y para una estrella de neutrones de
10 Km de radio y una masa solar, es del orden de 10~* segundos [34]. Por esta razén, la
evolucion lenta significa que la velocidad w medida por un observador Minkowskiano,
es mucho menor que la velocidad de la luz (w < 1), por tanto se desprecia los termino
de orden O(w?). Pero primero se calcula T, que puede ser obtenida derivando

con respecto a r y usando las otras ecuaciones de campo, se obtiene

167 A7 e V[ )\2 )\D
8n(T}) = — (T3 —T}) + —(Ty) — T}) — . (A + 5 7) (3.2)

T r

entonces, aplicando la consideracion O(w?) ~ 0y como F = pp = P = 0 resulta que,
de (1.26) p= P = P, =0, por tanto de (3.2) se obtiene
B )'\2 )\ . /
A Y grer [P Lot P (3.3)
T 2 2
Pero de acuerdo con (3.1)) la parte izquierda debe ser cero, para que el sistema esté dentro

de la consideracion de evolucién lenta y esté siempre en equilibrio hidrostéatico. Por lo

tanto hay que exigir que o _
N A2 A~ 0, (3.4)

igualmente se exige despreciar términos lineales de la aceleracién
w =0, (3.5)

que es evidente si se requiere que el sistema se encuentre en equilibrio hidrostéatico. Por
tanto, en el regimen cuasiestatico se debe asumir

OW)=N=*=w=A=i=0, (3.6)

lo que implica que el sistema se encuentra en (o muy cercano a el) equilibrio. No
obstante, el la fase evolutiva de estos objetos autogravitantes, puede ocurrir una fase
de alta actividad dinamica, con escalas de tiempo del orden del tiempo hidrostatico,
por esta razon la aproximacion cuasiestatica no es aplicable a la fase de colapso stibita
y es obligatorio tener en cuenta todos los términos para estudiar el sistema fuera del
equilibrio.
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3.3 VARIABLES EFECTIVAS

Siguiendo el método de aproximacion poscuasiestatica, se definen las “variables efecti-

vas”’

N p+ Puw?+2wF

e (3.7)
- P+ puw? + 2wF
P=-T)=—1—— (3.8)

en el regimen estatico las variables efectivas satisfacen la ecuacion , en consecuen-
cia estas variables dependientes del tiempo, en el limite cuasiestiatico (y obviamente
en el estatico) poseen la misma dependencia radial que las variables fisicas (densidad
de energia y presién). Por otro lado, en una configuracién en la cual se trabaja con
las coordenadas de radiaciéon de Bondi, las “variables efectivas” no coinciden con su
contraparte fisica en el limite estatico, por lo que no satisfacen la ecuacion TOV de
equilibrio hidrostatico. Para el caso de las coordenadas de Schwarzschild, las variables
efectivas coinciden con sus contrapartes fisicas en el limite estatico [2], 10} 35], lo cual
hace que en este tipo de coordenadas la elecciéon de la misma dependencia radial, entre
las variables efectivas y su contraparte fisica, tenga sentido.

A partir de la condicién de acoplamiento (|1.46)) se define la funcién de masa

et =1- M, (3.9)

r

teniendo en cuenta lo anterior, las ecuaciones (1.28) y (1.29) pueden ser escritas en
funcién de las variables efectivas (3.7) v (3.8))

m = /47rr2ﬁd7’, (3.10)
2(4mr®P
1/_/ (4rr +m)dr (3.11)
r(r—2m)

asi pues, la dependencia radial de las variables métricas esta completamente concluida,
debido a la dependencia radial dada por las variables efectivas.

Entonces, se define el regimen poscuasiestatico como el sistema, donde las variables
efectivas poseen la misma dependencia radial que las variables fisicas en el regimen
estatico (o cuasiestdtico), de modo que la aproximacién poscuasiestatica es el escenario
viable mas cercano a una evolucién cuasiestatica.

En seguida se esboza un resumen el método de la “aproximacion poscuasiestatica” para
un fluido esférico que radia (ver [2]):

1. Tomar la solucion interior estatica de las ecuaciones de campo de Einstein, para
un fluido con simetria esférica pesatica = P(7) ¥ Pestatica = P(T).
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2. Asumir que la dependencia radial de p y P es igual a la dependencia radial de

Pestatica Y Pestatica-

3. Utilizando 1} y 1D y teniendo en cuenta la dependencia radial de p y P,
obtener m y v.

4. Para las funciones temporales se obtienen tres ecuaciones diferenciales ordinari-
as evaluadas en la frontera de la distribucién (Ecuaciones de superficie) que se
obtienen en el siguiente orden

» Ecuacion (1.27)) evaluada en X

» La ecuacion que relaciona la cantidad de energia que pasa a través de la
superficie del fluido ¥, debido a la perdida de masa por la disipacion de
radiaciéon del sistema.

» Ecuacién (3.2) evaluada en X..

5. El sistemas de ecuaciones definido en 4, se consigue cerrar el sistema de ecuaciones
diferenciales, con la informacién extra que se brinde de la ecuacién de transporte
(relacién de clausura) o la informacién adicional que se ofrezca sobre algunas de
las variables fisicas de la frontera (p.ej. la luminosidad).

6. Al momento que se tiene el sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias en la
superficie cerrado, este puede ser integrado para ciertos valores iniciales.

7. Con los resultados de 6, se utilizan (3.10) y (3.11]), reemplazan en las ecuaciones
de campo de Einstein ([1.28))—(1.31]), junto con la relacién de clausura, todas las
variables fisicas del sistemas encargadas de describir la evolucién del sistema.

3.4 ECUACIONES DE SUPERFICIE

En esta subseccion se describe el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, las
cuales son resultado de las condiciones de acoplamiento (1.45)), (1.46) y (1.60)), y de las

ecuaciones de campo de Einstein ([1.28)—(/1.31)).

Primero hay que presentar una cantidad importante, la cual describe la cantidad de
masa perdida debido al flujo de radiacién sobre la superficie ¥, esto se expresa de la

siguiente forma:
dm  Om  Ordr
am-_ ogm | orar 12
it~ ot otdt (3.12)
De ([1.31)) se encuentra que

a_m = —Agr2eV=Y/2 wip+ P)+ (1+w?)F
ot 2 7

(3.13)
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y (1.28)) entonces

or e r p+ Pw+2wF 1 m
E—TW[&””( I > 1*7 (3.14)

r

Reemplazando (3.13)) y (3.14)), en (3.12) y usando la funcién de masa ([3.9)), se tiene que

dr 9 1/2
;£P+fyﬂ(1_%2> ]. (3.15)

dm

dt

= —47r

Esta ecuacion muestra la energia pasando a través de la frontera de la esfera del fluido.
Como se necesita las ecuaciones evaluadas en la superficie, se toma (3.15)) y se usa la
condicién de acoplamiento ([1.60)) para encontrar que la masa perdida sobre la superficie
es

2
mz = —471'7’2 |i7"2f2 + fg (1 - mz):| . (316)

rs
La primera ecuacién de superficie se obtiene de evaluar ((1.27) en X
2
f2:=u53(1—~132>, (3.17)
rs

y describe la forma como evoluciona la frontera de la configuracion.

Antes de encontrar las otras dos ecuaciones de superficie, hay que hacer ciertas consid-
eraciones y definiciones.

Se introducen variables adimensionales reescalando la masa total my, el radio ry y la
coordenada temporal por la masa inicial my(t = 0) = mx(0),

s my 2M
A= , M=——, F=1—-—. 3.18
ms(0) i (0) A (3.18)
También se ha definido ;
t Q= 3.19
- mZ(O) y %) ( )

ademas de la luminosidad vista por un observador comovil
E = 4mriFs (3.20)

y la luminosidad percibida por un observador en reposo en el infinito, que a partir de

(B.16) es o
L=-M=E1+Q)F (3.21)

También se define la luminosidad para un observador no comovil en la superficie

E:—%:Eu+m. (3.22)
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Teniendo en cuenta las definiciones anteriores, la primero ecuacion de superficie se puede

escribir (3.17) como '
A=FQ, (3.23)

la segunda ecuacién de superficie se obtiene de la derivada temporal de F' definida en

(13.18))

(1-F)FQ+2L
T )

Las ecuaciones (3.23)) y (3.24) son generales dentro de simetria esférica. La tercera
ecuacién de superficie, la ecuacion diferencial para €2, que es de la forma

F = (3.24)

O =TR(A F QL) (3.25)

donde R es obtenida de la ley de conservacion 177,

T, puede ser escrita como

evaluada en la superficie 3, donde

. (P+p)Arr*P+m) 2. - e } 3m?2 D
P,.+ =— (P —P)+ —F— |m+ ——1. (3.26
" r(r —2m) r< + ) Arr(r — 2m) r—2m 2 (3:26)
Hasta este punto solo se han definido las ecuaciones en las superficie para A, F y €,
pero aun falta por introducir la luminosidad L, que es la tnica cantidad observable que
entra en un autentico colapso gravitacional. Se proporciona el perfil de luminosidad
descrito como un pulso gaussiano centrado en ty =t

AM, 1(t—t)"
L= r9¢ exp [—— (t t0> ] : (3.27)

s\ 2w 2 S

donde s es el ancho del pulso y AM,.4 es la masa total perdida en el proceso.



CAPITULO 4

MODELANDO CONFIGURACIONES DE
MATERIA

4.1 INTRODUCCION

En este capitulo se aplicard el método de la aproximacién poscuasiestatica al colapso
gravitacional radiativo de dos sistemas fisicos de interés. El primer modelo es inspi-
rado por la conocida solucién interior estatica de Schwarzschild, donde se propone
p = constante, el cual representa un fluido incompresible y el segundo modelo es in-
spirado por la VI solucién de Tolman, donde p = 3/r?, cuya ecuacién de estado ya es
conocida y representa un gas de Fermi altamente comprimido [36].

4.2 MODELO DE SCHWARZSCHILD

Este modelo esta inspirado en la conocida solucién interior en limite estatico de Schwarzschild,
para un fluido incompresible con densidad constante. Por lo tanto, basado en el método
de variables efectivas se tendréa

p=f), (4.1)

donde f(t) es una funcién arbitraria de t. Como p = constante, es posible integrar
(3.26)) en el caso estatico y obtener una expresién para P, esto es:

P—I—%p 8 1/2
=(1—— k 4.2
P+p 37" ’ (4.2)
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donde k es una constante de integracién. Por lo tanto, se puede escribir una expresion
para P basandose en |D lo que resulta

P+1ip 8 2
5P (1 - —”m?) k(t), (4.3)
P+p 3

donde k(t) es funcién de t. De lo anterior se puede determinar que P toma la forma

5 [L=3k()E
P=5 et .

donde
E=[1—1=F)r/re)?]"”. (4.5)
Utilizando (3.10) se puede hallar una expresién para p en términos de las variables en

la frontera definidas en (3.18)) y (3.19):
3(1—F)

2
87rs;

5= (4.6)

No obstante, se necesita determinar una relacion entre las variables efectivas evaluadas
en la frontera. Tomando (3.7) v (3.8]) y la condicién de acoplamiento (|1.60)), resulta
Py = Fs(1+ Q)2+ Q%s. (4.7)

Ahora bien, evaluando (4.3) en la frontera, reemplazando (4.4) y (4.7)), despejando k(t)

se obtiene
1 3021 — F)+ 8mriiFs(1+Q)?* +1 - F

k(t) = 4.8
= 75 13020 = F) 4 smims (1 s Q2 £ 31— F) | (48)
y utilizando (3.20) v (3.22)) puede escribirse
L s
k(t) = —=—=, 4.9
) VF Xs (4.9)
donde
g = (302 +1)(1 - F) +2E(1+9Q) (4.10)
y
xs =32 +1)(1—F)+2E(1+ Q). (4.11)
Reemplazando (4.5) y (4.8) en (4.4) se obtiene
po Lo F JasVF - 30st | (4.12)
8mrs | wsé — xsVF

En consecuencia, teniendo las expresiones para p y P, se puede integrar 1) y 1)
encontrando una relaciéon para m y v, en funcién de las variables de la frontera (A, F,

Q, L) y el radio r
m = mx(r/rs)?, (4.13)
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=T (4.14)

oV — {Xsﬁ—?ﬁsf}%

La tercera ecuacién de superficie dada por (3.25]) se obtiene en seguida. La parte izquier-
da de (3.26) evaluada en ¥ es

OP  (p+ P)(4mr®P 4+ m)
TOV, - | = , 4.15
e or - r(r —2m) (4.15)
T=ry r=ryn
utilizando las expresiones (4.5)), (4.6]), (4.10)—(4.13]) se encuentra que
OP _ _ _tsxs (+P)(Anr*P +m) _ thsxs
or  16miF 7 r(r — 2m) 16713 F

Reemplazando en (4.15)) es facil ver que

=0.

r=ry

TOVi,q

Por otro lado, de la parte derecha de (3.26) evaluada en ¥ y teniendo en cuenta el
resultado anterior, se puede escribir:

2 , _
r—2m_7+8ﬂe (T—Qm)(PJ_—P)]

3m

— 0. (4.16)

r=ry

i

Utilizando (1.23), (2.3), (2.4), (3.18), (3.22), (3.23)), (4.10)—(4.14) se encuentra que
N 6EFA 3(1-F)FQ 3(1—F)FQ

m = T (BF+EF)+— 2 2
6A(1 - F)
+ — a4 (4.17)
3?2 3 3. 2
= — | F —A(l - F 4.1

T’—Zmr:rg AF[ E+2 ( ):| ’ ( 8)

v 1| wgA 3
5l =P [FE +5A0 =P (4.19)

5 _ EF2(1—|—2f—3x)
8me’(r —2m) P, T PR , (4.20)
_ 2

—8me”(r — 2m)P = — 7[@05 —(1-F)]. (4.21)
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Al reemplazar estas expresiones en (4.16)), utilizar la relacién de clausura de Lorentz—
Eddington para sustituir x en funcién de f y despejar €2, se obtiene:

Q2 ){[3 (FE+§(1—F)A)+F—E] (FE+§(1—F)A)

3F(1—F) | LAF 2 A 2
6FEA  6(1—F)A2 . .
et —FE-FE
3 P
—SU=F)FQ = — |5 — (1 F)]
Af;E 3 [Qf 442/4— 3f2}} (4.22)

Esta ecuacién, junto con (3.23)) y (3.24) constituyen el conjunto de ecuaciones diferen-
ciales del sistema en la frontera, junto a la expresion (3.27)), con las condicién de que el
sistema radie 1/10 de la masa inicial, esto es, elegir

Minicial - Mfinal

AMrad - mE(O)

=0.1,

ademds de elegir el valor t; = 5s para el maximo de la funciéon L. El sistema de ecua-
ciones entonces puede ser integrado numéricamente utilizando el método “predictor—
corrector”de Adams-Bashforth-Moulton, introduciendo las siguientes condiciones ini-
ciales:

A(0)=5.0, F(0)=06, Q=0.0.

Entonces es posible obtener de las ecuaciones de campo . - 2.10|) las variables fisicas
p, P, F y w, en funcién de A, F' y (), fijando adecuadamente el factor de flujo f y
estableciendo la capa radial en el interior o la frontera de la configuracién.

4.3 MODELO DE TOLMAN VI

En este modelo se utiliza la VI solucion de Tolman, cuya densidad esta dada por
p=3/r (4.23)

y que describe un gas de Fermi altamente comprimido. Por un procedimiento similar

al presentado en la seccién anterior, se encuentra que:

3(1—F)
24qr2

= 1—F [+ —9xr(r/rs)
P= 247mr? { v — xr(r/rs) } ’ (4.25)

p= (4.24)
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xr= @BV -1)(1-F)+6E(1+Q), ¢r=3(Q*=3)(1-F)+6E(1+Q).

Las expresiones para m y v, se obtienen a partir de (3.10]) y (3.11)), lo que resulta

m = mgr/ry, (4.26)
2 T
&’ = F { (djT — XT(T/TZ)) (7’/7’2)} ) (427)
Yr — Xr
De igual forma, se puede encontrar la tercera ecuacion diferencial:
. 2 F2A .. FA(. A
Q = FA4+ = F—-~[1-F) (2 +1)]+2E(1+Q
F(1—F){4F+ HapF - Jl0 - P@ 1)+ 280 + 9}

2

—{E'F + 4T A2F2R(t) + %[(1 — )Q* +2E(1 + Q)]

+%[2f—4+2w}}}- (4.28)

con

~ 1
t) =
h(?) 16mrs F

2 (1-F)(¥r — 3XT)2
1273 (Yr — x7)

De nuevo, la ecuacién (4.28)) junto con (3.23)) v (3.24) constituyen el sistema que puede

ser integrado numéricamente, con la misma funcién de luminosidad seleccionada en
modelo de Schwarzschild, radiando AM,..q = 1/100 de la masa inicial. Las condiciones
iniciales que se han escogido son

[(1 - F)(14 Q%) +3E(1+ Q)]

A(0)=6.67, F(0)=0.70, Q=-0.17.

De la misma forma que para el modelo de Schwarzschild, es posible obtener de las
ecuaciones de campo f las variables fisicas p, P, F y w, en funcién de A, F'y
), donde hay que fijar el factor de flujo f y establecer la capa radial a modelar dentro
de la configuracion.



CAPITULO 5

ANALISIS DE RESULTADOS

El método de la aproximacién poscuasiestdtica (variables efectivas) ha sido implemen-
tado teniendo en cuenta que es posible construir soluciones dinamicas a partir de las
estaticas para describir esferas que irradian y autogravitan en relatividad general. La
evolucién del sistema se analizd con éxito, describiendo la evolucién de todas las vari-
ables fisicas de interés (p, P, w, F, pr v Pr) para ambos modelos (Schwarzschild y
Tolman V'I) presentado en las figuras [5.115.18]

5.1 MODELO DE SCHWARZSCHILD

Para el modelo de Schwarzschild la evolucién de la frontera A se presenta en la figura
5.1|y las variables fisicas (p, P, w, F, pr y Pgr) en las figuras a la|5.7| para diferentes
factores de flujo, desde el limite de escape libre que se caracteriza por un factor de flujo
de f = 1.00, hasta el minimo valor posible de f = 0.75 [[] Inicialmente la frontera de
la esfera no cambia y en el instante que se inicia el colapso esta empieza a contraerse.
A medida que el factor de flujo disminuye se nota que se retrasa la contraccion de
la frontera. En las graficas que ilustran la densidad de materia p se nota que ésta se
mantiene constante antes del colapso y luego aumenta cuando la esfera se contrae, esto
sucede de la misma forma en todas las capas radiales mantenidndo valores idénticos en
las mismas, lo que muestra la consistencia del método numérico empleado; por otro lado,
el factor de flujo no cambia el comportamiento a lo largo del tiempo, sino solamente los
valores en cada instante, como se muestra en la figura [5.2]

La presién de materia P presenta un aumento a medida que se analizan capas radiales

IPor debajo de este valor las variables fisicas arrojan valores no reales.
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internas, como es de esperarse para un sistema autogravitante. Se debe aclarar que la
que la condicién de superficie es cumplida en el limite de escape libre, es decir,
en este limite Pg = F ocasionando Ps = 0, esto es visible en la figura [5.3| para la capa
radial r/ry, = 1.0.

La velocidad del fluido w es negativa para capas radiales internas en correspondencia
con el hecho de que el sistema se contrae siempre en la ventana de observacién. En
las capas internas la velocidad es menor, lo que indica que el sistema se colapsa mas
lentamente a medida que disminuye la distancia al centro, como se muestra en la figura
b.4 Se nota ademéds que el valor del factor de flujo no influye de manera determinante
en el comportamiento de la velocidad.

En cuanto a las variables de radiacién F, pr y Pg, estas presentan su mayor contribucién
al momento del colapso, como es de esperarse. Ademads, se nota que, particularmente
en las graficas de F, que la radiacién en el sistema es mayor en las capas exteriores que
en las interiores, como es normal dado que por la superficie exterior se escapa toda la
radiacién emitida dentro de toda la esfera, mientras que para capas interiores se escapa
solamente la que esta contenida en la misma.



5.1 MODELO DE SCHWARZSCHILD 31
I ] lllllll T L] lllllll 1 L] 1 llllll 1 L] ] llllll T L] LILLELELAL)
5 —1f=1.00
----f=0.95
>SN f= 0.90
I \\\ - f=0.85 ]
NS ---=-= f=0.80
4 |-
A
3L
L 1 IIIIIII L 1 IIIIIII 'l 1 1 IIIIII 'l 1 1 IIIIII L 1 Ll i il
10" 10° 10" 10° 10° 10*

t

Figura 5.1: Evolucién de la frontera A para el modelo de Schwarzschild
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Figura 5.2: Densidad de materia p (en unidades de 10%) para el modelo de Schwarzschild
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Figura 5.3: Presién de materia P (en unidades de 10%) para el modelo de Schwarzschild
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Figura 5.4: Velocidad del fluido w (en unidades de 10%) para el modelo de Schwarzschild
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Figura 5.5: Flujo de radiacién F (en unidades de 10%) para el modelo de Schwarzschild
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Figura 5.6: Densidad de radiacién p, (en unidades de 10%) para el modelo de
Schwarzschild
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Figura 5.7: Presién de radiacion Prp (en unidades de 10%) para el modelo de
Schwarzschild
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5.2 MODELO DE TOLMAN VI

Para este modelo la evolucién de la frontera A se presenta en la figura 5.8y las variables
fiscal p, P, w, F, pr v Pg, en las figuras a la para diferentes factores de flujo,
desde el limite de escape libre (f = 1.00), hasta un minimo valor posible de f = 0.78,
ya que para valores menores a este factor de flujo las variables fisicas arrojan valores
no reales.

La frontera de la configuracién empieza contrayéndose antes del colapso y tiempo de-
spués se expande; el valor del factor de flujo de nuevo no afecta el comportamiento
global, pero si hace que el radio minimo de la configuracion sea diferente en cada caso,
como se muestra en la figura [5.8|

El valor de la densidad de materia p disminuye para las capas radiales mas externas
debido a su variacién con el inverso del cuadrado del radio, como se muestra en la figura
(.9 En las capas mas internas hay una influencia mayor en los valores de la densidad
con la eleccion del factor de flujo, relacionados con las variaciones en la velocidad el
fluido que se analizaran mas adelante. Igualmente debe apuntarse que la densidad au-
menta cuando el sistema colapsa y disminuye cuando el sistema se expande.

La presién de materia P es mayor en las capas mas internas, como es natural, y mantiene
un comportamiento acorde con el hecho de que el sistema colapsa y luego se expande
como se muestra en la figura [5.10]

Para las capas radiales, r/ry = 1.0, r/rs = 0.8 y r/rs = 0.6 la velocidad del fluido
w inicia cono un valor negativo (colapso) y tiempo después cambia a positivo (expan-
sién); en contraste, para las capas radiales r/ry = 0.4 y r/ry = 0.2 la velocidad es
siempre negativa, en consecuencia estas capas radiales seguiran contrayéndose antes y
después del colapso. La eleccion del factor de flujo provoa cambios mucho mas notorios
en las capas radiales internas, caracteristica mucho mas marcada para las capas radiales
r/rs = 0.4y r/rs = 0.2 como se muestra en la figura [5.11]

Las variables de radiacién (F, pr v Pg) son cero en la superficie de la configuracién y
aumentan para las capas radiales internas, lo que sugiere que en el sistema predominan
los regimenes difusivos, siendo esto notorio para la capa radial r/ry = 0.2 como se
muestra en las figuras [5.12} [5.13| y [5.14]
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Figura 5.8: Evolucién de la frontera A para el modelo de Tolman VI
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Figura 5.9: Densidad de materia p (en unidades de 10?) para el modelo de Tolman VI
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Figura 5.11: Velocidad del fluido w (en unidades de 10?) para el modelo de Tolman VI
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VI



5.2 MODELO DE TOLMAN VI 46

Finalmente, en las figuras[5.15a[5.18 se muestra a manera de ejemplo la evolucién de las
variables fisicas para las dos ecuaciones de estado utilizadas, todo calculado utilizando
un factor de flujo f = 0.85 para la capa radial interna r/ry, = 0.2. De nuevo, la eleccién
de la relacion de clausura no tiene efectos muy importantes sobre el comportamiento
general de la variables fisicas, pero si permite modular sus valores numéricos en los
diferentes tiempos del colapso.
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Figura 5.15: Comparacion de la evolucion de la frontera de la distribucion para el
modelo de Schwarzschild usando diferentes relaciones de clausura: Lorentz—Eddington
(LE), Bowers-Wilson (BW) y Maximum-Packing (MP).
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Figura 5.16: Comparacion de la evolucion de la frontera de la distribucion para el
modelo de Tolman VI usando diferentes relaciones de clausura: Lorentz-Eddington
(LE), Bowers—Wilson (BW) y Maximum-Packing (MP).
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Figura 5.17: Gréficas correspondientes al modelo de Schwarzschild, realizadas para la
capa radial de 7 /ry, = 0.2, con un factor de flujo de f = 0.85. Se comparan los resultados
al utilizar las relaciones de clausura de Lorentz—Eddington (LE), Bowers—Wilson (BW)
y Maximum-Packing (MP).
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Figura 5.18: Gréficas correspondientes al modelo de Tolman VI, realizadas para la capa
radial de r/rs = 0.2, con un factor de flujo de f = 0.86. Se comparan los resultados al
utilizar las relaciones de clausura de Lorentz—Eddington (LE), Bowers—Wilson (BW) y
Maximum-Packing (MP).
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5.3 CONCLUSIONES

Después de haber analizado la evolucion de la esfera en etapa de colapso para los difer-
entes modelos de Schwarzschild y Tolman VI, la influencia de las ecuaciones de estado
generadas por cada modelo varia fuertemente la forma como evoluciona la configuracion
esférica, en cuanto se utilizan diferentes relaciones de clausura estas no cambian la for-
ma global como evoluciona el sistema, en cambio solo afecta los valores locales de cada
variables fisica. Las relaciones de clausura que se utilizaron para comparar la influen-
cia de estas sobre el sistema, fueron las relaciones de clausura de Lorentz—Eddington,
Bowers—Wilson y Maximum Packing. Se comparé la evolucion de la frontera A para
ambos modelos Schwarzschild y Tolman VI como se muestran en las figuras y
[5.16] en cuanto las variables fisicas p, P, w, F, pr y Pr se comparé para los modelos de
Schwarzschild y Tolman VI como se muestra en la figura y [5.18 De las relaciones
clausura para la cual se obtuvo una mayor valor sobre todas las variables fisicas para
ambos modelos (Schwarzschild y Tolman V1) fue para la clausura de Bowers-Wilson,
donde los valores intermedios sobre las variables fisicas corresponde para la clausura
de Lorentz—Eddington y el menor valor obtenido sobre las variables fisicas, fue para la
clausura de Maximum Packing.
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