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RESUMEN

TITULO: TEORIA DE CALOIS Y EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGE-
BRA[T

AUTOR: DELLERLIN ASTRID CEPEDA OROZCO.

PALABRAS CLAVE: EXTENSIONES DE GALOIS, GRUPOS DE GALOIS, TEO-
REMA FUNDAMENTAL DE LA TEORIA DE GALOIS, TEOREMA FUNDAMEN-
TAL DEL ALGEBRA.

DESCRIPCION:

El Teorema Fundamental del A/lgebm establece que todo polinomio de coeficientes com-
plejos tiene una raiz compleja. En otras palabras, el teorema asegura que el cuerpo de

los nimeros complejos (C) es algebraicamente cerrado.

Este trabajo consiste dar una prueba detallada del Teorema Fundamental del /flgebm
basados en la teoria de Galois. En el primer capitulo se abordardn algunos conceptos
basicos de teoria de conjuntos como la definicion de reticulo y anti-isomorfismos de
reticulos; también encontraremos el teorema de Sylow para grupos finitos el cual es de

mucha ayuda en la prueba del teorema.

En el sequndo capitulo se proporcionaran los conceptos de extensiones mormales y se-
parables de campos, necesarios para definir que es una extension de Galois y con ello

la construccion del grupo de Galois.

En el tercer capitulo presentaremos la Teoria de Galois donde la idea principal es aso-
ciar las extensiones de Galois con el grupo de Galois y mostrar su interaccion en los

diferentes resultados del Teorema Fundamental de la Teoria de Galois.

En el ultimo capitulo mostramos una aplicacion de la teoria de Galois en dimension
infinita con ayuda de lo aprendido en el tercer capitulo y la concepcion de sistema

inverso de grupos.

ITrabajo de grado
2Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia.
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ABSTRACT

TITLE: THEORY OF GALOIS AND THE FUNDAMENTAL THEOREM OF AL-
GEBRA P

AUTHOR: DELLERLIN ASTRID CEPEDA OROZCO.[]

KEYWORDS: EXTENSIONS OF GALOIS, GROUPS OF GALOIS, FUNDAMEN-
TAL THEOREM OF THE THEORY OF GALOIS, FUNDAMENTAL THEOREM OF
ALGEBRA.

DESCRIPTION:

The Fundamental Theorem of Algebra states that every polynomial of complex coeffi-
cients has a complex root. In other words, the theorem ensures that the field of complex

numbers (C) is algebraically closed.

This work consists of giving a detailed test of the Fundamental Theorem of Algebra
based on the theory of Galois. In the first chapter some basic concepts of set theory will
be approached, such as the definition of reticulum and anti-isomorphisms of lattices;
we will also find Sylow theorem for finite groups which s very helpful in proof of the
theorem.

In the second chapter the concepts of normal and separable extensions of fields will be
provided, necessary to define that it is an extension of Galois and with it the construc-

tion of the Galois group.

In the third chapter we will present the Theory of Galois where the main idea is to
associate the Galois extensions with the Galois group and show their interaction in the
different results of the Fundamental Theorem of the Theory of Galois.

In the last chapter we show an application of the theory of Galois in infinite dimension
with the help of what was learned in the third chapter and the conception of the inverse

system of groups.

3Bachelor Thesis
4Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia.
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INTRODUCCION

El Teorema Fundamental del Algebra establece que todo polinomio con coeficientes
complejos de grado mayor que cero tiene una raiz compleja. Muchos matematicos tu-
vieron inconvenientes para encontrar una respuesta a este problema, el primero en
tratar de demostrar el teorema fue D’Alembert en 1746, seguido de Euler (1749), Fon-
cenex (1759), Lagrange (1772), Laplace (1795) pero fue finalmente el principe de las
matematicas Carl Friedrich Gauss quien en 1797 dio la primera solucién correcta al

teorema.

Recordemos que un polinomio con coeficientes complejos es una funcién compleja de la

forma
P(2) = ap2" + ap_ 12"+ ..+ 2.

Donde {ag, a1, ...,a,} € Cy n € N. Una raiz, o cero del polinomio, es zy € C tal que
P(2p) = 0. Como los polinomios con coeficientes complejos son diferenciables en todo el
dominio, en el lenguaje del anélisis complejo son parte de la clase de las llamadas fun-
ciones enteras. En este contexto el Teorema Fundamental de Algebra es consecuencia
directa de un resultado general llamado el Teorema de Liouville. Este resultado estable-

ce que una funcién entera que esta acotada en el plano complejo debe ser una constante.

En este trabajo un polinomio complejo serd considerado como un objeto algebraico y
en este contexto el Teorema Fundamental del Algebra se puede enunciar como “el cam-
po de los nimeros complejos es algebraicamente cerrado”. Para verificar tal resultado
se presentaran nociones relativas a la construccion de extensiones de campos de alli
se podréa deducir una prueba de que los polinomios reales de grado impar tienen una
raiz real y que dado un polinomio irreducible f(X) € F[X] con F un cuerpo, se puede
construir una extensién K sobre el cuerpo F tal que f(X) tiene una raiz en K. Esta
prueba sugiere la siguiente generalizaciéon del Teorema Fundamental del Algebra. Si K
es un cuerpo donde los polinomios de grado impar tiene raices e i = /—1, entonces

K(i) es algebraicamente cerrado.

La prueba generalizada involucra Teoria de Galois, en la cual la idea principal es aso-
ciar unos tipos especiales de extensiones de campos llamados extensiones de Galois y un

grupo llamado el grupo de Galois. El libro guia de este trabajo serd The fundamental



theorem of algebra de B. Fine y G. Rosenberger [2].

Para desarrollar esta idea el proyecto esta estructurado de la siguiente manera: en el
primer capitulo mostraremos los conceptos preliminares que son necesarios para el desa-
rrollo del proyecto, como lo son el concepto de reticulo, anti-isomorfismo, teoremas de
Sylow, etc. Para ello nos guiaremos de los libros Grupos, corpos e teoria de Galois
de Paulo A. Martin [7], Abstract Algebra de D.S. Dummit y R.M. Foote [1], Advanced
Modern Algebra [8] y An Introduction to Homological Algebra de Joseph J.Rotman y [9].

En el segundo capitulo proporcionaremos los conceptos, teoremas y proposiciones ne-
cesarias de extensiones de campos, ya que la Teoria de Galois depende en parte de la
teoria de grupos finitos y de las propiedades de normalidad y separabilidad de exten-
siones de campos con las cuales definen las extensiones de Galois y con esto construir

el grupo de Galois.

En el tercer capitulo estudiaremos la Teor{a de Galois y el Teorema Fundamental de
la Teoria de Galois, el cual se basa en las propiedades de las extensiones de Galois,
donde se ven reflejadas las propiedades del grupo de Galois, ya que son mas faciles de
entender y demostrar, con ello mostraremos todos los resultados del Teorema Funda-
mental de la Teoria de Galois, en el se describe la interaccién entre los subgrupos de
Galois y cuerpos intermedios de las extensiones de Galois. Para esto nos basamos en los
libros The fundamental theorem of algebra de B. Fine y G. Rosenberger [2], Grupos,
corpos e teoria de Galois de Paulo A. Martin [7] y Advanced Modern Algebra de Joseph
J.Rotman [§].

En el siguiente capitulo probaremos el Teorema Fundamental del Algebra con ayuda
de los conocimientos adquiridos en los capitulos anteriores. La prueba se seguird por
lo propuesto en el libro guia [2] y por algunas consecuencias que se encontraron en
Polinomios y Raices de Teresa Krick [5] y Algebm lineal de Stanley I Grossman y Jose
Job Flores Godoy [4].

En el dltimo capitulo veremos una aplicacién de la Teoria de Galois en dimension
infinita con ayuda de las notas Direct limits, inverse limits, and profinite groups basado
en Algebra de S. Lang [6] en el cual se involucra el Teorema Fundamental de la Teoria

de Galois visto en el capitulo 3.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo presentaremos algunas definiciones, teoremas y ejemplos importantes
para nuestro trabajo de teoria de conjuntos y algebra moderna, que nos facilitaran
las pruebas de los siguientes capitulos. Iniciaremos con las definiciones de reticulos y
anti-isomorfismo de reticulos [7], que seran empleados en los capitulos 3 y 4; seguido
de los Teoremas de Sylow para grupos finitos y el Teorema del Isomorfismo [10] y [1],
utilizados en los capitulos 2, 3 y 4, y la definicién de polinomios con coeficientes en
un anillo R [10] y [5] que serd empleada en el desarrollo del trabajo y para finalizar

emplearemos el Teorema de Dedekind [7] para la algunas pruebas del capitulo 2.

1.1. Preliminares de teoria de conjuntos

Reticulos

Una relacién de orden parcial en un conjunto S es una relacion < que cumple:
i) x <z, para todo x € S
i) r<yANy<z=2x<z conzvyz€cS;
i) r<yANy<x=—zx=y,conz,yecSs.

Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado S donde para todo par de elementos
z,y de S, el conjunto {x,y} posee supremo e infimo, denotados, respectivamente por
xVyyxAy. Asi mismo, fijando x y y, si z € S es una cota superior para {z,y}
entonces x Vy < z. Del mismo modo, si z € S es una cota inferior para {x,y}, entonces

z< T AYy.
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Ejemplo 1.1.1. Sea S = {a,b,c}, construiremos el reticulo de partes de S con la
relacion C.

Si P(S) =10,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}, {a,b,c}}, entonces el reticulo es:
{a,b,c}

PR

{a, b} {a,c} {b,c}

{a} {0} {c}

~47

0

Definicién 1.1.1. Un anti-isomorfismo de reticulos @ : S; — Sy es una biyeccion

que satisface

Ejemplo 1.1.2. §i S = {a,b,c} y ® : 2(S) — Z(5) tal que A — P(A) = S\A

entonces ® es un anti-isomorfismo de reticulos.

Verifiquemos que para todo x,y € 2(S), ®(x Vy) = ®(x) AN P(y) y Pz ANy) =
P(z) vV O(y).
®({a}) = ©({a,b} N{a,c}) = 2({a,b}) U ({a, c}) = {c} U {b} = {c, b},
o({b}) = 2({a, b} N{b,c}) = ({a,b}) UP({b, c}) = {c} U{a} = {c,a},
({c}) = ({c,0} Nn{a,c}) = 2({c,b}) U 2({a, c}) = {a} U{b} = {a, b},
®({a,b}) = 2({a} U{b}) = ©({a}) N@({b}) = {b,c} N {a,c} = {c},
®({c,b}) = ({c} U {b}) = ©({c}) N @({b}) = {b,a} N{a,c} = {a},
®({a,c}) = 2({a} U{c}) = @({a}) N @({c}) = {b,c} N{a, b} = {b},
®({a,b,c}) =0,
(0
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Graficando los reticulos correspondientes al anti-isomorfismo de reticulos, tenemos:

{a,b,c} 2, 0

SN PN

{a,b} {a,c} {b,c} {c} {b}
> X > 2>

{a} {b} {c} {b,c} {a,c} {a, b}

DN P

{a,b,c}

{a}

1.2. Preliminares de teoria de grupos, anillos y cuer-

pos

Definicién 1.2.1. Sea G un grupo finito tal que |G| = p™«a con p un nimero primo,
a un entero positivo y med(p,a) = 1. Diremos que un p-subgrupo de Sylow es un
subgrupo de G de orden p™.

Ejemplo 1.2.1. Sea G = Zpi)‘l X Zpgz X ... X Lyen, donde p; es un nimero primo y
pi # pj para todo i,j € {1,2...,n}. Tenemos que H = {0} x {0} X ... x Z o X ... x {0}
es un p;-subgrupo de Sylow de G.

Ejemplo 1.2.2. Sea G = D,, el grupo dihedral de n lados, con n par. St T es alguna

reflexion en G entonces {T,id} es un 2-subgrupo de Sylow.
Ahora enunciaremos los Teoremas de Sylow para grupos finitos.

Teorema 1.2.1. a. Existencia de p-subgrupos. Sea 0 < k < m. El nimero de
subgrupos de G de orden p* es congruente con 1 médulo p. En particular, existen

subgrupos de orden p*.

b. p-subgrupos de Sylow son Conjugados. Sean Q) y P dos p-subgrupo de Sylow,
entonces existe g € G tal que g Qg = P.

c. Nimero de p-subgrupos de Sylow. Sea k el numero de p-subgrupos de Sylow
de G. Luego k divide |G| y k — 1 es divisible por p.

Ahora escribiremos el Teorema del Isomorfismo.

Teorema 1.2.2. Sea f: G — H un homomorfismo de grupos , entonces kerf IG y

13



G/kerf =imf.
En particular, si f es un epimorfismo
G/kerf = H.

Definicién 1.2.2. Un monoide multiplicativo es un conjunto no vacio H con una opera-
cion binaria (multiplicativa) asociativa con unidad. Un homomorfismo de un monoide

multiplicativo H en un cuerpo F es una funcion f : H — F tal que f(1) = 1 y

flab) = f(a)f(b).

El siguiente lema sera usado en el capitulo 2, la definicién y demostracion fue tomada

de [7].

Lema 1.2.1. El Lema de Dedekind
Si G es un monoide multiplicativo, K un cuerpo y oy1,--- ,0, : G — K homomorfismos

distintos y no nulos, entonces ellos son linealmente independientes sobre K, es decir, st

ai, - ,a, € K satisfacen que
alal(t)+a202(t)+--~+anan(t) =0 (11)
para todo t € G, entonces a1 = ay = -+ = a, = 0.

Demostracion. La prueba se hara por induccién sobre el nimero de homomorfismos
que hay de G en K.

Si n = 1 el resultado es claro. Supongamos que n > 1 y que el resultado es valido
para n — 1 homomorfismos, entonces por contradicciéon también podemos suponer que
no todos los a; en (1.1) son nulos. Como o # 09 existe a € G tal que oy(a) # o2(a),

entonces como (1.1) se cumple para todo ¢ € G, en particular como at € G, entonces
aro1(at) + azoq(at) + - - + a,o,(at) = 0,
como o;(at) = o;(a)o;(t), tenemos que
aro1(a)oy(t) + azoe(a)oa(t) + - - - + ayop(a)o,(t) =0 (1.2)
luego multiplicando en la ecuacién (1.1) por oq(a) obtenemos
o1(a)(ar01(t) + agoa(t) + -+ + apo,(t)) = o1(a) - 0=10

ajo1(a)oy(t) + agor(a)oa(t) + -+ - + anor(a)o,(t) =0 (1.3)

14



Sustrayendo (1.2) de (1.3) obtenemos

b202<t) + bgO’g(t) + 4 bnOn(t) = 0, (14)
donde b; = aj(oj(a) — o1(a)). Como by = as(oz(a) — o1(a)) # 0 contradecimos la
hipétesis de induccién. O

Definicién 1.2.3. Sea R un anillo, una expresion de la forma
FX) = o+ @ X + o+ 0, X7

conn €Z" a; € R, i € {1,2,--- ,n} es llamado polinomio con coeficientes en R.
Si a, # 0, decimos que el grado de f es n y escribimos 0f(X) = n.

El conjunto

RX]={f(X)=> aX':a,€ RVie{l,2,-- n}}
i=1
con la suma y el producto usuales, es llamado anillo de polinomios en la variable X con

coeficientes en  R.

Propiedades:

1. Si R es conmutativo, R[X] es conmutativo.
2. Si R tiene 1g, R[X] tiene 1pix) y 1gx] = 1g.

3. Dado r € R identificamos a r con el polinomio r(X) = r, es decir, tenemos que
R C R[X].

4. Dado R un anillo, tenemos el anillo Ry = R[X] y de igual forma podemos consi-
derar el anillo de polinomios R1[Y] = R[X|[Y] = R[X,Y] los elementos de este
anillo son de la forma

FXY) =) a; XYY
2%
donde (a;;);; es casi nula y ast, inductivamente, se construye el anillo de polino-
mios de n variables R[ X1, X, -+, X,].

Definicién 1.2.4. Sea R un anillo e I C R, tal que (I,+) es subgrupo de (R,+),
entonces I es llamado

15



» Ideal a izquierda: Si dado a € R y x € I entonces ax € I.
» Ideal a derecha: Si dado a € R y x € I entonces xa € 1.
» Ideal bilateral: Si es ideal a derecha y a izquierda.

Definicién 1.2.5. Sea S C R el ideal a izquierda ( derecha o bilateral) mds pequeno

de R que contiene a S, es llamado ideal generado a izquierda (derecha o bilateral) por S.

» Ideal generador a izquierda: < S} = () I.
SCICR

» Ideal generador a derecha : {S>= [\ I.
SCICR

» Ideal generador bilateral: < S >= () I.
SCICR

Proposicién 1.2.1. Si R tiene 1g y S # () tenemos que:
w < S} ={rmz+roza+ - +rpz,r € Ry, € S,n €N}
w {S>={ayr +xora+ -+ xyrp|ri € Ryz, € S,n € N}
n < S >= {7“19017"/1 + 7‘21)27"/2 4+ rnxnruri,r; € R,x, € S;n € N}.

Definicién 1.2.6. El ideal I de R es llamado principal, si existe X € R tal que
I =< X >.

Dado I un ideal de un anillo R, y dados x,y € I definamos la relacién ~ de la
siguiente manera
r~y<=zxr—yel.

Esta relacion ~ es una relaciéon de equivalencia. La clase de equivalencia de z € R es

T={y€lly~ux}
={yelly—zel}
={yellyex+1},

luego z =+ 1 ={x+iliel}.

16



Definicién 1.2.7. EIl anillo cociente R/I se define asi:

R/I = {Z|z € R}
={zx+I|x € R}

Proposiciéon 1.2.2. Si [ es un ideal de R, entonces R/I es un anillo con suma y

producto dadas por

8l
_|_
<
I
8
‘ ¢
<

al

|
I
)

Ny

O de manera equivalente

(x+D)+y+1)=(x+y) +1
(z+I1)-(y+I)=(z-y)+1

Que cumple las siguientes propiedades:
» Si R es conmutativo entonces R/1 es conmutativo.
» Si R tiene 1, la identidad de R/I es 1g+ I o 1g.

» El cero de R/I es I.
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Capitulo 2
Extensiones de Campos

En este capitulo se proporcionaran los conceptos de extensiones normales y separables
de campos, necesarios para definir que es una extensién de Galois y con ello la cons-
truccion del grupo de Galois. En las secciones 2.1 y 2.3 se presentaran las definiciones,
teoremas y propiedades de extensiones de campos, guiados por los libros de D.S. Dum-
mit y R.M. Foote [1] y K. Spindler [10]. En la seccién 2.3 nos orientamos por el orden que
impone el libro guia de este trabajo [2], pero en el cual omiten muchas demostraciones,
por lo tanto vimos necesario recurrir a la ayuda del libro Advanced Modern Algebra
de Rotman [8] para mostrar los detalles omitidos. Todos los resultados expuestos en el

capitulo son necesarios para realizar la prueba del Teorema fundamental del algebra.

2.1. Definiciones

Definicién 2.1.1. Sean L y F campos, si L C F decimos que F es una extensién de

L. Escribiremos F/IL para decir que F es una extension de L.

Definicién 2.1.2. Un campo intermedio de la extension F/IL es un campo K tal que
LCKCF.

Ejemplo 2.1.1. R es un campo intermedio de la extension C/Q.

Definicién 2.1.3. Dada F/LL una extension de campo, o € F es llamado algebraico
sobre L si eziste f(X) € L|X]| no nulo tal que f(a) = 0. Si a no es algebraico entonces
a es llamado trascendente.

Si todo elemento de F es algebraico sobre L | decimos que F/L es una extensién

algebraica.

Ejemplo 2.1.2. a =i € C es algebraico sobre R, pues es la raiz de f(X) = X?+1¢€
R[X].

18



Ejemplo 2.1.3. o = v/3 € R es algebraico sobre Q, pues es la raiz de f(X)=X?-3¢
Q[X].

Ejemplo 2.1.4. e, m € R son trascendentes sobre Q.

Definicién 2.1.4. Sea F/L es una extension de campos y a € F algebraico sobre L,

considere
I, = {f(X) € LIX]: f(a) = 0}.

Note que I, es un ideal de L[X] e I, # {f(X) = 0}. Como L[X] es un dominio de
ideales principales, ya que, L es cuerpo, entonces existe un unico P,(X) mdnico, tal

que

P,(X) es llamado polinomio minimal de a.

Proposicién 2.1.1. Si F/LL una extension de campos, a € F algebraico sobre L tal que

I, = (P,(X)). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El grado de P,(X) es minimal en 1, es decir, es el polinomio de menor grado en
I1,.

2. Dado f(X) € 1, P.(X) divide a f(X).
3. P,(X) es irreducible.

Ejemplo 2.1.5. 5i p es un nimero primo, n € N y a = {/p, entonces
Po(X) € Q[X], ya que Po(X) = X" — p € Q[X].

Ejemplo 2.1.6. Si o = \/1+ /3, entonces P,(X) = X* —2X? — 2 € Q[X].

Definicién 2.1.5. Si F/L es una extension de campos, entonces F puede considerarse
como un espacio vectorial sobre .. La dimension de F sobre L es denotada por [F : L] y
es llamado el grado de F sobre L. Decimos que la extension F/L es finita si [F: L] <
+00.

Ejemplo 2.1.7. [C: R] = 2, luego C/R es finita y algebraica.
Ejemplo 2.1.8. La dimension de R como espacio vectorial sobre Q es infinita, entonces

R:Q=co
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Ejemplo 2.1.9. Sip es un nimero primo, la dimension Q(v/2,/3, - - /D5 ) sobre
Q es infinita y Q(v/2,v/3, - - - /D5 -+ )/Q es una extension algebraica.

Nota Si F/L es finita entonces es algebraica. Suponiendo que [F : L] = n tenemos que

todo a € T es algebraico sobre L, luego {1,«,---,a"} son linealmente dependientes,
por lo tanto existen aq,as, - ,a, tales que
n
Z a;o' =0
i=0

con a; no todos ceros.
Esto quiere decir que el polinomio f(X) =ag+ a; X + -+ a, X" € L[X] es no trivial
y @ es una raiz.

Ahora enunciaremos el Teorema de Kronecker.

Teorema 2.1.1.  a) Si f(X) € LIX]\L es un polinomio irreducible, entonces la fun-
cion

L[X]

(f(X))

| — 1+ (f(X))

v L —

es monomorfismo. Luego, identificando a 1L con (L), tenemos que f(X) tiene

, L[X]
una Tz en TRy -

b) Si f(X) e L[X]\L es un polinomio irreducible y o una raiz de f(X), entonces

— L(a)

es un isomorfismo.

c) Si f(X) € LIX]\L es un polinomio irreducible, v = L. — 1L un automorfismo con

oy o raices de f(X) yy(f(X)) respectivamente, entonces existe un isomorfismo

A L(a) — L)

tal que,
i) Ma) =d,
i) AL =~.
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Demostracidn.  a) Veamos que ¢ es monomorfismo.
Sil € ker(v), es decir, (1) =1+ (f(X)) = (f(X)), entonces [ € (f(X)), asf existe
9(X) € L{X] tal que [ = f(X)g(X), como d(l) = 9(f(X)g(X)) =
g(X)=0yasil=0.

0, por tanto

Si f(X) = a; X", identificando L con ¢(IL) tenemos que

1=0

= mei e (L)[X],

donde @; = a; + (f(X)), vamos a encontrar o € %

raiz de f(X).
Sia=X=X+< f(X) >¢€

entonces
X)=) mX' =) a;X' = f(X) =0,
i=0 i=0

por lo tanto X es raiz de f(X).

b) Es consecuencia del Teorema del isomorfismo. Como
LIX] — L(«)
F(X) — fla)

es un epimorfismo. Y como « es raiz de f(X) entonces f(a) = 0, por lo tanto,

ker(Wa) =< f(X) >

¢) La demostracién se hard con base al siguiente diagrama

Sea




Veamos que 4 estd bien definida
St A(X) — m(X) € (f(X)) = v(h(X)) = y(m(X)) € {(y(f(X))), pues 7 es un

isomorfismo.

4 es un isomorfismo con inversa 4!, donde
oo, L LY
(f(X)) (Y (X))
h(X) + (f(X)) — 771 (X)) + (v(f(X)))
Ahora, definamos \ : L(a) — L(a'), tal que A = ¥_4¥,1, por lo tanto, \ es

un isomorfismo.

Finalmente veamos i) y 7).

i) Ma) =¥y iWe-i(a) = ¥yy(a+((f(X))) = ¥y (y(@) + (7(f(X)))) = a’.

i1) Sil € L, entonces

Al = Vet (l) = V(L + ((F(X))) = T (v(D) + (V(F(X)))) = (D)
Asi AL = .

2.2. Extensiones Normales

Para definir que es una extension normal primero debemos saber que es un cuerpo

de raices para cualquier familia de polinomios.

Definicién 2.2.1. Sea L un campo y % C LIX]|\L una familia de polinomios no cons-
tantes. Un cuerpo de raices de .# sobre L es un cuerpo F tal que

1. Dado f(X) € Z#, f(X) tiene todas las raices en F.

2. F es minimal respecto a 1., es decir, si K extension de L tal que todo f(X) € F

tiene todas sus raices en K, entonces F C K.

En este caso decimos que F/LL es una extensiéon normal.
Proposicién 2.2.1. Si F/LL es una extension normal, entonces es algebraica.

Demostracion. Como F/LL es una extensién normal, el conjunto de los elementos de F
que son algebraicos sobre L, forma un subcuerpo de F llamado E, el cual contiene a L.
Ya que F = IL(«), donde <7 es un conjunto de los elementos algebraicos en I, entonces

F C E. Concluimos que E = [ es algebraico sobre L. O
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Definicién 2.2.2. La clausura algebraica de L se define como el cuerpo de raices

de todos los polinomios no constantes en L[X] y se denota por L.

Ejemplo 2.2.1. §i F = {X? + 1} C R[X], entonces C es el cuerpo de raices de F,

por lo tanto C/R es una extension normal.

Ejemplo 2.2.2. Si .Z es la familia de polinomios sobre Q de la forma X? —p con p
primo, entonces, Q(\/i, V3,5, ..., VD, --) es el cuerpo de raices de &, concluimos que
Q(vV2,V3,V5, ..., VD, --) es una extension normal de Q.

Ejemplo 2.2.3. Q(3/2) no es normal una extension normal de Q, ya que en Q(3/2)
no estdn todas las raices del polinomio minimal X3 — 2. Recordemos que si Q(v/2)/Q

es una extension normal, todas las raices del polinomio deben estar en Q(\S/E)

X3 —-2= (X - \3/5) (X+ Ve 2_3%) (X+ ‘%+ 2_3%) >

\?75*\/ 3%’ {)’/5+\/2—3€’/41 ¢ Q(e/ﬁ)

pero 5

El siguiente teorema nos garantiza la existencia de extensiones normales, también
nos sera util, fue tomado del libro Abstract Algebra with Applications de K. Spindler

[10], alli lo encontramos en la parte a) del Teorema 13.5.

Teorema 2.2.1. 57 .% C L[X]\L es una familia de polinomios no constantes en L[X],

entonces . tiene cuerpo de raices.

Definicién 2.2.3. Un cuerpo F es algebraicamente cerrado, si dado f(X) € F[X]\F,
existe « € F tal que f(a) = 0.

Ejemplo 2.2.4. Q y R no son algebraicamente cerrados. Pues f(X) = X? +1 € R[X]

no tiene raices en R, del mismo modo, f(X) no tiene raices en Q.

Ejemplo 2.2.5. 5t F es un cuerpo finito, entonces F no es algebraicamente cerrado,
pues si F = {aq,...,a,}, el polinomio p(X) = (X —ay)...(X — ay) + 1 no tiene raices
en IF.

Ejemplo 2.2.6. La clausura algebraica denotada por L de un cuerpo L es algebraica-
mente cerrada. Por ejemplo la clausura algebraica de Q es Q y en particular Q € C =R

ya que e y ™ son trascendentes sobre Q.
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2.3. Extensiones Separables
Definicién 2.3.1. Si f(X) € L[X], entonces ezisten a1, ay, ..., a, € L tal que

F(X)=c(X —a)™(X —ag)™..(X —a,,)™™.

Decimos que m; es la multiplicidad de «;.
Sim; > 1 decimos que «; es raiz multiple.

Sim; = 1 decimos que «; es raiz simple.
Definicién 2.3.2. f(X) € L[X] es separable si todas sus raices en L son simples.

Ejemplo 2.3.1. f(X) = X2—2 € Q[X] es separable, pues f(X) = (X —v2)(X+/2) €
Lyv2#—v2

Ejemplo 2.3.2. Sea f(X) = X? —t* € Z,(t)[X], donde

2, (1) = {— - F(0), 9(0) € Zyo g(t) # o}

Yy p primo.
Note que XP —tP = (X — t)P, entonces t es una raiz con multiplicidad p, por lo tanto

f(X) no es separable.

Definicién 2.3.3. Si L es un campo y a algebraico sobre L, decimos que a € ' es sepa-
rable, si P, € L[X] es separable. Diremos que la extension F/LL algebraica es separable,

st para todo o € F, a es separable.

Ejemplo 2.3.3. Considere f(X) = XP —t? € Z,(t)[X]. Podemos construir K el cuer-
po de raices de f(X), por lo tanto, K/Z,(t) es una extension algebraica pero no es

separable, pues t es una raiz de multiplicidad p.

Definicién 2.3.4. Un cuerpo F tiene caracteristica n, sin es el menor entero positivo
tal quen-1g = 0 en F. Denotaremos la caracteristica por A(IF). Si tal n no eziste, diremos

que [ tiene caracteristica cero.

Ejemplo 2.3.4. A\(Q) = A(R) = A\(C) =0, y cualquier extension de ellos tiene carac-

teristica cero.

Ejemplo 2.3.5. \(Z,) = p, y cualquier extension de Z, tiene caracteristica p.
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Ejemplo 2.3.6. La caracteristica de un cuerpo es cero o cualquier primo. Supongamos

que N(F) =m, con m € N. Por el Teorema Fundamental de la Aritmética tenemos:
m=pyipyt ey

con a;, 1 € N y p; primo. Como

ay, Qa2

m'lF:pl p2 ...pz”.lF:(]’

entonces pi* - lp=00p5? - lg=00--- 0 pi-1p = 0. Por lo tanto existe p;* - 1Ip =0

y siguiendo el razonamiento anterior p; - 1lp = 0, asi A\(F) = p; con p; primo.

Proposicién 2.3.1. Si K es un campo y f(X) € K[X] un polinomio irreducible. En-

tonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1. f(X) divide a f'(X);
2. f(X)=0;
3. MK) es un niumero primo, y f(X) = g(z?) para algin polinomio g(X) € K[X];
4. f(X) no es separable.

Demostracion. » (1) = (2). Como el grado de f'(X) es menor que f(X) entonces
7(x) =0,

(2) = (3). Si f(X) = > apX* entonces f/(X) = > kapyX*!; por lo tanto
k=0 k=1
f(X)=0siysolosik-1=0enK cuando a; # 0. Asi f(X) = g(X%).

(3) = (4). Si v es una raiz de f(X) en algtin cuerpo de raices de f(X), entonces
a? es una raiz de g(X) lo que significa que X — o divide a g(X). Pero (X —a)? =
X? — oP divide g(XP?) = f(X) lo cual prueba que f(X) no es separable.

(4) = (2). Si f(X) = g(X?) = zn: arXP* entonces f/(X) = Zn: pkay XPF1 = 0.
k=0 k=0

» (2) = (1) La implicacién es clara.

(4) = (1) Como f(X) es separable, existe a € K, tal que, f(X) = (X —a)™g(X),
con m > 1 como f(X) es irreducible, el polinomio minimal de « es igual a f(X),

ya que m > 1, a es raiz de f'(X) pues
F(X) =m(X — )" g(X) + (X —a)"g'(X)
f'(a) =0,
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por lo tanto, P,(X)|f'(X), asi concluimos que f(X)|f'(X).
]

Teorema 2.3.1. Cualquier extension de un cuerpo de caracteristica cero es una exten-

sion separable.
Demostracion. Por la parte 3) < 4) de la proposicién 2.3.1. O

Las siguientes definiciones y demostraciones de los siguientes teoremas fueron to-
madas de [], las cuales fueron necesarias para entender el Corolario 2.3.1. ya que en el
libro guia [2] no tenfa prueba y es usado en el Teorema Fundamental de la Teoria de

Galois.
Definicién 2.3.5. Si G = {0y, -+ ,0,} es un grupo de automorfismos de K, definimos
K¢ ={keK:0;k)=Fk con1<i<n}.

Teorema 2.3.2. Si G = {0y, -+ ,0,} es un grupo de automorfismos de K, entonces
[K: K% >n.

Demostracion. Supongamos [K : K€] =r < n, sea {a; -+, a,} es una base de la exten-
sién K/K. Consideremos el sistema lineal sobre K de r ecuaciones con n incégnitas.
o1(a) X1+ -+ op(a1) X, =0

01(042)X1 + -+ O'n(ag)Xn =0 (21)

or(a) X1+ + on(a) X, = 0.
Como 7 < n, hay una solucién no trivial (Xi,---,X,) del sistema anterior, es decir,

X; # 0 para algin i € {1,2,--- ,n}. Para cualquier g € K, tenemos que 5 = > b;«;
i=1
donde b; € K¢ y a; € K. Multiplicando por b; en la i-ésima fila en (2.1), obtenemos que

bioi(a1) Xy + - + biop(a1) X, =0
bgUl(Oég)Xl + -+ b20n<a2)Xn =0

brop(a) Xy + -+ oy () X,, =0

como b; = 0;(b;) para todo ¢, j, tenemos
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Ul(blal)Xl + -+ O'n(blOél)Xn =0
01(62(12))(1 +---+ O'n(bQOQ)Xn =0

Ul(bTOéT)Xl —+ 4 O'n(brar)Xn =0
Sumando todo el sistema obtenemos

Ul(ﬁ)Xl et O'n(ﬁ>Xn =0

por lo tanto se infringe la independencia de los automorfismos {1, -+ ,0,} que garan-
tiza el Lema de Dedekind, pues 8 es un elemento arbitrario de K. O
Teorema 2.3.3. Si G = {01, -+ ,0,} es un grupo de automorfismos de K, entonces
a[K : K9 = n.

Demostracion. Es suficiente probar que [K : K] < n. Supongamos que [K : K% > n.
Sea {wi, - ,wn41} un conjunto de vectores linealmente independientes de K sobre K.

Consideremos el sistema de n ecuaciones con n + 1 incégnitas.

O'l(wl)Xl + -+ Ul(wn+1)Xn+1 =0
ag(wl)Xl + -+ O'Q(wn+1)Xn+1 =0

Un(wl)Xl + -+ Un(wn+1)Xn+1 =0.

Hay una solucién no trivial (X, -+, X, 1) € K" Si escogemos una solucién minimal
de r componentes diferentes de cero, es decir, (aq,---,a.,0,---,0). Para reindexar
w;, consideraremos que la componentes no cero van primero. Note que r # 1, pues
tendriamos que o4 (wy)a; = 0, entonces a; = 0.

Multiplicando por el inverso, si es necesario, podemos asumir que a,, = 1. Nuestra tultima
suposicién es que a; no pertenece a K¢ por lo tanto existe o, tal que og(ay) # ay,

tenemos que

aj(wl)al + -+ aj(wr)ar =0
oj(wi)ar + -+ 4 oj(wy)l =0

aj(wl)a1+~"+aj(wT) =0 (22)
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aplicando oy en (2.2) obtenemos

oroj(wi)ok(ar) + -+ + oxoj(wr)or(ar) = 0
oxoj(wi)or(ar) + - - + ooj(wr)op(1) = 0
oroj(wr)og(ar) + -+ - + opoj(w,)1 =0
okoj(wi)ok(ar) + - - + oxoj(wy)ow(ar) =0
Como G es un grupo y {ox01,- -+ ,0,0,} es una permutacion de {oy,---,0,}, por lo

tanto 0,0, = 0; para la algin 0 < 1 < n, y asi tenemos
oi(w)og(a) + -+ oi(w,) =0
igualando con (2.2) en la fila i- ésima obtenemos que

oi(wi)(a; — ox(ar)) + ... + oi(wr—1)(ar—1 — op(ar—1)) =0

Como a; —og(ay) # 0, podemos encontrar una solucién no trivial de el sistema original

teniendo menos de r componentes, lo cual es una contradiccion pues r es minimal. []

Corolario 2.3.1. Sin es el nimero de automorfismos de K que fijan K€ es igual la
dimension de K/KY.

A continuaciéon proporcionaremos la prueba del Teorema del elemento primitivo

que fue tomada del libro de Fraleigh [3].

Teorema 2.3.4. St K es una extension finita y separable de F, entonces K es una
extension simple, es decir, K = F(«) para algin o € K.

Tal o es llamado el elemento primitivo de K sobre F.

Demostracion. Si F es un cuerpo finito, entonces la extension K también es finita.
Supongamos que K* es el grupo multiplicativo de los elementos no nulos de K el cual
tiene n elementos, es decir, K* = {ky, ks, -+ ,k,}, si ; el orden de cada k;, con 1 <
i < n entonces k!° = lg. Construyendo a o = (ky - ky---k,) donde a? = 1 con
d = m.cm(ry,ra, 73, -+ ,7,), asi tenemos que para todo k; € K*, k¢ = 1g, asi el
polinomio X% — 1 tiene d raices, entonces, n < d. Asi 1,a,a?, -, a®! son distintos y
pertenecen a K*. Concluimos que « es un generador de K*.

Concluimos que K = F(a) y « es el elemento primitivo.

Ahora asumamos que F es infinito y probaremos nuestro teorema en el caso que K =
F(~, ). Ya que este argumento es sencillo para realizar la induccién sobre el nimero
de raices.

Sea {8 = B4, B2, .-, Bn} € F el conjunto de raices distintas del polinomio Ps(X) € F[X]
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ysea {y = 1,72, ., Ym} € F el conjunto de raices distintas del polinomio P,(X) € F[X]
donde todas las raices tienen multiplicidad 1, ya que K es una extension separable de

F. Como F es infinito, podemos encontrar a € F tal que

(B; — B)
(v =)

a#

Para todo iy j, con j # 1. Si a = 3 + a7y, entonces
0= f+ay# i+
y asi
o —avy; 7 Bi

para todo iy j # 1.
Considere h(X) = f(a —aX) € F(«a)[X], por lo tanto obtenemos que

h(v) =f(a —av)

h(v) =f(B +ay —av)
h(v) =f(B)

h(v) =0.

Sin embargo para j # 1

Como a — B # a;, entonces

fla—ay) #fla —a+f;)
h(ay) #f(Bi)
h(;) #0.

Por lo tanto, v es un factor comin de h(X) y P,(X) € F[X] en F(a)[X], p asi el
polinomio minimal P,(X) € F(«)[X] debe ser lineal, dado que «y es el tnico cero en
comun de P, (X) y h(X). Asi v € F(a) y por lo tanto § = a — ay pertenece a F(a) ya
que es una combinacion lineal de a y 7.

Concluimos que F(f3,v) = F(a). O

Ejemplo 2.3.7. Como C = R(i), entonces i es el elemento primitivo de la extension

C/R.
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Ejemplo 2.3.8. Veamos que Q(v/2,v3) = Q(v2 + V/3).

Como V2,V/3 € Q(\/i, \/5) y por definicion tenemos que Q C Q(\/§+ \/3), entonces,
QW +V3) € Q3 V3)

Ahora probemos que \/5, V3 e Q(\/ﬁ%— \/g), sea

a=V2+V3
a—V2=+3
(a—v2)?*=3
o —2v/2a+2=3
o —2V/2a =1
042—1:\/5
2a

asi V2 € Q(V2 + V3) y como V3 = a — 2 € Q2 + V3). Concluimos que
Q(V2,v3) = Q(vV2+ V3).
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Capitulo 3
Teoria de Galois

En este capitulo presentaremos la Teoria de Galois donde la idea principal es asociar las
extensiones de Galois con el grupo de Galois y mostrar su interaccion en los diferentes
resultados del Teorema Fundamental de la Teoria de Galois. Para poder desarrollar
este capitulo fue necesario hacer una complementacién del libro guia The fundamental
theorem of algebra [2], y los libros Grupos, corpos e teoria de Galois [7] y Advanced
Modern Algebra [8]. Ya que habia muchas demostraciones que se omitian fue necesario

recurrir a otras herramientas para que el capitulo quedara autocontenido.

3.1. Grupos de Galois

Definicién 3.1.1. Una extensién de Galois de un cuerpo IF sobre K es una extension

algebraica, normal y separable.

Definicién 3.1.2. Sea K una extension de Galois de un cuerpo F. Al grupo de auto-
morfismos de K que fija F es llamado grupo de Galois de K sobre I, denotado por
Gal(K/F), es decir

Gal(K/F) = {p € Aut(K) : p(x) =z, Va € F}.

Si H es un subgrupo de Gal(K/F) denotaremos por K2 los elementos de K fijados por

los automorfismos de H.

Lema 3.1.1. Si K/F es una extension de Galois con [K : F] < oo, entonces el nimero
de automorfismos de K que fijan los elementos de F es igual a la dimension de la

extension de K sobre I, es decir:

Gal(K/F)| = [K : F|
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Demostracion. Es consecuencia del Corolario 2.3.1. ]
Lema 3.1.2. Si E es un cuerpo intermedio de la extension de Galois K C /IF, entonces
1. K es una extension de Galois sobre E y Gal(K/E) es un subgrupo de Gal(K/F).

2. Si H es un subgrupo de Gal(K/F), entonces E = K¥ es un cuerpo intermedio de
K/F y Gal(K/E) = H.

Demostracion. 1. Probaremos que K es una extensién de Galois sobre E, es decir,

K es una extension algebraica, normal y separable sobre [E.

v Veamos que K/E es algebraica.
Si @ € Ky como K/F es algebraica, entonces existe p(X) € F[X] tal que
p(a) =0, como F C E entonces p(X) € E[X], asi « es algebraico sobre E.

v' Veamos que K/E es separable.
Ya que K/F es una extension separable entonces para todo o € K no nulo,
« es separable sobre F. Si p,(X) es irreducible en F[X] y ¢,(X) el polinomio
minimal de o en E[X], asi ¢o(X)|pa(X), es decir, po(X) = ¢o(X)R(X) con
h(X) € E[X]. Si ¢,(X) tuviese una raiz multiple, entonces p,(X) también, lo

cual es absurdo pues p,(X) es separable. Concluimos que ¢,(X) es separable.

v" Veamos que K es normal sobre E.
La extensién K/E es normal si K es cuerpo de raices de una familia
¢ C E[X]\E. Como K/F es normal existe .# C F[X]\F para la cual K es
el cuerpo de raices, y como F C E, entonces . C E[X]|\E, asi, K es normal
sobre E.

v Veamos que Gal(K/E) es un subgrupo de Gal(K/F).
Si ¢, ¢ € Gal(K/E), entonces p¢p~' € Gal(K/E). Como ¢ (o) = a para
todo a € E, asf ¢! € Gal(K/E). Si a € F, entonces p¢~(a) = ¢(a) = a,
concluimos que Gal(K/E) es subgrupo de Gal(K/F)

2. Procederemos a hacer la demostracién en tres partes
a) F C K,
b) K es un cuerpo,
c¢) Gal(K/KH) = H.

a) Dado que H =< Gal(K/F), todo elemento de F es fijado por cada automor-
fismo o € H, luego F C K¥.
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b) Probemos que K es cuerpo.
Si ki, ke € KP y 0 € H, tenemos que

U(kl + k‘g) = U(l{?l) + O'(kg) = 1{31 + ]{?2.

Por lo tanto k; + ko € KH.

Del mismo modo, si ky # 0. obtenemos

O'(klkgl) = O'(k?l)O'(kgl> = klkgl.

O(k’lk’g) = 0([(31)0’(/{52) = kle
Entonces k; kzﬂ € K por lo tanto K es un campo intermedio de K/F.
c¢) Por la forma como definimos K tenemos que Gal(K/K#) = H.

]

Ejemplo 3.1.1. El grupo Gal(C/R) tiene dos elementos, el automorfismo identidad y

el automorfismo de conjugacion compleja.

Ejemplo 3.1.2. Como Q(ﬁ) es una extension algebraica, normal y separable sobre Q,
entonces Q(v/2)/Q es una extension de Galois y todo automorfismo o € Gal(Q(v/2)/Q)
va a permutar las raices del polinomio irreducible X? — 2. Es decir, como sabemos que
|Gal(Q(v/2)/Q| = 2, entonces Gal(Q(v/2)/Q) = {1,0}, donde o es el automorfismo
que lleva a V2 en —V/2.

Ejemplo 3.1.3. El cuerpo Q(v/2,1) es el cuerpo de descomposicion de la familia F =
{X?% -2, X241} y por tanto, es normal sobre Q. Como Q es un cuerpo de caracteristi-
ca cero, Q(v/2,4) es una una extension separable de Q. Ademds, como Q(v/2) C R,
entonces el polinomio x* + 1 es irreducible sobre Q(v/2). Asi [Q(v/2,1) : Q] = 4.

Los cuatro automorfismos son:

V2 V2 i i
o1 | V2 V2 i —i
o | V2 V2 —i i
o3 | —V2 V2 i —i
or | —V2 V2 =i i

Se identifican los elementos de la primera fila de la tabla anterior con 1,2,3,4 respec-

tivamente, entonces si &4 es el grupo de grupo simétrico de 4 elementos, tenemos una
inclusion Gal(Q(v/2,1)/Q) — &, dada por
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or=1, 09 = (34), 03 = (12), 04 = (12)(34)

y, si Hy = ((12)), Hy = ((34)), Hy = ((12)(34)), el reticulo de subgrupos con la relacion
C es:

{1}

T

H, H, H;

~_ |

Gal(Q(v2,1)/Q)
Teorema 3.1.1. Si Hy, Hy son subgrupos de Gal(K/F) y K2 K2 los cuerpos inter-

medios de la extension K/F. Entonces
H, C H) < KM C K2,

Demostracién. = Sea x € KH1 por lo tanto, para todo o € H; tenemos que o(z) = .
Para todo v € H,, v también pertenece a H;, entonces y(x) = z y asf € K2,
<= Si v pertenece a Hs, 7 fija los elementos de K2. Por hipétesis tenemos que K1 C

K2 por tanto, v fija los elementos de K™, asf v € H;. O]
Corolario 3.1.1. H, = H, <= K = K2,

Teorema 3.1.2. 57 K es un cuerpo y G un grupo finito de automorfismos de K con
|G| = n, entonces K es una extension de Galois finita de F = K% y el grupo de Galois
es G.

Demostracion. Suponga que F = K% o € K no nulo. Si g; = idx, ..., g, pertencen a G
y S =A{g1,., 9}, con r <n el conjunto maximal de elementos tal que ¢;(«), ..., g ()
todos son distintos. Si g € G, entonces {gg1(«), ..., gg-(«)} es una permutacién del
conjunto {gi(«), ..., g-(c) }, dado que g es automorfismo de Ky S es maximal.

Sea
.

f(X) = E(X — gi(@)).
Tenemos que « es raiz de f(X), pues uno de los g; es la identidad, ademas f(X) estd

fijado por todo g € G pues si



Por lo tanto, los coeficientes siguen en F = K% dado que g;(a) son distintos. Asi f(X)
es separable.

Ya que a € K es una raiz de un polinomio de grado menor o igual a n, con coeficientes
en F, entonces K es una extension separable de F. Ademéds, dado que f(X) se divide
en factores lineales, K es una extension normal. Concluimos que K es una extensién de
Galois sobre F.

Dado que K es separable sobre [, entonces es una extension simple, existe v € K tal
que K = (), note que se puede construir como f(X) un polinomio de grado < n que
tenga a v como raiz. Asi [K : F|] < n. Pero como G C Gal(K/F) pues G es el grupo de

automorfismos de K que fijan a F. Con esto tenemos que

[K:F] = |Gal(K/F)| > |G| = n.
Concluimos que [K : K¢ = n y G debe ser el grupo de Galois de K/K¢. O
Definicién 3.1.3. Sea f(X) un polinomio irreducible de F[X]\F tal que K es el cuerpo

de raices de f(X) entonces K es una extension de Galois sobre F y el correspondiente

grupo de Galois es llamado el grupo de Galois del polinomio f(X).

Nota: Supondremos que [ tiene caracteristica cero, entonces todas las extensiones al-

gebraicas de I son separables por el Teorema 2.3.1.

Ahora examinaremos estos grupos de Galois con mas detalle. Si K es cualquier
extension algebraica de F y si o € K con P,(X) es el polinomio minimal de «. Cualquier
otra raiz & de P,(X), es llamado conjugado de a. Ahora, supongamos que K es una
extension de Galois sobre Fy 0 € Gal(K/F). Dado que o fija los elementos de F también
fija a P,(X) € F[X], y por lo tanto o(«) debe ser otra raiz de P,(X). Asi, cualquier
o € Gal(K/F) envia los elementos en los conjugados.

Si f(X) € F[X] un polinomio irreducible, con raices oy, ...,a, € Ky 0 € Gal(K/F),

o fija a f(X) y envia el conjunto de raices en si mismo. Tenemos que:

v Cualquier 0 € Gal(K/F) permuta las raices del polinomio irreducible.

v’ Los conjugados de las raices del polinomio irreducible son también raices.

3.2. Teorema Fundamental De La Teoria De Galois

Teorema 3.2.1. Si K una extension de Galois de F con G = Gal(K/F) el grupo de
Galos.

Entonces
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1. La funcion T definida a continuacion es una biyeccion entre los subgrupos de G y

los cuerpos que contienen a IF, es decir,

7:Sub(G) — {L:FCLCK}
H — K"

Con inversa
d:{L:FCLCK} — Sub(G)
B — Gal(K/B)
2. Si H es un subgrupo de G yE = K", entonces 5(E) = H.
3. K es una extension Galois sobre E, y Gal(K/E) = 6(E).
4. |G| = [K/F].

5. E es una extension de Galois sobre F, si y solo si, 6(E) < G, en este caso

Gal(E/F) = 3G

6. El reticulo de subcuerpos de K que contienen a F es el reticulo inverso de los
subgrupos de Gal(K/F).

Demostracion. 1. Veamos que la funciéon 7 es una biyeccién.

v Inyectividad.
Si Kt = K2 por el Colorario 3.1.1. tenemos que H; = Ho.

v Sobreyectividad.

Considere la composicion
706 :{L:FCLCK}-2 Sub(G) - {L:FCLCK}

Donde § es la funcién tal que §(E) = Gal(K/E), luego 74(E) = K&(&/E),

Por el Teorema 3.1.2. tenemos que
KEAEE) — (L cK:o(k)=k con o€ Gal(K/E)} =E.

Luego 79 es la identidad, por lo tanto 7 es sobreyectiva.

Nota: A la funcion ¢ la llamaremos la funcién correspondecia de Galois del

grupo G.
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2. Como E = K¥ | entonces §(K¥) = Gal(K/K?) = H.
3. (E) = Gal(K/E) C G por la parte 1. del Lema 3.1.2. y como
76(E) = KGa/B) — | — KH
Por el corolario 3.1.1. 6(E) = Gal(K/E) = H.
4. Por el Lema 3.1.1.

5. (=) Sea F C E C K, un cuerpo intermedio. Supongamos que E/F es una
extensién normal, entonces E/F es una extensiéon de Galois. Sea Gal(E/F) un
grupo de Galois. Es claro que una restriccion de ¢ € Gal(K/F) a E forma un

homomorfismo de
res : Gal(K/F) — Gal(E/F)
o —res(o) =0lg

Como E = K# para cierto subgrupo de H de G, tenemos que H = Ker(res), esto

implica que

G
J(E)

Como 6(E) = ker(res) entonces es subgrupo normal de G.

Gal(E/F) =

(<=) Supongamos que H es un subgrupo de G, en principio cualquiera, y E = K.
Sioc e G ysearT e H entonces para u € E,

oro N (o(u)) = o1(u) = o(u),

es decir, cHo™! C Gal(K/o(E)).
Reciprocamente, si v € Gal(K/o(E)), entonces

o lyo(u) = o lo(u) = u,
es decir, 0 'Gal(K/o(E))o C H, entonces,
Gal(K/o(E)) = 0Gal(K/E)o~*.
Para cualquier ¢ € G. Como H <1 G, entonces tenemos la siguiente igualdad,
H, = Gal(K/o(E)) = Gal(K/E) = H

para todo o € G y por el Colorario 3.1.1. E = o(E), es decir que E/F es una

extension normal.
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. Veamos el reticulo de subcuerpos de K que contienen a [F es el reticulo inverso de

los subgrupos de Gal(K/F). Para ello primero veamos que:

v En el conjunto &Pk (el conjunto de los de subcuerpos de K que contienen a

F) tenemos que

K; VK =K K,
Ki AKe =K; NK,

Donde K;K; es el menor subcuerpo de K/F que contiene a K; y K.

l
Nota: K|K, = {m |z =>ab; con a,€Ky;b €Ky y € N} es lla-
i=1
mado compositium de K; y K.
v’ Sea ¢ el conjunto de los de subgrupos de G tenemos que

H1 \/H2 - <H1,HQ>
H{NHy = HyN Hy

Donde (Hy, Hs) es el subgrupo generado por Hy y Hs.
Ahora probaremos que

i. H, N H, corresponde a la compositium K71 K%z,
Sea 0 € Hy N H,, entonces o fija K7 y K#2 es decir, o fija a los elementos

de la compositium K71 K2, Sea x € KF1K#2 entonces

l

Tr = Z(Izbz

=1
donde a; € KH1 b; € KH2 y | € N, as{ tenemos:

l

o(x) = O'(Z a;b;)

i=1
= J(a1b1 + (lng + -+ (llbl)
= o(a1by) + o(agbs) + -+ - + a(a;by).

Como a;b; € KH1KH2 entonces o(ab;) = o(a;)o(b;) = azb;, por lo tanto,

o(x) =z.

ii. Ly Ny corresponde al subgrupo (Gal(K/L;), Gal(K/L,)).
Sea LL; y Ly cuerpos intermedios, tal que L; = K7t y L, = K2, Six € LML,

38



, entonces z es fijado por Hy y por Hs, donde x es fijado por (Hy, Hs). Si

y € K que es fijado por (Hy, Hy), entonces, en particular y es fijado por Hy

y por Hs, por tanto y € IL; N Lo.

Concluimos que 6 : {L : F C L € K} — Sub(G) es un anti-isomorfimo de

reticulos.

En el préoximo diagrama se ilustra algunas de las caracteristicas expuestas an-

teriormente.

1N K,

N
F

N
e

{1}
\H
/

1, Ho)

G
]

Ejemplo 3.2.1. Consideremos la extension de Galois K/F, donde K es el cuerpo de

descomposicion del polinomio irreducible z*—2 sobre F = Q. Es claro que K = @(\4/5, 7).

Como Q(v/2) C R, el polinomio x>+1 es irreducible sobre Q(v/2) asi
Por lo tanto, los automorfismos son:

(v/2,i) : Q| = 8.

V2

2

ivV2  —iv2

01
)
g3
04
05
O6
o7

08

V2
V2
—v/2
—V2
iv?2
iv?2
—i\4/§
—iw

V2
V2
V2
V2
—i{l/ﬁ
_Z'\‘l/i
iv2
iv2

V2 —iv?2
—iv/2  iv2
—iv/2  iv2
iv2  —iv/2
IR
V2 =2
V2 V2
—V2 V2
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Si identificamos los elementos de la primera fila de la tabla con 1,2,3 y 4, respectiva-

mente, tenemos la identificacion Gal(Q(v/2,1)/Q) con su imagen en &,

Gal(Q(v2,4)/Q) = {1, (34), (12)(34), (12), (1324), (13)(24), (1423), (14)(23)}

Si suponemos que a = (1324) y b = (12), entonces es facil ver que ab # ba y que
Gal(Q(v/2,4)/Q) = {e,a,a® a* b,ab, a®b, a’b}

es el grupo diedral Dsg.
Los subgrupos no triviales de Gal(Q(v/2,1)/Q) son:

Hy = {a®) = {da® e}, Hy = (b) = {b,e}, H3 = (ab) = {ab,e}, Hy = (a®b) = {a? e},
H5 = <a3b> = {CLS,&}, H6 = <CL> = {a7a’27a376}1 H7 = {6,(12,(), 0,26};
Hg = {e,a?, ab, a®b}

Como observamos H; es de orden 2 para j = 1,...,5 y los demds tienen orden 4, y Hg
es ciclico. Vamos a encontrar los respectivos cuerpos fijos.

Como a* = o5 en nuestra tabla anterior, vemos que \4/5\4/5 = \/5 Yy 2\4/5{4/5 = 1V2 se
quedan fino por a® y K; = Q(iv/2,v/2) = Q(i,/2) entonces el grado sobre Q es 4, de
modo que Ky es el cuepo fijo de Hy.

Como b= (12) = o4, el cuerpo fijo de Hy es Ky = Q(iv/2).

El elemento que fija ab = (14)(23) = 05 es u = v/2 — iv/2 y como

ut = =8, [Q(v/2,1) : Q(v2—iv/2) de donde el cuerpo que fija Hy es Kz = Q(+/2—iv/2)
El elemennto que fija a®b = (34) = 04, de modo que el cuerpo que fija Hy es

Ky =Q(V2).

El elemento Hs = a’b = (13)(24) = 0¢ fija a K5 = Q(v/2 +iv/2).

El elemento a = (1324) = o5 fija i, de modo que Kg = Q(7).

Falta los dos subgrupos que no son ciclicos: H; = {e,a® b,a?b} y Hs = {e,a?, ab,a®b}.
Como H; = H{H, el cuerpo Ky fijo por H7 es Ky N Ky = @(\/5), y del mismo modo,
como Hy = H Hs, el cuerpo que fija serd Kg = Ky N Kz = Q(iv/?2).

Ademas, podemos representar los reticulos de subgrupos y subcuerpos correspondientes:
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Gal(Q(~V/2,14) /Q
Q(v/2,4)
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Capitulo 4

El Teorema Fundamental del
Algebra

En esta secciéon mostraremos la prueba del Teorema Fundamental del Algebra tomando
del libro guia [2] y haremos una explicacién completa con los resultados de los capitulos

anteriores y algunos que expondremos a continuacion.

Teorema 4.0.1. Teorema del Valor Intermedio
Si f es una funcidn continua en un intervalo [a,b] entonces para cada u tal que

fla) <u < f(b), existe al menos un ¢ dentro de (a,b) tal que f(c) = u.
Lema 4.0.1. Todo polinomio de coeficientes reales de grado impar tiene una raiz real.

Demostracion. Suponga que P(X) € R[X]| un polinomio de grado impar n y suponga
que a, >0

(la prueba es idéntica si a,, < 0) entonces:

P(X)=a, X"+ ap 1 X" 1+ + a1 X + ap.

1.) Hallaremos el limite de P(X) cuando X tiende a infinito.

lim P(X) = lim (@, X" 4+ a, 1 X" '+ -+ a1 X + ap)
X—o00 X—o00
= lm a, X"+ lim a, 1 X" '+ + lm a1 X + a
X —o00 X—00 X —o00
—= QO’

donde a,, > 0.
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2.) Ahora el limite de P(X) cuando X tiende a menos infinito.

Im P(X)= lm (@, X"+ ap 1 X" '+ +a; X +ap)

X——0 X——0
= lim @, X"+ lm ap, 1 X" '+--+ lim a; X +ag
X——c0 X——oc0 X——0
= —OO’
donde a,, > 0.

Como el limx_,, P(X) = oo existe x1 € R tal que, P(z1) > 0, de igual manera, como
limx_, o, P(X) = —o0, por lo tanto, existe x € R tal que, P(xq) < 0.
por el Teorema 4.0.1. existe x5 en (xq, ;) tal que P(x3) = 0,y asi P(X) no es irredubible
en R[X].

[

Lema 4.0.2. Todo polimomio complejo de grado 2 tiene una raiz en C.

Demostracion. Si P(X) = aX? +bX + ¢ € C[X], entonces las férmulas para hallar las

ralces son:

X, = —b+vb%2—4ac.
1= 2a

)
X, — —b—v/b%2—4ac
2= 2a :

Por lo tanto, X, X5 € C ya que vb? — 4ac € C. H
Ahora ya podemos demostrar el objetivo principal de este trabajo.

Teorema 4.0.2. FEl cuerpo de los nimeros complejos C es un cuerpo algebraicamente
cerrado, esto quiere decir, que cualquier polinomio complejo no constante tiene una raiz

en C.

Demostracion. Si f(z) € Clz| es un polinomio irreducible, por el Teorema 2.2.1. po-
demos construir el cuerpo de raices K para f(z) sobre C. Esta serd una extension de
Galois de C ya que C tiene caracteristica cero y por el Teorema 2.3.1 K es una exten-
sion separable de C. Dado que C es una extension finita de R, entonces K también es
extensién de Galois de R. El Teorema Fundamental del Algebra afirma que K debe ser
C.

La prueba se realizara por casos

1. Si K es una extensién de grado 2 de C. Por el Teorema del elemento primitivo,
Ja € K tal que
K = C(«)
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entonces 0P, (z) = 2. Por el Lema 4.0.2. todo polinomio cuadratico en C[z] siem-

pre tiene raices en C. Por lo tanto C no tiene extensiones de grado 2.

. Sea K cualquier extensién finita de R con [K : R] = 2"¢ con (2,q) = 1. Si m =0,
entonces K es una extension de grado impar sobre R.
Por el Teorema 2.3.1 tenemos que K es separable sobre R, y asi es una extensién

simple, por el Teorema 2.3.4,
Ja e K tal que K=R(a),

donde el polinomio minimal P,(z) € R[X] tiene grado impar. Sin embargo, por
el Lemma 4.0.1., todo polinomio de coeficientes reales de grado impar siempre
tiene una raiz real, y por lo tanto P,(z) es irreducible solo si su grado es uno.

Concluimos que « € Ry K = R.

. Supongamos que [K : R] = 2™q con (2,q9) =1, y que m > 0.

Entonces |Gal(K/R)| = |G| = 2™q por el Teorema 2.3.3. Por el Teorema 1.2.1 G
tiene un 2-subgrupo de Sylow G’ de orden 2™ e indice ¢q. Esto corresponde a que

existe un cuerpo intermedio E = K& tal que
K:E|=2" y [E:R]=g,

en consecuencia, es una extension finita de grado impar de R, entonces, ¢ =1y
E =R.
Asi [K:R] =2"y |G| =2™.

Ahora [K : C] = 2™ ! y suponga que G; = Gal(K/C), este es un 2-grupo de
Sylow. Si no fuera el grupo trivial, por el Teorema 1.2.1, existird un 2-subgrupo
G’ de orden 2™~2 e indice 2. Por la parte 6 del Teorema Fundamental de la Teoria
de Galois, este corresponde a un cuerpo intermedio E = K de grado 2 sobre C.
Sin embargo, desde el argumento ya visto, C no tiene una extensién de grado 2

sobre C, por tanto Gy es trivial, es decir, |G;| = 1, asi [K : C|] = 1. Concluimos
que K =C.
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4.1. Consecuencias del Teorema Fundamental del
Algebra

Teniendo en cuenta el Teorema Fundamental del Algebra podemos exponer las si-

guientes consecuencias las cuales fueron tomadas de [5].

1. Los polinomios irreducibles en R[X] son los de grado 2 con discriminante negativo.
Demostracion. Para encontrar las raices de un polinomio de la forma
aX? +bX +c € R[X]

podemos obtenerlas de la siguiente manera

—b+ Vb2 — dac

a = 2a
—b —/b? — 4dac
Qg = .
2a

Entonces si b? — 4ac < 0, oy, ap # R.

Reciprocamente, si f(X) tiene grado impar > 1 tiene por lo menos una raiz y por
lo tanto es reducible. Como vimos en el Lema 4.0.1.

Si f(X) es de grado 2, es reducible si y solo si b* — 4ac < 0. Si f(X) tiene grado
par > 4, o bien tiene alguna raiz real y en tal caso es reducible, o bien todas
sus raices son complejas no reales, pues como [K : R] = [C : R] = 2 siendo K el
cuerpo de raices del polinomio f(X), asi sus raices vienen de a pares conjugados,
es decir, si z es una de esas raices, el polinomio real (X — 2)(X — z) divide a f(X)
en R[X] y f(X) resulta reducible tambien. O

2. La factorizacién en irreducibles de un polinomio f(X) € R[X] es siempre de la

forma

f(X) — C(X _ al)kl e (X — ar)kr(X2 -+ le + Cl)jl te (X2 + bsX +Cs)j57

con r 6 s eventualmente nulos, con k;,5; > 1l talque 1 < < r, 1 <[ < s,

b —de <0y Y ki+ > 51=0f(X).

1=1 =1

También podemos observar que el polinomio se puede reescribir asi:
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FX) = e(X —a)f - (X — @) (X — 2)1(X — 5)0 -+ (X — 2, (X — £,).

—b+vb%—4c y Z = —b—vb2—4c
2 o 2 )

Con z; = Z;

Ejemplo 4.1.1.
fX) =X"+4X° +17X* + 70X + 208

f(X) =(X?+6X + 13)(X* — 2X + 16)
F(X) =(X — (=34 20)(X — (=3 —20))(X — (i +4))(X — (1 — 44))

Teorema 4.1.1. Si f(x) es un polinomio de grado n > 1 con coeficientes compe-

jos, entonces existen n numeros complejos zy, za, - - - , 2, tales que

f(X) = a(X = 2)(X = 29) -+ (X = z3)

. Para este ejemplo nos basamos en [4].
Sea V' un espacio vectorial complejo de dimensién n, sea T': V' — V una trans-

formacién lineal, B base y A = [T']p la matriz asociada a la transformacién lineal.

Definicién 4.1.1. X\ € C es autovalor de A si existe v € V tal que T(v) = \v.
Si A la matriz asociada a la transformacion lineal de n x n, entonces p(\) =

det(A — \I) se denominia el polinomio caracteristico.

Para
aix Q12 - Qip
A Q21 Q22 - A2p
Qp1  An2 Apn
entonces,
api; — A a12 T Ain
21 agg — A -+ A2p,
p(A) = det(A—\I) =
An1 An2 st Qpp — A
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por lo tanto,
PA) = (=1)" A" + by g A" by A+ byl (4.1)

Teorema 4.1.2. X\ es autovalor de A si y solo si p(\) = det(A — ) = 0.

PA) = (=) A" 4+ bp A" -+ bid + bg] = 0. (4.2)

Por el Teorema Fundamental del Algebra (4.2) podemos escribir a p(\) como

producto de factores lineales.
(=1)"p(A) = (A= A)(A = Ag) - - (A = Ap)

Con )\1,)\2,"' ,)\nGC.

Concluimos que los autovalores para una matriz asociada a una trasformacion

lineal de un espacio vectorial en C pertenecen a C.

3 =5
1 -1

3
Ejemplo 4.1.2. Si A= (1 1) entonces el det(A — \I) =

det(A — M) =(3 — \)(=1 — \) — (=5)
det(A — M) =A% —2)\ +2 = 0,

ast,

_—bx Vb? — 4dac

A
2a
NRESE
B
W2tV
2
24+ 23
A =
2
A =141

Los valores caracteristicos de A son Ay =1+1i y Ao =1—1.
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Capitulo 5

Aplicacion de la Teoria de Galois de

dimension infinita

En este capitulo expondremos una aplicacion de la Teoria de Galois en dimensién infi-
nita. Para ello nos guiaremos por [6] donde encontraremos los términos como sistemas

inversos de grupos, limites inversos y propiedades de ellos.

Sistemas Inversos de Grupos.

Definicién 5.0.1. Sea I un conjunto parcialmente ordenado, un sistema inverso de
grupos es un par {G, gp{}jzi donde {G;Yier es una familia de grupos y ¢ : G, — G,

es una familia de homorfismos en {G;}ier , tal que:

1. Si k> 7 >1, entonces
Gk —>Gj

¥i
G
: deci J .k _  k
es conmutalivo, es decir, @;p; = ;.
Definicién 5.0.2. Sea {G}, ¢! }j>i un sistema inverso de grupos. Un limite inverso de

dicho sistema es un grupo @Gi, que junto con los homomorfismos «; : @Gi — Gj,
i i
cumple las siguientes propiedades:

48



(i) plaj = oy, sij>i.

(11) Si existe un grupo H, junto con los homomorfimos p; : H — G}, tal que para

todo i1 € 1 gpggoj = y;, entonces existe un unico homomorfismo © : H — MGi
i

que para todo 1 € I, ;0 = ;.

Si {H,{pi}ic1} es un limite inverso, entonces escribimos

H= MGZ
Proposicién 5.0.1. Si {Gy, ¢l }jsi es un sistema inverso de un grupo {G;}icr, entonces
éiLnGi siempre existe y es unico bajo isomorfismos.
Demostracidn. Sea HIGi = {(9i)icr : g;: € G;} y considere
ic
G ={(9:)ier : i = ¢lg;, para j>i}.
Mostremos que G = MG’

Sig el consideremols a; : G 3 (g5)jer — gi € Gy, por definicién de limite inverso
tenemos que gog a; = oy. Sea H un grupoy f; : H — G, homomorfismos tal que cpg fi=
fi, para todo i € I. Defina © : H 3 h +— (gj(h))jer € G. Veamos que (g;(h))jer € G.
Sea j > i, entonces ¢!(g;(h)) = gi(h), luego (gi(h))icr € G, finalmente o;O(h) =

ai(gi(h))ier = gi(h) = fi(h).
O

Ejemplo 5.0.1. So {G,, ¢l }insn un sistema inverso, donde m > n si G, € Gy, ¥y

o Gy, — Gy, es la inclusion. Entonces

o~

[mC

m

{(gm)neN Y 0n = szl(gm)am > n}

{(gm)nen : Gm = gn,m > n}
= {(g)neN ‘g€ U Gn}7

neN
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y imGy = U,en G, concluimos que

m

LimGr, = | G-
neN

m

Ejemplo 5.0.2.

Sea p cualquier primo y consideremos el anillo 7./p"Z para cadan > 1. Luego sin < m

tenemos la proyeccion natural

[ Z)pml — 7 p 7
a+(p") —a+(p")
Veamos que f" esta bien definida.

Sia+ (p™)=b+ (p™) <= a—b+ (p") =0, <= a—b=p™d con d € Z. Aplicando

fiMa—0b)=a—b+ (p") =pmd + (p"), como m > n, entonces m =n+r asi

Por lo tanto, a+ (p") = b+ (p").

Ahora probemos que {{Z/p"Z}nen, fi'} es un sistema inverso de grupos.

i. Como
fZ/p"7 — 7] p" 7
a+ (p") — a+(p")
Concluimos que f' = 1d.
ii. Siqg>m >n.
fat fn(a+ (%) = [ (a+ (p™)
=a+(p")
= fala+ (p7)).

Entonces, {{Z/p"Z}nen, fI'} es un sistema inverso de grupos.
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Por lo visto en la Proposicion 5.1.1. denotemos el MZ/])”Z =G.
Con G ={(ap)nen : ap, = fi'ay, }-
Asi tenemos que
a,: G— Z/p"Z
(apr)ren — Gpn
donde ayn = a+ (p").
Ahora veamos que f'au, = .

[l am((apr )ren) =1 (apm)

= fy'(a+ (™))

= O‘n((apr)reN)-

FEste limite inverso lo denotaremos por Z,. Es decir

Z, = imZ/p"Z

n

Llamado el grupo de los enteros p— adicos. En particular Z, es un grupo aditivo el cual

es limite inverso de grupos finitos.

Proposicién 5.0.2. Si K/F es una extension de Galois, G = Gal(K/F), y N la co-
leccion de subgrupos mormales de indice finito en G (N estd ordenado por inclusion
revertida, es decir, N < M, si y solo si, M C N, para todos N,M € N'), entonces
ezisten proyecciones naturales pNi : G/M — G/N y {N,pX'} es un sistema inverso

de grupos.

Demostracion. Por la parte 5 del Teorema Fundamental de la Teoria de Galois , tenemos
que G/N = Gal(KN /F) y del mismo modo G/M = Gal(KM /F), como M C N por la
parte 6 del Teorema Fundamental de la Teorfa de Galois tenemos que KV c K. Por

lo tanto,

pN : Gal(KM /F) — Gal(KY /F)

oy — res(o) = olgy = on.

Ahora veamos que {A,p¥'} es un sistema inverso de grupos.

o1



i. Es claro que p¥ = Id.
ii. Si@Q D M D N, entonces

PP () =pN (o|xn)

= olgn
= oy
=P (00)-
Es decir, pMp%, = p%.
Concluimos que {N,p¥} es un sistema inverso de grupos. [l

Proposicién 5.0.3. Sean K,F,G y N, como en la Proposicion 5.1.2.

Para N € N considere las proyecciones py : G — G/N, las cuales corresponden

a las restriccion de los elementos de Gal(K/F) en Gal(KY /F).Entonces tenemos que

M C N, py = pX o pyr, con ellos obtendremos una proyeccion de G al limite inverso

de todos los G/IN yp: G >0 — (on)Nen € @G/N es un isomorfismo de grupos.
NeN

Demostracion. Primero probaremos que p es inyectiva. Si 0 € G, tenemos que p(o) es

la identidad en el limite inverso, si y solo si, p(c)y es la identidad en G/N para cada

N e N. Ya que

LimG/N = {(on)n eEN oy =pNon, M C N}
NeN
={(on)N €N 10y =opmlgn, M C N}

Por lo tanto, tenemos que

Ker(p) = m N.

NeN
Sea 0 € Ker(p). Si P,(X) € F[X] es el polinomio minimal de o € K sobre [ entonces
podemos encontrar la extenséon de Galois finita IE?/ F, donde F C F C K.

Ahora consideremos la funcién
resg : G — Gal(F/F)

la cual es la restriccion de un elemento en G al actuar en F.

Ya que resz es un homomorfismos de grupos con kernel igual a Gal(K/F) como vimos

en la parte 5. del Teorema Fundamental de la Teorfa de Galois. Ahora como Gal(K/F)
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es un subgrupo normal de G el cual tiene indice finito porque I~F/ F es una extension
finita. Pero dado que o € Ker(p), entonces o € Gal(K/F) y en particular, o(a) = a.

Como « es arbitrario, tenemos que o = Id y asi p es inyectiva.

Para probar que p es sobreyectiva, sea (on)yen un elemento arbitrario del limite in-
verso de G/N. Si a € K, entonces podemos encontrar una extensién finita F de F que
contiene a a, y N = Gal(K,F) es un subgrupo normal de indice finito en G, y cada

elemento de G/N que puede verse como un elemento de Gal(F/F).

Ahora defina o(a) = oy(a). La afirmacién es que esto define un elemento de G. Si E
es cualquier otra extensién finita de Galois de F que contiene a «, entonces L. = EF
también lo es, la cual contiene a E y I, siendo Gal(K/E) = M, Gal(K/L) = H, tenemos
que H C M, N.
Por la construccion de limite inverso, tenemos que pg(aH) = ox vy piilon) = ou,
mientras que las funciones proyeccién no cambian la accién sobre «, ya que equivalen
a las restricciones de los elemenos del grupo de Galois. Asi, o esta bien definida ya que
son automorfismos de K. Dado que la proyeccién py es una restriccion de los elementos
del grupo de Galois, entonces tenemos que oy = py (o) para cada N € N, concluimos
que p(o) = (on)ven

m

En conclusién de esta proposicién podemos inferir que si K/F es una extensién de
Galois de dimension infinita, su grupo de Galois asociado es el limite inverso de grupos

de Galois de dimensién finita.
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