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RESUMEN

TITULO: APRENDIZAJE DE LA SEMEJANZA DE TRIANGULOS
AUTOR: MONICA ALEYDA ADARME BARAJAS
PALABRAS CLAVES: semejanza de triangulos segin modelo de Van Hiele

La propuesta presenta una experiencia en el aula cuyos objetivos son el disefio e implementacion
de actividades mediadas por la estructura del modelo de Van Hiele, para la ensefianza del
concepto de semejanza en tridngulos y el analisis de las formas de razonamiento de los

estudiantes a través del desarrollo de las actividades.

Una de las tematicas abordadas es la nocion intuitiva del concepto a partir de las caracteristicas
fisicas de los triangulos semejantes. Los estudiantes con las primeras actividades, muestran
dificultad en la comprensién de los términos “se parecen” y “la misma forma”, por la poca
comprension en la diferencia entre estos. Otra dificultad que surge de los razonamientos de los
estudiantes es determinar si son o no de la misma forma las figuras con distinta posicion. De ahi
que la fase de explicitacion es una de las partes importantes del modelo, con mayor necesidad en
el proceso ensefianza aprendizaje, porque se logra confrontar ideas entre estudiantes y entre
profesor y estudiantes, permitiendo clarificar las dificultades que surgen en el proceso, por ejemplo
en relacion con la nocion intuitiva de triangulos semejantes, queda claro que “conservan la forma”,

pero no necesariamente el tamafio, ni tampoco la posicion.

En conclusién podemos afirmar que nuestro estudio cumple con los objetivos propuestos porque a
través del disefio e implementacién de actividades, con la metodologia de aprendizaje guiado, se
logra que los estudiantes aprendan el concepto de semejanza en forma secuencial y detallada
desde la nocién intuitiva, pasando por las propiedades y relaciones matematicas tales como: factor
de semejanza, construcciones geométricas de triangulos semejantes, razones de perimetros,
alturas y areas entre las figuras semejantes y por ultimo el uso de criterios para demostrar la

semejanza.

*Proyecto de grado
**Facultad de Ciencias Escuela de Mateméticas Director Jorge Fiallo Leal
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SUMMARY

TITLE: TRIANGLES SIMILARITY LEARNING
AUTHOR: MONICA ALEYDA ADARME BARAJAS

KEY WORDS: similarity of triangles by means of Van Hiele’s model

This proposal introduces a classroom experience which objectives are to design and implement
mediated activities by means of Van Hiele’s model, in order to teach the concept of similarity of

triangles and the analysis of ways of student’s reasoning through the development of activities.

One of the issues under discussion is the intuitive notion of the concept from the physical
characteristics of similar triangles. Students show in their first activities comprehension difficulties
about terms like “they look alike” and “they are the same shape”, because of the poor
comprehension in the difference of both of them. Another difficulty that appears at student’s
reasoning is defining if the shapes with a different position are similar to each other or not. Based
on that fact, the explanation stage is one of the most important parts of the model, with a greater
need in the teaching and learning process because it is possible to manage to get students confront
ideas between themselves and their teacher; letting, in this manner, make clear the difficulties that
appear in the process. For instance, dealing with the intuitive notion of similar triangles, it is clear

that they “keep the shape” but not necessarily their size or position.

In conclusion, we can state that our study fulfills the objectives proposed, because through the
design and implementation of activities with the methodology of guided learning, we can manage to
get students learn the concept of similarity in a sequenced and detailed way from the intuitive
notion, including properties and mathematical relationships such as: similarity factor, geometric
constructions of similar triangles, reasons of perimeters, heights and areas between similar shapes,

and finally, the use of criteria to demonstrate similarity.

Graduate Project

Science Faculty School of Mathematics Director Jorge Fiallo Leal
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INTRODUCCION

Este trabajo lo iniciamos dada la necesidad que tenemos los educadores, de
compartir experiencias que favorezcan el proceso ensefianza aprendizaje en el
aula. Compartimos el principio de ensefianza propuesto por la NCTM 2000
(National Council of Teachers of Mathematics) que afirma: “Una ensenanza eficaz
requiere conocer lo que los alumnos saben y lo que necesitan aprender, y luego
estimularlos y ayudarlos para que lo aprendan bien”, en este sentido, es bueno
realizar como primer paso, un diagnostico que vislumbre lo que saben los
estudiantes, sobre el tema de estudio que se desea iniciar, para enfocarlo en lo
que deseamos que aprendan, motivarlos e incluso persuadirlos a que lo
interioricen, retando a los estudiantes con actividades que generen curiosidad,

expectacion y buen trabajo.

Moreno y Uribe (2002), afirman que “la ensefianza de la geometria se aborda en
forma tradicional, mediante la presentacion de una serie de definiciones y férmulas
proporcionadas por el profesor, ilustrada con algunos ejemplos, que los
estudiantes se limitan a transcribir para luego memorizarlo y asi poder resolver las
pruebas de conocimiento o evaluaciones”. En consecuencia, tenemos en nuestras
manos, el aportar un granito de arena que permita, enriquecer la practica
pedagogica a la que hemos sido llamados. El interés del estudio sobre el
aprendizaje del concepto de semejanza radica, en las diversas dificultades que a
través de la experiencia como profesores de matematicas de secundaria, hemos
evidenciado en los estudiantes al resolver problemas donde se involucra dicho
concepto. Gualdron (2011) presenta un estudio detallado de la semejanza de
figuras planas, en donde coincide con otros investigadores en que “los estudiantes
tienen bajos niveles de comprensidon de conceptos relacionados con la

semejanza’. El considera como causas fundamentales de ello el modo en que se
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realiza la ensefianza de este tema, limitada cominmente a la nocion intuitiva y la

presentacion de condiciones matematicas basicas.

Por otra parte, al revisar algunos textos escolares de las editoriales mas conocidas
en nuestro pais, se verifica que no tienen en cuenta las caracteristicas particulares
de una Educacion Matematica de calidad, propuesta por la NCTM (2000), en
donde se establece que el aprendizaje de la geometria debe apuntar a que el
estudiante describa relaciones y razone sobre los objetos de estudio, mas que
aprenda definiciones. Ademas proponen que el tema de proporcionalidad, debe
ocupar un buen lugar en el curriculo escolar, en el cual se encuentra inmerso, la

semejanza.

Hace algunos afos, en los programas de mateméaticas elaborados por los
profesores y en los libros de textos, se planeaba de Ultimo la geometria,
incurriendo en la falencia de que al estar al final, por la limitante del tiempo, se
trabajaba de manera muy abstracta y con excesivo formulismo. Esta forma de
trabajo no interesaba en nada a los estudiantes, que veian a la geometria una
rama de las matematicas tortuosa y dificil. Freudenthal (1987; citado en Pozo,

1993), considera que:

“El aprendizaje de las matematicas es un continuo avance en el proceso de
esquematizaciéon del estudiante, y este proceso se ve mejorado cuando el
mismo estudiante es el que ha de encontrar su propio procedimiento que

lleve a la solucion”

Por tanto, es necesario ofrecer una ensefianza que enfatice la interrelacion de las
ideas matematicas, lo que permite a los estudiantes no solo aprender matematicas
sino también ser conscientes de la utilidad de las matematicas en su entorno. El
éxito se basa en la habilidad para pensar y actuar creativamente ante situaciones

propuestas. El estudio que pretendemos iniciar nos motiva a indagar y buscar
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respuestas a la pregunta: ¢Qué razonamientos de los niveles 1 y 2 de Van Hiele,
evidencian los estudiantes de octavo grado del Centro Educativo Colegio Marta,

respecto al aprendizaje de la semejanza de triangulos?

En relacién con nuestro estudio, para resolver la pregunta anterior, proponemos la
tarea de identificar las maneras que tienen los estudiantes de adquirir
conocimientos en el tema de semejanza de triangulos; para ello planteamos el

siguiente objetivo general:

@ Analizar la evolucién del razonamiento en los niveles 1y 2 segun el modelo
de Van Hiele, en el aprendizaje de la semejanza de triangulos de los

estudiantes de octavo grado del Centro Educativo Colegio Marta.

El anterior objetivo se descompone en los siguientes dos objetivos especificos:

@ Diseilar e implementar actividades mediados por la estructura del modelo

de Van Hiele, para la ensefianza del concepto de semejanza en triangulos.

® Analizar las formas de razonamiento de los estudiantes en el aprendizaje
de la semejanza de tridngulos a través del desarrollo de las actividades.

Consideramos que los resultados y conclusiones que arroje este estudio, pueden
ayudarnos a construir explicaciones sobre las maneras como razonan los
estudiantes durante la solucion de tareas de semejanza en tridngulos.

Este informe se inicia con una revision de los antecedentes sobre aspectos
importantes al tema en estudio (capitulo 1). La revisién incluye: tesis doctorales
sobre implementacion de unidades didacticas (principalmente en el tema de

semejanza), las propuestas curriculares que el Ministerio de Educacion Nacional

15



dispone para la ensefianza de la semejanza, caracteristicas generales y uso del
modelo de Van Hiele en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la geometria.

Continuamos el informe con el desarrollo del marco teérico (capitulo 2), que
contiene la fundamentacion matematica y algunas particularidades en el manejo
del concepto de semejanza en triangulos. La caracterizacion de cada nivel de
razonamiento del modelo de Van Hiele y sus descriptores como orientadores en el

proceso.

Seguido, se encuentra la metodologia del estudio (capitulo 3), en la que aparece
la descripcién de instrumentos, el procedimiento para el andlisis de los datos y una
breve descripcion de la poblacion. En la experimentacion (capitulo 4) se especifica
el disefio de actividades, ajustadas desde el marco tedrico y el modelo de Van

Hiele.

Posteriormente, se llega al andlisis de la experimentacién (capitulo 5), se analizan
las respuestas de los estudiantes al enfrentarse a tareas de semejanza de
triangulos, con el fin, de poder determinar su avance en su nivel de razonamiento.
Al finalizar se hace una sintesis de la evolucion general de los niveles, alcanzado
por los estudiantes gestores del estudio.

Por ultimo se dan las conclusiones generales y las limitaciones e implicaciones del
estudio (capitulo 6), se hace una reflexién alrededor de los objetivos propuestos y
los resultados obtenidos en el estudio. Finaliza este informe con el anexo 1 que
contiene las actividades desarrolladas por bloques segun las fases de aprendizaje

del modelo de Van Hiele.
Este estudio es el resultado de aproximadamente un afio de trabajo, iniciando con

la busqueda del director, seguido de la aprobacion del proyecto de la

Especializacién y finalizando con la elaboracion del informe.
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ANTECEDENTES

El principal objetivo de este capitulo es, sintetizar las diversas publicaciones de
diferentes investigaciones realizadas hasta ahora sobre el tema de semejanza y la
aplicacion del modelo de Van Hiele en la ensefianza y aprendizaje de la
geometria. El resultado del andlisis de dichas investigaciones nos permitira
conocer los antecedentes de la problematica alrededor del objeto en estudio y asi

poder delimitar nuestro trabajo.

Presentaremos resultados y conclusiones sobre investigaciones que influyen
directamente en nuestro estudio. El capitulo esta dividido en tres secciones, a
saber, la semejanza en el proceso ensefianza y el aprendizaje, la semejanza en el
curriculo escolar colombiano y el modelo de razonamiento de Van Hiele en el

disefio curricular.

1.1. LA SEMEJANZA EN EL PROCESO ENSENANZA Y APRENDIZAJE

1.1.1. La proporcionalidad y semejanza

Al relacionar dos triangulos semejantes, se mantienen propiedades métricas como
la amplitud de angulos homdlogos y la proporcionalidad entre las longitudes de
lados correspondientes. Por tanto, al estudiar la semejanza de triAngulos esta
implicito el concepto de proporcionalidad entre longitudes. Esto nos indica hacer
una revision de investigaciones que han detectado dificultades alrededor de las

tematicas.
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Las siguientes son investigaciones que han tratado de identificar la naturaleza de
la dificultad con el concepto de semejanza; por ejemplo Chazan (1988; citado en
Gualdron, 2011), sefiala aspectos que inciden en el aprendizaje de la semejanza
como: las nociones de semejanza, y el razonamiento proporcional que son errores

comunes que manifiestan los estudiantes.

En cuanto a las nociones de semejanza, Chazan (1988) propone, que el uso
cotidiano de la palabra “semejante” entendido como “parecido” podria inducir error
en los estudiantes al trabajar este término en el contexto mateméatico. Por ejemplo,
algunos estudiantes pueden pensar que todos los rectangulos son semejantes
porque son parecidos en su forma y todos tienen cuatro angulos rectos. El
concepto que implica la semejanza de dos figuras es el de dos figuras “de la
misma forma”, aunque pueden ser de distinto tamafio; es necesario, tener claro
que esta igualdad de forma implica la igualdad de angulos homologos junto con la
proporcionalidad de lados homdlogos. Algunos investigadores sugieren que una
manera de enfrentar esta situacion con los estudiantes es plantear tareas donde
deban asociar figuras semejantes o “de la misma forma” y “parecidas” como forma
especial de clasificacion de figuras. Teniendo en cuenta esta sugerencia en el
disefio de actividades se planteara a los estudiantes que clasifiquen triangulos “de
la misma forma” y “parecidos” para aclarar la nocién intuitiva de semejanza de

triangulos.

La semejanza de triangulos incluye la idea de proporcionalidad aritmética
ampliada a situaciones geométricas. En cuanto al razonamiento proporcional, uno
de los errores que los estudiantes cometen por el afan de solucionar tareas de
proporcionalidad, es la llamada “estrategia aditiva” (o error aditivo), que consiste
en calcular la diferencia entre las cantidades dadas y emplearla en el calculo de la
cantidad desconocida. Por ejemplo al determinar el largo de un rectangulo A cuyo
ancho mide 5 cm y es semejante a otro rectangulo B de ancho 2 cmy largo 3 cm.

La estrategia aditiva incorrecta seria: “como la diferencia entre los anchos de los
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rectdngulos es 5 cm — 2 cm = 3 cm, entonces el rectangulo A tiene por largo 3 cm
+ 3 cm = 6 cm, siendo 7,5 el valor correcto proporcional”. Este error ha sido
identificado por varios investigadores entre ellos Piaget, Freudenthal, entre otros.
Fiol (1992; citado en Gualdrén, 2011) plantea que se debe ubicar al estudiante
frente a problemas practicos, estructurados para que, inevitablemente se
cuestione de este tipo de error y puedan contribuir a que el estudiante lo evite y

responda correctamente.

La proporcionalidad en el sentido geométrico se suele trabajar usando la
transformacién ampliacion (o reduccién) de figuras. En algunas de las actividades
propuestas para los estudiantes, se trabajo situaciones de semejanza de
triangulos, con ampliaciones o reducciones a un triangulo dado, indicando las
medidas de los lados correspondientes de los dos triangulos, con el fin de generar
estrategias visuales y aritméticas, para ayudar al estudiante (a evitar o superar el

error) cuestionandole sobre la estrategia aditiva.

1.1.2. Aportes al mejoramiento en la ensefianza y aprendizaje

Existen muy pocas propuestas que planteen estrategias para el mejoramiento de
la ensefianza y aprendizaje de la semejanza. Encontramos un libro que incluye
propuestas generales para la ensefianza de la semejanza, que titula
“Proporcionalidad Geométrica y Semejanza” (Grupo Beta, 1997) y por otro lado,
trabajos de investigacion, que el mismo autor ha desarrollado, tendientes a ofrecer

posibilidades de mejoramiento del concepto de semejanza (Gualdrén, 2011).

El Grupo Beta (1997) aporta orientaciones y sugerencias metodologicas para
profesores, en el tema de proporcionalidad geométrica y semejanza. La propuesta
estd constituida por los siguientes aspectos: Un marco legislativo (caso de

Espaifia), la semejanza en el curriculo (por ciclos), bases teoricas sobre
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proporcionalidad y semejanza (fundamentacion matematica) y una alternativa
metodoldgica (para su ensefianza y aprendizaje). La propuesta es un modelo
curricular abierto y flexible, cuenta con tareas de reflexion sobre los conceptos
expuestos y notas didacticas que pueden ser utilizadas por el profesor en la

preparacion de sus clases cuando aborde estos temas.

En cuanto al estudio de tridngulos semejantes, el grupo Beta afirma “que tienen
una dificultad afiadida con respecto a los rectdngulos semejantes, y consiste en
que mientras en estos los angulos son todos iguales, rectos, en los tridngulos
pueden ser todos diferentes”. Por tanto sugieren comenzar el estudio con
triangulos equilateros (para que el estudiante, posiblemente interprete que los
angulos en los triAngulos semejantes han de ser iguales), pasando a los
rectdngulos (para que identifiquen y comparen los angulos homdlogos aunque
aparezcan dibujados en distinta posicién) y por Uultimo trabajar con casos
generales (para que posiblemente, identifiguen todas las propiedades que
mantienen los triangulos semejantes). En nuestro estudio, seguimos las
orientaciones y sugerencias anteriores, para el disefio de actividades en la parte
inicial del modelo de Van Hiele (cuyo primer nivel de razonamiento es

exclusivamente visual).

Gualdréon (2011), realiz6é una investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje en el
concepto de semejanza de figuras planas, en donde participaron un profesor de
matematicas y 27 estudiantes de un curso de décimo grado con edades
comprendidas entre 14-16 afios, abordé la ensefianza de la semejanza junto con
los conceptos de homotecia, el teorema de Thales (que ya reconocian los
estudiantes) y aplicaciones. Los resultados del estudio sugirieron que la conexion
entre los temas de semejanza, homotecia y el teorema de Thales fue altamente
positiva, dado que las formas de razonamiento de los estudiantes aumentaron e

incluyeron mas argumentos de tipo matematico en sus respuestas, permitiendo asi
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ampliar el listado inicial de caracterizaciones para los cuatro niveles de

razonamiento.

En conclusion, se evidencia que existen relativamente muy pocas propuestas que
estén relacionadas con la ensefianza y el aprendizaje del concepto de semejanza,
por tanto, esto nos motiva a realizar el trabajo que nos hemos trazado sobre el

estudio de la semejanza de triangulos.

1.2 LA SEMEJANZA EN EL CURRICULO ESCOLAR

1.2.1 El curriculo a nivel nacional

En Colombia, después de dos reformas curriculares propuestas por el MEN, en los
afios 70 y 80 respectivamente y de acuerdo al plan decenal, aparecio la propuesta
de los Lineamientos Curriculares (M.E.N., 1998) para el area de mateméatica
(derivada de la Ley 115 de 1994). El objetivo de los Lineamientos consistié en
orientar a las instituciones educativas en la construccion de su propio curriculo
escolar e incluir el enfoque de resolucion de problemas para la ensefianza de la
matematica. Los Lineamientos Curriculares permitieron la consolidacién de
proyectos educativos institucionales (PEIl), los cuales debian tener en cuenta las
necesidades e intereses de la comunidad educativa y la cultura; sin embargo, esta
propuesta generaba una desigualdad, en el sentido de que si cada institucion
disefiaba y ejecutaba con autonomia su propio curriculo, todos los estudiantes del

pais no tendrian la posibilidad de recibir el mismo nivel de educacion.

Como una forma de solucionar en parte esta situacion, el MEN, presento en el afio
2002, una serie de documentos -Estandares Basicos de Competencia-, que
contiene criterios claros sobre lo que deben saber los estudiantes. Los Estandares

Basicos de matematicas se formularon por grupos de grados de: primero a
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tercero, cuarto y quinto, sexto y séptimo, octavo y noveno, y décimo y undécimo,
ademas estan organizados en cinco pensamientos: pensamiento numeérico y
sistemas numeéricos; pensamiento espacial y sistemas geométricos; pensamiento
meétrico y sistemas de medidas; pensamiento aleatorio y sistemas de datos; y
pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos. Para el caso de
preescolar (que es obligatorio) se dan orientaciones generales.

El tema de semejanza aparece en el documento de Estandares para los grados

octavo y noveno, con los siguientes objetivos:

e Hacer conjeturas y verificar propiedades de congruencia y semejanza entre figuras

bidimensionales y entre sélidos.

e Resolver vy justificar problemas con criterios de congruencia y semejanza entre

tridngulos en la resolucion y formulacion de problemas (MEN, 2003).

En la actualidad, se ha intensificado el estudio de la geometria por la incidencia
que tienen en las Pruebas Saber a nivel nacional, permitiendo el desarrollo del
mismo pensamiento. Segun Los Lineamientos Curriculares se debe procurar que
todo nuevo concepto sea aprendido de forma activa y creativa por el estudiante,
para que €l elabore su propio conocimiento. Se debe vivenciar los elementos
geomeétricos desde lo cercano, con trabajos manuales de recortar, pegar, modelar

y a través de la utilizacion de instrumentos de medida sobre objetos reales.

1.2.2 Los textos escolares

Al analizar algunos textos escolares de editoriales reconocidas a nivel nacional, se
puede verificar que en la seccion de geometria y en particular de la semejanza, se

sigue el modelo tradicional, que consiste en presentacion de definiciones,

ejemplos, criterios 0 teoremas Yy ejercicios, se nota una disminucion de la
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simbologia y demostracion de los criterios. Esto justifica en parte la pobre

comprension que los estudiantes tienen del tema en estudio.

Comparando algunos textos del 2007, 2009 y 2010, de diferentes editoriales,
vemos que no es notorio el cambio en el desarrollo del tema de semejanza de
triangulos, abarcando 4, 6 y 10 paginas respectivamente. En el texto del 2007 para
el grado 8°, inician con el tema de congruencia, definen figuras congruentes y
triangulos congruentes, muestran los pasos para construir con compas un
triangulo congruente a uno dado, se enuncian los criterios o teoremas de
congruencia con ejemplos, y luego se pide el desarrollo de ejercicios sobre el
tema. En el mismo texto para grado 9° se trabaja el teorema de Thales, se enuncia
el Teorema Fundamental de la Semejanza vy los criterios con ejemplos y luego

proponen un gran numero de ejercicios para decidir la semejanza de triangulos.

En el texto del 2009, para el grado 8°, se define el concepto de semejanza y se
enuncian los criterios para luego, solucionar ejercicios donde falta un valor (ya sea
angulo o lado correspondiente). Para el grado 9° proponen el teorema de Thales
en una seccién aparte, la semejanza de triangulos junto con los criterios, y por

altimo una serie de ejercicios.

En el texto del 2010 para el grado 8° plantean la congruencia, criterios de
congruencia y proponen el uso de los criterios para realizar algunas
demostraciones de triAngulos congruentes, ademas dedican unas dos paginas con
un ejemplo concreto sobre el uso tecnoldgico del Software Cabri para construcciéon
de triAngulos. Para el grado 9° desarrollan el tema de semejanza, tratan el
concepto de razon y proporcion, rectas cortadas entre paralelas, el teorema de
Thales, poligonos semejantes, triangulos semejantes y criterios de semejanza de
triangulos, aparece solo la demostracion del Teorema Fundamental de la

Semejanza de triAngulos y ejercicios propuestos.
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En sintesis, los libros de texto, plantean la semejanza como un caso particular de
la congruencia, los conceptos y teoremas basicos no estan explicitamente
conectados, minimizan los problemas de demostracion y se incrementan los de

calculo.

1.3 EL MODELO DE VAN HIELE EN EL DISENO DEL CURRICULO

En esta parte se describe el modelo de Van Hiele destacando los dos elementos
fundamentales: los niveles de razonamiento y las fases de aprendizaje. Se
pretende mostrar algunas investigaciones que han usado el modelo como marco
de referencia en sus investigaciones y lo han validado como una buena estrategia
para la ensefianza y aprendizaje de la geometria.

Los profesores holandeses de matematicas Pierre Marie y Dina Van Hiele-Geldof,
presentaron, en sus tesis doctorales, un modelo para la ensefianza y aprendizaje
de la geometria (Van Hiele, 1957) y una aplicacién del modelo en un curso de
geometria (Van Hiele-Geldof, 1957). Segun los autores del modelo, los
estudiantes guiados por actividades disefiadas de acuerdo a las fases de
aprendizaje definidas en el modelo, van alcanzando en forma ordenada los cinco

niveles de razonamiento.

Burguer y Shaughnessy (1986), realizan un estudio con estudiantes (de grados 1
hasta 12 y un estudiante de mateméticas de la universidad) mediante el uso de la
entrevista clinica. Este trabajo permitié una primera caracterizacién de los cuatro
niveles de razonamiento de Van Hiele, referente al estudio de figuras geométricas
de tridngulos y cuadrilateros. Concluyen los investigadores que “los niveles de Van
Hiele son utiles para describir los procesos de pensamiento de los estudiantes en
actividades de poligonos.” Con este tipo de investigaciones podemos cimentar las

bases de nuestro estudio sobre la semejanza de triangulos.
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Jaime (1993) realiza un estudio sobre las isometrias en el plano (traslacion,
rotacion y simetria) con estudiantes de 6° a 8°, basado en modelo de Van Hiele.
Logré especificar un listado de descriptores para las isometrias del plano, en los
tres primeros niveles de razonamiento. La autora considera que los estudiantes
mejoraron en su nivel de razonamiento al terminar su ciclo de estudio, aunque

pocos alcanzaron completamente el segundo nivel de razonamiento.

Por dltimo, Gualdron (2011), mediante la experimentacion de una unidad de
ensefianza sobre la semejanza de figuras planas, logré afinar un listado inicial de
descriptores del nivel de Van Hiele sobre la semejanza, que habia planteado en su
trabajo anterior - Gualdron (2006) - sobre semejanza de poligonos, para los dos
primeros niveles de razonamiento. En el andlisis del nivel de razonamiento que
alcanzaron los estudiantes involucrados en nuestro estudio, se tuvo en cuenta

estos descriptores que listaremos en detalle en el proximo capitulo.

1.3.1 Caracteristicas del modelo

Jaime (1993) hace una descripcion detallada de las caracteristicas generales de
los cinco niveles de razonamiento extraidas de varias publicaciones,
principalmente de Burguer y Shaughnessy (1986), Hoffer (1981) y Jaime,
Gutiérrez (1990 b). La idea de este apartado es presentar los elementos

fundamentales del modelo, en forma resumida.

El modelo de razonamiento de Van Hiele, se caracteriza por dos aspectos
importantes: los niveles de razonamiento y las fases de aprendizaje, que
corresponden respectivamente a lo descriptivo e instructivo del modelo. Los
niveles de razonamiento son una secuencia ordenada de cinco niveles, que
permiten categorizar las formas de razonamiento geométrico que los estudiantes

van alcanzando, pudiéndose valorar el progreso de éstos, a través del
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reconocimiento, el analisis, la clasificacion, la deduccion formal y la demostracion

de rigor.

Las fases de aprendizaje son directrices para los profesores, con el fin de
favorecer el avance de los estudiantes de un nivel de razonamiento a otro
inmediatamente superior. Las cinco fases a través de la informacion, la orientacion
dirigida, la explicitacion, la orientacion libre y la integracién, dan pautas para el
disefio de actividades o problemas particulares, que permiten fomentar el

desarrollo de razonamientos matematicos de los estudiantes.

Jaime (1993), sugiere que la fase de informacién puede ser obviada, a partir del
segundo nivel de razonamiento en algunos casos, por ejemplo cuando el profesor
tiene un conocimiento continuo de los estudiantes, es decir, si en los ultimos afos
el profesor ha avanzado grado a grado con sus alumnos, tendra claro los
conocimientos previos y el nivel de razonamiento de cada uno de ellos. Otro caso,
es cuando en un mismo curso se mantiene la continuidad de la tematica y se

produce el paso de los estudiantes de un nivel de razonamiento al siguiente.

La situacion de nuestro trabajo, ilustra el segundo caso expuesto anteriormente,
por tanto, solo desarrollaremos actividades para la fase de informacion del primer
nivel de razonamiento. Ademas, con relacion a la tercera fase (explicitacion),
Jaime (1993) sugiere que “no debe interpretarse como fijada temporalmente
después de la segunda y antes de la cuarta, sino mas bien como una actitud
permanente de dialogo y discusion en todas las actividades que lo permitan de las
diferentes fases de aprendizaje”. Por tal motivo no elaboraremos para nuestro
estudio, actividades especificas para esta fase, ya que estamos de acuerdo con
Jaime, en mantener un didlogo permanente de discusion después de las

actividades propuestas para las diferentes fases.
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Los niveles de razonamiento y las fases de aprendizajes se exponen en detalle, de
manera particular referente a la semejanza de triAngulos, en el capitulo 2, teniendo
en cuenta los aportes de los investigadores, que hemos analizado en este

apartado, especialmente Gualdron (2011).
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MARCO TEORICO

El principal objetivo de este capitulo es enunciar los referentes tedricos que hemos
tenido en cuenta para estructurar el desarrollo de este estudio. EI marco tedrico
pertinente en relaciébn con los objetivos propuestos, est4 constituido por tres
apartados: la fundamentacion matematica sobre el concepto de semejanza de
triangulos, la semejanza como objeto de estudio y el modelo de Van Hiele como
orientador en la ensefianza de la semejanza de triangulos.

Presentaremos, al final de este capitulo, la relacién entre los objetivos y los

referentes tedricos que lo sustentan.

2.1. FUNDAMENTACION MATEMATICA SOBRE EL CONCEPTO DE
SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Segun el Grupo Beta (1997), es importante el estudio del triangulo, porque
cualquier poligono se puede descomponer en un conjunto de triangulos, de
manera que el estudio de la semejanza de triAngulos sirven para determinar

posteriormente la semejanza de poligonos.

Dos triangulos son semejantes si tienen sus angulos correspondientes iguales y
sus lados correspondientes proporcionales. Para verificar la semejanza, no es
necesario comprobar que los tres angulos homélogos sean iguales y sus tres
lados homologos proporcionales. Existen tres criterios que permiten asegurar la

semejanza de triangulos:
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Primer criterio: si dos triangulos tienen dos &ngulos iguales son semejantes.

Segundo criterio: dos tridngulos son semejantes si tienen sus tres lados
homadlogos proporcionales.

Tercer criterio: dos triangulos son semejantes si tienen un éngulo igual y

proporcionales los lados que lo forman. Grupo Beta (1997).

2.2. LA SEMEJANZA COMO OBJETO DE ESTUDIO

En la ensefianza del concepto de semejanza de triAngulos, es necesario tener en
cuenta una serie de aspectos, que van desde el uso del lenguaje comun (el
término semejante como “parecido”), pasando por la idea intuitiva matematica
(figuras de “la misma forma”) hasta el uso formal del concepto de semejanza de
triangulos, que relaciona la forma geométrica con sus medidas, propiedades, etc.
A continuacibn mencionamos algunas particularidades sobre las formas de
representacion y la clase de tarea, que implica el manejo del concepto de la

semejanza de triangulos.

2.2.1 Las formas de representaciéon de la semejanza de triangulos

Duval (1996, citado en Gualdrén 2011 p. 65-68) considera tres tipos de
representacion: el lenguaje simbdlico, el lenguaje natural y el lenguaje figurativo.

Estos se articulan en las actividades a desarrollar con los estudiantes.

Lenguaje simbolico: Hace referencia a las actividades donde los estudiantes
deben interpretar las expresiones numéricas o literales que aparecen en lenguaje
natural o figurativo. Generalmente cuando se presentan situaciones en lenguaje

simbdlico o natural es necesario apoyarse del lenguaje figurativo para comprender
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e identificar los elementos numéricos o literales de los enunciados. En nuestro
estudio usamos expresiones simbdlicas generalmente para representar

segmentos.

Por ejemplo, para nombrar el segmento P decimos el ¢
segmento de longitud AB, triAngulo ABC, razén o

cociente entre las longitudes de segmentos AC/AB. Un g B |
ejemplo es la actividad 8: Los segmentos AB y AC se c
denominan los catetos y el segmento BC la hipotenusa h
del triangulo rectangulo ABC. ¢ Cudles de los triangulos € e 2 °

rectdngulos dados tienen la misma forma, es decir son

semejantes? Justifique su eleccion después de hallar la g4

razon entre los catetos y angulos correspondientes.

Lenguaje natural: En las actividades trabajadas, el lenguaje natural hace
referencia a la descripcibn de una situacion mediante frases, oraciones o
proposiciones, sin mostrar ningun tipo de figura geométrica que lo oriente. Un
ejemplo de este tipo de representacion es la actividad 10, items (2) y (3): Las
medidas de los lados de dos triangulos son respectivamente: 4 cm, 5 cm, 7 cmy
12 cm, 15 cm, 21 cm. Si son semejantes, ¢,cudl es la razén de semejanza entre los
lados correspondientes de los tridngulos? Justifigue su respuesta. ¢ Cuales son
las condiciones necesarias para que dos triangulos sean semejantes? Justifique

Su respuesta.
Lenguaje figurativo: Corresponde a las actividades en las que el estudiante

recibe la informacion en lenguaje natural acompafado de representacién en forma

de figura, la cual es necesaria para resolver la actividad planteada.
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Un ejemplo de este tipo de representacion es la actividad 3: ¢Cuales de los
triangulos tienen la “misma forma” y cuales, simplemente, “se parecen” al triangulo

dado? Justifique sus respuestas.

Triangulo dado

AN

2.2.2 Laclase de tarea para la semejanza de triangulos

En este estudio se plantearon actividades para que el estudiante identifique a
través del proceso, el concepto de semejanza en triangulos y las caracteristicas
matematicas que se cumplen. Para esto se han seleccionado las siguientes clases
de tareas como son: de construccion, de comparacion, de calculo y de
identificacion de relaciones. A continuacion se describen e ilustran cada una de

ellas con ejemplos.

Tarea de identificacion de relaciones: Son actividades

que permiten la identificacibn de grupos de triAngulos *

semejantes a través de las posibles relaciones que el
estudiante pueda explorar al observar, al medir los
triangulos dados. Un ejemplo es la actividad 4: ¢ Cuales de V

los siguientes triangulos tienen la misma forma? Justifique

su eleccion.
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Tarea de construccién: Son actividades en las que se pide realizar alguna
construccion geométrica de triangulos, utilizando la regla y el compas. Un ejemplo
es la actividad 10, item (1): Las medidas de los lados de dos triangulos son
respectivamente: 4 cm, 5 cm, 7 cmy 12 cm, 15 cm, 21 cm. Construya con regla y

compas los triangulos, ¢ son semejantes los dos triangulos?

Tarea de demostracion: Son actividades en que los estudiantes deben
abordarlas usando justificaciones matematicas convincentes para determinar el
valor de verdad de una proposicion o afirmacion. Un ejemplo claro es la actividad
12: Demuestre a través de la construccion y el uso de criterios las siguientes
preguntas: ¢Dos triangulos que tienen sus lados correspondientes proporcionales
son semejantes? Si lo son, ¢podrian ser semejantes los triangulos que tienen solo

dos pares de lados proporcionales? Justifique sus respuestas.

Tarea de calculo: Son actividades en las que el estudiante debe calcular el
perimetro o area de triangulos semejantes para establecer alguna relacion entre
sus medidas. Un ejemplo es la actividad 11, items (1) y (4): Si los lados de un
triangulo son 9 cm, 6 cm y 4 cm, calcular cuanto miden los lados de otro
triangulo, si la razén entre los lados correspondientes de los dos triangulos es 2/3.
Hallar el area de los triangulos y calcular la razon entre ellas, encuentra alguna

relacion.

2.3. EL MODELO DE VAN HIELE COMO ORIENTADOR EN LA ENSENANZA
DE LA SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Los dos aspectos que contiene el modelo de Van Hiele, hacen parte de nuestro
marco tedrico, que al relacionarse orientan el trabajo propuesto, los aspectos son:

el descriptivo (hace referencia a los niveles de razonamiento que van adquiriendo
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los estudiantes) y el instructivo (hace referencia a las fases de aprendizaje, las
cuales son pautas de organizacién en las actividades que el profesor debe

disefiar).

Los niveles de razonamiento han sufrido cambios significativos desde su
publicacién. El mismo Van Hiele a través de las ideas y de las experiencias de
otros investigadores aumentd el numero de los niveles de razonamiento (que
inicialmente eran tres, los niveles 2, 3 y 4 segun el modelo actual), incluyo el nivel
de reconocimiento (primer nivel) que es comun entre los estudiantes y no descart6
la existencia de un nivel superior al cuarto (quinto nivel). Varias publicaciones
trabajan diferente la numeracion de los niveles, unas lo hacen de 0 a 4 y otras de
1 a 5. Por comodidad seguiremos la propuesta de numerarlos de 1 a 5. En nuestro
estudio nos interesa analizar los dos primeros niveles de razonamiento, pero
haremos una breve descripcion general, de cada uno de los cinco niveles y sus

fases de aprendizaje.

Nivel 1: Reconocimiento

El aspecto fundamental de este nivel es que los estudiantes razonan basados
Unicamente en la observacion de los objetos geométricos, describiéndolos en
forma global, es decir, reconocen elementos fisicos y usan propiedades
imprecisas para identificar, comparar, ordenar y clasificar los objetos de estudio,

sin considerar explicitamente las caracteristicas que lo componen.

Nivel 2: Andlisis

La caracteristica principal en este nivel de razonamiento es que los estudiantes
razonan sobre los objetos geométricos a través de la experimentacion, establecen
propiedades matematicas necesarias para el concepto en estudio, pero no las
relacionan. Las demostraciones se llevan a cabo mediante la comprobacion de

algunos ejemplos.
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Nivel 3: Clasificacién

En este nivel la idea fundamental es que los estudiantes razonan sobre el orden
l6gico de las propiedades de los conceptos. Ademas, comprenden lo que es la
definicion matematica de un concepto y distinguen las propiedades suficientes y
necesarias que lo determinan. Pueden comprender demostraciones realizadas por

el profesor y adaptarlas a otra situacién analoga.

Nivel 4: Deduccion formal

La esencia de este nivel es que los estudiantes razonan formalmente
comprendiendo la estructura axiomatica de las mateméticas (términos indefinidos,
axiomas, definiciones, teoremas, etc.). Es decir, por ejemplo, pueden reformular
enunciados de problemas o teoremas con un lenguaje mas preciso. Ademas,
aceptan la posibilidad de obtener el mismo resultado desde distintos

razonamientos o mediante diferentes formas de demostracion.

Nivel 5: Rigor
En este nivel, los estudiantes razonan en sistemas axiomaticos distintos de la
geometria euclidiana, pueden comparar sistemas axiomaticos diferentes y decidir

sobre su equivalencia.

Las fases de aprendizaje, son directrices que permiten al profesor una
organizacion de las actividades con el fin de apoyar a los estudiantes en el
desarrollo y avance de su nivel de razonamiento. Las fases estan ligadas a cada
nivel de razonamiento, es decir, en cada nivel el profesor propone actividades
desde la primera fase hasta la quinta; al terminar esta uUltima fase el estudiante
debe haber alcanzado el siguiente nivel de razonamiento. A continuacion se hace

una breve descripcion de cada una de las cinco fases de aprendizaje:

Fase 1: Informacioén
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En esta fase el profesor dialoga con los estudiantes y les informa la temética que
van a iniciar, los objetivos y las actividades que planea resolver. Ademas, el
profesor debe identificar los conocimientos previos que tienen los estudiantes

sobre el nuevo tema.

Fase 2: Orientacion dirigida

En esta fase el profesor presenta gradualmente a los estudiantes actividades
cortas (que ha seleccionado con cautela, para generar respuestas especificas)
con el fin de que exploren el nuevo tema de estudio, descubran y aprendan las

diversas relaciones o componentes basicos que deben interiorizar.

Fase 3: Explicitacion

Es en esta fase el profesor, realiza una revision del trabajo desarrollado,
propiciando un ambiente de discusion entre él y los estudiantes y entre los mismos
estudiantes, donde se den los comentarios sobre la formas de solucion a las
actividades propuestas anteriormente, resaltando elementos y métodos utilizados.
Permitiendo el manejo adecuado del lenguaje técnico, las caracteristicas,

propiedades y relaciones que corresponde al tema objeto de estudio.

Fase 4: Orientacion libre

En esta fase el profesor propone otras actividades diferentes a las que ya ha
resuelto los estudiantes (con varias vias de solucién), que permitan consolidar el
aprendizaje realizado en las fases anteriores. La ayuda del profesor se debe
limitar al maximo, de tal forma que los estudiantes sean quienes encuentren por si

mismos la solucién.

Fase 5: Integracion
En esta fase los estudiantes, con ayuda del profesor, hacen una recopilacién de
todo lo aprendido, con el objeto de integrar el conocimiento adquirido, los métodos

y las formas de razonamiento que tenian inicialmente. Es una fase en la cual, las
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actividades propuestas no deben implicar nuevos conocimientos, sino la

organizacion de los ya adquiridos.

2.3.1 Descripcion de los niveles de razonamiento de Van Hiele para la

semejanza de triangulos

En nuestro estudio, para el disefio de actividades y para el analisis sobre las
formas de razonamiento de los estudiantes en la ensefianza de la semejanza de
triangulos, nos basamos en la caracterizacion que propuso Gualdrén (2011), para
la semejanza de figuras planas. Asociamos cada descriptor (del primer, segundo e
inicios del tercer nivel de Van Hiele), al concepto de la semejanza de triangulos, no
incluimos descriptores que relacionen el estudio formal de triangulos a escala, en
posicion de Thales, ni en disposicion homotética, aunque en aplicaciones del

concepto se relacionan.

Nivel 1 Reconocimiento

Los estudiantes en este nivel perciben la semejanza de triangulos en forma global,
por lo que se considera que este nivel se caracteriza por:

1.1. Reconocen triangulos semejantes basandose en la apariencia de ellos, es
decir, utilizan UGnicamente estrategias de tipo visual. Pueden presentarse
casos en gue no reconozcan la semejanza entre dos triAngulos porque
alguno esté girado.

1.2. Ven los triangulos como un todo y describen las diferencias y similitudes
entre ellos, usan términos como “mas grande”, “mas pequefio”, “estirado”’,
“ampliado”. Por ejemplo, cuando un estudiante esté decidiendo sobre la
semejanza de dos triAngulos, podria decir “este triangulo no es tan
alargado como éste”. También pueden incluir atributos irrelevantes en las

descripciones que hacen.
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1.3. Empiezan a percibir algunas caracteristicas matematicas de la semejanza
de triangulos, pero aun lo hacen de manera aislada. Por ejemplo, algunos
pueden tomar medidas de los &ngulos y darse cuenta que en los triangulos
semejantes estos son iguales, solo que no lo ven como una condicién
necesaria para la semejanza.

1.4. Pueden identificar, utilizando argumentos de tipo visual, la semejanza entre
figuras cuando pertenecen a una configuracion de Thales. (Gualdron,
2011, p. 209).

Nivel 2 Andlisis

Los estudiantes, en este nivel, se dan cuenta de que no es suficiente observar los
triangulos y decidir la semejanza por su apariencia, sino que hay condiciones
matematicas entre sus elementos y propiedades que deben cumplir. Por lo

anterior, los estudiantes logran:

2.1. Construir o dibujar tridngulos semejantes a un triangulo dado teniendo en
cuenta explicitamente aspectos matematicos tales como la medida de los
angulos o las longitudes de los lados.

2.2. Determinar aspectos matematicos especificos de los tridngulos
semejantes, tales como la proporcionalidad de longitudes de los
segmentos y la igualdad de las medidas de los angulos, asi que pueden
inducir las condiciones necesarias para que los triangulos sean
semejantes.

2.3. Descubrir que la posicién de los triangulos semejantes es irrelevante, es
decir, que no es necesario que los triangulos semejantes tengan la misma
posicion.

2.4. Comprender que los rectangulos coincidentes en un vértice y que
comparten una diagonal son semejantes.

2.5. Entender que la congruencia de triangulos es un caso particular de la
semejanza de triangulos

2.6. Inducir algunas propiedades relacionadas con la semejanza en triangulos

rectangulos.
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2.7. Realizar construcciones o dibujos de triangulos semejantes al darles el
factor de semejanza y ademas predecir si el tridngulo resultante sera una
ampliacion, una reduccion o un triangulo idéntico al dado.

2.8. Demostrar propiedades que tiene que ver con la semejanza de triangulos
verificando que se cumplen en algunos casos.

2.9. Utilizar la definicibn de semejanza para la solucion de situaciones
matematicas, por ejemplo determinar longitudes accesibles o inaccesibles.
(Gualdron, 2011, p. 209 - 210)

Nivel 3 Clasificacion

Los estudiantes en este nivel, establecen relaciones entre las propiedades
matematicas de la semejanza en triangulos y comprenden planteamientos
en la solucion de tareas, por tanto consideramos que los estudiantes

alcanzan a:

3.1. Determinar empiricamente y justificar de manera deductiva informal las
condiciones para la semejanza de triangulos (incluyendo los criterios AA, LLL,
LAL).

3.2. Distinguir entre condiciones suficientes y necesarias para la semejanza de
triangulos. Por ejemplo, ellos reconocen que, en los tridngulos, es suficiente que
dos angulos correspondientes sean iguales para que sean semejantes.
(Gualdrén, 2011, p. 210).

En conclusion, para el logro del objetivo general propuesto en este estudio, que
hace referencia a analizar la evolucion del razonamiento de los estudiantes de
octavo grado del Centro Educativo Colegio Marta, en el aprendizaje de la
semejanza de triangulos, para los niveles 1y 2 segun el modelo de Van Hiele, es
necesario los diferentes elementos expuestos en el marco tedrico que

relacionamos a continuacion con los objetivos especificos.
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OBJETIVO ESPECIFICO

REFERENTE TEORICO

Diseflar e implementar actividades
mediados por la estructura del modelo
de Van Hiele, para la ensefianza del

concepto de semejanza en triangulos.

- Fundamentacion matemética.

- Niveles y fases del modelo de Van
Hiele.

- Formas de representacion de la
semejanza de triangulos.

de

semejanza de triangulos.

-Tipos actividades para la

Analizar las formas de razonamiento de
los estudiantes en el aprendizaje de la
semejanza de triangulos a través del

desarrollo de las actividades.

- Niveles y fases del modelo de Van
Hiele (descripcion especificada para la
semejanza de triangulos y

propiedades).
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METODOLOGIA DEL ESTUDIO

Pensar en una metodologia adecuada, requiere inicialmente de una reflexion que
ayude a dar coherencia a los objetivos planteados y a los instrumentos que se
usan. Abordamos este capitulo presentando los elementos metodoldgicos sobre la
actividad de los estudiantes. Se enuncian los instrumentos para la recoleccion de
la informacion, asi como los procedimientos para el analisis de los datos, seguido,

una descripcion de la poblacién. Finalmente se da un esquema de resumen.

3.1. ELEMENTOS METODOLOGICOS SOBRE LA ACTIVIDAD DE LOS
ESTUDIANTES

En nuestro estudio, trabajamos con seis estudiantes de octavo grado matriculados
en el centro educativo Colegio Marta, que voluntariamente decidieron acoger esta
propuesta. Consideramos este estudio como un estudio de casos multiple,
combinado con diferentes métodos para la obtencién de la informacion cualitativa,
con la finalidad de analizar las formas de razonamiento que alcanzan los

estudiantes, en el aprendizaje de la semejanza de triangulos.

Evidenciar los razonamientos de los estudiantes, implica comprender el proceso
que llevan a cabo segun las actuaciones, afirmaciones y escritos que los
estudiantes producen al desarrollar las actividades planteadas, para el aprendizaje
de la semejanza, con el fin, de poder construir nuestra propia interpretacion del

evento. Este no es un estudio estadistico, el cual se puede generalizar a partir de
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una muestra (como en las encuestas o experimentos), las caracteristicas de toda
una poblacion, sino como especifica Gualdrén (2011): se trata de una
generalizacion analitica que se usa en el caso Unico o multiple para representar o
generalizar una teoria e incluso puede ilustrar a otros casos, que representen

condiciones tedricas similares.

Por tanto, la generalizaciéon del estudio cualitativo en el que se encuentra el
estudio de caso, no es un estudio probabilistico sino el desarrollo de una teoria

gque puede extenderse a otros casos parecidos.

3.2. LA RECOLECCION DE LA INFORMACION

En nuestro estudio, el disefio de instrumentos pretende recoger las maneras de
razonar de los estudiantes cuando se enfrentan a tareas de semejanza de
triangulos a través de la aplicacion del modelo de Van Hiele. Se han escogido dos
medios para completar la informacion obtenida de los estudiantes como son: las

producciones escritas y las grabaciones en video.

3.2.1 Las producciones escritas

El encuentro con los estudiantes se llevé a cabo en la jornada escolar, trabajando
en promedio dos periodos de clase de 50 minutos por semana, cada estudiante
desarrollaba las actividades correspondientes. Al finalizar la clase las
producciones escritas, eran recogidas y revisadas, con el objeto de ver plasmado
las formas de solucidon, si se notaba que faltaba informacion sobre el
procedimiento utilizado, se motivaba al estudiante para que completara sus
argumentos. La razon de la insistencia en la forma de escribir las estrategias de

solucion de cada actividad tenia la finalidad de poder determinar los
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razonamientos usados por los estudiantes. Para completar la informacion se

realizaron grabaciones de video.

3.2.2 Grabaciones de video

Es un instrumento vélido para captar los razonamientos verbales de los
estudiantes al momento de solucionar las tareas propuestas, lo que nos ayudo a
completar la informacion obtenida en las producciones escritas, pues los
estudiantes, después de haber razonado sobre la forma de solucionar cada
actividad, muchos de ellos no las escribian en las hojas de trabajo, por tanto las
grabaciones de video cumplian su funcién al captar el pensamiento y las actitudes

de los estudiantes.

La camara fijada capté los inicios de cada actividad y después se movilizaba para
seguir el desarrollo de las tareas asignadas a los estudiantes, los movimientos de
sus manos, los sefialamientos que hacian sobre los procesos utilizados y la
comunicacién con el profesor. Para el desarrollo de la fase de explicitacion, donde
los jovenes exponian abiertamente los razonamientos a sus compafieros y en
compafiia del docente clarifican las dudas del trabajo, la caAmara era fijada en una

esquina del salén.

3.3 PROCEDIMIENTO PARA EL ANALISIS DE DATOS

Al iniciar la experimentacién se uso un test diagndéstico (disefiado para estudiantes
de quinto primaria) con el fin de determinar el nivel de Van Hiele en los temas,
rectas paralelas y perpendiculares, angulos y triangulos. El test contenia para
cada tematica, cuatro preguntas que correspondian respectivamente a cada uno
de los cuatro niveles de razonamiento. Para determinar el nivel de razonamiento

se decidié que si el estudiante no respondia correctamente la primera pregunta
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(correspondiente al primer nivel), no se tenian en cuenta las tres preguntas

siguientes (ver anexo 2).

El procedimiento para el analisis de datos se dio durante la recogida de la
informacion a través de los dos medios anteriormente mencionados. Una vez
terminada la experimentacion se da inicio a la transcripcion de las observaciones
de clase a través de la edicion de videos y organizacion de la informacion

recolectada en las producciones escritas.

Con respecto a las producciones escritas, hemos realizado un andlisis detallado
de las respuestas, que los estudiantes ponen en manifiesto, al resolver las catorce
actividades disefiadas para lograr el aprendizaje del concepto de semejanza en
triangulos, apoyados de las grabaciones en video (en particular las transcripciones
de aspectos que nos parecieron interesantes) que se captaron durante el

desarrollo del estudio.

Para el analisis y asignacion del nivel de razonamiento de los estudiantes, se tuvo
en cuenta la lista de descriptores expuestos en el capitulo 2. Cada actividad se
pensd enfocada a uno varios descriptores, en el caso en que se presentara
dificultad para asignar un nivel general de razonamiento a un estudiante, porque
€l muestra dos niveles de razonamiento seguidos, debido al transito que esta
haciendo de un nivel inferior a otro de orden superior (observaciones que segun
los investigadores pueden aparecer), se asigna al estudiante, el nivel inferior de

los dos que presenta, como una solucion a esta posible dificultad.

3.4 DESCRIPCION DE LA POBLACION
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El trabajo se realizé de manera voluntaria con la participacién de seis estudiantes
de octavo grado. A continuaciébn presentaremos las caracteristicas mas

importantes de esta poblacion.

3.4.1 Los estudiantes
Los estudiantes que hicieron parte de este estudio son integrantes del grado
octavo del Centro Educativo colegio Marta. Estos estudiantes (14 a 17 afios)

asignaron espacios de sus horas libres para trabajar.

3.4.2 El colegio

El colegio donde se desarrollé nuestro trabajo, esta ubicado en la vereda Marta,
zona rural del municipio San Juan de Girén, a hora y media del casco urbano, en
limites con Barrancabermeja. Es un Centro Educativo que tiene aprobado los
grados desde el preescolar (o cero) hasta el octavo, aunque se atiende noveno

grado.

Es importante resaltar que desde junio del 2010 hasta julio del 2011, los
estudiantes no contaban con un profesor Licenciado en Matematicas, por
cuestiones de nombramiento y presupuesto municipal, ademas los docentes
vinculados al Centro Educativo, especializados en otras areas de conocimiento, se

encargaban de impartir “el saber matematico”.

Por tanto, la labor del Licenciado en matematicas e investigador de este proyecto
(nombrado a partir del 2011), fue organizar las teméaticas para lograr en parte
nivelar a los estudiantes. Se puede decir que para el afio 2012 la instituciéon se
encontr6 mejor organizada en lo académico, especialmente en el area de

matematicas.

En cuanto a recursos, El Centro Educativo presenta problemas de saneamiento

basico, no cuenta con el servicio eléctrico, posee ocho computadores y seis
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ventiladores que no se pueden aprovechar por este inconveniente. Dispone de

dos salones para el bachillerato los cuales son compartidos (dos grados por

salon), las altas temperatura (clima similar a Barrancabermeja) son un factor de

incidencia en el aprendizaje.

A modo de resumen, elaboramos una tabla donde se relacionan los objetivos

planteados, que pretendemos alcanzar, con los referentes tedricos y los

componentes metodologicos (ampliacion del cuadro que se presentd al final del

capitulo 2).
OBJETIVO REFERENTE TEORICO COMPONENTE
ESPECIFICO METODOLOGICO
Diseflar e implementar | -Fundamentacion -Propuestas

actividades mediados por
la estructura del modelo
de Van Hiele, para la

ensefianza del concepto

matematica.
-Niveles y fases del modelo
de Van Hiele.

-Formas de representacion

metodoldgicas para la
ensefianza de la
semejanza de figuras.
de

-Descriptores los

de semejanza en|de Ila semejanza de|niveles 1 y 2 de Van
triangulos. triangulos. Hiele.

-Tipos de actividades para

la semejanza de triangulos.
Analizar las formas de | -Niveles y fases del modelo | -Test diagndstico.
razonamiento de los |de Van Hiele (descripcion | -Experimentacion.
estudiantes en el | especificada para la | -Producciones escritas.
aprendizaje de la | semejanza de triangulos y | -Grabaciones en video.

semejanza de triangulos
a través del desarrollo de

las actividades.

propiedades).

de

niveles 1 y 2 de Van

-Descriptores los

Hiele.
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LA EXPERIMENTACION

4.1 DISENO DEL EXPERIMENTO

La parte experimental de nuestro estudio estd basado en el desarrollo de
actividades para determinar la semejanza de triangulos. Las actividades 6, 7, 12 y
14(1) son tomadas de Gualdrén (2011) y las demas actividades, se han disefiado
teniendo en cuenta las sugerencias metodoldgicas del Grupo Beta (1997) y los
aspectos tedricos como el tipo de representacion, la clase de tarea y el modelo de
Van Hiele.

4.1.1 Las actividades segun el tipo de representacion

En la tabla 4.1 aparece la relacion de cada actividad con el tipo de representacion
segun la categoria de lenguaje natural, lenguaje figurativo y lenguaje simbdlico.
Depende de la actividad, se puede presentar que clasificada en la categoria de
lenguaje natural o figurativo, también se clasifique en lenguaje simbdlico. Por
ejemplo la actividad 8 (es clasificada como lenguaje figurativo) y ademas es
clasificada en la categoria del lenguaje simbdlico, por las expresiones que
aparecen en sus enunciados. Otro caso es la actividad 11, clasificada solo en
lenguaje natural (ya que no incluye ningun tipo de figura) y ademas no contienen

elementos simbolicos.

La actividad 14 esta clasificada en las tres categorias porque se plantean

situaciones que combinan los tres tipos de representacion.
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Actividad Lenguaje natural Lenguaje figurativo | Lenguaje
simbdlico

1 X

2 X

3 X

4 X

5 X

6 X

7 X

8 X X

9 X X

10 X

11 X

12 X

13 X X

14 14(1)14(2)14(3) 14(4)14(5) 14(3)14(4)14(5)

Tabla 4.1 Clasificacion de actividades de acuerdo al tipo de representacion.

4.1.2 Las actividades segun la clase de tarea

En la tabla 4.2 que se muestra a continuacion, aparece la distribucién de las
actividades segun la clase de tarea: de interpretacion de relaciones, de calculo, de

construccién y de demostracion.

En algunos casos se presenta una doble clasificacion de la actividad, por ejemplo
en la actividad 10, lo fundamental es la tarea de construccion de triangulos, para
que el estudiante pueda visualizar, interpretar y explicar la semejanza,
posteriormente, se propone la tarea de calculo de las alturas para encontrar la

razon entre ellas y asi lograr identificar otras relaciones matematicas, que encierra
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la semejanza de triangulos. Otro ejemplo es la actividad 13 clasificada como tarea

de interpretacion de relaciones y de demostracion de la semejanza.

Actividad | Tarea de | Tarea de calculo Tarea de | Tarea de
Interpretacion construccion | demostracion
de relaciones

1 X

2 X

3 X

4 X

5 X

6 X

7 X

8 X X

9 X X

10 10(3) 10(2) 10(1) 10(4)

11 11(3) 11(1) 11(2) 11(4)

12 X X

13 X X

14 14(2) 14(2)14(3)14(4)14(5) | 14(2) 14(1)14(4)14(5)

Tabla 4.2 Clasificacion de actividades de acuerdo al tipo de tarea.

4.1.3 Las actividades segun el modelo de Van Hiele

Para el disefio de las actividades hemos tenido en cuenta el modelo de Van Hiele

para los niveles 1y 2. En el primer nivel debe quedar claro que la semejanza de

triangulos puede verse como triangulos de la misma forma mas no del mismo

tamafio. En el siguiente nivel los estudiantes deberan comprender que la

semejanza no se puede determinar Unicamente por la forma sino que hay

condiciones matematicas que deben cumplirse.
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Las primeras siete actividades estan pensadas para el primer nivel, distribuidas
asi: las actividades 1 y 2 corresponden a la fase de informacion, en donde el
profesor comenta con los estudiantes el tema de estudio que van a iniciar, las
tareas que van a resolver, los métodos, el material que se va a utilizar, el lenguaje
especifico del nivel. Es la oportunidad para conocer las ideas previas de los

estudiantes sobre el tema de estudio y su nivel de razonamiento.

Las actividades 3 y 4 planteadas para desarrollarlas en la fase de orientacion
dirigida, pretenden que los estudiantes exploren y concreten la nocion intuitiva de
la semejanza en tridngulos. Ademas se espera que sean resueltas Unicamente
con estrategias visuales (aunque no se puede descartar el caso en que aparezcan
razonamientos de nivel 2). La actividad 5 corresponde a la fase de orientacion
libre, cuya finalidad es consolidar lo aprendido en las fases anteriores. Las
actividades 6 y 7 corresponden a la fase de integracion, donde el estudiante
sintetiza y aplica a otros casos lo que han venido aprendiendo a través del

proceso y el desarrollo de fases.

Para el segundo nivel, como el campo de estudio se desarrollaba en forma
continua, la fase de informacién en este nivel no se tuvo en cuenta. El conjunto de
actividades de la 8 a la 12 se proponen para la fase de orientacién dirigida del
nivel 2, Se pretende con este grupo de actividades que el estudiante empiece a
descubrir los componentes matematicos que se deben tener en cuenta para
decidir sobre la semejanza de triangulos y aprendan las propiedades o criterios

gue permiten demostrar si hay o no semejanza en triangulos.

La actividad 13 corresponde a la fase de orientacion libre, es una actividad
diferente a las que se han aplicado anteriormente, que permite consolidar el
aprendizaje que han adquirido los estudiantes a través del proceso. Esta actividad
plantea nuevas relaciones con varias formas de soluciéon. La actividad 14

corresponde a la fase de integracion del nivel 2, el item 14(1) se plantean
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situaciones globales para que el estudiante sintetice lo que ha venido
aprendiendo, tenga una visién general de los conceptos y las relaciones que se
establecen en la semejanza. En los items 14 (2, 3, 4 y 5) se plantean diversas
situaciones que permiten obtener respuestas especificas, las cuales pretenden
integrar ain mas los conocimientos y formas de razonamiento de los estudiantes,
estas actividades no implican aprender nuevos conocimientos, sino organizar los
ya adquiridos, por tanto se puede ver como una evaluacion de la evolucion de su
nivel de razonamiento a través de los resultados del desarrollo escrito y verbal de

las mismas.

4.1.4 La metodologia en el desarrollo de las actividades

En la experimentacion fue usada la metodologia por descubrimiento guiado, dada
la forma como se disefaron las actividades, que plantean situaciones matematicas
permitiendo a los estudiantes reconocer las caracteristicas y deducir las

propiedades y definiciones del concepto en estudio.

Las actividades se planearon secuencialmente al iniciar cada clase, el profesor
repartia la actividad correspondiente en fotocopia. Los estudiantes la
desarrollaban la actividad en forma individual y el profesor solo guiaba al
estudiante en el logro de los objetivos sin dar explicaciones de cédmo solucionar la
situacién planteada, por ejemplo dialogaba con los estudiantes en el desarrollo de
la actividad, preguntaba acerca de la resolucién, si era necesario, les pedia
ampliacion en sus razonamientos escritos o verbales. Después se recogian las
hojas de trabajo, luego se desarrollaba la puesta en comun (fase de explicitacion),
donde los estudiantes exponian sus argumentos y el profesor intervenia aclarando
las dudas que surgian del debate, resumia los resultados obtenidos y los

estudiantes visualizaban la solucién méas apropiada para dicha actividad.
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Las actividades fueron planeadas para desarrollarlas en siete sesiones de clase
de 60 minutos cada una, pero realmente se usaron once sesiones de 60 minutos
debido a que los estudiantes se tomaron mas tiempo del planeado para algunas
de las actividades. En promedio se desarrollé una sesion de clase por semana, no
hubo actos de indisciplina, los estudiantes acogieron con responsabilidad el
trabajo. El experimento se desarroll6 en los meses de marzo, abril y mayo del afio

escolar 2012.

4.2 CONTENIDO MATEMATICO DE LAS ACTIVIDADES

En consecuencia con las directrices que propone el MEN vy el andlisis de algunas
propuestas curriculares como la del Grupo Beta (1997) y el trabajo de Gualdrén
(2011) que abordamos en el capitulo 1, nos ha permitido elaborar una serie de
contenidos para el aprendizaje del concepto de la semejanza de triangulos, que se
tuvo en cuenta en la elaboraciéon de las actividades y que presentamos a

continuacion:
La nocion intuitiva del concepto (Bloque de actividades 1 a la 7):

» ldentificacion de caracteristicas fisicas de los triangulos semejantes, por
ejemplo se “conserva la forma”, pero no necesariamente el tamafio, ni
tampoco la posicion.

* Reconocimiento de los lados, veértices y angulos correspondientes de dos
triangulos semejantes.

El factor de semejanza (Actividades 8, 9 10(2) y 11(2)):

+ Determinacién del factor de semejanza en triAngulos semejantes.
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» Utilizacion del factor de semejanza en la construccion de triangulos

semejantes.

Razon de perimetros y areas de triangulos semejantes (actividades 10(d) y
11(d)):

* Razobn entre perimetros.

* Razobn entre areas.

La semejanza de triangulos (actividades 12, 13y 14):

» Criterios: AA, LLLy LAL.

» Demostracion de semejanza en triangulos.
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ANALISIS DE LA EXPERIMENTACION

Es nuestro proposito como docentes unirnos a los esfuerzos de la educaciéon
matematica, aportando ideas que contribuyan al proceso de ensefianza y
aprendizaje. Esto implica conocer o identificar las diversas formas de aprendizaje
que siguen los estudiantes vinculados en un sistema escolar. En esta direccion,
con nuestro trabajo haremos un aporte para la ensefianza del concepto de
semejanza de triangulos, siguiendo los aspectos descritos en el marco tedrico
(capitulo 2), especialmente, analizando las formas de razonamiento utilizados por
los estudiantes, que identificaremos a través de los niveles de Van Hiele, en las
resolucidon de tareas propuestas sobre el estudio de dicho concepto. El presente
capitulo estd dedicado al analisis de las actividades de los estudiantes,

elaboracion de resultados y conclusiones.

Para lograr los objetivos vamos a analizar a dos de los seis estudiantes que fueron
monitoreados continuamente, durante toda la experimentacion para lograr
determinar la evolucion del razonamiento en el aprendizaje de la semejanza de
triangulos. Se analizaran las producciones escritas y, las diferentes interacciones
gue hubo entre el estudiante y el profesor, con ayuda de las grabaciones en video.
Las producciones de los demas estudiantes, se tendrdn en cuenta en algunos
situaciones relevantes que consideramos merecen ser expuestas para clarificar

aun mas la forma como se llevo a cabo la experimentacion y su analisis.
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5.1 CARACTERIZACION DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES
SEGUN EL NIVEL DE RAZONAMIENTO

En este apartado presentaremos los analisis de las diversas formas de solucion a
las tareas de semejanza de triangulos por parte de los estudiantes, como ejemplo
de evidencia que nos permitié identificar la caracteristica especifica de los niveles
de razonamiento. El andlisis se enfoco en la asignacion del nivel de razonamiento
que mostro el estudiante durante la solucién de la actividad. La asignacion se
realizé a partir de la lista de descriptores presentada en el capitulo 2, los cuales se
encuentran organizados por una codificacibn de dos numeros, el primero
representa el nivel y el segundo el descriptor, por ejemplo el cédigo 1.2 representa
el segundo descriptor del nivel 1, asi el codigo 2.3 representa el tercer descriptor

del nivel 2.

5.1.1 Respuestas de los estudiantes, como avance en su nivel de

razonamiento

Las ideas de los alumnos son un elemento primordial en cualquier estudio o nuevo
conocimiento que se desee ensefar. Por tanto la actividad inicial desarrollada por
los estudiantes fue el test diagnéstico (ver anexo 2), que el profesor aplicé para
reconocer el nivel de razonamiento sobre las concepciones basicas que tenian los
alumnos de triangulos, rectas paralelas, rectas perpendiculares y angulos. Se
evidencid en los resultados que todos los estudiantes se encontraban en el nivel

de reconocimiento (primer nivel de razonamiento de Van Hiele).

Presentaremos a continuacion, parte de las actividades para la semejanza de

triangulos, mostrando los tipos de respuesta obtenidas y analizandolas desde el
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punto de vista de los niveles de razonamiento empleados. Las actividades

completas se encuentran en el anexo 1.

Para la presentacion de los datos y su analisis correspondiente, se ha tenido en
cuenta la agrupacion de las actividades segun las fases de aprendizaje en cada
nivel de razonamiento, indicadas en el capitulo 4 en la seccién 4.1.3 y coinciden

con las sesiones de clases en la experimentacion.

Actividades 1y 2. (Primera sesién)

Las dos primeras actividades se han planeado, para el desarrollo de la fase de
informacion del primer nivel. La caracteristica comun de estas actividades, es que
aparece el dibujo de triAngulos, sobre los cuales los estudiantes deben responder
a las indicaciones planteadas. En la actividad 1, un estudiante no comprendia con
claridad los términos la “misma forma” y “se parecen”, al punto de confundirlos,
ademas en la actividad 2, se presentd la inquietud si tridngulos en diferente

posicion se podrian clasificar como de la misma forma o no.

Actividad 1 (Anexo 1)

En el andlisis de esta actividad, encontramos el caso de Jorge, que justifica:
Jorge: Los tridngulos que tienen la misma forma al triangulo dado son: las
figuras 3 y 5, tienen la misma forma y también tienen la misma inclinacién hacia
arriba. Los tridngulos que se parecen al triangulo dado son: la figura 1 (tiene
poca inclinacion), la figura 2 (tiene mucha inclinacién), la figura 3 (tiene la
misma inclinacion), la figura 4 (tiene mucha inclinacion) y la figura 5 (tiene la

misma inclinacién).

Identificamos en la primera respuesta, un razonamiento que asociamos con el

descriptor 1.1, dado que reconoce la semejanza de los triangulos basandose en
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la apariencia de ellas. Con el segundo razonamiento se evidencia que el

estudiante piensa que todos los tridngulos son parecidos.

Otro caso de mostrar es el de Franky, que justifica su eleccion determinando que:
Franky: Las figuras 3 y 5 son iguales solo que son mas pequefas que la figura
dada. Las figuras 1,2 y 4 son parecidas a la figura dada. La figura 1 es parecida
a la dada pero esta mas alargada en su zona baja, las figuras 2 y 4 son
parecidas, pero esta vez estan alargadas hacia arriba.

Se evidencia claridad en las ideas intuitivas del concepto, asignamos al
razonamiento evidenciado en esta produccién el descriptor 1.2, debido a que el
estudiante reconoce la semejanza de los triangulos visualizadndolas como un todo

y se refiere a ellas con el término “mas alargada hacia arriba o en la zona baja”.

Actividad 2 (Anexo 2)

Jorge justifico su eleccién argumentando que:
Jorge: Los triAngulos que tienen la misma forma son: el triangulo de la figura 1
tiene la misma inclinacién siendo que esta volteado hacia abajo, la figura 2 tiene
la misma forma pero esta muy inclinado, la figura 3 tiene la misma forma pero
no es tan inclinado, la figura 4 tiene la misma forma pero es muy inclinado, la
figura 5 se parece y tiene la misma inclinacion. Concluye diciendo los triangulos
qgue se parecen al tridngulo dado son: la figura 1 y 5 porgue tienen la misma

inclinacion, las figuras que tiene la misma formasonlal, 2, 3,4y 5.

Se asigna el descriptor 1.1, porque Jorge, diferencia figuras semejantes
basandose en la apariencia de ellas y no presenta dificultad en reconocer la
semejanza de la figura 1 que esta girada. Con el segundo razonamiento se
evidencia que el estudiante piensa que todos los triAngulos son de la misma

forma.
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De las actividades 1 y 2, podemos afirmar que Jorge no ha evolucionado en su
razonamiento, pues continué reconociendo la semejanza de los triangulos,
fijandose en la apariencia de ellas, ademas tiene poca claridad de las nociones
intuitivas de semejanza, al considerar que todos los triangulos son parecidos (en la
actividad 1) y luego todos los tridngulos tienen la misma forma (en la actividad 2),

por ser triangulos en ambos casos.

En la solucidn de la actividad 2, Franky justifica:
Franky: Las figuras parecidas son: la figura 2, (esta alargada en la parte
superior), la figura 3 (porque esta alargada hacia los lados) y la figura 4 (esta
boca abajo y esta alargada en la parte baja). Las figuras iguales son: la figura 1
(que esta boca abajo y tiene la misma forma) y la figura 5 es completamente
igual al triangulo dado. Concluye que las figuras 1 y 5 tienen la misma forma
porque sus angulos tienen igualdad, las figuras 2, 3 y 4 son parecidas a la dada

porque tiene angulos y lados distintos.

El estudiante con el primer razonamiento, evidencia el descriptor 1.2 al identificar
figuras semejantes basado en la apariencia de ellas. En el segundo razonamiento
analiza de manera inconsciente una caracteristica matematica de los triangulos
equilateros (igualdad en sus angulos y lados), asignamos el descriptor 1.3 porque
empieza a percibir algunas caracteristicas matematicas, pero aun lo hace de

manera aislada.

La evolucién del razonamiento de Franky, se hace evidente inicialmente
reconociendo triangulos semejantes, describiendo las diferencias y similitudes
entre ellas, hasta llegar a identificar algunas caracteristicas matematicas usando

estrategias de tipo visual.
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Fase de explicitacion, grabacion en video.

En el desarrollo de esta fase se establecié un didlogo profesor y estudiantes, con
el fin de clarificar las dudas que surgieron después de haber resuelto las
actividades. Se propuso que los estudiantes confrontaran sus ideas y las
defendieran hasta que ellos mismos comprendieran la forma més adecuada para
solucionar la actividad. El profesor inicio el didlogo que permitié la confrontacion
de las nociones intuitivas de la semejanza de triangulos como son, figuras de la

misma forma y parecidas.

Profesor: De acuerdo con las actividades desarrolladas hasta el momento,
¢qué interpretacion hicieron del término parecido y la misma forma? ¢ Cuales
triangulos consideraron ustedes de la misma forma en la actividad 1 y 2?

Explique la estrategia que uso para la solucion.

Es esta fase Franky afirma que:
Franky: Los tridngulos de la misma forma son los que conservan su forma sin
importar su tamafio,...como figuras parecidas son todas aquellas que tienen
distinta forma porque estan alargadas en la base o en la punta del triangulo con

respecto a la figura dada.

El estudiante Jorge no esta de acuerdo con Franky planteando:
Jorge: No estoy de acuerdo porque todos los triangulos tienen la misma forma.
Los parecidos son aquellos que tienen la misma inclinacion,...los de la misma
forma son los triangulos que no tienen la misma inclinacion, ...
Profesor: Jorge ¢ por qué piensa que todas las figuras tienen la misma forma?
Jorge: Porque son de la misma forma, es decir son triangulos
Profesor: Y las figuras parecidas a tu criterio ¢ como son consideradas?
Jorge: Las figuras parecidas son las que tienen la misma inclinacion

Franky: Considero que Jorge esta confundido...
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El profesor intervino diciendo:
Profesor: Hay dos conceptos en las tareas asignadas, los parecidos y de la
misma forma, ¢,son iguales para ti, Jorge?
Jorge: No
Profesor: ¢ En qué se diferencian?
Jorge: La misma forma son: si es un triangulo todos son un tridngulo y ser

parecidos es que tienen la misma inclinacion.

El profesor continla escuchando los argumentos de los otros estudiantes, que
intervienen para controvertir con lo expuesto por Jorge, se da cuenta que la

mayoria de los estudiantes, tienen argumentos similares a los de Franky.

El profesor continuo:
Profesor: Jorge, dese cuenta que usted hizo la misma clasificaciéon de
triangulos que Franky, lo unico es que los llamoé en forma contraria, es decir, a
los de la misma forma los llamé parecidos y a los parecidos los llamé de la

misma forma.

Se hace la siguiente observacion para que Jorge clarifiqgue el significado de
“triangulos de la misma forma” y “triangulos parecidos”, la misma forma significa
que son triangulos que conservan su forma (para el caso de Jorge conservan la
misma inclinacion de la figura dada), y los parecidos son los que tienen

caracteristicas similares pero no conservan su forma (o inclinacién).
Profesor: Continuemos con la actividad 2 que tiene un ingrediente diferente,

hay un tridngulo volteado. ¢Como seleccionaron a los triangulos en esta

actividad?
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Inicié Franky, explicando el razonamiento de su produccién escrita, luego afirmé
Alirio:

Alirio: Profe, cuando dicen que la figura 1 y la 5 de la actividad 2, son de la
misma forma yo creo que no, porque la figura 1 no esta igual (refiriéendose a la

posicion), la Gnica que creo que es semejante, es la figura 5 que esta igual.

El profesor intervino:
Profesor: Es decir, consideras que ¢las figuras que tienen la misma forma
deben tener la misma posicion?

Alirio: Si, porque al estar volteada no tiene la misma forma.

El profesor dijo:
Profesor: Es importante debatir el razonamiento de Alirio, y pregunta ¢Quiénes

mas comparten esta idea?

Los demas estudiantes, sefialaron con la cabeza que no estaban de acuerdo con
Alirio e interviene Ricardo:
Ricardo: El triangulo de la figura 1 tiene la misma forma al triangulo dado, lo

que pasa es que esta al revés.

Jonathan explicé:
Jonathan: Son de la misma forma (hizo referencia a las figuras 1 y 5), porque si
nos fijamos en los triangulitos que estan en el interior del triangulo, ellos estan
apuntando hacia arriba, asi que si voltearamos el triangulo, quedarian
apuntando hacia abajo al igual que la figura dada, asi que no cambia la

forma.....

El profesor pregunté a Alirio:

Profesor: ¢Quedd claro, que si se voltea un triangulo, no cambia su forma?
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El estudiante afirmoé:

Alirio: No, yo creo que si cambia.

Franky insistio:
Franky: No cambia porque, si observamos las puntas de cada triangulo su
abertura o angulo es distinta en los triAngulos parecidos, pero, igual en los
triangulos que tienen la misma forma, por tanto la figura 1 a pesar de que estéa
volteada tiene la misma abertura en las puntas que la figura 5 y el tridngulo
dado, asi que es de la misma forma.
Profesor: ¢(Como se verifica el razonamiento o criterio que usted esta
planteando?
Franky: Bueno profe, si tuvieramos un elemento de medida se podria ver mejor
gue en los triangulos parecidos los angulos cambian drasticamente y que en los
triangulos de la misma forma tendran la misma medida en sus angulos.

Profesor: Muy bien Franky

El profesor solicitd traer para la proxima clase, instrumentos de medida como: el

transportador, la regla y el compas.

Alirio continto diciendo:
Alirio: Si se mide un angulo del triangulo dado y si se voltea el triangulo, ya no
se puede medir ese mismo angulo, tendria que voltear nuevamente el triangulo

para volver a medir el &ngulo.

Franky refuté el argumento de Alirio, con la clasificacion de triAngulos, pero tuvo
muchas inconsistencias al afirmar que los triangulos is0sceles son los que tiene
dos lados iguales y dos angulos rectos. El profesor tratd de indagar que otras
ideas tenian los estudiantes sobre la clasificacion de triangulos y lo Unico que
hall6, es que recordaban los nhombres, pero, no tenian claro las caracteristicas y

diferencias.
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Después de escuchar a sus comparieros, sin lograr persuadir a Alirio, el profesor,
pidio a Alirio, que dibujara al respaldo de la hoja un triangulo para que verifique si
al voltearlo el triangulo cambia de forma, el estudiante realizo el dibujo y clarifico

su duda al girar varias veces el triangulo.

Se solucion6 las dudas de Jorge y Alirio, se hizo la sintesis del debate donde
quedo claro las nociones intuitivas del concepto de semejanza sin importar la
posicion, ademas se establecio un criterio razonable para determinar la semejanza

de triangulos (analizar la abertura de los angulos).

Actividad 3y 4. (Segunda sesion)

En este bloque de actividades, se planed para la fase de orientacion libre. Se tuvo
en cuenta la misma caracteristica de la sesion anterior, es decir se propuso varios
triangulos dibujados, en los que el estudiante debié responder a las preguntas

planteadas.

Al desarrollar estas actividades, varios estudiantes tenian dudas porque usaron
solamente razonamientos visuales. En vista de lo anterior, el profesor persuadio a
los estudiantes, para que usaran otro tipo de estrategia, como por ejemplo, la
estrategia que vislumbr6 Franky en la fase de explicitacion (verificar la igualdad de

los angulos en triangulos de la misma forma).

Actividad 3 (Anexo 3)

Se presentaron dibujos de triangulos, los cuales deben clasificar como parecidos o

de la misma forma a uno dado (rectangulo e isdsceles).

En cuanto a las producciones escritas de Franky, el estudiante determina que:
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Franky: Las figuras 1, 2 y 4 son parecidas porque tienen un lado mas largo que
el triangulo dado (haciendo referencia a un cateto en el triangulo rectangulo
isésceles) y son de la misma forma las figuras 3 y 5 porque tienen dos lados de
igual medida y sus angulos son iguales al dado.

Al reproducir el video de la actividad 3, Franky (en dialogo con el profesor, sobre
figuras de la misma forma), hizo el siguiente razonamiento:
Franky: Observo una regularidad en los triAngulos con dos lados iguales, que la
medida de sus angulos son 45° 90° y 45° por tanto considero que los

triangulos con estas caracteristicas tienen la misma forma...
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Figura 5.1 andlisis grafico de Franky en la actividad 3.

Se le asigna al primer razonamiento de Franky, el descriptor 2.2 porque empezoé
determinar aspectos matematicos especificos como la igualdad en la medida de
los angulos correspondientes que le permitieron analizar la semejanza. Al segundo
razonamiento, se le asigna el descriptor 2.5 porque el estudiante, empezé a
inducir algunas propiedades relacionadas con la semejanza en triangulos

rectangulos isosceles.

Jorge justificd sus razonamientos a través de la toma de medidas de los lados de
cada triangulo y plante6 que:
Jorge: Todos los triangulos son parecidos, pero solo tienen la misma forma las

figuras 2, 3,y 5.
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El profesor le pregunto a Jorge:
Profesor: ¢Por qué consideras que todos los tridngulos son parecidos?
Jorge: Porque todas las figuras tienen los mismos angulos (haciendo referencia
al angulo recto)
Profesor: Jorge, mida los angulos de este triangulo.

Jorge: No recuerdo como medir &ngulos.

El profesor le explicé rapidamente como ubicar el transportador, para animarlo a
medir los angulos, pero el estudiante no se sentia muy seguro, entonces, el
profesor lo invitd a tomar medidas de los lados con el fin de hallar alguna
regularidad matematica. Jorge midid incorrectamente uno de los lados del
triangulo dado, debido a esto no le permitid6 observar la semejanza de triangulos
rectangulos isosceles. Jorge finalizo el desarrollo la actividad guiandose por la

apariencia fisica de ellas. Se asigna el descriptor 1.1
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Figura 5.2 analisis grafico de Jorge en la actividad 3.

Antes de seguir con la ejecucion de la actividad 4, el profesor realizé el repaso
sobre medicién de angulos, porgque se evidencié en el desarrollo de la actividad 3,
gue la mayoria de los estudiantes no recordaban como medir angulos, ni tampoco

la propiedad que cumplen todo triangulo respecto a los angulos internos (la suma
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interna de sus angulos es 180°). Estas dificultades se pueden observar en las
figuras 5.1, 5.2y 5.3.
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Figura 5.3 analisis grafico de Jonathan en la actividad 3.

Actividad 4 (Anexo 4)

En esta actividad, se presentaron triangulos rectangulos (cuatro escalenos y uno
isdsceles). El estudiante debia reconocer figuras de la misma forma y parecidas.
Jorge expreso su razonamiento de la siguiente forma:
Jorge: Los tridngulos que tiene la misma forma son la figura 2 y 3 porque tienen
los mismos angulos y los parecidos son las figuras 1, 2, 3 y 5 porque todos son

escalenos.

Figura 5.4 analisis grafico de Jorge en la actividad 4.
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Al razonamiento de Jorge, se le asigna el descriptor 1.3 porque comenzé a

percibir algunas caracteristicas matematicas para determinar la semejanza.

En la produccién escrita de la actividad 4, Franky afirmé que:
Franky: Las figuras 2 y 3 tienen la misma forma porque tienen la misma medida
de en sus angulos y las figuras 1, 3 y 5 son parecidas porque sus angulos son

desiguales.

Al reproducir el video de la actividad 4, se observa que Franky usoé el criterio de
medir los angulos de los tridngulos, y obtuvo solo una pareja segun la igualdad de
angulos correspondientes, pero visualmente cree que son tres los triangulos de la

misma forma y dice:

Franky: Profe, por un grado de diferencia en dos angulos de la figura 5, no se
puedo clasificar de la misma forma con respecto a estos dos tridngulos (figuras
2 y 3), que si tienen igualdad en sus angulos, aunque a simple vista pereciera

gue si son de la misma forma los tres triangulos (figuras 2, 3y 5).

Figura 5.5 andlisis grafico de Franky en la actividad 4.

El estudiante solucion6 esta actividad verificando nuevamente su razonamiento de
igualdad de angulos correspondientes para determinar sin dificultades la

semejanza de triAngulos. Se le asigna el descriptor 2.2. Se evidencié en su
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argumento que reconoce triangulos no simplemente en por su apariencia, sino que

ha descubierto uno de los criterios de la semejanza.

Fase de explicitacion. (Tercera Sesion)

El profesor dialog6 con los estudiantes sobre el trabajo realizado hasta el
momento, con el fin de clarificar nuevamente las nociones intuitivas del concepto
de semejanza. Explico la clasificacion de triangulos segun sus lados y segun sus
angulos, para relacionar identificar y clasificar los tridngulos que aparecen en las
cuatro actividades desarrolladas y asi concretar la solucién correcta en cada una

de ellas.

Actividad 5.

Esta actividad se planeé para desarrollarla en la fase de orientacién libre. La
finalidad fundamental de esta actividad, es lograr consolidar lo que han aprendido
los estudiantes sobre figuras de la misma forma y empezar a asociar ésta nocion

intuitiva con el concepto de semejanza de triangulos

Actividad 5 (Anexo 5)

Jorge en su produccion escrita planteé que:
Jorge: La figura N° 1, tiene la misma forma porque tiene los mismos angulos, a
pesar de que son escalenos. La figura N° 2, tiene la misma forma porque tiene

los mismos angulos, a pesar de que son isosceles.
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Figura 5.6 andlisis grafico de Jorge en la actividad 5.

A este razonamiento, le asignamos el descriptor 2.2 porque asumié el criterio de
la igualdad en los angulos correspondiente de los triangulos, para determinar la
semejanza, Ademas empezé a comprender que no importa la clase de triangulos,

se pueden establecer relaciones de semejanza entre ellos.

En la produccién escrita de Franky se encontré que:
Franky: El par No 1 de triangulos son escalenos y tiene las mismas medidas en
sus angulos y asi son iguales en su forma. El par No 2 son isésceles y son
iguales en su forma puesto que sus angulos son iguales y asi son de la misma

forma.
Franky, siguié usando el mismo criterio para determinar la semejanza. Asignamos
el descriptor 2.8, porque el estudiante demostré la semejanza al verificar, en
varias situaciones que se cumple este criterio.

Actividad 6y 7. (Cuarta sesién).

Las actividades 6 y 7 fueron disefiadas para desarrollar la fase de integracion. Se

pretendié que los estudiantes fusionaran el conocimiento adquirido de semejanza,
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los métodos y las formas de razonamiento utilizados en las actividades anteriores,

con la nueva situacion, la semejanza en rectangulos.
Estas tareas tenian la finalidad de encontrar, otras relaciones matematicas
diferentes a la medicion de angulos, para establecer la semejanza de figuras (la

proporcionalidad de lados correspondientes y el factor de semejanza).

Actividad 6 (Anexo 6)

En didlogo individual con el profesor, Franky y Jorge empezaron a encontrar
relaciones individuales de cada rectangulo:
Franky: Profe, encontré las siguientes relaciones, por ejemplo que el largo que
es 5 cm de este rectangulo (se refiere a la figura 2) es el doble que su ancho,
que es 2,5 cm.

Jorge: Profe, la figura 5 tiene la propiedad que el largo, es el doble del ancho.

El profesor motivd a los estudiantes a que encontraran otros rectangulos que
cumplieran con esa misma relacién o relaciones diferentes, luego que justificaran
Su razonamiento.
Franky: Mira profe, en este y este (hace referencia a las figuras 2 y 5) el largo
es el doble del ancho y en estas (hace referencia a las figuras 1 y 3), que si al
ancho se le suma uno mas, da el largo del rectangulo.
Profesor: Esa propiedad sumativa se cumple en la primera pareja que
relacion6
Franky: No, por eso estoy diciendo que estos dos (hace referencia a las figuras
2 y 5) tienen la misma forma y estos dos (hace referencia a las figuras 1 y 3)
tienen la misma forma
Profesor: Usted cree que se puede usar esa propiedad sumativa, para
identificar triangulos de la misma forma.

Franky: Si, profe.
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En este razonamiento, el estudiante visualizd6 cada rectangulo como un todo, y
tratd de relacionarlo con otros, de dos formas: a través de un factor especifico y a
través de la adicion de una cantidad. El profesor se percatdé que el estudiante
puede dejarse guiar por el error aditivo para establecer semejanza, por tanto lo

persuade diciéndole:

Profesor: Entonces en esta pareja (hace referencia a las figura 2 y 5) se debe
verificar el mismo criterio...

Franky: No profe, por eso digo que hay dos similitudes distintas...

Profesor: Si estableci6 un criterio entre largos y anchos de rectangulos
semejantes, ese mismo criterio debe verificarse para otros semejantes, revise
nuevamente otras parejas que se relacionen y visualice cual de los dos criterios
gue ha mencionado se cumple mas.

Franky: Profe, ya encontré otras similitudes. Aparte de las figuras 2 y 5, las
figuras 3 y 6 también tienen en cuenta la multiplicacion para relacionar los
largos y los anchos, asi que creo que el criterio para verificar la semejanza es la
multiplicacion de un factor.

Profesor: Explique lo que encontro:

Franky: que las figuras 2 y 5 tienen la misma forma, porque las figuras tienen el
factor de que al multiplicar el ancho por dos, su largo es el resultado. También
las figuras 3 y 6 tienen un factor semejante, en que al multiplicar el ancho de la
figura 3 por dos, da la medida del ancho de la figura 6 y también pasa lo mismo
con su largo (al multiplicarlo por dos). Las figuras 1 y 4 no son semejantes

porque sus medidas no tienen ningun factor semejante...
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Figura 5.7 analisis grafico de Franky en la actividad 6.

A este razonamiento le asignamos el descriptor 2.2 porque determind aspectos
matematicos de rectangulos semejantes como es el factor de semejanza e
inconscientemente estipuld proporcionalidad entre lados correspondientes. Al final
de su razonamiento, evito el error aditivo, que es frecuente en el razonamiento de

los estudiantes al enfrentasen a situaciones de este tipo.

El didlogo de Franky y el profesor, influyd en los razonamientos de algunos
estudiantes que justificaron el desarrollo de la actividad en forma similar. Jorge

después de medir los lados de los rectangulos, argumento:

Jorge: Los rectangulos que tienen la misma forma son las figuras 2 y 5 porque
al sumar su ancho dos veces, da el largo del rectangulo, otra caracteristica que
tienen la figura 3 y 6 es que al multiplicar el ancho de la figura 3 por dos, me da
el ancho de la figura 6 y al multiplicar el largo de la figura 3 por dos, me da el
largo de la figura 6. En conclusién las figuras 2 y 5 tienen la misma forma,

porque al multiplicar sus anchos por 2, me da los largos de los rectangulos...
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Figura 5.8 analisis grafico de Jorge en la actividad 6.

Segun el razonamiento que hizo Jorge a las figuras 2 y 5, encuentra rectangulos
semejantes porque cumplen una relacion entre el ancho y el largo de cada
rectangulo (el largo es el doble de su ancho) Se le dificult6 al estudiante analizar la
relacion entre los largos y los anchos correspondientes de dos rectangulos porque
el factor de semejanza es racional, puesto que al referirse a las figuras 3 y 6,
especificd la relacién entre los lados correspondientes de los rectangulos y
determina el factor de semejanza por ser un numero entero, solo que no lo vio
como una condicibn necesaria para la semejanza. Se le asigna a este

razonamiento el descriptor 1.3.

El profesor en la fase de explicitacion para la actividad 6, persuadié a los
estudiantes para iniciar la socializacion de sus razonamientos, respecto al andlisis
hecho sobre la clasificacion de rectangulos semejantes. Con las estrategias
aritméticas que los estudiantes detectaron, el profesor establecio las razones entre
los largos y anchos correspondientes de cada par de rectangulos seleccionados.
Los estudiantes lograron observar la igualdad de razones entre los lados
correspondientes de rectangulos semejantes y al final se descarté la estrategia
aditiva. El profesor concluye este dialogo, usando la palabra “proporcionalidad” en
figuras semejantes, entendido como: la igualdad de razones entre lados

correspondientes.
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Actividad 7 (Anexo 7)

Se propuso un conjunto de seis rectangulos que comparten un mismo Vvértice,
cinco de ellos sobrepuestos. Franky, realizo el trazo de varias diagonales que
partieron el vértice comun y establecio lo siguiente.
Franky: Las figuras 1, 3, 4 y 5 tienen la misma diagonal, asi que tienen la
misma forma. Las figuras 2 y 6 son parecidas y la figura 2 es un cuadrado. La
diagonal de las figuras 1, 3, 4 y 5 se produce por su proporcionalidad.

Frg. 1

Figura 5.9 andlisis grafico de Franky en la actividad 7.

Se asigna a este razonamiento el descriptor 2.4, porque comprendié que los
rectangulos coincidentes en un vértice, que comparten una diagonal son

semejantes.
Jorge encontro las medidas de los lados de cada rectangulo, pero el estudiante no
hall6 ninguna relacién visible, porque no lo mencion6é en su argumento. Luego

traz6 una diagonal que la comparten algunos rectangulos y estipulé:

Jorge: Las figuras que son semejantes son las figuras 1, 3, 4 y 5 porque tienen

una misma diagonal.
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A este razonamiento se le asigna el descriptor 2.4, porque Jorge al igual que
Franky comprendio que los tridngulos coincidentes en un vértice, que comparten

una diagonal son semejantes.

Actividades 8 y 9. (Quinta sesidn)

Este bloque de actividades, fue disefiado para el inicio de la fase de orientacion
dirigida del segundo nivel. Las actividades 8 y 9 son similares a las actividades
anteriores por los dibujos de triangulos, pero con la diferencia de un cuadro
comparativo que se debia llenar, con medidas especificas de los triangulos dados.
La finalidad de este nuevo ingrediente, es que los estudiantes comprendieran
mejor la nocién intuitiva de razén y la equivalencia permanente en triAngulos

semejantes.

Actividad 8 (Anexo 8)

En esta actividad los estudiantes escribieron:
Jorge: Las figuras que tienen la misma forma (medida) en sus angulos son las
figuras 1y 4, también las figuras 2 y 3 tienen los mismos angulos y también la

misma forma por las razones....
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Figura 5.10 andlisis gréafico de Jorge en la actividad 8.
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Franky: Son semejantes las figuras 1y 4 y las figuras 2 y 3 porque sus angulos

son de igual medida, al igual que su razon.

Se evidencia en ambos estudiantes los descriptores 2.2 y 2.3 porque
determinaron aspectos matematicos como la igualdad de angulos en triangulos
semejantes y en sus razonamientos la posicion de los triAngulos semejantes es

irrelevante.

Actividad 9 (Anexo 9)

En el desarrollo de esta actividad Jorge escribio:

Jorge: Los tridngulos que no tienen la misma forma son las figuras 2 y 3, y los
gue tienen la misma forma por la igualdad de sus angulos y su razén son las

figuras 1,4vy5.

Al igual que en la actividad anterior Jorge hizo razonamientos similares, por tanto
se evidencian los descriptores 2.2 y 2.3. Al reproducir la grabacion de la actividad
9, Franky argumenta lo siguiente:
Franky: Me he dado cuenta que sin necesidad de buscar los angulos, las
figuras 1, 4 y 5 son semejantes, porque sus razones son iguales entre lados
correspondientes. Por la anterior actividad me di cuenta que las figuras que

tenian la misma razén tenian la misma medidas de sus angulos.

En consecuencia Franky escribié en su hoja de trabajo:
Franky: No tienen la misma forma las figuras 2 y 3 porque sus razones no son
iguales y por lo tanto sus angulos tampoco, y son semejantes las figuras 1, 4 y
5.
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Figura 5.11 andlisis gréafico de Franky la actividad 9.

Al primer razonamiento se le asigna el descriptor 2.6 que hace referencia a
inducir algunas propiedades relacionadas con la semejanza de triangulos. Y al

segundo se le asigna el descriptor 2.3.

Actividades 10 a 12

Este bloque de actividades, fue disefiado para continuar la fase de orientacion
dirigida del segundo nivel. La caracteristica general de estas actividades, fue la
aplicacidon del concepto de semejanza en la construccion. Su diferencia con las
actividades anteriores, es que aparecieron los enunciados sin ningun dibujo,
queriamos que los estudiantes desarrollaran sus propios dibujos y expresaran sus
ideas respecto de la semejanza de triangulos, y siguieran encontrando las
condiciones matematicas que la sustentan.

Actividad 10 (sexta sesion)

Actividad 10(1) v 10(2) (Anexo 10)

Los estudiantes realizaron la construccién del par de tridngulos, cuyas medidas

eran dadas y determinaron lo siguiente:
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Jorge: Si son semejantes (los dos triangulos) en sus angulos (iguales) y en sus

razones (iguales), la razon entre sus lados correspondientes es 3.
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Figura 5.12 Construccion de triangulos y razonamiento de Jorge en la actividad 10(1) a la 10(4).

Franky: Si son semejantes (los dos triAngulos) porque sus razones son iguales
y asi sus angulos.

Los dos estudiantes demostraron la semejanza usando inconscientemente, dos
criterios AAA y LLL verificando los angulos y las razones de lados

correspondientes, a estos razonamientos se le asignan el descriptor 2.8.

Actividad 10(3) (Anexo 10)

En esta actividad los estudiantes plantearon las condiciones necesarias para que
dos tridngulos fueran semejantes:

Jorge: Sus &ngulos deben ser iguales y sus lados con
proporcionalidad.

la misma

Franky: La razon de sus lados correspondientes y sus angulos tienen que ser
iguales.

En la reproduccion del video, Franky dialogo con el profesor y le afirma:

77




Franky: Sus lados son proporcionales y sus angulos son iguales y la razon de

semejanza es tres.

Asignamos el descriptor 2.2 a estos razonamientos, porque inducen las

condiciones necesarias para la semejanza de triangulos.

Actividad 10(4) (Anexo 10)

Se pidi6 en esta actividad que demostraran si existia alguna relacién entre los
perimetros de cada triAngulo. Los estudiantes establecieron que:
Jorge: El perimetro del primer tridngulo es 16 y del segundo tridngulo es 48. Al
dividir 48 entre 16 me da el numero de la razon.
Franky: El perimetro de la figura 1 es 16 y el de la figura 2 es 48. La relacion es
qgue al multiplicar el perimetro de la figura 1 por tres (el factor de semejanza), el

resultado es el perimetro de la figura 2.

A estos razonamientos similares, le asignamos el descriptor 2.8 porque
demostraron de manera informal, propiedades que tienen que ver con la
semejanza. Encontraron en los perimetros, la misma proporcionalidad que la de

lados correspondientes.

Fase de explicitaciéon de las actividades 8,9y 10

El profesor entregd las actividades ya desarrolladas, con el fin de que cada
estudiante se ubicara en cada actividad y explicara el argumento usado para
iniciar el debate, sobre las formas de solucién y comprension de condiciones

necesarias en la semejanza de triangulos.

Se inicia con la actividad 8, el profesor pregunta:
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Profesor: ¢Qué hicieron ustedes para la eleccion de semejanza en los
triangulos que propone la actividad?

Jorge: Tomar la medida de los lados, de los &ngulos y se hallé la razén

El profesor indaga sobre la idea que tienen los alumnos sobre la palabra
correspondiente al preguntar:
Profesor: ¢Qué entienden por lados y angulos correspondientes?
Franky: Qué son iguales
Profesor: No necesariamente la palabra correspondiente significa igualdad, por
ejemplo en triangulos lados correspondientes son los lados de mayor longitud (o
los de menor longitud) y angulos correspondientes son los angulos con mayor
amplitud (o los de menor amplitud). Encuentre en la actividad lados y angulos
correspondientes.
Franky: El lado AB de la figura 4 hace correspondencia con el lado AB de la
figura 1, porque son los lados mas cortos de ambas figuras y el angulo C hace
correspondencia en las dos figuras, porque tiene la misma medida.

El estudiante Franky, aclara que es importante mirar los lados correspondientes
para hallar la razon de semejanza.
Profesor: Muy bien. Ahora Victor ¢Qué argumento empled, para determinar la
semejanza de triangulos?
Victor: Medi los angulos y seleccioné los triangulos que tienen sus angulos
iguales como semejantes.
Profesor: Muy bien Victor, existe otra forma distinta que permitié determinar la
semejanza.
Jonathan: Hallando la razon de sus lados correspondientes.
Profesor: Muy bien Jonathan, es decir tenemos dos criterios que ustedes
mismos han encontrado desarrollando las actividades que son: angulo, angulo,
angulo (AAA) y lado, lado, lado, (LLL). ¢ Qué significa cada uno?

Jorge: AAA significa que los angulos correspondientes tienen que ser iguales
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Profesor: Y el criterio LLL ¢ qué significa?

Franky: Se debe hallar la razon de sus lados correspondientes y si son iguales
entonces los tridngulos son semejantes.

Profesor: Muy bien, mejorando el vocabulario vamos a llamar a las razones
iguales como proporcionales. Por tanto, LLL significa tienen sus tres lados

correspondientes proporcionales.

Se paso a la actividad 10 porque la actividad 8 y 9 eran muy similares.
Profesor: Dadas las la longitud de los lados de los dos triangulos ¢qué
medidas son correspondientes entre si?
Jorge: 4cm corresponde con 12cm, 5cm con 15cmy 7cm con 21cm.
Profesor: Muy bien Jorge. En esta actividad se les pedia también hallar la
razon, si eran semejantes los dos triangulos.
Jonathan: Profe para hallar la razén se dividié los lados correspondientes y dio
tres en todas las divisiones.
Profesor: Es decir los triangulos son semejantes ¢,por qué?
Franky: Sus lados correspondientes son proporcionales.
Profesor: Muy bien Franky. Ahora quiero saber ¢Qué han entendido sobre el
concepto de semejanza?
Jonathan: Profe que, figuras semejantes son figuras de la misma forma.
Profesor: Necesitaran tener el mismo tamafio
Franky: No.
Franky: Profe, pueden aparecer triangulos del mismo tamafio, pero si no hay

igualdad en sus angulos, no podemos decir que son semejantes.
El estudiante hacia referencia a la actividad 4, en la que el triangulo numero 5, le

parecia semejante a otros dos, pero por la diferencia en un grado de dos de sus

angulos, lo descarté. Entonces el profesor le aclaré:
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Profesor: Triangulos congruentes, hace referencia a triangulos idénticos en sus
medidas de lados y angulos, este es un caso particular que estudiaremos en
otra actividad mas adelante.

Actividad 11 (séptima sesion)

Actividad 11(1) y 11(2) (Anexo 11)

Jorge y Franky en sus producciones escritas argumentaron que, las medidas de
otro triangulo semejante al dado (de dimensiones 9 cm, 6 cm y 4 cm) con razén de
semejanza 2/3 es respectivamente 6 cm, 4 cm y 8/3 cm. Ambos estudiantes
construyeron los dos triangulos, tomaron medidas de sus angulos y verificaron la

semejanza.

A este razonamiento se le asigna el descriptor 2.7 porque realizaron la
construccion de triangulos semejantes al darles el factor de semejanza.
Posteriormente, trazaron la altura vertical a la base de cada triAngulo y midieron su
longitud, hallaron su razén y determinaron:

Jorge: Larazén de los triangulos es 0,6.

Jorge trazé las alturas de ambos triangulos, y encontré que la razén entre ellas era
de 0,52 por un error en la construccion del triangulo pequefio ocasionado por el
compas que utiliz6. Esto le impidié6 encontrar la relacibn de las alturas en
triangulos semejantes.

Franky: Las alturas de los triangulos son 2,1y 1,4y su razén es 1,4+2,1=0,6
El estudiante Franky, determiné en dialogo con el profesor que: la relacion entre

las alturas es la misma que la de los perimetros y la de los lados correspondientes

en triAngulos semejantes. Se le asigna a este razonamiento el descriptor 2.8
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porque demostré de manera informal, propiedades que tienen que ver con la

semejanza de triangulos.

Actividad 11(3) (Anexo 11)

Al preguntarle si son semejantes los triAngulos y las condiciones que cumplen,
argumentaron lo siguiente:
Jorge: Si son semejantes cumplen las condicion que sus angulos

(correspondientes) son iguales.

Se asigna el descriptor 2.2 porque continu6é determinado la semejanza a través
de condiciones matematicas.

Franky: Son semejantes porque al dividir sus alturas da la razén.

e

Figura 5.13 Construccién de triangulos y razonamiento de Franky en la actividad 11(1) a la 11(4).

Con este razonamiento el estudiante continu6é demostrando de manera informal,

propiedades que tiene que ver con la semejanza. Se le asigna el descriptor 2.8.

Actividades 11(4) (Anexo 11)
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En este item se les pedia a los estudiantes, que hallaran el area y la razén entre
ellas, con el fin de verificar la existencia de alguna relacién, similar a la relacion
estudiada entre los perimetros de figuras semejantes. Se les dio la formula del
area del triangulo porque, algunos no la recordaban muy bien y otros no la sabian.

Los estudiantes escribieron lo siguiente:

Franky: La razon entre el &rea entre los dos triangulos son 0,4.

El estudiante hallé correctamente la razon de las areas, pero no encontré ninguna
relacion similar al perimetro, alturas, y lados correspondientes de triAngulos
semejante. A este razonamiento se le asigna el descriptor 2.7 porque al realizar
con precision la construccién pudo encontrar este resultado a pesar de que no

logré relacionarlo.

Jorge: La relaciéon que existe entre las areas de los dos tridngulos es 0,3.

El estudiante tuvo inconvenientes al construir uno de los triangulos, la longitud de
la altura cambi6 y en consecuencia la razén entre las areas. Sin embargo realizé
el mismo proceso que Franky y determind un valor que no pudo relacionar. A este

razonamiento se le asigna el descriptor 2.7.

Fase de explicitacion de la actividad 11

El profesor inicia esta fase preguntando:
Profesor: ¢(Cémo hallaron la medida de los lados correspondientes, dado el
factor de semejanza?
Franky: Se multiplico la razén con la longitud de cada lado y asi se obtuvo las

longitudes de los lados correspondientes.
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Profesor: Muy bien Franky, para verificar dividan las longitudes
correspondientes del triangulo menor sobre la longitudes del triangulo mayor,
les da 0.6666..., el valor decimal de 2/3.

Profesor: ¢Qué criterio se usaron para comprobar que los triangulos son
semejantes, teniendo en cuenta lo que hemos analizado?

Franky: Se Usaria el criterio LLL, porque sus lados son proporcionales.

Jorge: O también, el criterio AAA porque sus angulos correspondientes son
iguales.

Profesor: Muy bien, el factor de semejanza es equivalente a la razén de
semejanza. Pasemos al ultimo item que les pedia que demostraran si existia

alguna relacion entre las areas de los dos triangulos.

Los estudiantes socializaron los valores de la altura y area de cada triangulo, se
encontraron diferencias al hallar la razén. Ninguno logré encontrar la relaciéon que
existe entre las areas de triangulos semejantes.

El profesor explico que, la razén entre las areas de triangulos semejantes, es
equivalente al cuadrado de la raz6n de semejanza.

Cuando el profesor determind en el tablero la relacién y hall6 la equivalencia

2

numeérica; = 0,444 ...

winN

Franky se sorprendi6é porque su razonamiento fue el mas aproximado.

Actividad 12 (octava sesion)

La actividad propuesta tenia la finalidad de afianzar los dos criterios de
semejanza, trabajados en las actividades anteriores e inducir un nuevo criterio. El

papel del profesor fue fundamental para motivar a los estudiantes, que realizaran

construcciones de triangulos distintos a los ya trabajados.
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Actividades 12(1) (Anexo 12)

Al preguntar si podrian ser semejantes los triangulos que tienen solo dos pares de
lados proporcionales. Los estudiantes realizaron lo siguiente:
Jorge realizo el dibujo de dos tridngulos que propuso, uno con dimensiones 4 cm,
6 cmy 7 cmy el otro con medidas de 8 cm, 12 cm y 16 cm, respectivamente y
afirmo:

Jorge: No con dos lados proporcionales, no podemos asegurar la semejanza,

porque al medir los angulos, estos no son iguales.

Figura 5.14 Construccion de triangulos de Jorge en la actividad 12(1).

Se asigna el descriptor 2.8 al razonamiento que hizo Jorge, porque demostré con

el criterio AAA gue no son semejantes.

Franky planteé dos triangulos, uno con dimensiones 4 cm, 6 cm y 8 cm y el otro
con medidas de 8 cm, 12 cm y 17 cm, respectivamente y escribe lo siguiente:
Franky: No son semejantes puesto que al tener solo dos lados proporcionales

sus angulos cambiaron y no son iguales.
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Figura 5.15 Construccion de triangulos de Franky en la actividad 12(1).

El estudiante demostr6é que no son semejantes al construir los triAngulos, medir los
angulos y no encontrar la igualdad entre angulos correspondientes. Se asigna el
descriptor 2.8

Actividad 12 (2) (Anexo 12)

En esta actividad se les preguntd, si podria ser semejantes los triangulos que
tienen solo dos angulos respectivamente congruentes y los estudiantes
respondieron:

Jorge: Si son semejantes, porque sus angulos son congruentes. Si, sumando

los dos angulos y restandole a 180° se obtiene el otro angulo congruente.

Se asigna el descriptor 2.8 al razonamiento que hizo Jorge, porque demostré que

si son semejantes usando el criterio AA.

Franky: Si son semejantes, puesto que al tener dos angulos congruentes, el

otro es igual porque la suma interna de los angulos de todo triangulo es 180°.
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Se asigna el descriptor 2.8 al razonamiento que hizo Franky, porque demostré la

semejanza usando el criterio AA.

Actividad 12 (3) (Anexo 12)

Continla la actividad, se pregunta si dos triAngulos que tienen un angulo
congruente y los lados que lo forman proporcionales, son semejantes, a esta

pregunta, los estudiantes respondieron:
Jorge: Si son semejantes porque sus angulos correspondientes son

congruentes.
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Figura 5.16 Construccion de triangulos de Jorge en la actividad 12(3).

El estudiante realiz6 la construccion de dos triAngulos que tienen un angulo
congruente de 60° y los lados que lo forman proporcionales de 3 cm, 2cmy 6 cm,
4 cm respectivamente, luego toma las medidas de los otros dos angulos y se da

cuenta que son congruentes. A este razonamiento le asignamos el descriptor 2.7.

Franky: Si son semejantes, puesto que al construir los triangulos sus lados son

proporcionales y los angulos iguales.
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Figura 5.17 Construccién de triangulos de Franky en la actividad 12(3).

El estudiante realiz6 la construccion de dos triAngulos que tienen un angulo
congruente de 70° y los lados que lo forman proporcionales de 3 cm, 4 cmy 6 cm,
8 cm respectivamente, luego tomé las medidas de los otros dos é&ngulos
correspondientes y se dio cuenta que son iguales, ademas toma la medida del
tercer lado de cada triangulo y observa que es proporcional (las medidas son 4,1

cmy 8,2 cm). A este razonamiento le asignamos el descriptor 2.7

Actividad 13 (novena sesion)

Esta actividad se plane6 para desarrollar la fase de orientacion libre. La actividad
propone dibujos de tres parejas de triangulos. Con esta actividad se pretendioé que
el estudiante justificara la semejanza de triangulos usando los criterios de

semejanza AA, LLL, LAL.

Actividad 13 (1) (Anexo 13)

La primera pareja de triangulos propuestos, son escalenos y obtusangulos. Jorge

analiza la primera pareja de triangulos y realiza lo siguiente:
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Figura 5.18 Razonamiento elaborado por Jorge en la actividad 13(1).

El estudiante midié dos angulos correspondientes, verifico la congruencia de ellos
y aplico el criterio AA, para demostrar la semejanza. A este razonamiento se le
asigna el descriptor 3.1 porque determind y justific6 de manera deductiva informal

la condicion suficiente para la semejanza de los triangulos.

El estudiante Franky resuelve la actividad en forma similar a Jorge y escribe:
Franky: La primera pareja de triangulos son semejantes por el criterio AA,
puesto que dos de sus angulos, son iguales.

A este razonamiento se le asigna el descriptor 3.1.

Actividad 13 (2) (Anexo 13)

La segunda pareja propuesta de triangulos, son rectangulos y escalenos. Por lo
gue los estudiantes determinaron la semejanza asi:
Jorge: Si son semejantes (la segunda pareja de triAngulos) porque sus lados
son proporcionales y su razén de semejanza es dos, se utilizd el criterio LLL

para la semejanza.
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El estudiante midi6 la longitud del lado con menor longitud (que faltaba por medir),
correspondiente a cada triangulo, luego determiné que los tres lados eran
proporcionales, porque verificé la igualdad entre las razones de los lados

correspondientes. A este razonamiento se le asigna el descriptor 3.1

Para Franky, la segunda pareja de triAngulos son semejantes, lo demuestra
verificando la proporcionalidad de sus lados correspondientes y aplicando el
criterio LLL.
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Figura 5.19 Construccion de triangulos de Franky en la actividad 13(2).

Por tanto al razonamiento de Franky se le asigna también el descriptor 3.1

Actividad 13(3) (Anexo 13)

En la tercera pareja de triangulos, se propuso triAngulos isésceles congruentes,
cuya finalidad era analizar la congruencia como caso particular de la semejanza.
Los estudiantes resolvieron la actividad de la siguiente manera:

Jorge utilizé el criterio LLL para determinar la semejanza de los triangulos, como

se muestra en la figura 5.19
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Figura 5.20 Razonamiento de Jorge en la actividad 13(3).

Franky analizé la actividad en forma similar:
Franky: Sus lados son iguales y su razén es uno. Se utiliza el criterio LLL y asi

los triangulos son semejantes.

Ambos estudiantes comprendieron, que la congruencia de triangulos es un caso
particular de la semejanza, con razon de semejanza uno. A este razonamiento se

le asigna el descriptor 2.5.

Actividad 14 (décimay undécima sesion)

Esta actividad esta planeada para desarrollar la fase de integracién del nivel 2.
Permiti6 evidenciar el nivel de razonamiento adquirido por los estudiantes al
enfrentarse a diversas situaciones general sobre el concepto de semejanza. La
actividad consistio en el desarrollo de cinco situaciones cada una apuntando a
ciertos descriptores de los niveles 1 y 2, los cuales se podian resolver usando

distintos razonamientos.

Actividad 14 (1) (Anexo 14)

Se pretendi6 que el estudiante determinara la semejanza de triangulos. El

argumento de los estudiantes fue el siguiente:

91



Jorge: Dos triangulos isOsceles a veces son semejantes, siempre que los tres
lados sean proporcionales, porque con dos lados no podemos garantizar la
semejanza.

Dos triangulos equilateros son siempre semejantes, porque cumplen con la
proporcionalidad y sus angulos son iguales.

Dos triangulos escalenos a veces son semejantes, siempre y cuando sus lados

sean proporcionales y sus angulos correspondientes sean iguales. ...

Se pudo asignar el descriptor 3.2, al razonamiento de Jorge, porque el estudiante
distingue las condiciones suficientes y necesarias para determinar la semejanza

de triangulos.

Franky: Dos triangulos isGsceles a veces son semejantes, puesto que al tener
dos lados proporcionales y un no, la semejanza no se da. Son semejantes
cuando sus lados correspondientes son proporcionales.

Dos triAngulos equivalentes son siempre semejantes, puesto que sus angulos
son iguales.

Dos triangulos escalenos a veces son semejantes. Son semejantes si sus lados

son proporcionales.

Al igual que Jorge, Franky distingue las condiciones suficientes y necesarias para

la semejanza de triAngulos. Se le asigna también el descriptor 3.2.

Actividad 14 (2) (Anexo 14)

En esta actividad se dan las medidas de dos triangulos, se pide que construya los
triangulos, determine si son semejantes y si lo son, halle la razon de semejanza.
En el desarrollo de la actividad, los estudiantes plantearon lo siguiente:

Jorge: Si son semejantes los dos triangulos y la razon de semejanza es 0,6.
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El estudiante realiz6 la construccién de los triangulos dados, hallé la razén de sus
lados correspondientes y obtuvo la igualdad al determinar la razon de semejanza.
Para este razonamiento se asigna el descriptor 2.2, porque Jorge determino
aspectos matematicos especificos de la semejanza como la proporcionalidad de

los lados.

Franky: Si son semejantes, puesto la razon entre ellos es 0,6 y asi sus &ngulos

son iguales.
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Figura 5.21 Construccion de triangulos elaborada por Franky en la actividad 14(2) y andlisis de
la actividad 14(3).

El estudiante construyd los triangulos, verifico la congruencia de un angulo
correspondiente y hallé la raz6n de semejanza. Determiné la semejanza a través
de la verificacion de aspectos mateméaticos como la igualdad de los angulos
correspondientes y la proporcionalidad de los lados. Se le asigna a este

razonamiento el descriptor 2.2.

Actividad 14(3) (Anexo 14)
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Jorge y Franky en sus producciones escritas argumentaron que, las medidas de
otro triangulo semejante al dado (de dimensiones 6 cm, 8 cm y 10 cm) con razon

de semejanza 3/2 es respectivamente 9 cm, 12 cm y 15 cm.
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Figura 5.22 Construccion elaborada por Jorge en la actividad 14(3).

Jorge construyé triangulo dado, luego hallé los lados correspondientes
proporcionales al multiplicar cada longitud de los lados del tridngulo por el factor
de semejanza. Para este razonamiento se asigna los descriptores 2.7 y 2.9.

Franky hallé los lados correspondientes proporcionales del triangulo dado (ver
figura 5.20). Se le asigna a este razonamiento el descriptor 2.9, porque utiliza

propiedades de la semejanza para determinar longitudes.

Actividad 14(4) (Anexo 14)

Jorge después de analiza la figura dada resuelve lo siguiente:
Jorge: Son semejantes porque sus angulos son de igual medida, por tanto sus
lados son proporcionales, el lado ab del otro triangulo mide 4cm y el lado bc

mide 3cm.

Franky realiz6 un razonamiento similar al de Jorge, demostré la semejanza de

triangulos usando el criterio AA.
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Figura 5.23 Razonamiento elaborada por Franky en la actividad 14(4).

Ambos estudiantes verificaron la semejanza al medir los &ngulos correspondientes

de ambos tridngulos, luego encontraron el factor de semejanza analizando las

longitudes dadas, por ultimo usaron el factor de semejanza para hallar las

longitudes faltantes de los triAngulos. A este razonamiento se le asigna el

descriptor 2.9 porque usaron la definicibn de semejanza para la solucion de

situaciones matematicas.

Actividad 14 (5) (Anexo 14)

En la actividad se plantean dos triangulos en posicion de Thales, y se pide que

determine si los dos triAngulos son semejantes. Jorge analizé la actividad como se

muestra en la figura 5.23
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Figura 5.24 Razonamiento elaborada por Jorge en la actividad 14(5)
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El estudiante demostré la semejanza de los dos tridngulos usando el criterio LAL,
al analizar la proporcionalidad de los lados que conforman el angulo congruente.
Se le asigna el descriptor 3.1 porque justifica de manera informal las condiciones

necesarias para la semejanza de triangulos.

Franky: Se demuestra por el criterio LAL, que los triAngulos son semejantes.
Los lados GB y AB son proporcionales, también los lados BF y BD, con razon
de proporcionalidad 0,75 y el &ngulo de 70° (que forman los lados

proporcionales) es comun en los dos triangulos.

El estudiante verificO la semejanza al medir el angulo comun para ambos
triangulos, luego analiz6 la proporcionalidad al encontrar el factor de semejanza,
por ultimo usd el criterio apropiado para demostrar la semejanza. A este

razonamiento se le asigna el descriptor 3.1

5.2 SINTESIS Y CONCLUSIONES

Terminado el analisis de las respuestas de dos de los seis estudiantes que
seleccionamos para determinar la evolucibn de su nivel de razonamiento,

presentaremos una sintesis y las conclusiones que se extraen de dicho analisis.

Inicialmente los estudiantes mostraron dificultad con la comprensién de los
términos “se parecen” y “la misma forma” al relacionarlos en la clasificacion de
triangulos. Luego de que los estudiantes comprendieran la diferencia entre ellas,
fue muy positivo para entender la nocién intuitiva del concepto de semejanza. Otra
dificultad que surge de los razonamientos de los estudiantes fue: si las figuras con
distinta posicion podrian clasificarse como de la misma forma o no. De ahi que la
explicitacion es una de las fase con mayor necesidad en el proceso ensefianza

aprendizaje, porque se logro confrontar ideas entre estudiantes y entre profesor y
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estudiantes, permitiendo clarificar dudas de este tipo y otras muy similares que

surgian en el proceso.

Se puede decir que el disefio de las actividades cumplié su objetivo fundamental,
promover el desarrollo del razonamiento en estudiantes a través de tareas de
calculo, demostracion, construccion e interpretacion de relaciones. Se presento el
caso especial del estudiante Franky que en actividades disefiadas para el
desarrollo del nivel 1, fue desarrollando argumentos propios del nivel 2, que
influyeron en las formas de razonamiento de sus compaferos y en aportes al

desarrollo de este estudio.

A continuacién mostramos un esquema que resume la evolucién de las formas de
razonamiento usados por los estudiantes Jorge y Franky, en el aprendizaje del
concepto de semejanza de triangulos. Se relaciona las actividades y los
descriptores que asignamos segun las respuestas dadas en las producciones

escritas o grabaciones en video.

E/A Al [ A2 (B8 [ [R5 [ 6 [ B | A8 | A9 | A0 | A0 | A0 | A1l
W2 @ | @ | ™2
Jorge 11 | 11 | 11 | 13| 22 | 13 | 24 | 22| 22| 28 | 22 | 28 2.7

23| 2.3
Franky |12 |12 |22 [22[28 |22 24 2223 28 [ 22 | 28 2.7
25 23 | 2.6
E/A Ail [ Al | A2 | ALZ | Ri2 | A13 | A13 | A13 | Al4 | Al4 | A14 | A14 | Az4(
@G @ @ @ & O a0 6O @ 6@ 5
Jorge 22 [ 27| 28 | 28 [ 273131 | 2532|2227 |29 31

29
Fran ky 2.8 2.7 2.8 2.8 27 | 3.1 | 31 25 | 32| 22 | 29 2.9 3.1

Figura 5.24 Esquema de relacién de actividades y descriptores evidenciados por los estudiantes.
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La figura 5.24 es un esquema de comparacion que permite visualizar en forma
global y resumida, la evolucion del razonamiento en los niveles 1 y 2 del modelo
de Van Hiele, de los dos estudiantes que analizabamos con detalle en este
capitulo. Por ejemplo se observa que el estudiante Jorge, mostro dificultad al no,
avanzar en su razonamiento durante el desarrollo de las tres primeras
actividades, porque no comprendia, ni diferenciaba las relaciones “se parece” y

“misma forma”.

Después de la aclaracion hecha por el profesor sobre la medicion de angulos
(antes de la actividad 4) y la influencia que Franky ejercia en el grupo (por sus
constantes diadlogos con el profesor, argumentando las estrategias de solucién
para las actividades), Jorge lograr evolucionar en su nivel razonamiento. Jorge
mantiene la evolucién en el nivel 2 de razonamiento, durante el desarrollo de
actividades propuestas para este nivel y continla asi hasta el final de la
experimentacion e inclusive evidenciamos en él, razonamientos propios del nivel
3.

Por otra parte, el estudiante Franky desde el inicio de la experimentacién, mostré
evoluciéon en su razonamiento, tanto que, a partir de la actividad 3 evidencié
razonamientos propios del nivel 2 y mantuvo un avance superior en comparacion

con los avances de sus otros compaﬁeros.

A Franky, se le facilitd el desarrollo las actividades, terminaba en tiempos cortos
con razonamientos muy claros. Se puede afirmar que el estudiante alcanzé el nivel
2 de razonamiento y estaba en un proceso de transicién al nivel 3, pero las
actividades propuestas en este estudio fueron planeadas para evidenciar hasta el

segundo nivel de razonamiento.

Las sesiones donde los estudiantes en su mayoria mostraron razonamientos

propios del nivel 2, fueron la 5, 6, 7, 8, 9, 10 y 11, Estamos de acuerdo en que la
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sesion 5 permitidé que los estudiantes, ademas de comprobar la semejanza con la
igualdad de angulos correspondientes, interpretaran la idea de razén y su
equivalencia entre lados de triAngulos semejantes. Desde ahi se inicio claramente
el estudio del concepto de semejanza en triangulos, a través de condiciones

matematicas.

En conclusién se puede afirmar que el modelo de Van Hiele es un buen orientador
en el proceso ensefianza aprendizaje para la ensefianza de cualquier concepto
geométrico o matematico. En relacion con las pocas bases que mostraron los
estudiantes al inicio del estudio (resultados del test diagndstico), se puede afirmar
que es posible lograr la evolucion del razonamiento en forma secuencial y
organizada con actividades cortas, donde sea el estudiante quien construya el
nuevo conocimiento, sobre la experiencia y las concepciones iniciales, siendo el
profesor un facilitador u orientador en el proceso, para lograr aprendizajes

significativos.
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CONCLUSIONES GENERALES Y LIMITACIONES

Consideramos importante este capitulo, porque puede ser punto de referencia a
futuras investigaciones. En los capitulos 2, 3 y 5 se fueron presentando
conclusiones parciales relacionadas con cada uno de los objetivos propuestos, por
consiguiente, iniciaremos presentando las conclusiones generales, y finalmente,

las limitaciones que a través del estudio fueron detectadas.

Queremos resaltar que en nuestro estudio se han cumplido los objetivos
propuestos (expuestos en la introduccion inicial): disefiar e implementar
actividades y analizar las formas de razonamiento en el aprendizaje de la
semejanza de triAngulos. El trabajo ha aportado informacion sobre la evolucién del
razonamiento de los estudiantes en un tema especifico, coordinado por un

profesor observador que hizo el papel de investigador.

6.1 DEL DISENO E IMPLEMENTACION DE ACTIVIDADES

El principal medio de recoleccion de la informacion, sobre la actividad de los
estudiantes, fueron las tareas usadas para el estudio. En relacion con el objetivo,
el disefio e implementacion de las actividades nos permitieron identificar su

importancia en:

1. La organizacion, presentada por bloques de actividades en relacion con las
fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele. Se evidencié en los
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estudiantes el grado de dificultad en forma ascendente, entre diferentes
bloques, del mismo nivel de razonamiento.

2. El desarrollo de la tematica en forma secuencial y detallada, permitié al
estudiante interpretar la semejanza desde la nocion intuitiva, pasando por
las propiedades matematicas, factor de semejanza, construcciones
geométricas de triAngulos semejantes, razones de perimetros, alturas y
areas entre figuras semejantes y por ultimo el uso de criterios para
demostrar la semejanza.

3. Los objetivos que cada actividad que se pretendian alcanzar con el
desarrollo de la misma.

Podemos afirmar, de acuerdo con los resultados obtenidos, que es posible el
disefio de actividades con enfoques diferente a los propuestos en los libros de
texto, que proponen diversas editoriales, para garantizar el aprendizaje de

conceptos matematicos.

6.2 DE LA ACTIVIDAD DE LOS ESTUDIANTES

El pensar y actuar de los estudiantes nos han permitido caracterizar sus formas de
razonamiento (de acuerdo con el listado de descriptores expuestos en el capitulo
2), en el desarrollo de tareas durante la experimentacion, que hace referencia a
uno de los logros planteados en el estudio. Los logros que se evidenciaron en

relacion con este objetivo son:

1. Se confirmo el listado de descriptores de los niveles 1 y 2 de razonamiento
de Van Hiele para la semejanza de triangulos.
2. Se evidenci6 diferentes formas de razonar, al comienzo de la

experimentacion por parte de los estudiantes y esto generé inseguridad en
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alguno de ellos (porque el profesor con la ensefianza tradicional no les
permitia experimentar).

3. Fue evidente la influencia que ejercié uno de los estudiantes, sobre las
formas de razonamiento de sus comparieros.

4. Los estudiantes se sentian mas seguros al ver los dibujos de triangulos,
para hacer sus razonamientos. En varias actividades no se daba el dibujo y

ellos lo construian.

Aungue nuestro interés no era el de analizar especificamente la consecuencia de
la aplicacion de las actividades en el aprendizaje de los estudiantes, el profesor
(investigador) conocedor de la problematica escolar de la institucion, reconoce los
buenos resultados obtenidos a través de la experimentacion en comparacion con

las dificultades reales, al trabajar esto temas con la metodologia tradicional.

6.3 LIMITACIONES DEL ESTUDIO

En todo trabajo de este tipo, existen limitaciones que principalmente estan
determinadas por el tiempo que se requiere para su desarrollo y recursos con que
se cuenta para la experiencia. En consecuencia las limitaciones que consideramos

mas relevantes son:

1. No haber incluido actividades que conectaran la semejanza con temas
relacionados como: la homotecia y el teorema de Thales.
2. No haber incluido en las actividades el uso de herramientas tecnolégicas

como el Cabri, como apoyo en la ensefianza de la temética.

Limitaciones inevitables en el control de variables externas como:

3. Los estados de animo de los estudiantes.
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4. La adecuacion del aula de clase con la camara filmadora y que en
ocasiones era compartida con otro docente.

5. Los conocimientos previos de los estudiantes sobre el tema.

6. Las temperaturas en la Vereda Marta que sobrepasaba los 37°C.

7. La falta de luz constante en la instituciéon educativa.

El trabajo, no fue solo enriquecedor para los estudiantes en el aprendizaje de la
semejanza de tridngulos, sino de igual forma para el profesor (investigador) quien

manifestd, no haber realizado anteriormente, este tipo de estudio.
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ANEXOS: LAS ACTIVIDADES DE LA EXPERIMENTACION

ACTIVIDADES 1Y 2

Objetivos de aprendizaje:

e Comprender la nocion intuitiva “misma forma” de semejanza en triangulos a
partir de situaciones propuestas.

e Comprender la nocidn intuitiva “ser parecido” de no semejanza en
triangulos a partir de situaciones propuestas.

e Familiarizarse con el lenguaje propio del primer nivel de razonamiento de
Van Hiele.

e Crear la necesidad de justificar lo observado, como medio de razonamiento.

e Promover la discusion sobre similitudes y diferencias de los dibujos
planteados para: la comprension de las nociones intuitivas de semejanza y

no semejanza de triangulos y el proceso de razonamiento de Van Hiele.

Estas dos primeras actividades fueron disefiadas para el desarrollo de la fase de
informacion del primer nivel, en donde le profesor dialoga con sus estudiantes
proporcionandoles informacién sobre: el tema de estudio, los recursos a utilizar, la
metodologia y el lenguaje especifico (del nivel 1). Ademas es la oportunidad para
gue el profesor pueda identificar, las ideas previas de sus estudiantes y el nivel de

razonamiento en el que se encuentran respecto a la temética.

Una caracteristica comun de estas actividades son los dibujos o graficos con
borde triangular, sobre los cuales los estudiantes deben observar y analizar para

poderlos clasificarlos como figuras parecidas o de la misma forma. En esta fase
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debe quedar claro que las figuras semejantes son aquellas de la misma forma,

que conservan su forma méas no el mismo tamafo.

Es importante conocer las estrategias visuales que usan los estudiantes para
resolver este tipo de actividades, por ello se sugiere para la fase de explicitacion
que, el profesor promueva el debate con sus estudiantes sobre porqué ciertos
objetos tienen la misma forma y otros no, con el fin de incentivar a los estudiantes

a gque verbalicen estas reflexiones y estrategias de comparacion.
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ANEXO A: ACTIVIDAD 1 (Nivel 1 - Fase de informacion)

Tiempo estimado: 15 minutos

Objetivos de la actividad:

e Analizar y diferenciar las nociones intuitivas “misma forma” y “ser parecido”.

e Reconocer e identificar

parecidos.

triangulos que tienen la misma forma y triangulos que son

ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

a) Seleccione el tridngulo o los triangulos que
tienen la “misma forma” al triangulo dado.

b) Seleccione el triangulo o los triangulos que “se
dado.

respuestas en la columna derecha.

parecen” al triangulo Justifique  sus

TRIANGULO DADO

Esta actividad tiene como finalidad que el

estudiante sea consiente y reflexione  sobre
términos cotidianos, como: la “misma forma” y “ser

parecido”, desde el punto de vista matematico.

Se pedira a los estudiantes escribir en este espacio
sus reflexiones y los criterios de comparacion al

resolver la actividad.

Todas las representaciones son dibujos con borde
triangular, se infiere que los trazos dentro de la
estudiante a encontrar

figura, ayuden al con

facilidad la solucion.

Los dibujos que deben clasificar como de la misma
forma son aquellos que no se deforman respecto
del dado, sin importar su tamafo (Fig.3 y Fig. 5). A
los demés los deben clasificar como parecidos al
dado (Fig.1, Fig. 2 y Fig. 4).

Algunas posibles justificaciones que pueden
verbalizar los estudiantes, para decidir la nocién
intuitiva de la no semejanza (ser parecido) es, por
ejemplo, que las figuras 2 y 4 se alargan
verticalmente y que la figura 1 se contrae respecto

al triangulo dado.
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ANEXO B: ACTIVIDAD 2 (Nivel 1 - Fase de informacion)

Tiempo estimado: 15 minutos

Objetivos de la actividad:

e Analizar y diferenciarlas nociones intuitivas “misma forma” y “ser parecido”.

e Reconocer e identificar triangulos que tienen la misma forma y triangulos que son

parecidos.

ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

a) Seleccione el triangulo los triangulos que
tienen la “misma forma” al triangulo de Sierpinski.
b) Seleccione el triangulo o los triangulos que “se
parecen” al tridngulo de Sierpinski. Justifique sus

respuestas en la columna derecha.

oV V.V V.V

TRIANGULO DE

FIG1

FIG 4

FIG5

Es una actividad que permite al estudiante seguir
reflexionando sobre los criterios de comparacion

la “misma forma” y “ser parecido”.

Nuevamente, se pedird a los estudiantes escribir
en este espacio sus reflexiones y los criterios de
comparacion al resolver la actividad.

La solucién la pueden obtener los estudiantes al
observar los dibujos y clasificar como figuras de la
misma forma (Fig.1 y Fig. 5), porque no se
deforman respecto al triangulo dado, a pesar de
que no conservan el mismo tamafo. A los demas
los clasificaran como parecidos al triangulo de
Sierpinski (Fig.2, Fig.3 y Fig. 4).
Esta actividad puede ser resuelta por los
estudiantes basandose en la apariencia de ellas,
es decir, utilizando Unicamente estrategias de tipo
visual. Puede presentarse el caso, en que nho
reconozca la figura 1 como de la misma forma al

triangulo dado porque esté en diferente posicion.
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ACTIVIDADES 3Y 4

Objetivos de aprendizaje:

e Explorar y concretar la nocion intuitiva “misma forma” de semejanza en tridngulos a partir
de situaciones propuestas.

e Explorar y concretar la nocién intuitiva “ser parecido” de no semejanza en triangulos a
partir de situaciones propuestas.

e Familiarizarse con el lenguaje propio del primer nivel de razonamiento de Van Hiele.

¢ Inducir a los estudiantes en el uso de otras estrategias que no sean Unicamente de tipo
visual sino mas experimental como por ejemplo la toma de medidas (de angulos y lados)
de triangulos.

e Crear la necesidad de justificar lo observado, como medio de razonamiento.

e Promover la discusién sobre similitudes y diferencias de los dibujos planteados para:
concretar las nociones intuitivas de semejanza y no semejanza de triangulos y el proceso

de razonamiento de Van Hiele.

Estas dos actividades fueron disefiadas para el desarrollo de la fase de orientacion dirigida del
primer nivel, con el fin de que los estudiantes exploren la semejanza de triangulos, descubran y

aprendan las diversas relaciones o componentes basicos que deben interiorizar.
La caracteristica comun de estas actividades es similar a las dos primeras, por que se presentan

dibujos de triangulos, para que el estudiante siga analizando descubra y concrete los criterios de

comparacion para clasificar triangulos de la “misma forma” y “parecidos”.
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ANEXO C: ACTIVIDAD 3 (Nivel 1 - Fase de orientacién dirigida)

Tiempo estimado: 20 minutos

Objetivos de la actividad:

e Explorar y concretar las nociones intuitivas “misma forma” y “ser parecido”.

e Reconocer e identificar triangulos que tienen la misma forma y triangulos que son

parecidos.

ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

¢ Cuales de los triangulos tienen la “misma forma” y

cudles, simplemente, “se parecen” al triangulo dado?

Justifique sus respuestas.

Triangulo dado
fig 1

fig 2

fig 3

Esta actividad se propone para que el estudiante
siga analizando, descubra y concrete los
criterios de comparacion de la “misma forma” y

“ser parecido”.

Se pedird a los estudiantes escribir en este
espacio sus reflexiones y los criterios de

comparacion al resolver la actividad.

La solucion se obtiene al observar que todas las
representaciones son triangulos rectangulos y
solo tienen la misma forma aquellos triAngulos
(fig.3 y fig. 5), que tiene dos lados de igual
medida, pues el tridngulo dado es isosceles. A
los demas triangulos los clasificaran como
parecidas al dado (fig.1, fig.2 fig. 4 y fig.6).

Los estudiantes pueden usar razonamientos
Unicamente de tipo visual o iniciar con otro tipo
de razonamientos a través del uso de
instrumentos como: la regla y el transportador.
Por ejemplo, pueden explorar en triangulos de la
misma forma, la regularidad de la igualdad en

sus angulos correspondientes.
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ANEXO D: ACTIVIDAD 4 (Nivel 1 - Fase de orientacién dirigida)

Tiempo estimado: 20 minutos

Objetivos de la actividad:

e Explorar y concretar las nociones intuitivas “misma forma” y “ser parecido”.

e Reconocer e identificar triangulos que tienen la misma forma y triangulos que son

parecidos.

ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

¢Cuales de los siguientes triAngulos tienen la

misma forma? Justifique su eleccién.

Esta actividad se propone con el fin de que el
estudiante siga analizando (y concrete) los

criterios de comparacion sobre la “misma forma’

y “ser parecido”.

Se espera que la dificultad de no reconocer dos
triangulos de la misma forma por que estén en
diferentes posiciones, se haya superado al

finalizar el desarrollo de esta actividad.

Puede que los estudiantes hagan una primera
seleccién utilizando estrategias visuales v,
posteriormente, confirmen su eleccién al usar

instrumentos de medida.

Los estudiantes pueden inferir que los triangulos
de la misma forma son aquellos que tienen igual

medida en sus &angulos correspondientes.
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ACTIVIDAD 5

Objetivos de aprendizaje:

e Familiarizarse con el término semejante al relacionarlo con la nocion intuitiva “misma
forma” a partir de la situacién planteada.

e Comprender que la semejanza es una relacién que se puede establecer en distintas clases
de triangulos.

e Identificar elementos homélogos (lados) y elementos correspondientes (vértices y &ngulos)
en triangulos

e Crear la necesidad de justificar lo observado, como medio de razonamiento.

e Promover la discusién sobre similitudes y diferencias de los dibujos planteados para:
concretar las nociones intuitivas de semejanza y no semejanza de triAngulos y el proceso

de razonamiento de Van Hiele.

Esta actividad fue disefiada para el desarrollo de la fase de orientacién libre del primer nivel, con el
fin de que los estudiantes continlien explorando la semejanza de triangulos, descubran y aprendan

las diversas relaciones o componentes basicos que involucra este concepto.

Se presenta el dibujo de triangulos, caracteristica similar a las anteriores actividades, para que el
estudiante siga analizando descubra los componentes matematicos inmersos en el concepto de
semejanza, como la igualdad de angulos correspondientes.

Es fundamental promover la participaciéon y didlogo sobre las posibles relaciones que encuentren
los estudiantes, usando estrategias de tipo visual o empleando el uso de medidas, para socializar

la estrategia pertinente al resolver la actividad.
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ANEXO E: ACTIVIDAD 5 (Nivel 1 - Fase de orientacion libre)

Tiempo estimado: 20 minutos

Objetivos de la actividad:

e Relacionar las nociones intuitivas “misma forma” con “semejante”.

e Reconocer e identificar triAngulos que tienen la misma forma (es decir, semejantes).

ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

Determine si los siguientes pares de triangulos tienen la
misma forma (es decir, son semejantes).Justifique su

AW
/\ /\

Esta actividad se propone con el fin de que el
estudiante relacione triangulos de la “misma

forma” como “semejantes”.

Puede haber estudiantes que hagan sus
razonamientos utilizando estrategias visuales
y, posteriormente, confirmen su eleccién
tomando medidas, como por ejemplo medir
angulos e interpretar que, los angulos
correspondientes de triangulos semejantes

son iguales.

Otra forma de solucién, es la de recortar los
triangulos y superponerlos (desde los tres
vértices) para interpretar la igualdad de los
angulos correspondientes en triangulos de la
misma forma o semejantes. En consecuencia
ésta forma de solucién permitird aclara
cualquier duda sobre triAngulos en distinta
posicion que pueden ser clasificados como

semejantes.
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ACTIVIDADES 6 Y 7

Objetivos de aprendizaje:

e Familiarizarse con el término semejante al relacionarlo con la nocion intuitiva “misma
forma” a partir de las situaciones planteadas.

e Comprender que la semejanza es una relacién que se puede establecer en distintas clases
de figuras.

e Identificar elementos homélogos (lados) y elementos correspondientes (vértices y angulos)
en rectangulos.

e Crear la necesidad de justificar lo observado, como medio de razonamiento.

e Promover la discusién sobre similitudes y diferencias de los dibujos planteados para:
concretar las nociones intuitivas de semejanza y no semejanza de rectdngulos y el proceso

de razonamiento de Van Hiele.

Estas actividades fueron tomadas de Gualdréon (2011) (propuestas en su trabajo, en la fase de
informacion del segundo nivel). Nosotros incluimos estas dos actividades, para el desarrollo de la
fase de integracion del primer nivel, por que permiten cuestionar a los estudiantes sobre las
condiciones necesarias que se cumplen en la semejanza de figuras. Se presentan dibujos de
rectdngulos sobre los cuales, los estudiantes, deben analizar que la semejanza no solo se puede
determinar por su apariencia fisica, sino que existen condiciones matematicas que se deben

cumplir como la igualdad de angulos correspondientes y la proporcionalidad de lados homdlogos.

La finalidad de estas actividades era la exploracion y andlisis de lados homdlogos en rectdngulos
para inferir el factor de semejanza y cuestionar sobre el error aditivo identificado por
investigadores, que suelen presentarse al estudiar la proporcionalidad. Es importante que el
profesor aclare que la proporcionalidad de lados homdlogos se da usando la estrategia
multiplicativa y no, usando la estrategia aditiva. También, si se presentan otros tipos de estrategias

erroneas el profesor debe aprovechar la situacion para aclarar y evitar que se sigan presentando.
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ANEXO F: ACTIVIDAD 6 (Nivel 1 - Fase de integracion)

Tiempo estimado: 20 minutos

Objetivos de la actividad:

e Relacionar las nociones intuitivas “misma forma” con “semejante”.

e Comprender que no todos los rectangulos tienen la misma forma a pesar de que la

percepcion insinde lo contrario.

ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

¢Cuales de los siguientes rectangulos tienen la misma

forma (es decir, son semejantes)? Justifique su eleccién.

Fig. 1

Fig. 2

Se pedira a los estudiantes escribir en este
espacio sus reflexiones y los criterios de

comparacion al resolver la actividad.

Hasta aqui, se espera que los estudiantes
hayan consolidado los criterios de
comparaciéon “misma forma” y “ser
parecido”. Esta actividad permitira, que los
estudiantes no piensen que todos los
rectdngulos tienen la misma forma y que

por lo tanto todos son semejantes.

Es importante que el profesor insista a los
estudiantes en que a pesar de que los
rectangulos, aparentemente, tienen la
misma forma, realmente no es asi. Incluso
lo puede hacer dibujando dos rectangulos
en el tablero uno, muy largo y poca
anchura y otro, con similar anchura y

altura.

Actividad tomada de Gualdron (2011).
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ANEXO G: ACTIVIDAD 7(Nivel 1 - Fase de integracion)

Tiempo estimado: 20 minutos

Objetivos de la actividad:

e Relacionar las nociones intuitivas “misma forma” con “semejante”.

e Comprender que no todos los rectangulos tienen la misma forma a pesar de que la

percepcion insinde lo contrario.

ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y
COMENTARIOS

¢Cudles de los siguientes rectangulos tienen la misma

forma(es decir, son semejantes)? Justifique su eleccién.

Fig. &

Fig.5

Fig 4

Fig. 3
Fig. 2

Fig. 1

Esta actividad se propone para que el
estudiante siga consolidando los
criterios de  comparacion  para
determinar la semejanza de

rectangulos

Se espera que los estudiantes no
piensen que todos los rectangulos son
semejantes, por que sus angulos son
rectos o porque consideren que tienen

la misma forma.

Una forma de soluciéon, es trazar
segmentos de recta que pasen por el
vértice comun de todos los rectangulos
y los vértices opuestos. Dichos
segmentos de recta que pasen por
mas de tres vértices, mostraran grupos
de rectdngulos que tienen la misma

forma.

Actividad tomada de Gualdron (2011).
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ACTIVIDADES 8 Y 9

Objetivos de aprendizaje:

e Familiarizarse con el lenguaje propio del segundo nivel de razonamiento de Van Hiele.

e Inferir las condiciones matematicas necesarias y suficientes para la semejanza de
triangulos.

e Comprender que existen justificaciones adecuadas, en este nivel de razonamiento, para la
semejanza de tridngulos.

e Promover la discusién y la participacion para concretar el concepto de semejanza y no
semejanza de triangulos y el proceso de razonamiento de Van Hiele.

e Observar, analizar y justificar casos de semejanza de triangulos que se deciden con

condiciones necesarias a través de la exploracion de los casos planteados.

Estas actividades fueron disefiadas para el desarrollo de la fase de orientacion dirigida del segundo
nivel. Las tareas permiten que el estudiante explore, descubra y aprenda los componentes basicos
de la red de conocimiento que se debe formar. Se espera que las respuestas especificas, lleven al

estudiante a comprender propiedades mateméaticas sobre la semejanza de triangulos.

La finalidad de estas actividades era interpretar la nocién intuitiva del concepto de razén entre las
longitudes de triangulos y la proporcionalidad que existe entre triangulos semejantes. Se espera
que con la actividad 9 terminen de consolidar la nocién de semejanza de tridngulos y de esta

forma, la puedan aplicar en la resolucién de diferentes situaciones.
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ANEXO H: ACTIVIDAD 8 (Nivel 2 - Fase de orientacién dirigida)

Tiempo estimado: 30 minutos

Objetivos de la actividad:

e Comprender que no todos los triangulos tienen la misma forma a pesar de que la

percepcion insinde lo contrario.

e Comprender caracteristicas de semejanza en triangulos.

ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

Los segmentos AB y AC se denominan los catetos y
el segmento BC la hipotenusa del triangulo rectangulo
ABC.

¢ Cuales de los triangulos rectangulos dados tienen la
misma forma, es decir son semejantes? Justifiqgue su
eleccién después de hallar la razén entre los catetos y

angulos correspondientes (completa el cuadro).

C

fig 1
i B 4
B

B A
C

: A
\
C

cateto AC
cateto AB
DL ANl

Razén
ACIAD
<B

B1@ N "] Tridngulo

Es una actividad que puede ser resuelta por
los estudiantes inicialmente, usando
estrategias visuales y posteriormente,
corroborando sus apreciaciones, a través de
la toma de medidas que indican en el cuadro,
permitiendo la comparacién de las longitudes
de los lados, los angulos y la razén entre los

catetos de los triangulos rectangulo.

Esta actividad puede ser aprovechada por el
profesor, para motivar a los estudiantes a
escribir sus argumentos sobre la relacion de
semejanza entre tridngulos rectangulos y
comprender asi las caracteristicas
matematicas que se deben cumplir en la

semejanza de triangulos.
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ANEXO I: ACTIVIDAD 9 (Nivel 2 - Fase de orientacion dirigida)

Tiempo estimado: 30 minutos

Objetivos de la actividad:

e Comprender que no todos los triangulos tienen la misma forma a pesar de que la

percepcion insinde lo contrario.

e Comprender caracteristicas de semejanza en triangulos.

ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

Los segmentos AB y AC representan dos lados
de diferente medida en el tridngulo isosceles
ABC. ¢Cudles de los siguientes triangulos NO
tiene la misma forma, es decir No son
semejantes a los demas? Justifique su eleccion
después de hallar la razén entre los catetos y

angulos correspondientes (completa el cuadro).

C
c A B
C
A E
C
A B A B
fig 5
(%5
A B

Lado AC
Lado AB

Razon
AC/AB
<A
<B

<C

g B @l NP Triangulo

Esta actividad se propone con el fin de que el
estudiante comprenda que no todos los

triangulos isGsceles tienen la misma forma

aungque visualmente parecieran, ademas

identifiquen el primer criterio de semejanza.

Es una actividad que puede ser resuelta por los

estudiantes inicialmente, usando estrategias

visuales y posteriormente, utilizando
instrumentos de medida para comparar la
longitud de los lados, los angulos y la razén

entre dos lados distintos de cada tridngulo.
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ACTIVIDADES 10, 11Y 12

Objetivos de aprendizaje:

e Familiarizarse con el lenguaje propio del segundo nivel de razonamiento de Van Hiele.

e determinar las condiciones matematicas necesarias y suficientes para la semejanza de
triangulos.

e Comprender la importancia del factor de semejanza en la construccion de triangulos
semejantes.

e Promover la discusién y la participacion para concretar el concepto de semejanza y no
semejanza de triangulos y el proceso de razonamiento de Van Hiele.

e Observar, analizar y justificar casos de semejanza de triangulos que se deciden con

condiciones necesarias y suficientes a través de la exploracion de los casos planteados.

Estas actividades fueron disefiadas para el desarrollo de la fase de orientacion dirigida del segundo
nivel. Las tareas permiten que el estudiante explore, descubra y aprenda los componentes bésicos
de la red de conocimiento que se debe formar. Se espera que las respuestas especificas, lleven al

estudiante a comprender propiedades mateméaticas sobre la semejanza de triangulos.
Se espera que con la actividad 11, los estudiantes concreten el concepto de semejanza de

triangulos, al consolidar las condiciones matematicas necesarias y suficientes, y de esta forma, las

apliquen en la resolucion de diferentes situaciones.
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ANEXO J: ACTIVIDAD 10 (Nivel 2 - Fase de orientacion dirigida)

Tiempo estimado: 30 minutos

Objetivos de la actividad:

Identificar, comprender y justificar caracteristicas de semejanza en triangulos.

Comprender la relacién entre los perimetros de figuras semejantes.

ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

Las medidas de los lados de dos triangulos son
respectivamente: 4 cm, 5cm, 7 cm y 12 cm, 15

cm, 21 cm.

Resuelva lo siguiente:

Construya con regla y compas los
triangulos, ¢son semejantes los dos
triangulos?

Si son semejantes, ¢cual es la razén de

entre los lados
de

Justifique su respuesta.

semejanza

correspondientes los tridngulos?
¢ Cudles son las condiciones necesarias

para que dos triangulos sean
semejantes? Justifique su respuesta.

Si son semejantes, demuestre la relacion
que existe entre los perimetros hallando

la razon entre ellos.

Con la siguiente actividad pretendemos que el

estudiante, logre explicar algunas
caracteristicas mateméticas de la semejanza
en tridngulos e identifique algunos de los

criterios de semejanza.

Se espera que los estudiantes comprendan la

relacion de igualdad entre la razon de
semejanza y la razén entre los perimetros de

los tridngulos semejantes.
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ANEXO K: ACTIVIDAD 11 (Nivel 2 - Fase de orientacidon dirigida)

Tiempo estimado: 30minutos

Objetivos de la actividad:

Identificar, comprender y justificar caracteristicas de semejanza en triangulos.

Comprender la relacién entre las areas de figuras semejantes.

ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

Si los lados de un triangulo son 9cm; 6 cmy4

cm.

Resuelva lo siguiente:

a)

b)

c)

d)

Calcular cuanto miden los lados de
otro triangulo, si la razén entre los
lados correspondientes de los dos
triangulos es 2/3.

Construir con regla y compas los dos
triangulos. Dibujar las alturas vy
calcular la razén entre ellas.

¢los triangulos son semejantes? Si lo
son, ¢qué condiciones se cumplen?
Justifique su respuesta.
Si son semejantes, demuestre la
relacibn que existe entre las areas

hallando la razén entre ellas.

Con esta nueva actividad pretendemos que el
de

semejanza, conociendo la razén de semejanza,

estudiante comprenda algunos criterios

es importante que plantee sus argumentos,
de

caracteristicas que encierra el desarrollo de los

después explorar e identificar las

items, incluyendo las tareas anteriormente

trabajadas.

Se espera que los estudiantes comprendan que al
los dos
de

semejanza entre los triangulos o que al hallar la

hallar la razén entre las alturas de

triangulos da como resultado el factor
razén entre las areas se encuentra la razén de

semejanza al cuadrado.

124




ANEXO L: ACTIVIDAD 12 (Nivel 2 - Fase de orientacion dirigida)

Tiempo estimado: 40 minutos

Objetivos de la actividad:

Comprender y demostrar los criterios de semejanza de triangulos AA, LLL y LAL

Decidir la semejanza de triangulos a través de los criterios de semejanza

ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

Demuestre a través de la construccion y el

uso de criterios las siguientes preguntas:

¢Dos tridngulos que tienen sus lados
correspondientes proporcionales son
semejantes? Si lo son, ¢podrian ser
semejantes los triangulos que tienen
de

Justifique

sélo dos pares lados

proporcionales? sus

respuestas.

¢Dos triangulos que tienen sus tres
angulos respectivamente congruentes
son semejantes? Si lo son, ¢podrian
ser semejantes los triangulos que
sélo dos

tienen angulos

respectivamente congruentes?

Justifique sus respuestas.

¢,Dos triangulos que tienen un angulo
congruente y los lados que los forman
proporcionales son semejantes? Si lo
son, ¢podrian ser semejantes los
triangulos cuyos lados proporcionales
no son ambos del angulo congruente,
sino que uno es el lado opuesto?

Justifique sus respuestas.

Con la siguiente actividad pretendemos que el
estudiante demuestre con sus argumentos, cada
uno de los criterios de semejanza, después de

explorar, visualizar y plantear las distintas

posibilidades en la solucion de las preguntas

usando el dibujo o analizando las tareas

anteriormente trabajadas.

Después de la actividad se pretende generar

discusion con los estudiantes para lograr

identificar con claridad cada uno de los criterios

de semejanza y la diferencia entre ellos.

Actividad tomada de Gualdron (2011).
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ACTIVIDADES 13 Y 14

Objetivos de aprendizaje:

e Familiarizarse con el lenguaje propio del segundo nivel de razonamiento de Van Hiele.

e Determinar las condiciones matematicas necesarias y suficientes para la semejanza de
triangulos.

e Comprender la importancia del factor de semejanza en la construccion de triangulos
semejantes.

e Crear la necesidad de justificar lo observado, como medio de razonamiento.

e Promover la discusion sobre similitudes y diferencias de los dibujos planteados para:
concretar las nociones intuitivas de semejanza y no semejanza de rectdngulos y el proceso

de razonamiento de Van Hiele.

Este bloque de actividades fue disefiado para el desarrollo de dos fases. La actividad 13 en la fase

de orientacion libre del segundo nivel, y la actividad 14 en la fase de integracién del segundo nivel.

La actividad propuesta para la fase de orientacion libre propone la consolidacién del aprendizaje
realizada en las anteriores fases. La tarea permite que el estudiante aplique los componentes
basicos de la red de conocimiento que se debi6 formar. Se espera que los estudiantes usen varias

vias de resolucién para obtener las respuestas especificas sobre la semejanza de triangulos.

La actividad propuesta para la fase de integracion permite evaluar en forma global el nivel de
razonamiento adquirido por los estudiantes, no implica la aparicion de nuevos conocimientos, sino
la ejecucion y organizacion de los ya adquiridos. No era necesaria proponer varias actividades,
pero ante la necesidad de verla como una evaluacion final se establecieron cinco tareas en esta

actividad.
El profesor al finalizar cada actividad ayuda a los estudiantes a sintetizar lo que han aprendido,

proporcionandoles observaciones generales, para que el estudiante pueda tener una vision global

del concepto de semejanza y sus relaciones.
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ANEXO M: ACTIVIDAD 13 (Nivel 2 - Fase de orientacién libre)

Tiempo estimado: 10 minutos

Objetivos de la actividad:

e Demostrar la semejanza de triangulos a través de los criterios de semejanza AA, LLL y

LAL.
e Comprender que la congruencia de triangulos es un caso particular de semejanza de
triangulos.
ACTIVIDAD OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

Demuestre si los dos pares de triangulos son
semejantes, aplicando alguno de los criterios de
semejanza (AA, LLL y LAL). Especifique el

criterio que utiliz6 y estipule la razén de

semejanza.
B
A /0\ [
B
A /P\ c
A 25cm B
;; cm
B’ C
4 cm
c’
....... 5cm
3,5¢cm A

Con esta actividad se pretende que el
estudiante aplique los criterios de semejanza.
La idea fundamental es que los estudiantes
reconozcan e identifiquen si un triAngulo fue
ampliado, reducido o no se modifica, lo
anterior esta relacionado con la razén o factor
de semejanza, es decir, que al aplicarle a un
triangulo un factor desemejanza menor que 1,
el triangulo se reduce, que al aplicarle a un
triangulo un factor de semejanza mayor que 1,
el tridngulo se amplia, y que al aplicarle a un
triangulo el factor de semejanza 1, el triangulo
no se modifica y se denominan congruentes.
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ANEXO N: ACTIVIDAD 14 (Nivel 2 - Fase de integracién)

Tiempo estimado: 120 minutos

Objetivos de la actividad:

e Aplicar lo aprendido, en las anteriores actividades, en la justificacion de sus respuestas.

e Analizar, comprender y justificar la semejanza a nivel global.

ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

. Complete la siguiente tabla utilizando una “X” donde

corresponda. Debe argumentar, para cada item, su

respuesta. Puede utilizar argumentos de todo tipo

(gréficos, analiticos, verbales, etc.).

item ¢son Siempre

semejantes?

veces

Nunca

1 Dos triangulos
isosceles

2 Dos triangulos

equilateros

3 Dos triangulos

escalenos

4 Dos triangulos

rectangulos

isésceles.
5 Dos

cuadrados
6 Dos

rectangulos

7 Un rectangulo

y un triangulo

8 Un rectangulo

y un cuadrado

Si necesita espacio las argumentaciones las puede escribir al

respaldo de la hoja.

El profesor puede aprovechar esta
actividad para insistir en los estudiantes
que justifiguen la respuesta. Por tal motivo
es importante que el profesor esté atento a
qgue los estudiantes no s6lo marquen la
respuesta que consideren, sino que

ademas la justifiquen.

Esta es una actividad que permite estudiar
la semejanza sin tener su dibujo
previamente. La intencion es que los
estudiantes se animen a realizar los dibujos
de los triangulos o figuras planteados como

parte de su razonamiento.

Actividad (item 1) tomada de Gualdrén (2011).
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ACTIVIDAD

OBSERVACIONES Y COMENTARIOS

2. Las medidas de los lados de dos triangulos son
respectivamente: 3, 4 y 5 cm; 4.5, 6, 7.5 cm.
Construya con regla y compas los tridngulos,
¢son semejantes los dos triangulos? Si lo son,
calcula la razén de semejanza entre los lados
correspondientes.

3. Dado un triangulo ABC con medidas en sus
lados AB=6 cm, BC= 8cm y AC= 10 cm.
Calcular cuanto miden los lados de otro
triangulo semejante, si la razén entre los lados

correspondientes de los dos triangulos es 3/2.

4. Sea el tridngulo rectdngulo ABC cuyos lados

BC=6cm, AB=8cm, AC=10cm vy el

triangulo rectangulo abc, cuyo lado ac=5cm.

miden:

Demuestre que los tridngulos son semejantes y
determine las medidas de los lados ab y bc.

B a

A

5. Determinar si los triangulos ABD y GBF son
semejantes, teniendo en cuenta que el
segmento AD es paralelo al segmento GF.

A

G

Se establecen estas actividades para concretar
el nivel de razonamiento que han adquirido los
estudiantes.

Se espera que los estudiantes justifiquen usando

los criterios y propiedades de triangulos

semejantes, estudiados con anterioridad. La
finalidad es sintetizar el concepto de semejanza
de diversas

e integrarlo en la solucion

situaciones.
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ANEXO O:
TEST DIAGNOSTICO

En cada uno de los enunciados se presentan cuatro preguntas, solo una de ellas
es correcta. Analice la pregunta y marque con una X la respuesta correcta.

1. De los siguientes pares de rectas, ¢ Cuales son paralelas?

// Y o
(a) (b) (©) (d)

2. ¢ Cudl de las siguientes propiedades se cumple en las rectas paralelas?
(@) Al cortarse forman un angulo recto (90°)
(b) Se cortan entre si.
(c) Van en la misma direccion.

(d) Son siempre horizontales.

3. Las rectas paralelas de la siguiente figura son:

m .
RNA
| \

p q\ﬁxs

(@ myn; nyl; myl; pyaq.
(b) myn; nyl; qyr; pys.
(c) myl; pyg; syn; rys.
(d mys; syp; myp; pyqa.

4. Silarectat es paralela alarecta x y la recta x es paralela a la recta z se puede

decir que:
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(a) Las rectast y z son perpendiculares.
(b) Las rectas t y z se cortan.
(c) Lasrectasty z son paralelas.

(d) Las rectas t y z forman un angulo de 45°.

. Las partes de un angulo son:
(a) Dos lados.

(b) un lado y un vértice.

(c) Un vértice y dos lados.
(d) Un vértice.

. De los siguientes angulos el de mayor amplitud es:

L <

(@) (b) (©) (d)

. Cuales de los angulos anteriores son agudos:
(@) Elanguloayb
(b) Elanguloby c
(c)Elangulobyd
(d) Elanguloayc

. En el siguiente gréafico para conocer el valor del angulo b sélo basta saber:

c %

—d

(a) La medida del &ngulo a

(b) La medida del angulo c
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(c) La medida del angulo d
(d) Un angulo de media vuelta equivale a 180 grados.

9. ¢ Cudl de los siguientes poligonos es un triangulo?

< NV

(@) (b) () (d)

10. Un tridngulo is6sceles es un triangulo que tiene dos lados iguales. ¢ Cuél de
las siguientes afirmaciones es verdadera en todo triangulo isésceles?
(a) Los tres lados tienen la misma medida.
(b) La medida de un lado es el doble de la medida del otro.
(c) Los tres angulos tienen la misma medida.

(d) Tienen por lo menos dos angulos con la misma medida.

11. Los dos triAngulos ABC y ADC de la siguiente figura estan entre dos rectas
paralelas. Si el area del triangulo ABC es de 8 cm cuadrados ¢ Cudl es el area
del triangulo ADC?

(a) 8 cm? D
(b) 10 cm?
(c) 16 cm? \
(d) 4 cm? N

12. ¢ En la siguiente figura cudl es la medida del &ngulo X?

1202 X
(a) 60° (b) 30°
(c) 90° (d) 1500

Actividad tomada de la tesis de maestria Fiallo (1996).
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