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Resumen

TITULO: UNA UNIFICACION DE LOS TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL ANALISIS
FUNCIONAL *

AUTOR: INES ESPERANZA ANGARITA LEAL ™

PALABRAS CLAVE: ANALISIS FUNCIONAL, TEOREMA DE HAHN BANACH, PRIN-
CIPIO DE ACOTACION UNIFORME, TEOREMA DE LA APLICACION ABIERTA, TEO-
REMA DEL GRAFICO CERRADO.

DESCRIPCION:

Este trabajo de grado se enmarca en el drea del Andlisis Funcional y se centra en el estudio de
tres de los teoremas fundamentales: el Principio de Acotacién Uniforme (PA), el Teorema de la
Aplicacién Abierta (AA), el Teorema del Gréfico Cerrado (GC) y el Teorema de Hahn-Banach
(HB). Tradicionalmente, se conoce que las demostraciones de los tres primeros (PA, AA y GC)
dependen del Teorema de Categoria de Baire, mientras que el Teorema de Hahn-Banach requiere
del Lema de Zorn, lo cual sugiere independencia entre ambos grupos.

Partiendo de esta distincién, el presente trabajo aborda la pregunta natural de si el Teorema de
Hahn-Banach (HB) puede, de hecho, implicar a los otros teoremas. Esta cuestién fue explorada
de manera pivotal por Walter Roth en su articulo . combined approach to the fundamental
theorems for normed spaces”, donde se demuestra que el Teorema de Hahn-Banach si implica
el Principio de Acotacién Uniforme y el Teorema de la Aplicacién Abierta (y, por consiguiente,
su equivalente, el Teorema del Grafico Cerrado).

El objetivo principal de esta tesis es realizar un analisis detallado de los resultados presentados
por Roth, con un enfoque especifico en comprender y desglosar la prueba de que el Teorema de
Hahn-Banach implica el Principio de Acotacién Uniforme y el Teorema de la Aplicaciéon Abierta.

“Trabajo de grado
“*Facultad de Ciencias. Escuela de Matemaéticas. Director Michael Alexdnder Rincén Villamizar



Abstract

TITLE: A UNIFICATION OF THE FUNDAMENTAL THEOREMS OF FUNCTIONAL
ANALYSIS *

AUTHOR: INES ESPERANZA ANGARITA LEAL ™

KEYWORDS: FUNTIONAL ANALYSIS, HAHN BANACH THEOREM, UNIFORM BOUN-
DEDNESS PRINCIPLE, OPEN MAPPING THEOREM, CLOSED GRAPH THEOREM.

DESCRIPCION:

This undergraduate thesis is situated within the field of Functional Analysis and focuses on
the study of the fundamental theorems: the Uniform Boundedness Principle (UBP), the Open
Mapping Theorem (OMT), the Closed Graph Theorem (CGT), and the Hahn-Banach Theorem
(HBT). Traditionally, it is known that the proofs of the first three (UBP, OMT, and CGT)
rely on the Baire Category Theorem, while the Hahn-Banach Theorem requires Zorn’s Lemma,
suggesting an independence between the two groups.

Building upon this distinction, this work addresses the natural question of whether the Hahn-
Banach Theorem (HBT) can, in fact, imply the other theorems. This question was pivotally
explored by Walter Roth in his article . combined approach to the fundamental theorems for
normed spaces”, where he demonstrates that the Hahn-Banach Theorem does imply the Uniform
Boundedness Principle and the Open Mapping Theorem (and, consequently, its equivalent, the
Closed Graph Theorem).

The primary objective of this thesis is to conduct a detailed analysis of the results presented by
Roth, with a specific focus on understanding and breaking down the proof that the Hahn-Banach
Theorem implies the Uniform Boundedness Principle and the Open Mapping Theorem.

“Bachelor Thesis
Facultad de Ciencias. Escuela de Mateméticas. Director Michael Alexdnder Rincén Villamizar



Introduccion

En cualquier curso bésico de Andlisis funcional se estudian los cuatro teoremas fundamenta-
les: el Principio de Acotacion Uniforme (abreviado PA), el Teorema de la Aplicacion Abierta
(abreviado AA), el Teorema del Grdfico Cerrado (abreviado GC) y el Teorema de Hahn-Banach
(abreviado HB). De estos cursos sabemos también que en la demostracién de los tres primeros
se usa de una forma u otra el Teorema de Categoria de Baire, mientras que el ultimo depende
del Lema de Zorn. De cierto modo esto nos dice que los teoremas son independientes entre si
(aunque sabemos también que AA y GC son equivalentes).

Por lo anterior es natural preguntarse si HB implica los otros teoremas fundamentales. Esta
pregunta fue estudiada por Walter Roth en su articulo [1]. En este articulo, Roth demuestra
que HB implica PA y AA (y por lo tanto GC también). El objetivo de este trabajo es estudiar
los resultados del articulo de Roth. Concretamente, queremos entender la prueba de que HB
implica PA y AA.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se dan las herramientas necesarias para entender los resultados principales del
trabajo. Todo lo hecho aqui lo hemos tomado de [3] y [4].

1. Espacios de Banach

Definicién 1.1. Sea X un K-espacio vectorial. Una norma en X es una funcién ||-||: X — [0, 00)
que cumple las siguientes propiedades:

1. |lz]| = 0 si, y solo si, x = 0;
2. dados z € X y A € K| tenemos ||[\z|| = [A|||z];

3. siz,y € X, entonces ||z +y| < |lz|| + ||y

Si X es un espacio vectorial y || - || es una norma en X, el par (X, | - ||) es llamado espacio
normado.

Definicion 1.2. Un espacio de Banach es un espacio normado el cual es completo con la métrica
inducida por la norma.

Definicion 1.3. Sean X y Y espacios normados y T : X — Y un operador lineal. Decimos que
el operador T es acotado si existe un ntimero real ¢ > 0 tal que para todo = € X,

1T (z)|] < c|z]].
La norma de T se define como
Tx
1)) = sup B2 — i .
zex |zl zeX
x#0 =1



Definicion 1.4. Si X es un K-espacio vectorial, un funcional lineal es un operador lineal de X
en K. El dual algebraico de X es el conjunto de todos los funcionales lineales definidos en X y
se denota por X7.

Definicion 1.5. Sea F un espacio normado. El dual topolégico de E es definido como el conjunto
operadores lineales y acotados de E en R. Este espacio se denotard aqui como E’.

Observacién 1.6. El conjunto E’ junto con la norma dada en la Definicién 1.3, es un espacio
de Banach. Una prueba de esto se puede encontrar en el Teorema 2.10-4 de [3].

A continuacién enunciamos el Teorema de la Aplicacién abierta, el Teorema del Grafico cerra-
do y el Principio de Acotacién uniforme. Estos teoremas son de gran importancia en Analisis
funcional. Una prueba de estos puede ser encontrada en [2]. Como ya dijimos, el objetivo de
este trabajo es presentar una prueba de estos teoremas usando como herramienta el Teorema
de Hahn-Banach, otro resultado fundamental del andlisis Funcional. Una prueba de estos puede
ser encontrada en las secciones 2.2 y 2.3 de [4].

Teorema 1.7 (Teorema de la aplicacién abierta). Sean E y F espacios de Banach. Un operador
lineal continuo y sobreyectivo T: E — F es una aplicacion abierta, es decir, las imdgenes de
subconjuntos abiertos de E son subconjuntos abiertos de F'.

Definicién 1.8. Sean E y F espacios normados. Si T : £ — F' es lineal, el grafico de T es por
definicién el conjunto

G(T)={(z,Tx)e EXF : x € E}.

Se dice que T tiene gréfico cerrado si G(T") es un subconjunto cerrado de E x F, donde E x F'
tiene la topologia usual del producto cartesiano.

Teorema 1.9 (Teorema del Gréfico Cerrado). Sean E y F' espacios de Banach yT: E — F un
operador lineal. St el grdfico de T es cerrado, entonces T es acotado.

Teorema 1.10 (Principio de acotacién uniforme). Sean E y F' dos espacios de Banach y sea
(T})ier una familia (no necesariamente numerable) de operadores lineales continuos de E en F.
Suponga que

sup || Tiz|| < 00 Vx € E.
iel
Entonces
sup || T;|| < oo.
i€l

En otras palabras, existe una constante ¢ > 0 tal que

|Tyz|| < cl|lz|| VoeE, Viel.



2. El Teorema de Hanh-Banach

El objetivo de esta seccion es probar el Teorema de Hanh-Banach. Como se sabe, este resultado
tiene diversas aplicaciones en matematicas. Dado que serd usado para probar los otros teoremas
fundamentales del Andlisis funcional, presentaremos su prueba aqui. También mostramos algunas
consecuencias.

Definicién 1.11. Un funcional sublineal p en E es una funcién p : £ — R tal que p(z +y) <
p(z) + p(y) y p(Ax) = Ap(x) para todo z,y en E y A > 0.

Lema 1.12. Sean X un R-espacio vectorial y p: X — R un funcional sublineal. Sean Y un
subespacio propio de X y f:Y — R lineal tal que f(y) < p(y) para cada y € Y. Entonces
existen un subespacio M de X conY C M y f: M — R lineal tal que:

1 fly = f;
2. f(z) < p(z) para cada z € M.

Demostracion. Sean xg € X \Y y M =Y @ (x0). Es claro que M es un subespacio de X tal
que Y C M. Siy,y €Y, entonces

Fly+y) <ply+y') =ply — 20+ 20 +y") < ply — w0) + (20 +3)-
Luego f(y) — p(y — x0) < p(y + x0) — f(y') para cualesquiera y,y’ € Y. Asi

sup{f(y) —p(y —z0) 1y € Y} < inf{p(y' +z0) — f(y/) : ¥/ €Y}
Sea o € R tal que

sup{f(y) — p(y — w0) 1y € Y} < o < inf{p(y/ +x0) — f(y/) : ¢/ €Y}
Definamos f: M — R por f(y + txg) = f(y) + ta. Claramente f es una extensién lineal de f.
Probemos que f(z) < p(z) para cada z € M.
Caso 1: Siy €Y y t > 0, por la escogencia de o tenemos que

fly +txo) = f(y) + ta

< fly) +1 (p <1y+fco> —f <1y>>

p(y + txg).

Caso 2: Para t <0,

Esto concluye la demostracién. O



Observacién 1.13. Sea X un R-espacio vectorial. Si C es una cadena de subespacios de X (esto
es, si W,V € C, entonces W CV o V C W), tenemos que | JC es un subespacio de X.

Esto pues:
1. Como C es una cadena, C es no vacio, luego | JC es no vacio.
2. Sean z,y € | JC. Entonces existen VW € C con z € V y y € W tales que

» SiVCW,2eWyyeW,ycomo W es subespacio (x +y) € W C |JC
» SIWCV,z2eVyyeV,ycomoV essubespacio (z+y) eV CJC

3. Sea x € |JC y A € R. Entonces existe V € C tal que = € C. Como V es subespacio,
Ax € V C |JC, luego | JC es cerrado bajo la multiplicacién por escalares.

Para la demostracién del proximo teorema necesitamos el Lema de Zorn el cual enunciamos a
continuacién.

Lema 1.14 (Lema de Zorn). Sea X un conjunto no vacio y parcialmente ordenado. Si cada
cadena en X es acotada superiormente, entonces X tiene un elemento mazximal.

Teorema 1.15 (Teorema de Hahn-Banach, versién vectorial). Sea X un R-espacio vectorial y
p: X — R un funcional sublineal. Sea Y un subespacio de X y f:Y — R un funcional lineal
tal que f(y) < p(y) para cada y € Y. Entonces existe f: X — R lineal tal que fly = f y
f(z) < p(x) para cada z € X.

Demostracion. Sea U la coleccién de pares (M, g) donde g: M — R es lineal, My es un subes-
pacio de X con Y C My, gly = f y g(x) < p(x) para cada x € M. En U, definimos

(Mg, g) = (Mp, h) si, y solo si, My C My, y hln, =g

Observe que U # () ya que (Y, f) € U. Usando el Lema de Zorn, mostraremos que U contiene un
elemento maximal. Sea C una cadena en . Sea W = U( M,.g)ec Mg- Como C es una cadena, W
es un subespacio de X (vea la Observacién 1.13). Es claro que Y € W. Si h: W — R es definida
como h(w) = g(w) si w € M. Notemos que si x € M, N My, como C es una cadena, podemos
suponer que (My,g) < (M,,g'). Asi g(x) = ¢'(x). Esto demuestra que h estd bien definida.
Por construccién tenemos que hly = fy h(z) < p(x) para cada x € W. Luego (W,h) € U y
(Mg, g) = (W, h) para cada (Mg, g) € C.

Por el Lema de Zorn, existe (Mh, h) € U maximal. Si tuviésemos que M, # X, por el Lema 1.12,
existen un subespacio M de X con My, € M y h: M — R lineal tal que h|y;, = by h(z) < p(z )
para cada x € M. Como Y C M, C M, sigue que h]y = f. Concluimos que (M,h) € U,
(Mp,, h) # (M, h) y (My,, h) =< (M, h). Esto contradice el hecho de que (My,h) € U es maximal.
Por tanto, M} = X y esto prueba el teorema. ]

Ahora presentaremos algunas consecuencias del Teorema de Hahn-Banach.



Teorema 1.16 (Teorema de Hahn-Banach, versién normada). Sean X un espacio normado, Y
subespacio de X y f € Y*. Entonces existe f € X' tal que fly = f y ||fll = If]I-

La demostracién de este teorema puede econtrarse en la seccién 4.3 de [3].

Definicién 1.17. Sea X un espacio normado. Un hiperplano afin es un conjunto de la forma
H={z € X: f(zr) = a}, donde f: X — R es lineal, f # 0 y a € R. Se usara la notacién
H:=[f=q].

Definicién 1.18. Sean X un espacio normado y A, B subconjuntos de X. Diremos que el
hiperplano afin [f = o] separa estrictamente a Ay B si

sup{f(z) :x € A} < a < inf{f(z) : z € B}.

Se deducen directamente del Teorema de Hanh-Banach dos versiones geométricas, enunciaremos
la segunda de ellas.

Teorema 1.19 (Teorema de Hahn-Banach, segunda versién geométrica). Sean X un espacio
normado y ) # A, B subconjuntos convezos de X tales que AN B = (). Supongamos que A es
cerrado y B es compacto. Entonces existe un hiperplano afin cerrado que separa estrictamente
aAyB.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [4], Teorema 1.7. En la figura ilustramos lo que
nos dice el teorema.

e A: Convexo cerrado
e B: Convexo compacto
e H: Hiperplano separador

Figura 1.1: Separacién estricta de convexos disjuntos en espacios normados.



Teorema 1.20. Sea E un espacio normado. Si p: E — R es un funcional sublineal, entonces
existe un funcional lineal w € E7 tal que u(x) < p(z) para todo x € E.

Demostracion.
» Caso 1: p(z) = 0, para cada x € F, basta tomar u = 0.

» Caso 2: p(xp) # 0 para algin zp € E. Sea M = [zo] y f: M — R definida por f(tzg) =
tp(xg) para todo t € R. Debemos ver que f(z) < p(z) para todo x € M.

e Sit >0, entonces f(txg) = tp(zo) = p(tzo).

e Sit < 0, entonces

f(tzo) = tp(zo)
= —(=tp(z0))
= —(p(—tzo)).

Ahora bien, p(—txzg) = p(tzg — 2tzg) < p(tzo) + 2p(—tzg). Luego —p(—txg) < p(txo),
y en consecuencia, f(txg) < p(tzp).

Ahora, usando el Teorema 1.15, existe u € E# tal que u(x) = f(z) para todo x € M y
u(y) < p(y) para todo y € E. O

Corolario 1.21. Para todo funcional sublineal p en E y todo xo € E, existe un funcional lineal
u € E* tal que u(z) < p(x) para todo x € E y u(xo) = p(xo).

Demostraciéon. Sea p’': E — R definida por
p'(z) = inf{p(z + Azg) — Ap(z0)|XA > 0}, =€ E.

Veamos que p’ es sublineal. Sean z,y € E dados. Por definicién de infimo y p/, para todo € > 0
existen A, u > 0 tales que

p'(x) = p(z + Azo) = Ap(zo) =€,y P'(y) = p(y + pao) — pp(ao) — €.
De ahi, junto con p(z) + p(y) > p(xz + y), tenemos que,

p'(z)+ ' (y) > plz + Azo + y + pxo) — (A + p)p(zo) — 2€
> p(x +y+ (A + p)xo) — (A + p)p(wo) — 2,

y como,
Pz +y) <ple+y+ A+ pao) — (A+ pp(xo),
entonces p'(z) + p'(y) > p'(z + y) — 2e. Cuando € — 0, obtenemos que
p() +0'(y) = 'z + ).

Veamos ahora que p/(az) = ap/(z) paracadaa >0y z € E.



» Caso a = 0. Es claro que vale que p'(ax) = ap/(x).
s Caso o > 0. Tenemos que
p'(az) = inf{p(azx + Azo) — Ap(z0)|A > 0}.
Si A=a-pucon p >0, entonces

P (az) = inf{p(az + apzo) — app(wo)|p > 0}
inf{ap(z + pxo) — app(zo)|pn > 0}
= ainf{p(z + pzo) — pp(xo)|p = 0}.

Note que inf{p(x + puxo) — pp(zo)|n > 0} = p'(x). Entonces p/(az) = ap'(x).

Como acabamos de probar, p’ es sublineal. Observemos también que p'(z) < p(z) para todo
x € F, porque

p(z + Arg) < p(w) + p(Axo) = p(x + Azo) < p(z) + Ap(20).

Consecuentemente, p(x + Axg) — Ap(zo) < p(x).

Por el Teorema 1.20 existe u € E* tal que u(z) < p/(x) < p(x) para todo x € E. En particular,
u(zo) < p(xg). Queremos ver que u(xg) = p(xg). Observe que tomando A = 1 en la definicién de
p’ obtenemos

p'(=z0) < p(—a0 +1-x0) — 1 p(0)
< p(0) = p(zo)
< —p(o).
Por lo tanto, u(—xz0) < p/(—xz¢) < —p(xp). Se sigue que —u(zg) < —p(xp), es decir, u(zg) >
p(xo). De ahi que u(zg) = p(xo). O

Definicion 1.22. Sea E un espacio normado. El bidual de E se define como el espacio dual de
E’, es decir, (E')". Se usard la notacién E”.

Lema 1.23. Sea E un espacio normado. La aplicacion

JE E— E”
T Py,

donde ¢, E' = R es dada por ¢,(f) = f(x) para cada f € E’, es lineal, inyectiva y preserva la
norma.

Demostracion.
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» Lineal: Queremos ver que Jg(ax + fy) = aJg(x) + SJE(y). Por definicién de Jg,

JE(O“U + By) = Qbaw—i-ﬁy

donde ¢az48y es el funcional en E” que actia sobre cualquier f € E' como:

¢am+ﬂy(f) = f(ax + By).

Como f es funcional lineal,

flax +By) = af(x) + B (y).

Luego,
¢ax+5y(f) = Ozf(]:) + Bf(y) (1‘1)

Por otro lado, aJg(z)+BJg(y) es una combinacién lineal en F, al evaluarla en un funcional
fek,

(aJe(z) + BIe())(f) = aJe(x)(f) + BJe(y)(f)
= a¢x(f) + ﬂ@f)y(f)

Asi,
(aJe(z) + BJeW)(f) = af (z) + Bf(y)- (1.2)
Comparando (1.1) y (1.2),
baw+py(f) = af (@) + BF(y) = (aJe(z) + BTe(y))(f)

y como esto vale para cualquier f € E’ arbitrario, se concluye que

Je(ax + By) = alp(z) + BJIE(y).

» Inyectiva y preserva la norma. Demostraremos primero que ||¢.|| = ||z||. Usaremos para
esto la definicién de norma de un operador dada en la Definicién 1.3, entonces
¢ (f)]
|¢a]| = sup ===
reer £
f#0

Sabemos que ¢, (f) = f(z), luego

@)
9=l = sup “ra
f#0

Veamos que sup s¢ g Ijlcl(f:il)‘ = |||

f#0

11



o supsep M <.
I#0

Note que ||f|| = supzex % Luego
z#0
|f ()]
< [I£1l
]
@) < [IfI] - [
|f ()]
< [l=[]-
/1
Esto para cualquier f # 0, luego también para el supremo, de ahi que
feE/ HfH N
f#0

o supycp ) 2 ol Sea Y = genfe) = {1 ¢ < ). Deina
fo =Y - R
te — t||z|.

Entonces fy es lineal y

[ foll = sup{|fo(tx)] : ||tz|| < 1}
sup{[t[[j]| - [¢]llz] <1} = 1.

Luego, por el Teorema 1.16 , existe f € X* tal que ||f|| = ||foll =1y fly = fo.
Entonces
Il 1
Por lo tanto el supremo es al menos ||z, es decir,
[f@)| o
sup > [|]l-
ez NI
J#0
De ahi que ||¢4|| = ||z||. Esto prueba que Jg es una isometria, y por lo tanto también es
inyectiva.
O

Definicién 1.24. Sea E un espacio normado. La aplicacién candnica de E en E” es la
aplicacién definida en el Lema 1.23.

12



A continuacién introducimos el polar de un subconjunto de un espacio normado.

Definiciéon 1.25. Sea E un espacio normado, el polar de un subconjunto X C F es el conjunto:
X°={ue E||u(z)] <1 paratodor e X} CFE.
Andlogamente, el polar de U C E’ es:
U°={z e FE||u(r) <1paratodouecU} CE.
Lema 1.26. Sea E un espacio normado.
1. Si X C E, entonces X° C E’ es cerrado.
2. SiU C FE', entonces U° C E es cerrado.

Demostracion.

1. Note quesi X C F

X0 = ({ueE ||u) <1}
zeX

Dado x € X, considere el conjunto
B, ={u € E*|Ju(x)| < 1}.

Note que cada B, es la preimagen del intervalo cerrado [—1, 1] bajo la funcién ¢,, definida
en el Lema 1.23 Como [—1,1] es cerrado en R, B, es cerrado en E*. De ahi que X° es
cerrado, pues es interseccion de cerrados.

2. Note que si U C '

U° = ({z € E||u(z) <1}

ucU

Dado u € U, considere el conjunto
Cy ={z € Ellu(x)| < 1}.

La funcién u : E — R, pues u € E’, luego como [—1, 1] es cerrado en R su preimagen C,,
es cerrado en E. Por lo tanto U° es cerrado, pues es interseccién arbitraria de cerrados.

O
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Recordemos que si X es un espacio normado y M es un subespacio de X, X/M es el conjunto
{zr+ M :x € X}. Se sabe que X/M junto con la suma y multiplicacién por escalar dadas por:

(x+M)+y+M)=(x+y)+ M
M+ M)= z+M

es un espacio vectorial. Mas aun, la aplicacién

|- =X/M =K
X = ||z + M|| = inf{||z + m| : m € M}

es una norma si M es cerrado.

Lema 1.27. Sea M un subespacio propio de un espacio normado (X, | -||). 7ar : X — X/M,
dado por myr(z) = x4+ M es un operador continuo y de norma 1.

Demostracion. Para x € X, por definicién de la norma cociente
= M = i f .
Imae(e)lxsar =l + Mllxgar = i o+ milx
Como m = 0 € M, entonces
nf |lz+mlx <[z +0| = |z/x-
meM
Luego [|mar(7)|| x/ar < ||]|x- Asi mas es acotado. Veamos que [[7a]| = 1. En efecto,
v |7l <1, ya que

lmar]| = sup HWM(CL')HX/M
20 |17llx

Para todo x # 0,

[l7ar ()l x/m

<1
2] x

Luego,

™ x
| = SUPM <1.
a#0  lzllx

» Probaremos ahora que ||my/|| > 1.
Queremos mostrar que para todo € > 0, existe z € X con [|z||x =1y [[z+ M| x/nr > 1—¢.
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Fijemos z € X,z ¢ M. Sea d = ||Z+MHX/M > 0. Para ¢ > 0, existe m. € M tal que

|z +me|| < d+ e. Definimos, z. = ”Z+m 7- Luego, [lzc|| = 1. Entonces,
s (22)] _ |2 +me + M| x/0 _ Iz + M| x/n _ d
B 2+ me] lztmell Tle+mel

Pero ||z + me|| < d + ¢, luego:

(o) | X/M > ——.

Como d > 0, cuando € — 0 — 1. Por lo tanto ||mas|| > 1.

’ d+s
]

Notacion: Denotamos por Bg y B las bolas unitarias cerradas de E y F', respectivamente.
Anidlogamente, denotamos por By, y B% las bolas unitarias abiertas.

Lema 1.28. Sea M un subespacio propio de un espacio normado (X, ||-||). Entonces, ma(B%) =
B - donde myy : X — X/M (dado por myr(x) = x+ M) es el operador continuo y de norma
1. Ademds mps es abierta, esto es, si U es abierto en X, entonces mp(U) es abierto en X/M.

Demostracion.

« m(BY) C By
Si z € BY%, entonces ||z|| < 1. Pero [|ma ()| x/ar < [|2]| y por definicién de la norma
cociente, |7 ()| x/a < 1. Luego ma(x) € BS -

o B € ma(B%)-
Sea y € B Jar» entonces 9]l x/ar < 1. Por la definicién de la norma cociente,

m = inf M| < 1.
191l x/ar nirelMllyﬂL | <

Entonces existe mg € M tal que ||y + mg|| < 1. Definimos z = y + mg, note que ||z|| =1
luego, ||z € B y mm(z) = 24+ M = (y+mo)+ M = y+ M =7y. Por lo tanto y§ € mp(B%).

Para probar que m); es abierta, probaremos primero que la imagen de toda bola abierta es una
bola abierta.
Sea zg € X y r > 0. Note que Bx (xo,r) = x¢ + rB% . Entonces,

M (Bx(xo,7)) = 7y (zo + 7B ) = mar(zo) + roar (B ),

y como vimos antes my(B%) = B% - Luego,

Ty (Bx (20, 7)) = T (20) + 1By = Bxym(mm(20), 7).
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Esto prueba que ), manda bolas abiertas de X en bolas abiertas de X/M.
Sea U abierto en X. Tomemos u € 7 (U), con u € U tal que mpr(u) = u. Como U es abierto,
existe r > 0 tal que Bx(u,r) C U. Entonces,

v (Bx (u,7)) = Bx/nm (U, 7) C mar(U).

Asi, la bola By (u,7) es un abierto en X/M que contiene a @ y estd contenida en 7 (U).
Como u es arbitrario, todo punto de 7y (U) es interior, luego mps(U) es abierto. O

El préximo teorema se conoce en la literatura como el Primer teorema de isomorfismos para
espacios normados. Para comodidad del lector damos una prueba aqui.

Teorema 1.29. Sean X,Y espacios normados y T': X —'Y lineal y continua. Eziste un inico
isomorfismo T: X/kerT — Y tal que el diagrama

X ) ———= @] 1)

Tker T \L /
T

(X/ker T | - ]])

es conmutativo, esto es, T o e = T. A su vez ||T|| = ||T||. Mds ain, si T es sobreyectiva, T
es un isomorfismo sobreyectivo.

Demostracion. Defina T : X/kerT — Y por T(merr(z)) = T(z) para todo 2 € X. Veamos
que esta bien definida. Si Tge 7(21) = Tker 7(22), entonces (x1 — z2) + ker T' = 0 + ker T', luego
x1 — x9 € ker T'. De ahi que T'(z1 — 22) = 0 y por la linealidad de T, T(z1) = T'(x2).

Entonces T estd bien definida. Veamos ahora que T es lineal. Sean [z] y [y] € X/ker T, X € K.
Note que:
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Por lo tanto T es lineal. Veamos ahora que T esta acotada. Para [z] € X/ ker T,
IT([2)lly = IT(@)lly < IT] - lz]x,

de donde || T([z])|ly < ||T||-||=|x- Ahora, dado € > 0, existe z € ker T tal que ||z +z| < ||[z]||+&.
Entonces,

IT(2Dlly = IT (2 + 2)lly < T e+ 2 < IT] - (2]l] + <)

Por la arbitrariedad de € > 0, | T([z])[ly < |7 |[lz]] x- Por lo tanto, T es acotado y || 7| < ||T'.

Probaremos entonces que |T|| > ||T||. Para cualquier z € X,
IT@)lly = 1T (mer 7 (@)lly < |- Imerr (@)l < T - ol

Por lo tanto,

IT@)lly _ |+
< |7,
]
para todo x # 0. Tomando el supremo,
T(x Y ~
1) = sup T <y
w40 [7llx

Veamos ahora la inyectividad de T'. Recordemos que una transformacién lineal (en este caso
un operador lineal) es inyectiva si y solo si, su kernel contiene sélo el elemento cero. Es decir,

ker T = {OX/kerT}L _
Supongamos que T'([z]) = Oy. Por definicién de T, T'(x) = Oy . Luego x € ker T'.

Si x € ker T, entonces
[z] =x +kerT =0+ kerT = [0].

Es decir, [z] es la clase del cero en X/ ker T. Por lo tanto T es inyectiva.

Por construccién T(WkerT(ac)) = T(x) para todo x € X, es decir, T o Tyerr = T. Supongamos
que existe otro operador S : X/kerT — Y lineal y acotado tal que S o mye, = 1. Entonces
para cualquier [z] € X/ker T, tenemos:

Por lo tanto, S = T. . .
Hemos probado la existencia de un tunico isomorfismo 7' : X/kerT — Y tal que T o myerp = T
y 1Tl = [IT-
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Veamos ahora que si T es sobreyectiva, T es un isomorfismo sobreyectivo.
Si T es sobreyectivo, dado y € Y, existe z € X con T'(x) = y. Por la definicién de T', tenemos

Por lo tanto, dado y € Y, existe [z] € X/ker T' tal que T([z]) = y, lo que prueba la sobreyecti-
vidad de T'. O

Definicion 1.30. Sean X y Y espacios normados y T : X — Y lineal y continua. Entonces el
operador adjunto T' : X' — Y’ de T se define mediante

fl@) = (T'g)(x) = g(T(x))

donde g € Y’ y siendo X’ y Y’ los espacios duales de X y Y respectivamente.
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Capitulo 2

Unificacion de los teoremas
fundamentales

En esta seccién realizaremos la demostracién de los teoremas objetivo de este trabajo como lo
son: el Principio de Acotacion Uniforme y el Teorema de la Aplicacion Abierta. Probaremos
también la equivalencia entre este tltimo y el Teorema del Grdfico Cerrado. Destacamos que
estos resultados son probados en cualquier curso de Analisis Funcional a través del Teorema de
Baire. La prueba que mostramos aqui usa el Teorema de Hahn-Banach, este enfoque se debe a
Walter Roth (vease [1]).

Definicién 2.1. Sean F un espacio normado y A C E. Se dice que A es débilmente acotado
si para todo u € E', {u(x) : x € A} es acotado.

Definicién 2.2. Sean E un espacio normado y B C E’. Se dice que B es débil*-acotado si
para todo x € E, {p(x) : ¢ € B} es acotado.

Definicién 2.3. Sean E un espacio normado, F # () una familia de funciones de F en R y
ACE.

1. F es puntualmente acotada en A si para cada a € A existe M, > 0 tal que

|f(a)| < M,, paracada f € F.

2. F es uniformemente acotada en A si existe M > 0 tal que

|f(x)] < M, paracada fe FycadazeFE.

Teorema 2.4. Sean ) # X C E y 0 # U C E* un conjunto de funcionales lineales que:
1. U es puntualmente acotado en E,

2. U no es uniformemente acotado en X.
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Entonces para cada n € N existen u, € U y an > 0 tales que:

oo
u E an = 1"
n=0

[e.e]

» Fl funcional uw € E' definido por u( Z anun(x), z € E, no es acotado en X.

Demostracion: SiU contiene un funcional no acotado en X, se cumple el resultado directamente:
basta tomar un funcional ug € U no acotado en X, ag = 1y a,, = 0 para todo n > 1. Asi, u = ug
no es acotado en X.

Por lo anterior, podemos suponer que todos los elementos de U son acotados en X, es decir,
sup{|u(z)|: * € X} < o0, paratodoueU. (2.1)
Por hipétesis, U es puntualmente acotado en E, o sea,
sup{|u(z)| : we U} < oo, paracadaxe€ E.
Por lo anterior, podemos definir p: £ — R por
p(x) =sup{|u(z)| :ue U}, xz€E.

De esta forma, |u(z)] < p(z) para cada u € U y € X. Sabemos también que U no es
uniformemente acotado en X, es decir,

sup{|u(x)|: z € X,u € U} = 0. (2.2)

Por lo tanto, para todo M > 0, existen x € X y u € U tales que |u(x)| > M.

Sea ar; = 1/2. Por la Ecuacién (2.2), existen 1 € X y u; € U tales que lui(x1)] > 2. Luego,

(x
1
|aqug(z1)] > 1. Observe que p(x1) > 0. Fijemos ahora 0 < ag < min 71

} Notemos que
sup{|aqui(x) + agu(z)| : z € X,u e U} = 0.
De lo anterior y por la Ecuacién (2.1) se sigue que existen x3 € X y ug € U tal que
]alul(x2) + OJQUQ(.%'Q)‘ > 2.

Como |uj(z)| < p(x) y |uz(z)| < p(z) para cada x € E, se sigue que p(xz) > 0.

Sean > 3,y supongamos que hemos definido zs,...x,—1 € X, uo,...,up_1 €Uy ag,...,a,_1 €
R de modo que

o p(z;)) >0s1i=2,...,7,
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1 1, 1 . .
° 0<aj<2jyaj<2jmm{p(xi) : z—l,...,j—l},y

J
L4 Zazuz(x]) Z]a
i=1
para cada j=2,...,n — 1.
. . 1 :
F1Jem050<an§1/2”yan§2—nm1n ( ):zzl,...,n—l . Queremos ver que
P\T;

n—1
Z ajui(z) + apu(x)

sup {

:xEX,uGU}:oo.

n—1

Z a;ui(z) + au(zx)

=1

Si no fuese asi, existiria K > 0 tal que, para todo z € X y u € U,

sup {

n—1
Z a;ui(x)
=1

<K.

Observemos que

:a:eX}:—C<oo,

porque todos los elementos de U son acotados en X. Consecuentemente,

n—1 n—1
lapu(x)] = |ayu(x) + Z a;ui(z) — Z a;ui (x)
n=1 i=1
n—1
<K+ Z a;ui (x)
=1
<K+,

para todo x € X. Por lo tanto, sup{|u(z)|: € X,u € U} < co. Esto contradice la hipdtesis.
Luego, se cumple que:

sup {

n—1
Z a;ui () + anu(z)
=0

:xEX,ueU}—oo.

Se sigue que existen u, € U y x, € X tales que

n—1

Z azuz(asn) + Oénun(xn)

i=1

> n.

Lo anterior completa la definicién inductiva de las sucesiones (x,,), (ay) y (un)-
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o0
Finalmente, sean ag = 1 — Z an v fijemos ug € U. Afirmamos que el funcional u: E — R dado
por =t
o
u(z) = Zaiui(x), rekl
n=0

es el que satisface la afirmacién del teorema. Observemos que u estd bien definido puesto que

S wilui(@)] < S wipla) < pla) < oo,
=1 =1

o
para todo x € E. Asi, la serie Z aju;(x) converge. Falta verificar que sup{|u(z)|: =z € X} = cc.

=0
Fijemos n € N. Entonces,
o o e.9] [e.9] 1
> i) | < Y aiui(an)| < Y aip(an) < 5
i=n-+1 i=n-+1 i=n+1 i=n+1
Luego,
[e.e]
fuea)] = |3 astiien)
i=0
n (o.9]
> Y ()| — | Y aiui(aa)| - uo(,)]
i=1 i=n+1
o .
>n— Y 1/2 —|ug(x,)]
i=n+1
>n—1—|up(zy)l|
De lo anterior se concluye que, sup{|u(z)|: = € X} = oc. O

Teorema 2.5. Sean p: E — R sublineal y X C E. Si p es no acotado en X, entonces existe
u € E¥ tal que u(z) < p(x) para todo v € E, y u también es no acotado en X.

Demostracion:

= Supongamos que inf{p(z)|z € E} = —oo. Por el Teorema 1.20, existe u € E¥ tal que
u(z) < p(z) para todo x € E. Asi, inf{u(x)|z € E} = —0co y u es no acotado.

» Si sup{p(z)|z € X} = oo, para cada n € N existe z,, € X tal que p(z,) > n. Por el
Corolario 1.21 para cada z, existe u, € E¥ tal que u,(z) < p(x) para todo x € E y
Up (zy) = p(zyn) > n. Considere el conjunto U = {u,|n € N} de funcionales lineales en E.
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Note que
sup{u(z)|lu € U,z € X} > n,

y que para todo funcional u € U se cumple que —p(—z) < u(x) < p(x), para todo = € E.
Luego U es puntualmente acotado en E, pero no uniformemente acotado en X.

Por el Lema 2.4, existen sucesiones (o) en [0,00) y (um,) en U tales que > o7 an =1
y el funcional u = > >° | i, 1o es acotado en X. Observe que u(x) < p(x) para todo
reX.

Asi, u es no acotado en X. ]
Lema 2.6. Sea E un espacio normado.

1. Todo conjunto débilmente acotado de E es acotado.

2. Si E es Banach, entonces todo subconjunto débil*-acotado de E’ es acotado.
Demostracion.

1. Sea ) # A C E es débilmente acotado. Queremos probar que A es acotado. Por contra-
diccién supongamos que A no es acotado. Considere p : F — R dada por p(x) = ||z,
para cada z € E. Note que A no es acotado, si y solo si, {p(z) : © € A} no es acotado.
Luego, por el Teorema 2.5 existe u € E# tal que u(x) < p(x) para todo z € E y u no es
acotado en A. Observe que u € E'. As{ {u(z) : x € A} no es acotado, por lo tanto A no es
débilmente acotado.

2. Sea U C E’ no acotado. Por definicién, para cada n € N existe z,, € E tal que ||z,]| <1
y sup{u(z,)|lu € U} > n. Defina W = {Jg(z,) : n € N} C E”. Veamos que W es
puntualmente acotado en E’, pero no uniformemente acotado en U. En efecto, si u € E’,
entonces

[Je(@n) (W) = |u(zn)]
< ullljzn
< [lul
para todo n € N. Ahora, co = sup{u(z,) : uw € U,n € N} = sup{Jg(z,)(v) : v € U,n € N}.
Por lo tanto, W no es uniformemente acotado en U. Por el Teorema 2.4 para cada n € N

existen x,,, € Wy a, > 0 tal que Y °  a, = 1y el funcional ¢ € E” definido por
o= 200nJE(xm,) es no acotado en U.

Como E es completo, ¢ = Jg(x) par algin = € E. Esto demuestra que U no es débil*-
acotado.

O
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Teorema 2.7 (Principio de Acotacién Uniforme). Sea (T},)nen una sucesion de operadores
lineales continuos de un espacio de Banach E en un espacio normado F tal que la sucesion
(I () |)nen estd acotada para todo x € E. Entonces, la sucesion (|1 ||)nen estd acotada.

Demostracion. Supongamos, por contradiccién, que (||75]) no estd acotada, es decir, existen
xn € E tales que ||z,|| <1y (||Tn(x,)||) no estd acotada. Por el Lema 2.6 (1), existe v € F” tal
que v no estd acotado en {T,(z,) : n € N}. Definimos U = {T},(v) : n € N} C E’. Entonces:

I T, () = 1T (0) (@n)| = (T (2n))],

lo que implica que U es un subconjunto no acotado de E’. Por el Lema 2.6 (2), existe = € F tal
que z no estd acotado en U. Sin embargo, tenemos:

T, () (@) = [o(Ta(@))] < [[oll| T ()]

Dado que la sucesion (||T),(z)||) se suponia acotada, esto contradice nuestra conclusién previa.
0

Usaremos ahora esta demostracion para probar la version mas general del principio de acotacién
uniforme.

Teorema 2.8 (Principio de acotacién uniforme). Sean E y F dos espacios de Banach y sea
(T3)ier una familia de operadores lineales continuos de E en F. Suponga que

sup || Tiz|| < oo,
i€l

para todo x € E. Entonces

sup |IT3] < .
i€l

En otras palabras, existe una constante ¢ > 0 tal que
[Tz < cf|],

para todo x € E yi € 1.

Demostracién. Por contradiccién supongamos que sup;cy || ;|| = co. Entonces existe una suce-
sién (in)neny C I tal que ||T;, || — oo cuando n — oo. Considere la sucesién (T, )nen. Luego,
para cada x € E, por hipétesis, sup;c; [|Tiz|| < oo, en particular (||7;, 2| )nen estéd acotada para
cada x. Como E y F son espacios de Banach, es posible aplicar el Teorema 2.7 a la sucesion
(T, )nen. Consecuentemente, (|73, || )nen estd acotada, lo que contradice que ||T5, || — oo. Por lo
tanto, sup,c; || Ti]| < oo. O
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Observacién 2.9. Para un operador lineal continuo 7' de un espacio normado E en un espacio
normado F', su adjunto 7" y un subconjunto X C F se cumple:

(T(X))° =T 1(X°).
En efecto:

= (T(x))° € T7HXO)
Sea v € (T'(X))°, es decir, v € F’ tal que |v(T(z))]
del adjunto T, v(T'(z)) = (T"v)(x), luego |v(T(x))]
entonces T'(v) € X°. Por lo tanto v € T"~1(X°).

= T'7HX?) € (T(2))°
Sea v € T'"1(X°), es decir, T'v € X°, luego |T"v(
del adjunto 77, (T"v)(z) = v(T(x)), asi [(T'v)(x
entonces v € (T'(X))°.

<1 para todo z € X. Por definicién
= (T

v)(z)] < 1 para todo z € X,

)] <1 para todo z € X. Por definicién
| = [v(T(z))| < 1 para todo z € X,

x
)
El préximo teorema se conoce en la literatura como el Teorema del bipolar. Presentamos su
prueba aqui con el fin de completitud del trabajo.

Teorema 2.10. Sea E un espacio normado y A C E convezo. Entonces A = A®°

Demostracién. Veamos que A C A°°. Si A = (), el resultado es claro. Caso contrario, sea a € A
dado. Debemos ver que |u(a)| < 1 para todo u € A°. Si u € A° es fijo, entonces |u(a)| < 1. Se
sigue que a € A°°. Ahora, como A°° C FE es cerrado, concluimos que A C A°°. Supongamos
que A°°\ A # () y tome zg € A°°\ A. Aplicando la segunda versién geométrica del Teorema de
Hahn-Banach ver Teorema 1.19, existe zf € E’ tal que

|zg(xo)| > 1 > sup |z (b)].
beA

De lo anterior tenemos que zf € A° y como zg € A°°, se sigue que |zf(xo)] < 1, lo cual es
imposible. Asf, A°°\ A = y concluimos que A = A°°. O

Teorema 2.11 (Teorema de la Aplicacién Abierta). Un operador lineal continuo y sobreyectivo
T de un espacio de Banach E en un espacio de Banach F' es una aplicacion abierta; es decir,
las imdgenes de subconjuntos abiertos de E son abiertas en F'.

Demostracion. Debemos demostrar que existe algiin € > 0 tal que
T(BE) D) e’;‘BF.

Esto pues cualquier conjunto abierto U C E es una unién de bolas abiertas. Si la imagen de
cada una de esas bolas es un conjunto que contiene una bola abierta alrededor de cada uno de
sus puntos, entonces T'(U) es una unién de conjuntos abiertos y, por lo tanto, es abierto.

Procedemos en dos pasos:

25



Afirmacién 2.12. Eziste n € N tal que nT(Bg) = nT(Bg)° contiene a Bp.

Demostracion. Primero supongamos que para ningin n € N, el conjunto nT(Bg) = nT(Bg)*°
contiene a Br. Entonces, para cada n € N, existe y, € Bp \ nT(Bg)°. Por definicién del polar,
existen funcionales v, € T'(Bg)° tales que |v,(yn)| > n. Esto implica que ||v,|| > n, por lo que
el conjunto V' = {w, : n € N} C F’ no estd acotado. Aplicando el Lema 2.6, existe y € F' tal
que y no estd acotado en V. Como T es sobreyectiva, existe z € F con T'(z) = y. Ademads, por

la observacién previa al teorema, sabemos que v,, € T” _1(3%), es decir,
up, =T (v,) € BY,.
Pero entonces, para todo n € N,
[on (W) = lon(T(2))] = [un(z)] < ],

lo cual contradice la construccién de y.
Por lo tanto, debe existir m € N tal que

mT(BE) D Bp.

En la segunda parte de nuestra demostracién, probaremos que lo anterior implica que
2mT(Bg) D Bp.

Sea y € Bp C mT(Bg). Existe 1 € mBg tal que

y—T(x1) € (;) Br C (%) T(Bg).

Suponga que para n > 2, hemos definido zy, ..., z,, € E de modo que

Y — (T(z1) 4 -+ + Tlan_1)) € (2;) Br ¢ (5 ) T(Be).

Entonces, existe xz,, € (2,’]11) Bpg tal que

(v~ (T(r) + -+ T(ear)) — T(a) € (21) By © () T(Bs).

Dado que [|z,|| < 5721 y E es completo, la convergencia de la serie Y > ; |lz,|| implica que la
serie Y > | x, converge a algin x € 2mBp, y se cumple que T'(z) = y. Se cumple entonces que

T(2mBg) D Bp,
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es decir,

T(Bg) O (27ln> Br.

Asi ﬁ seria nuestro €, lo que completa nuestra demostracion.
O

Corolario 2.13. Si X,Y son espacios de Banach yT: X — Y lineal, continua y biyectiva,
entonces T~! es acotada.

Demostracion. Por el Teorema de la aplicacién abierta, T'(U) es abierto para cada U C X
abierto. Como T es inyectiva, sigue que T~! es acotada. O

Como mencionamos en la introduccién, el Teorema de la aplicacién abierta y el Teorema del
grafico cerrado son equivalentes. Antes de probar esta equivalencia, recordemos el Teorema del
Grafico Cerrado.

Teorema 2.14. Sean E y F' espacios de Banach yT: E — F un operador lineal. Si el grdfico
de T es cerrado, entonces T es acotado.

Demostracion. Considere el conjunto M = E x F junto con las operaciones de suma y producto
por escalar usuales. Entonces M es un espacio vectorial. Mds aun, M es un espacio de Banach
junto con la norma ||(z,y)|| := max{||z|, ||y||} si (x,y) € M. Considere el gréifico de T', esto es:

G(T)={(x,T(x)) : x € E},

y mr: G(T) — FE dada por np(z, T(z)) = x, para cada x € E. Veamos que G(T') es un espacio de
Banach. Sea ((zp,T'(xy,))) una sucesiéon en G(T) tal que (zp,T(x,)) — (z,y) € E x F. Entonces
xn = ¢y T(x,) = y. De la hipdtesis deducimos que y = T'(x) y asi G(T) es cerrado en E x F.
Por lo tanto, G(T') es un espacio de Banach (ya que es un subconjunto cerrado de un espacio
que es completo). Ahora bien, no es dificil verificar que:

1. 77 es lineal;
2. mr es biyectiva;
3. @ es continua.

1

Por el Corolario 2.13 concluimos que 75" es acotada. Luego, existe C' > 0 tal que ||z, (z)| <

C||z|| para cualquier z € E. Asi
|17 ()| < méx{||z], |T(@)ll} = l|(z, T(2))|| = |77 (@)]| < O],
para todo = € E. Esto prueba que T es acotada. O

Para finalizar:
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Equivalencia entre el Teorema de la Aplicacion abierta y el Teorema del Grdfico Cerrado. Sean
X e Y espacios de Banach y T': X — Y un operador lineal, continuo y biyectivo. Probaremos
que T~! es continua. Sea (y,) una sucesién en Y tal que y, — v y T ' (y,) — 2. Como T es
continua, T(T~1(y,)) = yn — T(x). Asi z = T~1(y). Sigue del Teorema del Gréfico cerrado que
T~ es continua y por tanto, T es abierta.

Para el caso general, sea 7' : X — Y lineal, continuo y sobreyectivo. Por el Teorema 1.29, el
operador lineal T : X/ker T — Y dado por T'(z+ker T) = T(x), z € X, es continuo y biyectivo.
Del teorema anterior deducimos que T es abierta. Puesto que T = To Tker T Y TkerT €S abierta
como se mostro en el Lema 1.28, concluimos que 1" es abierta. O
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