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Resumen

TITULO:

Propiedades electrónicas de una nanoestructura cero dimensional de Hg1−xCdxSe. 1

AUTOR: José Roberto Herrera Ibagos. 2

PALABRAS CLAVE: Punto cuántico, QD, Hg1−xCdxSe, Elementos Finitos, Simu-
lación.

DESCRIPCIÓN

Las aleaciones semiconductoras de Hg1−xCdxSe (grupos II-VI) presentan propiedades
opto-electrónicas que dependen de la fracción molar x, las cuales pueden ser controladas
con mayor precisión por medio de la nanoestructuración.

En este trabajo de investigación ha sido estudiado el espectro energético de un electrón
confinado en un punto cuántico de Hg1−xCdxSe rodeado por una matriz de la misma
aleación pero con diferente fracción molar. Esta configuración genera un potencial de
confinamiento estructural. En el estudio se consideraron tres geometrías tridimensiona-
les diferentes: disco, lente y tetraedro.

El sistema fue modelado utilizando la ecuación de Schödinger tridimensional en el
marco de la aproximación de masa efectiva, la cual fue solucionada utilizando el método
de elementos finitos. Se utilizó un enmallado adaptativo en un espacio discontinuo
con condiciones de frontera de Daniel-Duke. Se calculó el espectro de energía y la
distribución de probabilidad del electrón para algunos de los niveles de energía más
bajos en función del tamaño del punto, de la intensidad de un campo magnético externo
aplicado en la dirección de crecimiento y de un campo eléctrico orientado en el plano
del sustrato. .También se analizó el efecto que tiene la variación del ángulo de incidencia
del campo magnético externo sobre los niveles de energía.

El resultado más importante de la investigación fue la obtención de una metodología
para la simulación de nanoestructuras basada en un diseño de experimentos digitales
y apoyada en herramientas computacionales; esta metodología permitió trascender los
objetivos inicialmente planteados y obtener propiedades de las nanoestructuras calcu-
ladas que describen con mayor cercanía las encontradas en fabricaciones reales. Esto
se consiguió al simular la nanoestructura rodeada de un material; pues así se considera
el efecto que tienen los potenciales finitos sobre los espectros electrónicos del electrón
confinado.

1Trabajo de grado
2Facultad de Ciencias. Escuela de Física. Director: David Alejandro Miranda Mercado, Físico. Co-

Director: Willian Gutiérrez Niño, Físico.
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Abstract

TITLE:

Electronic properties of a zero-dimensional Hg1−xCdxSe nanostructure. 1

AUTHOR: José Roberto Herrera Ibagos. 2

KEYWORDS: Quantum dot, QD, Hg1−xCdxSe, Finite Elements, Simulation.

DESCRIPTION

The Hg1−xCdxSe semiconductor alloys (group II-VI) show opto-electronic properties
depending on the mole fraction x, which can be controlled more accurately by nanos-
tructuring.

In this research work has been studied the energy spectrum of an electron confined in a
Hg1−xCdxSe quantum dot surrounded by a matrix of the same alloy but with different
mole fraction. This configuration generates a potential structural confinement. In
the study three different three-dimensional geometries were considered: disk, lens and
tetrahedron.

The system was modeled using the Schödinger equation within the effective mass ap-
proximation, which was solved using the finite element method. An adaptive meshing
was used in a discontinuous space with Daniel-Duke boundary conditions. The energy
spectrum and the electron probability distribution were calculated for some of the lower
energy levels depending on the quantum dot size, intensity of an external magnetic field
applied in the growth direction and an electric field oriented in the plane of the nanos-
tructure. The effect on the energy levels of varying the angle of incidence of the external
magnetic field was also analyzed.

The most important result of the research was obtaining a methodology for the simu-
lation of nanoestructures based on digital experiments design and supported on com-
putational tools. This methodology allowed go beyond the initial goals and get the
calculated properties of nanostructures described in greater proximity found in the ac-
tual manufacturing. This was achieved by simulating the nanostructure surrounded by
a material, considering the effect of finite potential on electronic spectra of the confined
electron.

1Degree work
2Facultad de Ciencias. Escuela de Física. Director: David Alejandro Miranda Mercado, Físico.

Co-Director: Willian Gutiérrez Niño, Físico.



Capítulo1
Introducción

El creciente interés por los sistemas nanoestructurados semiconductores ha surgido de
la mano de la expansión de las fronteras tecnológicas y la búsqueda de dispositivos cada
vez más pequeños, livianos y económicos, que son empleados en una variada gama de
aplicaciones. Esta es la razón fundamental que ha llevado al creciente interés por el estu-
dio de materiales que exhiban un amplio cromatismo de propiedades opto-electrónicas.
Justamente, la versatilidad es una de las características que hacen atractiva la aleación
de Hg1−xCdxSe, al permitir detectar radiación electromagnética desde el infrarrojo al
visible, mediante variaciones de la fracción molar x; además, se pueden fabricar con
menos defectos que la familia de aleaciones, más conocida y estudiada, Hg1−xCdxTe
[3].

El estudio de tales aleaciones inició en los años 70 [1] y ha atraído la atención de contra-
tistas militares para el estudio y futuro desarrollo de dispositivos de detección infrarroja
[3]. Recientes estudios teóricos y experimentales sobre la aleación Hg1−xCdxSe mues-
tran su potencial para el desarrollo de nuevas tecnologías opto-electrónicas [4, 5, 6, 7,
8, 9].

Para el diseño de nuevos materiales, el nanoestructurado resulta ser clave pues permite
tener un control más preciso sobre las propiedades opto-electrónicas de dichas alea-
ciones [10]. No obstante esto presupone un costo para su estudio desde el punto de
vista teórico, ya que el nanoestructurado introduce nohomogeneidad y anisotropía que
incrementa la complejidad de los modelos. Modelos que tienen un cierto requerimien-
to computacional y desarrollo teórico; para ello es conveniente acotar el problema y
utilizar una herramienta computacional adaptable a la geometría del material. Entre
las diferentes herramientas y métodos teóricos, el método de elementos finitos permite

13



14 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

solucionar prácticamente cualquier geometría y obtener resultados tan confiables que la
han convertido en la piedra angular para el desarrollo automotriz, aeronáutico y otras
situaciones físicas que involucran geometrías complejas [11]. El método de elementos
finitos está implementado en varias herramientas computacionales, entre ellas COM-
SOL [12], con la cual se cuenta en el grupo de investigación, que ha sido utilizada para
estudios sobre nanoestructuras de otras aleaciones y geometrías [13, 14].

Para esta investigación se estudió el espectro energético de un electrón confinado en un
punto cuántico de Hg1−xCdxSe con tres configuraciones geométricas y dos fracciones
molares, en presencia de un campo eléctrico y un campo magnético externo. En este
estudio se hace uso del modelado teórico con miras a optimizar los recursos utilizados en
la fabricación de nanoestructuras semiconductoras, pues la simulación computacional
permite ahorrar tiempo y dinero; además, permite predecir las propiedades que ten-
drán al fabricarse, lo cual resulta altamente atractivo al pensar en el diseño de nuevos
dispositivos electrónicos.

En el documento se reportan los resultados del trabajo de investigación y está organiza-
do de la siguiente manera: en el primer capítulo se incluye una breve introducción donde
se describen los aspectos generales de las aleaciones y nanoestructuras, en el segundo
capítulo se especifican los métodos y materiales donde se plantea el problema físico para
dar solución mediante la descripción del diseño experimental empleado y detalles de los
cálculos realizados, en el tercer capítulo se presentan los resultados y la discusión de los
mismos, se finaliza este escrito en el cuarto capítulo con las conclusiones de esta labor
investigativa.

En los resultados, se presenta un estudio exploratorio acerca de qué son las nanoestruc-
turas de Hg1−xCdxSe y bajo qué condiciones el modelo representa una nanoestructura
real. Debido a que la constante dieléctrica no está disponible en la literatura para la
aleación considerada, se planteó un modelo que la predice. Finalmente, se calcularon los
niveles de energía y la probabilidad para las nanoestructuras bajo el efecto de campos
magnéticos y eléctricos externos utilizando el método de elementos finitos.

Los resultados son un aporte en el estado del arte de la nanoestructuras de Hg1−xCdxSe
y en el estudio de los sistemas de baja dimensionalidad; un caso particular es la geome-
tría de tetraedro, de la cual no se encuentran estudios teóricos de niveles de energía ni
en presencia de campos externos. Adicionalmente, este estudio presenta herramientas
que ayudarán con las investigaciones en curso en el grupo de investigación CIMBIOS y
FICOMACO sobre las aleaciones de Hg1−xCdxSe al proporcionar los primero modelos
teóricos. Una parte de estos aportes han sido presentados en dos eventos, el primero
en el “XXVI Congreso Nacional de Física” en la modalidad de póster, evento realizado
del 29 de septiembre al 2 de octubre del 2015 en la ciudad de Manizales, Colombia; el
segundo en el “6th Young Researcher Meeting” en la modalidad de ponente oral, evento
realizado del 12 al 14 de octubre de 2015 en la ciudad de L’Aquila, Italia.
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La investigación realizada hace parte del proyecto de investigación financiado por Col-
ciencias titulado “Fabricación, caracterización y estudio teórico de películas delgadas
nanoestructuradas de Hg1−xCdxSe”, el cual fue aprobado en la convocatoria número
569 en el año 2012, cuyo número de identificación es 1102-569-33822.

Sección 1.1

Generalidades sobre las aleaciones Hg1−xCdxSe

Las aleaciones Hg1−xCdxSe corresponden a aleaciones pseudo-binarias formadas por
dos átomos diferentes dispuestos en una estructura atómica de la forma MxSe: un
átomo de Selenio, Se y un pseudoátomo Mx.

Mx = (1− x)Hg + (x)Cd (1.1)

Donde el factor x indica la fracción molar para los átomos de Cd; debido a esto se
conoce como una aleación pseudobinaria [1].

Esta aleación pseudobinaria tiene características cristalográficas diferentes dependien-
do de su fracción molar; la red binaria de HgSe cristaliza en una estructura tipo
Zinc-Blenda y la red de CdSe en una tipo Wurtzita, y debido a esto la aleación de
Hg1−xCdxSe puede cristalizar en las dos estructuras dependiendo principalmente de su
fracción molar [15].

El proyecto de Colciencias en el cual se encuentra enmarcada la investigación contempla
la fabricación de las películas delgadas por medio de deposición electroquímica y para
éstas sólo se han reportado hasta la fecha formaciones cristalinas tipo Zinc-Blenda para
cualquier fracción molar [8]; las estructuras tipo Zinc-Blenda son estructuras compues-
tas por sulfuro de zinc ZnS en las que cada tipo de átomo posee una configuración
cúbica centrada en las caras y de forma alternada, separados diagonalmente a 1/4 de la
constante de red a0. En la figura 1.1 se encuentra la representación de la celda unitaria.
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Figura 1.1: Celda unitaria de la estructura Hg1−xCdxSe, ecuación 1.1.

En los aportes realizados por Kalb y Leute [15] se encuentra que el comportamiento de la
constante de red de la aleaciónHg1−xCdxSe es lineal a intervalos; dicho comportamiento
se puede corroborar con lo reportado por Miranda [4]. Al linealizar estos datos se
obtienen el comportamiento de la constante de red con respecto a la fracción molar,
ecuación 1.2.

a =

0.6086− 0.00043x [nm] Para x < 0.69
0.6129− 0.00670x [nm] Para x > 0.69

(1.2)

La estructura de bandas electrónicas para Hg1−xCdxSe fue determinada por Summers
y colaboradores [16]. La estructura de bandas electrónicas tiene una fuerte dependencia
de la fracción molar x. Cuando x = 0, se comporta como un semi-metal; en x ≈ 0.1
sufre inversión entre las bandas de conducción y de valencia y se comporta como un
conductor de masa pequeña; si se tiene una fracción molar x & 0.1, su comportamiento
es el de un semi-conductor. Esto se observa en la figura 1.2.
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Figura 1.2: Diagrama de estructura de bandas para cualquier fracción molar de
Hg1−xCdxSe. Elaborada en base a Whitsett y colaboradores [1]

La relación para la masa efectiva del material está dada por la ecuación 1.3, [1].

1
m∗

= 1 + P 2

3h2

(
2
Eg

+ 1
Eg + ∆

)
(1.3)

Donde Eg es el gap de energía, ∆, el factor spin-split, P , el elemento matricial de
momento eléctrico y h, la constante de Plank. El elemento matricial de momento no
tiene dependencia significativa de la fracción molar o la temperatura, y tiene un valor
aproximadamente constante: P = 8.0 ± 0.2 × 10−8 [eV · cm] [17]. El valor del factor
spin-split se define como un parámetro constante [18] y tiene un valor de ∆ = 0.45 [eV ].

Una relación entre el gap de energía Eg y su dependencia con la temperatura y la
fracción molar fue establecida por Summers y Broerman [17] para temperaturas entre
10K < T < 300K utilizando diferentes muestras con fracciones molares comprendidas
entre 0.15 < x < 0.7 de la cual se obtuvo la ecuación 1.4 utilizando un ajuste de
mínimos cuadrados.
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Eg(x, T ) = −0.209
(
1− 7.172x− 2.174x2

)
+ 7.67× 10−4

(
1− 1.277x− 0.151x2

)
T

+2× 10−9
(
1 + 23.45x− 599.4x2

)
T 2 [eV ] (1.4)

Entre sus propiedades como semiconductor es notable que las aleaciones deHg1−xCdxSe
son semiconductoras estables tipo-n para cualquier concentración. Se han realizado in-
tentos de doparlas con litio, sodio y potasio con el propósito de tenerlas como semi-
conductoras tipo-p. Se ha encontrado que el potasio permanece neutral o se precipita
de la red; el litio y el sodio cumplen el papel de impurezas aceptoras a concentraciones
muy bajas, pero cambian muy poco las propiedades de la aleación y, más aún, para
mantener dichos cambios tienen que estar en condiciones de temperatura criogénicas
(∼ 77K) para mantener sus propiedades, lo que los hace dopantes poco prácticos [1].
Esta característica de las aleaciones hace que sea de muy poco interés un estudio de
impurezas y justifica el presente análisis de puntos en presencia de un electrón.

Sección 1.2

Nanoestructura de Hg1−xCdxSe

En la presente investigación de Hg1−xCdxSe se estudian sus propiedades como nanoes-
tructuras cero-dimensionales, término utilizado por autores como Reed y colaboradores
[19], también conocidos como puntos cuánticos (QDs) [20]. Los puntos cuánticos con-
finan el movimiento de los electrones en dimensiones nanométricas, en las cuales se
observan comportamientos cuánticos y tiene un impacto en la densidad de los estados
y espectros de energía; un espectro discreto cambia las propiedades opto-electrónicas
del sistema en donde los espectros de absorción o de emisión presentan lineas mejor
definidas [21]. Como las aleaciones de Hg1−xCdxSe permiten sintonizar su espectro de
absorción es de esperar que su estructuración en puntos cuánticos genere gran interés
en la fabricación de dispositivos opto-electrónicos de alta calidad [10].

Con la nanoestructuración de las aleaciones de Hg1−xCdxSe se consigue que adquieran
propiedades electrónicas de los puntos cuánticos, propiedades que hacen que sean co-
nocidos como “átomos artificiales”, donde el potencial de confinamiento es análogo al
potencial Coulombiano; bajo efectos de campos externos los estados de energía de los
puntos cuánticos también guardan similitudes son los átomos, igualmente los campos
eléctricos externos producen cambios en los niveles de energía similares a los observados
en el efecto Stark y los campos magnéticos comportamientos similares al efecto Zeeman.
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Al obtener «átomos artificiales», se abre la posibilidad de diversas aplicaciones como
la computación cuántica, chips de memoria, tecnología láser y diversas clases de dispo-
sitivos electrónicos [22]. Tecnologías posibles gracias a que se pueden fabricar nanoes-
tructuras basadas en semiconductores altamente ordenados y con diversas geometrías;
esto ha enfocado los esfuerzos en estudios relacionados con propiedades de sistemas de
pocas partículas como es posible ver en Wojs y colaboradores [20] y también en sus
propiedades con diferentes morfologías [23, 24]. Con la aleación de Hg1−xCdxSe recien-
temente se han podido sintetizar y utilizar QDs esféricos [25], lo cual es un indicativo
de la necesidad de generar modelos robustos de nanoestructuras compuestas de estas
aleaciones.

Para la investigación en nanoestructuras de Hg1−xCdxSe se cuenta con la experiencia
del grupo FICOMACO en modelos bidimensionales de portadores de carga confinados
en nanoestructuras de diversas geometrías, las cuales se han observado experimental-
mente; dichas propiedades del portador de carga han sido descritas por medio de la
ecuación Schrödinger bajo la aproximación de masa efectiva, también se han calculado
en presencia de campo eléctrico externo [26], campo magnético [27] e incluso con el
método de elementos finitos [28]. Estos trabajos constituyeron los antecedentes de las
herramientas utilizadas y una base para el presente trabajo investigativo.

En este trabajo se presentan aportes en el estado del arte de cálculos computacionales de
propiedades electrónicas en sistemas de baja dimensionalidad, mediante el desarrollo
de una metodología basada en elementos finitos para la solución de dichos sistemas;
esto sienta las bases para considerar sistemas nanoestructudos de mayor complejidad y
compuestos de otras aleaciones de interés.



Capítulo2
Metodología y detalles teóricos

En este capítulo se presentan los detalles tanto metodológicos como teóricos utilizados
para desarrollar el trabajo de investigación.

Sección 2.1

Diseño de experimento

Esta investigación corresponde con un estudio teórico en el cual se realizaron experimen-
tos digitales correspondientes con el modelado y simulación computacional de sistemas
nanoestructurados. Con el objetivo de orientar la investigación de tal manera que se
pudiese realizar la menor cantidad de experimentos sin perder generalidad, se realizó
un diseño de experimentos. Se seleccionó un diseño de experimento factorial completo,
el cual, según lo descrito por Gutiérrez Pulido y de la Vara Salazar [29], es el diseño
de experimento más apropiado para el caso de estudio. El diseño experimental factorial
completo sirve para estudiar los efectos individuales y la interacción entre varias varia-
bles en un sistema. En esta investigación se utilizó el diseño de experimento con el fin
de definir las pruebas suficientes que permitieran conocer el efecto de diversas variables
de interés. En la tabla 2.1 se muestran los diferentes factores estudiados.

20
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Factor Niveles Valores
Tipo de nanoestructura 3 Tetraedro, lente y disco
Modelos 2 Barreras infinitas y barreras finitas
Fracciones molares 2 0.145 y 0.14
Campos incidentes 3 Campo ~F , campo ~B, campos ~F y ~B perpendiculares,

Ángulo de los campos incidentes 2 Ángulo de incidencia del campo ~F

ángulo de incidencia del campo ~B
Tratamientos totales 72

Tabla 2.1: Tabla de diseño.

En la primera columna de la tabla se muestran los factores que se tuvieron en cuenta
en el estudio. Estos factores se seleccionaron por su efecto sobre los niveles de energía
de los electrones [10]. La segunda columna describe los niveles de estudio o variaciones
que se realizaron para cada uno de los factores y en la última columna se especifican los
valores de estos niveles que toman cada uno de dichos niveles. El diseño de experimento
digital sugiere un total de 72 experimentos, que se agruparon con base en el tipo de
nanoestructura y el modelo (barrera infinita y barrera finita) para un total de seis
grupos; los efectos de los otros factores se consideraron como casos particulares de
estos seis; dicha división fue realizada para simplificar los procedimientos de cálculo.
Para más información respecto al diseño factorial, refiérase a Gutiérrez Pulido y de la
Vara Salazar [29].

Los cálculos realizados incluyen efectos de campos magnéticos, eléctricos, variación de
tamaño y ángulo de incidencia de los campos externos sobre la nanoestructura; conden-
sados en seis simulaciones implementadas en COMSOL; los parámetros de simulación
de cada uno de estos modelos fueron suministrados por una herramienta externa, el
lenguaje Python. Comsol fue programado para arrojar archivos individuales para ca-
da valor específico del estudio, lo cual generó miles de archivos; nuevamente se utilizó
Python para el procesamiento de estos resultados.

El lenguaje Python fue utilizado debido a que COMSOL es una herramienta privativa y
no permite su modificación por el usuario; se convirtió en una herramienta insuficiente
al intentar adaptarla a los requerimientos específicos de la investigación, mientras se
seguía al plan de trabajo programado.



22 CAPÍTULO 2. METODOLOGÍA Y DETALLES TEÓRICOS

Sección 2.2

Herramientas computacionales

Para el desarrollo de esta investigación se utilizó la plataforma de modelado y simu-
lación por elementos finitos COMSOL Multiphysics. La plataforma COMSOL permite
realizar el modelado y la simulación de problemas basados en ecuaciones diferenciales,
los cuales se resuelven mediante el método de elementos finitos. COMSOL dispone de
diversos métodos numéricos avanzados, sistemas flexibles de enmallado para espacios
tridimensionales complejos y varias toolbox enfocados en áreas específicas de la ciencia
y la ingeniería. En el grupo de investigación CIMBIOS se cuenta con una licencia Floa-
ting Network License (FNL), que permite tener una única instancia del software con la
capacidad para ejecutarse en computadores individuales o en un clúster.

Con el fin de lograr un mejor rendimiento y minimizar posibles errores, se escribió una
aplicación en Python con la cual se lanzaron los cálculos en el servidor, se generaron
reportes y se realizaron las gráficas con los resultados obtenidos. El corazón de dicha
aplicación fue la definición de unos objetos e implementación de algoritmos para la
administración de los parámetros del modelado y los datos obtenidos de los cálculos.
Además, COMSOL fue programado para devolver archivos individuales para cada valor
específico del estudio, con lo cual se generó una gran cantidad de datos que se procesaron
con la aplicación implementada en Python para este trabajo de investigación.

Es importante anotar que el desarrollo de la aplicación escrita en Python fue necesaria
debido a que COMSOL es software propietario, no es código libre, por lo tanto, no
permite su modificación por el usuario. Esta característica de COMSOL hizo necesario
programar una aplicación de mediación para adaptar COMSOL a los requerimientos
específicos de la investigación, mientras se seguía al plan de trabajo programado.

Para la investigación se contó con dos configuraciones de cómputo:

Un computador de escritorio para la escritura del trabajo investigativo, el diseño
de los modelos y algunos cálculos preliminares; este equipo está compuesto de 4
núcleos de 3.2GHz y 8 GB de RAM ubicado en el laboratorio CIMBIOS

Un equipo de computo de alto rendimiento; 5 nodos del clúster GUANE, cada
uno con 24 núcleos a 2.4GHz (un poder de cómputo total de 120 procesadores) y
1 TB de RAM.

Los cálculos por elementos finitos realizados demandaron la utilización del clúster GUA-
NE, el cual es administrado por el grupo de Super Computación y Cálculo Científico
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UIS; este equipo fue utilizado para los cálculos más demandantes. Para los cálculos se
usó un total de tiempo de cómputo de 118 Horas (4.9 Días). Como referencia, el tiempo
equivalente de cómputo en el computador de escritorio es de 3540 horas (147.5 Días).
Este tiempo es el neto, es decir, no incluye ni las pruebas preliminares, diseño del mo-
delo, preparación de la simulación, depuración de errores ni desarrollo de la aplicación
Python escrita para esta investigación.

Sección 2.3

Modelo teórico de nanoestructuras

A continuación se hace una descripción del modelo que describe al electrón confina-
do dentro de la nanoestructura. Se estudió un electrón confinado en una aleación de
Hg1−xCdxSe, en el sistema. Entonces, el sistema está compuesto por una nanoestructu-
ra de Hg1−xCdxSe, punto cuántico, la cual se halla inmersa en una matriz de la misma
aleación pero con una fracción molar x0. La diferencia en las fracciones molares del
material del punto cuántico y de la matriz que lo envuelve, producen un confinamiento
cuántico debido a la diferencia entre las brechas de energía, lo que se traduce en un
potencial de confinamiento estructural que permite atrapar portadores de carga dentro
del punto cuántico.

El sistema está compuesto por una nanoestructura de Hg1−xCdxSe, la cual se halla
inmersa en una matriz de la misma aleación pero con una fracción molar x0; esta
diferencia en las fracciones molares del material del punto y de la matriz que lo envuelve,
lleva a una diferencia entre las brechas de energía, lo que se traduce en un potencial
de confinamiento estructural que permite atrapar portadores de carga dentro del punto
cuántico.

En esta investigación se estudió un electrón confinado en una nanoestructura deHg1−xCdxSe.
Se estudiaron tres geometrías diferentes: disco, tetraedro y lente. Además, se realizaron
estudios bajo la influencia de campos eléctricos y magnéticos, por separado: un campo
magnético ~B uniforme en la dirección de crecimiento (ẑ) y un campo eléctrico ~F en
dirección perpendicular al campo magnético (x̂).

Para los cálculos se consideró el sistema a una temperatura específica de T = 3K. La
nanoestructura posee un gap de energía que depende de la fracción molar de la aleación,
determinado por la ecuación 1.4 y una masa efectiva dada por la ecuación 1.3.

Debido a que la nanoestructura está compuesta por un gran número de atomos resultaría
muy costoso, desde el punto de vista teórico y computacional, considerar la interacción
del electrón de conducción con cada uno de los átomos que componen la red. Es por esto
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que se considera en este estudio la aproximación de masa efectiva. En esta aproximación
se toma en cuenta una única interacción de la estructura de bandas electrónicas, entre
la banda de valencia y banda de conducción más cercanas [30]. Dicha aproximación
sólo es válida si las bandas son directas y parabólicas en k = 0, el cual es el caso de la
estructura de bandas electrónicas de Hg1−xCdxSe, figura 1.2.

Bajo la aproximación de masa efectiva, el Hamiltoniano que describe el comportamien-
to cuántico de un electrón confinado dentro de una nanoestructura tridimensional en
presencia de campos externos, tanto magnético, como eléctrico, está dado como: 2.1.

Ĥ = 1
2m∗

[
~p (x, y, z)− e ~A (x, y, z)

]2
+ eFx+ V (x, y, z) (2.1)

Se seleccionó el Gauge de Coulomb ~A = 1
2

(
~B × ~r

)
para expresar el potencial vectorial

magnético ~A en términos del campo magnético, este Gauge es esencial para describir
apropiadamente la interacción de una carga con el campo electromagnético y se utili-
za en cálculos semi-clásicos de la física de la materia condensada en donde el vector
potencial magnético es cuantizado pero la interacción Coulombiana no. Los valores po-
sibles de energía que puede tener el sistema son los valores propios del Hamiltoniano
expresado en la ecuación 2.1. Considerando un campo magnético que esté orientado un
ángulo θ respecto a la dirección de crecimiento (eje ẑ), un campo eléctrico orientado
en el plano (eje x̂) y después de adimensionalizar la ecuación, se llega a la siguiente
ecuación de Schrödinger-Pauli adimensional

{
−∇2 (x, y, z)− iγ

[
y

(
cosθ

∂

∂z
− senθ ∂

∂x

)
+ (xsenθ − zcosθ) ∂

∂y

]
+ (2.2)

γ2
[
y2 + (xsenθ − zcosθ)2

]
4 + αFx+ V (x, y, z)

ψn (x, y, z) = Enψn (x, y, z)

Esta ecuación se compone de varios términos, el primer término describe la energía
cinética del electrón en ausencia de campos externos, el valor γ = e~B

2m∗R∗
y
corresponde

al coeficiente adimensional del campo magnético, está presente en el segundo y tercer
término como la parte paramagnética y diamagnética respectivamente de dicho campo,
α = ea∗

0
R∗

y
es el coeficiente adimensional del campo eléctrico, V (x, y, z) representa el

potencial de confinamiento estructural. Como unidad de longitud se utiliza el radio
Böhr efectivo a∗0 = ~ε

m∗e2

[
Å
]
, y el Rydberg efectivo R∗y = e2

2εa∗
0

[meV ] se utiliza como
unidad de energía.
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Sección 2.4

Modelado y simulación por elementos finitos

Se realizaron dos modelos para los cálculos: en el primer modelo se consideró la nanoes-
tructura aislada, con potencial de confinamiento infinito fuera de la nanoestructura y
0 dentro de la nanoestructura, figura 2.1.

x
y

z

d = 100nm

hd = 5nm
ht = 27.2nm

d = 100nm
d = 100nm

hl = 7.5nm

Figura 2.1: Puntos tipo disco, tetraedro y lente.

Las dimensiones de la nanoestructuras fueron escogidas con base en el trabajo desa-
rrollado por Lent [31], donde se estudia una nanoestructura en forma de lente. Estas
dimensiones corresponden a las observadas experimentalmente en nanoestructuras que
tienen esta geometría; las alturas de las otras dos nanoestructuras se imponen de forma
que las tres tengan el mismo volumen.

El segundo modelo a considerar fue el de barreras finitas; en este modelo la nanoes-
tructura se encuentra rodeada de una aleación con una fracción molar diferente. Tal
modelo se compone de dos dominios, el primero representa la nanoestructura y encierra
la aleación de Hg1−xCdxSe. El segundo dominio representa la matriz que cubre a la
nanoestructura, es de diferente fracción molar Hg1−x0Cdx0Se y es simulado por medio
de un cilindro.

Estos dominios se simulan y solucionan en un espacio de elementos finitos; este es
un espacio de funciones polinomiales a trozos en un dominio determinado por: una
malla compuesta por nodos, en la que los nodos se unen para formar celdas poliedrales
llamadas elementos. Cada elemento es descrito por funciones polinomiales llamadas
funciones de forma, las cuales interpolan la solución entre los valores discretos de los
nodos. Cada función de forma representa un set de ecuaciones a resolver llamados grados
de libertad (DOFs), cada DOF esta asociado a una cara del elemento, y cada DOF toma
el mismo valor para todos los elementos que comparten la cara. Mayor información del
método de elementos finitos se encuentra en Quek y Liu [11], Logg y colaboradores [2].

En la figura 2.2 se encuentran dos elementos específicos: el elemento P3Λ0 (43) se des-
compone en P3 que representa un elemento de base triangular con una función de forma



26 CAPÍTULO 2. METODOLOGÍA Y DETALLES TEÓRICOS

de tercer orden, Λ0 es el tipo de polinomio de las funciones de forma, en este caso re-
presenta un polinomio de Lagrange, 43 indica que es un espacio tridimensional. El
elemento Q3Λ0 (�3) de forma análoga representa un elemento de base cuadrada con
una función de forma de tercer orden la cual también es un polinomio de Lagrange.

a) b)

Figura 2.2: Elementos finitos. a) P3Λ0 (43), b) Q3Λ0 (�3). Información extraída de Logg y
colaboradores [2]

Se realizaron cálculos previos de los modelos utilizando un enmallado constante sobre
todo el espacio; el cálculo se realizó con una malla muy fina, la cual arrojó un aproxi-
mado de cinco millones de DOFs, utilizando los elementos finitos específicos P3Λ0 (43)
y Q3Λ0 (�3) en cálculos separados, se calculó para los modelos con sustrato y aislados
en ausencia de campos externos. El tiempo de solución de estos cálculos fue aproxima-
damente de 80 horas en el clúster GUANE con todos los núcleos disponibles, se obtuvo
una convergencia de los dos resultados para seis cifras significativas; este resultado fue
de gran utilidad para optimizar estos cálculos y cumplir así con los objetivos propuestos
en el tiempo disponible.

En el resto de investigación se utilizó el elemento finito P3Λ0 (43), debido a que inves-
tigaciones como la de Betcke y Voss [32] utilizan polinomios de Lagrange cuadráticos
para cálculos de nanoestructuras en enmallados tetraedrales.

El modelo de punto aislado se solucionó partiendo de una enmallado grande el cual se
refinaba en cada iteración hasta que se cumplían criterios de convergencia evaluados en
Python; se refinó el enmallado hasta obtener los valores anteriores con tres cifras signi-
ficativas, el modelo estaba compuesto ahora por 300 mil DOFs y su tiempo de solución
fue de 20 minutos aproximadamente utilizando cuatro núcleos, esto permitió calcular
diversas geometrías e intensidades de los campos externos de manera simultánea.
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Se utilizaron los parámetros de enmallado obtenidos con el modelo de punto aislado para
simular la nanoestructura en el modelo inmerso en una matriz. Debido a que el potencial
no es infinito hay una probabilidad de que el electrón no se encuentre dentro de de la
nanoestructura; la zona de la matriz se dividió en dos, la primera compuesta por una
malla con los mismos parámetros de la nanoestructura y de geometría; sus dimensiones
fueron establecidas hasta que se garantizó que la probabilidad de encontrar el electrón
afuera suponía un valor menor de 1%. La tercer área se definió con parámetros de
enmallado del doble de las otras dos zonas. Los tamaños de la segunda área se refinaban
en cada iteración hasta que se cumplían criterios de convergencia evaluados en Python;
se refinaron las dimensiones de éstas áreas hasta obtener una convergencia de tres
cifras significativas comparadas con el modelo de enmallado fino, figura 2.3. El modelo
estuvo compuesto ahora por 500 mil DOFs y su tiempo de solución fue de 45 minutos
aproximadamente utilizando cuatro núcleos.

Figura 2.3: Malla de la nanoestructura en forma de lente, modelo con sustrato

Esta particular división de fronteras ayuda a encontrar parámetros de enmallado ópti-
mos para cada dominio, es de mayor interés un enmallado fino dentro del punto y sus
alrededores, y se consiguió optimizar enormemente los cálculos, figura 2.4.
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x
y

z

Hg1−xCdxSe Hg1−xCdxSe

Matriz

Matriz, enmallado fino

Hg1−xCdxSe

Matriz

Matriz, enmallado fino

Matriz

Matriz, enmallado fino

Figura 2.4: Puntos inmersos en matriz deHg1−x0Cdx0Se; modelo de disco, tetraedro y lente.

El modelo de puntos en una matriz tiene un potencial de confinamiento 0 dentro de la
nanoestructura, un potencial V para el electrón calculado como el 60% de la diferen-
cia entre el gap de energía Eg de la aleación de Hg1−xCdxSe y Eg de la aleación de
Hg1−x0Cdx0Se, y un potencial infinito sobre la frontera del sistema.

V (x, y, z) =


0 Dentro del QD
V En la matriz
∞ Sobre sobre la matriz

(2.3)

La masa efectiva del electrón tiene un valor m∗n y representa el valor de la masa efectiva
dentro de la nanoestrucutura, m∗s es la masa efectiva de la matriz.

m∗ =
{
m∗n Dentro del QD
m∗s En la matriz (2.4)

La ecuación de onda que describe al electrón tiene que ser continua en todo el espacio;
sin embargo, las propiedades que describen el comportamiento de dicho electrón no lo
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son, difieren para cada aleación. Una condición de frontera apropiada es la condición
de Neumann, que en cálculos de baja dimensionalidad se conoce como la condición de
frontera de BenDaniel Duke [33], la cual se utiliza para dar continuidad a la función de
onda en la interfaz entre la nanoestructura y el sustrato; esta relaciona el cambio de
masas efectivas en dicha frontera, ecuación 2.5.

1
m∗n
∇ψ(x, y, z) · ~n = 1

m∗s
∇ψ(x, y, z) · ~n (2.5)

Donde ~n es el vector normal a la frontera de interfaz entre las dos aleaciones.

Para valores donde el potencial de confinamiento es infinito, la función de onda toma
valores nulos; es ahí donde se imponen condiciones de Dirichlet según corresponda en
las diferentes fronteras de los dos modelos, ecuación 2.6.

ψ = 0 (2.6)

Sección 2.5

Constante dieléctrica

En cálculos de baja dimensionalidad la constante dieléctrica tiene diversas aplicacio-
nes, entre éstas están los cálculos de las propiedades opto-electrónicas y cálculos de
portadores de carga, en tales cálculos la constante dieléctrica se utiliza para la adimen-
sionalización de la ecuación de Schödinger.

En la ecuación de Schödinger considerada en esta investigación, ecuación 2.2 se obtie-
nen valores adimensionales para las medidas de longitud y de energía, Rydberg efectivo
y radio de Bohr efectivo; dichas medidas utilizan la constante dieléctrica del material,
esta adimensionalización ayuda a evitar errores numéricos en cálculos de baja dimen-
sionalidad.

Para realizar esta adimensionalización se necesita conocer la constante dieléctrica de
la aleación, la cual no esta reportada en la literatura. Gracias al aporte de Alonso y
colaboradores [34] se conoce el valor de la constante dieléctrica a bajas frecuencias εs
para la aleación de CdSe, con un valor de εs = 9.53; igualmente se emplea el aporte
de Manabe y Mitsuishi [35], que proporciona el valor para la aleación de HgSe como
εs = 25.6. La utilización de εs es la adecuada debido a que los campos magnético y
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eléctrico a los cuales se somete la aleación de Hg1−xCdxSe en el problema propuesto
son constantes.

Estos valores se encuentran reportados como casos particulares de la aleación deHg1−xCdxSe
para fracciones molares específicas, CdSe es un caso particular de x = 1 y HgSe pa-
ra x = 0. No se encuentran en la literatura reportes de la constante dieléctrica para
otras fracciones molares; surge entonces la necesidad de realizar un modelo que permita
calcular la constante dieléctrica para valores diferentes de x = 0 y x = 1.

Se propuso un modelo de la constante dieléctrica de la aleación de Hg1−xCdxSe, modelo
que utiliza la distancia de vecinos más cercanos y una relación de las masas de los átomos
para obtener una ecuación que describa la constante dieléctrica para cualquier fracción
molar x; la ecuación se obtuvo minimizando el error entre el modelo planteado y los
datos experimentales disponibles.

Sección 2.6

Nanoestructuras de Hg1−xCdxSe

Con el objetivo de calcular las propiedades electrónicas de las diferentes nanoestructuras
planteadas se propuso la siguiente pregunta de investigación:

¿Como se define una nanoestructura de Hg1−xCdxSe?

Esta pregunta se respondió considerando unos criterios mínimos necesarios para cons-
truir digitalmente una nanoestructura de Hg1−xCdxSe. Estos son:

El conjunto de átomos de Hg, Cd y Se que componen la nanoestructura deben
mantener la estequiometría de la aleación de Hg1−xCdxSe.

La nanoestructura debe tener un tamaño mínimo en el cual los átomos que la
componen puedan conformar la fracción molar a estudiar.

Para resolver la pregunta investigativa se construyó un algoritmo que cumple con estos
criterios; dicho algoritmo modela los átomos dentro de cada una de las nanoestructuras
y calcula sus dimensiones en varias direcciones cristalinas. El algoritmo desarrollado fue
implementado en lenguaje Python utilizando las librerías de visualización tridimensional
Mayavi.



Capítulo3
Resultados y discusión

En este capítulo se determinó la constante dieléctrica para las nanoestructuras de
Hg1−xCdxSe por medio del modelo propuesto; también se determinaron los tamaños
mínimos que deben tener cada una de las geometrías para ser consideradas nanoes-
tructuras de Hg1−xCdxSe. Se estudió el efecto del confinamiento estructural y el efecto
de los campos externos sobre los 50 niveles energéticos más bajos para cada esquema
de estudio propuesto en el capítulo 2.2; de donde se escogieron los resultados de ma-
yor relevancia en la investigación, los cuales se muestran a continuación. Vale la pena
mencionar que se calcularon 200 valores diferentes entre los rangos estudiados para las
diferentes figuras, esto generó 1800 archivos con información sobre los niveles de energía.

Sección 3.1

Constante dieléctrica

El modelo para obtener la constante dieléctrica se propuso con base a dos modelos
existentes: el primero es un modelo que relaciona la constante dieléctrica con la ioni-
cidad del material y la distancia de vecinos más cercanos; el segundo modelo define
la constante dieléctrica de las aleaciones ternarias como una relación de dos aleaciones
binarias, de este modo la aleación de Hg1−xCdxSe se puede escribir de la forma MxSe,
con Mx descrito en la ecuación 1.1; así mismo se puede reescribir una aleación ternaria
en términos de un modelo pseudo-binario.

31
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El primer modelo es el aporte realizado por Verma [36], en el que se propone un modelo
para la constante dieléctrica en estructuras tipo zinc-blenda, en la cual cristaliza la
estructura de interés; los cálculos del estudio son válidos para aleaciones binarias del
tipo AIIBV I , en este grupo están incluidas las aleaciones de CdSe y HgSe. De su
trabajo se obtiene una ecuación para la constante dieléctrica que relaciona la ionicidad
con la distancia entre vecinos más cercanos.

En el segundo modelo se consideran los aportes de Adachi [37] para semiconductores
ternarios, en este aporte se define el comportamiento de la constante dieléctrica como
una relación lineal de la forma: εABCs = (1− x) εACs (x) εBCs . En otro trabajo del mismo
autor [38] se describe el comportamiento de la constante dieléctrica de las aleaciones
ternarias como cuadráticas.

Por otro lado, se encuentran reportados dos datos de la aleación de Hg1−xCdxSe y seis
datos experimentales de la aleación hermana Hg1−xCdxTe. Las características de las
dos aleaciones han sido ampliamente descritas por Whitsett y colaboradores [1], en las
que se reportan comportamientos similares para la gran mayoría de sus propiedades.

Los trabajos de Verma [36] y Adachi [38] son la motivación para proponer un modelo
de permitividad a bajas frecuencias de la aleación de Hg1−xCdxSe. En la investigación
se realizó un modelo basado en las consideraciones de los dos autores mencionados.

El trabajo de Verma [36] utiliza las ionicidades de los átomos, que toman los valores de
Z = 2 para Hg, Cd , Te y Se en las aleaciones binarias HgSe, CdSe, HgTe y CdTe,
por tanto ZAZB = 4 para todas las aleaciones binarias. Este trabajo también tiene
en cuenta la distancia de vecinos más cercanos para estructuras tipo zinc-blenda, y es
igual a dABC (x) =

√
3

4 aABC (x), donde aABC (x) es la constante de red de la aleación de
Hg1−xCdxSe, ecuación 1.2; la expresión para aABC (x) de la aleación de Hg1−xCdxTe
se encuentra reportada por Rogalski [39].

Se propuso una relación entre las masas de cada uno de los átomos que componen las
nanoestructuras, ecuación 3.1; esta relación toma en consideración la gran influencia
que tienen las masas de los átomos de Te y Se en el comportamiento de las aleaciones.

ηABC = (1− x) mC

mA

+ (x) mC

mB

(3.1)

Todas las consideraciones anteriormente descritas se utilizan en el modelo cuadrático
de Adachi [38], y se obtiene el modelo de la constante dieléctrica a bajas frecuencias
para aleaciones ternarias de Hg1−xCdxSe y Hg1−xCdxTe, ecuación 3.2.

εABCs = p1x
24p4dp7

ABC (x) ηp10
ABC (x)

+p2x4p5dp8
ABC (x) ηp11

ABC (x) (3.2)
+p34p6dp9

ABC (x) ηp12
ABC (x)
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Para evaluar la validez de este modelo se implementó un código en lenguaje Python, en
el cual se utilizó un algoritmo de optimización, específicamente BasinHopping. En este
algoritmo se minimizó el error entre los valores de la ecuación 3.2 y valores experimenta-
les reportados por Alonso y colaboradores [34], Manabe y Mitsuishi [35], Rogalski [39],
con el algoritmo mencionado se encontraron los valores de los parámetros desconocidos
p.

Con este algoritmo se obtuvo la información de la figura 3.1, en la cual se presentan los
datos experimentales de las aleaciones y su comportamiento con el modelo propuesto.

Figura 3.1: Modelo de la permitividad a bajas frecuencias (εs) para aleaciones de
Hg1−xCdxSe y Hg1−xCdxTe.

La ecuación 3.3 representa la permitividad a bajas frecuencias ε0 con los parámetros
obtenidos para las aleaciones de Hg1−xCdxSe y Hg1−xCdxTe.

εHg1−xCdxSe
s = 3.7x24−1.6d1

ABC (x) η0.9
ABC (x)

−2.1x41.8d−0.7
ABC (x) η−1

ABC (x) (3.3)
8.7 · 41d−0.3 (x) η−0.8

ABC (x)
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Sección 3.2

Estudio del tamaño de la nanoestructuras de Hg1−xCdxSe
y dirección cristalina

Se implementó un algoritmo y se respondió la interrogante planteada en el capítulo 2.6.

Dicho algoritmo recreó la estructura cristalina Zinc-Blenda en el espacio, con una con-
figuración de átomos dada por la ecuación 1.1, es decir, dos tipos de átomos diferentes,
en los cuales no se hizo distinción entre ellos pues no es necesario debido a que se es-
tudia la relación estequiométrica. El algoritmo construyó las tres nanoestructuras en
4 direcciones cristalinas diferentes, identificadas con los índices de Miller: [100], [111],
[001] y [010]. En dichas direcciones se forma las películas delgadas de las aleaciones
de Hg1−xCdxSe, reportadas por Sánchez y colaboradores [9]. Finalmente se compro-
bó la estequiometría, la cantidad de los dos átomos dentro de la nanoestructura debe
ser la misma; adicionalmente se tiene la condición de que la nanoestructura debe ser
compuesta por un mínimo de mil átomos de cada tipo, ya que las fracciones molares
calculadas sólo son posibles con un número igual o superior a éste.

En la figura 3.2 se presentan las reconstrucciones de cada una de las nanoestructuras que
cumplieron dichas condiciones; éstas se formaron en la dirección [111], donde se cumplió
la relación estequiométrica con ±2 átomos para el tetraedro, átomos que representan
menos del 0.2 % de los contenidos en la nanoestructura, y se presentó una relación
perfecta para las otras dos. En las otras tres direcciones cristalinas algún tipo de átomo
se hacía predominante en los bordes de las nanoestructuras, lo que rompió con la relación
estequiométrica.

Figura 3.2: Resultados de la simulación de las nanoestructuras.

Si se observan los resultados obtenidos por Sánchez y colaboradores [9] para la fa-
bricación de películas delgadas de Hg1−xCdxSe, tenemos que las muestras fabricadas
son policristalinas, esto significa que la aleación no tiene una dirección de crecimiento
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preferente. Sin embargo, en esta investigación se obtuvo que la dirección cristalina de
crecimiento en las películas delgadas, es en un 80% en la dirección [111].

Nuestros resultados indican que la las nanoestructuras se deberían formar en esa direc-
ción de crecimiento específica, [111. Los resultados experimentales realizados hasta aho-
ra indican que así será. Si la futura fabricación de las nanoestructuras de Hg1−xCdxSe
se realiza en una dirección de crecimiento diferente, ésta no mantendría la relación
estequiométrica y el modelo del electrón confinado en la nanoestructura bajo la aproxi-
mación de masa efectiva tendría que modificarse acorde a dichos resultados para incluir
el efecto de un exceso de alguna clase de átomos sobre el borde de la nanoestructura.

Adicional a la dirección de crecimiento se obtuvieron los tamaños mínimos de las na-
noestructuras, valores que se resumen en la tabla 3.1.

Nanoestructura d[nm] h[nm]
Disco 12.2 0.61
Tetraedro 11.56 3.65
Lente 9.74 0.97

Tabla 3.1: Tabla de los tamaños mínimos para las nanoestructuras de Hg1−xCdxSe.

Sección 3.3

Efecto del tamaño sobre las propiedades electrónicas

Para estudiar el efecto que tiene el tamaño de la nanoestructura sobre los niveles de
energía más bajos, se tomó la geometría de lente y se realizó una variación de los
parámetros d y hl, de manera que la proporción entre tales parámetros se mantuviera
constante. Esto con el fin de garantizar que la forma de la estructura no sufriera cambios.
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Figura 3.3: Niveles de energía para el modelo de lente con barreras infinitas, x=0.14.

En la figura 3.3 se observa como la disminución de las dimensiones geométricas de la
nanoestructura genera un incremento en el confinamiento estructural, lo cual lleva a
que se de un aumento en las energías de cada estado y a una mayor separación entre
dichos niveles; por otro lado, conforme se incrementan las dimensiones, la discretización
o separación de tales niveles se hace menos notoria, adquiriendo el espectro, en este
limite, un carácter casi-continuo.

Li y colaboradores [40] reportó que la aproximación de masa efectiva con bandas pa-
rabólicas es insuficiente para modelar puntos pequeños y que sus niveles de energía
normalmente son mayores a los experimentales o los encontrados por otros métodos.
Por dicha razón las dimensiones de las nanoestructuras sobre las cuales se hicieron las
simulaciones en este trabajo son del orden de los 100nm.

Sección 3.4

Efecto de los campos magnético y eléctrico externos

Con el objeto de estudiar el efecto que tiene la aplicación de campos externos, tanto
magnéticos como eléctricos, sobre las propiedades electrónicas de una nanoestructura
cero-dimensional de Hg1−xCdxSe con un electrón confinado en su interior, se realiza-
ron cálculos del espectro de energía en función de la intensidad de un campo magnético
aplicado en la dirección de crecimiento, en función del ángulo de orientación de dicho
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campo respecto a la dirección de crecimiento y en función de la intensidad de campo
eléctrico orientado en el plano de la estructura. Por otro lado, para analizar la influencia
que tiene la morfología sobre el espectro energético del sistema, se han considerando
tres configuraciones geométricas diferentes para las nanoestructuras: disco, lente y te-
traedro. También se han incluido los gráficos de la densidad de probabilidad para los
seis primeros estados para varios valores de intensidad del campo magnético y eléctrico.

Esta densidad de probabilidad fue calculada como una contracción de la nube 3D de
densidad de probabilidad en una de sus dimensiones. En el caso de la contracción en
el eje z, se obtiene la distribución en el plano xy y está definida mediante la expresión
Dpxy, mientras que para la contracción en el eje y, la distribución que se obtiene en el
plano xz está definida mediante la expresión Dpxz.

Dpxy =
ˆ
ψ (x, y, z)ψ∗n (x, y, z) dz (3.4)

Dpxz =
ˆ
ψ (x, y, z)ψ∗n (x, y, z) dy (3.5)

Estas gráficas permitieron obtener toda la información de la distribución 3D en un plano
y mostraron representar mejor la probabilidad que simples cortes en planos específicos.

Geometría de Disco

Se ha optado por comenzar con una geometría de disco dado que para este modelo
con potencial de confinamiento de barrera infinita se tiene solución analítica, la cual
resultó útil para validar los resultados obtenidos por nuestro método de solución. En
este sentido, se reprodujeron con éxito los resultados obtenidos por Lent [31] para una
geometría circular en presencia de un campo magnético externo aplicado en la dirección
de crecimiento.

Los niveles energéticos más bajos para la nanoestructura en forma de disco en función
de la intensidad del campo magnético son mostrados en la figura 3.4. Resulta evidente
que el comportamiento que se observa en los niveles de energía del sistema en cuestión
tiene características muy interesantes, tales como: puntos de cruce entre niveles diferen-
tes, niveles de energía que crecen monótonamente, niveles de energía que inicialmente
decrecen y luego crecen. Tal comportamiento se debe, por un lado, a la superposición de
dos términos que son resultado de la interacción del electrón con el campo magnético; el
término paramagnético, el cual define el acople entre el campo magnético y el momento
magnético permanente del electrón al rotar en el disco; dicho termino es lineal y puede
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ser positivo o negativo, dependiendo del sentido de giro de la partícula, y el término dia-
magnético, el cual siempre es positivo y cuadrático respecto a la intensidad del campo
magnético, por lo que produce un incremento en la energía cinética del electrón.

Figura 3.4: Niveles de energía para el modelo de disco con barreras infinitas en presencia de
campo magnético ~B en la dirección de crecimiento, x=0.14.

Por otro lado se tiene que la simetría axial que presenta la geometría de disco, favorece
el degeneramiento en la energía del sistema, lo cual se evidencia en la aparición de un
gran número de cruces entre niveles. Merece la pena destacar el comportamiento al
límite que dichos niveles de energía muestran en función de la intensidad de campo
magnético. En primer lugar cuando el confinamiento magnético es comparable con el
confinamiento estructural, esto es para campos bajos, se presenta una hibridación de
los niveles de Landau con los niveles que surgen del confinamiento espacial. También
se observa cómo los niveles que se encontraban degenerados en ausencia de campo
magnético se desdoblan bajo el efecto del campo externo de manera análoga a como se
observa el efecto Zeeman en átomos, dando al electrón más estados accesibles. Además,
a medida que se incrementa el campo magnético se ve cómo la estructura espectral
adquiere una configuración tipo niveles de Landau, lo cual evidencia la existencia de
una transición gradual de una cuantización, debida al confinamiento estructural, a una
cuantización debida al confinamiento magnético.
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Geometría de Lente

Se continuó con el análisis de la nanoestructura en forma de lente, que es de mayor
interés al ser la más común en los reportes experimentales. Al igual que el disco, esta
tiene simetría rotacional pero un potencial de confinamiento radial no uniforme debido
a su altura variable.

Los niveles energéticos más bajos para la nanoestructura en forma de lente en función
de la intensidad del campo magnético son mostrados en la figura 3.5. En esta figura
se observa que el comportamiento de sus niveles de energía es similar al disco. Sin
embargo, debido a que la lente posee un confinamiento estructural que obliga al electrón
a localizarse más en el centro de la estructura, por su forma ovalada, el efecto que el
campo magnético tiene sobre su espectro de energía es menor al observado en el disco.
Razón por la cual no se observan con tanta claridad los niveles de Landau.

Figura 3.5: Niveles de energía para el modelo de lente con barreras infinitas en presencia de
campo magnético ~B en la dirección de crecimiento, x=0.14.

Es interesante ver como la estructura que se da en los niveles de energía en ausencia de
campos externos para la lente difiere de la del modelo de disco. En este caso se observa
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que los niveles tienden a organizarse en grupos, de manera muy similar a como se da
para un oscilador armónico cuántico. Esta similitud tiene que ver con la forma del pozo
de potencial bidimensional que siente el electrón al moverse en el plano de la estructura
lenticular, la cual resulta ser semejante al potencial de un oscilador armónico bidimen-
sional. En la gráfica se observa cómo los niveles en la lente pierden su degeneración
para estados de energía superiores.

En la figura 3.6 se observa la densidad de probabilidad en el plano xy para la nanoes-
tructura en forma de lente en los primeros seis estados de energía bajo la acción de un
campo magnético externo. En ella es apreciable cómo en ausencia de campos externos
los niveles tienen una configuración similar a la encontrada en el átomo de hidrógeno;
debido a la simetría rotacional de la lente, en presencia de un campo magnético de 2 [T ]
la densidad de probabilidad se reorganiza en anillos al rotar el electrón en la nanoes-
tructura. En casos como los estados 1s y el 2s el efecto del campo magnético no cambia
apreciablemente su distribución. El efecto sobre el electrón producido por el campo de
15 [T ] hace que este electrón se encuentre fuertemente confinado en el el centro de la
nanoestructura; con el efecto de este campo magnético los niveles de energía con un
signo negativo del término paramagnético ocupan ahora los niveles más bajos en la
forma de anillos de probabilidad cuyos radios aumentan para cada nivel de energía.
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n\ ~B 0 [T ] 2 [T ] 15 [T ]

1s

1p

1p

1d

1d

2s

Figura 3.6: Densidad de probabilidad sobre el plano xy para el modelo de lente con barreras
infinitas en presencia de un campo magnético ~B en la dirección de crecimiento,
x=0.14.
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Hasta ahora el campo magnético se ha aplicado siempre en la dirección del crecimiento;
como dicho campo induce rotaciones es lógico que se aplique en una dirección que le
permita al electrón rotar en una zona de poco confinamiento estructural, donde el efecto
del campo tendrá el máximo impacto sobre la estructura espectral. Al tratarse de un
modelo tridimensional y contar con la flexibilidad del método utilizado, se cuenta con
la posibilidad de variar este campo en diversos ángulos y así estudiar el efecto que dicha
variación tiene sobre los niveles de energía.

Los niveles energéticos más bajos para la nanoestructura en forma de lente en presencia
de un campo magnético ~B constante en función del ángulo de incidencia de dicho campo
son mostrados en la figura 3.7. El campo magnético externo constante fue de 10 [T ] y
se varió el ángulo de incidencia variable desde la dirección de crecimiento (θ = 0) hasta
el plano de la estructura (θ = 90).

En la figura se observa un cambio en los niveles de energía, en θ = 0 se encuentran
desdoblados debido a que el campo externo tiene su máximo efecto al rotar el electrón
alrededor del plano de la nanoestructura; al aumentar el ángulo de incidencia hasta
θ = 90 el efecto del campo disminuye hasta que los niveles de energía se ordenan
nuevamente en estados degenerados, estos estados son los que se se encuentran en
ausencia de campos externos y se debe a que el electrón bajo un campo magnético en la
dirección normal rota en una dirección donde hay un fuerte confinamiento estructural
dado por la baja altura de la nanoestructura, y sus niveles de energía no se ven afectados
en este ángulo de incidencia.

Figura 3.7: Niveles de energía para el modelo de lente con barreras infinitas en presencia de
campo magnético ~B constante de 10 [T ] y ángulo variable, x=0.14.



3.4. EFECTO DE LOS CAMPOS MAGNÉTICO Y ELÉCTRICO EXTERNOS 43

Las gráficas de los resultados expuestos hasta ahora muestran que los niveles de energía
bajo campos magnéticos se comportan de forma ordenada y armoniosa; lastimosamente
el mundo real no es tan simple como estos modelos ideales. Con el objetivo de hacer un
análisis más completo se simula el comportamiento con un potencial de confinamiento
finito, el cual es más cercano a la realidad.

Para esto se utilizó el modelo de nanoestructura de Hg1−xCdxSe con forma de lente, en
el cual el confinamiento finito está dado por una matriz de la misma aleación que tiene
una fracción molar distinta de x0 = 0.18. Se estudiaron dos fracciones molares diferentes;
una es la fracción molar que se ha estudiado a lo largo de este trabajo investigativo,
x = 0.14, esta aleación tiene una masa efectiva m∗ = 0.08me. La segunda fracción
molar corresponde a x = 0.145, le corresponde una masa efectiva de m∗ = 0.137me.

En la figura 3.8 se encuentran los niveles energéticos más bajos para el modelo de lente
con barreras finitas, x = 0.14. Se observa un límite en el número de estados que se
encuentran localizados dentro de la estructura, este límite está dado por el potencial
de confinamiento entre entre las dos aleaciones V ' 42.4[meV ], y el confinamiento
magnético. Los niveles de energía mayores a este nivel se encuentran extendidos en
la matriz y se comportan de forma semi-continua debido a que en la simulación esta
matriz es finita; si la nanoestructura se encontrara en un cristal infinito no se observarían
efectos cuánticos en el electrón y su energía sería continua.

Figura 3.8: Niveles de energía para el modelo de lente con barreras finitas en presencia de
campo magnético ~B en la dirección de crecimiento, x=0.14.
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En la figura 3.8 se encuentran los niveles energéticos más bajos para el modelo de lente
con barreras finitas, x = 0.145. Esta fracción molar tiene un potencial de confinamiento,
V ' 35.5[meV ], menor al que permite la fracción molar de x = 0.14. Sin embargo, hay
un mayor número de niveles de energía en ausencia de campos externos (32 niveles)
que están localizados dentro del la lente en comparación con la otra fracción molar (21
niveles); la barrera de potencial debida al confinamiento estructural para esta fracción
es menor pero su masa efectiva es mayor; esto traduce en un unos efectos cuánticos
menos acentuados, niveles de energía más separados y energías menores para el nivel
base.

Figura 3.9: Niveles de energía para el modelo de lente con barreras finitas en presencia de
campo magnético ~B en la dirección de crecimiento, x = 0.145.

En la figura 3.10 se observa la densidad de probabilidad en el plano xy, en el plano xz
y el porcentaje de probabilidad de encontrar el electrón dentro de una nanoestructura
en forma de lente en los primeros cinco niveles de energía. Los resultados muestran
que el electrón tiene una probabilidad significativa de ser encontrado por fuera de la
nanoestructura; aun cuando su energía sea menor que el de la barrera de potencial, este
comportamiento es un claro tunelamiento del electrón confinado. El efecto de campos
magnéticos grandes confina aún más el electrón dentro de la nanoestructura, esto com-
prueba que se produce un ligero aumento de la probabilidad de encontrarlo dentro de
ésta.
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n\ ~B 0 [T ] 2 [T ] 15 [T ]

1s xy

xz
% 73.59 73.94 75.51

1p xy

xz
% 70.72 71.28 74.29

1p xy

xz
% 70.54 68.51 73.23

1d xy

xz
% 67.71 62.25 72.03

1d xy

xz
% 67.46 64.97 70.9

Figura 3.10: Distribución de probabilidad sobre los planos xy y xz para el modelo de lente
con barreras infinitas en presencia de un campo magnético ~B en la dirección
de crecimiento, x=0.14.
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Hay un campo que no se ha analizado aún, el campo eléctrico. Este produce un fuerte
confinamiento lineal y al contrario del campo magnético no depende en gran medida
de la simetría de la nanoestructura (los resultados para la lente son muy similares a los
encontrados en las otras dos estructuras) al confinar los estados en la dirección opuesta a
la que se aplica dicho campo. La lente tiene una baja altura, un confinamiento adicional
en la dirección de crecimiento, no genera cambios en los espectros energéticos; por esto
el campo fue simulado en dirección al plano de la nanoestructrura.

Los niveles energéticos más bajos para la nanoestructura en forma de disco en función
de la intensidad del campo eléctrico son mostrados en la figura 3.11. Se observa un
confinamiento adicional sobre el electrón debido al campo eléctrico, que incrementa en
gran medida la energía de todos los niveles, aunque estos cambios no generan una gran
separación entre estos, ni cruces. Dicho comportamiento es similar al observado en el
efecto stark del átomo de hidrógeno.

Figura 3.11: Niveles de energía para el modelo de lente con barreras finitas en presencia de
un campo eléctrico F de 10 [kV/cm] en dirección transversal, x=0.14.
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En la figura 3.12 se observa la densidad de probabilidad en el plano xy para la na-
noestructura en forma de lente en los niveles de energía más bajos en presencia de un
campo eléctrico. En campos eléctricos de poca intensidad se observa cómo se alinean
las distribuciones de probabilidad en la dirección de incidencia, lo que se observa en
las distribuciones 1p, mientras se mantiene la perpendicularidad entre los dos. Los es-
tados 1d tienen un comportamiento similar, llega incluso uno de ellos a reorganizarse
de una configuración de 4 lóbulos a 3 bajo un campo eléctrico grande, rompiendo así la
configuración que tenía, similar al átomo de hidrógeno. Es notable cómo el efecto del
campo eléctrico rompió la simetría del estado 2s, el cual no era afectado por su forma
bajo la influencia del campo magnético; bajo campos fuertes su distribución es la de
tres lóbulos de probabilidad en lugar de dos anillos.
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n\~F 0 [kV/cm] 2 [kV/cm] 10 [kV/cm]

1s

1p

1p

1d

1d

2s

Figura 3.12: Distribución de probabilidad para el modelo de lente con barreras infinitas en
presencia de un campo eléctrico ~F en dirección transversal, x=0.14.
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El campo eléctrico incrementa todos los niveles de energía en gran manera. En los
modelos estudiados hasta ahora se ha visto cómo el campo magnético no logra un
incremento de la energía como lo hace el campo eléctrico, pero el campo eléctrico no
consigue que los niveles se separen lo suficiente como para proporcionarle al electrón
una cantidad considerable de nuevos estados accesibles. Por separado, los efectos de los
campos externos en las nanoestructuras de Hg1−xCdxSe son interesantes. Analizamos
ahora el efecto de los campos simultáneos para el modelo de lente.

Los niveles energéticos más bajos para la nanoestructura en forma de lente en función de
la intensidad magnética con campo eléctrico constante son mostrados en la figura 3.5. En
esta figura se observa que la energía de todos los niveles se incrementa, y que los estados
se encuentran ligeramente desdoblados para campos magnéticos débiles debido a que el
confinamiento del campo eléctrico prima sobre el confinamiento magnético; los niveles
no se desdoblan ni se cruzan como ocurre en ausencia de campos eléctricos. Cuando el
campo magnético se incrementa prima este tipo de confinamiento y su comportamiento
es similar al ya estudiado. Es bueno resaltar que se realizaron pruebas adicionales con
campos eléctricos mayores de 50 [kV/cm], donde se encontró que el efecto del campo
confinaba el electrón de una forma tan fuerte que el campo magnético no tuvo un
efecto significativo sobre sus niveles de energía; por lo tanto, el incremento de energía y
desdoblamiento de los niveles que se puede conseguir con los campos simultáneos tiene
un límite práctico.

Figura 3.13: Niveles de energía para el modelo de lente con barreras finitas en presencia de
campo magnético ~B en la dirección de crecimiento y un campo eléctrico ~F de
10 [kV/cm] en la dirección del plano de la nanoestructura, x=0.14.



50 CAPÍTULO 3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Geometría de Tetraedro

Finalmente se analiza la estructura tetraedral; esta estructura no tiene simetría rotacio-
nal y es el modelo de mayor complejidad al requerir cálculos de diferencias o elementos
finitos. El tetraedro modelado tiene una altura en la zona central significativa; este
sistema no puede considerarse bidimensional ya que en esta zona el electrón no se en-
cuentra estrictamente confinado en la dirección de crecimiento, por lo cual tiene zonas
de probabilidad que se distribuyen a lo largo del eje ẑ; lo que permite que existan niveles
de energía que no se observan en modelos bidimensionales o en la lente.

Los niveles energéticos más bajos para la nanoestructura en forma de tetraedro en
función de la intensidad del campo magnético son mostrados en la figura 3.14. En
ellos se observa cómo los niveles de energía con campos magnéticos bajos oscilan sin
cruzarse siempre entre ellos; esta ausencia de cruces es un indicativo de la asimetría de la
nanoestructura. Se requiere de campos magnéticos grandes, del orden de 60 [T ] para que
el confinamiento magnético prime sobre el estructural y se observe una configuración
tipo niveles de Landau.

Figura 3.14: Niveles de energía para el modelo de tetraedro con barreras infinitas en pre-
sencia de un campo magnético ~B en la dirección de crecimiento. x=0.14

En la figura 3.15 se observa la densidad de probabilidad en el plano xy para la na-
noestructura en forma de tetraedro en los primeros estados de energía bajo la acción
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de un campo magnético externo. Se observa en ausencia de campos magnéticos (0 [T ])
una configuración similar a la encontrada en el átomo de hidrógeno deformada por el
confinamiento estructural, también se observan tres niveles de energía 1d; estos nive-
les no se presentan en el modelo de lente y se debe a que la altura del tetraedro es
significativamente mayor, lo que favorece la presencia de este nivel adicional.

Para campos de 10 [T ] se observa que aunque el campo magnético externo favorece una
rotación del electrón en la nanoestructura del tetraedro, su distribución de probabilidad
mantiene características lobulares organizadas de acuerdo a su simetría, correspondien-
tes al grupo puntual C3v; esto se debe a su asimetría rotacional, aún con efectos del
campo magnético no se consiguen orbitas continuas de probabilidad para el electrón
confinado.

Cando el campo es de 60 [T ], se forman órbitas bien definidas. Aquí las distribuciones
son de menor complejidad y mayor orden; niveles de energía igualmente espaciados y
distribuciones de probabilidad de diferentes tamaños con forma similar, en forma de
espiras triangulares.
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n\ ~B 0 [T ] 10 [T ] 60 [T ]

1s

1p

1p

1d

1d

1d

Figura 3.15: Densidad de probabilidad sobre el plano xy para el modelo de tetraedro con
barreras infinitas en presencia de un campo magnético ~B en la dirección de
crecimiento, x=0.14.
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Conclusiones

Se estudiaron las propiedades electrónicas de nano-estructuras cero dimensionales debi-
das al confinamiento estructural, además del efecto de campos eléctricos y magnéticos.
Entre las conclusiones más relevantes del trabajo realizado se destaca el desarrollo de
una metodología para calcular el espectro de energía y las densidades de probabilidad
de una partícula confinada en una nanoestructura cero-dimensional, en presencia de
campos eléctricos y magnéticos aplicados en diferentes orientaciones, mediante el uso
de la herramienta COMSOL, la cual está basada en el método de elementos finitos. La
característica más atractiva de la metodología desarrollada es su universalidad de apli-
cación a diferentes modelos de confinamiento estructural, ya sean 2D o 3D, sin importar
la complejidad geométrica de la estructura y la orientación que tengan los campos ex-
ternos aplicados, tanto eléctricos como magnéticos. Es importante destacar que este es
un trabajo pionero en nuestros grupos de investigación mediante esta metodología.

Los resultados obtenidos, para el caso de un electrón confinado en una nanoestructura
cero-dimensional de Hg1−xCdxSe, ponen de manifiesto que las propiedades electrónicas
de tales sistemas son altamente sensibles al tamaño y geometría de la estructura, así
como a la intensidad y orientación de campos externos aplicados. Además, de las tres
nanoestructuras estudiadas es importante resaltar cómo la simetría u orden de la geo-
metría a estudiar está relacionada con el orden que tienen sus espectros de energía. En
consecuencia, el efecto del campo magnético sobre el disco generó el mayor cambio en
los estados electrónicos al ser esta geometría la de mayor simetría seguida de la lente y
el tetraedro.

Como aspecto a resaltar, inicialmente se buscaba estudiar sólo los efectos del campo
magnético y eléctrico en las direcciones de crecimiento y perpendicular sobre las na-
noestructuras; se encontró que el campo magnético tiene un mayor efecto en la dirección
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de crecimiento y se optó por variar el ángulo en el cual se aplica este campo. Tampoco
se tenía planeado fabricar un modelo de constante dieléctrica. En resumen, se cum-
plieron con todos los objetivos propuestos para la investigación y algunos extras que
surgieron durante el desarrollo de este trabajo; el haber propuesto un primer modelo
teórico basado en datos experimentales que permitió obtener valores de la constante
dieléctrica para aleaciones de Hg1−xCdxSe es uno de estos extras que se obtuvieron en
la investigación. Este modelo tiene el potencial de tener un alto valor teórico al permitir
cálculos de propiedades opto-electrónicas y el futuro cálculo de impurezas dentro de las
nanoestructuras, también tiene un alto valor experimental.

Ahora se conoce un tamaño mínimo en el cual una nanoestructura deHg1−xCdxSeman-
tiene su estequiometría; esto sólo ocurre en una dirección cristalina, que es la dirección
dominante en crecimientos experimentales de las películas de Hg1−xCdxSe reportadas
por Sánchez y colaboradores [9]. Gracias a esto los análisis teóricos realizados adquieren
mayor importancia y predicen la fabricación de las nanoestructuras bajo unas condi-
ciones específicas.

También se obtuvieron resultados interesantes desde una perspectiva práctica; el ángulo
de incidencia del campo magnético en la lente demostró ser una forma efectiva para
controlar el efecto que tiene sobre los niveles energéticos en la nanoestructura, al poder
controlar el efecto que tiene sobre ésta; el ángulo permite desde un completo desdo-
blamiento de los niveles hasta un efecto nulo sobre los niveles de energía. Esto abre la
posibilidad de tener un mayor control de las propiedades de las nanoestructuras a nivel
experimental con rotaciones del sistema.

Otra característica que tiene gran aplicabilidad fue la acción de los campos magnéticos
y eléctricos simultáneos sobre la lente; es de gran importancia ya que al subir la energía
en todos los niveles se aumenta la estabilidad del sistema contra perturbaciones externas
tales como interacciones térmicas, lo cual es útil al fabricar estas nanoestructuras para
ser utilizadas en dispositivos opto-electrónicos.

El siguiente paso es realizar cálculos para sistemas complejos. En este sentido, a nivel
de posgrado, se continuará con la investigación con base en los resultados obtenidos. En
la continuación de esta investigación se espera solucionar modelos de mayor compleji-
dad, calcular propiedades opto-electrónicas y contrastar los cálculos con los resultados
experimentales; esto permitirá refinar los modelos para obtener una descripción más
realista de las nanoestructuras de Hg1−xCdxSe.
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