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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO DE LOS ESPACIOS DE BANACH CLASICOS
AUTOR: CARLOS MATEO BELTRAN LARROTTA
PALABRAS CLAVE: ANALISIS FUNCIONAL, ESPACIO I, (1 <p < o), ESPACIO c.

DESCRIPCION:

Los espacios ¢y y I, con 1 < p < oo desempefian un papel central en la teoria de los espacios de
Banach y conocer sus propiedades especiales es de mucha importancia para el estudio del analisis
funcional. A pesar que estos espacios aparecieron mucho antes que se desarrollara una teoria sis-
tematica de los espacios lineales normados, su geometria (junto con la de C'(K)) es frecuentemente
utilizada para comparar algunos fendémenos estudiados del andlisis funcional antes de ser reconoci-

dos como propiedades naturales.

Asi, se han hecho muchos esfuerzos continuos por comprender su geometria, entre estos esfuer-
zos destacamos principalmente los hechos por Banach, Mazur, Petczynski, Schur, Sobczyk, Veech,
Lindenstrauss, Zippin, Robert James, R.S Phillips. Todos los teoremas que se presentaran en este

trabajo se pueden atribuir a alguna de estas personas.

El contenido de este trabajo se basa principalmente en estudiar algunas técnicas fundamentales del
analisis funcional junto con algunas ideas de las bases en espacios de Banach aplicadas al estudio

de algunas propiedades geométricas de los espacios [, para1 < p < oo Yy ¢o.

Trabajo de grado

Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director:
Ronald Eduardo Paternina Salguedo, Doctorado en Ciencias-Matematicas.
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ABSTRACT

TITLE: STUDY OF CLASSIC BANACH SPACES []
AUTHOR: CARLOS MATEO BELTRAN LARROTTA
KEYWORDS: FUNCTIONAL ANALYSIS, SPACE [, (1 < p < o), SPACE cy.

DESCRIPTION:

The spaces ¢y and [, with 1 < p < oo play a central role in the theory of Banach spaces and knowing
their special properties is very important for the study of functional analysis. Although these spaces
appeared long before a systematic theory of normed linear spaces was developed, their geometry
(together with C(K)’s geometry) is frequently used to compare some studied phenomena of functio-

nal analysis before being recognized as natural properties.

Thus, many continuous efforts have been made to understand its geometry, among these efforts we
highlight mainly those made by Banach, Mazur, Peczynski, Schur, Sobczyk, Veech, Lindenstrauss,
Zippin, Robert James, R. Phillips. All the theorems that will be presented in this work can be attributed

to any of these people.

The content of this work is mainly based on studying some fundamental techniques of functional
analysis together with some ideas of the bases in Banach spaces applied to the study of some geo-

metric properties of the spaces {,, for 1 < p < oo and co.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Ronald Eduardo Paternina Salguedo,
Doctorado en Ciencias-Matematicas.



INTRODUCCION

El andlisis funcional constituye una importante rama de la matematica moderna, cu-
ya consolidacién definitiva como rama independiente e importante del analisis mate-
matico tuvo lugar en el afio 1932. Este hecho se debe en gran parte a la publicacion
de la tesis de Stefan Banach y las monografias escritas por John von Neumann y

Marshall Stone.

En el trabajo de S. Banach, titulado Théorie des Opéra-tions Linéaries, define

axiomaticamente espacio vectorial real, normado (presenta la nocién correcta de
espacio normado) y completo, entre otros resultados, se presenta una versién del
principio de acotacion uniforme y el principio de contraccidn en espacios métricos
completos[| Ademas, redne los resultados mas importantes que se conocian hasta
la fecha, incluyendo los tres principios fundamentales del andlisis funcional (los dos
primeros aparecen en el ambiente general de los F-espacios), la teoria de Riesz
de operadores compactos, las bases y sucesiones basicas de un espacio normado
y, finalmente, la convergencia débil y débil* de sucesiones, probandose versiones

secuenciales de los teoremas de Banach-Alaoglu y Dieudonné.

Los espacios de Banach son espacios normados en los que toda sucesion de
Cauchy es convergente (esto se conoce como completitud).

En 1960 la actividad de investigacidn matematica en el area de espacios normados
y de Banach creci6 considerablemente. La mayoria de los problemas clasicos bien

conocidos fueron resueltos, a su vez profundas conexiones entre la teoria de espa-

T J. Cabello. “Analisis funcional”. 2008. URL: https : / / www . ugr . es / ~jcabello / Analisis %
20funcional.pdf.
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cios de Banach y otras areas de la matematica se establecieron.

Los espacios ¢, y I, con 1 < p < oo desempefian un papel central en la teoria de los
espacios de Banach y conocer sus propiedades especiales es de mucha importan-
cia para el estudio del analisis funcional. A pesar que estos espacios aparecieron
mucho antes que se desarrollara una teoria sistematica de los espacios lineales
normados, su geometria (junto con la de C(K)) es frecuentemente utilizada para
comparar algunos fenémenos estudiados del analisis funcional antes de ser recono-

cidos como propiedades naturales.

Asi, se han hecho muchos esfuerzos continuos por comprender su geometria, entre
estos esfuerzos destacamos principalmente los hechos por Banach, Mazur, Pet
czynski, Schur, Sobczyk, Veech, Lindenstrauss, Zippin, Robert James, R.S Phillips.
Todos los teoremas que se presentaran en este trabajo se pueden atribuir a alguna

de estas personas.

El contenido de este trabajo se basa principalmente en estudiar algunas técnicas
fundamentales del andlisis funcional junto con algunas ideas de las bases en espa-
cios de Banach aplicadas al estudio de las propiedades geométricas de los espacios

l,paral <p < ooy c.

En el Capitulo [1] se inicia dando las definiciones basicas que se usaran en los
capitulos subsiguientes. Se enuncian algunos resultados conocidos en el analisis
funcional, como el Teorema de Hahn-Banach para espacios normados, y finalmen-
te se dan algunas propiedades y caracterizaciones sobre las sucesiones basicas y

bases (Principio de seleccién de Bessaga y Petczynski) en espacios de Banach.
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En el Capitulo [2| se estudiaran algunas propiedades de I; que caracterizan este es-
pacio, empezando por definiciones y propiedades basicas, como lo son: /; es un
espacio de Banach, [, tiene base, [; es separable y que su espacio dual es [...
Luego, demostraremos que cada espacio de Banach separable es isomorfo a un
cociente de [; y que [; tiene la propiedad de Schur, esto es, cada sucesion en [;
es débilmente convergente si y solo si es convergente en norma. También demos-
traremos que [, tiene un subespacio cerrado no complementado. Finalizamos este
capitulo mostrando que [; es primo, esto es, cada subespacio complementado de

dimension infinita de [, es isomorfo a [;.

En el Capitulo (3| se estudiaran algunas propiedades de /., que caracterizan este
espacio, empezando por definiciones y propiedades béasicas, como lo son: /., €s un
espacio de Banach, /., no es separable, [, no tiene base y calculamos su espacio
dual y demostramos que es el conjunto de las medidas finitamente aditivas y de va-
riacion acotada sobre N. Luego, demostraremos que un espacio de Banach X tiene
un conjunto normado contable si y solo si X es isométrico a un subespacio de /...

Finalizamos este capitulo mostrando que /., es inyectivo.

En el Capitulo 4| se estudiaran algunas propiedades de ¢, que caracterizan este
espacio, empezando por definiciones y propiedades basicas, como lo son: ¢, €s un
espacio de Banach, ¢, tiene base, ¢, es separable y ¢, no es reflexivo. Luego, demos-
traremos que ¢y, no es complementado en [, y que ¢, no es isomorfo a un espacio
dual. También demostramos que ¢, es separablemente inyectivo. Finalizamos este

capitulo mostrando que ¢, es primo.

Finalizando, en el Capitulo [5se estudiaran algunas propiedades de [, que

caracterizan este espacio, empezando por definiciones y propiedades basicas, co-
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mo lo son: [, es un espacio de Banach, [, tiene base, [, es separable y que su
espacio dual es [, con ]13 + % = 1. Luego, demostraremos que [, no es isomorfo a
l, cuando p # r con 1 < p,r < ooy que [, es primo. También estudiamos el me-
todo de descomposicion de Petczynski. Finalizamos este capitulo mostrando que
ningun subespacio cerrado de dimension infinita de [, es isomorfo a algun subes-

pacio cerrado de [, con demostrando que [, no es isomorfo a [, cuando p # ¢ con

1 <p,g<oop#q.
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1. Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones, teoremas y demas resultados
preliminares que facilitaran la manera de abordar el estudio de las propiedades de
los espacios de Banach de sucesiones; se iniciara con algunos resultados de los
espacios de Banach, después se hace mencién de algunas propiedades de la to-
pologia débil y débil* seguido de resultados de la suma directa y subespacios com-
plementados, terminando con un paso breve por sucesiones basicas y bases, de
manera que las pruebas en este trabajo estén (o sean resultados inmediatos de
anteriores teoremas) todas sustentadas en este mismo. Todos los resultados enun-

ciados en este capitulo pueden ser consultados en P} [F| fy Pl

1.1. Espacios de Banach

En esta seccion iniciamos recordando algunos preliminares sobre la teoria de los
espacios de Banach. Comenzamos estableciendo la definicion de un espacio de

Banach.

Definicion 1.1 Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo,
es decir, es un espacio vectorial normado en el que toda sucesion de Cauchy es

convergente.

2 E. KREYSZIG. Introductory funtional analysis with applications. John Wiley Sons, New York,
1978.

3 R. E. MEGGINSON. An Introduction to Banach Space Theory. Springer-Verlag, New York, 1998.
4 J. DIESTE. Sequences and Series in Banach Spaces. Springer-Verlag, New York, 1984.

5 W. RUDIN. Funtional Analysis. McGraw-Hill book company, New York, 1991.
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El siguiente resultado garantiza la convergencia de una serie en un espacio de Ba-

nach a partir de la convergencia absoluta de series.

Teorema 1.2 Sea X un espacio vectorial normado. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
1) X es un espacio de Banach.

oo
> x, converge en

n=1

2) Siz, € X paratodan € Ny > ||z, < oo, entonces la serie
n=1

o
X, es decir, > x, pertenece a X .

n=1

Definicién 1.3 Para un espacio normado X su dual X* = L(X,R) es el conjunto de
los funcionales lineales y continuos sobre X. Para un f € X* su norma esta dada

por la formula:

/]

x+ = sup |f(z)| = sup |f(x)], conxze X.
=<1 ll=l|=1

Cuando no hay confusion podemos escribir ||f|| en lugar de || f|

X*-

Dado f € X* yx € X, en ocasiones escribiremos (f, x) en lugar de f(x).

Teorema 1.4 Sea X un espacio vectorial normado y sea x € X tal que x # 0.

Entonces existe f € X* talque ||f|| =1y f(z) = ||z].

Definicion 1.5 Sea X un espacio lineal normado y sea X* su espacio dual con la
norma definida anteriormente. El bidual X** = L(X*,R) es el espacio dual de X* y

ara un v € X** su norma esta dada por
Y

x= = sup (v, f)l,  confeX".
S

171

Definicidn 1.6 Sea X un espacio vectorial normado. Para cada x € X, considere el

funcional J, : X* — R definido por J,.(x*) = z*(z) para todo «* € X*. Entonces, J,
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pertenece a X** porcadax € X y || J.|

x+ = ||z||. La funcion J : X — X** definida

por J(z) = J, es llamada la inyeccion candnica de X en su bidual.

Definicidon 1.7 Un espacio normado X es reflexivo si J(X) = X** donde J : X —

X** es la inyeccion candnica.

Definicion 1.8 Se define ¢, por:
co ={z = (xn)n>1 : ¥, € R paratodon € N y (x,,) converge a cero }.

co €S un espacio vectorial normado con la norma definida por ||z||. = sup |z,| para
neN
tOdO r = (:L‘n)nZI-

Definicion 1.9 Se definel, paral < p < co por:
l,={z = (zn)n>1: 2, € Rparatodon e Ny >  |z,[’ < oco}.

l, es un espacio vectorial normado con la norma definida por ||z||, = (37, |$n|P)%

para todo x = (z,)n>1.

Definicién 1.10 Se define i, por
lo = {2 = (Tp)n>1: xn € R y(x,)n>1 €S acotado} .

l» €s un espacio vectorial normado con la norma definida por ||z|. = sup,cy |Zn|

para todo = = (z,)n>1 € loo-

Nota 1 1. Los espacios I, y co con1 < p < oo con las operaciones usuales de
suma entre sucesiones y producto de sucesiones con escalares estan bien

definidos.
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En efecto, sean (x,,)nen, (Yn)nen € 1, ¥y S€a a0 € R veamos que o * ((2,)nen +

(Yn)nen) € 1, con1 < p < oco.

o0

S Jax (4 )P < a7 (z NS yynv))  como (e (e € L
n=1

n=1 n=1

Z|a* (2 + yn)|? < 00.

n=1

Luego, los espacios 1, con1 < p < oo estan bien definidos.

2. Un operador lineal T : X — Y es continuo si, y solo si, T' es acotado.

Teorema 1.11 (Teorema de la aplicacion abierta): Sean X y Y espacios de Ba-
nach. Si T : X — Y es un operador lineal acotado y sobreyectivo, entonces T es

una aplicacion abierta.

El siguiente resultado es un corolario del teorema de la aplicacién abierta y garan-
tiza la continuidad del operador 7!, ademas permite relacionar las normas de los

espacios X y Y de manera que sean equivalentes por medio del operador 7.

Corolario 1.12 Sean X y Y espacios de Banach. Si T : X — Y es un operador
lineal acotado biyectivo, entonces T~ es continuo, ademas existen nimeros reales

positivos a y b tales que:
allz|| < ||Tz|| < bllz||, paratodox e X.

Teorema 1.13 (Teorema de Banach-Steinhaus) Sea (T;);c; una familia de ope-
radores lineales acotados definidos sobre un espacio de Banach X en un espa-
cio de Banach Y. Si sup{||T;(z)|| : ¢ € I} es finita para cada © € X, entonces
sup{||T;|| : i € I} es finito, es decir, existe una constante ¢ > 0 tal que ||T;(x)|| < ¢||z||

paratodaxr € X ytodaieIyc=sup{||T;|]|:i€l}.
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A continuacion presentamos el teorema de Hahn-Banach.

Teorema 1.14 (Teorema de Hahn-Banach para espacios normados) Sea [ un
funcional lineal acotado definido sobre un subespacio Y de un espacio vectorial
normado X, entonces, existe un funcional lineal acotado f definida sobre X el cual

es una extension de f a X y tiene la misma norma que f, es decir, || f||x = || /|y

1.2. Topologia débil y débil*

En esta seccién estamos interesados en recordar algunas propiedades de la topo-

logia débil y débil* que usaremos a lo largo del trabajo.

Definiciéon 1.15 Sea X un espacio vectorial normado y (x,).en Una sucesion de
elementos de X. Entonces, (x,).en converge débilmente a x si y solo si f(x,) —

f(z) para toda | elemento de X*.

Teorema 1.16 Sea X un espacio vectorial normado y (x,).cn Una sucesion de ele-

mentos de X. Si (x,).en cOnverge débilmente a x, entonces (x,,).cn €S acotada.

Teorema 1.17 (Banach-Alaouglu) Para todo espacio vectorial normado X la bo-
la unitaria Bx- es débilF compacto y por tanto todo subconjunto débil cerrado y

acotado de X* es déebil* compacto.

Teorema 1.18 Sea X un espacio de Banach separable. Entonces, Bx- es métriza-

ble en la topologia débif de X*.

1.3. Sumas directas y subespacios complementados

Recordemos que las proyecciones ortogonales juegan un papel muy importante en
el estudio de los espacios de Hilbert. En el caso de los espacios de Banach, se

generaliza este concepto de proyeccién, conservando algunos de las propiedades
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que dichos operadores tienen en los espacios de Hilbert. Sabemos que si H es un
espacio de Hilbert y P es una proyeccion ortogonal, entonces I — P también lo es 'y
todo elemento i € H se escribe de manera unicacomo h = hy +hs conhy € P(H)y
hy € (I — P)(H). Este resultado sigue siendo valido para espacios de Banach. Para

ello tenemos la definicion:

Definicion 1.19 Sean F' y G dos subespacios cerrados. Decimos que X es la suma
directade F' y G si
1. FNG = {0}

2. F+G=X

De aqui se deduce que x € X se puede escribir de manera unica como x = y + z
conye Fyzed.
Nota 2

1. Supondremos que el simbolo = senalara la existencia de un isomorfismo entre las
extremidades del miembro de la izquierda y el miembro de la derecha

respectivamente.

2. Cuando estudiemos el espacio l, con1 < p < oo, denotaremos a F & G con una

1

norma del tipo ||y + z||, = (Jly||” + ||z]|")» paral < p < oo y en este caso la suma se
escribe F &, G que es también un espacio de Banach con esta norma. Como en R?

todas las normas son equivalentes entonces
(FeGn=Faq),=(Fol)x (%)
donde ||y + z||cc = méx{|lyl], [|z]]}-

3. Si definimos el operador T : F &1 G — F & G C X comoT(y® z) = y + z,
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entonces T es lineal, biyectiva y

IT(y @ 2)|| = lly + 2l < llyll + 1zl = lly ® =[x

Es decir T' es continua y ||T|| < 1. Por el teorema de la aplicacion abierta tenemos
que T~ es un operador acotado, es decir, existe una constante ¢ > 0 tal que ||y|| +
|zl < clly + z||. Por tanto, |||, es equivalente a |||| en F' + G y asi ||||, también es

equivalente a |||| en F + G. Luego de (x) se sigue que
FOGE(FOGL 2 (F®Q), 2 (F® Q).

Definicién 1.20 Sea X un espacio de Banach. Un subespacio cerrado F de X se

llama complementado, si existe una proyeccion P de X sobre F'.

Teorema 1.21 Sj un subespacio F' de un espacio de Banach X es complementado
y P : X — F es una proyeccion de X sobre F, entonces I — P también es una
proyeccion y cada elemento x € X se puede escribir de manera unica como © =
r1+xzyc0nz; € Fyxs € (I —P)X =G. Estoes, X = F & G. Reciprocamente, si

X = F @ G entonces F' y G son subespacios complementados de X .

Definiciéon 1.22 Suponga que (X,).>1 €s una sucesion de espacios de Banach,
definimos la suma [, de los espacios X, como el espacio de todas las sucesiones
(z)n>1 CON 2, € X,, paracadan € Ny ||(zn)nenllp = Doy (l2nllx, )P < 00 para el
caso p < oo y en el caso infinito, ||(x,)nenlloo = sSup,> [|#nx, < oo. Este espacio es
denotado por (X, & Xo® ... ),.

Definimos co(X) = {(n)n>1 : 2n € X VR e Ny ||z,]| = 0} Yy ,(X) = {(zp)n>1 1 @ €
X VneNyY = ([eallx)” < oo}
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1.4. Sucesiones basicas y bases

Sean zy,x,,...,2,... elementos de un espacio de Banach X, la n—ésima suma
arcial de la serie >°;° . ;. es la suma definida como S, = >, _, 7, que esta dada
k=1 k=1

por los primeros n—términos.

Definicion 1.23 Una serie en un espacio de Banach X se llama convergente si
la sucesion de sus sumas parciales converge en la norma de X. El limite de esta
sucesion se llama suma de la serie y escribimos s = lim,,_,., S,, para entender que
|S, — s|| — 0 cuando n — co. En este caso s = .-, x; y decimos que la serie

converge a s.

Definicidon 1.24 (Base de Schauder) Sea (X, ||||) un espacio de Banach. Una su-
cesion (x,).en €n X es una base de Schauder de X si para cada x € X existe una

Unica sucesion de escalares (a,)nen €n R tal que la serie " | a,x, converge a x.

Nota 3 Si(z,).cn €S una base de X, entonces definimos

n

Span{x;:1 € N} = Zaixi:al,aQ,...,aneR ynéeN

=1

Denotamos por [z,).en la clausura del Span{z; : i € N}.

Definicion 1.25 (Sucesion basica) Una sucesion (x,,).en €n un espacio de Banach
es llamada sucesion basica en X si para todo x € Span{z, : n € N} podemos en-
contrar una unica sucesion (a,),cn de escalares tal que la serie Zizl a,x, converge

acr.

Teorema 1.26 Sea (z,).cn Una sucesion de vectores no nulos en un espacio de Ba-
nach X. Entonces, (x,,),en €S Una sucesion basica si, y solo si, existe una constante

finita K > 0 tal que para cualquier eleccion de escalares (a,).cn y cualquier entero
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m < n Se tiene:

m n

Zaixi S K Zaixi

=1 =1
Definicion 1.27 (Sucesion basica bloque) Sea (x,),cn una base para un espacio
de Banach X. Suponga que (P,).cn €S una sucesion estrictamente creciente de
numeros enteros con Py = 0 y que (a,).en SON escalares. Entonces, una sucesion

de vectores no nulos (u,).en €n X de la forma

Py,

Hn = Z ;T

j:Pnfl“Fl
se llama una sucesion basica bloque de (x,)nen.

Definicion 1.28 (Sucesion equivalente) Sean X y Y dos espacios de Banach y
(Tn)nen Y (Yn)nen SUcCesiones bdsicas de X y Y respectivamente. Decimos que
(zn)nen €S equivalente a (y,).en Si, y Solamente si, cada vez que tomamos una

sucesion de escalares («.,),en tenemos

o0 o0
> a;x; converge siysolosi Y auy; converge.
=1 i=1
El proximo teorema nos da una condicion para decidir si dos sucesiones basicas

son equivalentes.

Teorema 1.29 Sean (z,)nen ¥ (Yn)nen dOS sucesiones bdsicas en un espacio de
Banach. Entonces, (x,)nen ¥ (Yn)nen SON equivalentes si y solamente si existe un

isomorfismo T : [z,|neny — [Un|nen tal que Tx,, = vy, para cadan € N.

Teorema 1.30 (Principio de seleccion de Bessaga y Pet czynski) Sea X un es-
pacio de Banach y suponga que (z,).en €S una secesion en X tal que =z, — 0 débil-
mente pero ||z, || - 0. Entonces (z,).cn tiene una subsucesion basica equivalente a

una sucesion basica bloque de (z,)nen-
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2. Espacio /;

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades de /,. Veremos que este espa-
cio tiene propiedades muy particulares que lo caracterizan y que muchas de estas
propiedades no tienen equivalente en los demas espacios que estudiamos ¢y, I Y
l, con p > 1. Comenzamos mostrando propiedades basicas de /; que seran utiles

para listar y demostrar propiedades especiales de [,
Teorema 2.1 [, es un espacio de Banach.

Demostracion: Considere (z*);~; una sucesion de Cauchy en ;. Sean n,k y [ nu-

meros naturales, tenemos
)
|2¥(n) — 2'(n)] <) [a*(n) — 2'(n)] = || — 2'||x
n=1

Entonces, para todo n € N la sucesion numérica (z*(n)),>1 €s una sucesion de
Cauchy en Ry como R es completo la sucesion converge a un numero z(n). Veamos
que z = (z(n)),>1 € [1 y que x,, — x en [; de la sucesion (z*);>;.

Sea e > 0 dado. Existe un natural m tal que si k,l € Ny k,l > m, entonces ||zF—2!| <

e. En particular, ||z — 2™|| < . Ademas para n fijo obtenemos :

IA

PO Dol G+ D 12 ) — 2 ())]
j=1 j=1 j=1
< NG e = [l +e
j=1
Pasando al limite cuando k tiende a oo, obtenemos que

> lzG) < [la™h + e
§=0
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Como esta ultima cantidad no depende de n, obtenemos que z pertenece a [;. Ade-
mas, si n es un numero natural fijo, k£, son naturales mayores o iguales a m obte-

nemos:
Z |24 () — 2 ()] < lla" —2'| < e

Asi que, pasando al limite cuando & tiende a oo, obtenemos:

Z|x g <e

y como esta desigualdad es valida para todo ndmero natural »n , obtenemos ||z —
7| < e para todo I > m. Luego, la sucesién (z*),~; converge a x en [;. Por tanto, [;

es un espacio de Banach. H
Teorema 2.2 [, tiene una base de Schauder.

Demostracion: Demostremos que los vectores coordenados unitarios (e)x>1 for-
man una base de [;.
En efecto, sea = = (z(k))x>1 un elemento de [;. Entonces como la serie )",° | |z(k)|
converge, el limite
o

lim (k)| =0

Iim k:;ll (k)]
Luego, dado ¢ > 0 existe un numero natural N tal que si n es natural mayor o igual

a N se tiene que
> le(hl <=
k=n+1

Por tanto, si n es mayor o igual a N obtenemos:

n

v=) alk

k=1

Z lz(k)| < e,

1 k=n+1

lo que demuestraque z = > ;- | z(k)e,. N
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Teorema 2.3 [, es separable.

Demostracion: Consideremos (e, ),y l0s vectores coordenados unitarios de [;. De-

finimos el conjunto
S = {Z%ei:nEN,% 6@}.
=1

Seaec >0y x = (z(i));eny UN elemento de [;. De la definicion de e; sabemos que
x =32, x(i)e;. Entonces, existe un nimero natural N tal que ||z — .1, z(i)e]| < S
como Q esdensoen R, parai = 1,2,..., N existen v; € Q tal que |z(i) — | < 75t

Podemos definir z(N) = 3.V | vie;, se tiene que =(N) € S paracada N € Ny

N N N
lz = 2(N)|| < |l =D (el + || zli)es — Y vies
=1 =1 =1
c N
< 5t > (@) = e
i=1

A\
TR
+
(=
8
|
2

=1

€ €
< 92 9i+1
i=1
€ 5N 1
< —+-) =
2+2;2l
< t4i=¢
2 2

Por lo tanto S es denso en [;. Veamos ahora que S es contable. Para ello, definimos

para cada numero natural n,

Sn = {Z’%‘&; Y € @71 = 1,2,...,’)7,} .
i=1

Entonces S = |J.~, S, y por tanto es suficiente demostrar que S,, es contable para
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cada n € N. Sea n € Ny defina la funcién f: S, — Q" por:

f (Z %ei> = (11,725 -+ > Tn)-
=1

Entonces, f es inyectiva, ya que si tomamos

(5)o(5)

tenemos que (71,72, -+, Vn) = (81, S2,.-.,S,) Y por lo tanto

Y = S1,72 = S2,-- -5 Yu = Sn. LUEQO, S,, €s equipotente con f(S,). Ademas, como Q
es contable, entonces Q™ es contable y ya que f(S,) es un subconjunto de Q" se
sigue que f(.S,) es contable para cada n € Ny por tanto, S,, es contable para cada

n € N. Asi, S es unidén de conjuntos contables, por tanto es contable. W

Teorema 2.4 [} es isométrico a l... La isometria es definida como sigue: Para f en
l;, Tf es la sucesion (f(e,)).>1; Reciprocamente, paray enl.,, T~y es el elemento

de [, dado por
(T 'y)(z) =Y y(n)z(n), (z€h).

Demostracion: En esta demostracion, denotamos todas las normas por ||||, su-
gerimos al lector recordar su significado en los distintos espacios que aparecen.

Consideremos f un elemento de [ y sea T'f la sucesion (f(e,))n>1, €S decir

(T'f)(en) = flen)-

Como |f(e,)| < ||f|| paracadan € N, Tf pertenece al. y ||Tf] < | f||- Ahora, si x
esta en [, entonces por Teorema 2.2z = >~ z(n)e, y como f es lineal y continua

tenemos

o0

f(x) =Y wn)f(en) =) (Tf)(n)z(n).

n=1 n=1
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entonces,

neN

[f@) < T fllscll]]1,

@) < <Sup|Tf(6n)|) (Dx(nn)

luego, || f|l < ||Tf|| y por tanto T" es una isometria.

Considere y en [, y defina un funcional f de [} por la relacién
fl@) =Y y(n)z(n).
n=1

Es claro que f es lineal y continua y de la definicion de T' se sigue que y = T'(f).

Luego T es una isometria sobreyectiva.

La demostracidn del siguiente teorema es muy similar a la prueba del teorema de
la aplicacién abierta de Banach. Esto nos deja claro que Banach profundiz6 el con-

cepto de completez. R
Teorema 2.5 Cada espacio de Banach separable es isomorfo a un cociente de [;.

Demostracion: Sea X un espacio de Banach separable, demostremos que si (x,,)nen €
Bx es un conjunto denso en la bola unitaria de X, entonces la funcién @ : I; — X

definida por

Q(a(n))nen) = Z a(n)z,

n=1

es un operador lineal continuo y sobreyectivo.
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1. @ esté bien definida, es decir, la serie Y, a(n)xz,, converge. En efecto

Y llamaal = Y lam)lllz.l|

< Z la(n)| < oc.

Luego, como (a(n)),en pertenece a Iy, la serie > >~ «a(n) es absolutamente
convergente en R y por tanto la serie >~ ||a(n)z,| es convergente en X.
Como X es un espacio de Banach, por Teorema 1.2 la serie >~ 7 | a(n)z, es

convergente, luego () esta bien definida.

2. Q es un operador lineal continuo. Claramente @ es lineal, para la continuidad,

sea (a(n)),en UNA sucesion en [y, entonces

1Q((c(n))nen) | =

Z a(n)x,

> lla(n)z.| |zall < 1,n €N
n=1

> lan)]

= [[(a(n))nenll-

IN

IN

Por lo tanto, @ es continuo y ||Q| < 1.

3. Demostremos que @ es sobreyectivo. Sea = € By, como (z,).en €S denso en
By existe un n; € N tal que ||z — z,,,|| < 3. Siexiste un k = 1,2,...,n tal que
2(x—x,,)—x), = 0, entonces x—x,, —% = 0, luego = = x,, +% = Q(e,,)+Q(%)
esto es, z = Q(e,, + %) y el vector v = ¢, + % estd en ; (yaque |jv]j; = 2)

luego = = Qv con v € [;. Supongamos que no existe k = 1,2, ...,n; tal que

2(x — xy,) — = 0.
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Tomeund > Otalque d < Ty o < [2(x — ay,) —axl| para k = 1,2,...,n.
Aplicando densidad de Bx en X, encontramos que existe un n, € N tal que
ny > ni Yy ||2(x — zn,) — x| < dycomod < i, entonces [2(z — z,,) —
Tn, || < . De esta forma, obtenemos que o = € Q(I;) o podemos construir una

subsucesion (ny)r>1 de N tal que:

1
1257z — mp,) — 252y, — - = 2mp, , — T || < 5 Vk e N
Entonces,
2" (& — w,) . 282 (n,) o 2(%n,_,) _ (Tny) < 1
9k—1 9k—1 2k—1 2k—1 —  Qk+k—1
- 262z, o 2®ey) () - 1
L= Tny 2k—1 2k—1 2k—1 - 92k-1
(%ny) (@ny) (%) 1
L= Tny — 22 C 9k—2 ok—1 < 92k—1’
por lo tanto, pasando a el limite cuando k£ — oo, obtenemos:
Tp, Ty Tn
=+ gy oy e = Q(a(n)nen),

donde a(n) = 5 sin = n; paraalgin k € Ny a(n) = 0 si n # n; para todo
k € N. Luego de > ;7,5 < oo implica que («(n)),en € I1 Yy por tanto Bx C

Q(l1) y como (@ es lineal se concluye que X C Q(l;) y portanto Q(/;) = X. A

A continuacion demostramos una propiedad un poco dramatica de [; que no es

compartida con los espacios cy, I, [, con p > 1, esta propiedad se debe a Schur.

Definicion 2.6 Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Schur (o X es un

espacio de Schur) si convergencia secuencial en norma y débil coinciden en X ; es

decir una sucesion (z(n)),en €n X converge débilmente a x, si y solo si, (x(n)),en

converge ennormaac.
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Teorema 2.7 [, tiene la propiedad de Schur.

Demostracion: Suponga que (z(n)),>; €s una sucesion en [, tal que z(n) — x en
la norma de [;.

Veamos que f(x(n)) — f(z) para cada funcional lineal y continuo no nulo f: i; — R.
Sea ¢ > 0, como z(n) — x existe un ny natural tal que si n es un natural mayor o

igual a ny obtenemos:

£
[z(n) — zf| < 7

luego si n > ng, tenemos:

[f(z(n) = f(2)| = [f(z(n) = 2)]
< [IfIF [lz(n) = =

< &,

De esto se sigue que f(z(n)) — f(z) y por tanto z(n) — x débilmente.

Reciprocamente, supongamos que la sucesiéon z(n) = {z"(m)},._, de l; converge
débilmente. Sin perdida de generalidad podemos suponer que su limite débil es cero.
Como I, = I, ¥y z(n) — 0 débilmente, entonces para toda sucesién c = {c¢(n)},>; en

I, = I se tiene que

(c,x(n)) = c(m)a"(m) — 0

m=1
cuando n — oo.

En particular, tomando ¢ = ¢, = (0,0,..., _1 ,0,0,...,0,...) pertenece a [,

k-ésima
resulta que para todo k£ € N,

{c,x(n)) = (er,x(n))
= z"(k)—0
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cuando n — oo.
Suponga que (z(n)),>1 no converge a cero en norma. Como z(n) — 0 débilmente,

entonces (z(n)),>1 €s acotada. Luego existe un ¢ > 0 tal que
lim sup ||z(n)|| > e
n—oo
luego, debe existir un n; € N tal que
[z(na)[l = Z [ (m)] > e,
y como z(n;) pertenece a [;, entonces:

n
(n1)|l = sup > 2" (m)| = Z 2" (m)] < oo,
nENm:I

para ¢ existe un v, € N tal que:

Y1
g n1
lz(ny)ll = g < > lz"(m)
m=1

por tanto,
[z(n)]lL — Z 2™ (m)] < 2
y asi
> €
> Jam(m)| < 5
m=y1+1

Por tanto, si definimos ¢(m) para m = 1,2,...,7 tal que ¢(m)z™ (m) = |2" (m)| si
™ (m) # 0, en caso que z"'(m) = 0 se define por ¢(m) = 0 (en otras palabras
c¢(m) = sign x™(m) param = 1,2;...,7 si 2™ (m) # 0y en otro caso es cero ).

Entonces |¢(m)| < 1 para cada m = 1,2,...,v;. Como para cada k£ € N tenemos
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que
lim 2" (k) = 0.

n—oo

Entonces, para cada k natural existe un natural N, tal que si n es mayor o igual a N,
se tiene|z™ (k)| < 5, - Definiendo N = max{Ny, No,...,N,, } tenemos que sin > N,
entonces

€
|z"(m)| < — Ym=1,2,...,7.

Defina ny > max{n,, N} tal que ||z(ns)|| > €.

Asi, de |2"2(m)| < g, paratodom =1,2,..., 7 se tiene que:

71
€ €
" (m)| < —vy1 = =,
3 el < g = ¢

nuevamente, como z"* = (z(n2)).,>1 pertenece a l;, encontramos un -, > v, tal que

i "2 (m)] < g

m=-vy2+1

De la misma forma, defina c¢(m) para m = v, + 1,...,7v2 por c¢(m)xz"*(m) = |z"2(m)|
si "2(m) # 0, en caso contrario defina ¢(m) = 0. Continuando asi, obtenemos una
sucesion de numeros naturales n; < ny < ... < Ny 71 < Y2 < ... < 7 Yy una

sucesion (c¢(m))m>1 en ly tal que se cumplen las afirmaciones:
1. ||z(ny)|| > ¢ paratodo k € N.
2. Y % Ja™+(m)| < £ paratodo k € N.
3. D s [z (m)| < § paratodo k € N,

4. ¢(m)x™(m) = |2™(m)| para todo k € Ny todo m € N.
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Luego, como| > ~_ ¢(m)xz™(m)| es igual a:

Ve—1 Yk 00
Zc(m)x""(m) + Z c(m)x"™(m) + Z c(m)x"™ (m)
m=1 m=yg_1+1 m="i+1
Tk Ve—1 00
> 3 )| - c<m>x”k<m>‘— )» c<m>m”k<m>‘
m=7yr_1+1 m=1 m=yi+1
Tk V-1 00
> > g m)] =Y ™ m)) = ) fa"(m)]
m=y,_1+1 m=1 m=y,+1
Ye—1 00
= [lz™ —2) [a™(m)] -2 Y |a"(m)|
m=1 m="+1
Ve—1 00
>e —2) |a™(m)] =2 Y |2"(m)|
m=1 m=yi+1
S 2e 2e
6‘ _ _—
- 8 8
€
>_5
-2
es decir
>~ clm)a™(m)| > 3. (+)
m=1

Pero la sucesion (¢(m)),,>1 pertenece a [, (es decir, es un funcional de [}) y por lo
tanto la convergencia débil implica que
(c(m),z(n)) — 0 es decir > ~_ ¢(m)ax™(m) — 0 cuando k — oo, 0 que contradice

la desigualdad (x). Por tanto (xz(n)),en converge en norma a cero. B
Ahora aplicamos el teorema de Banach-Mazur y el Teorema de Schur para demos-
trar que [/; contiene un subespacio no complementado.

Teorema 2.8 [, tiene un subespacio cerrado no complementado.
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Demostracion: Como ¢, es separable existe una funcién cociente @ : [, — ¢y, note
que Ker(Q) es un subespacio cerrado de [, tal que I,/ Ker(Q) = .

Si Ker(Q) fuese complementado en [;, entonces debemos tener que [ = Ker(Q) ®
M para algun subespacio cerrado M de [y, pero entonces [,/ Ker(Q) = M asi ¢y =
M ,por tanto, existe un isomorfismo 7" : ¢co — M

Como e, — 0 débilmente en ¢y y T es lineal, entonces Te, — 0 débilmente en [; y
por el teorema de Schur tendriamos que ||Tex|| — 0, lo que es imposible ya que T’

es un isomorfismo (Existe m > 0 tal que ||T'z|| > M||z|| paratodo z € ¢;) W

Nota 4 Podemos aplicar facilmente el mismo razonamiento a cualquier espacio se-
parable que contiene una sucesion débilmente nula normalizada. En particular, po-
driamos simplemente usar cualquier espacio l, con1 < p < oo, en lugar de c,. Asi [,
tiene sin duda muchos subespacios no complementados isomorficamente distintos,

que esta muy lejos de lo que pasa en un espacio de Hilbert.

Para el lector que conoce el Teorema de Eberlein-Smulian podemos dar dos carac-

terizaciones de los espacios de Banach con propiedad de Schur.

Teorema 2.9 Sea X un subespacio de Banach con la propiedad de Schur. Enton-
ces, un subconjunto W de X es débilmente compacto si y solo si W es compacto

en norma.

Demostracion: Suponga que W es débilmente compacto y considere (z,,),en UNA
sucesioén en . Por el teorema de Eberlain-Smulian W es secuencialmente débil-
mente compacto, asi (z,).en tiene una sucesion (z,, )r>1 tal que converge débilmen-
te a algun x € W. Como X tiene la propiedad de Schur (z,, )r>1 converge en norma
a x. Por tanto W es secuencialmente compacto para la topologia de la norma 'y por

tanto compacto en la topologia de la norma. W
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Corolario 2.10 Un subconjunto W de [, es débilmente compacto si y solo si W es

compacto en norma.

Corolario 2.11 S/ X es un espacio de Banach-reflexivo con la propiedad de Schur,

entonces X es de dimension finita.

Demostracion: Suponga que X es un espacio de Banach con la propiedad de
Schur. Como X es reflexivo, entonces la bola unitaria es débilmente compacta y

por el Teorema anterior es compacta en norma. Luego X es de dimension finita. W
Corolario 2.12 [, no es reflexivo.

Definicion 2.13 Un espacio de Banach X se llama secuencialmente débilmente

completo si toda sucesion débilmente de Cauchy en X es convergente.

Teorema 2.14 Cualquier espacio de Banach con la propiedad de Schur es secuen-

cialmente débilmente completo.

Demostracion: Suponga que (z,).cy €s débilmente de Cauchy. Entonces, para
cualquier dos sucesiones estrictamente creciente de enteros (n)>1,(ms)r>1 1a su-

cesion (z,, — =, )k>1 €S débilmente nula.Como el espacio es de Schur tenemos

lim mek - xnkH =0,
k—o0

y por tanto, es de Cauchy en norma y asi convergente en norma. Por tanto, es

débilmente convergente. B
Corolario 2.15 [, es secuencialmente débilmente completo.

Ahora queremos demostrar que [; es un espacio primo. Para esto, empezamos mos-

trando el siguiente lema®;

6 F Albiac y N. J. Kalton. Topics in Banach Space Theory. Springer, 2006.
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Lema 2.16 Sea (u,).en Una sucesion basica bloque normalizada en [,. Entonces,
(1n)nen €S ISométricamente equivalente a la base candnica de ly ¥ [jin|nen €S €l

rango de una proyeccion de norma uno de l,.(Asi, [, ].en, €S complementado en
l).

Demostracion: Supongamos que juy, = Y75 | aje; paratodo k € Ny (1) en €8
una sucesion en N con

0=1r9<r <ry<...<r;<...enteros positivos y (a;);en SOn escalares tal que
Tk
il = > oyl =1,
J=rr_1+1
para todo k£ € N. Luego, para cualquier m € Ny escalares by, b, . .., b,, obtenemos:

m Tk
Zbkuk = Z Z bkajej

k=1 k=1 j=rp_1+1

= (> D Iyl

k=1 j=rr_1+1

k=1 Jj=rr_1+1
m m
(S} 1= S,
k=1 k=1

esto establece una isomeria entre [y, ].cn Y 12 base candnica de ;.
Para la proyeccion, consideremos (e});>: los funcionales biortogonales de la base

canodnicade l, y (b;)}%,, ., son escalares tal que

sup b;] =1,
rg—1+1<j<rgp+1
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paracadak € N  (||blloc = 1).
Definimos " = 7%, ., bje;*. Claramente, (11.")x>1 €s biortogonal a (i)x>1, esto

es pui" (k) = 1Y " (pp) = 0 paratodo p # ky ||| = [[pull = 1.
Definimos el operador P : [; — [ por Pz = >~ w*(x)u, para cada = € [y

y demostraremos que P es una proyeccion de norma uno de [; sobre [u;];>1. En

efecto:

Puj = > ()
k=1

= Z Chjlk = Hjs

k=1

para todo j € N, por tanto, usando la continuidad de P tenemos:

PPz = P(ZM*(%M)

= Z Mk*(JU)PMk
k=1

= > (@)
k=1
= Pz,

o0

Por tanto, P es una proyeccion sobre [u;];>1. Sea z = 7~ z;je; un elemento de [,

y observamos que

(@) =] > biej*()

J=rg—1+1

- ‘ZJ = 11+ 105

Tk
< > bl

Jj=rg—1+1
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< sup bl YD

rg—1+1<j<rg

Luego usando la isometria del item anterior, obtenemos:

[Pzl =

> (@)

= Z|/~Lk*(x)|
k=1

< Z Z |25

k=1 j=ri_1+1

= =lh,

asi | P|| < 1.
Como P? = P obtenemos que ||Pz| = |PPx| < ||P|||Pz| Vz.Asi|P| > 1, luego

| P|| = 1. Con esto,[u]r>1 €S complementado con una proyeccion de normauno. W

Nota 5 E/ lector puede observar en la demostracion que si (j,)nen NO €S normali-
zada pero satisface la desigualdad 0 < a < ||u,|| < b < 0o para todon € N y para
algunas constantes a,b (en el que (i, )nen €S llamada semi normalizada), entonces
podemos aplicar el lema previo a (HZ—””> e y obtenemos que (j1,)nen €S equivalente

a (en)nen (Pero no isométricamente) y [11,|.en €S complementado con una proyeccion

de norma menor o igual a 1.

Teorema 2.17 (Petczynski) Cada subespacio lineal cerrado de dimension infinita

de [, contiene un subespacio complementado de [, que es isomorfo a l;.

Demostracion: Sea Z un subespacio lineal cerrado de dimension infinita de /;. De-
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mostremos primero que para cada n € N existe un y,, € Z tal que ||y,|| = 1y v, tiene

la forma

o0

yn = a"™(j)e;.

j=n

Para ello, consideremos la funciéon de Z en R por

T:7 — R"

z = Tz=(e1"(2),e2"(2),. .., e."(2)),

entonces, T es lineal y continua. Como Z es de dimension infinita, el nucleo del
operador es diferente de cero, ya que en caso contrario Z es isomorfo a 7'(Z) C R",
lo que contradice la dimensidn infinita de Z.

Por tanto, existe un z, € Z con ¢;*(z,) = 0 para cada ¢ = 1,...,n. Definiendo
yn = 2y Paracadan € N, llyn|| = 1y y,, cumple con lo requerido.

Seay, =Y o2 aV(n)e, y mg =0, como laserie 3" a!(n)e, es convergente, existe

un m; > 0 = myg tal que

S 1
Z aV(n)e,| < vk
n=mi+1
Defina b, = 327" a®(n)e, entonces, la desigualdad anterior nos establece que

lyr = ball < 3z

Nuevamente, existe un y, € Z tal que ||ys]| =1y

Elija my > m; tal que

1
<§,

Z a@(n)e,

n=mo+1

y defina b, = > a?(n)e, entonces, ||y, — bo|| < .
2

n=mi+1
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De esta forma, construimos inductivamente una sucesion (y;);>1 en Z con |jy;|| =1

, una sucesion (b;);>1 en [; y una sucesion (m;),;eny de numeros naturales tal que
1. mog<mi<mg <...<...
2. y; = Zzozmj_ﬁ—l a(j)(n)en
3. |ly;|| =1 paratodo j € N
4' b] = animj,1+1 a(ﬂ) (n>€n
5. Jly; — bill < 7

Ahora, (b;);en €S Una sucesion basica bloque en [;, entonces por el Lema 2.15 [b;];en
es isomorfo a [; y [b;];en €8 complementado en [/; con una proyeccion de norma
menor o igual a 1 que denotaremos por P. Sea (b})nen UNa sucesion en [b)]

biortogonal a (b,,).en,entonces :

1 1
[onll = <
anH ”yn” _'Hyn _'an
1 gnt1

1— 1=~ el

2n+1

es decir
2n+1

17, < T

Consideremos el operador 7" : [y — [; definido por
Tr=x— Pxr+ Z b (Px)yy.
n=1

Como Px € [by]n>1 Y (b))nen €S biortogonal a (b,).en €ntonces, bl (Pz) pertenece
a ly; De hecho, si Pz = >/, a(k)b; tenemos b,*(Pz) = > ;- a(k)b}(by) = a(n)y
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((a(n))n>1) pertenece a l;. Ademas:

lz = Ta|| = |[Pz—> b (Pz)yn
n=1

— i by (Px)b, — i by (Px)y,
n=1 n=1

= Z b:L(Px)(bn - yn)

< D (b (P)lIbn = yal)

n=1

< Pl Y (1B 11Bn — yal)
n=1
- gl 1
< 1PN Y () ()
n=1
<

> (7ei=)

n=1

Como 2" =27 (2) =27 (1+1) = 2" + 2" > 2" 4+ 1, pues n > 1, entonces

1 1
— < —,
ontl 1 = on
para todo n € N. Asi
=1
—Tzx| < — =1,
o =Tl <35

por tanto |7 — T'|| < 1. Luego, existe T~ y asi T' es un isomorfismo, ademas:

Tb, = by—Pb,+ Y bi(Pby)yn

n=1

= by—by+ Y _b(ba)yn
n=1

g yn_
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Asi, T lleva a [b,]n,>1 €N [yn]n>1- COMoO [b,],>1 €s isomorfo a [y, entonces [y,],>1 €S
isomorfo a [;.

Ademas, la funcién Q = TPT! satisface Q? = Q y

Qu, = TPT 'y,
— TPb,
= Tb,

= Yn,

es decir Q\[ es la funcion identidad, por tanto, [y,].>1 €s complementado en [;.

yn]nZl

Asi, el subespacio G = [y,],>1 cumple las propiedades requeridas. W

Por dltimo, para completar nuestro objetivo (mostrar que [; es primo), debemos de-
mostrar algunas propiedades isomorfas del espacio /; y I;(X).

Recordemos que = significa isomorfismo.
Teorema 2.18 Sean X yY dos espacios de Banach. Entonces:
1. SiX =Y, entonces [, (X) = [;(Y).
2. h(XaY)2 (X)) lL(Y).
3. 1 21, »R. (Se dice que |, es estable)
4. L(X)o X 2 (X).
5. Lol =1
6. 11(l) 2 1;.

Demostracion:
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1. Suponga que X y Y son espacios de Banach tal que X = Y y considere

T: X — Y unisomorfismo. Luego, existen constantes a y 3 positivas tal que:
afjpll < || Twul < Bllpl  paratodo p e X.

Sea z = (z,),>1 Una sucesion en [;(X), entonces defina S : [;(X) — [ (Y)
por Sz = (T'z,),>1. S €s claramente lineal. S es inyectiva, ya que si Sz = 0,
entonces Tz, = 0 para cada numero natural n y como 7' es un isomorfismo,

entonces x,, = 0 para cada n € N. Luego x es la sucesion nula. Ademas:

al|Szllnex) = a(ZHxnII)
n=1

(e o]

= ) _allz.]; como ajz,|| < || Tz, para todo n € N, entonces

n=1

D Tl = 1Sl x)-
n=1

IN

Por otro lado
1Szl xy = D Il
n=1

B Nzl
n=1

= Bzl -

IA

Luego, a||Sz||;,(x) < 1Szl x) < Bzl (x) para cada x € I1(X). Finalmente, si
y = (yn)n>1 €S Una sucesion en [;(Y), entonces defina z,, = T~ 'y, para cada
n natural, obtenemos asi la sucesion (z,,),>1 en [;(X) que satisface T'z,, = y,
para cada numero natural n y Sz = (Tz,)n>1 = (Yn)n>1 = y. Por tanto S es

sobreyectiva. Luego S es un isomorfismo entre [;(X) y [;(Y).
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2. Usamos la norma ||(z,y)|| = ||z]| + ||ly]| en X @ Y. Dada una sucesion = =
(Zn)n>1 €N 11(X) y una sucesion y = (yn)n>1 €n [1(Y) defina S(z,y) como la

sucesion z = (z,, Yn)n>1 €N 11 (X @ Y). Entonces:

15z, y)ll = ll=]l

Z [l + [lynl])
=1

Z [ n]] +Z\|ynH
=1 n=1

= [zl + lylln e
= I, 9l xren vy

Por tanto, S es un isomorfismo.

3. Demostremos que /; = [; @ R. Usamos ||(a,b)|| = ||a|| + |b] para cada (a,b)
en [; @ R. Dada una sucesién = de [; y un elemento \ de R, defina T'(z, \) la
sucesion z definida por z(1) = Ay z(n) = x(n — 1) para n > 1. (Note que esta

es una modificacidon del operador shift). Ahora:
1T = i (n)
- )+ f (n)
- i fe(n— 1)
- fj 2(n)

= A+l
= (=M.
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Luego T es un isomorfismo.

4. Sea T un isomorfismo de I; & R sobre [, y considere «, 5 numeros reales tal

que; para todo (i, A) € I; @ R se tiene que:

afllpll + AN < T Ml < BN+ [AD- (*)

Dada una sucesion = = (z,),>1 en [1(X) y zo un punto de X, defina S(x, zo)
la sucesion y = (y,).>1 definida por y; = 29 Y ¥, = z,—1. COMo z pertenece
a [1(X), entonces y pertenece a [;(X) y tomando p = z, paracadan € Ny

A = ||zo|| tenemos:
afllzalln + lzoll) < NT(@n, [[zolD)lle < B2l + llzoll) Vn e N

alllzall + lzoll) <D lzn(®) + 2ol < B(lally + zol) ¥n €N
k=1
tomando la suma desde n = 1 hasta co obtenemos

n|ll 0 -~ n|ll ol > nill 0
o <ZH$ [, + [|= H) < > Nl + lzoll < 8 (leﬂf [, + [|= H) VneN
n=1 n=1 n=1

a(llznlln ) + lzol) - < lynllneoex < BUlzallu ) + llzoll)

a(|[(zn, o) lnxyex) < 19z, 20)llnx0ex < BU[(2n, v0)|ln x)ex)-

Luego S es un isomorfismo de [ (X)@® X en [;(X). El isomorfismo es sobreyec-
tivo ya que si y = (y»)»>1 €S un elemento arbitrario de [, (X), defina z,, = y,41

para cada n € N, entonces = = (z,),>1 estaen l,(X)yy = S(x,y1).

5. Sean z,y dos elementos de [,, defina una nueva sucesion z por z(2n—1) = z(n)
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y z(2n) = y(n) para cada n € N. Entonces:

l=lliy =) l2(n)]

= Y @)+ l:()

n impar n par

|2(2k = 1)+ ) |2(2k + 1)

Pﬂg

k=1 k=1
253 !+§jw
= llzlls, + llyll,
= [[(z, Y)lnen -

Luego S(z,y) = z es un isomorfismo.

. Sea x = (x,),>1 Una sucesion en [;(l;). Defina Sz como una sucesion y como

sigue:

Paso 1: Defina y(1)

Il(l)
Paso 2: Defina y(2) = z2(1),y(3) = z1(2).
Paso 3: Defina y(3) = z3(1),y(4) = z2(2),y(5) = z1(3) y asi sucesivamente.

Si los z;(j) son pensados como las entradas de una matriz infinita, se puede
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observar que son enumerados en diagonales:

Tpo1 (1) 2p—1(2) 2no1(3) xp_1(4)

En el n-ésimo paso definimos los n-valores proximos de y(i) como
(1), 2,-1(2),...,z1(n) estos son de hecho los y(i) para i entre sn(n — 1) +
1 [(1+2+-4+n—-1)+1yinn+1)+1 [(1+2+- - +n)+1]. Como z,

pertenece a [, para cada n € N, entonces y pertenece a l; y

00
lzlnw) = D llzalh
n=1

n=1 j=1

> ly(n)]

= vl

IN

Esto es, ||z];,¢,) = ||S||;,- Luego S es un isomorfismo. W

Teorema 2.19 (I, es primo) Cada subespacio complementado de dimension infinita

del, es isomorfo al;.

Demostracion: Sea F un subespacio complementado de dimension infinita de [,

entonces podemos escribir [y = F&® F para algun espacio de Banach F'. Por el teore-

ma de Petczynski E contiene un subespacio X; isomorfo a /; y complementado en
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[;. Por tanto, X; es también complementado en E, y podemos escribir £ = X, &Y

donde X; = ;. Luego tenemos:

l

I

2

2

o~
—_
—~ ~—~ —~ —~ —~ —~
~—
/'\
\_/

~ (EYalL(F)aFE
~ W(FeF)oFE
~ L[ oF
También,
EF = LY
~ hae(hhey)
= Lok

1%

ly.

Luego F = [, y asi /; es primo. N

Nota 6 E/ teorema anterior podria llevarnos a creer que el espacio [, tiene una es-
tructura subespacial bastante simple. Pero, una vez quitamos la palabra
complementado, la situacion cambia drasticamente, se puede demostrar que el es-
pacio l, contiene infinitos subespacios mutuamente no isomorfos.

El método de descomposicion de Pe tczynski tiene una obvia desventaja, es virtual-
mente imposible escribir un isomorfismo explicito. Desde este punto de vista en el

mejor de los casos se prueba la existencia.

Usando la propiedad de Schur podemos demostrar que [, no es isomorfo a /, con
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p#lniaco.

Teorema 2.20 Si X es un espacio de Banach isomorfo a un subespacio de l,, en-
tonces para cada sucesion en X convergencia debil es equivalente a convergencia

en norma. En particular:
1. ¢o no es isomorfo a un subespacio de l,(o al;)
2. 1, (p > 1) no es isomorfo a un subespacio del, (0 al;)

Demostracion: Suponga que 7 : X — E es un isomorfismo entre X y un subes-
pacio E de [, y considere (z,),>1 una sucesion en X tal que z,, — 0 débilmente.
Si f es un funcional en [}, entonces f o T : X — R es un funcional en X"y por
tanto, (f o T')x,, converge a cero. Esto quiere decir que T'z,, converge débilmente
en [; y como [; tiene la propiedad de Schur concluimos que la sucesion (Tx,,),>1
converge a cero en norma. Como 7' es isomorfismo existe una constante K > 0 tal

que K||z,|| < ||Tz,|| paratodo n € N. Asi (z,),<1 converge a cero en norma.

1. En particular ¢, no es isomorfo a un subespacio de /; ya que la sucesion (e,,)n<1
converge débilmente a cero en ¢, pero no converge en norma a cero.(|le,| =

1vn € N).

2. Lo mismo ocurre con el espacio [, con p > 1, no puede ser isomorfo a /; 0 a un
subespacio de /; ya que la sucesion (e, ).<; converge débilmente a cero en [,

(1 < p < o0) pero no converge a cero en norma. W

Ahora estudiaremos un teorema de funciones sobre el espacio [, esta propiedad es

conocida en la literatura como [, es proyectivo.

Teorema 2.21 Sea X un espacio de Banach. Si existe una funcion lineal,
sobreyectiva y acotada T : X — [, entonces X contiene un subespacio

complementado e isomorfo a l;.
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Demostracion: Por el teorema de la aplicacion abierta, existe un 6 > 0 tal que
0B, C T(By). Ahora, para cada n € N, de,, pertenece a 6B, y por lo tanto existe un
yn € Bx tal que Ty, = de, paracadan € N

Definiendo z,, = %, tenemos que ||z,|| = @ < s paracadan € Ny Tz, = ¢, para

n € N. Por tanto, existe una sucesion acotada (z,).cn tal que Tz, = e,. Ademas,

(zn)nen €S equivalente a e, es decir

IN

o) o)
n=1 n=1

1 oo
sl @

IN

asi

[e's)
Dl = |13 anen
n=1

VAN

17|

E Ap Ty

n=1

oo

E ATy

n=1

< M (2)

Asi, (x,)nen €S equivalente a (e, ),en, €S decir, podemos definir el operador S : [} —
X por Se,, = x,, para cada n € N.

Las desigualdades (1) y (2) demuestran que S es un isomorfismo ya que por ejem-
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plo: S es acotado pues

A

| =
]
g

y asi S se extiende a un isomorfismo de [; sobre [z,],>1. Ademas, SoT : X — X es

continuay 7o S : [, — I es la funciéon identidad de [,. Podemos asi definir P = ST,

es una proyeccion ya que:

P2

STST

y Pz, = STx,, = Se,, = x,, luego laimagen de P es [z,],>1-

Por tanto [z,],>1 €s complementado en X e isomorfoal/,. W

Corolario 2.22 Si Y es un espacio de Banach separable de dimension infinita tal

que cada vez que exista un operador T: X — Y lineal, acotado y sobreyectivo,

entonces X contiene un subespacio isomorfo ayY . Entonces, Y debe ser isomorfo a

ly.

Demostracion: Por el Teorema de Banach-Mazur existe un operador sobreyectivo

Q : Iy — Y. Por hipotesis Y es isomorfo a un subespacio complementado de [; y

como [; es primo Y es isomorfo a ;.
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3. El espacio /.,

En este capitulo estudiaremos el espacio de Banach [, y algunas de sus propieda-

des basicas que lo caracterizan. Empezamos mostrando que:
Teorema 3.1 [, es un espacio de Banach.

Demostracion: Consideremos (x*);>; una sucesion de Cauchy en /..

Para todo n, k y [ € N tenemos

|#*(n) —a®(n)| < igl;!fﬂk(n) — z7(n)]

= " - 2l

Por tanto, para todo n € N, la sucesion numérica (z*(n)),>; €s una sucesion de
Cauchy en R y como R es completo, la sucesién converge a un nimero x(n) para
todo n € N.

Falta demostrar que la sucesion = = (z(n)),>1 pertenece a [, y que es el limite en
I de la sucesion (z*);>,. Sea ¢ > 0 dado. Existe un nimero natural m tal que si k y
[ son naturales mayores o iguales a m, entonces ||z* — 2| < ¢, en particular,||z* —

7! < &, ademas, para n fijo obtenemos :

()] < 2™ ()] + |2¥(n) — 2™ (n))]

N

< e loo +2

Pasando al limite cuando £ tiende a oo obtenemos

()] < 2™l + €
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Como esta ultima desigualdad no depende de n, obtenemos que x € [,.. Ademas,
si n s un numero natural fijo, £,/ son niumeros naturales mayores o iguales a m
obtenemos:

2" (n) — ' (n)] < [|l2" —a'l| <&

asi, que pasando al limite cuando £ — oo obtenemos
|2(n) —a'(n)| < e
y como esta desigualdad es valida para todo n € N, obtenemos
lz — 2" < €

para todo / > m. Luego la sucesioén (z*),>, convergearenl,. N

Ahora vamos a demostrar que [, €s no separable, este resultado quizd justifique
el pensamiento que el lector tiene sobre el espacio [, que no encaja bien en el

patron establecido por los otros espacios ¢y y I, con 1 < p < oc.

Lema 3.2 Sea X un espacio vectorial normado tal que existe unc > 0 y un subcon-
junto A de X no contable con la propiedad que para todo a,b € A con a # b se tiene

|la — b|| > e. Entonces, X es no separable.

Demostracion: Recordemos que un espacio vectorial normado X es separable si
contiene un conjunto denso y contable. Supongamos por contradiccion que X es
separable y considere {z,, : n € N} C X un conjunto denso y numerable. Para cada
a € A, B(a, §) es una vecindad de a y por la densidad obtenemos que B(a, 5) N {z, :
n € N} # @, es decir, existe un n € N tal que =, € B(a, 5), luego ||z, —al| < 5.
Defina n, = min{n € N : ||z,, — a|| < 5}, entonces

[0, —all <3
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Considere la funcion f : A — N definida por f(a) = n,. Si demostramos que f es
inyectiva, obtenemos que A es contable, lo que es un absurdo.
Sean a,b elementos de Acona #by f(a) = f(b), entonces n, = n,, luego ||z,, —

al| < 5y ||z, — 0| < 5, es decir

la—0| < |la—2axn, +zn — 0 como n, = 1y,

< lla =z, | + lln, —bll

< S+t
2 2

es decir, ||a — b|| < ¢, lo que contradice la hipétesis que

la —b|| > cparatodoa,bc Acona#b. W
Teorema 3.3 [, es no separable.

Demostracion: Para A C N, considere la sucesion x,: N — K

1 sine A
0 sin¢g A

Xa (n) =

Entonces ||x,|| <1 para todo n € N. Es decir x, pertenece a l. Si Ay B son
subconjuntos de los nimeros naturales con A # B, entonces ||x, — x|l > 1. En
efecto, como A # B, existeun k € Ntalque k € A— Bo k € B— A. Suponga por

ejemplo que k € A — B, entonces

IXa — x5l = SlellND\xA(n)—XB(n)!

> xa(k) =xp (k)| =10 =1

Como el conjunto (x,)acpa) €8 NO contable, obtenemos por el lema anterior que [

es no separable. W
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Teorema 3.4 Si existe una base de Schauder en un espacio de Banach X, entonces

X es separable.

Demostracion: Suponga que (z,).en €S una base de X. Definimos el conjunto S =
{>_i=1"yz;:conn e Ny~ € Q}, veamos que S es denso en X.

Seae > 0yz € X, como (z;);en €S UNA base, existen (a;);,cy €scalares tal que
x =" a;r; y por tanto, existe un natural N tal que ||z — Y, @,z < 5.
Definiendo M = méax;<;<n ||z;||, como Q es denso en R, paracada: = 1,2,..., N
existen v; en Q tal que |a; — v;| < 555;. Definiendo zy = Zf\il ~v;x;, entonces xy

pertenece a S y también:

N
lz —an| < Zam Zam Z%xz
N
< 5|2l
B
< Z — il ll:l
=1
£
CRRPA +1M
N |
< 5*525
£ g
< 54-5 15

Demostremos que S es numerable, para ello, definimos para cada n € N,

= {Z%%:%EQ paracadai=1,2,...,n}

=1

Entonces, S = (J,-, S, y por tanto, es suficiente demostrar que S,, es numerable
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para cada n € N. Para ello, tome n € N y defina la funcién f : S,, — Q" por

f (Z%xz) = (1,72, Yn)
i=1

n

[ es claramente inyectiva, yaque si f (>, viz;) = f (31—, s;xz;) obtenemos (71,72, . ..

(S1,82,...,8,) Yy portanto, v; = s1,7v2 = S2, ..., Y0 = Sn-
Luego S, es equipotente con f(S,). Ademas, como Q es contable, entonces Q"
es contable y como f(S,) es un subconjunto de Q" entonces f(S,,) es contable y

concluimos que S,, es contable paracadan € N. N

Corolario 3.5 [, no tiene base de Schauder.

Teorema 3.6 (Dual de |..,) Para cada z* € __ existe una Unica medida finita mente
aditiva 1. : P(N) — R con variacion limitada tal que

u(A) = x*(x,) donde para cada A C N, x, es la caracteristica de A. Ademas,
lu|(N) < ||=*||. (donde |u| es la variacion total de la medida ).

Reciprocamente, para cada medida finitamente aditiva 1. : P(N) — R con variacion
limitada hay un dnico elemento x* € I’_ tal que p(A) = x*(x,) para todo A subcon-

junto de N. Ademas, ||z*|| < |u|(N).

Demostracion: Recordemos que x, = (z,,)neny donde

1 sin€ A

xn:XA(n):
0 sin¢g A

Considere z* € [ y defina u: P(N) — R por u(A) = x*(x,) para todo A sub-
conjunto de N. Veamos que p es finitamente aditiva. En efecto, sean A;, A,, ..., A,

subconjuntos de N (elementos de P(N)) disyuntos por pares, entonces:

Xa, +XA2 +"'+XATL = X4, UagUan’
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y asi:

= ZN(XA)'

Por tanto, u es finitamente aditiva. Ahora, recordando que la variacion de p es una

medida definida por: Dado £ € N

|[u|(E) = sup {Z (4] : UAz' =E,A,NAj =@ coni %]}
i=1

i=1

Si |u|(F) < oo decimos que i es una medida de variacion limitada. Demostremos
qgue nuestra medida es de variacion limitada. En efecto, considere A, A,, ..., A, son

disyuntos por pares. Entonces, tenemos:

DA = 3k ()
_ ZI*(XAJSZ'W@*(XA))
_ (Z sign(x*(XAi))XAi>

> " sign(z™(x4,))Xa,
=1

IA

[l

IN

[l
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ya que

Luego tomamos el supremo y obtenemos |u|(N) < ||z*]|.
Considere ahora una medida finitamente aditiva .: P(N) — R con variacion limitada
[u|(N) < oo. Para cualquier z € I de la forma > 77"  a;x, con a; € R, E; C N

conjuntos disyuntos por pares, definimos
a*(x) = Z%‘M(Ei)
=1

si denotamos por B C [, el subespacio lineal de elementos de la forma > 7" | aix,,
con a; € Ry E; C N disyuntos por pares, entonces B es denso en [,,. Ademas, z*

es bien definida, lineal sobre X'y

@] < S Jallun(E)]
=1
< ol S (B
i=1
< Jollulul®™)  VeeX

Como R es completo, podemos extender z* a funcionales lineales continuos sobre
l~, que denotamos también por z* : I, — R tal que ||z*|| < |u|(N) y por construccion
z*(x,) = u(E) paratodo FECN. W

Corolario 3.7 [__ es el conjunto de las medidas finitamente aditivas y de variacion

acotada sobre N.

Continuamos con el siguiente teorema de S.Banach y S.Mazur en el que se de-
muestra que el espacio [, es un espacio universal en la clase de los espacios de

Banach separables.
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Teorema 3.8 Todo espacio de Banach separable es isométrico a un subespacio

cerrado de [ ..

Demostracion: Suponga que X es un espacio de Banach separable. Por el teorema
de Banach-Alaoglu Bx: es compacto en la topologia débil*. Para cada = € X, sea
f(x) la restriccion de J(z) € X** a Bx = K. Como la topologia débil* es la menos
fina en que cada funcional Jz es continuo, entonces fx pertenece a C'(K). Defina
T :X — C(Bx+) por Tx = J(z)|, = fz, entonces, T es claramente lineal y para

cada r € X tenemos:

[Tzl = T2 x-

Por tanto, T' es una isometria lineal inyectiva. Ademas, la imagen de 7' es cerrada
en C(B%). En efecto, sea (z,),eny Una sucesion de X tal que Tz, — y entonces,
(T'z,)nen €S de Cauchy en C(By+) y como T' es una isometria se sigue que (z,,)nen
es de Cauchy en X. Ahora como X es de Banach, existe un z € X tal que z,, — =.
Asi, Tx,, — Tx y por tanto y = Tz. Luego T(X) es cerrado en C(By-). Por tanto,
T es un isomorfismo isométrico. Falta demostrar que todo espacio de Banach de la
forma C'(K) donde K es compacto y separable es isométrico a un subespacio de
I« Y con esto finalizamos la prueba. Considere una sucesion (x,, ),y denso en K. A
cada f € C(K) le asociamos la sucesion (f(x,))n>1 asi, [|(f(2n))n>1lloe < |1 ||oo-

Ahora, tome ¢ > 0y elija = € K tal que

11l -5 < £ ).
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Como f es continua en Ky (x,),en €S UN conjunto denso en K existe un n, € N tal

que |fz — fx,,| < 5y por tanto

[f (o)l = |(f(x) = flwng)) = f(2)]

> |f(@)] = [f(x) = f(zn,)]
19 19

> Hf|!—§—§

> |Ifll —e.

Por tanto,

igyf@0!>Lﬂ%mﬂ>HfWo—€

para todo € > 0. Asi, hemos demostrado que

[fllee = sup | fz] = sup [f(zn)] = [[(f(2n))nz1ls0-
zeK neN

Lo que demuestra que C'(K) es isométrico a un subespacio cerrado de /.. R

Nota 7 Recordemos un corolario util del Teorema de Hahn-Banach.

Para cada vector = en el espacio vectorial normado X se tiene que ||z|| = sup{|f(x)| :
feXn|Ifl =1}

De hecho, para un x de X, siempre podemos encontrar un funcional lineal continuo
f: X — Rtalque |f(z)| = ||z

La observacién aqui es que hay suficientes funcionales en la esfera unitaria de X*
para recuperar la norma en X. La pregunta ahora es si algun subconjunto mas
pequefio de X* funcionara. El siguiente lema da una respuesta sencilla de tal re-

duccién en caso que X es separable.

Lema 3.9 Sea X un espacio vectorial normado separable. Si E es un subespacio
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lineal cerrado, entonces existe una familia contable { g,,} de miembros de X* tal que,

para todo x en X,
d(z, E) = sup |gn(z)|.

n>1

En particular,
E = ﬂ Ker(gn).

n=1

Demostracion: Sea {z,},>; un conjunto contable y denso en X. Por un corolario
del teorema de Hahn-Banach existen g, en X* con ||g,|| = 1talque g, = 0en E'y

gn(x,) = d(z,, E). Elijaun z en X. Si y esta en E, entonces: g,(y) =0 Vn € Ny

|90 (2)] = [gn(z = )| < llgnllllz =yl = llz =yl Vn €N

Por tanto sup,,cy ||gn(2)|| < ||z — y|| paratodo g € E. Asi sup,,cy |gn ()| < d(z, E).

Para cada ¢ > 0, por densidad existe un n tal que ||z — z,| < 5. Entonces,

lz =yl < Nz =zl + llzn =yl

g
< Sla-yl vyeE

d(z,E) < g+d(xn,E)

d(z, E) —g < d(zn, B).
Luego
92 (@) = |gn(z — 20) + gn(zn)]

> gn(@n)| = lgn(@ —zn)l Y gz —20)| < lynllllz — 2l < 3
€

> _Z

> lgulea)l - 5
£
£ £

> d(I7E)_§_§_d<'rﬂE>_€’
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lo que demuestra que sup,,cy |gnz| > d(z, E). Asi, d(z, E) = sup,cy |gn|-
Claramente = € Ker(g,) para todon € N siy solo si d(z,E) = 0siysolosi E =

ey Ker(gn). W
En particular si £ = {0} tenemos:

Corolario 3.10 Sea X un espacio vectorial normado separable. Existe una familia

contable { f,}nen de elementos de X* tal que para cada x en X

d(z,{0}) = sup|f.(z)| estoes

n>1

]l = sup|fn(z)].

n>1

En particular, una familia contable de elementos de X* separa puntos en X

Nota 8 Queremos notar que esta afirmacion también es valida para algunos espa-
cios no separables. En nuestro caso, I, tiene esta propiedad.
Para demostrarlo, consideremos los funcionales e} (z) = e} ((z;)i>1) = Tn.

Demostremos que la sucesion (e}),cn Satisface que
2]l = sup |e;, ()],
n>1
para cada x € X. En efecto, sin es un numero natural, tenemos
|| < sup [a] = [|]],
i>1
esto es |ef(z)| < ||x| para cada n € N. Por tanto,

sup e, ()] < [l
n>1
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Reciprocamente, tome ¢ > 0, como

[z]| < sup [z,],
neN

existe un natural nq tal que

£
el = 2 < I
Luego
sup |ey, (z)] = e, ()]
n>1
= |z,
> lzf| — g para todo ¢ > 0.
Asi,
[#]| < sup ey, ()]
n>1
Por tanto,

[z]| = sup [er,(z)].
n>1
Definicién 3.11 Sea X un espacio de Banach, decimos que un subconjunto N de

X* es normado para X, o que N norma a X i

]l = sup | f(z)].
feEN

Hemos demostrado el siguiente Teorema:
Teorema 3.12  a) [, tiene un conjunto normado contable.

b) Todo espacio separable tiene un conjunto normado contable.

Teorema 3.13 Un espacio de Banach X tiene un conjunto normado contable si y

solo si X es isométrico a un subespacio de [..
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Demostracion: Suponga que X contiene un conjunto normado contable (f,).>1-

DefinaT: X — I, por T'(z) = (fu(z))n>1. Claramente T es lineal y
1Tz = sup [ fn(2)] = ||z
neN

Lo que demuestra que T' es una isometria inyectiva y continua.
Reciprocamente, si X es isométrico a un subespacio de [, existe T: X — [
continuo tal que ||Tz| = ||z||, Yz € X. Como {e’},.<1 es un conjunto normado en

loo, entonces para cada x € X, tenemos:
|T'%|| = sup |e},(T'z)],
neN

y asi
|z]| = sup|(e;, o T')(x)].

neN
Definaparacadan € N, f,, : X — R por f,(x) = e’ o T(x). Entonces, f, es lineal y

continuo y

]| = sup [ fn(2)]

neN
Por tanto X es un conjunto normado contable.

El reciproco es claro ya que /., tiene un conjunto normado contable. B

Nota 9 En general, si X es un espacio vectorial normado, entonces X se inser-
ta isométricamente en |, (N) para algin N, donde N depende del tamario de un
conjunto en X*. Ahora siT : |l — Il es lineal y continua, entonces Ker(T) =
N, Ker(eX oT) ya que e:(Tx) = 0 para todo n € N, si solo si ||Tz|| = 0 si y solo
si x pertenece a Ker(T'). En particular, cualquier subespacio complementado de [,
es una interseccion de nucleos de funcionales lineales y continuos".(ya que si £ es

complementado en |, existe Q) : I, — l, lineal y continua tal que Ker(Q) = E).
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La nota anterior es para discutir el siguiente problema de extensién: Suponga que
X y Y son dos espacios de Banach y que F es un subespaciode X.SeaT : F — Y
un operador lineal acotado.

¢, Podemos extender T" a un operador acotado T:X Y2

Si consideramos el caso especial cuando Y = F y T es la funcién identidad sobre
E, estamos pidiendo simplemente si £ es el rango de una proyeccion sobre X, es
decir, si £ es complementado en X. El teorema de Hahn-Banach asegura que si
Y tiene dimensién uno, entonces la extensién es posible con la preservacién de la
norma. Sin embargo, en general tal extension no es posible y hemos discutido el
hecho que hay subespacios no complementados en muchos espacios de Banach.
Por ejemplo, ya demostramos que [; debe tener un subespacio no

complementado, pero la construccién de este subespacio como el nucleo de una

cierta funcion cociente significa que es bastante dificil ver exactamente que es.

Definicion 3.14 Un espacio de BanachY se llama inyectivo si siempre que X es un
espacio de Banach, E es un subespacio cerradode X yT : E — X es un operador
limitado, entonces existe un operador lineal limitado T : X — Y que es una exten-
sion de T. Y es llamado isométricamente inyectivo si T puede ser adicionalmente

escogido con || T = ||
La idea es demostrar que [, es inyectivo, para ello tenemos:

Lema 3.15 Sea X un espacio vectorial normado y T : X — I, un operador li-

neal continuo. Entonces, existe una sucesion acotada (z7),eny C X* tal que Tz =

(25, () )nz1-

Ademas,

|7 = sup [l .
neN

Demostracion: Considere el operador adjuntode 7', T* : I*, — X* el cual es un ope-

rador lineal continuo. Para cada namero natural n, defina P, : [, — R por P, (z) = z,,
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con =z = (z;);>1 un elemento de /., entonces, P, es lineal y continuo, por tanto P,
pertenece a ¥, y podemos asi definir z, = T*(P,) para cada n € N.

Como T* es continuo y ||P,|| = 1 para cada n € N, obtenemos que la sucesion
(x})nen €s acotada. Consideremos un z € X y escribimos Tz = (y1,¥2,...) un ele-

mento de /... Entonces, de la definicién de P, obtenemos

Yn = Pn<Tx)
= (T"P,)(x)

= z(x), para cada numero natural n.

Por tanto, Tx = (2 (x))nen para cada = € X, luego,

n

Il = suple )] < (sup i) e

neN

y por lo tanto

| Tz]| < sup ||y, .
neN

Ahora, para cada ¢ > 0, existe un n. € N tal que

|27, 1] + & > sup ||z, [],
neN

de la definicion, existe un x € X con ||z|| < 1 tal que

2y, (@) +e >y, |l
[z (2)| +2e > g || +€
> sup|ja;].

neN
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Entonces

|z ()] = sup ||| — 2
neN
1T = [[Tx| = sup |7, (2)|
neN
> a,(z)
> sup||xk]| — 26, Ve >0.

neN
Asi
|7 = sup ||z, |,
neN

y por lo tanto

|T]| =sup|[z7]|. M
neN

Teorema 3.16 (I, es inyectivo) Sea X un espacio de Banach, Y un subespacio de
X yT:Y — Il un operador lineal y continuo. Entonces, existe un operador lineal

continuoT : X — I, talque T|, =T y||T| = ||T].

Demostracion: Como 7' : Y — [, es un operador lineal acotado, usando el lema
anterior podemos encontrar una sucesion (y),cy de elementos de Y* tal que Ty =

(v (y))nen para todo y € Y. Ademas,
|7 = sup ||y, |-
neN

Por el teorema de Hahn-Banach a cada y;;, encontramos una sucesion (z}),ey tal
que zi|, =vy: y ||l=k]| = |lv:| para todo n € N. Definiendo, entonces el operador

T : X — lo por T(z) = (z(x))nen para todo = € X, T es un operador lineal acotado
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bien definido y por el lema 3.15
IT = sup lly; |l = |-
neN

Finalmente, T es una extension de 7' ya que siy € Y, entonces T'(y) = (2% (y))nen =
(U (Y)nen =Ty. A

Finalmente, con el teorema anterior podemos demostrar que /., se complementa

con una proyeccion de norma uno en cualquier superespacio X que lo contenga.

Corolario 3.17 Si [, es un subespacio cerrado de un espacio de Banach X, en-
tonces |, es una proyeccion de norma uno sobre X y asi |, se complementa en
X.

Demostracion: Considere la funcién identidad 7 : I, — [, que es una funcién
continua de norma uno. Por el teorema anterior existe una extension P : X — [, de
norma uno. Luego P es claramente una proyeccién y por tanto /., es complementado
en X. N
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4. El espacio ¢

Ahora introducimos y estudiamos algunas propiedades del espacio ¢,, empezamos

nuestro estudio mostrando que:
Teorema 4.1 ¢, es un espacio de Banach.

Demostracion: Sea (2*),cy una sucesion de Cauchy en ¢,. Entonces, para todo

namero natural n, k y [ se tiene que

|#*(n) — a®(n)| < igl;!fﬂk(n) — z7(n)]

— Jla* = o7

Entonces, para todo » € N la sucesién numérica (z*(n)),>; €s una sucesion de
Cauchy en R y como R es completo, esta converge a un numero z(n) para todo
natural n. Falta demostrar que la sucesion = = (z(n)),>1 pertenece a ¢, y que es el
limite en ¢, de la sucesion (z*(n))g>1.

Sea ¢ > 0, existe un natural m tal que si k£ y [ son naturales mayores o iguales a m,
entonces |z* — #!|| < £. En particular ||z* —2™|| < e. Como 2™ pertenece a ¢, existe
un p € N tal que |2™(n)| < § para n mayor o igual a p. Entonces, si k es mayor o

igual a m y n es mayor o igual a p obtenemos

Pasando al limite cuando k& — oo obtenemos |z(n)| < e para todo natural n > p.
Esto demuestra que = pertenece a ¢,. Ademas, como |z*(n) — z!(n)| < £ para todo

[ > m se obtiene |z(n) — z'(n)| < § para toda ! > m, es decir, ||z — z!(n)|| < £ para
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cada | > m. Luego z es el limite en ¢, de la sucesion (z*),cy. MW
Teorema 4.2 ¢, tiene una base de Schauder.

Demostracion: Consideremos (ey),>1 l0s vectores coordenados unitarios en ¢, es-
to es e, = (0k;)jen CON

1, sik=y,

0, sik#j.

5]€j —

Veamos que es una base de Schauder de ¢y. Sea = = (zx)ren UN elemento de .
Entonces

lim z, = 0.
k—o0

Luego, dado ¢ > 0 existe un natural m tal que si k£ es un nimero natural con & mayor

o igual a m tenemos: |z;| < e.

Asi,
sup |xg| < e.
k>m
Por tanto
m o0
Z T — X = Z LK€
k=1 00 k=m+1
= sup|zi| <e.
k>m
Asi

En otras palabras, © = >, | zjex.

La representacién es Unica ya que si

o0
E ey = 0,
=1
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entonces

esto es,

sup x| = 0,

luego para toda k € N,

|z < sup|zi] =0,
k>1

implica que |zx| = 0 para todo k£ € N, es decir, z;, = 0 para todo £ € Ny asi, la

representacion es unica. W
Corolario 4.3 ¢, es separable.

Demostracion: En el Teorema 3.4 se demostr6 que si un espacio vectorial normado
X tiene una base de Schauder, entonces X es separable. Como ¢, tiene una base

de Schauder, entonces ¢, es separable. B
Teorema 4.4 ¢ es isométrico al,. La isometria es definidapor f — Tf = (f(en))n>1

Demostracion: Sea f en ¢ y T'f la sucesion definida por (f(e,))n>1. Si x esta en

cp, €ntonces
oo
r = Z x(n)ey,.
n=1

Asi,

[e.e]

f(x) =Y (Tf)(n)z(n). (1)

n=1
Para demostrar que T'f pertenece a [y, fije un nimero natural n y defina un elemento
x,, de ¢, como sigue: Para i > n, defina ,,(i) = 0, para i < n defina z,,(i) = %
cuando f(e;) # 0, en otro caso f(e;) = 0. Luego
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fle) = D a(if(e)

= Z |f(€i)’

= D ITfG)l.

=1

Como ||zx|| < 1 para cada k € N, se tiene que |f(x,)| < || f|| y por tanto

D_ITF@OI< A,

para toda n € N. Luego la serie
D ITf()]
=1

es convergente, portanto 7'f estaen [, y ||Tf]| < ||f||- La igualdad es valida, ya que

tenemos de (1) que

@] < Y ITfm)l(n)]

< el Y17 f ()
n=1
< A=l 711,

si [lz]| <1, entonces |fz| < [T (f)| 'y por tanto, || f[| < || Asi, |Tf] = [[f]]-
Dado un elemento y = (y(n)),>1 en l;, podemos definir una f en ¢, por la relacion
fx =527 y(n)z(n), claramente T f = y y asi T' es una isometria sobreyectiva entre

CEk)yll- [ |

Corolario 4.5 ¢, no es reflexivo.
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Demostracion: El dual de ¢, es [, y el bidual de ¢, es I, que no es separable,
mientras que ¢, es separable, asi la funcion J : ¢ — ¢}* no puede ser sobreyectiva.

Luego ¢y no es reflexivo. W

Ahora queremos demostrar que ¢, no se complementa en ... Recordemos que en
I existe una familia contable de funcionales {e}},>; tal que e} (z) = =z, para cada
r € l. Claramente, si e (z) = 0 para todo n € N, entonces = = 0, luego, el nucleo
de T es la interseccion de una familia contable de elementos de I__, a saber los fun-
cionales e o T'y en particular cualquier subespacio complementado de /., se puede

expresar como tal interseccion.

Lema 4.6 Existe una familia no contable (N, ).c1 de subconjuntos infinitos de N tal

que N, N N es finito para cada o # 3.

Demostracion: Consideremos (r,),eny Una enumeracion fija de los nUmeros racio-
nales. Para cada numero irracional « elija una subsucesion (r,, )reny que converge a
a 'y defina N, = {n; : £ > 1}. Cada N, es infinito, como « varia en los irracionales,
la coleccion (N, )1 NO es contable.

Demostremos que N, N Ng es finito para « # 5. Suponga que existen «, 5 con a # [
y N, N Nz es un conjunto infinito. Entonces, dado ¢ > 0, podemos elegir un n, en la

interseccion N, N Ng tal que |r,, —a| < 5y |y, — ] < 5 luego

o =B8] = |a—ry, +rn, — B
S |Oé—7anp’+’rnp_ﬁ‘
=+
— _:g’
2 2

lo que esun absurdocona #5 N

Teorema 4.7 ¢, no es complementado en |,.
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Demostracion: Consideremos los subconjuntos N, de N obtenidos en el lema an-
terior y definimos x, como la funcion caracteristica de N,, x,_, entonces z, esta en
I« Y como N, es infinito =, no esta en ¢,. Demostremos que si f es un elemento de

I’ que se anula en ¢, entonces:

Q(f) ={a: f(za) # 0}

es contable.

Sea f como arriba y defina 4, = {« : | f(za)| > 1}, entonces Q(f) = ., A,.
Veamos que A, es finito para todo n € Ny asi Q(f) es contable. Suponga que
a1, ae, ..., a5 Son miembros distintos de A, sea t; = % = sign(f(ay)) y o =
Ef:l tiTa,-

Entonces, como f es lineal fz > £. Defina un elemento y de [, de la siguiente ma-
nera:

Si J es exactamente uno de los conjuntos N,,, N, ., Ny, (digamos N,,) enton-

ety
ces defina y(J) = a; y y(J) = 0 para los demas J.
Entonces, y(J) = x(.J) a menos que J este en algunos de los conjuntos N,, N N, .
Como esta interseccion es finita, concluimos que hay solo un numero finito de J con
y(J) = z(J), asi que y — x esta en ¢y y por tanto f se anula en y — = (ya que f se
anula en ¢;) esto es, f(y — z) = 0 lo que implica que f(y) = f(x).

Pero ||ly|| < 1, asi f(y) < || f|| y por tanto:

E<nf(r)=nf(y) <nlf|

Esto demuestra que A,, es finito para cada numero natural n.

Luego Q(f) = {a : f(za) # 0} = U, A, es contable. Como R es no contable, si

(9]
n=1

{fn}nen €s una familia de funcionales tal que ¢, C (), Ker(f,), entonces existe un

a en R tal que a no pertenece a |-, Q(f.) y sabemos que z, no esta en c¢,. Pero
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a ¢ U2, Q(f.) lo que implica f,(z,) = 0 para cada n € N lo que contradice que
co & ﬂzozl Ker(fn)' u

Se sigue del teorema anterior que [, no tiene subespacio complementado isomorfo
a ¢p.
Ahora queremos demostrar que ¢, no es isomorfo a un espacio dual. Para ello tene-

mos el siguiente lema:
Lema 4.8 Existe una proyeccion P : X*** — X*.

Demostracion: Consideremos J; : X — X** la inyeccién candnica de X en su
bidual. Entonces (J,x, f) = (f,x) para cada = € X.

El adjunto J; : X** — X* es también un operador lineal, ahora, considere J :
X* — X** lainyeccion candnica de X* en X*** esto es (Jz*, p) = (p, z*) para todo
¢ : X** — R. Entonces, la funciéon J; o J : X* — X* es la funcién identidad de X*

ya que:

(JioJa*,xy = (Ja*, Jix) tomando ¢ = J;(x)
= (Jiz,z*)  de la definicion de adjunta se obtiene

= (x% 1), Vr e X.
Por lo tanto, J; o J = Ix+, luego P = J{ : X*** — X* es una proyeccion de X*** en
X* conimagen J(X*). W
Teorema 4.9 ¢, no es isomorfo a un espacio dual.

Demostracion:Suponga por el contrario que existe un isomorfismo 7' : ¢y — X* de
el espacio ¢y sobre el dual de un espacio de Banach X. Entonces, 77 : [, — X***
es de nuevo un isomorfismo y ademas 7**|.,, = 7. Por el lema anterior, existe una

proyeccion P : X** — X* de X*** en X* pero entonces Q =T toPoT* : 1 — I
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es una proyeccion de [, sobre ¢, contradiciendo el teorema anterior que ¢, no es

complementadoen /... B

Aunque ¢y no es complementado en cada superespacio, el espacio ¢, tiene tam-
bién la propiedad de extensidén de operadores cuyo dominio sea un espacio de Ba-
nach separable, es decir ¢, es separablemente inyectivo. Este teorema es dada a

Sobczyk.

Teorema 4.10 Sea Y un subespacio de un espacio lineal normado X separable. Si
T :Y — ¢y es un operador lineal acotado, entonces existe una extension S : X — c¢q

tal que ||S|| < 2||T|.

Demostracion: Consideremos (e}),cn la sucesion de funcionales biortogonales aso-
ciados a la base (e,,)nen de ¢q y definimos ¢ = e o T un elemento de Y* y considere
x} que pertenece a X* una extension de Hahn-Banach de (v} ),en con ||z || = |lyk|| <
|T'||. Como en el caso de I, nos gustaria definir:

Sz = (xf(z))nen, PEro necesitamos saber que S(x) pertenece a ¢y para cada z, es
decir, debemos reemplazar (z7),>; por una sucesién de funcionales que convergen
puntualmente a cero en X, pero no queremos alterar sus valores en Y. ;Que ha-
cemos? como X es separable, entonces (||T||Bx+- , W*) es compacto y matrizible
en la topologia débil*, sea d la métrica sobre B = ||T'||Bx- que da esta topologia.
Afirmamos que

lim d(x%, BNY™*) =0.

n—oo

Si no es asi, existe un ¢ > 0 y una subsucesion (z;, )r>1 de (z},),>1 tal que

d(z¥ ' BNY™*) =0,

ng?
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para cada k € N. Considere (z}, );>1 una subsucesion de (z;, ).>: tal que
. wi «*. Entonces, 2* € BN Y+ ya que para cada y € Y tenemos:
" (y) = lim ) (y)
Jj—00 J
= limy, (y)=0.
J—00 J
Luego, d(z;, ,z*) > ¢ para todo j € N. Por otro lado, como la funcién d(-, BN Y™*)

es débil* continua en B, tenemos

lim d(z, ,BNY™")=d(z*,BNY™")=0.
J—00 J
Esto contradice que d(x;, ,z*) > ¢ Vj € N.
Por tanto,
lim d(xf, BNY™*) =0.

n—oo

De esto, se deduce que para cada n € N, existe ¥ € BN Y+ tal que

0<d(x},z) <

n»n

S|

lo que equivale a decir que z}, — 2 “% 0. Definimos Sz = (xrx—2z!7),>1, €ntonces,
Sz pertenece acyy Sy = (xf(y)) = Ty paracada y € Y. Como =7, 2 pertenece a B

n n - n

para cada n € N, obtenemos

S|

IA

7, = zull[]«]

IA

2Tl

asi, ||| < 2[[T]. =

Corolario 4.11 Sic, es un subespacio cerrado de un espacio de Banach separable

X, entonces existe una proyeccion acotada de X sobre c,.
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Demostracion: El operador identidad I : ¢¢ — ¢, es lineal, continuo de norma uno.
Luego, por Teorema anterior existe una extensiéon P : X — ¢, lineal continuo tal

que ||P|| < 2||I]| = 2. Claramente, P es una proyeccion de X sobre ¢,. W

Ahora demostremos que ¢, no es secuencialmente débilmente completo.
Teorema 4.12 ¢, no es secuencialmente débilmente completo.

Demostracion: Construimos una sucesion en ¢, que es débilmente de Cauchy pero
que no es convergente en c.
Defina x,, = e; + €2+ --- + €, para cada n € N. Considere, una f en ¢}, = [;, esto es

= (M)nen € ly, tal que:

Como z,, = e; + e+ -+ +¢,, entonces fr, = A\ + X+ ---+ \,. Seae > 0, como
(An)nen € [y existe un nimero natural N tal que si n, m son naturales conn > m > N

tenemos 37 ., |\ < e. Luego:

j=m+1

n

= Z ‘)\]| <e.

j=m+1
Por tanto, (f(z,)).en €S de Cauchy en R y por tanto convergente en R. Ahora,
(x4 )nen NO converge débilmente en .

Suponga que existe un = € ¢, tal que x,, converge débilmente a z. Entonces, para
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cada k € N considere los funcionales P, : ¢, — R definida por:
Py(z1, 29, .. Xy, ... ) = T

Es claro que para cada k € N los P, son continuos en ¢, y por tanto, P, € ¢} para
todo £ € N. Como z,, converge débilmente a z, entonces Py (z,) — Pi(x) cuando
n — ooy por tanto P,(z) = 1 para todo £ natural. Luego z = (1,1,...,1,...) lo que
contradice que z pertenece a ¢,. Asi, (z,),en NO converge débilmente en ¢,. Luego,

¢p NO es secuencialmente débilmente completo. W

Ahora, demostramos que ¢, es un espacio primo. Comenzamos con el siguiente

lema:

Lema 4.13 Sea (u,).en Una sucesion basica bloque normalizada en c¢y. Entonces
(1n)nen €S isométricamente equivalente a la base candnica de ¢y y [fin|nen €S €l

rango de una proyeccion de norma uno de c, (asi,|ji,|.en €S complementado en c,).

Demostracion: Suponga que u, = aje;conk € Nyrg < rp <1y < ...

Tk
j=rg—1+1

son enteros positivos y (a;) ey SON escalares tales que

sup  Jaj| =1
Tr—1+1<j<rg

para todo k£ € N. Debemos calcular para cada numero natural m y escalares by, by, bo, . . .

la norma de ¢, de ;" by

como la sucesién es bloque entonces b, 1, tiene la forma

0,0,...,b1am41, 010112, - - ., D1a,,,0,...,0,...), igualmente byps €s de laforma (0,0, ..., bya,, 11,
0 0 1

Las posiciones de by, son distintos a las posiciones de byu; Y asi sucesivamente.

Por tanto, si definimos

‘a/ﬂl - sup |a’j’7|ak2‘ - sup |aj|7"‘7’akm - sup ‘aj|’
ro+1<j<r r1+1<5<rs Tm—1+1<j<rm
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tenemos,

m

Z br e

k=1

= Sup |bm| Sup |akm|
m>1 m

[e.o]

= sup |by,|(1)
= sup |by|

= ||(bm)m21Hoo

lo que demuestra la existencia de la isometria.

Para la proyeccion, consideremos (¢;);>1 los funcionales biortogonales de la base

canonica de ¢y y (b)) .1 Son escalares tal que

Tk
J=rk—

Tk

> bl=1,

J=rk—1+1

para cada k € N.

Definimos

Tk
pi= > bl

J=rk—1+1
Claramente, (u});>1 es biortogonal a (u;);>1 , esto es uj(ux) = 1y pi(p,) = 0 para

todo p # kv ||u;|| = ||p|| = 1. Definimos el operador P : ¢ — ¢, por

Pr =Y pip(x)
k=1

para todo = € ¢,. Demostremos que P es una proyeccidon de norma uno sobre
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[14i];en. En efecto,
Puj = Y prug)i
k=1

= Z 5kj,uk
k=1

= U, para todo j € N.

Por tanto, usando la continuidad de P tenemos

PPz = P(Zu}g(xmk)

= Y () P
k=1

= Z 15, () b
k=1
= Pz

Por tanto, P es una proyeccion sobre 1] en.

Sea z = (z(k))ren Un elemento de ¢, entonces:

i@ = | Y bee)

J=rr—1+1

= zk: bjz(j)

J=rk—1+1

Tk

> il ()]

j=rg—1+1

IA

Tk

< suplz(i)] Y bl

izl J=re—1+1
< l#]leo-
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Asi, usando la isometria entre |1, | en Y [€n]nen Obtenemos

[Pz =

Z 117,() bk
k=1

= sup | ()]
k>1

<l

Por tanto, || P|| < 1y asi P es una proyeccién de norma uno. Luego [iu]ren €s com-

plementado con una proyeccién de norma uno. B

El siguiente teorema ya fue demostrado cuando estudiamos el espacio /; y el lec-
tor puede revisar cuidadosamente la demostracion y notar que puede adaptarse el

resultado a el espacio ¢, y los espacios [, con 1 < p < oc.

Teorema 4.14 (Pet czynski) Cada subespacio lineal cerrado de dimension infinita

de ¢, contiene un subespacio complementado de ¢, que es isomorfo a c.

Finalizando los preliminares para demostrar que ¢, es primo, demostrando un teore-
ma con algunas propiedades isomorfas del espacio cq Y ¢o(X).

Recordemos que = significa isomorfismo.
Teorema 4.15 Sean X y Y dos espacios de Banach. Entonces:
1. SiX =Y, entonces ¢y(X) = co(Y).
2. (o(XBY)=Zco(X) D cp(Y).
3. ¢o Z co®dR. (¢y es estable)
4. co(X) DX = o(X).

5. co D ¢ = Co.

I

6. co(co)

Co.
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Demostracion:

1. Suponga que X y Y son espacios de Banach tal que X = Y y considere

T: X — Y unisomorfismo. Luego, existen constantes « y 3 positivas tal que:

allpl < | Tull < Bllpl,  paratodo n e X.

Sea z = (z,),>1 Una sucesion en ¢y(X), entonces defina Sz = (T'z,)n>1. S
es claramente lineal, ademas como x= € ¢y, entonces x, — 0y como 7T es
acotado, tenemos que Tz, — 0, luego Sz pertenece a ¢y(Y). Demostremos
que S : ¢o(X) — ¢o(Y') es un isomorfismo. Como T es inyectivo, S es inyectivo
ya que si St = 0, entonces Tz, = 0 para cada numero natural n y como T
es un isomorfismo, entonces x,, = 0 para cada n € N. Luego x es la sucesién

nula. Ahora, para cada n natural, tenemos:

IN

oz, Tz, || < Bl y tomando supremo obtenemos,

IN

asup ||z,

n>1

sup ||Tz,|| < Bsup||z,||, ,dedonde
n>1 n>1
O‘”anC()(X) < ‘|S$n‘|CO(X) < /BH'I’””CO(X) para cada z € co(X).

Asi S es un isomorfismo. Finalmente S es sobreyectiva, ya que si y = (yn)n>1
es una sucesién en cy(Y), entonces defina =, = Ty, para cada n natural,
obtenemos asi la sucesion (z,),>1 en ¢(X) que satisface z,, — 0 (ya que
yn — 0)y Tz, = y, para cada numero natural n. Ademas Sz = (Tz,),>1 =

(Yn)n>1 = y. Luego S es un isomorfismo entre co(X) y ¢o(Y).

2. Usamos la norma ||(z,y)|| = méax{||z|, ||y||} en X & Y. Dada una sucesion

r = (Tpn)n>1 €N co(X) y una sucesion y = (y,)n>1 €n co(Y) defina S(z,y) como
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la sucesion z = (x,,, yn)n>1 €N (X @ Y). Entonces:

1S(z, Y)llcoxery = =]l
= max{sup ||2,[cy, sup [|ynlle, }
n>1 n>1

n1éx{|ancogx)7HyanMYU}

= H(x7y)HaNX3®aﬂY%

Por tanto, S es un isomorfismo.

. Demostremos que ¢y = co®R. Usamos || (i, A)||coer = méx{||xl|, |A|}. Dada una
sucesion x de ¢y y un elemento \ de R, defina T'(z, \) la sucesion = definida
por z(1) = Ay z(n) = z(n — 1) paran > 1. Como x pertenece a ¢, entonces
xz(n) — 0 cuando n — oo y por tanto z(n) — 0 cuando n — oo. Luego =

pertenece a cq. Ahora:

|T (@, NI = [[2(n)]|e
= iglf\Z(n)\

= n1éx{|z(1)|7529$|z(n)|}
= max{|A[,[[2[c }

= @ Nlleoer-

Luego T es un isomorfismo.

. Sea T un isomorfismo de ¢, & R sobre ¢, y considere «, 5 nimeros reales tal
que:
a(l|zlle + [A]) < ([ T(z, Mlley < Bl[zlles + A, (%)

para todo (z,\) € ¢ @ R. Dada una sucesion u = (x,)n>1 €n ¢(X) Yy zo un

punto de X, defina S(u,x) la sucesion y = (y,),>1 definida por y; = xy y
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Y, = x,—1. GOMoO p pertenece a ¢y (X ), entonces z,, — 0y por tanto y,, — 0, asi

y pertenece a ¢o(X). De la desigualdad (x) en cada =, y A = ||zo|| tenemos:
a(l[znlle + l[zoll) < T (zn, [[20lleg < Bl @nlleg + llzoll), Vn €N.

a(llzalle, + llzoll) < méx{[[ynlle zoll} < B(llznlle, + llzoll), Vn €N,

tomando el supremo obtenemos

alllplleocy +llzoll) < Myllesrex < BUllleox) + [lzoll)

@(H(M,%)Hco(x)@x) < “S<Nax0)HCO(X)@Xéﬁ("(ﬂ>x0)|’CO(X)®X)

Luego S es unisomorfismo de ¢, (X )@ X en ¢y(X). El isomorfismo es sobreyec-
tivo ya que si y = (y,)n>1 €S un elemento arbitrario de ¢y (X), defina z,, = y,41

para cada n € N, entonces = = (x,,),>1 €staen ¢o(X) y y = S(x,y1).

. Sean z,y dos elementos de ¢, defina una nueva sucesion z por z(2n — 1) =
z(n) y z(2n) = y(n) para cada n € N. Como z(n) y y(n) tienden a cero y
(z(n)),>1 €s una sucesion tal que la subsucesién de los pares converge a cero
y la subsucesion de los impares también converge a cero, entonces (z(n)),>1

converge a cero. Por tanto z pertenece a ¢,. Ademas:
12l = sup[2(n))
n>1
= max{sup |z(2n — 1)|,sup |z(2n)|}
n>1

n>1

= maAx{[|zleo, [[Ylleo }

= I, )lleoeco

Luego S(z,y) = z es un isomorfismo.
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6. Sea x = (z,,),>1 UnNa sucesion en cy(cy). Defina Sz como una sucesion y como
sigue:
Paso 1: Defina y(1)
Paso 2: Defina y(2)

x1(1).
25(1),y(3) = 21(2).

Paso 3: Defina y(3) = z3(1),y(4) = z2(2),y(5) = z1(3) y asi sucesivamente.

Si los z;(j) son pensados como las entradas de una matriz infinita, se puede

observar que son enumerados en diagonales:

En el n-ésimo paso definimos los n-valores proximos de y(i) como

Tn(1), 2,-1(2),...,z1(n) estos son de hecho los y(i) para i entre sn(n — 1) +
1 [(1+2+--4+n—-1)+1ysnn+1)+1 [(1+2+4---+n)+1]. Veamos
que y esta en ¢, usando que x esta en cy(cy). Sea € > 0. Como = pertenece a
co(co) existe un N natural tal que ||z,|| < ¢ para todo n > N. Ahora existe un &
natural, tal que si £ > N entonces |z;(k)| < e paracadai=1,..., N. Entonces
tenemos |y(i)| < e para i que esta después del paso N + k — 1 es decir, para

i>14+2+- -+ N+k—1=3(N+k—1)(N+Fk). Luego y pertenece a ¢, y

[#]leocoy = sup [lznlo
n>1

= supsup |z,(j)|
n>1 j>1

= sup [y(n)| = [|ylleo-
n>1
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Luego S es un isomorfismo. W

Teorema 4.16 (¢, es primo) cada subespacio complementado de dimension infinita

de ¢, es isomorfo a c.

Demostracion: Sea F un subespacio complementado de dimensién infinita de ¢,
entonces podemos escribir ¢¢ = E & F por algun espacio de Banach F. Por el
teorema de Petczynski E contiene un subespacio X isomorfo a ¢q y complementado
en ¢q. Por tanto, X es también complementado en £y podemos escribir £ = X @Y

con X = ¢,. Luego

co = colco)

gC()(.E'GB.F)

12

co(E) @ co(F)

= cy(E)® E @ co(F)

12

Co(E)@Co(F)@E
Zo(FoF)OF
gCQEBE.

Ademas,

EF = CQ@Y

I

(00@00) @Y

I

Co @ (CO @Y)

I

C()EBE

I

Co.
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Luego ¢y es primo. W
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5. Espacios /[, con1 < p < o0

Para finalizar el trabajo, estudiaremos los espacios [, con 1 < p < oo, aunque las
demostraciones de varias propiedades estudiadas de los espacios [, con 1 < p < oo
son generalizaciones de propiedades estudiadas en el espacio /;, nos hemos toma-
do el tiempo de escribirlas por aparte para que el lector encuentre dichas pruebas
para ambos casos (/; y [, con 1 < p < oo). Empezamos nuestro estudio mostrando

que:
Teorema 5.1 [, es un espacio de Banach.

Demostracion: Sea (z,),>1 una sucesion de Cauchy en [, y fije un natural k. Consi-
deremos la sucesion de escalares (z,(k)).>1, entonces para cualquiera m,n nume-

ros naturales se tiene que:

3 =

> Jan(k) = 2 (k)P
k=1
= ||lwp —znll, <e.

IN

Asi que (z,(k)),>1 s una sucesion de Cauchy en R y como R es completo esta
sucesion es convergente. Definiendo, para cada & natural,

z(k) = lim z,(k)

n—oo

obtenemos la sucesion = = (z(k))x>1. Nuestro objetivo es comprobar que z € [, y
que ||z, — z||, — 0 completando asi la demostracion.
Sea ¢ > 0, como (z,),>1 €s una sucesion de Cauchy en [,, existe un numero natural

no tal que si n, m son naturales mayores o iguales a n, se tiene que ||z, — x|, < €.
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Por tanto, para cada natural N tenemos :

Z | (K ()" < (lon = 2mllp)” < &

Fijando un numero natural n > my, la desigualdad anterior es valida para todo m >

ng y podemos tomar el limite cuando m — oo, asi

N
_ { _ P

< £
y como N es cualquier natural, deducimos que
Z |z (K E)IP <& (%)

Por tanto, z,, — = pertenece a l, y como z = x,, — (z, — =) Se sigue que x esta en [,.
Ademas de (x) tenemos que ||z, — z||, < ¢ para cada n mayor o igual a n,. Lo que

demuestra que z,, convergeazenl,. N
Teorema 5.2 [, tiene una base de Schauder.

Demostracion: Consideremos e, los vectores coordenados unitarios de [, es decir
€ = (5kj)j21 donde
1 sik=3y
sik#7

sea z = (z(n)),>1 un elemento de [,, entonces la serie > ;- |z(k)|” es convergen-

Oy =

te. Sea ¢ > 0, existe un natural N tal que si n es mayor o igual a N, entonces
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Y renit l2(E)[P < e. Asi, para cada n natural se tiene que

p
n

x — Z x(k)ey

k=1

= Y |zk)P <’ Asi,

P k=n+1

< € paracadan € N

p

Luegox =Y -, z(k)e; pertenece a . La representacion es Unica, yaque si y -, z(k)e, =
0 entonces
=0

Zx(k‘)ek
k=1

p

si, y solo si,
> la(k)P =0
k=1

si, y solo si, (k) = 0 paratodo k € N. Luego z =0. B

Corolario 5.3 [, es separable para cada 1l < p < cc.

Teorema 5.4 Sip > 1, entonces |, es isométrico a |, donde 1—1) + é = 1. La isometria
es definida por: f € I, = T'f = (f(en))n>1-

Demostracion: Tome f en i, y considere T'f la sucesion (f(e,)),>1. Como sabemos

o0

fr =Y (Tf)(n)z(n),

n=1

para cada = € [,.
Fije un natural N. Definimos un elemento x de [, como sigue: para cada ¢ > N

defina (i) = 0y parai < N defina zx(i) tal que zx(i)f(e;) = |f(e;)|? y en caso
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que f(e;) = 0, entonces tomamos zx (i) como cero. Luego
N
flzn) = ZxN(ei)f(ei)
=1

= Z | f(es)]?.

Ademas, |xn(i)|? = |f(e;)|? para cada i < N. Entonces, como p(q — 1) = q, se tiene

que f(zxn) = |xn|P. Por tanto,

[ lenll = [f(@n)] = [lza .

Entonces, || f|| > [, [”~, uego,|| f]|7 > [l [| P~V = ||z,|IP = 33, [(T'f)(5)|P. Como
esto es verdadero para todo N € N, T'f esta en [, y su norma (en [,) no es mayor

que ||f||- En realidad, se da la igualdad, ya que por la desigualdad de Holder

o

> (T (n)x(n)

i=1

[fx] =

q

< (Z |(Tf)(n)lp> p (Z |x<n>|q>

= [@HIHll-

Si ||z|] < 1, tenemos || f|| < ||Tf]|. Por tanto, || f|| = ||7f]|. Ademds, dado y € ,, la

desigualdad de Holder muestra que la relacion
f(x) = y(n)a(n)
i=1

define un elemento f de Z;. Claramente, y = T'f y por tanto 7" es sobreyectiva. W

Corolario 5.5 [, es reflexivo para cadal < p < cc.
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Ahora demostremos que igual que el espacio /;, [, es secuencialmente débilmente

completo. Para ello tenemos a

Teorema 5.6 Si X es un espacio de Banach reflexivo, entonces X es secuencial-
mente débilmente completo. En particular, |, es secuencialmente débilmente com-

pleto paral < p < oo.

Demostracion: Suponga que X es un espacio de Banach reflexivo y tome (z,,),>1
una sucesion en X tal que (z,),>1 es débilmente de Cauchy en X. Entonces, para
todo funcional f de X*, la sucesion (f(x,))nen €S CcONvergente y por tanto es acota-
da, luego, por el principio de limitacion uniforme la sucesion (z,,),>1 €s acotada.
Como X es reflexivo, existe una subsucesion (z,, ),>1 que converge débilmente a
r € X. Asi, si f pertenece a X*, entonces (f(z,,))r>1 converge a f(z). Pero si
f(z,) converge a y, como (f(x,,))r>1 €S una subsucesion de (f(z,)),>1 entonces
(f(xn,))r>1 también converge a y asi y = f(x). Luego z,, converge débilmente a
z. N

Lema 5.7 Sea (u,).>1 una sucesion bdasica bloque normalizada en ,. Entonces
(un)nen €S ISométricamente equivalente a la base candnica de I, y [jin]nen €5 €l

rango de una proyeccion de norma uno de l,,. (Asi,|i.].en €5 complementado en l,,).

Demostracion: Suponga que u;, = aje;conk e N, 0 =1y <1 <1y <

Tk
j=rg—1+1

. son enteros positivos y (a;);jen SON escalares tales que
Tk

P = D oyl =1

J=rK—1+1
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para todo k& € N. Luego, para cada numero natural m y escalares by, b, . . ., b,, obte-

nemos

m Tk
= Z Z bkajej

P k=1 j=ri_1+1

Z br i,
=1

Tk

= D
k=1

J=rg—1+1

1
= (> \bk|p> :
k=1

SR

Esto establece una equivalencia isométrica en el caso [, con 1 < p < oo.

Para la proyeccion, consideremos (¢;);>1 los funcionales biortogonales de la base

canodnicade [, y (b;)}%,, ., son escalares tal que

Tk

> o Iylr=1
J=ri—1+1
para cada k € N.

Definimos

Tk
Wy, = Z T

J=re—1+1

Entonces, y; (1) = 1Y p,(1y) = 0 paratodo p # ny ||u; |,
operador P : [, — [, por

Py = ZNZ(@M,
k=1
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para todo x € [, y demostremos que P es una proyeccioén de norma uno de [, sobre

[,uj]jZI- En efecto
Pp; = ZMZ(M)M
k=1

= Z Ok
=1

= U, para todo j € N.

Por tanto, usando la continuidad de P tenemos

PPz = P(Zui(m)uk)

= > pp(x) P
k=1

= ()
k=1
= Pz

Por tanto, P es una proyeccion sobre [u;];en. Sea z = (z(k))ren un elemento de [,

entonces:

@) = | Y bej)

Jj=rg—1+1

= i bjz(j)

J=rg—1+1

Q|-
B =

Tk Tk

> bl Yo leP

Jj=rr_1+1 J=rg—1+1

IA

<
=
3=

IN
(]
5
<
=



Asi, usando la isometria entre |1, | en Y [€n]nen Obtenemos

p

[Pzl =

IN
M T
]
T
<
2

k=1 J=rr—1+1

= ll”.
Luego P es una proyeccién de norma uno sobre [u|x>;. W

Vamos a demostrar que [, no esisomorfoal, parap#rconl <p<ooyl <r < oo

Teorema 5.8 Seal <p <r <ooyT :1l, — 1, una funcion lineal acotado. Enton-

ces, |Te,l||, — 0. En particular, T no es un isomorfismo.

Demostracion: Primero demostraremos que (Te,,),>1 converge débilmente a cero,
esto es Te, — 0. Sea f un elemento de (/,)" = [, con . + . = 1. Entonces, fo T

pertenece al, =I,con 1 + 1 =1y existe un sucesion (c,).cn €n [, tal que

(foT)(x) = ((ek)ren; (An)nen)

para todo = € I,.

En particular
(foT)(en) = ((en)nen, en) = €n = €,,(f o T)

la n — ésima coordenada de f o 7. Como 1 < s < oo debemos tener que ¢, — 0

cuando n — oc. Por tanto, f(Te,) — 0 paratodo f € [, y asi Te,, — 0 débilmente.

Ahora demostremos que |Te,||, — 0 cuando n — oo. Suponga que ||Te,|[, - 0
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cuando n — oo, esto es

lim inf || Te,||, > 0.
n—roo

(Recuerde que (Te,),>1 €s acotada). Asi, por el principio de seleccion de Bessaga
y Petczynski existe una subsucesion de (Te,),>1 que es basica y equivalente a una
sucesion basica bloque de (e,,),>1 enl,. Porellema 5.7 (Te,),>1 es isométricamente

equivalente a (e,,),>1. En particular, existe una constante C' > 0 tal que:

0 o0
Z age, < C Z agTen, Asi
k=1 k=1

p

D=3

o0

(Zlakl”) < CITI)D axen,
k=1 k=1 N
= C|T| (Zlaklr> :

k=1

A

Como esta desigualdad es valida para todos los escalares a; podemos tomar a; =
ag = - =a, = 1Yya, =0parak > n. Asi, n < C||T||n%, como p < r, enton-
ces ﬁ > 1y por tanto ner < C||IT|, lo que contradice que T es acotado. Luego,
| Te,||, — 0, asi T' no puede ser un isomorfismo ya que si 7" es un isomorfismo existe
una constante M > 0 tal que ||Te,| > M]le,|| = M > 0 lo que no sucede cuando

|Ten|l, = 0conn — co. W

El siguiente teorema ya fue demostrado cuando se estudio el espacio I; y el lector
puede revisar cuidadosamente la demostracion y notar que no se utiliza la definicidén

de la norma de [; si no que son resultados validos paracyy [, con1l <p <oco. B

Teorema 5.9 (Petczynski) Cada subespacio lineal cerrado de dimension infinita

de 1, contiene un subespacio complementado de [, que es isomorfo a l,,.

Mostraremos que [, es primo, pero antes de esto, demostraremos algunas propie-

97



dades isomorfas del espacio [, y [,(X). Estas propiedades son muy similares a las

del caso /4
Teorema 5.10 Sean X yY dos espacios de Banach y p > 1. Entonces:
1. SiX =Y, entonces 1,,(X) = 1,(Y).
2. L(XaY)2L(X)®,Y).
3. I, =1, ®R. (I, es estable)
4. 1,(X) o X 2 1,(X).
5 1,1, =1,
6. 1,(I,) =1,
Demostracion:

1. Suponga que X y Y son espacios de Banach tal que X = Y y considere

T: X — Y unisomorfismo. Luego, existen constantes « y 3 positivas tal que:

aflpl < |ITull < Bllpll,  paratodo u e X.

Sea z = (z,),>1 UNa sucesion en [,(X), entonces defina S : [,(X) — [,(Y) por
Sz = (T'z,)n>1. S €s claramente lineal. S es inyectiva, pues Sz = 0 si y solo si
Tz, = 0 para cada numero natural n y como 7" es un isomorfismo, entonces
x, = 0 para cada n € N. Luego z es la sucesién nula. Para cada n natural
tenemos:

allznlly < ([Taall < Bllznllp-
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Entonces:
o0
HSJUHZ)(X) - ZHT%HP
n=1

)
< B wall?;
n=1

P p
< B Hanzp()Q‘
Luego ||Sz|| < B|z| para todo z € [,(X). Ademas,
2l ey = a3zl
n=1
— p
= D lawllf
n=1

S ITwallP = S22 -
n=1

IN

Asi, aofjz|,x) < ||S

Lx)- Luego, of| Sz, x) < |5z, < Bllzlli,x) para
cada z € [,(X). Finalmente, si y = (y,),>1 €S una sucesion en [,(Y'), entonces
defina z,, = T~ 'y,, para cada n natural, obtenemos asi la sucesion (z,),>1 €n
l,(X) que satisface T'z,, = y,, para cada numero natural n y Sz = (Tx,)p>1 =

(yn)n>1 = y. Por tanto S es sobreyectiva. Luego S es un isomorfismo entre
L (X) Y L(Y).

. Usamos la norma ||(z,y)|| = ||z]| + ||y]| en X @ Y. Dada una sucesion = =

(Zn)n>1 €N 1,(X) y una sucesion y = (y,).>1 en [,(Y") defina S(z,y) como la
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sucesion z = (z,, Yn)n>1 €N [,(X & Y). Entonces:

|’S<$71/)Hlp(X@Y) = HZHZP(X@Y)

1 1
< (z uxnup) ' (z uynup)
n=1 n=1

= |2/, + lyll,on
- H(:U7y)|’lp(X)@lp(Y)'
Por tanto, S es un isomorfismo.

3. Demostremos que [, = [,®R. Usamos ||(z, \)|| = (HxHPH/\\P)% para cada (x, \)
en [, @ R. Dada una sucesion = de [, y un elemento A de R, defina T'(z, \) la

sucesion z definida por z(1) = Ay z(n) = z(n — 1) paran > 1. Ahora:

IT(z, M = llz()lls,

- (Z|z<n>|p>p
= <|/\|p+2|a:(n—1)|p>p
- <|A|p+2|x<n>|p>

1
= (AP +[2ll7 )7

= (=Ml

Luego T es un isomorfismo.

4. Sea T un isomorfismo de [, & R sobre [, y considere «, f numeros reales tal
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que:

1 1
aflllly, + AP < (1T (s My, < B, + IAP)?7 (*)

para todo (i, A) que pertenece a [, ® R. Dada una sucesion =z = (z,,),>1 en
1,(X) Yy xo un punto de X, defina S(z, z() la sucesioén y = (y,),>1 definida por
y1 =20 Y yn = z,—1. COMoO z pertenece a [,(X), entonces y pertenece a [,(X)

y tomando ;i = z,, paracadan € Ny \ = ||zo|| en (x) obtenemos:
a(l[znlly, + llzoll) < NT (zn, [zolDly, < Blznlly, + llzol) Vn €N

1 1
alllzally, + llzoll”) < T (n, [zolDll, < Bllnlly, + [lzoll”)

tomando sumatorias y usando la definicion de norma en [,(X) y la definicion

de S obtenemos

IN

| (@n, )l xS IS(@20)lly, ) Yy también

15z, zo)ll}, ) < B”ll(@, w0) [} 6x-
Luego S es un isomorfismo entre [,(X) & X en [,(X).

. Sean z, y dos elementos de [/, defina una nueva sucesion z por z(2n—1) = z(n)

y z(2n) = y(n) para cada n € N. Entonces:

|—

p

2|z, = (Z |Z(n)!”)

=

p

= ( Y P+ IZ(n)|p>

n impar n par
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3=

= ( 22k — DI + > |2(2k + 1)\p>

k=1 k=1

=

P

< (Sistrt) s (oo
k=1 k=1
= llzlly, + lylls,
= ||<x7y)||lp@lp
Luego S(z,y) = z es un isomorfismo.

. Sea x = (z,),>1 Una sucesion en [,(l,). Defina Sz la sucesion = = (z,,)n>1
como sigue:

Paso 1: Defina y(1)
Paso 2: Defina y(2)

22(1),5(3) = 21(2).
Paso 3: Defina y(3) = z3(1),y(4) = 22(2),y(5) = 21(3) y asi sucesivamente.

Si los z;(j) son pensados como las entradas de una matriz infinita, se puede

observar que son enumerados en diagonales:

z1 (4)
T2 (4)

Tn—1 (1) Tp—1 (2) Tp—1 (3) Tp—1 (4)

En el n-ésimo paso definimos los n-valores proximos de y(i) como
Tn(1), 2,-1(2), ..., z1(n) estos son de hecho los y(i) para i entre sn(n — 1) +

1 [(1+2+-4+n—-1)+1ysnn+1)+1 [(1+2+- - +n)+1]. Como z,
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pertenece a [, para cada n € N, entonces y pertenece al, y

Jun

00 P
Izl = annufp>
n=1
o0 o0 P
= (DD fzl)

n=1 j=1

=

=

P

< (> Iy(n)lp)

= Nl = 152l

Esto es, ||z|;,q,) = ||Sz;,- Luego S es un isomorfismo. W

Teorema 5.11 (I, es primo): Cada subespacio complementado de dimension infinita

del, es isomorfo a l,,.

Demostracion: Sea E un subespacio complementado de dimensién infinita de [,,,
entonces podemos escribir [, = E& F para algun espacio de Banach F. Por el teore-
ma de Petczynski E contiene un subespacio X; isomorfo a [, y complementado en
l,. Por tanto, X; es también complementado en £, y podemos escribir £ = X; @Y

donde X, = [,. Luego tenemos:

I

e IR e 1R
STOST ST 5T
SECECHEC
D

® & D
I3 & om o
& N & M
b\j\_/’é\‘\/

o =

SR

I
’ﬁN
)
=y



También,

E = l,aY

I

Le(l,aY)

12

I, & E

Il

Luego £ = [,y asil, es primo. W

El método utilizado en la demostracion que I, y ¢, son espacios primos para 1 <
p < oo es conocido como la técnica de descomposicidn de Petczynski y fue en

realidad enunciada de la siguiente forma:

Teorema 5.12 (Técnica de descomposicion de Pet czynski) Sean X eY espa-
cios de Banach tal que X es isomorfo a un subespacio complementado deY eY es

isomorfo a un subespacio complementado de X. Suponga ademas, que o
a X=2X’=XaX yyY=yY’=YaY
b) X = c¢y(X) oX =1,(X)

Entonces, X es isomorfo aY

Demostracion: Como X es isomorfo a un subespacio complementado de Y, enton-
cesexiste Fy CYtalque X 2 Eyy By E=Y.Asi,Y =2 X @ E. Por otro lado, Y
es isomorfo a un subespacio complementado de X, por tanto, existe F, C X tal que
Y2y FydF=X.Lluego X =Fy®F2Y @ F.
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Si a) es valida, tenemos:

X &2 YoF

1%

Y’ F

I

Ye(YarF)

I

Yo&X

y también

Y 2 XoF

12

X’pFE

I

X & (X ®E)

1%

XY

12

YoX

Por tanto X =Y.
Si X = [,(X) entonces:
X2 2 1,(X) @ 1,(X)

= [,(X) ® X por el teorema 5.10 item 4

Luego
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~Xo(XSE)
=~ XY,

Ademas, como X = Y @ F entonces

L(X) = 1Y & F)

Luego X = [,(X) = 1,(Y) @ [,(F). Esto es,

Por tanto X = Y como se deseaba. N

Teorema 5.13 Si 1 < p,q < oo ¥ p # ¢ ningun subespacio cerrado de dimension

infinita de 1, es isomorfo a algun subespacio cerrado de .

Demostracion: Supongamos que la afirmacion es falsa. Consideremos F' un subes-
pacio cerrado de dimension infinita de [, isomorfo a un subespacio cerrado G de |,
mediante un isomorfismo 7' : F — G. Por el Teorema de Petczynski existe un
subespacio cerrado H de G que es isomorfo a [, por un isomorfismo S : |, — H.
Entonces, T-'(H) es un subespacio cerrado de [, y por tanto, existe un subespacio

cerrado Z de T-'H que es isomorfo a [, y complementado en [, con una proyeccién
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P:l,—1,sobre Z.
Luego P|__, :T~'H — Z es una proyeccion de T~'H sobre Z tal que

s='r(p|,_, )T7'S

-1y

es una proyeccién de [, sobre el espacio S~!(T'Z). Por tanto S~'T'Z es complemen-
tado en [/, y como [, es primo, es isomorfo a [,. Pero esto implica que Z es isomorfo

a l, lo que contradice el teorema anterior ya que Z es isomorfoa/,. W
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