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DESCRIPCION

En fa monogralia se estudian y muoestran diferentes topicos v fundamentos de la
geometria proyectiva, lo interesante es que esta geometria intenta explicar al mundo
tal come lo vemnes, de una manera sorprendente Su modelo &8s al plano euclidiane
adicionandole propiedades duales al mismo

Ademas, se puede ver gue en el plano proyective no toda curva cerrada divide:al
plana en dos regiones, en pocas palabras gue el teorema de Jordan no se cumple

La monegratia esta compuesta por una intraduccion junto con cinco caplitulos. En &l
primer Capltulo se presenta una resefia historica acerca del tema  En sl segunda
Capltulo, se presenta el plano proyecivo KT y sus difarantas representaciones, an
meta mismo capilule se trata el tema del plano oroyective dual v el plano afin, En el
tercer capitulo estudiamos la nocién de colineacion, esta definicion sera de gran
utilidad para el estudio de las cénicas y de la geomelria hiperbolica Por olio lado se
presentan tres teoremas importsntes como son el teorema fundamental de 2
geometria proyecliva, el lecrema de Papus y el teorema de Desargues. En el cuarto
Capituln 28 aborda la tematica de las conices an BF y 12 forma de construirlas, para
finalizar se exponen algunos tzoremas significatives coma: El teorema ge Papus ¥
Maclaurin, el tecrema de Pascsl v su hexagrama mistico v el teorema de Brianchaon.
En el Oltimo Capitulo se hace un breve estudio de la géometria hiperbolica y algunas

e sus propiadades.
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DESCRIFTION

In this monograph we sludy  he foundalions and some lopics of projective
geometry, the interesting thing is thal this geometry bies to explain the world as we
see t, of a surpnsing way, lts maodel is the euclidiane plane adding dual properties
to it

In addition, is possible to be seen bricfly that in the projective plane all closed
curve does not divide to the plane in two regions, that is, the theorerm of Jordan is
net fulfilled.

The monograph along with includes of an introduction five chapters. In the first
Chapter an histarical review occurs,  In the second Chapter, one appears
projective plane 0% and its different representations. Jaointly, in this chapter one
touches to the subject of the dual projective plane and the affine ptane. In-the third
chapter ona warks an the colineacidn notion, this definition will be very useful for
the study of canicals and hyperbelic geametry. On the other hand three important
theorems appear as they are: the fundamental theoraem of projective geometry,
Papus's thearem, Desargues's theorem, In the fourth Chapter the thematic one is
conicals in RP* and their construction; in order to finalize some significant
theorems are exposed like; The Papus's theorem and Maclaunn's theorem,
Pascal's theorem and his mystical hexagrama and the Brianchon's theorem. In
the last Chapter is made a brief study of hyperbolic geometry and some of its
properties.
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INTRODUCCION

La geometria euclidiana y sus postulados han llamado la atencién de muchos matematicos
a través de la historia; desde tiempos inmemorables han tratado de demostrarlos o refutarlos;
sobre todo el quinto postulado de Euclides.

Esta curiosidad y empeno han llevado a muchos matematicos al desarrollo de las geo-
metrias no euclidianas, una de ella es la geometria proyectiva, la cual es una elegante y

sofisticada extensién de la geometria Euclidiana que todos conocimos en el colegio.

Lo interesante es que esta geometria intenta explicar el mundo tal como lo vemos, de una
manera sorprendente. Su modelo es el plano euclidiano adiciondndole propiedades duales al
mismo, para asi crear una geometria sélida y concreta. Esta geometria, desde su desarrollo
en el Renacimiento hasta hoy ha realizado grandes aportes no solo a las matematicas sino

también a otras areas como lo son el arte, la arquitectura y el diseno.

Es por esto que en esta monografia se estudiaran y mostraran diferentes topicos y funda-
mentos de la geometria proyectiva y su incidencia en la geometria hiperbdlica, presentando
todo esto en cinco capitulos distribuidos asi:

En el primer Capitulo se da una resena historica de algunos de los personajes que se
destacaron en la Matematica, especificamente en Geometria y los precursores de la Geometria
Proyectiva.

En el segundo Capitulo presentamos el plano proyectivo RP? y sus diferentes representa-
ciones. El plano proyectivo real es una superficie de dos dimensiones que posee un gran

numero de definiciones equivalentes. Clasicamente el plano proyectivo real es definido como

VI
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el espacio de las rectas que pasan por el origen en el espacio euclidiano tri-dimensional R3. A
través de la utilizacion de la aplicacion antipodal que consiste en la identificacién de puntos
opuestos sobre la esfera S?, la esfera médulo la aplicacién antipodal es otra representacién
del plano proyectivo. Ademas, trataremos en este capitulo sobre el plano proyectivo dual y
el espacio afin.

En el tercer capitulo trabajamos con la nocién de colineacién: Una colineacion es una
aplicacién biyectiva ¢ : RP? — RP? que preserva colinealidad, o sea, si @, 7 y @ son puntos
proyectivos colineales, entonces las iméagenes 1(u), ¥ (v), y ¥ (w) son también puntos proyec-
tivos colineales, estd definicién nos sera de gran utilidad para nuestro propdsito que es el de
estudiar las conicas y la geometria hiperbdlica. Por otro lado presentaremos tres teoremas
importantes como son: el teorema fundamental de la geometria proyectiva, que dice: Toda
colineacién 1) : RP? — RP? es inducida por un operador lineal invertible A : R? — R3, el
teorema de Papus y el teorema de Desargues .

En el cuarto Capitulo utilizaremos el algebra lineal como herramienta basica para poder
estudiar cénicas en RP?, ademds estudiaremos como construir cénicas sabiendo de antemano
que una colineacion transforma coénicas en cénicas. Para finalizar este Capitulo expondremos
algunos teoremas importantes como: El teorema de Papus y Maclaurin que tratan sobre
cinco puntos proyectivos de forma que tres cualesquiera de ellos no son colineales, el teorema
de Pascal y su hexagrama mistico y el teorema de Brianchon.

En el iltimo Capitulo hacemos un breve estudio de la geometria hiperbdlica y algunas

de sus propiedades.
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Capitulo

Algunos datos historicos y generalidades

1.1. Geometria Clasica

Presentamos a continuacion una resena histérica de algunos de los matemaéticos que
influenciaron el desarrollo de la geometria, las fechas son aproximadas ya que de los mas
antiguos es dificil tener un conocimiento exacto de los anos en los cuales vivieron

La palabra geometria en epistemologia griega significa “medicién de tierras”. En la anti-
gua mesopotamia en el antiguo Egipto, el conocimiento geométrico se resumia a un aglome-
rado de procedimientos practicos de medida aplicada, principalmente, en agricultura. Eran
calculos empiricos de complementos, areas y volimenes con el empleo de férmulas, muchas

utilizadas en forma errdnea.

Debemos a los griegos la transformacién de la geometria de un conocimiento rudimentario
y practico a una de las ramas de la matematica pura. Ellos tenian la iniciativa de extraer
ideas del contexto fisico para el contexto puramente mental, proceso que llevé siglos para
ser completado, aproximadamente de 600 a.C. hasta 300 a.C.

El mas antiguo griego conocido que adopto tal postura fue el mercader e ingeniero Thales
de Mileto (mas o menos 624 a.C. — 547 a.C'.), considerado el primer filésofo, cientifico y
matematico griego. Thales empled argumentos logicos para demostrar proposiciones basicas
de geometria, muchas de su autoria, que no tenian ninguna importancia en la medicién de

tierras. Thales fue el origen de una escuela que perduré por un siglo y se cree que él conocia
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algunos rudimentos de geometria gracias a sus viajes por los pueblos de Mesopotamia y

Egipto. A él se le adjudica la demostracion de resultados tales como:
= Un circulo es bisecado por un diametro.
= Los angulos en la base de un triangulo isdsceles son congruentes.
= Todo angulo inscrito en un semicirculo es un angulo recto.
. Angulos opuestos por el vértice son congruentes.

Pitagoras de Samos aproximadamente 569 a.C. —475 a.C., posiblemente un alumno de la
escuela de Thales, establecié una sociedad filoséfica y religiosa que contribuyé mucho para la
formacion de la Geometria con trabajos sobre teorias de paralelas, figuras semejantes y una
combinacion de teoria de ntimeros y misticismo. El propio Pitdgoras introdujo la palabra
Filosofia (amor a la sabiduria) y Matematico (el que es aprendido). Ante la muerte del
filésofo, la escuela Pitagérica se dividié en dos facciones. Una, formada por aquellos que
aceptaban la palabra del “maestro” como una revelacién y la otra, formada por aquellos
seguidores que deseaban “el nuevo aprendizaje”, los matematicos.

Miembros de la ultima faccién desarrollaron nuevos resultados en Matemética exclusi-
vamente por deduccion légica, transformando la nueva ciencia en una ciencia deductiva. Su
doctrina sobrevive por siglos. Sin duda en la década de 1980 existian seguidores misticos en
los estados de Fortaleza y Ceara, Brasil, que realizaban sus reuniones en un viejo caserén del
centro de la ciudad, en la calle Major Facundo, cuya sede era llamada la Escuela Pitagérica.

El siguiente avance fue establecido por otro griego, un profesor de Geometria, Hipocrates
de Chios aproximadamente 470 a.C. — 410 a.C., quien escribié un libro texto llamado,
Elementos de Geometria, en el cual los teoremas eran ordenados en una secuencia donde
los siguientes teoremas eran probados teniendo como base los teoremas anteriores. Todo
indica que sus obras estan contenidas en los Libros I y II de los Elementos de Euclides.
Con ¢l se da el inicio a la sistematizacion del conocimiento matematico, estableciendo una
estructura de presentacion que sobrevive hasta hoy. Hipocrates de Chios contribuyé a la
geometria con muchos teoremas sobre circunferencias. Por esta misma época, fue fundada en
Atenas, por el filésofo Platon (427 a.C.—347 a.C. aproximadamente), la famosa Academia,

una institucién que congregaba los mejores sabios de la época. Sobre su puerta estaba escrito:
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No permitan la entrada de quien no sabe geometria.

Con la Academia, la Matematica obtuvo el status de Ciencia Pura, sus miembros no
tenfan la preocupacion de aplicar los conocimientos adquiridos ya que su trabajo y el énfasis
era el desarrollo del pensamiento matematico y filoséfico.

Uno de los miembros de la Academia, de los 17 a los 30 anos, fue el filésofo Aristételes
de Macedonia (mas o menos 384 a.C. — 322 a.C.). La contribucién de Aristételes para los
fundamentos de Matematica fue indirecta, construyé una teoria de afirmaciéon que comen-
zaba con nociones comunes, nociones especiales, definiciones y un tratado sobre logica y
Filosofia, estableciendo la base para toda la Matemdtica griega. Aristoteles funda un centro
cientifico y filosofico llamado Liceu. En los siguientes seiscientos anos, fueron creadas cen-
tenas de Escuelas en Grecia, mas ninguna de ellas comparable en importancia con las dos
anteriormente mencionadas, excepto el Museo de Alejandria.

Otro miembro de la Academia, Eudoxos de Cnido (408 a.C. — 355 a.C'.), construyé un
modelo de como debe ser una teoria matematica, sistematizando formalmente el método
axiomatico inspirado en el trabajo de Aristoteles. Su mas notable contribucién fue compren-
der las cantidades inconmensurables que tanto perturbd a los pitagoéricos. Se cree que sus
trabajos en Matemadtica son la base de los Libros V, VI y XII de Elementos de Euclides.

La Academia fue un centro en cual varios de sus miembros se destacaron en la historia de
la Matemadtica y, en particular, en Geometria, (todas las fechas son aproximadas, no existe

un dato exacto para ellas):

Teodoro de Cirene (465 a.C. — 398 a.C.),

Teaetetus (417 a.C. — 369 a.C.),

Meneacmus (380 a.C. — 320 a.C.),

Dinostrato (390 a.C. — 320 a.C.), hermano de Meneacmus,

Autdlicos de Pitane (360 a.C. — 290 a.C.).

Con la muerte de Alejandro de Macedonia, el Grande, (356 a.C. - 323 a.C.) alum-
no de Aristételes y Meneacmus, el territorio conquistado fue dividido entre sus generales.

Alejandria, ciudad fundada por él, quedd en el territorio gobernado por Ptolomeo I, tierras
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correspondientes al actual Egipto. Este general creo el Museo de Alejandria *, y lo trans-
formo en una Universidad insuperable en su tiempo, en términos de conocimiento. Para dar
una grandeza de la importancia de este centro, noticias de la época hablaban de una bi-
blioteca de 500 mil volimenes. Muchos de los intelectuales se mudaron para alli, entre ellos
Euclides.

1.2. Los Elementos de Euclides

Toda esta construccién de la mente humana, hecha en el transcurso de 300 anos, quedd re-
gistrada en la obra monumental titulada Elementos, constituida en 13 libros (capitulos).
En ella, estan demostradas 465 proposiciones deducidas de un sistema axiomatico en una
forma didéactica, cuyo unico rival en nimero de traducciones es la Biblia. Tal obra expone
sistematicamente toda la Matematica basica conocida en su tiempo. Debemos tal hazana
al matematico griego Euclides (330 a.C. — 270 a.C.) cuya biografia es practicamente des-
conocida. Probablemente estudié en la Academia y se mudé para Alejandria por invitacién
de Ptolomeo I para ser el primer profesor de Matematica del Museo. Escribe cerca de doce
obras pero solamente cinco de ellas sobrevivieron en el tiempo. Su libro titulado Optjca
(Stoichia) fue uno de los primeros trabajos escritos sobre perspectiva. A modo de ilustracién
listaremos los titulos de los libros que componen la obra de Euclides, que no es apenas una
simple compilacién de resultados conocidos; se supone que varias proposiciones y pruebas
son del propio Euclides y, posiblemente, algunas de ellas fueron aumentadas posteriormente.
La obra no trata apenas de Geometria, incluye también resultados de Aritmética. Del Libro
IX quedé para la posterioridad una de las mas bellas y elegantes pruebas da Matematica, la
prueba del teorema: Existen infinitos niimeros primos. Ciertamente, un autor de una obra
como los Elementos deberia ser un matemaético de primera linea. La leyenda lo describe como
un profesor excepcional, siendo caricaturizado con la figura de un anciano bondadoso. Su
propuesta didactica para él la ensenanza de la Matemaética fue espectacular. Todavia hoy,

2300 anos después, es casi que integramente adoptada en las Escuelas de todo el mundo.

“Dedicado a las nuevas musas griegas: Caliope (Poema épico, la musa mas importante), Clio (Historia),
Erato (Poemas de amor), Eutherp (Musica), Melpomene (Tragedia), Polinia (Musica segunda), Therpsicore

(Danza), Talia (Comedia), Urania (Astronomia).
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Los Elementos:
= Geometria plana:

I. Fundamentos de la geometria plana.
II. La geometria de rectangulos.
III. La geometria de los circulos.
I'V. Poligonos regulares en el circulo.
V. La teoria general de magnitudes y proporciones.

VI. La geometria plana de figuras semejantes.
= Teoria de niimeros:

VII. Aritmética béasica.
VIII. Numeros y proporciones.

IX. Numeros y proporciones; La teoria de niimeros pares e impares, niimeros perfectos.
= Nimeros irracionales:
X. Segmentos de recta inconmensurables.
= Geometria Sélida:

XI. Fundamentos de la geometria sélida.
XII. Areas y volimenes; método de Exhaustion de Eudoxos.

XIII. Los sélidos de Platon.
El aspecto que nos interesa es el sistema axiomatico adoptado por Euclides:
1. Nociones comunes:

i) Cosas que son iguales a una misma cosa también son iguales;
ii) siiguales son adicionados a iguales, los totales son iguales;

iii) siiguales son sustraidos de iguales, los restos son iguales;
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iv) cosas que coinciden una con la otra son iguales;

v) el todo es mayor que cualquiera de sus partes.

2. Axiomas de la geometria euclidiana plana:

i) Incidencia: podemos trazar una recta ligando cualesquiera dos puntos;

ii) toda recta limitada puede prolongarse infinitamente en la misma direccion;

iv) todos los angulos rectos son iguales entre sf;

v

iii) podemos trazar un circulo con cualquier centro y cualquier radio;
) por un punto exterior a una recta podemos trazar una tunica recta paralela a la

recta dada.

3. Definiciones: 23 definiciones que hablan con respecto a punto, recta, angulo, circulo,

triangulo, cuadrilatero, etc.

La escuela de Alejandria sobrevivié hasta 450 d.C. y contribuy6 enormemente con el de-
sarrollo de la Geometria pos-Euclides, siendo su mayor exponente el ex-alumno siciliano
Arquimedes de Siracusa (287 a.C. - 212 a.C.) considerado uno de los tres mayores
matematicos de todos los tiempos, junto con el inglés Isaac Newton (1643 - 1727) y el
aleman Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855). Su método para célculo de areas
guarda mucha semejanza con el Calculo Integral utilizado en los dias actuales. Otros nota-
bles de Museo fueron el ex-alumno Apolonio de Perga (262 a.C. - 190 a.C.), con el estudio
de las cénicas, y un profesor del Museo, Papus de Alejandria (290 d.C.- 350 d.C.) que
amplié el trabajo de Euclides, con resultados cuyo espiritu era totalmente diferente del que
fue hecho hasta entonces, demostrando teoremas nuevos relacionados apenas con los axiomas
de incidencia. Papus fue el ultimo gran geémetra griego y su trabajo es considerado la base
de la Geometria Proyectiva. La muerte de Hipatia de Alejandria (370 d.C. — 415 d.C.)

profesora de Museo y primera mujer (después de Teano, esposa de Pitdgoras) a destacarse

k% . . . . . .
FEl quinto postulado es conocido como Axioma de Playfair. En el libro Elementos es puesto un axioma
equivalente: Si una recta, al cortar a otras dos, forma de un mismo lado dngulos internos menores que dos
rectos, esas dos rectas prolongadas indefinidamente se cortan del lado en que estdan los dngulos menores que

dos rectos.
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en el estudio la Matemaética, marca los inicios de la caida de aquel centro como polo intelec-
tual y el periodo de las tinieblas para la civilizacién occidental, Hipatia tiene una muerte
cruel, fue descarnada con conchas de ostras y quemada en plaza ptublica por una turba de
cristianos incentivada por el Patriarca de Alejandria, Cirilo. Cien anos después de la muerte
de Hypatia, en 527 d.C., la Academia Platonica de Atenas ya con 900 anos, igual que otras
escuelas, fue cerrada y sus miembros dispersados por Justiniano, Emperador Romano Catoli-
co. Y por muchos siglos el desarrollo de la Matematica estuvo a cargo de otras civilizaciones,
como la Arabe cuya mayor contribucién fue el Algebra. El conocimiento geométrico quedo,
practicamente, estancado y olvidado por diez siglos. Se cree que con la fuga de los profesores

griegos para Pérsia, la civilizacion arabe tomo el impulso relatado en los libros de Historia.

1.3. Los Axiomas de Hilbert

Dieciocho siglos después de la publicacién de los Elementos (1482), en pleno Renacimien-
to, comenzaron a surgir las primeras traducciones de los Elementos para las lenguas europeas
modernas, pasando aquella obra a recibir un estudio critico para los interesados. Con la re-
tomada del estudio de los Elementos de Euclides surgieron varios resultados sorprendentes
que tenian relacién apenas con la idea de incidencia. Por ejemplo, Girard Desargues (1591
- 1661) y Blaise Pascal (1623 - 1662) demostraron muchas propiedades no métricas de
las conicas que eran bien diferentes de las examinadas por Apolonio dieciocho siglos antes.
El estudio de geometrias con pocos axiomas perdurd por dos siglos mas, a veces de forma es-
poradica y desorganizada, otras con intensidad e imaginacién. Como telén de fondo quedaba
el postulado de las paralelas, la duda del siglo era si ¢l era o no un axioma euclidiano inde-
pendiente de los demas, siendo el mas intrigante topico de interés de los gedémetras. Muchos
creian que podia ser un teorema. No es. A lo largo de la historia muchas demostraciones,
erroneas es claro, fueron presentadas, inclusive por mateméaticos importantes en su época.
Todavia en el tiempo de Euclides, Ptolomeo I creyé que habia dado una demostracion para
el Axioma de las Paralelas y todo llevo a creer que el propio Euclides era reacio en aceptarlo
como postulado, utilizandolo apenas a partir de la 29* proposiciéon de los Elementos. Algu-
nas tentativas fueron dramaticas, como aquella hecha por el padre jesuita italiano Giovanni

Saccheri (1667 - 1773). Simplemente él demostré todos los resultados bésicos de otra geo-
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metria, la hoy llamada Geometria hiperbdlica, mas no tuvo la osadia para creer que podrian
existir otros tipos de modelos geométricos para la naturaleza diferentes de la Geometria
Euclidiana. En la mitad del siglo XIX ya habian sido recolectadas varias hipotesis asumidas
por Euclides y utilizadas en sus argumentaciones sin que hubiesen tenido una demostracion

o una axiomatizacion anterior. Listemos algunas de ellas:

4. Hipdtesis no mencionadas mas utilizadas por Euclides

i) Rectas son conjuntos ilimitados;

ii) vale el postulado de Dedekind: las rectas son continuas,

)
)
iii) en el Axioma ii) la recta que podemos trazar ligando dos puntos es tnica;
)
)

iv) en el Axioma ii) puede continuarse una recta de una tinica manera;

v) Axioma de Pasch: Sean A, B y C tres puntos no colineales y r una recta que no
contiene ninguno de estos puntos. Si r corta el segmento AB entonces ella también

corta el segmento BC o el segmento AC'.

En 1898-99, el matemdtico aleman David Hilbert (1862 -1943) presenté un sistema axio-
matico completo para la Geometria Euclidiana plana y espacial en una serie de conferencias
en la Universidad de Gottingen. Esto significaba que todos los resultados de los Elementos
permanecian validos asumiendo sus postulados. Su sistema axiomético es uno de los marcos
de la Historia de la Matematica pues organiza los fundamentos de la Geometria y el Anélisis.
La comparacion mas proxima que puede ser hecha es con la organizacion ocurrida en Algebra
al ser introducida la nocién de grupo.

Presentaremos a seguir un extracto de los axiomas para la llamada Geometria Euclidiana

plana, asi como también los siguientes hechos:

1. La posible existencia de un conjunto no vacio denotado por E2, que no es llamado

conjunto mas si plano, término listado como indefinido en el sistema axiomatico.

2. Elementos del plano, que no son llamados elementos, mas si puntos, por lo tanto otro

término indefinido.

3. Subconjuntos de E? llamados rectas, término indefinido.
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Observe que sustituimos términos indefinidos por otros, tales como conjunto, elemento,

etc. Las anteriores explicaciones son apenas para comprender la notacion dentro del texto.

I. Términos indefinidos.

Punto, recta, plano, pertenece, esta entre, congruencia.
II. Axiomas de incidencia.

a) Para cualesquiera dos puntos existe una tnica recta que contiene estos puntos.

b) Existen por lo menos tres puntos que no pertenece a una misma recta.

III. Axiomas de orden.

Se establecen cuatro axiomas relacionados con la ordenacion de los puntos de una recta.

IV. Axiomas de congruencia.
Se establecen cinco axiomas relacionados a congruencia de angulos, segmentos y tridangu-

los.

V. Axioma de las paralelas.
Por un punto fuera de una recta se pude trazar una unica recta paralela a la recta

dada.
VI. Axiomas de continuidad.

a) Completitud de una recta.

b) Propiedad arquimediana de una recta.

Algunos otros sistemas axioméaticos equivalentes al de Hilbert fueron propuestos. Entre
los que se destacan el propuesto por George David Birkhoff (1864 - 1944), con fuerte
énfasis en el concepto de distancia, y otro conocido por la sigla SMSG (School Mathematics
Study Group) hecho en la década de 1960 por un equipo de profesores americanos dirigidos
por Edward G. Begle. Aqui, una vez mas, hechos politicos interfieren en los caminos de la
Matematica. Con el lanzamiento del primer satélite artificial de la extinta Unién Soviética,
el gobierno americano decidié reformular la ensenanza de las Ciencias en las escuelas, nom-

brando y financiando grupos de estudios para elaborar las propuesta de la reforma. SMSG
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fué uno de los grupos. Luego, después de fijados los axiomas de Hilbert, el matematico ame-
ricano Oswald Veblen (1880 - 1960) establecié los axiomas de la Geometria Proyectiva en
su obra Projective Geometry en conjunto con John Wesley Young. Actualmente, el inglés
H. M. S. Coxeter (1907 - ) es considerado el mayor geémetra sintético, el cual posee varios

libros publicados en esta area.

1.4. Geometria Proyectiva: una introduccion

Desde la antigiiedad, el hombre ha sentido siempre la necesidad de representar grafica-
mente el entorno que le rodea, como lo demuestran los dibujos encontrados en las cuevas
prehistéricas. Dichas representaciones, inicialmente simbdlicas y carentes de profundidad,
trazadas con escuetas lineas sobre las rugosas paredes de sus salones, fueron con el tiempo
perfeccionandose hasta incorporarse en murales, y objetos diversos (jarrones, vasos, platos,
etc.) como elemento, no sélo decorativo, sino como reflejo de las costumbres y ciertos acon-
tecimientos historicos. Asi, podemos encontrar en las civilizaciones Griega y Romana, los
primeros intentos de representacion con una cierta profundidad, inicialmente mediante el
empleo de la técnica de combinar diferentes proyecciones, adoptando para cada elemento del
conjunto la més adecuada; técnica de la que es un claro ejemplo la representacion egipcia

del cuerpo humano en el que se representan los miembros de perfil y el torso de frente.

La Geometria Proyectiva tiene sus origenes en la pintura del Renacimiento ya que con el
impulso de las artes y las incipientes tecnologias, comienza la preocupacién por el desarrollo
de la perspectiva. Luego, en el siglo XVII se recuperaran ideas de los mateméaticos griegos
(las secciones cénicas, por ejemplo), pero son sin duda los pintores renacentistas los que fun-
damentan esta rama de las Matematicas al conseguir plasmar en lienzos planos los objetos y
las figuras tridimensionales tal como son, a diferencia de sus antecesores de la Edad Media.
Este arte es principalmente abordado por arquitectos y pintores como Leonardo da Vinci,

Rafael Sanzio, Filippo Brunelleschi, Alberto Durero, etc.

En el Renacimiento se investiga la vision que nuestro ojo tiene de una figura cuando la

vemos en distintas pantallas colocadas entre ella y nosotros. Asi nacen la perspectiva y el
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estudio de las proyecciones y las secciones.

El posterior desarrollo de la técnica, y la consiguiente division del trabajo provocada por
la Revolucion Industrial, hizo necesario unificar los dispersos conocimientos para lograr el
entendimiento entre los proyectistas y los constructores, proceso que culminé en 1795 con la

publicacion de la obra de Gaspard Monge “Geometria Descriptiva”.



Capitulo

El Plano Proyectivo y sus

Transformaciones

El plano proyectivo real es una superficie de dos dimensiones que posee un gran nimero
de definiciones equivalentes. Cldsicamente el plano proyectivo real es definido como el espacio
de las rectas que pasan por el origen en el espacio euclidiano tri-dimensional R3. Este espacio
es bastante dificil de imaginar, asi que fueron desarrolladas otras representaciones para él.

Dado que una recta a través del origen es determinada por su direccién, podemos consi-
derar el espacio de los vectores de direccion unitarios, el cual es justamente la esfera unitaria
centrada en el origen. Ahora cada vector y su opuesto determinan la misma recta (se puede
apuntar a lo largo de la recta en cualquier direccién) necesitamos identificar cada punto sobre
la esfera con su opuesto con miras a representar el plano proyectivo real sin redundancias. La
identificacién de puntos opuestos sobre la esfera es llamada la aplicacion antipodal, la esfera
modulo la aplicacién antipodal es el plano proyectivo real.

Ahora, dado que cada punto en el hemisferio sur de la esfera es identificado con uno en
el hemisferio norte, podemos desechar uno de los hemisferios, digamos el inferior, asi cada
punto en el hemisferio superior determina, en forma tnica, una recta en el espacio. Lo que
resta es la identificacion de los puntos sobre el ecuador. Dado que el hemisferio superior
es topologicamente un disco, podemos aplastarlo sobre el plano ecuatorial para obtener la
siguiente representacion del plano proyectivo real: Un disco con los puntos opuestos en la

frontera identificados.

12
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Esta presentacion final al menos tiene la ventaja de hacer parecer el plano proyectivo
una superficie de dos dimensiones (esta hecha de un pedazo de plano). Si tratamos de obviar
estas identificaciones, correremos el riesgo de introducir autointersecciones.

Cualquier curva cerrada en el plano proyectivo que no interseque la frontera del circulo
del disco debe limitar una regién, y por lo tanto es un ciclo trivial”, luego podriamos pensar
que en el plano proyectivo se cumple el teorema de Jordan. © Pero no es asi, ya que si
tomaramos una curva cerrada A que comience en un punto de la frontera y va a través de
los puntos opuestos (linea gruesa en las Figuras 2.1 y 2.2) esta forma una curva cerrada no
trivial, si tomamos dos puntos a y b uno a cada lado de esta curva , podriamos unirlos por
medio de una recta r que no atraviesa a A haciendo uso de un punto sobre la frontera del

disco (ver Figura 2.1).

X

Figura 2.1: Hexagrama mistico de Pascal

“Una coleccién de una o mas curvas cerradas sobre una superficie es llamada un ciclo o mas generalmente
un 1-ciclo dado que es 1-dimensional. Un ciclo es trivial si es la curva frontera de alguna region de la superficie,
y es no-trivial si no limita una regiéon. Por ejemplo, sobre una esfera, cada curva limita una regién, luego
todos los ciclos son triviales, pero sobre el toro, una curva que este alrededor del hueco no limita una region,

y por lo tanto es no trivial
“Teorema de Jordan Camille (1838-1922) Toda curva cerrada simple divide el plano en dos re-

giones
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Figura 2.2: Vecindad en la banda de Moebius

Ademds observemos que una pequena vecindad (gris) (ver Figura 2.2) de esta curva
cerrada forma una banda de Mobius, la banda o cinta de Mébius es un franja con un giro
de media vuelta. Se puede hacer una tomando una delgada cinta de papel y pegar los dos

bordes mas cortos colocando la parte de encima de una en la parte de abajo de la otra.

Figura 2.3: Banda de Moebius

La banda de Mobius tiene una unica curva de frontera y un tnico lado. Esto es no
orientable, lo cual significa que contiene un camino por el cual es imposible definir un lado
izquierdo y derecho o adentro y afuera en una forma global consistente.

De hecho, la banda de Mobius es la unidad fundamental de no-orientabilidad, esto es,
decimos que una superficie es no orientable si contiene una banda de Mobius. o sea una

superficie no orientable por lo tanto el plano proyectivo es no orientable. El resto de la
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superficie (blanco) forma un disco topolégico (una vez la identificacién de la frontera es
hecha), asi el plano proyectivo real es una banda de Mobius con un disco pegado a lo largo
de su frontera. Esto hace el plano proyectivo una de las superficies fundamentales, en el
sentido de que es la menor superficie no-orientable. Bajo la operacién de suma conexa -,
un disco es removido, para formar la suma conexa de una superficie con el plano proyectivo
es simplemente adicionar una banda de Mobius a la superficie. Asi el plano proyectivo es
fundamental para suma conexa también.

El postulado V equivale a la afirmacién de que un punto propio y uno impropio
determinan una sola recta, proposicién valida en el plano proyectivo. Es decir, la geometria
proyectiva se edifica con los mismos elementos de la geometria euclidiana; aquélla podria
estudiarse por entero dentro del marco de esta tltima, tan solo complicando los enunciados.
Esta observacion es muy importante desde el punto de vista de la fundamentacién de la
geometria. Segun ella, al construir la geometria proyectiva no podra encontrarse en ningin
momento contradiccion logica si no la hay en la geometria euclidiana. En la Geometria Fucli-
diana se postula la existencia de rectas que no se intercepta, cuando esto ocurre se dice que
las rectas son paralelas. Tal postulado, contradice la realidad que aprendemos visualmente.
Cuando estamos en una gran autopista en linea recta, sus lados son asumidos paralelos,
mas nuestra sensacion nos dice que ellas concurren en un punto muy lejano, llamado punto
de fuga. En el punto de fuga las dos rectas se intersecaran. Si existe otra autopista en linea
recta, cruzando la primera, al mirar en la direccién de esta otra, veremos el mismo fenémeno,
ahora, el punto de fuga es diferente. Este fenémeno es captado por una fotografia o por una
pintura, sugiriendo que la Geometria Euclidiana es un modelo de la realidad no tan préximo
de nuestras sensaciones cuanto estamos acostumbrados a pensar. Y si acrecentaramos los

puntos de fuga, esto es, si asumiéramos que cualquier dos rectas se interceptan en un tnico

“Suma Conexa: La suma conexa de dos superficies es formada quitando un disco de cada una de las
superficies y conectando los dos huecos por medio de un tubo. La operacién suma conexa es denotada
por medio del simbolo #, como en “K#7T”. Esta operacion tiene como médulo o identidad a la esfera,
S, asi M#S = M para cualquier superficie M. Suma conexa con un toro es equivalente a agregar una
agarradera. Cada superficie es la suma conexa de la esfera o el plano proyectivo o la botella de Klein con

cero o mas toros.
sk sk ok sk

Toda recta del plano define un punto impropio, el cual es el mismo para todas las rectas paralelas, y

distinto para rectas no paralelas, en la seccion 2.1 se define mejor este punto.
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punto, que tipo de espacio geométrico tenemos? Construiremos un modelo para geometria
bidimensional sin rectas paralelas, la Geometria Proyectiva o Geometria eliptica Simple (vea
2)).

Iniciaremos con la construccién del plano proyectivo y cuando estemos familiarizados con

él, recuperaremos la idea surgida de las sensaciones visuales.

2.1. El plano proyectivo, una vision geométrica.

Definicién 1. Se llama plano euclidiano al plano de la geometria euclidiana, es decir, al
plano que utiliza Fuclides en sus Elementos, y para el cual valen todos los postulados estable-

cidos en los mismos. Es el plano ordinario de la geometria elemental.

En el plano euclidiano es cierto que “dos puntos determinan una recta”. En cambio no lo
es la propiedad dual ™ “dos rectas determinan un punto”, puesto que, si bien cuando las
rectas se cortan puede decirse que determinan su punto de interseccion, cuando son paralelas
no determinan ningtin punto. Para obviar esta falta de simetria o dualidad, resulta comodo
ampliar el plano con nuevos puntos, llamados puntos impropios o puntos del infinito, que

seran aquellos determinados por rectas paralelas.

Definiciéon 2. Toda recta del plano define un punto impropio, el cual es el mismo para todas

las rectas paralelas, y distinto para rectas no paralelas.

Por consiguiente, dar un punto impropio equivale a dar una recta, o sea, una direccion
en el plano. Dos rectas paralelas determinan el mismo punto impropio (equivale a decir
. . . . . . " .
que tienen la misma direccién). Con este convenio, el enunciado “dos rectas determinan
un punto” tiene validez general. Puesto que en el caso de dos rectas no paralelas el punto
que determinan es su interseccién (que pertenece a ambas), también en el caso de puntos
impropios se dice, por comodidad de lenguaje, que ellos “pertenecen” a la recta que los

determina. De esta manera cada recta tiene un punto impropio y sélo uno. El conjunto de

“Propiedades duales (en el plano) son las que se obtienen una de la otra permutando entre si las Palabras

“Punto” y “recta” y también las expresiones “recta que une” (dos Puntos) e “interseccién” (de dos rectas).
Como los axiomas usuales de la geometria proyectiva del plano son duales, dado un teorema su expresion

dual también es un teorema.
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los puntos impropios tiene un unico punto comun con cualquier recta del plano, y como esta
propiedad, en el caso de puntos propios, caracteriza a las rectas, se conviene en decir que los

puntos impropios forman una recta, llamada recta impropia o recta del infinito del plano.

Definicién 3 (Primera definicién). Se llama plano proyectivo al plano euclidiano am-

pliado con los puntos impropios.

Una imagen muy util del plano proyectivo se obtiene de la manera siguiente: Sea el plano
7 y un punto exterior O ( ver Figura 2.5). Consideremos el conjunto de las rectas y planos

del espacio que pasan por O (se llama radiacion de vértice O). Se tiene:

O c
2
' ; / ‘
b
a \
—_C
A
T B

Figura 2.4: Plano Proyectivo

La radiacion de vértice O constituye una representacion del plano proyectivo, con el
convenio de llamar “puntos” a las rectas de la radiacion y “rectas” a los planos de la misma.
En efecto, al cortar con el plano 7, a cada recta a que corte a 7 le corresponde el punto A
de interseccion, y a cada plano (a,b) determinado por dos rectas, la recta AB determinada
por los puntos correspondientes. Los puntos impropios de 7 corresponden a las rectas de la
radiacion contenidas en el plano 7/, paralelo a 7, A rectas paralelas de 7 les corresponde
una misma recta paralela que pasa por O, contenida en el plano 7/, o sea, un solo “punto”
impropio. La recta impropia corresponde a 7’. La radiacién de vértice O, excluido el plano
7', constituye una representacion del plano euclidiano.

Obsérvese que al definir el plano proyectivo no se hace més que introducir los elementos

impropios como una manera comoda de unificar enunciados, pero con ello no se alteran los
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postulados que relacionan los elementos punto y recta de la geometria euclidiana.
Axiomas de la Geometria Proyectiva (recordar los axiomas de la geometria euclid-
iana pagina 9)
[. Términos indefinidos

Punto, recta, plano, pertenece.
IT. Axiomas de incidencia.

V Axioma de las paralelas.

Sea [ una recta y A un punto no en [. Entonces toda recta que incide en A intercepta
l.

2.2. El plano proyectivo RP?, una visién algebraica

Inicialmente construiremos el conjunto que seré el plano proyectivo. Considere el conjunto
obtenido de R? al retirar el vector nulo o = (0,0,0). En un lenguaje méas informal se dice
que este conjunto es R® perforado en el origen (o simplemente perforado) y la notacién
convencional para indicarlo es R3\ {o}. Al decir que I' es un “plano” en R?®\ {0} queda
subentendido que este es la interseccién del plano I' C R?® con R? \ {o}. Por tanto, si el
contiene el origen sera un plano perforado. Los mismos comentarios valen al usar el término
“recta” en R? \ {o}. Ella puede ser o no perforada, caso incida o no en el origen. En el

conjunto R3\ {o} (conjunto de vectores no nulos), definimos la relacién de equivalencia
v~ w < siexiste un ndmero real A # 0 tal que v = Aw.
Considere el conjunto cociente
RP* = (R*\ {o})/ ~ .

Definicién 4 (Segunda definicién). Llamaremos RP? al plano (proyectivo) y sus elemen-

tos de puntos (proyectivos).
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Un elemento (clase de equivalencia) del plano proyectivo es llamado el punto proyectivo,
o simplemente punto, y serd denotado por una letra miniscula con una barra sobrepuesta,
por ejemplo, v, donde v es un vector no nulo de R3. Como sabemos, ¥ es un subconjunto
de R?\ {0} y por la definicién de la relacién de equivalencia asumimos que el conjunto que

estd nominado es el conjunto de los multiplos no nulos de v,
v={M;AeR y X#0}.

En otras palabras, el subconjunto o C R? \ {0} es una recta, perforada. La aplicacién

cociente es la funcion denotada y definida por
TR\ {o} — RP?, U(v)=n0.

Para disminuir el esfuerzo de la lectura, en vez de usar largas barras sobre triplas para
designar los puntos del plano proyectivo, utilizaremos una notacién méas simple y conveniente.

Sea v = (v}, v2,v3) un punto de R?\ {0}. La notacién usual seria:
v = (U17 Vo, U3)

para indicar la clase de equivalencia de v. En vez de eso, seguiremos la notaciéon clésica, ya

conocida, para indicar elementos del plano proyectivo, a saber,
0= (vy : vg : v3).

Tal tripla recibe un nombre especial: coordenadas homogéneas de v. Su utilizacion trae

grandes ventajas en relacién con otra notacion, como veremos.

2.3. Relacién entre RP? y §?

Para entender mejor el plano proyectivo lo relacionaremos con la esfera unitaria en R3,
S2. Esta relacién queda establecida de la siguiente manera. Para cada clase de equivalencia
v = (v1 : vy : v3) € RP? podemos determinar dos elementos de la esfera unitaria S?> ¢ R3\ {0}
en la clase de equivalencia de v. Ellos son los tinicos vectores unitarios multiplos de v, que
se asemejan,

1 1
U= v y —U=———0
V]l V]l
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La divisién por la norma del vector v esta bien definida pues ||v|| # 0 y como u y —u son
multiplos no nulos de v valen las igualdades © = & = —u. Por lo tanto, tenemos una funcién

proyeccion sobreyectiva, que es la restriccion de la funcién proyeccién antes definida,
U, : S? — RP?, Uo(u) = 1,

tal que el conjunto pre-imagen de cada punto v es formado por dos puntos de S?,

Vo) = {ﬁv,—ﬁv}.

La anterior construccién nos da una nueva forma de ver el plano proyectivo que es obtenido
al identificar los puntos antipodales de la esfera unitaria. Por tanto, podemos construir el
plano proyectivo definiendo una relacién de equivalencia con la esfera unitaria del siguiente
modo: sean u,v € S%. Decimos que u ~ v si, y solamente si, ¥ = v 0 u = —v. De esta forma
RP? = §%/ ~ ™. Continuemos intentando imaginar como es el plano proyectivo. Por lo
visto, cualquier punto o € RP? puede ser representado por un punto v = (u1,up,uz) € S? tal
que uz > 0. Recordemos que el término “representa el mismo elemento” significa que los dos
puntos determinan la misma clase de equivalencia, @ = v € RP?. Por tanto, si consideramos

el hemisferio norte de la esfera unitaria,
H,, = {u S <u, €3> > 0},

la restriccion de la funcién proyeccién ¥, : H,, — RP? es sobreyectiva. Pueden ocurrir dos

situaciones para la pre-imagen de un punto proyectivo @ = (uy : us : ug) por ¥,,
LU Ya)={u}, si u3>0 o,
2. U Nu) ={u,—u}, si uzg=0.

Considere la recta eliptica 7., C S? (esta recta eliptica es el gran circulo obtenido por
la interseccién de la esfera unitaria con el plano zy, o, z = 0). La imagen de esta recta
eliptica 7., por la proyeccién ¥, es llamada el conjunto de puntos ideales, I,. Observe que

la proyeccién ¥, aplica el conjunto H,, /7.,, biunivocamente sobre RP?/1..

ook ok Kok , . . . . . . , .
En este caso, el simbolo de igualdad indica que existe una correspondencia biunivoca entre los conjuntos

construidos de una forma y de otra. Tal correspondencia es establecida de modo natural, como fue indicado.
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2.4. Rectas proyectivas

En la geometria eliptica, los circulos méaximos de S? son equivalentes con las rectas de
la Geometria Euclidiana, en el sentido de que la distancia recorrida sobre la esfera unitaria,
para desplazarse entre dos de sus puntos, es minimizada cuando la trayectoria es un arco
del circulo maximo que contiene estos dos puntos. La misma pregunta es da para el plano
proyectivo. ;Cual es la trayectoria de menor medida que podemos recorrer en RP? para
desplazarnos de un punto ¥ a un punto w.? La pregunta no tiene sentido si supiéramos cual
es la funcién de distancia que estamos considerando en el espacio proyectivo. Para enfatizar
que en nuestro caso la Geometria proyectiva busca estudiar apenas problemas de incidencia,
sin involucrar los conceptos de congruencia y de orden, dejamos para lectura complementar
del capitulo la presentacion de la funcion distancia clasica considerada en el plano proyectivo.
Con aquella distancia tenemos la respuesta, debemos recorrer una trayectoria sobre la imagen
de un gran circulo de S? por la aplicacién proyeccién ¥ : S? — RP? que contiene los puntos

vy w Esto nos lleva a fijar el siguiente término.

» Un subconjunto r C RP? es una recta proyectiva si r forma la imagen de la recta

eliptica por la proyeccién ¥, : S? — RP?
Una definicién equivalente con planos perforados es:

= Un subconjunto » C RP? es una recta proyectiva si r forma la imagen de un plano

perforado I" por la proyeccion ¥ : R?\ {0} — RP?

Existe un modo préactico de nominar rectas proyectivas. Como sabemos, un plano I' C R?
que contiene 0 = (0,0, 0) queda determinado por su vector normal 1 = (11,12, 73), que es un
vector no nulo. Resaltamos tal propiedad al utilizar la notaciéon I';. En este caso, la ecuacion

lineal que define el plano es
L'y :maxy + mowe + n3x3 = 0.

La siguiente observacién nos induce a pensar inmediatamente en el plano proyectivo.

Todo multiplo no nulo de n, An = (An1, An2, An3), donde X es un escalar diferente de cero,
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también determina el mismo plano que contiene al origen, asimismo, cualquier otra ecuacion

lineal que define aquel plano es de la forma
Ly Ay + Anpag + Az = 0.

Lo anterior nos permite considerar la clase de equivalencia 7 € RP?. Guardemos este
punto proyectivo 7, por un momento. Por otro lado, la intersecciéon de I'y con la esfera
unitaria S? determina un circulo maximo y todo circulo méximo es obtenido de este modo.
Por definicién, la imagen de este circulo méximo por la proyeccion ¥ : S — RP? es una recta
proyectiva r. Los dos factores juntos nos llevan a fijar la siguiente notacién. Si escribiéramos
la expresion,

la recta proyectiva T

nos estaremos refiriendo a la recta proyectiva r C RP? determinada por la proyeccién del
circulo maximo r, = I’y N S%. Por ejemplo, é5 = (0 : 0 : 1) indica la recta proyectiva re,
que es la imagen, por la funcion proyeccion, del gran circulo obtenido por la intersecciéon del

plano zy con la esfera unitaria. Asimismo, 7, es la recta de puntos ideales, /.

2.5. Plano proyectivo dual

Consideremos el plano proyectivo RP? y el conjunto de sus partes, P(RP?). Escojamos
el subconjunto R C P(RP?) definido por

R es el conjunto formado por todas las rectas proyectivas.

Para construir un modelo geométrico que represente el conjunto R, necesitamos hacer una
abstraccion: consider cada recta proyectiva como un punto de un conjunto. El factor principal

utilizado en la construccion ya lo presentamos en la anterior seccion,
. _ 2 . o .
cada punto proyectivo 1 € RP* determina una tnica recta proyectiva 1y

y cada recta proyectiva 1 C RP?  determina un unico punto proyectivo 1.

Estos comentarios nos permiten reescribir el conjunto R de la forma

R:{rﬁ; 7 GRPQ},
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v nos, permite establecer una correspondencia biunivoca entre R y RP?,
Tﬁ 1.

Luego, ezisten tantas rectas proyectivas cuantos puntos proyectivos. Siendo asi, tomaremos
el conjunto RP?, como modelo geométrico para R. Esto causa un problema: ;cémo distinguir
dentro de la lectura un punto proyectivo de una recta proyectiva? Como primera medida,
para que la confusiéon no ocurra, el conjunto de las rectas proyectivas sera indicado por
RP?** y denominado plano proyectivo dual. La segunda medida es designar los elementos de
RP* por las letras griegas minusculas 7, i, 7, etc. en lugar de 5, T, T, €tc. respectivamente.

Asimismo
r; C RP? — 7 e€RP™

2.6. Incidencia

Resumiendo la presentacién hecha hasta el momento, tenemos:
» Un conjunto llamado plano (proyectivo) RP?;

* elementos de este plano llamados puntos (proyectivos);

* subconjuntos llamados rectas (proyectivas);

* el concepto de una recta incide en un punto.

Por tanto, estamos preparados para verificar los axiomas de la Geometria Proyectiva en el
conjunto RP?. Resaltamos las dualidades entre los enunciados envolviendo puntos proyectivos
y rectas proyectivas.

Los dos tultimos axiomas de incidencia son obvios. Para el primero, necesitamos de un

criterio de incidencia entre una recta proyectiva y un punto proyectivo.

Proposicién 1 (Condicién de incidencia). Dados un punto proyectivo v € RP? y una

recta proyectiva 1 € RP*. Entonces

v y ry son incidentes si, y solamente si, <v, 77>: 0.
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Demostracion: Sea I, el plano perforado en el origen cuyo vector normal es 7. Vea la siguiente

secuencia de equivalencias,

1
(v, =0 & =vel, <« j:mv€r,7:rnﬂ§2 & EZTUErﬁ.

Esto termina la demostracion. [ |
Axioma Para cada dos puntos distintos existe una tnica recta que los contiene.

La validez de este axioma sera registrada en una proposicion.

Proposicién 2 (Ecuacién de una recta que pasa por dos puntos). Por dos puntos

proyectivos distintos v,w € RP? incide una inica recta proyectiva, a saber,
n=7uvxw € RP*

Demostracion: Dados 7, w € RP? dos puntos distintos, sean a y b elementos de S? que repre-
sentan aquellos dos puntos proyectivos, respectivamente. Observe que b # —a, caso contrario
tenfamos ¥ = w, contradiciendo la hipdtesis. Considere el tinico plano en R? contenido los
puntos a,b y al origen, esto es, considere el plano I';, donde 7 = a x b. La interseccién de

este plano con la esfera unitaria determina el circulo méximo
Q@
ry=3S"NT,,.

Por definicién, el conjunto ¥(r,) es la recta proyectiva r;, y como a y b son puntos de este
circulo maximo, sus imégenes ¥(a) = @ = v y ¥(b) = b = w pertenecen a aquella recta
proyectiva. Para demostrar la unicidad, sean 7, w € RP? supongamos que 7j; # 7, entonces

existen 7y, 75, incidentes en ¥ y w por lo tanto podemos afirmar:
<’U,’)71> =0 , <U7772> =0

<w7771> =0 , <w7772> =0,

luego,
0,v,w e I';;, U{0},
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y
0,v,w e I';, U{0},
entonces
I, =1,, = m esparaleloa ny,

T = A
asi

h = 12
absurdo.

En el plano proyectivo no existe paralelismo entre rectas proyectivas. Dos rectas distintas

siempre concurren en un unico punto.

Proposicién 3 (Concurrencia de dos rectas). Dos rectas proyectivas distintas, 1, v €

RP* tienen un dnico punto U en comun. Este punto es dado por

v =1nx v € RP?

Se dice que tres puntos @, v, w € RP? son colineales si existe una recta proyectiva incidi-
endo sobre los mismos. También existe un criterio simple para determinar si tres puntos del

plano proyectivo son colineales.

Proposicién 4 (Ecuacién de colinealidad para tres puntos). Dados tres puntos @, v,w €

RP? tenemos que
u,v,w son colineales si, y solamente si, det|u,v,w] = 0.

Demostracion: Vamos asumir que los puntos son distintos, caso contrario la demostracion
es trivial. Los puntos son (proyectivamente) colineales si, y solamente si, existe un plano I',
contenido el origen y tal que la imagen del circulo méximo I'()S? por la funcién cociente
T, : S2 — RP? contiene estos puntos. Pero a su vez, tal ocurre si, y solamente si, el plano

contiene los representantes (que son vectores no nulos y no colineales en R?) de los tres
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puntos, u,v, y w. Observando que un vector normal al plano es n = v X w y que u es

perpendicular a  podemos afirmar que u,v,w € I' si, y solamente si,

detu,v,w] = (u,v x w) = (u,n) = 0.

2.7. Geometria Afin

El espacio vectorial R? es identificado con cualquier plano Euclidiano utilizdndose un
sistema de ejes Cartesianos. En esta seccién identificaremos el espacio R? con una parte del
plano proyectivo, que serd llamado el Plano afin.

Axiomas de la Geometria Afin

I Términos indefinidos

punto, recta, plano, pertenece, esta entre.
IT Axiomas de incidencia.
ITT Axioma de las paralelas.

El plano Euclidiano R? es naturalmente identificado con el plano horizontal IT : z = 1
(paralelo al plano zy) en R3\ {0} que a su vez, es un plano tangente a la esfera unitaria S

en el polo norte, p, = (0,0,1). La identificacién es simple,

(z,y) < (x,9,1).

Ahora, cada punto (z,y,1) € II € R?\ {0} determina un tinico punto en RP?, el cual seré,

(x :y:1). Considere el conjunto denotado y definido por
AP? ={(z:y:1) € RP*; (z,y,1) € R%}.

Llamaremos AP? al plano (Afin) y sus elementos de puntos (Afines).
Observe que cualquier punto © = (z : y : z) del plano proyectivo, con la tercera coorde-

nada homogénea no nula, z # 0, estd en el plano afin, el punto puede ser representado como
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v =(%2:%:1)y v corresponde al punto (£ : ¥) € R% Llamaremos esta identificacién de

identificacion afin. En resumen, el plano afin es el plano proyectivo menos la recta ideal I .
Como la recta ideal es la recta proyectiva r5, con 7 = (0: 0 : 1), podemos definirlo también

en la forma

AP? = {(uy : ug : uz) € RP%uz # 0}.

2.8. Rectas afines

Volvamos al problema de la sensaciéon visual colocado en el inicio del capitulo: dos rec-
tas que consideramos paralelas convergen para un punto de fuga. El plano afin capta esta
sensacion.

Llamaremos recta afin a la interseccién de una recta proyectiva con AP

Como cualquier recta proyectiva intercepta la recta ideal I, en un tinico punto, se sigue
que una recta afin es una recta proyectiva menos su punto ideal.

El plano afin dual, el conjunto formado por las recta afines, serd denotado por AP* y
una recta affn serd indicada tanto por 7 € AP** cuanto por r; C AP?, en que 1 = (1,72, 73)
con 13 # 0. Observe que AP?* puede ser identificado con el plano proyectivo menos el punto
n=(0:0:1).

El punto principal de la construccién dice respecto a la relacién existente entre las rectas
Euclidianas en R? y las rectas afines. Una recta [ C R? esta determinada por un vector
normal n = (11,72) (no nulo) y por uno de los puntos en el cual ella incide, p = (p;, p2) € (.

Como sabemos, la ecuacion lineal que define la recta es
Lima +npy + 3 =0,

donde 73 es una constante que depende del vector normal n y del punto p. Un ejemplo

dejard mas clara la notacion.
Ejemplo 1. La recta Euclidiana [ C R? cuya ecuacién es
[:3x—2y+6=0,

tiene vector normal n = (3, —2) y contiene, por ejemplo, el punto, p = (0, 3). Aqui estamos

denotando n; = 3, 7, = —2 y n3 = 6. Para identificar el plano R? con el plano Euclidiano
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II C R3, en términos de ecuacién, II : z = 1, establecemos que

(z,y) < (x,9,1).

La recta Euclidiana [1 es identificada con una recta s contenida en aquel plano horizontal.
Por otro lado, una recta en R? esta determinada por la interseccién de dos planos en R3, en

este caso, un plano vertical (perpendicular al plano zy) y otro horizontal, a saber,
3r—2y+6=0
z—1=0

Mas existen infinitos planos que interceptados con el plano II : z = 1 determinan la
misma recta s, y entre tanto, estamos interesados en el plano I, contenido el origen. Ella es

precisamente aquella que tiene ecuacién
[ :3x — 2y + 62 =0.
donde 1 = (3,2,6). Por tanto, s =1INT,,
3r—2y+6z2=0
z—1=0

Es claro que al proyectar los puntos de s sobre el plano afin, obtenemos la recta afin r,
conn=(3:-2:6).

Proposicién 5. La identificacion de R? con el plano afin AP? transforma la recta Euclidiana

L:mz+ny+ns =0, en la recta afin rg, donde 7 = (1 : 12 : 13).

Ejemplo 2 (Rectas paralelas en R?). Examinemos las rectas afines determinadas por
rectas paralelas [ y I’ en R?, mas no coincidentes. Como las rectas son paralelas y distintas,

ellas admiten ecuaciones en la forma
L:mz+ny+n3=0,

U':max+ny +n; =0,



29 2 EL PLANO PROYECTIVO Y SUS TRANSFORMACIONES

con 13 # 1. Las rectas afines determinadas por ellas son, respectivamente, 7 = (1y : 72 : 1)3)
y U= (1 : 12 : %), elementos de AP?*. Para calcular el punto de interseccién de las rectas
afines, deberemos utilizar el método establecido para el cédlculo de intersecciones de rectas

proyectivas, o sea la interseccién deberia ser

p=nxXv=nmn;—nms:mns —mnjs:0).

Mas este punto proyectivo es un punto ideal que no pertenece al plano afin. Luego, rectas

Euclidianas paralelas determinan rectas afines que no se interceptan en el plano afin. El

punto p = n X v es aquel punto de fuga para el cual, aparentemente, las rectas paralelas

convergen.

Esencialmente el plano afin es el hemisferio norte de S? sin el ecuador.



Capitulo
Colineacion

En los préoximos dos capitulos estudiaremos las aplicaciones proyectivas, o proyectivi-

dades, que son clasificadas en dos tipos,

colineacién

Proyectividad Polaridad
correlacion

No-polaridad

Una colineacion es una aplicacién biyectiva 1 : RP* — RP? que preserva colinealidad, o
sea, si @, 0 y w son puntos proyectivos colineales, entonces las imédgenes ¥ (u), ¥ (v), y ¥ (w0)
son también puntos proyectivos colineales.

La presentacién de los topicos a seguir seran puestos en un lenguaje mas algebraico. A
una colineacién, asociamos un operador lineal de R® y con él a la mano, desarrollaremos
esta teoria sin dificultades. En el préximo capitulo trataremos las correlaciones. Anticipamos
este concepto. El espacio de las rectas proyectivas, o sea, el plano proyectivo dual, RP?*,
fue identificado con el plano proyectivo, RP?, por tanto satisface los axiomas de la Geo-
metria Proyectiva. Una correlacion es una aplicacion biyectiva entre los planos proyectivos,
p : RP? — RP*, que posee la propiedad de colinealidad dual, o sea, si @, 0 y w son tres
puntos proyectivos colineales entonces p(u) = 1, p(v) = gy p(w) = v son rectas proyectivas

concurrentes.

30
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3.1. Operador lineal y colineacién

Un operador lineal invertible A : R? — R3 induce una aplicacién en el espacio proyectivo,
basta definir

A:RP?* — RP?, A(z:y:z)= Alr,y,2).

En una forma mas compacta, escribimos A(v) = A(v). Antes de mostrar que la aplicacién

esta bien definida veamos un ejemplo.
Ejemplo 3. La matriz A es no singular pues det[A] = —10,

1 0 -1
Al=12 0 3
2 2 2

Como sabemos, el operador lineal A : R* — R? definido por [A] es invertible. La colineacién

inducida en el plano proyectivo es la aplicacién A : RP? — RP?,

Alx:y:2)=(r—2z:2x 432 : 20+ 2y + 22).

Proposicién 6. Sea A : R* — R? un operador lineal invertible. Entonces la aplicacion
A RP? — RP?, A(D) = A(v), esta bien definida y es una colineacion.

Demostracion. La buena definicién de A es consecuencia de dos cosas:

1°) Si o € RP? entonces v # (0,0,0). Siendo A invertible sigue que A(v) # 0. Luego, el
elemento A(v) € RP? est4 bien definido.

2°) El valor de A en un punto proyectivo no depende del representante del punto. Veamos

esta afirmacién. Sean u,v € R? tales que 4 = ©. Siendo asi, existe un numero real

A # 0 tal que v = \v. Evaluemos A(u) teniendo en cuenta que A es un operador lineal

en R3,

A(u) = A(M) = AA(v) = A(v).

Para demostrar que A es inyectiva, sea A(0) = A(w) entonces, por definicién, tenemos

(
que A(v) = A(w), luego A(v) = AMA(w) = A(Aw) y como A es operador lineal entonces,
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A(v — Aw) = 0 como A es invertible y obtenemos:
v-—dw=0 = v=w = U=

Ahora, sean o € RP? entonces v € R> — {0} C R? con la aplicacién A : R — R? es
invertible, entonces existe w € R? tal que A(w) = v es claro que w # 0 dado que si

w =0y como A es invertible tendriamos que A(w) = 0 = v pero v # 0 absurdo, luego

weR— {0} = weRP?

Aw) =v = A(w) = A(0)
por lo tanto A es sobre.

Vamos a mostrar ahora que A es una colineacién. Sean 4,7 y w puntos proyectivos

colineales. Por el criterio de colinealidad tenemos que det[u, v, w| = 0. Apliquemos el

mismo criterio para los puntos proyectivos A(u), A(v) y A(w),

det[A(u), A(v), A(w)] = det([A][u, v, w]) = det[A]det[u, v, w] = 0.

3.2.

Construccion de colineaciones

Para construir un operador lineal A : R? — R? basta establecer cuales son los valores de A

en los vectores de la base canénica C ={e1, es, €3 }. Escogidos los valores A(e;) = u, A(es) = v

y A(es) = w, la matriz canénica del operador lineal es la matriz [A] = [u, v, w]. Cuando el

conjunto {u, v, w} es una base de R? el operador lineal A es invertible.

Para construir colineaciones procedemos de la misma forma, entretanto, el grado de

libertad es menor, es necesario prefijar el valor de la colineacién en cuatro puntos proyectivos

no colineales tres a tres. Este es el teorema principal de esta seccion. La demostracion de la

proposicién a seguir es constructiva, y la ilustraremos con ejemplos numéricos.
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Proposicién 7. Sean @,7,w y t puntos de RP* no colineales tres a tres. Entonces existe
una colineacion A : RP? — RP? inducida por un operador lineal invertible A : R® — R3, tal
que

Ale) =1, Aeg) =1, Alez)=w, A(l:1:1)=1.
Ademds, el operador lineal es definido por la matriz

[A] - [klua k2v7 k3w]7

donde ki # 0,ky # 0 y k3 # 0 son las constantes

det(t, v, w] det|u, t, w] det|u, v, 1]
_ , = _

ki

 detfu,v,w]’ " detlu,v,w]” T detlu,v,w]

Ademds de lo anterior, si algin otro operador lineal invertible B : R® — R3 define la misma

colineacion que A entonces B = AA para algun escalar A # 0.

Demostracion: Como siempre, escojamos representantes de los puntos proyectivos,
u = (ug,ug,ug), v=(v,v9,0v3), w=(wywywsz), t=t;,ta,13).

Por hipétesis, tres puntos proyectivos diferentes de la lista son no colineales. Siendo
asimismo, los tres primeros vectores u, v, w forman una base ordenada de R?, esto es equi-
valente a afirmar que det|u, v, w] # 0.

Recordemos que para cualquier punto p € RP? vale la igualdad p = kp, para cualquier

escalar k # 0. Luego, al exigir que A(e;) sean aquellos valores, estamos exigiendo que

A(61> = (k:lul, ]{?1U2, k1u3),
A(62> = (k2vl7 ]fgvg, /{32’03)7
Ales) = (kswy, ksws, ksws),

donde k; # 0,7 = 1,2, 3, de donde concluimos que la matriz [A] debe tener la forma

klul kg’Ul k3w1
[A]l = | kyuy kyvy  ksws

kius  kovs ksws
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observemos que esta es no singular, pues
det[A] = kykoksdet|u, v, w] # 0.
Para determinar los k/s utilizamos el cuarto valor, A(1:1: 1) = (t; : t5 : t3). La condicién
A(1,1,1) = (tq, Lo, t3)

nos lleva al sistema de ecuaciones lineales expresado en la forma matricial como

tl k1u1 kg’l)l k3w1 1 u;y vV wy kl
t2 - 1{31 U9 ]{52’02 1{33?1)2 1 - Ua Vo Wo kQ
t3 k1U3 k’g?]g, k3w3 1 us V3 W3 l{?3

como det[u, v, w] # 0 podemos resolver el sistema por la regla de Cramer y obtener los valores
k1, ks y k3 como en el enunciado.
Para la ultima afirmacion de la proposicion, supongamos que B define la misma coli-

neacién que A, entonces, para cualquier 7 € RP? tenemos

A(@) = B(), A@) - B(@) =0,

para todo x € R?\ {0}, luego A = \B.

Mas adelante mostraremos que soélo existe aquella colineacién asumiendo los cuatro va-
lores prefijados.
Ejemplo 4. Sean u = (1:1:0),0 =(0:1:1),w=(1:1:1)yt=(3:0:1) puntos
proyectivos. Determinemos una colineacién A : RP? — RP?, tal que A(é,) = u, A(ey) =

v, A(es)=w, A(1:1:1)=t. Los puntos son no colineales tres a tres pues
detlu,v,w| =1, ky =det[t,v,w] = —1,

ke = det[u,t,w] = =3, k3 = detlu,v,t] = 4.
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Por la ultima proposicion debemos construir una matriz del tipo

k1u1 kZQUl k3w1
[A]: Fiug  kpvy  ksws

kius  kovs  ksws

Observe que, practicamente, todas las entradas de la matriz fueron calculadas,

-1 0 4
Al=1] -1 -3 4
0 -3 4

Por tanto, A(z 1y : 2) = (—z + 42 : —wv — 3y + 4z : =3y + 42).

Teorema 1. Dados dos conjuntos de puntos de RP?,

A Y Y
}7 {u,v,w,t},

|

{a,v,w,

tales que tres puntos cualesquiera de cada uno de los conjuntos son no colineales. Entonces
existe una colineacion A : RP* — RP? inducida por un operador lineal invertible A : R® —
R3, tal que

Aa) =/, A@)=v, Aw)=w', A@l) =t.

Ademds, si algiin otro operador lineal B : R® — R3 define la misma colineacion que A

entonces B = AA para algun escalar A # 0.

Demostracion: Sabemos construir colineaciones C' : RP? — RP? y D : RP? — RP? tales que

Ce)=u, Clea)=v, Ces)=w, C(1:1:1:)=t,

Ahora, como la inversa de una colineacién es una colineacién y la compuesta de dos colinea-
. . ., T . .
ciones una colineacion, la aplicaciéon D o C' ~ es la colineacién buscada.
Para la segunda parte del teorema supongamos que B define la misma colineacién que

A, entonces, para cualquier § € RP? tenemos
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para todo y € R3\ {0}, luego A = A\B.

3.3. Teorema fundamental

Como vimos en la seccién anterior, un operador lineal invertible A : R3 — R3 induce una

colineacién A : RP? — RP?. La reciproca es también verdadera, veamos:

Teorema 2 (Teorema fundamental de la Geometria Proyectiva). Toda colineacion

Y : RP?* — RP? es inducida por un operador lineal invertible A : R? — R3.

La demostracién se basa en dos resultados. El primero afirma que el tinico automorfismo
de cuerpo de los reales es la aplicaciéon identidad. El segundo resultado clasifica todas las

funciones de R? en R? que manda rectas en rectas. Demostraremos aqui el primer resultado.

Proposicién 8. §i f : R — R es una aplicacion no idénticamente nula tal que para cua-

lesquiera x y y reales valen las igualdades:

a) flx+y)=f(x)+ fly);  (aditiva)

b) flay) = f@)f(y);  (multiplicativa)

entonces f(x) = x.

Demostracion: Primero veamos algunas observaciones.
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Observacion 1. f(a) = 0si, y solamente si, a = 0. Veamos, las igualdades f(0) = f(040) =
f(0) + f(0) = 2f(0) lo cual implica que f(0) = 0. Ahora, supongamos, por absurdo, que

existe un a # 0 tal que f(a) = 0. Entonces para todo = € R tenemos:

x x x
f@) = f(a%) = f@f () = 0f(5)=0.
a a a
Esto significa que f es idénticamente nula, asi tenemos una contradiccién y por lo tanto

queda demostrada esta observacion.

Observaciéon 2. f es una funcion impar, pues
0=f(0) = flz+ (—2)) = f(z) + f(—=),

luego f(—x) = —f().
Observaciéon 3. f(1) = 1. Para cualquier x real tenemos que f(z) = f(1z) = f(1)f(x), por

lo tanto, f(x)(f(1) —1) = 0. Como f no es idénticamente nula, existe z( tal que f(zg) # 0.
Luego, f(1) = 1.

Observacién 4. f(x?) = [f(x)]* para cualquier x pues f(2?) = f(zx) = f(z)f(x).
Afirmacién 1. f(nz) = nf(x) para cualquier entero n y cualquier z real.

Fijemos cualquier z real. Demostremos por induccién que la afirmacion es verdadera para
cualquier n > 0. Para n = 0 la afirmacién es verdadera por las observaciones iniciales. Vamos

a asumir que la afirmacién sea verdadera para n. Calculemos f((n + 1)z),

f((n+1Dx) = flnz + ) = f(nz) + f(z) = nf(x) + f(z) = (n+1)f(2).

Por tanto, la afirmacion es verdadera para cualquier n > 0. Para n < 0, utilizamos la obser-
vacién 2 de que la funcién es impar, f(nx) = f((—n)(—x)) = (—n)f(—x) = (—n)(—f(x)) =
nf(x). Esto concluye la demostracién de la afirmacién.

Afirmacion 2. f (%x) = = f(z) para cualquier racional > y cualquier = real.

T m

Fijemos cualquier x. Sea m un entero no nulo. Por la afirmacion anterior podemos escribir,

o= 1(2e) =i ().
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Luego, f (%x) = % f(x). Ahora es fécil concluir la demostracién de la afirmacién, pues

1(20) =150 () == (2o
Afirmacion 3. f(%) = - para todo racional .

La demostracién es trivial,

1G) =Gy = =5

Afirmacidén 4. f preserva el orden, esto es, si z < y entonces f(z) < f(y).

Sea z > 0. Como existe a > 0 tal que a® = z, tenemos f(z) = f(a?) = [f(a)]* > 0. Esto
es suficiente para mostrar que f preserva el orden. Veamos. Si z < y entonces 0 < y — x. Por
lo anterior, 0 < f(y —z) = f(y) — f(x), luego f(z) < f(y).

Ahora estamos listos para concluir la demostracion de la Proposicién 8.

Suponga, por absurdo, que exista z tal que f(zg) # xo. Sin perdida de generalidad,
podemos asumir que f(xg) < xo. De la densidad de los reales, tenemos que dados dos niimeros
reales distintos, existe un racional entre ellos. Sea a un racional tal que f(zg) < a < 2. Como
f preserva el orden y a es racional, tenemos que a = f(a) < f(xy), lo cual contradice nuestra

suposicién inicial. Luego f(x) = = para cualquier z real. [

Proposicién 9. Sea B : R?> — R? una funcién biunivoca tal que B(o) = o. Si B aplica

rectas euclidianas en rectas euclidianas entonces B es un operador lineal invertible.

Demostracion: El termino “aplica rectas en rectas” significa que la imagen de una recta
euclidiana estd contenida en una recta euclidiana. Sean [ y k rectas tales que B(l;) C k.
Inicialmente mostraremos que B(l;) = k y [; es la tnica recta cuya imagen estd contenida
en k. Vamos a suponer, por absurdo, que existe un punto ¢ € k pero ¢ ¢ B(l;). Como
B es biunivoca existe un tnico punto ¢y tal que B(qy) = ¢. Es claro que ¢y ¢ [1. Sea [y
una recta que contiene gy y es perpendicular a [ en ¢; € [;. Como B aplica rectas en
rectas y B(qo), B(q1) € k entonces B(ly) C k. Ahora, dado un punto cualquiera p de R?, él
pertenece a una recta [ que intercepta [y U ls en por lo menos dos puntos, digamos p; y ps.

Nuevamente, como B(p;), B(p2) € k sigue que B(I) C k. Esto muestra que B(R?) C k. Esto
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es absurdo dado que, estamos suponiendo que B es sobreyectiva. Luego, existe la recta [; tal
que B(ly) = k.

Mostremos, ahora, que las imdgenes por B de cualesquiera dos rectas paralelas [ y [y son
dos rectas paralelas. De la observacién anterior, podemos afirmar que B(l;) y B(l2) son rectas
distintas. Suponga, por absurdo, que exista un punto en la interseccién p € B(ly) N B(ls).
Siendo asi, la preimagen B~!(p) tiene por lo menos dos puntos, uno en cada recta paralela,

contradiciendo la hipétesis de B ser biunivoca.
Afirmacién 5. Si v,w es una base de R? entonces B(v + w) = B(v) + B(w).

La hipdtesis de ser base implica que v y w son no nulos y no colineales. Sean [; y lo
las rectas distintas que concurren en el origen y tales que v € [y y w € ly. Siendo asi,
v+w =[] N, donde [} es la recta que pasa por w y es paralela a la recta [; y I}, es la recta

que pasa por v y es paralela a ls. Veamos las imagenes por B de las anteriores rectas,
B(O),B(’U) lezB(ll) y B(O),B(’Uj) szzB(lg).

Como sabemos, k; y ko son rectas distintas, luego, 3 = {B(v), B(w)} es una base de R?
pues ninguno de los dos vectores es nulo y son no colineales: Ahora, las rectas k] = B(l})
y ki, = B(l}) son rectas que pasan, respectivamente, por B(w) y B(v) y son paralelas,
respectivamente, a ki y ko. Es claro que { B(v)+ B(w)} = k{Nk). Por otro lado, { B(v+w)} =
B(ly N1y) = Ky N kL, por tanto, B(v + w) = B(v) + B(w).

Afirmacién 6. Existe una transformacion lineal invertible A : R? — R? tal que la compuesta
C = A~'o B se expresa en la forma C(x,y) = (f(x), g(y)), donde f y g son transformaciones
biyectivas que satisfacen, f(0) = g(o) = oy f(1) = g(1) = 1. Es més, C satisface las hipétesis

de la proposicion 9.

Como se hizo en la Afirmacién 5, tenemos = {B(v), B(w)} es una base de R? y
el conjunto de los vectores 3 = {B(ey), B(es)} es una base de R?. Sea A : R? — R?
una transformacion lineal tal que A(e;) = B(e1) y A(es) = B(es). Mas precisamente, sea
A(z,y) = xB(e1) + yB(ez). Como [ es una base entonces A es invertible. Recordemos que
A~! es una transformacién lineal.

Siendo una transformacién lineal, A~! aplica rectas en rectas, A='(0) = oy, siendo, in-

vertible, A~! es sobreyectiva. Ahora, es inmediato concluir que C = A~! o B también es
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una aplicacién biyectiva, aplica rectas en rectas y C'(0) = o. Por tanto, C' satisface todas las
hipétesis de la proposicion.

Por construccién, C(o) = o,C(e1) = e1 y C(ez) = ey. Esto implica que C' preserva los ejes oz
y oy. Luego, C transforma rectas horizontales en rectas horizontales y rectas verticales son
transformadas en rectas verticales. Esto es suficiente para mostrar que C(z,y) = (f(x), g(y))-
Vamos a mostrar que C' = id, y de ahi tendremos que A = B, por tanto, B es una transfor-

macién lineal.

Afirmacién 7. Las funciones coordenadas de C(x,y) = (f(x),g(y)) son aditivas, o sea,
flor+a2) = fa1) + f22) v 9(o1 +v2) = 9(11) + 9(y2)-

Examinemos apenas f, el estudio de g es similar.

Dados @1 y xo. Si 21 # 0, considere la base v, w de R?, donde v = (z1,0) y w = (22, 1).
Por la Afirmacién 5, vale la aditividad C(v+w) = C(v) 4 C(w), implicando que f(x;+x5) =
f(z1) + f(z2).

Afirmacion 8. f =gy f(xi22) = f(x1)f(22).

Sea a € R. Consideremos una recta con inclinacién «, digamos | : y = ax + by, y
calculemos la inclinacién i(«) de la recta imagen C(I). Para esto, sean (0,by) y (x, ax + by)

dos puntos distintos de [. Es claro que x # 0. La inclinacién de C(I) es

fl@)=f0)  fla)
La ultima igualdad sigue por g(ax +by) = g(ax)+ g(by) y f(0) = 0. Evaluando en z = 1

(o) = glax +by) — g(bo)  g(ax)

obtenemos que i(a) = g(«) pues f(1) = 1. Luego, g(ax) = g(a)f(z) para cualquier z y a.
Evaluando en o = 1 concluimos que g = f pues g(1) = 1. Por tanto, f(azx) = f(a)f(z).
Esto encierra la demostracion de la afirmacién.

Por lo anterior y por la proposiciéon 8 tenemos, f(z) = =z = g(z). Luego, C(z,y) =

(f(x),9(y)) = (x,y), encerrando la demostracién de la proposicion. |

Demostracion del Teorema fundamental de la Geometria Proyectiva. Sea 1 : RP?* — RP?
una colineaciéon. Sin perdida de generalidad, podemos asumir que v preserva la recta ideal

I y fija el punto (0:0: 1). Si este caso no ocurre, consideramos los puntos proyectivos no
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colineales tres a tres,
a=1v1:0:0)€Y(ly), b=v0:1:0)€v(ly), v c¢=v(0:0:1),

Por el teorema 1 se garantiza que puedo construir una colineacién D : RP? — RP? inducida

de un operador lineal de R? tal que
D@)=(1:0:0), Db)=(0:1:00 y D@ =(0:0:1).

Luego, la compuesta D o ¢ : RP? — RP? es una colineacién que fija el punto (0: 0: 1) y
preserva la recta ideal dado que fija dos de sus puntos, por ejemplo (1:0:0) y (0:1:0).

Supondremos por lo tanto que la colineacién 1 esta sobre las condiciones descritas al
comienzo de la demostracion. Siendo asi, 1 aplica biunivocamente el plano afin en el plano
afin. Esto permite definir una aplicacién B : R? — R? via identificacién afin, estableciendo
que

B(z,y) estal que (B(z,y):1)=1¢(x:y:1).

Como
& 1 es una aplicacién biunivoca del plano afin que aplica rectas afines en rectas afines,
& la identificacién afin aplica rectas euclidianas de R? en rectas afines y

& como (B(0,0):1)=40:0:1)=(0:0:1),

entonces es inmediato concluir que
& B aplica rectas euclidianas en rectas euclidianas,
& B fija al origen o € R?
& vy B es biunivoca.

Por tanto, B : R?> — R? es un operador lineal invertible. Considere el operador lineal
invertible A : R? — R3, definido por A(x,y,2) = (B(z,y), 2). [ |
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3.4. Teorema de Papus

Para hablar sobre triangulos, cuadrilateros, pentagonos y otros poligonos en el plano
proyectivo necesitamos definir el significado de estos términos que tienen sus origenes en la
Geometria euclidiana plana. Por ejemplo, un cuadrildtero en RP? es un poligono proyectivo
obtenido de un cuadrilatero del plano euclidiano via identificaciéon afin, seguido de una
colineacion. Transportamos juntos los significados de vértice, lados, estar inscrito, etc.

El objetivo del restante del capitulo es demostrar dos de los mas antiguos teoremas de
la geometria proyectiva, el teorema de Papus y el teorema de Desargues. Expliquemos el
teorema de Papus en el plano euclidiano.

Para facilitar la lectura, al denotar una recta en el plano euclidiano determinada por los

puntos A y B, escribiremos l4p.

Figura 3.1: Teorema de Papus

Sean [ y s dos rectas cualesquiera en el plano euclidiano. Escojamos seis puntos distintos,
tres puntos sobre la primera recta, digamos, u,v y w, (ver Figura 3.1) y tres sobre la otra

recta, u',v" y w'. Considere los puntos
A=lywN lv’wa B = lyw N lu’un C =l N L.

El teorema de Papus afirma que A, B y C' son colineales. Transportaremos el teorema de
Papus de la Geometria Euclidiana para un lenguaje proyectivo utilizando la identificacion
afin. Como el nimero de rectas involucradas en el problema es grande y no tenemos muchas

letras griegas apropiadas para designarlas, fijaremos una notacién. Dados los puntos proyec-

tivos distintos u y v denotamos la recta proyectiva que contiene u y v, por 7y, = u X v.

Teorema 3 (Teorema de Papus). Sean @, v, w,u’,v" y @' seis puntos proyectivos distintos,

de los cuales los tres primeros estdn sobre una recta ry y los tres ltimos fuera de esta recta
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y sobre otra recta, digamos, r;. Entonces los puntos de interseccion

C =Ty VT,

- *
son puntos colineales.

Demostracion: Las hipdtesis implican que @, ?’,w y b son no colineales tres a tres. Siendo

asi, salvo por una colineacién, podemos suponer que
= (1:0:0), v¥=(0:1:0), w=(0:0:1), b=(1:1:1).
Afirmacién 9. Siendo v colineal con % y w, podemos escoger

v=(6,0,1) con [ #0.

Sino veamos: Como u = (1,0,0) y w = (0,0, 1) pertenecen al plano I'., y © es colineal con
'y w y son distintos, entonces cualquier representante de v es de la forma v = (s,0,t), con
s # 0yt # 0. Luego, podemos tomar v = t(s/t,0,1). El vector (s/t,0,1) también serd un

representante de v. Fijamos 3 = 2.

Afirmacién 10. Siendo @ colineal con w y b, podemos escoger
o =(1,1,0') con o #0.
Sea u' = (s,t,r) un representante de . Por el criterio de colinealidad tenemos
t — s = det[w,b,u'] = 0.

Luego, s = t. Se ve claramente que s # 0 en caso contrario @’ = (0 : 0 : /) = w, una
contradiccién pues los puntos considerados son distintos. Concluimos que u = (s,s,7) =

s(1,1,7/s). Fijamos o/ = r/s.

Afirmacién 11. Siendo @' colineal con % y b, podemos escoger
w' = (v,1,1) con ~" #0.

La demostracion es semejante a la demostracion de la afirmacion anterior.

“La recta proyectiva que contiene tales puntos es llamada la recta de Papus.
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Ahora los puntos @',7" y w’ estdn sobre la recta proyectiva r,, por tanto, por el criterio

de colinealidad tenemos la siguiente relacién entre los coeficientes o’ y +/,

1 /
0 = det[t/,v', @' =det | 1

0
1 =1-a%.
0

_ = D

a/

Guardemos esta relacion. Calculemos ahora los puntos de interseccion de las rectas proyec-

tivas. Sabiendo que b = (1 :1: 1), necesitamos calcular
a =Ny X Nyrw, €= Nyt X Nuro-

Teniendo en cuenta las representaciones obtenemos

Now =v X W =(=1,—B+7,8), nNuw=210 xw=(1,0,0),

N =uxv' =(0,0,1), nu, =u xv=(1,0-1,-0).
Finalmente, calculando los puntos de las intersecciones,

a=(0,8,-7), e=(-a'8+11,0),

verifiquemos que los puntos son colineales

01 —dp+1
detla, b, c] = 61 1 =B —ad'py =p(1—ay)=0.
f-~ 11

3.5. Teorema de Desargues

El Teorema de Desargues hace referencia a triangulos en perspectiva. Considere el plano
que contiene el tridngulo con vértices u,v y w (ver Figura 3.2). Vamos a asumir que en
O exista un punto de luz y que el triangulo sea opaco. El tridngulo proyecta una sombra

sobre otro plano determinando un tridngulo cuyos vértices son u',v" y w’. El Teorema de
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Desargues afirma que los lados correspondientes del triangulo y de su sombra concurren en
la recta intersecciéon de los dos planos. Con esto, queda descrita una propiedad basica de la
perspectiva, al establecer una técnica fundamental para dibujar, donde la realidad visual es
registrada graficamente sobre una superficie plana. Tratariamos todos estos hechos fisicos en

un teorema con lenguaje proyectivo.

Q

Figura 3.2: Teorema Desargues

Teorema 4 (Teorema de Desargues). Sea A = u,v,w un conjunto de tres puntos proyec-
tivos distintos y no colineales y sea AN = u',v',w" otro conjunto de tres puntos proyectivos

distintos y no colineales tales que ANA =0 y que

{]5} == Tﬁuu, N T”,—]UU, N Tﬁww"
Entonces los puntos proyectivos a,b y ¢ son colineales ", donde

a = Trg,, N Ti C="Tp,, N T

Demostracion: Asuma que los puntos proyectivos @', 7', w’ y p son no colineales tres a tres

(el caso contrario es trivial). A menos de una colineacién, podemos simplificar los calculos

“"La recta proyectiva asi definida es llamada la recta de Desargues.
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asumiendo que

=€, V=6 w=¢ p=([1:1:1).

Afirmacion 12. Existen nimeros reales «, § vy v diferentes de cero tales que los puntos u, v

y w pueden ser representados por
u=14a,1,1), v=(1L1+81) v w=(1,1,1+7~).

Demostraremos apenas la existencia de «, las otras igualdades tienen demostraciones se-
mejantes. Los puntos P, @ y @ son colineales y distintos en RP?, implicando que p, @ vy @
(respectivas proyecciones) pertenecen a un mismo plano perforado en R? y dos de ellos, dig-
amos, p y ', son linealmente independientes. Luego, u = sp + tu/, para algin s # 0y t # 0.
Como

t
u=sp+tu =s(p+-u),
s

sea o = L entonces
u:s[(1,1,1)+a(1,0,0)], [1—1—04,1,1],

u=[1+a:1:1],

por lo tanto
u=(1+a,1,1)

Afirmaciéon 13. Las puntos proyectivos fyw, Muw ¥ Tuw SON
Nw = (=0 :—a:(1+a)(1+5)—1),
Mo = (7 : 1= (1 +a)(14+7) : +a),

Mow = (L+B)(1+7) —1:—y:—f).

La demostracién es un calculo directo.
Demostracion. Sean u= (14+«a,1,1) vy v=(1,1+,1), como 7, = u X v, entonces

1 1 14a 1
1+8 1 1 1+8

U Xv=

—(1-1-81-1—a,(1+a)(1+8)—1)
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= (=0, —a, (1 + a)(1+ ) = 1),
entonces
Nw=(—F:—a:(1+a)(1+0)—1).

Afirmacién 14. Los puntos proyectivos @, b y ¢ pueden ser representados por

a:(07677)7 b:(aa())_’y)a C:(_77570>'

Para finalizar la demostracion del teorema.

0 o —«
det[a,b,c]=det | 3 0 S = Bya — afy =0,
¥y = 0

muestra que los tres puntos son colineales.



Capitulo

Conicas

Las conicas son la elipse, la hipérbola y la parabola de la geometria elemental. La cir-
cunferencia es también una cénica, un caso particular de la elipse. Se pueden definir de
varias maneras. Una de las mas intuitivas y también de las més antiguas, pues se remonta
a Apolonio (siglo III a.C.), consiste en considerarlas como secciones planas de un cono de
revolucién completo. Segun la posicion del plano con el cual se corta, se obtiene una u otra
de las tres especies de cénicas. Asi, Cambiando el angulo y el lugar de la interseccén, pode-
mos crear un circulo, un elipse; si es secante, una hipérbola; y si es tangente, una parédbola.
Analiticamente las cénicas estan representadas por ecuaciones de segundo grado en las dos
coordenadas cartesianas, x e y, del plano. Es decir, son las curvas mas simples después de
las rectas, representadas por ecuaciones de primer grado. Tal vez por esto las conicas son
curvas que aparecen con frecuencia en la naturaleza: las trayectorias de los planetas o de los
satélites, y las de los proyectiles en el vacio, son conicas.

Estamos interesados en estudiar todas las curvas, mas no con la finalidad de determinar
sus ejes, focos, asintotas, etc., o sus propiedades métricas como, por ejemplo, las razones entre
las distancias de los puntos a los focos y directrices, estudio que se realiza en los 1iltimos anos
de la ensenanza media. Existen bellos resultados, como el Teorema de Pascal, exhibiendo
propiedades no métricas de las cénicas y que dependen del concepto de incidencia. Toda
la fuerza de la Geometria Proyectiva surge cuando demostramos este teorema, ciertamente,

uno de los puntos altos de esta teoria.

48
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hiperbola

Figura 4.1: Tres clases de conicas

4.1. Conos en R?

En algiin momento de nuestra vida de estudiantes, sea cuando estudiamos Calculo en la

universidad o Geometria Analitica en la ensenanza media, oimos o leemos la frase

“2? 49 — 2> =0 eslaecuacién de un cono € en R3”

De hecho, al registrar graficamente el conjunto de los puntos v = (z,y,2) € R? cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacion, obtenemos una figura que entendemos como un cono con
vértice en el origen.

Aquella ecuacion posee una propiedad que nos induce a pensar en el plano proyectivo.
Siv = (x,y,2) € €, entonces, escogido cualquier A € R, el vector A\, = (Az, Ay, A\z) también
pertenece al cono pues sus coordenadas satisfacen la ecuacién que define €, luego tiene
sentido considerarla como una ecuacién en coordenadas homogéneas y estudiar el conjunto
C formado por los puntos proyectivos o = (z : y : 2) € RP? cuyas coordenadas satisfacen la
ecuacion, esto es,

C:x2+y2—z2:().

Una ecuacién en coordenadas homogéneas es, obviamente, llamada una ecuacién ho-
mogénea. Una cénica en R? es la curva obtenida por el transporte via identificacién afin de

la curva interseccién de un cono y el plano horizontal T'.;(0,0,1) : z = 1. La proyeccién de
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un cono (menos su vértice que siempre asumiremos ser o) en el plano proyectivo es una curva
también denominada cénica en RP?.

En el caso de la interseccién del cono € : 22 +y? — 22 = 0 y el plano horizontal producimos
la ecuacién 22+y2?—1 = 0 en R? que reconocemos como siendo la ecuacién del circulo unitario
canénico en R2.

La técnica principal es establecer una relacion entre ecuaciones homogéneas de grado 2
con Algebra Lineal, disciplina que, generalmente, trata de ecuaciones lineales, de grado 1.
A pesar de que no sea una relacion que pueda ser imaginada de inmediato, ella es simple.
Veamos un ejemplo con el cono € dado anteriormente.

Considere el operador lineal A : R® — R?, | definido por A(z,y, 2) = (z,y, —z). Su matriz

canodnica es la matriz diagonal, por tanto, simétrica,

10 0
Al=]01 0
00 —1
Sea v = (,y,2) € R3. El cono esta, definido por
¢: (v, A(v)) = 0.

Ahora pasemos al plano proyectivo. Como el operador lineal A, es invertible, induce una
colineacién A en el plano proyectivo, mas la ecuacién (v, A(v)) = 0 es la ecuacién de inci-
dencia entre el punto proyectivo v € R? y una recta proyectiva r; C RP?, esto es, v la recta
proyectiva m = 77 € RP*. Siendo asf, es més natural aceptar que el operador lineal induce

una aplicacién entre el plano proyectivo y su dual,
A RP? — RP*, A*(z:y:2)=(z:y:—2),

pues el plano proyectivo y su dual son “iguales”. Luego, la cénica en RP? obtenida por la
proyeccion de un cono en R3 es el conjunto de los puntos proyectivos v tales que v ¥y la recta
proyectiva A*(0) son incidentes.

Una pregunta aparece inmediatamente. ;Cual es el significado de la recta proyectiva
n = A*(v) € RP**? Algebraicamente la respuesta es facil. La recta proyectiva r A*(5) €S
obtenida por la proyeccién del plano perforado en R3 cuyo vector normal es n = A(v). En

nuestra notacion, es la recta proyectiva obtenida por la proyeccién del plano perforado I" 4.
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Figura 4.2: Cono en R?

La respuesta geométrica es crucial para el estudio de las propiedades de cénicas que
envuelvan apenas el concepto de incidencia. El plano I'4(,) es el plano tangente al cono en
el punto v. Estudiemos un poco mas esta afirmacién. Primero, observemos que v € I'4)
pues (v, A(v)) = 0. Segundo, la recta Av también pertenece al mismo plano y al cono. Falta
mostrar que esta recta es precisamente la interseccién del plano y el cono. Dejaremos la
demostracion de este caso para después.

En resumen. Ademés de obtener una curva en RP?, esto es, el conjunto de puntos proyec-
tivos v = (x : y : z) que satisfacen la ecuacién z? + y* — 2% = 0, también obtenemos la recta
proyectiva tangente en el punto o, la cual es, 7 = A*(0) = (x : y : —2).

Necesitamos trasladar todas estas informaciones para RP? pues, a final, deseamos estudiar
cénicas en el plano. La tarea es simple via identificacion afin. Por ejemplo, el punto
3 4
v:(3:4:5):(5:g:1)
pertenece a la cénica € del plano proyectivo definido por la ecuacién homogénea (de orden

2) 2% +y? — 22 = 0. La recta proyectiva tangente a la cénica en el punto ¥ es
AW)=n=(3:4:-5).

Via identificacién afin,



52 4 CONICAS

& obtenemos la ecuacién del circulo unitario canénico en R?, 22492 -1 =0 (Consideran-
do z =1),

& el punto p = (%, %) pertenece al circulo unitario,
& v la recta euclidiana [ : 3x + 4y — 5 = 0 es la recta tangente al circulo en el punto p.

Mas esto es un adelanto de lo que vamos a ver a continuacion.

4.2. Cuadricas

Esta seccién es dedicada a organizar los comentarios puestos en la seccién anterior, vamos

a estudiar ecuaciones polinomiales homogéneas de orden 2 o formas cuadrdticas,
az® + by? + c2* + day + exz + fyz = 0.

Inicialmente estaremos interesados en el conjunto solucién, esto es, en los puntos v =
(z,y,2) € R® cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién. El conjunto solucién es llamado
cuddrica. Posteriormente, estudiaremos el conjunto de puntos proyectivos v = (x : y : z) €
RP? cuyas coordenadas homogéneas satisfacen a la misma ecuacién, esto es, estudiaremos
las conicas. La homogeneidad de la ecuacién permite este estudio.

Un operador lineal asociado a aquella ecuacién es un operador lineal simétrico A : R® —
R3, tal que

(v, A(v)) = az® + by* + c2* + doy + exz + fyz,

donde v = (z,v, 2) € R3. La matriz simétrica asociada a la ecuacién es la matriz del operador
lineal A en la base candnica, [A] = [A(e1), A(ez2), A(es)]. Demuestre la proposicién abajo,
ella establece un algoritmo relacionando a los coeficientes de la ecuacién y las entradas de la

matriz [A].

Proposicién 10. Dada una ecuacién polinomial homogénea de orden 2 en R3, ax® + by?* +
cz? +dwy + exz + fyz = 0, existe un tinico operador lineal simétrico A : R® — R3 asociado

a la ecuacion, a saber, es el operador cuya matriz canonica es
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a dj2 e/2
[Al=1|d/2 b f/2
e/2 f/2 ¢

Ejemplo 5. Por la proposicién, la ecuacién 722 + y? — 22y + Sxz — 4yz = 0 es re-escrita
en la forma (v, A(v)) = 0, en que A : R*> — R3 es el operador lineal simétrico cuya matriz

candnica es
7 -1 5/2
A= -1 1 =2
5/2 =2 0

4.3. Correlaciones

Como se hizo anteriormente, el conjunto de las rectas proyectivas RP?** fue identificado con
el plano proyectivo RP?. Deseamos estudiar las aplicaciones biyectivas p : RP? — RP?* que
preservan colinealidad, esto es, tres puntos proyectivos colineales son aplicados en tres rectas
proyectivas concurrentes. Tales aplicaciones y sus inversas son llamadas correlaciones.

Nada impide que dado un operador lineal invertible A : R?® — R3, podamos definir una
aplicacién A* : RP? — RP?*, por la cual asociamos un punto proyectivo ¥ a una recta
proyectiva r pues el contra dominio es “el plano proyectivo”. La utilizacién del asterisco en
esta notacion tiene el objetivo de distinguirla de colineacion, aplicacién definida y estudi-
ada en el capitulo anterior, cuyo dominio y contradominio es el plano proyectivo. Aqui el

contradominio es el plano proyectivo dual.
Ejemplo 6. El operador lineal invertible A de R? cuya matriz canénica es

0
1
-1

oS = O
_ o

es invertible pues det[A] # 0. En términos de coordenadas homogéneas define la aplicacién
A* : RP* — RP*,
Ay 2)=y:x+z:y—2).
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Por ejemplo, el punto proyectivo v = (1 : 1 : 3) es aplicado en la recta proyectiva r;, donde
7= (1:4:—2). La inversa de A* es la aplicacién A, : RP?* — RP? (el asterisco es colocado
en la posicién inferior),

A, (v) = A Y(v).

Para explicar la aplicacién precisamos saber la matriz inversa de [A],

-1 1 1
A= 1 0 0
1 0 —1

Siendo asi, A«(z :y:2) = (—r+y+z2:2:x— z). La recta proyectiva 7 = (2,—1,3) es

aplicada en el punto proyectivo v = (=3 :2: —1).
De hecho, un operador lineal invertible de R? induce una correlacién.

Proposicién 11. Sea A un operador lineal invertible en R3. Los puntos proyectivos
u,0,w € RP? son colineales, si y solamente si, las rectas proyectivas A*(u), A*(v), A*(w) €

RP** son concurrentes.
Demostracion. La colinealidad y la concurrencia estan relacionadas por
det[A(u), A(v), A(w)] = det([A][u, v, w]) = det[A]det[u, v, w].
Siendo asi, det[u,v,w] = 0, si, y solamente si, det[A(u), A(v), A(w)] = 0. [ |

Cada correlacion es inducida por un operador lineal invertible de R? y este operador es
unico a menos de una multiplicacion por un escalar diferente de cero.
Para Iniciar la presentacion de este punto, tenemos a la mano un operador lineal invertible

A :R? — R3. La correlacién inducida por A es la aplicacién denotada y definida por

A" RP? — RP*,  A*(0) = A(v).

Para recordar, la notacion A*(0) y 74«5 tiene el mismo significado, indican una misma recta
proyectiva. Por todo lo que vimos, podemos afirmar que la correlacion inversa inducida por

A es la correlacién inducida por el operador A™1, o sea,

A, : RP* — RP?,  A*(7) = A-1(n).
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4.4. Polaridades

Una correlacion es una polaridad si su matriz es simétrica. Para una relacion precisa es
conveniente nombrar los dos tipos de correlaciones. Una aplicacion polar es una correlacién
simétrica

A* : RP* — RP*,
y una aplicacion polo es una correlacion simétrica

A, : RP?>* — RP2.

Una propiedad relevante de los operadores simétricos invertibles es que su operador inverso
también es simétrico y [A7']' = [A7!]. Por lo tanto, la inversa de una polaridad es polo.
Cuando utilizamos los términos “la polaridad definida por el operador A” se subentiende
que son las dos aplicaciones, polar y polo, como fueron definidas anteriormente. Tenemos la

siguiente consecuencia de este caso.
Proposicién 12. Polaridad preserva incidencia: v € ry < A.() € ra,(5)-

Demostracion. Examinemos las ecuaciones de incidencia

(A7), A@)) = (1, A7 0 A(v)) = (n, A7 0 A(v)) = (n,0) = (v, 7).

El miembro izquierdo de esta igualdad se anula si, y solamente si, el miembro derecho se

anula también. [}

Sean A* : RP? — RP?* y A, : RP* — RP? las aplicaciones polar y polo, respectivamente,

asociadas a un operador lineal simétrico invertible A de R3.

"« Cuando ¥ € 74« : diremos que el punto proyectivo v es autoconjugado. Observe
que la condicion de ser autoconjugado es expresa algebraicamente por la ecuacion de

incidencia (v, A(v)) = 0. En otras palabras, v pertenece a su polar.

M Cuando A.(7) € r; diremos que la recta proyectiva es autoconjugada. De la misma
forma, la condicion de ser autoconjugada es expresa por la ecuacién de incidencia

(A7Y(n),n) = 0. Una recta proyectiva es autoconjugada si ella incide en su polo.
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Proposiciéon 13. Una recta proyectiva ry contiene a lo mas dos puntos autoconjugados

asociados a una aplicacion polar A* : RP? — RP?*.

Demostracion. Sean v y w dos puntos autoconjugados y distintos sobre la recta ;. Siendo
asi, r4x() ¥ Ta=w) son rectas distintas y cualquier punto del plano I';, C R? es una combi-
nacion lineal de los dos vectores v y w. Por lo tanto, los puntos de la recta proyectiva r; son
expresados en la forma 4 = sv + tw, donde s y ¢ son niimeros reales no nulos simultdnea-
mente. Por la ecuacién de autoconjugacion tenemos que (v, A(v)) = 0 = (w, A(w)). Vamos
a suponer, por absurdo, que Uy = $ov + fow sea algin otro punto autoconjugado en rj, ex-
presamos algebraicamente la condiciéon para que este punto sea autoconjugado. Utilizando

la bilinealidad del producto interno y la simetria, A = A?,

0 = (ug, A(up))
= s5(v, A(v)) + 2s0to(v, A(w)) + ta{w, A(w))
= 2soto(v, A(w)).

Como sy # 0y to # 0 entonces (v, A(w)) = 0, lo cual significa que ¥ € 74+(g). Sin embargo

v es autoconjugado, entonces ¥ € r44). lo cual implica que
U € Tax(w) T A*(w)-

Como A es simétrica también tenemos (w, A(v)) = 0, luego @ € r4+(5). Nuevamente, por el

mismo argumento de autoconjugacién, concluimos que
W € Taxm) N T A (w)-

Pero dos rectas proyectivas inciden en un tnico punto. Luego, v = w, contradiccion pues
estabamos asumiendo que ellos eran distintos. Por lo anterior, no existe un tercer punto

autoconjugado en la recta proyectiva 7. [ |

4.5. Cénicas en RP?

Una cénica en RP? definida por una aplicacién polar A* : RP? — RP* es el conjunto

formado por los puntos que pertenecen a su polar. Mas exactamente:
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Definicién 5. La cdnica determinada por la aplicacion polar A* : RP? — RP* es el conjunto

definido y denotado por
Ca = {v € RP? (v, A(v)) = 0}.

Al partir de este punto pasaremos a suponer que la conica no es vacia ni degenerada.
FEsto significa que los autovalores del operador lineal invertible y simétrico A : R? — R3 no
poseen el mismo signo.

En una definicion mas técnica podriamos decir que la coénica C4 es el conjunto de los
puntos proyectivos autoconjugados en relacién a la aplicacion polar A*. O, la coénica es el
conjunto de los puntos que satisfacen la condicién v € r4«(5). Observemos que en la definicion

de cénica el conjunto C4 no depende del representante del punto proyectivo escogido, pues

si (v, A(v)) =0y X # 0 entonces (\v, A(Av)) = A\?(v, A(v)) = 0.

Ejemplo 7. Considere la matriz simétrica

1 -1 1
Al=] -1 1 1
1 1 2

La matriz [A] define un operador lineal A en R? y este a su vez induce una correlacién A* :
RP? — RP* dado que el determinante de [A] no es nulo. A* es una aplicacién polar y define
una cénica en RP?. Esta informacién estd registrada en el polinomio caracteristico de A, p(N),
pues las rafces son no nulas y no tienen el mismo signo, p(\) = (A—2)(A—1+v/3)(A—1—+/3).
La ecuacién homogénea de la cénica C4 en el plano proyectivo es calculada por (v, A(v)) = 0,
asi,

Ca:a® —2zy+ 2wz + 9y + 2yz + 222 = 0.

Dependiendo de su interseccion con la recta ideal, las cénicas se clasifican en tres tipos.

Se dice que una coénica Cy es:
Y una elipse, si C4 no intercepta I;
"M una Pardbola, si C4 intercepta I.; en un tnico punto;

"M una hipérbola, si C4 intercepta I ; en dos puntos.
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Estas son las tres posibilidades para la interseccion con la recta ideal pues, como vimos

en la Proposicién 13, una recta Proyectiva posee a lo mas dos puntos autoconjugados.

4.6. Rectas tangentes

Sean A* : RP? — RP?* y A, : RP* — RP? las aplicaciones polar y polo, respectivamente,
inducidas por un operador lineal simétrico invertible A de R3. Asumimos que la aplicacién

polar define una cénica C4 C RP2.

Definicién 6. La conica dual es el conjunto definido y denotado por
Ci={neRP*;  (A7'(n),n) =0}
Un punto de esta conica es llamado recta tangente.

Esta definicién ilustra cuan elegante es la teoria de conicas cuando el tratamiento es hecho
con el lenguaje proyectivo. Vamos a mostrar que un punto de C4 es, de hecho, una recta
proyectiva tangente a la conica C4 con el significado de tangencia que estamos habituados.

Con la notacién ya establecida vale la siguiente proposicion.
Proposicién 14. A*(C4) = Cj.

Demostracion. Primero debemos garantizar que una recta proyectiva tangente a la conica

“toca” Ca en por lo menos un punto, digamos, A, (7).

Afirmacién 15. Si 7 € C. (tangente a la cénica) entonces A.(77) € Ca. En particular,
A.(n) € Canry.

Por la definicién de recta tangente tenemos que A,(7) € r;. En términos de la ecuacion de
incidencia podemos escribir (A~1(n),n) = 0. Verifiquemos que el punto proyectivo A,(7]) =

A~1(n) también pertenece a la cénica Ca,

Por tanto, A.(77) € Ca N1y,

La segunda afirmacién garantiza que para construir una (que serd dnica) recta tangente

a la conica en el punto v € C4 debemos tomar la recta proyectiva A*(v).
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Afirmacién 16. Si v € C4 entonces A*(v) € Cj (tangente a la cénica). En particular,
0 € CaANTasm).

Por definicién de conica, si v € C4 entonces U € 74+(5). Como la aplicacién polar y la
aplicacién polo son aplicaciones inversas una de la otra, tenemos que A,(A*(7)) =0 € ra+(5).
En otras palabras, la recta proyectiva 4« es tangente a la cénica. Ahora, como A, es la

inversa de A*, claramente se sigue la proposicion.

Caractericemos geométricamente rectas tangentes. Del Calculo sabemos que una recta

tangente a una cénica en R? intercepta la cénica en un tinico punto.
Proposicién 15. r; NCyx = {v} si, y solamente si, A*(v) =71 € C}.

Demostracion: («<). Sea 7 € C4. Por las afirmaciones estudiadas en la demostracién de la
Proposicién 14 podemos garantizar que A, (7)) = v € C4 N1 -(5. Supongamos, por absurdo,
que exista algin otro punto w en esta interseccién. Siendo asi, cualquier punto del plano
L) C R? es una combinacién lineal de los vectores v y w. Por lo tanto, los puntos de la

recta proyectiva r 4« son expresados en la forma
4 = sv+tw, donde sy tson nimeros reales no nulos simultdneamente.

Teniendo en cuenta las ecuaciones de autoconjugacion (v, A(v)) = 0 = (w, A(w)), la condi-
cién de incidencia (w, A(v)) = 0, la bilinealidad del producto interno y la simetria del

operador lineal A, evaluemos (u, A(u)), donde @ = sv + tw,
(u, A(u)) = 2st(v, A(w)) = 2st({w, A(v)) = 0.

Como s y t pueden ser simultaneamente no nulos, las anteriores igualdades muestran que
la recta proyectiva 14«5 posee infinitos puntos autoconjugados. Esto es una contradiccién
pues como sabemos, pueden existir en a lo mas dos puntos autoconjugado sobre una recta

proyectiva. [

Ejemplo 8. Considere la cénica en R2. C : 22 +xy+1y*—1 = 0. Calculemos la ecuacién de la

recta tangente a la cénica C en el punto p = (1, —1). Como siempre, consideramos la cénica
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proyectiva C4 : 22 +xzy+y*—2z? = 0. De hecho, C4 es un conjunto no vacio pues p = (1 : —1: 1)

es uno de sus elementos. Como la aplicacién polar asociada es A* : RP?* — RP?,

1 1
Az y:z)=(r+zy:=x+y:—2),

27 2
la recta tangente 7; en el punto p = (1: —1: 1) es la recta polar de este punto,
1 1 11
n=A"p =(z:—=:-1)=(—=:2-:1).
T= AP = (55 -0 =(-5:5:1)
La recta tangente a la cénica en R? se obtiene via identificacion afin, [ := —%x + %y +1=0.

La coénica C en R? es una elipse pues no existe intersecciéon de C4 con la recta ideal. Sino

veamos. Sea v = (z : y : 0). Por substitucién tenemos las igualdades

1 3
m2+xy+y2:(x+§y)2+zy220.

4.7. Construyendo cénicas

Antes que todo mostremos que una colineacién transforma cénicas en conicas.

Proposicién 16. Sea C4 una conica definida por la aplicacion polar A* : RP* — RP?* y sea
B* : RP?* — RP? una colineacion. Entonces aqui Ca es la cdnica definida por la aplicacion

polar C* : RP? — RP*, donde [C] = [B~" 0 Ao B7].
Demostracion: Verificaremos que el conjunto de puntos proyectivos
B*(C4) = {w € RP*;w = B*(¥) con (v,A(v)) =0}.
es igual a la conica
Ce = {w e RP?: (w, BV AB™'(w)) = 0}.
Mostremos la inclusién B*(C4) C Ce. Sea w € B*(Cy4). Por definicién, existe un punto

proyectivo v tal que w = B*(v) y satisfaciendo la ecuacién (v, A(v)) = 0. Calculemos

(w, B~V AB~Y(w)) = (B(v), B"" AB~Y(B(v)))

Luego, w € C¢. |
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Lema 1. Dados é,,é,¢3,1 = (1:1:1) y 0 = (v : v : v3) en RP?. Entonces los puntos son

tres a tres no colineales si, y solamente si, v; # 0 y v; # v; para i # j.
Demostracion: Utilizando el criterio de no colinealidad entre tres puntos tenemos que
v3 = deteq, ea,v] £ 0, vy = det[er,ez,v] #0, v, = detles, e3,v] # 0.
De modo semejante,
vg — vy = detler, u,v] #0, vy —vg = det[es,u,v] #0, vy — vy = detes,u,v] # 0.
Esto termina la demostracion del lema. |

Proposicién 17. Dados los puntos proyectivos €;,és,e3,u = (1:1:1) y v = (v, : vy : v3).
Si ellos son tres a tres no colineales, entonces existe una unica conica C4 que pasa por los
cinco puntos dados. Mds aun, la conica C4 es inducida por un operador lineal A de R? cuya

matriz canonica es

0 v3(v1 — va)  vo(vg — 1)
[A] = | v3(v1 — v2) 0 v1(v2 — v3)
vo(vg — v1) v1(vy — v3) 0
Demostracion: Sea
a b c
Al=10b d e
c e f

Para que los puntos €1, €5 y €3 sean autoconjugados en relacion a la aplicacion polar inducida

por A las entradas de la diagonal de la matriz deben ser
a= (e, A(e1)) =0, d= ez Ale2)) =0, [=(es Ales)) =0.

De donde se sigue que
0 b c

[Al=10b 0 e

c e 0
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Para que los puntos & = (1 :1:1) y o = (v : vy : v3) sean autoconjugados debemos tener

las siguientes relaciones entre los coeficientes de la matriz,

0= (u,A(u)) =b+c+e,
0= (v, A(v)) = vV1V2b + viv3C + Vav3eE.

Cualquier solucién de este sistema puede tener las entradas buscadas. Es claro que las solu-

ciones estan en la interseccién de los siguientes subespacios de R3,

El Lema 1 y las hipétesis sobre las coordenadas homogéneas de v, implican que los sub-
espacios no son los mismos y que v = (v1vy + v1v3 + v2v3) no es el vector nulo. Luego, las
soluciones del sistema son los multiplos de u x v. Por lo tanto, podemos tomar como entradas

de la matriz las coordenadas del propio producto vectorial, o sea,
b=uwv3(v; —wvg), c=uwy(v3—11), e=uwv1(vy—v3).

Luego, un posible operador simétrico que induce una aplicacion polar para la cual aquellos

puntos son autoconjugados tiene como matriz candnica

0 v3(v1 — va)  vo(vg — 1)
[A] = U3(Ul - Uz) 0 UI(UQ - U3)

UQ(Ug — 1)1> Ul(UQ - Ug) 0

Resta probar que esta matriz es invertible. De hecho, como los puntos son no colineales,
por el Lema 1, v; # 0 y v; # v; para todo ¢ # j. Por otro lado, un cdlculo directo muestra
que

det A = 20,0903

(v — va)(v3 — v1)(vy — v3) # 0.

Luego la cénica buscada es definida por la aplicacion polar determinada por A. [ |
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Ejemplo 9. Determinemos la ecuacién de la cénica que incide en los puntos €1, és, €3, 4 =

(1:1:1)y o= (-1:1:2). Utilizando la Proposicién 17 la matriz

0 —4 3
A=| -4 0 1
3 1 0

induce la aplicacién polar A* : RP? — RP* cuyo conjunto de puntos autoconjugados es
la cénica buscada. Por célculo directo llegamos a C4 : —8xy + 6xz + 2yz = 0. Para deter-
minar cual es el tipo de conica, examinamos la interseccién con los puntos ideales. Pero ya

conocemos esta interseccion, son los puntos é; y és. Luego, la cénica es una hipérbola.

Teorema 5 (Teorema de Papus y Maclaurin). Dados cinco puntos proyectivos de ma-
nera que tres cualesquiera de ellos son no colineales, entonces existe una unica conica que

pasa por estos puntos.

Demostracion: Sean los cinco puntos a, b, ¢, d y €, en las condiciones de la hipétesis. Considere
la tnica colineacién B* : RP* — RP? que aplica, respectivamente, los puntos i, s, é3 y
% = (1:1:1) en los puntos a@,b,éd. Sea © = B*"'(€). Por la Proposicién 17, existe
una tunica aplicacién polar A* : RP* — RP? que define una cénica pasando por los puntos

€1,62,€e3,u vy v, luego la colineacién B* transforma la cénica C4 en la cénica buscada. [

Ejemplo 10. Determinemos la ecuaciéon de la conica que pasa por los puntos

a=(0:1:1), b=(1:0:-1), ¢=(2:1:0),

inicialmente construimos la colineacién B : RP? — RP? tal que

B(e) =a, B(e:)=b, B(es)=¢, B(u)=d,
donde u = (1:1:1). Como sabemos, [B] = [k;a, k2b, k3c|, donde

_ det[a,d, c|
 detla, b, ]

_ det[a, b, d|

_ det[d,b,c] B
n " et

o= 2t
"7 detla,b, ]

- —5, k?g
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Por tanto, la colineacion es determinada por la matriz

0 -5 6
Bl=1] -2 0
—2
Sea ahora,
B — 1 7 5
v=(v:v:v3=B (3:1:3)=(2:-:2).
5 3
Por el Teorema 5 existe una tnica conica pasando por €;, és, €3, 4 y U y ella esta asociada
a la matriz
0 1 —7/15
[A] = 1 0 —8/15

~7/15 —8/15 0

Luego la cénica buscada es inducida por el operador C' en R3 cuya matriz candnica es
[C] = [B~YAB™].

4.8. Teorema de Pascal

El Teorema de Pascal es para las conicas asi como el teorema de Papus es para rectas
euclidianas. Utilizaremos la siguiente notaciéon por simplicidad del enunciado. Dados dos

puntos proyectivos @ y v denotaremos la recta proyectiva definida por estos dos puntos por

Tiue, donde My, = u X v.
!/

Teorema 6 (Hexagrama mistico de Pascal). Sean u,v,w,u,v',w’ seis puntos distintos

sobre una conica Ca. Los puntos

a="q, Ny O="5, 075,

son puntos colineales.

Demostracion: Vamos a suponer inicialmente que

@=(0:1:0), 9=(1:0:0), @' =(0:0:1).
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Figura 4.3: Hexagrama mistico de Pascal

Como @' y v pertenecen al conjunto de los puntos ideales I, y los puntos ideales forman
una recta proyectiva, podemos garantizar que ningiin otro punto pertenece a I,. Por tanto,
podemos considerar las coordenadas para los puntos proyectivos restantes con la tercera
coordenada igual a 1,

u=(u:uy:1), = (vy:v2:1), w=(w:wy:1).

Como los puntos a,b y ¢ son intersecciones de rectas proyectivas, ellas son las clases de

equivalencia de los siguientes puntos de R?, respectivamente,
a =Ny XNUW b=y XNu'w ¢=nyu Xnu'v.

Efectuando las operaciones obtenemos los vectores

Ug — V2,V1 — U1, U1V — UZUl)a

Nuv =
\

y, después de un calculo directo, concluimos que

a (—v1wy + vowy : 0 : vy — wa),

S

= (ww : ugwy : uy),

c= (—U1+U1U32U2—U230)
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El criterio para saber que los puntos proyectivos a,b y ¢ son colineales es evaluar el deter-
minante de la matriz [a, b, | y concluir que ella es cero. Con una manipulacién algebraica,

verificamos que el determinante de esta matriz es igual a un otro determinante de otra matriz,

a saber,
—V Wy + VoW UIW1 —V1 + UV3 UiUs U1 U2
det 0 uywy uUg — Uy = det V12 V1 V2
vo—wy u; 0 wWiWy Wi Way

Por tanto, el problema queda reducido a que mostremos que la matriz

UilUg U1 U2
[M]: N2 U1 U2

Wi1wy w1 W2

tiene determinante cero, o equivalentemente, mostrar que el operador lineal en R? definido
por la matriz [M] tiene nicleo no trivial. Para esto, basta encontrar un vector no nulo
(ky, ko, k3) € R3 tal que M (ky, ks, k3) = (0,0,0). Este vector que buscamos esta relacionado
con la matriz simétrica no singular, A, que define la cénica C4. Vamos a suponer, para

facilitar los cédlculos, que la matriz A se puede escribir como

Lk ks
[A] = | ki m ks
]{72 k3 n

Como @', 7", w" € C4 debemos tener, por definicién de cénica las igualdades:

0= (u,Al)) =1
0= (v,A(v))=m
0= (W, AW)) =n
De donde se sigue que
0 ki ko
[Al=| k1 0 ks
ky ks O



67 4 CONICAS

Por hipétesis, los puntos proyectivos @,v" y w también pertenecen a la cénica C4. Por lo

tanto, de las ecuaciones
0= (u,Au)), 0= A®)), v 0= (w, Aw)).
obtenemos el sistema de ecuaciones con incognitas ki, ks v ks,

u1u2k1 + Ulkg + ngg =0
1}1?}2]{71 + Ull{?z + U2k3 =0

w1w2k1 + w1k2 + U)ng =0

sin embargo el sistema puede ser escrito matricialmente en la forma

UiUug Uy U9 ]{?1 0
V12 U1 U2 ko =
wW1Wwe W1 W2 ks

Como A es una matriz no singular tenemos que

0 ki ke
det = kl 0 kj3 == 2k1]€2k3 §£ 0.
ky ks 0O

Observe que el vector (ki, ko, k3) € R3 es un vector no nulo, pues todas sus coordenadas
son diferentes de cero, y estd en el nucleo del operador lineal M, implicando que el determi-
nante de la matriz asociada a M es cero. Méas, por construccién, det[M] = det[a, b, c]. Luego,

a,b y ¢ estan sobre una misma recta proyectiva, como queriamos demostrar. |

4.9. Teorema de Brianchon

Recordamos que un poligono en el plano proyectivo RP? es obtenido de un poligono en

R? via identificacién afin, compuesta con una colineacién.

Teorema 7 (Teorema de Brianchon). Las diagonales determinadas por pares opuestos

de vértices de un hexdagono circunscrito a una conica son concurrentes.
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Demostracion: (vea [8])

Figura 4.4: Teorema de Brianchon



Capitulo

Geometria Hiperbdlica

5.1. El modelo proyectivo del plano no euclidiano.

Con las nociones anteriores de geometria proyectiva, vamos a construir un modelo de
geometria plana en la cual no vale el postulado V de Euclides, valiendo en cambio los cua-
tro primeros. El modelo va a corresponder a la geometria hiperbdlica o de Lobachevsky-

Bolyai, la més interesante, pues en ella las rectas son abiertas e ilimitadas. Debemos definir:

a) E1 plano no euclidiano, con los puntos y rectas del mismo.

b) La igualdad o congruencia de figuras.

Para esto ultimo se adopta, en esencia, la misma definicién de Euclides: dos figuras son iguales
cuando existe un movimiento que lleva una de ellas a coincidir con la otra. Deberemos, por
lo tanto, definir también que se entiende por un “movimiento”.

Sea () una elipse fija del plano. Se llamara la conica absoluta o, simplemente, el absoluto
del plano. Si en vez de una elipse se tomara una hipérbola o una parabola, todo lo que sigue
valdria igualmente, pero es mas intuitivo razonar sobre una elipse por tener esta curva todos
sus puntos a distancia finita. Incluso, para concretar mas las ideas, se podria tomar una

elipse especial, por ejemplo, una circunferencia.

Definicién 7. El plano de la geometria no euclidiana serd el interior del absoluto. Los
puntos y las rectas son los mismos elementos de la geometria ordinaria, pero las rectas se

toman reducidas a la parte de ellas que es interior al absoluto.

69
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Es indispensable observar que se considera unicamente el interior de (), es decir, se ex-
cluyen los puntos exteriores y también los puntos de (). Esto hace que el plano no Euclidiano
sea ilimitado, puesto que no tiene limite o contorno perteneciente al mismo. La recta AB,
por ejemplo, no tiene puntos terminales, puesto que los puntos A y B de la cénica ya no

pertenecen al plano no euclidiano ni, por lo tanto, a la recta (ver Figura 5.1).

B

Q

Figura 5.1: Cénica Absoluta

5.2. Los movimientos del plano no euclidiano.

Para cualquier geometria es fundamental el concepto de igualdad o congruencia de figuras.
La definiciéon misma de angulo recto o la de rectas perpendiculares se apoyan en la igualdad
de dos angulos adyacentes. En la geometria euclidiana, dos figuras son iguales cuando pueden
hacerse coincidir mediante un movimiento, entendiendo por tal una transformacion del plano
euclidiano en si mismo, que conserva todas las distancias entre sus puntos (distancias enten-
didas en el sentido de la geometria elemental). Para el modelo de geometria no euclidiano

que estamos considerando, los movimientos van a ser mas complicados.

Definicién 8. Se llama movimiento del plano no euclidiano a toda colineacion del plano en

st mismo que deje invariante la conica absoluta.

Definicién 9. Dos figuras se dirdn iguales o congruentes, cuando exista un movimiento que

transforme una en la otra.

En este capitulo, al hablar de movimientos entenderemos siempre que se trata de movimien-

tos no euclidianos, de acuerdo con la definicién precedente.

Observacién 5. Aunque el plano no euclidiano consta inicamente del interior de (), en las

construcciones sucesivas haremos uso de todo el plano proyectivo, incluidos @) y el exterior
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de ). Ello se hace por una razén de comodidad en los razonamientos, pero no debe perderse
de vista que sélo interesa la parte interior a (), y que los puntos de QQ o exteriores a esta
cénica no pertenecen al plano no euclidiano. Los llamaremos, como es costumbre, puntos

“ideales”. Igualmente, las rectas tangentes o exteriores a () se llamaria rectas “ideales”.

5.3. Angulos rectos.

Aceptando la misma definicion de Euclides, se llama angulo recto a cada uno de dos
adyacentes iguales. Las rectas que los forman se llaman perpendiculares.

Dadas dos rectas a = A1 Ay y b = B1 B> que se cortan en p, queremos ver qué condicion
deben cumplir para que sean perpendiculares (ver Figura 5.2). Para ello debe existir un

movimiento

Figura 5.2: Angulos rectos

que superponga el angulo a = BipA; con 3 = BipAs.

5.4. Los cuatro primeros postulados de Euclides.

Vamos a ver como en el plano no euclidiano se cumplen los cuatro primeros postulados
de Euclides.

Postulado 1. Se cumple evidentemente, puesto que dos puntos cualesquiera, interiores a

una conica QQ, pueden unirse con un segmento totalmente contenido en el interior de Q).

Postulado 2. También se cumple. Debemos tener en cuenta, nuevamente, que no pertenecien-

do la conica @) al plano no euclidiano, las rectas son ilimitadas, es decir, cualquiera que sea
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el extremo de un segmento interior a QQ, siempre puede prolongarse sin llegar a los puntos

de Q).

Postulado 3. Equivale a decir que, dado un segmento AB (radio) y un punto O (centro)
sobre cualquier semirrecta a que pase por O se puede tomar un segmento OH = AB (ver
Figura 5.3); al variar a, el punto H describird la circunferencia del enunciado. Para ello
basta considerar un movimiento que lleve A sobre O y la semirrecta que contiene a AB
sobre la semirrecta a; el transformado de B (que es el mismo para cualquiera de estos dos

movimientos) serd el punto H buscado.

Q

Figura 5.3: Postulado 3

Postulado 4. También se cumple. En efecto, dados dos dngulos rectos de vértices P y P’,
formados respectivamente por los pares de semirrectas a,b y o', b (ver Figura 5.4). Ezisten
dos movimientos que llevan P sobre P y a sobre a’. Como en un movimiento a elementos

alineados les corresponden elementos alineados

Figura 5.4: Postulado 4

también la recta que contiene a b coincidird con la que contiene a b, y de los dos
movimientos uno de ellos lleva b sobre b'. Por lo tanto, siendo superpuestos por un movimien-

to, los dos dngulos rectos son iguales.
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5.5. El quinto postulado.

El postulado V, en cambio, ha dejado de cumplirse. En efecto, por un punto P exterior

a la recta AB (ver Figura 5.5) pasan:

A B’

B

Figura 5.5: Postulado V

a) las rectas interiores al dngulo APB que cortan a la recta r = AB (rectas secantes);
b) las rectas interiores al dngulo APB’ que no cortan a r (rectas no secantes);

c) las rectas AA" y BB’ que separan ambas clases de rectas y tampoco cortan a r, pero

que son limites de rectas secantes (rectas paralelas a r).

Estamos, por consiguiente, en el caso correspondiente a la geometria no euclidiana hiperboli-
ca. El angulo APB es el doble del dngulo de paralelismo, angulo que no debe medirse en su

verdadera magnitud sobre el plano del dibujo. De ¢) resulta

Teorema 8. En el modelo que estamos considerando, rectas paralelas son las que se cortan

sobre el absoluto Q).

Esto justifica el llamar punto del infinito del plano no euclidiano a los puntos de Q).
De lo anterior se deducen inmediatamente algunas propiedades simples que constituyen

los primeros teoremas de la geometria no euclidiana hiperbdlica.

1. Por un punto P pasa una y solo una perpendicular a una recta dada r.

Es la recta que une P con el polo R de r.
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2. Dos rectas no secantes admiten siempre una perpendicular comin. Rectas paralelas o
secantes no admiten perpendicular comun.
Si a y b son no secantes, su interseccién es un punto “ideal” H, exterior a ) (ver Figura
5.6). La polar b de H es la perpendicular comun. Si a y b son secantes o paralelas, su
interseccién H es interior o pertenece a (Q; por lo tanto su polar b es exterior, o sea,

no pertenece al plano no euclidiano.

Q
ﬂ

b

a

N

Figura 5.6: Punto Ideal

3. Dos semirrectas a y b admiten siempre una paralela comun.
Es la recta r que une los puntos en que a y b cortan al absoluto (ver Figura 5.7). Si a
y b son paralelas, cualquier recta que pasa por el punto en que cortan a () es paralela

a ambas.

A

B

Figura 5.7: Paralelas en comun

4. El angulo de paralelismo es menor que un recto.
Sea larecta r = AB y el punto P (ver Figura 5.8). Si R es el polo de r, la perpendicular
por P ar eslarecta b= PR,y el angulo de paralelismo es a = RPA. El polo H de b
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pertenece a r y es exterior a (), por lo tanto a < ang RPH = 1 recto, de acuerdo con

el enunciado.

Esta propiedad es conocida con el nombre de axioma de Lobachevsky.

Figura 5.8: Lobachevsky

También es cierto que cada angulo a menor que un recto es angulo de paralelismo de
cierto punto P y una recta r. Basta observar que, en la (ver Figura 5.9), dados P,by

a quedan determinados H y A, y por lo tanto también la recta r = HA.

5. Dos pares de rectas paralelas son siempre congruentes.
Sean los pares a,b y o', b (ver Figura 5.9). Segun el teorema 4 del capitulo IV, existe
un movimiento que transforma M en M’, Aen A’y B en B’, el cual lleva el par a,b a

coincidir con el a’,b'.

A

NN
B BM

A

Figura 5.9: Congruencia
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