
NOCIÓN DE DIMENSIÓN EN ESPACIOS
MÉTRICOS SEPARABLES

LILIANA ROMÁN GÓMEZ

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE
SANTANDER

FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMÁTICAS

BUCARAMANGA
2004

1



NOCIÓN DE DIMENSIÓN EN ESPACIOS
MÉTRICOS SEPARABLES

LILIANA ROMÁN GÓMEZ
Proyecto de grado presentado como requisito

para optar al título de

Licenciada en Matemáticas

Directora

Sonia Marleni Sabogal Pedraza

Doctora en Ciencias Matemáticas

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE
SANTANDER

FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMÁTICAS

BUCARAMANGA
2004

2



4



5



LISTA DE FIGURAS

Pág.

Figura 1. Separación de subconjuntos en un espacio X: 9

Figura 2. Bola abierta. 12

Figura 3. La esfera. 12

Figura 4. Conjunto de Cantor. 16

Figura 5. Curva de Peano. 21

Figura 6. Dimensión 0. 27

Figura 7. Dimensión de los racionales. 28

Figura 8. Dimensión de R2
I : 29

Figura 9. Dimensión de R2
1: 30

Figura 10. Dimensión de un conjunto contable. 34

Figura 11. Dimensión de un subconjunto de un espacio 0� dimensional. 35

Figura 12. Dimensión n. 42

Figura 13. Dimensión de R: 43

Figura 14. Dimensión de un subespacio. 45

Figura 15. Dimensión de S0: 48

Figura 16. Proyección estereográ�ca de S1 � fpg sobre la recta real. 59

Figura 17. El cubo In con n = 2; 3; 4: 65

Figura 18. La Cruci�xión. 81

6



Índice general

Introducción 1

1. Preliminares 2

1.1. Conceptos de conjuntos y topología . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2. Espacios métricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2. Algunos datos históricos y generalidades 18

2.1. Datos históricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2. Generalidades sobre la noción de dimensión . . . . . . . . . . . . 22

3. Dimensión 0 26

4. De�nición de dimensión n 41

4.1. Dimensión n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.2. Dimensión de subespacios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5. Algunas propiedades de la dimensión 52

5.1. Teorema de la unión para la dimensión n. . . . . . . . . . . . . . 53

5.2. La imagen topológica de un conjunto n�dimensional es

n�dimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5.3. El Espacio n�Euclideano Rn es n�dimensional. . 60

i



5.4. Cada parte de un conjunto n�dimensional es a lo más n�dimensional. 66

5.5. Cada conjunto de dimensión n puede ser transformado

topológicamente en un subconjunto de un conjunto com-

pacto de dimensión n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.6. Traducción del artículo ¿WHAT IS DIMENSION? . . . . 67

5.7. Algunos comentarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

ii



Introducción

El concepto de dimensión siempre ha despertado interés entre la comunidad

educativa incluyendo matemáticos puros, especialistas en la educación

matemática, y otros campos de la ciencia, tanto que mucho antes de Euclides, más

especí�camente Platón, a través de una analogía, que veremos más adelante, trata

de dar una idea o noción de lo que él entendía por dimensión en ese entonces.

Durante todo este tiempo hasta nuestros días se han dado muchas interpretaciones

de lo que es la dimensión en nuestro espacio, una es la noción de movimiento o

también conocida como el grado de libertad, es decir, si el espacio sólo constara

de un punto, allí no habría posibilidad de movimiento, no habría lugar a donde

caminar, por esto se dice que el punto tiene dimensión 0, si estuvieramos

parados sobre una recta, sólo hay una posibilidad de movimiento, hacia delante

o hacia atrás, luego se dice que la recta tiene dimensión 1; si se tratara del plano

entonces hay dos posibles movimientos arriba- abajo, derecha-izquierda entonces

se dice que el plano es de dimensión 2, y en nuestro espacio hay tres posibles

movimientos arriba�abajo, derecha�izquierda y delante�atrás, cuya dimensión

en esta interpretación es 3.

La noción matemática que se presenta en este trabajo con la exposición de la

de�nición de dimensión n; es una noción topológica ya que involucra conceptos

topológicos como son frontera y vecindad, términos que cualquier estudiante
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de análisis matemático y claramente de topología, puede comprender. Los espacios

a los cuales se aplica dicha de�nición, es a espacios métricos separables.

El contenido de este trabajo de grado consta de cinco capítulos descritos de

la siguiente forma: el primer capítulo consta de todos los conceptos, teoremas,

proposiciones y ejemplos previos necesarios para el desarrollo de los siguientes

capítulos. El capítulo dos contiene datos históricos que muestran los hallazgos

de matemáticos importantes que permitieron el desarrollo de una rama nueva

de la topología como es la teoría de la dimensión; y en general algo más

sobre la noción de dimensión. El capítulo tres trata aspectos importantes

de la dimensión 0 que es un caso particular de la de�nición general. En el

capítulo cuatro se expone la de�nición de dimensión n, proposiciones y teoremas

necesarios para el desarrollo del capítulo quinto que consta de cinco propiedades

de la dimensión presentadas en el artículo ¿What is dimension? cuyo autor

es Karl Menger [7], en este capítulo se incluye además una traducción del

artículo mencionado y �nalmente algunos comentarios adicionales. La Teoría de

la Dimensión ha desarrollado muchos más aspectos de este concepto, aquí sólo se

hace una introducción a una noción formal del concepto de dimensión.
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Capítulo 1

Preliminares

Para el desarrollo del presente trabajo de grado fue necesario tener en cuenta

algunos conceptos básicos de topología y conjuntos como de�niciones y teoremas

que se precisan en este capítulo para un mejor entendimiento del lector, conceptos

tomados principalmente de [5], [9], [10], [13] y [17].

1.1. Conceptos de conjuntos y topología

De�nición 1.1 Una topología sobre un conjunto X es una colección � de

subconjuntos de X que cumplen las siguientes propiedades:

1. ; 2 � ; X 2 � :

2. La unión de los elementos de cualquier subcolección de � está en � :

3. La intersección de los elementos de cualquier subcolección �nita de � está

en � :

Un conjunto X para el cual una topología � esta de�nida es llamado un espacio

topológico.
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Si X es un espacio topológico con topología � , un subconjunto U de X es un

conjunto abierto de X si U 2 � :

Ejemplo 1.1 En R todos los conjuntos que son uniones de intervalos abiertos,

forman una topología llamada la topología usual de R.

Ejemplo 1.2 Sea X un conjunto cualquiera, entonces � discreta = P (X)1

(conjunto de partes de X). P (X) forma una topología sobre X, que es

conocida como la topología discreta.

De�nición 1.2 Si (X; �) es un espacio topológico, una base para � es una

subfamilia � � � con la propiedad que: dados un abierto U y un punto x 2 U;

existe un B 2 � tal que x 2 B � U ; esto indica que cada abierto de � es unión de

elementos de �:

Ejemplo 1.3 Los intervalos abiertos de R constituyen una base para la topología

usual de R:

Ejemplo 1.4 La colección ffxg j x 2 Xg es base para la topología discreta sobre

X:

De�nición 1.3 Sea X un conjunto . � � P (X) es base de una topología para

X si y sólo si se cumple que

1. X = [fB j B 2 �g:

2. Dados cualesquiera U; V 2 � y x 2 U \ V existe un B en � tal que

x 2 B � U \ V: Es decir, U \ V es unión de elementos de � para todo par

U; V de �:

Una colección � � 2X = P (X) que satisface 1 se llama un cubrimiento de X.
1P (X) se le llama Partes de X y es el conjunto formado por todos los subconjuntos de X:
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Teorema 1.1 Sea X un conjunto. Si � es base de una topología entonces la fa-

milia de subconjuntos de X, que son uniones de elementos de �; es una topología

sobre X que notaremos � = h�i. � es la topología generada por �.

De�nición 1.4 Sea (X; �) es un espacio topológico. V � X es vecindad de x;

x 2 X; que se notará Vx; si y sólo si existe U 2 � tal que x 2 U � Vx:

De�nición 1.5 Sea (X; �) espacio topológico, un sistema fundamental de

vecindades para un punto x 2 X; es un conjunto W tal que, para cada vecindad

Vx existe una vecindad W 2 W con W � Vx:

De�nición 1.6 Sea f : (X; �) ! (Y;G) una función entre espacios topológios.

Dado x 2 X decimos que f es continua en x si y sólo si dada una vecindad Vf(x)

existe una vecindad Ux tal que f(Ux) � Vf(x). Si f es continua en cada punto de

X decimos que f es una función continua.

Teorema 1.2 Sea f : (X; �) ! (Y;G) una función entre espacios topológicos. f

es continua si y sólo si para cada V 2 G tenemos que f�1(V ) 2 � :

Teorema 1.3 Sea f : (X; �) ! (Y;G) una función entre espacios topológicos. f

es continua si y sólo si para cada conjunto cerrado U en Y tenemos que f�1(U)

es cerrado en X:

De�nición 1.7 Sea (X; �) un espacio topológico y F � X: F se llama cerrado

si y sólo si F c (F c simboliza el complemento del conjunto F que tambien se escribe

como X � F ) es un conjunto abierto; es decir, F c 2 � .

Ejemplo 1.5 El subconjunto [a; b] de R es cerrado, pues su complemento

R� [a; b] = (�1; a) [ (b;1)

es abierto en R. Igualmente [a;1) es cerrado, su complemento (�1; a) es abierto.
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Teorema 1.4 Si F es la colección de conjuntos cerrados en un espacio topológico

(X; �); entonces,

1. cualquier intersección de miembros de F pertenece a F ;

2. cualquier unión �nita de miembros de F pertenece a F ;

3. X 2 F y ; 2 F .

De�nición 1.8 Sea (X; �) un espacio topológico y A � X: Decimos que x 2 X

es un punto adherente a A si y sólo si para toda Vx se tiene que Vx \ A 6= ;:

El conjunto de todos los puntos adherentes a A que se denota A, se le llama la

adherencia de A.

A = fx : x es adherente a Ag

Corolario 1.1 Sean (X; �) un espacio topológico y A � X. Entonces

1. ; = ;:

2. A � A:

3. A es cerrado.

4. A = A si y sólo si A es cerrado.

De�nición 1.9 Sean (X; �) un espacio topológico y A � X: Decimos que x es un

punto interior de A si y sólo si existe U � X abierto tal que x 2 U � A.

Al conjunto de puntos interiores de A se le nota A�.

A� = fx : x es punto interior de Ag:
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Corolario 1.2 Sean (X; �) un espacio topológico y A � X. A � X es abierto

si y sólo si A� = A.

De�nición 1.10 Dados A � (X; �) y x 2 X decimos que x es punto frontera

de A si y sólo si para toda Vx se tiene que Vx \ A 6= ; y Vx \ Ac 6= ;.

El conjunto frontera de A se le nota fr(A).

fr(A) = fx : x es un punto frontera para Ag

Proposición 1.1 Sea (X; �) espacio topológico, A � X, entonces fr(A) = A \

(X � A).

Demostración.

fr(A) � A \ (X � A);

Sea x 2 fr(A) esto signi�ca que para toda Vx vecindad de x se tiene Vx\A 6= ; y

Vx\Ac 6= ;; luego por de�nición de punto adherente x 2 A y x 2 X � A entonces

x 2 A \ (X � A).

A \ (X � A) � fr(A);

Sea x 2 A \ (X � A) esto es que x 2 A y x 2 (X � A), entonces para toda

vecindad Vx de x se tiene Vx \ A 6= ; y Vx \ Ac 6= ;: Luego x 2 fr(A):

Por tanto se concluye que fr(A) = A \ (X � A). �

Proposición 1.2 Sea (X; �) un espacio topológico, A � X: A es abierto y cerrado

si y sólo si fr(A) = ;

Demostración.

)) Sea x 2 fr(A) por la de�nición de frontera tenemos que

(8Vx)(Vx \ A 6= ; y Vx \ Ac 6= ;)
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es claro que x no es punto interior de A, como x 2 fr(A); x es punto adherente

de A; esto es que 8Vx : Vx \A 6= ;, tenemos que A = A� = A por ser A abierto y

cerrado, luego x 2 A�; esto signi�ca que x es punto interior de A; contradicción.

() i. Supongamos que A no es abierto, entonces

(9a 2 A)(8Va)(Va \ Ac 6= ;)

además se tiene que Va \ A 6= ;; luego a 2 fr(A); contradicción. Por tanto A es

abierto.

ii. Si A no es cerrado, existe x 2 A tal que x =2 A, entonces para toda Vx vecindad

de x se tiene Vx\A 6= ; y como x 2 Ac; también x 2 Vx\Ac entonces x 2 fr(A);

contradicción. �

De�nición 1.11 Dados dos espacios topológicos X; Y diremos que X

es homeomorfo a Y , o que X es topológicamente equivalente a Y , si y

sólo si existe f : X ! Y biyección y tanto f como f�1 son continuas.

Un homeomor�smo conserva fronteras, la proposición siguiente y su demostración

son importantes para la prueba posterior del teorema 5.2 el cual a�rma que tener

dimensión n es un invariante topológico.

Proposición 1.3 Si h : (X; �)! (Y;G) es un homeomor�smo y A � X; entonces

h[fr(A)] = fr[h(A)]:

Demostración.

i: h[fr(A)] � fr[h(A)]:

Sea y 2 h[fr(A)] entonces y = h(x) para algún x 2 fr(A). Sea Vy vecindad de y.

Queremos ver que: Vy \ h(A) 6= ; y Vy \ h(A)c 6= ;: Como h es homeomor�smo,
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h�1(Vy) es vecindad de x, por lo tanto

h�1(Vy) \ A 6= ; y h�1(Vy) \ Ac 6= ;; aplicando h

h(h�1(Vy) \ A) 6= ; y h(h�1(Vy) \ Ac) 6= ;;

por ser h biyectiva se tiene lo siguiente

Vy \ h(A) 6= ; y Vy \ h(Ac) 6= ;:

Luego y 2 fr[h(A)].

ii: fr[h(A)] � h[fr(A)]:

Sea y 2 fr[h(A)]. Como h es sobre, existe x 2 X tal que y = h(x). Veamos que

x 2 fr(A). Sea Vx vecindad de x (queremos ver: Vx \ A 6= ; y Vx \ Ac 6= ;).

Como h es homeomor�smo, entonces h(Vx) es vecindad de h(x) = y; y 2 fr[h(A)]

entonces

h(Vx) \ h(A) 6= ; y h(Vx) \ h(Ac) 6= ;

y como h(Ac) = h(A)c entonces

h(Vx) \ h(A) 6= ; y h(Vx) \ h(A)c 6= ;

por ser h 1-1 se tiene,

h(Vx \ A) 6= ; y h(Vx \ Ac) 6= ;

como h es biyección,

Vx \ A 6= ; y Vx \ Ac 6= ;

entonces x 2 fr(A): Luego y 2 h[fr(A)]. �

De�nición 1.12 Sea P una propiedad de espacios topológicos: P es un

invariante topológico si y sólo si dados (Y;G) que satisface P y

h : (X; �)! (Y;G) un homeomor�smo se tiene que X satisface P .
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Ejemplo 1.6 La propiedad que tiene la circunferencia de dividir al plano en dos

regiones es un invariante topológico; si transformamos una circunferencia en una

elipse o en un triángulo, esta propiedad se mantiene.

De�nición 1.13 Sean A1, A2 y B subconjuntos mutuamente disyuntos de

un espacio topológico (X; �), se dice que A1 y A2 estan separados en X por B si

X�B se puede dividir en dos conjuntos disyuntos abiertos en X�B y conteniendo

a A1 y A2 respectivamente. Ver �gura 1.

En otras palabras, si existen A01; A
0
2 para el cual

X �B = A01 [ A02;

A1 � A01; y A2 � A02;

A01 \ A02 = ;

con A01 y A
0
2 abiertos en X �B ( o lo que es lo mismo ambos cerrados en X �B).

Nota: Si A1 y A2 son separados por el conjunto vacío, decimos simplemente que

A1 y A2 estan separados en X.

Figura 1: Separaci�on de subconjuntos en un espacio X:
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Proposición 1.4 Sea X un espacio topológico y A1 y A2 subconjuntos de X. A1

y A2 están separados en X si y sólo si existe un A01 tal que

A1 � A01 y A01 \ A2 = ;;

con A01 abierto y cerrado. A
0
2 es X � A01.

La demostración de la proposición anterior es resultado de la de�nición 1.13

De�nición 1.14 Un espacio topológico (X; �) se dice 2-contable o que satisface

el segundo axioma de enumerabilidad si y sólo si entre sus bases existe alguna con

un número contable de elementos.

Ejemplo 1.7 (R; usual) es 2-contable.

La colección � = f(p; q); p < q; p; q 2 Qg es base para la topología de R y además

contable pues su cardinal es el mismo de Q�Q.

De�nición 1.15 Un espacio topológico (X; �) es normal si y sólo si para

cada par de conjuntos A y B cerrados disyuntos de X; existen conjuntos abiertos

disyuntos U y V en X con A � U y B � V .

Proposición 1.5 Si H y K son conjuntos cerrados disyuntos de un espacio

normal S, entonces existen dos conjuntos abiertos con clausuras disyuntas, uno

conteniendo a H y el otro a K:

De�nición 1.16 Un espacio (X; �) es completamente normal si y sólo si

cualquier subespacio de X es normal.

Proposición 1.6 (X; �) es completamente normal si y sólo si siempre que A y

B subconjuntos de X con A \ B = B \ A = ; ( esto signi�ca que ninguno de

los conjuntos tiene puntos de acumulación2 del otro); entonces existen conjuntos

abiertos disyuntos U y V tales que A � U y B � V:
2x 2 A es punto de acumulación de A si y sólo si para toda Vx se tiene (Vx�fxg)\A 6= ;:
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De�nición 1.17 Un espacio topológico (X; �) es regular si y sólo si dados x 2 X

y un cerrado A � X con x =2 A; entonces existen abiertos disyuntos U y V con

x 2 U y A � V .

1.2. Espacios métricos

En esta sección se presentarán algunos aspectos de los espacios métricos necesarios

para el desarrollo de los siguientes capítulos; no es una sección aparte de los

conceptos topológicos, sólo se quiere hacer notar en esta parte principalmente los

espacios con los cuales se va a trabajar en los capítulos posteriores.

De�nición 1.18 Un conjunto X está dotado de una distancia o métrica d; si

d es una función de�nida sobre X�X que toma valores en los números reales tal

que para cualquier x; y; z 2 X se cumple:

1. d(x; y) = 0 si y sólo si x = y:

2. d(x; y) = d(y; x)

3. d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) (desigualdad triangular).

El par (X; d) se llama un espacio métrico.

Ejemplo 1.8 Métrica discreta. Sea X un conjunto cualquiera. Para x; y 2 X se

de�ne

d(x; y) :=

8<: 1; si x 6= y

0; si x = y

Ejemplo 1.9 X = Rn. Dados x = (x1; x2; : : : ; xn), y = (y1; y2; : : : ; yn) dos

puntos en X, de�nimos

d(x; y) =
�
(x1 � y1)2 + (x2 � y2)2 + : : :+ (xn � yn)2

� 1
2
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d se conoce como la distancia euclidea, o métrica usual.

De�nición 1.19 Dado x en (X; d) y un número real " > 0 de�nimos:

1. La bola abierta de centro en x y radio ", se denota B"(x); como

B"(x) = fy j d(x; y) < "g:

F igura 2: Bola abierta:

Tomada de [13]:

2. La esfera de centro en x y de radio ", la notamos

S"(x) = fy j d(x; y) = "g:

F igura 3: La esfera

Tomada de[13]:

Teorema 1.5 Si (X; d) es un espacio métrico entonces

� = fB"(x) j x 2 X; " > 0g

es base para una topología en X.
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Ejemplo 1.10 Una base para Rn de�nida como sigue:

� = fB"(x) j " > 0; x = (x1; :::; xn) 2 Rng

La topología generada por esta base es comúnmente conocida como la topología

usual de Rn:

De�nición 1.20 La topología � asociada a la base formada por la totalidad de

las bolas abiertas se llama la topología inducida o generada por la métrica d

y se nota como: � = hdi.

Lo anterior signi�ca que todo espacio métrico es un espacio topológico. Un espacio

topológico cuya topología proviene de una métrica, se dice un espaciometrizable.

De�nición 1.21 Sea (X; d) un espacio métrico y A � X, A no vacío. Se de�ne

la función:

d� : A� A �! R

tal que 8x; y 2 A : d�(x; y) = d(x; y); es decir, d� es la restricción de d a A � A

de la función d : X � X �! R. Es claro que d� es una métrica sobre A; luego

(A; d�) se llama un subespacio métrico de (X; d).

De�nición 1.22 Sean (X; �) un espacio topológico y A � X: La colección

�A = fU \ A j U 2 �g

es una topología sobre A:

�A se llama la topología inducida sobre A o la topología asociada al

subespacio A:

Teorema 1.6 Si A es un subespacio de un espacio topológico (X; �), entonces:
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1. H � A es abierto en A si y sólo si H = G \ A, donde G 2 � .

2. F � A es cerrado en A si y sólo si F = K \ A, donde K es cerrado en X.

De�nición 1.23 Un subconjunto de un espacio topológico (X; �) es llamado un

conjunto F� si y sólo si es la unión contable de conjuntos cerrados.

Ejemplo 1.11 En (R; usual) el conjunto (0; 1) = [
�
1
n
; 1� 1

n+1

�
; n 2 N.

Proposición 1.7 Todo conjunto abierto en un espacio métrico (X; d) es un F�.

Teorema 1.7 Sea (X; �) espacio topológico, se tiene

1. La unión contable de conjuntos F� es un F�.

2. La intersección �nita de conjuntos F� es un F�:

De�nición 1.24 Sean (X; �) un espacio topológico y A � X. A se llama denso

en X si y sólo si A = X: Es decir, para cualquier x 2 X y cualquier Vx tenemos

Vx \ A 6= ;.

De�nición 1.25 Sean (X; �) un espacio topológico; X es un espacio separable

si existe A � X contable y denso. Si � = hdi se dice entonces que X es un espacio

métrico separable.

Ejemplo 1.12 Todo conjunto contable (�nito o in�nito) con cualquier topología

es separable.

Ejemplo 1.13 La recta real es métrico separable, ya que el conjunto Q de los

números racionales es denso y contable.

Proposición 1.8 Todo espacio métrico (X; d) es 2�contable.
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Proposición 1.9 Todo espacio métrico (X; d) es normal.

Proposición 1.10 Todo espacio métrico (X; d) es completamente normal.

Demostración. Sea X 0 subespacio de X, claramente X 0 es espacio métrico y por

tanto normal, por la de�nición 1.16 X es completamente normal.

De�nición 1.26 Sea (X; �) un espacio topológico, X es conexo si y sólo si no

existen abiertos A y B subconjuntos de X disyuntos no vacíos tal que X = A[B.

De�nición 1.27 Sea (X; �) un espacio topológico y sea A un subespacio de X.

Decimos que A es una componente conexa de X si y sólo si A es conexo y no

es subconjunto propio de algún otro subespacio conexo de X.

De�nición 1.28 Un espacio topológico (X; �) se llama desconectado total-

mente si y sólo si cada conjunto unitario es una componente conexa.

Ejemplo 1.14 X = I � (R; usual) es un espacio desconectado totalmente.

Ejemplo 1.15 El conjunto de Cantor C: Introducido por G. Cantor y por H. J.

Smith en 1875, es un espacio totalmente desconectado.

C es un subconjunto no contable del intervalo I = [0; 1] ; consiste de todos los

números reales x que se pueden expresar de la forma

x =
1X
n=1

an3
�n; an 2 f0; 2g n 2 N:

C como subespacio posee la topología que hereda de (R,usual): C es el conjunto de

todos los números x 2 [0; 1] cuya representación x = 0; x1x2 � � �xn � � � en base

3 no utiliza el dígito 1; es decir, xi 6= 1 8i 2 N y xi 2 f0; 2g: Ver �gura 4.

Geométricamente,

A0 = [0; 1]
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El conjunto de Cantor se de�ne como la intersección de la familia antes descrita,

es decir,

C = \1n=1An:

En la �gura se observa que lo que se hace es quitar el tercio medio de cada porción

de recta que queda del proceso anterior, pero C es lo que queda al �nal del proceso

in�nito de pasos antes descrito.

Figura 4: Conjunto de Cantor

Tomada de [13]:

De�nición 1.29 Dados un espacio topológico (X; �) y A � X; una colección

U = fUig; (i 2 I) de abiertos (cerrados) de X es un cubrimiento abierto

(cerrado) de A si y sólo si

A � [U = [i2IUi

si existe J � I tal que fUjg; (j 2 J) cubre a A, a la familia fUjg, (j 2 J) se le

llama un subrecubrimiento de A:

De�nición 1.30 Sea (X; �) espacio topológico, (X; �) es compacto si y sólo si

cada cubrimiento abierto de X tiene un subrecubrimiento �nito.
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Los conceptos que se omiten son muy conocidos por el lector, sólo se tuvieron en

cuenta los que consideramos más importantes.
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Capítulo 2

Algunos datos históricos y

generalidades

2.1. Datos históricos

El hombre a través de su propia curiosidad y necesidad se ha puesto en la tarea de

descubrir y sumergirse en mundos diferentes al nuestro con la noción de dimensión,

proponiendo diversas nociones de este concepto en diversas épocas, de tal forma

que ha llegado en la actualidad a desarrollar una teoría moderna necesaria para la

evolución de la propia matemática y de otras ciencias. Haciendo uso de lo escrito

por la historia anotaremos algunos datos que muestran evidencias de los logros

alcanzados por investigaciones previas a la teoría de�nitiva.

Platón ( 430-349 A. C ) en su famosa Alegoría de la cueva trata de interpretar

lo que era la dimensión en ese entonces de la siguiente forma: �nos pide que

imaginemos una extraña raza de hombres que estan encerrados en una extraña

cueva subterránea encadenados de tal modo que sólo pueden ver las sombras que

se proyectan sobre la pared de la cueva. Detrás de los hombres hay un talud bajo y
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detrás de este una hoguera. Los objetos se mueven atrás y adelante en la rampa y el

fuego proyecta sombras de estos objetos sobre la pared de la cueva. Los prisioneros

piensan que estas sombras son la única realidad. Ni siquiera notan que sus cuerpos

tienen forma tridimensional. Hablan entre ellos pero oyendo los ecos que devuelve

el muro, admiten que ellos y sus compañeros son también sombras�[14]. Es notorio

que en la alegoría de Platón se introduce la noción de dimensión dos cuando los

personajes creen que la única realidad son las sombras proyectadas sobre la pared,

se crea entonces un mundo bidimensional y aquí es donde se inicia la curiosidad de

saber como seria un mundo en una dimensión superior y la posibilidad de poder

percibirlo.

Más tarde Euclides ( 365?-275? A.C ) quien en su obra maestra Los Elementos,

introduce una noción topológica de la dimensión, cuando de�ne el punto como el

extremo de una línea ( es decir, la frontera ), la línea como el extremo o borde

de una super�cie ( Libro I de los Elementos ), y una super�cie como el borde

de un sólido (Libro XI de los Elementos ) de esta manera Euclides caracterizó la

dimensión de los objetos que estaban al alcance de su percepción; que Euclides

haya notado dichas propiedades de los objetos permitió continuar con el estudio

del concepto, tanto que uno de los �lósofos que abordó con mucha vehemencia

la idea de espacios de dimensión mayor o superior fue Immanuel Kant (1724-

1804). En uno de sus ensayos escribió: � Una ciencia de todas estas posibles

clases de espacios sería, sin duda la empresa más elevada que el raciocinio �nito

podría emprender en el campo de la geometría. Si es posible que existan regiones

con otras dimensiones, es muy probable que Dios las haya creado en otra parte �

[14], en esta valiosa frase Kant hace alusión a su concepto de dimensión y surge

entonces otra interpretación de la dimensión en otro campo.

Volviendo a la interpretación matemática de la dimensión, después de un tiempo
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en que los matemáticos creían que la dimensión de dos objetos diferentes se debía

a la cantidad de elementos ( o puntos ) que tuvieran, aparece George

Cantor ( 1845-1910 ) quien demostró la falsedad de esta creencia al probar

que hay el mismo número de puntos en el plano que en la recta, además demostró

que conjuntos que diríamos que tienen mas elementos que otros tienen la

misma cantidad de elementos, al establecer una correspondencia biyectiva entre

los conjuntos, de aquí resulta que un segmento recto, un cuadrado y un cubo tienen

igual cantidad de elementos; así como dos conjuntos in�nitos no necesariamente

tienen igual cantidad de elementos, se dedujo entonces que la dimensión no es una

propiedad cuantitativa, por tanto no se podía de�nir la dimensión en cuanto a la

cantidad de elementos que un conjunto u objeto tuviese.

Mas tarde los matemáticos pensaron que la diferencia entre un objeto de dimensión

uno y uno de dimensión mayor, se debía a que el primero se podía recorrer por el

movimiento continuo de un punto y el segundo no, sin embargoGiuseppe Peano

( 1858-1932 ) encontró que un punto moviéndose continuamente puede rellenar

una super�cie e incluso un cubo ( ver �gura 5 ), por tanto con este resultado no se

podía establecer algo sobre la dimensión de los objetos en cuanto a la trayectoria

de un punto.

En 1884, se publica por primera vez la famosa historia de un cuadrado que viaja

a una dimensión superior, historia que es conocida como Planilandia [14], cuyo

autor es Edwin Abbott Abbott maestro de escuela ( nacido en Londres el

20 de diciembre de 1838 ). Planilandia es un mundo imaginario de dimensión dos

donde un cuadrado vive una aventura espacial para entender la tercera dimensión.
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Figura 5: Curva de Peano

Tomada de [12]:

Posteriormente H. Poincaré ( 1854-1912 ) en 1912 interesado en aclarar la

dimensionalidad de un espacio propone una de�nición de dimensión dándole

importancia a la noción intuitiva que nos presenta Euclides, pero no fue del todo

aceptada; un año más tarde L. E. J. Brouwer ( 1882-1966 ) basado en las ideas

de Poincaré construye una de�nición para una clase muy amplia de espacios, que

sólo se uso para demostrar que Rm y Rn no son homeomorfos para n 6= m; fue

hasta entonces en 1922 cuando Karl Menger (1902-1985) y P. Urysohn (1898-

1924) independiente de Brouwer y cada uno por su lado recrearon la de�nición

de Brouwer, en 1922 P. Urysohn propuso su de�nición y K. Menger en 1923 hizo

lo mismo, de�niciones que permitieron el posterior desarrollo de la teoría de la

dimensión. H. L. Lebesgue ( 1875-1941 ) también dió sus aportes para el

desarrollo de esta teoría que fue satisfactoriamente desarrollada para espacios

métrico separables por las de�niciones dadas por Urysohn y Menger y después

ampliada a espacios topológicos. Esta breve reseña histórica permite ver que el

concepto de dimensión ha venido evolucionando de acuerdo a las necesidades y el
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desarrollo de la misma matemática hasta establecerse una de�nición satisfactoria

que es la que se presenta en el capítulo 4 de este trabajo y que permite

obtener importantes resultados propios de la topología. Es claro que aquí no

estan todos las personas que han estudiado este concepto, escapándose quizá otros

matemáticos que dieron aportes valiosos para el desarrollo de esta teoría.

2.2. Generalidades sobre la noción de dimensión

Las primeras nociones relacionadas con la de dimensión, que nos exponen

a temprana edad son las siguientes: la noción de longitud, área y volumen,

noción de extensión o espacio, que se expresa más especí�camente cuando se dice

que si el objeto tiene área pero no volumen entonces tiene dos dimensiones y si

el objeto es sólido es de tres dimensiones y por tanto posee volumen, de esto

resulta que todo objeto material es de tres dimensiones, lo que conduce a las

tres dimensiones del espacio R3; llamadas longitud, anchura y profundidad,

por esto se considera que la línea es de una dimensión, pues posee longitud, más

no anchura, las super�cies poseen las dos, longitud y anchura y los volúmenes

poseen las tres dimensiones, uno de los que usó estas palabras fue Euclides en

los Elementos ( Libros I y XI ). En los cursos de básica secundaria se plantean

problemas como: encuentre las dimensiones de un rectángulo sabiendo que un lado

es el doble del otro y cuyo perímetro es 10cm. En esta interpretación la dimensión

esta relacionada con las medidas que determinan la cantidad de espacio que ocupa

un objeto en determinado lugar.

La otra noción de dimensión es la que tiene que ver con la libertad de movimiento

que un objeto pueda efectuar en un espacio; es decir, en un espacio de dimensión

0, sospecharíamos que esta formado por un punto, en donde no hay posibilidad de

movimiento, esto es, no existe ningún grado de libertad. Ahora si admitimos que
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en tal espacio no existe más que una línea, resultado del rastro del movimiento de

un punto, el punto tiene la posibilidad de continuar o retroceder sobre la línea,

tendrá entonces un grado de libertad, hacia delante o hacia atrás, luego el punto

se moverá en una dimensión, lo que concluye que la línea es de dimensión uno.

Ahora si el punto abandona su trayectoria y decide tomar otra dirección, derecha

o izquierda, entonces se moverá en una super�cie teniendo el punto un grado de

libertad más, un movimiento más por hacer, por tanto en una super�cie hay dos

grados de libertad delante-atrás y derecha-izquierda; apareciendo un espacio de

dos dimensiones; posteriormente el punto toma otra dirección abandonando la

super�cie permitiéndose viajar por encima o por debajo de ella, luego aparece

otro grado de libertad, entrando entonces al espacio tridimensional, con sus tres

grados de libertad que son: delante-atrás, izquierda-derecha y arriba-abajo, estas

nociones de dimensión son intuitivas, son producto de lo que nuestros sentidos han

podido percibir y deducir. Si incursionamos en otro campo como la Física, allí se

tiene otra noción de dimensión; teniendo en cuenta la Teoría de la Relatividad de

Albert Einstein, para él y para muchos más versados en la materia, consideran

el tiempo como la cuarta dimensión en la interpretación de que para ubicar un

objeto en el espacio no sólo se necesita la posición de este sino el tiempo en el que

se puede encontrar en dicha posición. Lo anterior fue necesario para que expertos

en la materia dieran nociones mucho más precisas del concepto de dimensión que

fueran aplicables a espacios mucho más abstractos.

Tenemos el concepto de dimensión en espacios vectoriales que se maneja en el

curso de Algebra Lineal, incluso algunos docentes la introducen en el curso de

Algebra Superior en los primeros semestres de universidad; recordemos que en un

espacio vectorial los elementos que lo conforman se les llama vectores. Veamos

como se de�ne en un espacio vectorial la dimensión:
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De�nición 2.1 Si un espacio vectorial V tiene una base �nita, entonces la

dimensión de V es el número de vectores que contiene la base y se escribe

dimV = n

si V = f0g; se de�ne dimV = 0; V se llama espacio vectorial de dimensión

�nita.

Como sabemos R3 es un espacio vectorial, dimR3 = 3, ya que posee un conjunto

�nito B = f(1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)g; cuyos vectores son linealmente

independientes y generan R3; por tanto B es base para R3; llamada la base

canónica de R3.

A continuación se darán otras de�niciones de dimensión que tienen que ver

principalmente con conceptos topológicos. Las dos primeras son de�niciones

inductivas. La dimensión en un espacioX en estas de�niciones se denotan ind(X);

Ind(X); y dim(X) respectivamente, en algunos libros de topología, siendo n entero

no negativo.

De�nición 2.2

i. ind(;) = �1.

ii. ind(X) � n si y sólo si cada punto x 2 X, tiene una base de vecindades U 1

con ind[fr(U)] � n� 1:

Esta de�nición hace parte de la que se expone en el capítulo 4 con algunos cambios

y se debe a K. Menger y P. Urysohn, conocida también como dimensión

inductiva débil es aplicada a espacios regulares y posteriormente desarrollada

para espacios métricos separables, con desventajas para espacios más generales.

1Es equivalente a decir que cada punto de X tiene un sistema fundamental de vecindades.
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De�nición 2.3

i. Ind(;) = �1.

ii. Ind(X) � n si y sólo si dados dos conjuntos cerrados disyuntos A y B de X,

existe un abierto U con A � U; U \B = ; y Ind[fr(U)] � n� 1:

De�nición aplicada a espacios normales dada por E. C¼ech en 1932. Se

denomina a ésta, dimensión inductiva fuerte.

De�nición 2.4 dim(X) � n si y sólo si cualquier cubrimiento abierto de X tiene

un recubrimiento de orden � n+1, donde el orden de un cubrimiento es el número

más grande de conjuntos del cubrimiento teniendo algún punto en común.

Ha sido llamada dimensión topológica, dimensión de Lebesgue o

dimensión de cubrimiento.

Lo curioso de las tres de�niciones de dimensión es que las tres son equivalentes

para espacios métricos separables esto quiere decir que la teoría de la dimensión

para espacios métricos separables es mucho más completa que las desarrolladas

para cada una de las de�niciones individualmente. Estas de�niciones son la base

para ampliar la teoría de la dimensión a otros espacios desarrolladas por otros

matemáticos como Katetov, Morita entre otros. Claramente no son las únicas

nociones de dimensión, existe una variedad de dimensiones, como por ejemplo

las llamadas dimensión de Hausdor¤ y dimensión fractal, que están relacionadas

con el grado de complejidad e irregularidad de los fractales, y en la mayoría de

los casos dichas dimensiones no son números enteros. En de�nitiva la noción de

dimensión no es algo inventado sin justi�cación alguna; la matemática ha sido

la herramienta para formalizar lo que la intuición sospecha de antemano, siendo

todo lo anterior producto de la gran capacidad humana.
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Capítulo 3

Dimensión 0

En este capítulo se inicia el estudio formal del concepto de dimensión y en

especial de dimensión 0. Se ilustrará con ejemplos y grá�cos los conceptos a tratar.

Se verán otras formas alternativas de poder de�nir un espacio 0-dimensional

equivalentes a la de�nición que se expondrá inicialmente en este capítulo.

Para tener una idea precisa sobre el concepto de dimensión como lo indica el

artículo [7] y como lo muestra la de�nición que sigue, debemos tener en cuenta

dos conceptos topológicos claves como son : vecindad y frontera, podemos

de esta forma hacernos una idea o tener una noción del concepto de dimensión en

espacios métrico separables. En adelante X será un espacio métrico separable.

De�nición 3.1 Un espacio X es de dimensión 0 o es 0-dimensional en un

punto p 2 X, si p tiene vecindades1 arbitrariamente pequeñas con fronteras

vacías; o lo que es lo mismo si para cada vecindad Up de p existe una vecindad Vp

de p tal que

Vp � Up y fr(Vp) = ;:
1Todas las vecindades serán abiertas , a no ser que se especi�que lo contrario.
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No olvidar que la frontera de la vecindad depende de la métrica del espacio al que

corresponde (ver �gura 6)

Figura 6: Dimensi�on 0

Un espacio no vacío es 0-dimensional, dimX = 0, si X tiene dimensión 0 en

cada uno de sus puntos.

Ejemplo 3.1 Q es 0-dimensional

Demostración.

Sea p 2 Q, sea una vecindad Up que podemos tomar como Up = (p � "; p + ")2

con " 2 R+, por la densidad de I existe � irracional con � < " tal que la vecindad

V = (p � �; p + �) � Up ( ver �gura 7 ) se tiene que p � � =2 Q y p + � =2 Q, es

decir p � � y p + � son irracionales, por lo tanto fr(Vp) = ;; ya que los únicos

�candidatos�a ser puntos frontera de Vp serían p � � y p + �; pero estos no son

racionales, por consiguiente Q es 0-dimensional. �

2Q como subespacio hereda la métrica de R y por tanto la topología, es decir, la topología

usual.
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Figura 7: Dimensi�on de los racionales:

Ejemplo 3.2 El conjunto I de números irracionales es 0-dimensional.

Demostración.

Dada cualquier vecindad Up de p con p 2 I existen por la densidad de los racionales

�; � tales que � < p < � y V = fx 2 I j � < x < �g es el conjunto de números

irracionales que estan entre � y � tal que V � Up: En el espacio I V es abierto,

en efecto para cada x 2 V existe una vecindad lo su�cientemente pequeña que

esta totalmente contenida en V por lo tanto cada x es punto interior de V , lo

que implica que V es abierto en I; además fr(V ) = ; pues sucede lo mismo que

en el ejemplo 3.1, los únicos candidatos en este caso a ser puntos frontera son

� y �; pero éstos no pertenecen a I; por tanto fr(V ) = ; ésto implica que I es

0-dimensional. �

Ejemplo 3.3 En R2 el conjunto R2
I de puntos en el plano cuyas coordenadas son

ambas irracionales es 0-dimensional.

Demostración.

Sea p 2 R2
I , p esta contenido en rectángulos arbitrariamente pequeños

3 Vp cuyas

fronteras son líneas rectas que intersecan los ejes coordenados en ángulo recto en

puntos racionales, donde r1; r2; r3; r4 pertenecen a Q, como se puede observar

ningún punto de la frontera de Vp pertenece aR2
I ; ya que todo punto de la frontera

3La topología generada por los rectángulos abiertos es equivalente a la generada por los discos

abiertos siendo esta última la topología usual.
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tiene exactamente una coordenada racional, por tanto fr(Vp) = ; luego R2
I es 0-

dimensional, (ver �gura 8). �

Figura 8: Dimensi�on de R2
I

Ejemplo 3.4 El conjunto R2
1 de puntos en el plano con exactamente una

coordenada racional es 0-dimensional.

Demostración.

Para cualquier p 2 R2
1 tomamos vecindades arbitrariamente pequeñas Vp limitadas

por líneas rectas que intersecan a los ejes coordenados en puntos racionales con

ángulo a 45�; es decir, que las líneas rectas:

L1 = f(x; y) 2 R2 j y = x+ r1; r1 2 Qg;

L2 = f(x; y) 2 R2 j y = x+ r2; r2 2 Qg;

L3 = f(x; y) 2 R2 j y = �x+ r3; r3 2 Qg;

L4 = f(x; y) 2 R2 j y = �x+ r4; r4 2 Qg;

como se observa todas las rectas se intersecan formando un rectángulo. Ningún

punto que pertenezca a cualquiera de dichas rectas pertenece a R2
1; ya que si

x 2 Q; y 2 Q y si x 2 I; y 2 I, este resultado es sencillo y se deja a cargo
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del lector como ejercicio. Por tanto fr(Vp) = ; luego R2
1 es 0-dimensional (ver

�gura 9 ). �

Figura 9: Dimensi�on de R2
1

Como fue visto en el capítulo 1 proposición 1.2, cualquier conjunto cuya frontera es

vacía es abierto-cerrado (ó aberrado como lo llaman en algunos libros de topología)

y recíprocamente también es cierto; esta a�rmación es esencial para posteriores

resultados.

¿Ser 0-dimensional es un invariante topológico?, efectivamente, la respuesta se

demuestra en la proposición siguiente.

Proposición 3.1 Ser 0-dimensional o ser 0-dimensional en un punto p es un

invariante topológico.

Demostración.

Sean X; Y homeomorfos donde X es 0-dimensional y h : X �! Y es un homeo-

mor�smo, veamos que Y es 0-dimensional.

Sea y 2 Y y Vy vecindad de y en Y como h es sobre existe un x 2 X tal que

h(x) = y, como h es continua en X existe Ux vecindad de x abierta y cerrada
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tal que h(Ux) � Vh(x) = Vy; tenemos que h es bicontinua luego h(Ux) es abierto y

cerrado, y 2 h(Ux) � Vy por ser h biyección, luego Y es 0-dimensional. �

El signi�cado de la proposición anterior muestra que cualquier espacio X con la

propiedad de ser 0-dimensional permanece invariante si se somete a

homeomor�smos. Luego ser 0-dimensional es un invariante topológico.

Que X sea 0-dimensional es equivalente a tener una base para � con una

característica muy particular:

Proposición 3.2 Un espacio X no vacío es 0-dimensional si y sólo si existe una

base para los conjuntos abiertos de X compuesta de conjuntos abiertos y cerrados.

Demostración.

)) Como X es 0-dimensional 8p 2 X y para cada vecindad U de p existe una

vecindad B de p tal que

p 2 B � U y fr(B) = ;

lo que signi�ca que B es abierto y cerrado. Tomando la colección � = fB � X;B

es abierto y cerradog; vemos que � es una base para los abiertos de X.

() Tomando � base de abierto-cerrados; p 2 X y G abierto con p 2 G como � es

base entonces G lo podemos expresar como G = [i2IBi; Bi 2 �; por tanto para

algún Bi se tiene que p 2 Bi � G; como Bi es abierto y cerrado por la proposición

1.2 fr(Bi) = ;; luego por de�nición 3.1 X es 0-dimensional.�

Ejemplo 3.5 El conjunto de Cantor denotado por C; es el conjunto de todos los

puntos reales entre 0 y 1 que se pueden expresar en la forma
P1

n=1
an
3n
; donde

an = 0 o an = 2; es 0-dimensional.

Por ejemplo: 2
3
+ 0
32
+ 2
33
+� � � =

P1
n=1

2
32n�1 = 6

P1
n=1

1
9n
= 6( 1

1� 1
9

�1) = 6(9
8
�1) =

3
4
2 C.
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Demostración.

Tomando el conjunto
P
= fx1x2 � � � j xi 2 f0; 1; 2; : : : ; N � 1g, 8i = 1; 2 : : :g con

N entero positivo. Los elementos de
P
se les denomina códigos y se de�ne la

función

d :
P
�
P
! R por

d(x; y) = d(x1x2 � � � ; y1y2 � � � ) =
1X
i=1

j xi � yi j
(N + 1)i

Veamos que la sumatoria anterior converge. Tenemos que 0 � xi � N � 1 (1) y

0 � yi � N � 1 (2) 8xi; yi ; con i = 1; 2; � � � : �(N � 1) � �yi � 0 (3), sumando

(1) y (3) resulta

�(N � 1) � xi � yi � (N � 1)

de donde se deduce

j xi � yi j� N � 1 < N + 1; 8i = 1; 2; � � � :

Multiplicando por 1
(N+1)i

se obtiene

j xi � yi j
(N + 1)i

� N � 1
(N + 1)i

<
N + 1

(N + 1)i
=

1

(N + 1)i�1

j xi � yi j
(N + 1)i

<
1

(N + 1)i�1

aplicando sumatoria ambos lados de la desigualdad

1X
i=1

j xi � yi j
(N + 1)i

<

1X
i=1

1

(N + 1)i�1
=

1

1� 1
N+1

= 1 +
1

N
:

Luego, la sumatoria converge ya que es menor que una que converge (tomado

de [4]). Se puede veri�car que d es métrica (no confundir el conjunto
P
con el

simbolo de la sumatoria). Luego (
P
; d) es espacio métrico; más conocido como el

Espacio de los códigos ( Tomado de [4] ). Consideremos las siguientes bolas

abiertas en (
P
; d)
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B

 
a;

1

(N + 1)k

!
= fx 2

X
: ai = xi; para todo i = 1; 2; : : : ; kg (1)

para k 2 N; la bola de radio 1

(N+1)k
y centro en a, es el conjunto de todos los códigos

que coinciden con el centro de la bola en sus primeras k cifra, por ejemplo:

B
�
x; 1

(N+1)

�
= fy 2

P
j y1 = x1g = [x1);

B
�
x; 1

(N+1)

�
= fy 2

P
j y1 = x1; ^; y2g = [x1x2):

La familia formada por (1) es una base para la topología generada por d; pero

además cada una de estas bolas es abierta y cerrada ( aberrada, ver [4] ), entonces

tenemos una base formada por conjuntos abiertos y cerrados por tanto por la

proposición 3.2 (
P
; d) es 0-dimensional. Como (

P
; d) es homeomorfo a C ( ver

[4] ); por la proposición 3.1 se tiene que C es 0-dimensional. �

Ejemplo 3.6 El conjunto de los naturales N. Tomemos a (N; d); d es la métrica

discreta. (N; d) es espacio métrico separable, ya que N es enumerable y N =

N: Escogiendo como base la colección � = f fng j n 2 N g es base para los

abiertos de N, se puede demostrar que efectivamente es base y además cada fng

es abierto-cerrados, entonces � es una base formada de abierto-cerrados, luego por

la proposición anterior, N es 0-dimensional.

Generalizando el ejemplo anterior se tiene la siguiente proposición.

Proposición 3.3 Cualquier espacio X contable4 no-vacío es 0-dimensional.

Demostración. 5

Dada cualquier vecindad U de p; p 2 X, sea " 2 R+, sea la bola V de radio "

alrededor de p, con V � U . Enumerando los elementos de X; x1; x2; :::; tal que

4Claramente si el espacio métrico es contable es separable. Contable signi�ca que se puede

construir una biyección del conjunto de los naturales a tal conjunto.
5Demostración tomada de [5].
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d(xi; p) < ". Por la densidad de R existe un "0 con "0 < " y "0 6= d(xi; p) para todo

xi con i = 1; 2; : : :. Por tanto V 0 = B0"0(p) � B"(p) = V (ver �gura 10), luego se

tiene que fr(V 0) = ; ya que ningún elemento de X pertenece a la frontera de V 0:

Luego X es 0-dimensional ( ver �gura 10 ). �

Figura 10: Dimensi�on de un conjunto contable

La proposición anterior proporciona otra forma de deducir queQ es 0�dimensional

como se vio en el ejemplo 3.1. Con esta proposición la idea o noción de dimensión

de un punto p o el monopuntual6 como se le conoce, es 0, que se ha interpretado

de la siguiente forma como ya se mencionó antes: al pararse sobre tal punto la

imposibilidad de moverse hacia cualquier dirección es evidente, podrían haber más

puntos tan cercanos como se quiera como en Q o tan lejos que no haya posibilidad

de hacer un salto tan largo que sea posible caer sobre uno de ellos, en cualquiera

de los dos casos sigue siendo de dimensión 0, luego nuestra intuición no es tan

errada con respecto a lo que la teoría formal nos presenta.

Ejemplo 3.7 El conjunto Rn
Q de puntos en el Espacio Euclidiano Rn; cuyas

coordenadas son racionales es 0-dimensional. En efecto Rn
Q es contable.

6El monopuntual o singulete es el conjunto formado por un punto o elemento.
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Podríamos preguntar qué sucederá con la dimensión de un subconjunto no vacío

de un espacio 0-dimensional, según nuestra intuición nos responderíamos que la

propiedad se hereda, veamos que esto es cierto en el siguiente teorema.

Teorema 3.1 Un subconjunto no vacío de un espacio 0-dimensional es

0-dimensional.

Demostración. 7

Sea p un punto cualquiera de un subconjunto X 0 de un espacio 0-dimensional X

y sea U 0 cualquier vecindad de p en X 0 entonces existe una vecindad U de p en X

tal que U 0 = U \X 0: Como X es 0-dimensional existe un V abierto y cerrado en

X tal que p 2 V � U , tomando V 0 = V \X 0 entonces V 0 es abierto y cerrado en

X 0, se tiene que p 2 V 0 � U 0 por tanto X 0 es 0-dimensional. Ver �gura 11. �

Figura 11: Dimensi�on de un subconjunto de un espacio 0� dimensional

El resultado anterior nos permite a�rmar que la propiedad de ser 0-dimensional

se hereda, lo que no sucede con el inverso, por ejemplo Q es 0-dimensional y es
7Demostración tomada de [5].
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subconjunto de R, sin embargo R es 1-dimensional, resultado que se presentará

en el capítulo IV.

La ventaja de que un espacio X se pueda dividir en dos conjuntos abiertos

disyuntos en él mismo, permite exponer otra de�nición de un espacio 0-dimensional

por separación equivalente a la de�nición 3.1.

De�nición 3.2 Un espacio X no vacío tiene dimensión 0 si cada punto p;

p 2 X y cada conjunto cerrado C en X con p =2 C se pueden separar.

En seguida veremos que la de�nición 3.1 es equivalente a la de�nición 3.2.

Proposición 3.4 De�nición 3.1 si y sólo si De�nición 3.2

Demostración.

)) Sea X un espacio 0-dimensional, y C un conjunto cerrado en X; p 2 X y

p =2 C, luego tenemos que X �C es vecindad de p , por la de�nición 3.1 existe V

tal que p 2 V � X � C con V abierto y cerrado, claramente V \ C = ; luego de

la proposición 1.4 p y C estan separados en X:

() Sea p 2 X y sea V vecindad de p, luego X � V es cerrado en X , p =2 X � V

por la de�nición 3.2 p y X�V estan separados en X, por la proposición 1.4 existe

A0 tal que X � V � A0 con A0 abierto y cerrado tal que A0 \ fpg = ;; como

X�A0 es abierto y cerrado, tenemos X�A0 � V ( ya que si X�V � A0 entonces

(A0)c � (X�V )c = V; esto es X�A0 � V ), luego se tiene que p 2 X�A0 � V con

fr(X � A0) = ; por lo tanto X es 0-dimensional como lo requiere la de�nición

3.1. �

Cualquiera de las dos de�niciones anteriores para un espacio 0-dimensional es útil

para el desarrollo de la teoría.

Proposición 3.5 Si X es 0-dimensional entonces cualquier par de conjuntos

cerrados disyuntos en X pueden ser separados.
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Demostración. 8

De la de�nición 3.2 cada p 2 X y cada cerrado en X se pueden separar. Tomemos

dos conjuntos C y K cerrados disyuntos en X: Hay que encontrar una separación

de C y K en X:

Para cada p 2 X se tiene una de las dos fpg \ C = ; o fpg \ K = ;: Como

X es 0-dimensional existen vecindades Up para cada p con fr(Up) = ; tal que

Up \ C = ; o Up \K = ;: Usando el hecho de que X tiene una base contable de

abiertos (es decir, X es 2-contable) existe una sucesión U1; U2; ::: de estos Up cuya

unión es X. De�namos una nueva sucesión de conjuntos Vi como sigue:

V1 = U1

Vi = Ui � [i�1k=1Uk = Ui \ (X � [i�1k=1Uk) (1)

Del inciso (1) se tiene la sucesión recursiva formada por los Vi con i = 1; 2; :::, que

también recubre a X por tanto

X = [1i=1Vi; (2)

además se tiene que

Vi \ Vj = ;; para i 6= j (3)

Recordemos que la unión �nita de cerrados es cerrado, luego de (1) tenemos que

X � [i�1k=1Uk es abierto e intersectado con Ui es abierto ya que Ui es abierto, por

tanto

Vi es abierto (4)

y una de las dos siguientes se tiene

Vi \ C = ; o Vi \K = ; (5)

8Demostración tomada de [5].
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Tomemos a C 0 la unión de todos los Vi para los que Vi \K = ; y K 0 la unión de

los restantes Vi: Entonces por (2) tenemos que X = C 0 [K 0 por (3) C 0 \K 0 = ;;

de (4) C 0 y K 0 son abiertos, y de (5)

C 0 \K = ; y K 0 \ C = ; (6)

luego (C 0\K)[ (K 0\C) = ;; de (6) se tiene que C � C 0 y K � K 0: En de�nitiva

se encontró la separación deseada dada por C 0 y K 0: �

El recíproco de la proposición anterior es cierto ya que es resultado de la propia

de�nición 3.2.

La unión de conjuntos 0-dimensionales en un espacio X no necesariamente es 0-

dimensional, como se mostró en los ejemplos 3.1 y 3.2, Q y I son 0-dimensionales

y su unión es R que más adelante veremos es 1-dimensional. Sin embargo se tiene

el siguiente teorema: Teorema de la unión para conjuntos 0-dimensionales:

Teorema 3.2 Un espacio el cual es la unión contable de subconjuntos cerrados

0-dimensionales es él mismo 0-dimensional.

Demostración. 9

Supongase que

X = C1 [ C2 [ ::: [ Ci [ :::;

donde cada Ci es cerrado y 0-dimensional en X: Sean K y L dos subconjuntos

cerrados disyuntos en X: Veamos si K y L pueden ser separados.

K \ C1 y L \ C1 son subconjuntos cerrados disyuntos del espacio 0-dimensional

C1, entonces de la proposición 3.5 existen subconjuntos cerrados A1 y B1 en C1;

y por consiguiente en X10, tal que

K \ C1 � A1 y L \ C1 � B1 (1)

9Demostración tomada de [5].
10Son cerrados en X, esto se deduce del teorema 1.6.
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A1 [B1 = C1; A1 \B1 = ; (2)

de (1) y(2) los conjuntos A1 [K y B1 [ L son cerrados y disyuntos en X. Por la

normalidad de X existen conjuntos abiertos G1 y H1 en X tal que

A1 [K � G1 y B1 [ L � H1 (3)

G1 \H1 = ;

por lo tanto de (2) se tiene que

C1 � G1 [H1

de (3)

K � G1 y L � H1; (4)

G1 \H1 = ;

repitiendo el mismo proceso, reemplazando K y L por G1 y H1 y C1 por C2:

Esto produce conjuntos abiertos G2 y H2 para los cuales

C2 � G2 [H2;

G1 � G2 y H1 � H2

H2 \G2 = ;

por inducción construimos las sucesiones fGig y fHig de conjuntos abiertos en

X, tal que generalizando tenemos, que

Ci � Hi [Gi

Gi�1 � Gi y Hi�1 � Hi

Gi \Hi = ;

tomando

G = [Gi ; H = [Hi
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donde G y H son conjuntos abiertos disyuntos en X con

X = [Ci � G [H

de (4) se tiene que

K � G y L � H

Luego K y L es la separación deseada así X es 0-dimensional. �

El desarrollo de este capítulo fué necesario para comprender la de�nición general

de dimensión n y hacer uso de algunas demostraciones para proposiciones poste-

riores. Si el lector desea estudiar algo más sobre dimensión 0 puede consultar [2],

[5], [11], [17].
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Capítulo 4

De�nición de dimensión n

Después de tantos tropiezos en la búsqueda de una de�nición satisfactoria que

funcionara para una cantidad de espacios, se llega a una de�nición que se debe

a Menger y Urysohn, adoptada en el libro [11] y que se expondrá en este

capítulo, así como algunos teoremas, proposiciones y ejemplos. Incluimos también

el análisis de cuatro conjuntos ( ejemplos tomados de [7] ), que constituyen un

ejemplo interesante..

4.1. Dimensión n

La de�nición presentada es una de�nición inductiva en las dos primeras partes. Se

usará dim en lugar de dimensión, para abreviar la expresión dimensión del espacio

X, entonces se escribirá dim(X) y dimp(X) para expresar la dimensión del espacio

X y dimensión del espacio X en el punto p; respectivamente.

De�nición 4.1

1. dim(X) = �1 si y sólo si X = ;:
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2. Asumimos inductivamente que hemos de�nido la dim(Y ) � n � 1 para un

entero n � 0 dado y cualquier espacio Y . Entonces, para un espacio X y un

punto p 2 X; de�nimos

dimp(X) � n

si y sólo si p tiene vecindades arbitrariamente pequeñas abiertas en X cuyas

fronteras tienen dimensión � n� 1 (ver �gura 12)

3. dimX � n si y sólo si dimp(X) � n para todo p 2 X:

4. dimX = n si y sólo si dim(X) � n y dim(X) � n� 1.

5. dimp(X) = n si y sólo si dimp(X) � n y dimp(X) � n� 1.

6. dim(X) =1 si y sólo si dim(X) � n para cualquier n � �1.

7. dimp(X) =1 si y sólo si dimp(X) � n para cualquier n � �1.

Figura 12: Dimensi�on n

Tomada de [11]:

Para n = 0 la de�nición 3.1 y la de�nición 4.1 coinciden. Los numerales 6 y 7 de

la de�nición anterior no se tendrán en cuenta ya que sólo nos ocuparemos del caso

n �nito.
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En el ejemplo que sigue se demostrará que R el conjunto de los números reales o

en otras palabras la línea recta es 1-dimensional.

Ejemplo 4.1 dim(R) =1

Demostración. Se debe demostrar que dim(R) �1 y dim(R) >0 por tanto es

necesario demostrar primeramente que dimp(R) � 1 para todo p 2 R:

i. Sean p; " 2 R y " > 0 tomando las vecindades abiertas con la métrica usual

Vp = (p�"; p+"), (ver �gura 13) con " = 1
n
; n 2 N luego la fr(Vp) = fp�"; p+"g;

es claro que la fr(Vp) es un conjunto contable �nito por lo tanto por la proposición

3.3 la dim(frVp) = 0, luego por la de�nición 4.1 parte 1 y 2, dimR �1:

F igura 13: Dimensi�on de R

ii. Veamos que dim (R) >0:

Supongamos lo contrario, dimR �0; esto implica que para cada p 2 R y " > 0

con " 2 R y para cada Vp vecindad de p; existe � < " (� > 0) ; tal que la vecindad

Up = (p� �; p+ �) � Vp y dim fr(Up) � �1, de la parte 1 de la de�nición 4.1 se

entiende que el único conjunto con dimensión � �1 es el conjunto vacío; signi�ca

que fr(Up) = ;, pero sabemos que fr(Up) = fp��; p+�g; luego entonces hay una

contradicción. Si la fr(Up) = ; signi�ca que Up es abierto y cerrado, los únicos

abiertos y cerrados en R con la usual son R y ;; vacío no es vecindad de ningún

punto y R no es una vecindad arbitrariamente pequeña de ningún punto en R.

Luego dimp(R) >0 para todo p 2 R, por tanto dim(R) >0.

Luego de i. y ii. dim(R) =1: �
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De lo anterior resulta importante resaltar que cualquier intervalo A contenido en

R es 1-dimensional, ya que A por sí sólo es espacio métrico, hereda la métrica de

R restringida al conjunto A por tanto la demostración es semejante a la de R:

En la siguiente proposición se establece una caracterización de lo que signi�ca

dimX � n; y su demostración es inmediata a partir de la de�nición 4.1.

Proposición 4.1 Sea un espacio X; dimX � n si y sólo si existe una base de

X compuesta de conjuntos abiertos cuyas fronteras tienen dimensión � n� 1:

Como un espacio métrico separable es 2�contable, entonces existe una base

contable formada de conjuntos abiertos con las características que se expone en la

proposición anterior, hecho importante que se usa en una demostración posterior.

El teorema que sigue relaciona la dimensión de un subespacio con respecto a

la dimensión del espacio mayor, algo importante es que la dimensión de un

subespacio de un espacio de dimensión � n es a lo más n; antes es necesario

demostrar un lema (tomado de [11]):

Lema 4.1 Sea Y � X; Y subespacio de X. Entonces, para cualquier A � X

frY (A \ Y ) � fr(A)

Demostración.

Por la proposición 1.1 frY (A \ Y ) = (A \ Y )Y \ (Y � A)Y
como (A \ Y )Y � A y (Y � A)Y � (X � A); entonces

(A \ Y )Y \ (Y � A)Y � A \ (X � A) = fr(A) por tanto se concluye que

frY (A \ Y ) � fr(A): �

Teorema 4.1 Un subespacio de un espacio de dimensión � n tiene dimensión

� n:
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Demostración. 1

Se hará por inducción. El teorema es verdadero para n = �1:

Suponemos que el teorema es verdadero para n� 1:

Sea X 0 un subespacio de un espacio X de dimensión � n, p 2 X 0 y U 0p vecindad

en X 0 de p. Entonces existe una vecindad U de p en X tal que U 0p = U \X 0. Como

la dimX � n; existe V abierto en X tal que p 2 V � U con dim fr(V ) � n� 1:

Tomando V 0 = V \X 0; por el lema anterior fr(V 0) � fr(V ); por la hipótesis de

inducción dim fr(V 0) � n� 1; luego dimX � n: �

4.2. Dimensión de subespacios

Como se vio en el teorema 4.1 la dimensión de un subespacio no sobrepasa la

dimensión del espacio mayor, más especí�camente veremos como se determina la

dimensión de un subespacio haciendo uso claramente de los abiertos en el espacio

mayor.

Proposición 4.2 Un subespacio X 0 de un espacio X tiene dimensión � n si y

sólo si cualquier p 2 X 0 tiene vecindades arbitrariamente pequeñas en X cuyas

fronteras tienen intersecciones con X 0 de dimensión � n� 1: Ver �gura 14.

Figura 14: Dimensi�on de un subespacio:

dim [fr (V ) \X 0] � n� 1
1Demostración tomada de [5].
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Demostración. 2

() Sea p 2 X 0 y U 0p en X
0. Entonces existe U en X tal que U 0p = U \X 0: Por

hipótesis existe un V abierto en X; tal que

p 2 V � U y

dim(X 0 \ fr(V )) � n� 1

tomando V 0 = V \X 0, V 0 es abierto en X 0 ( pues X 0 es abierto ), con p 2 V 0 � U 0p;

por el lema anterior

frV 0 � X 0 \ fr(V );

entonces por el teorema 4.1 la dim fr(V 0) � n� 1; por lo tanto dimX 0 � n: �

)) Se tiene que la dimX 0 � n: Sea p 2 X 0 y Up en X. Entonces U 0 = Up \X 0

es vecindad de p en X 0, por tanto existe un V 0p en X
0 tal que

p 2 V 0p � U 0

dim fr(V 0p) � n� 1

Ninguno de los conjuntos disyuntos V 0p y X
0�V 0p contiene puntos de acumulación

del otro, por la normalidad completa3 deX existe unW abierto enX que satisface

V 0p � W y W \ (X 0 � V 0p) = ;

reemplazando W por W \ Up podemos suponer que W � Up, como W �W =

frW 4 no contiene puntos de X 0�V 0p y tampoco de V 0p ; se sigue que X 0\fr(W ) �

fr(V 0p) por el teorema 4.1 dim(X
0 \ fr(W )) � n� 1. �

2Demostración tomada de [5].
3Proposición 1.6.
4Esta igualdad se puede demostrar fácilmente, se deja al lector la veri�cación de esta

afrimación.
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A continuación veremos cuatro subconjuntos de R3, usando las vecindades sugeri-

das en [7], se verá que estos conjuntos son 0-dimensional aplicando la proposición

anterior. La notación de tales conjuntos es la misma que muestra el artículo, es-

tos conjuntos son subespacios de R3 ya que heredan la métrica y por tanto la

topología de R3. Las vecindades son paralelepípedos abiertos que generan la mis-

ma topología usual generada por las bolas abiertas en R3.

Ejemplo 4.2 S0 es el conjunto de todos los puntos en R3 con todas las coorde-

nadas irracionales; es decir,

S0 = f(x; y; z) 2 R3 j x; y; z 2 Ig

se va a demostrar que dim(S0) = 0:

Demostración.

Tomando los planos en R3 x = a; y = b, z = c; con a; b; c tres constantes racionales,

es claro que cada uno de estos planos no contienen puntos que pertenezcan

a S0; los puntos de tales planos tienen como mínimo una coordenada racional. Se

mostrará grá�camente una vecindad Vp de un punto p 2 S0; tomando p = (�; �; 
)

y los planos

x = a1; x = b1;

y = a2; y = b2;

z = a3; z = b3;

con ai; bi 2 Q; i = 1; 2; 3, donde a1 < � < b1; a2 < � < b2; a3 < 
 < b3:

Las intersecciones de tales planos forman un paralelepípedo ( ver �gura 15 ),

cuya frontera de Vp intersecada con S0 es vacía, esto es fr(Vp) \ S0 = ; luego la

dim[fr(Vp) \ S0] = �1; por la proposición 4.2 dimS0 � 0; como S0 6= ; entonces
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dimS0 = 0: �

Figura 15: Dimensi�on de S0

Ejemplo 4.3 S2 el conjunto de puntos en R3 con una coordenada irracional y

dos coordenadas racionales. Veamos que S2 es 0- dimensional.

Demostración.

Los planos ax+ by + cz = 1 donde a; b; c 2 Q� f0g5; no contienen puntos de S2;

veamos

si x; y 2 Q; entonces z 2 Q;

si x 2 Q y y 2 I; entonces z 2 I;

si x; y 2 I; entonces z 2 I;

agotando todos los casos para los valores de x; y; z se concluye que los planos con

las ecuaciones antes escritas no poseen puntos en común con S2; entonces para

5Si tomamos a Q con el 0 aparecen planos cuya frontera intersecada con S2 es no vacía, como

es el plano ax+ by = 1 con c = 0 cuyo resultado es un plano perpendicular al plano xy donde z

toma cualquier valor.
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p 2 S2 y cualquier vecindad de p (Up), existe una vecindad de V p cuya frontera

forma parte de estos planos tal que fr(Vp)\S2 = ; luego la dim(fr(Vp)\S2) = �1

por la proposición 4.2 dim(S2) � 0 como S2 6= ; entonces dim(S2) = 0: �

Ejemplo 4.4 S3 el conjunto de todos los puntos en R3 cuyas tres coordenadas

son racionales.

S3 = f(x; y; z) 2 R3 j x; y; z 2 Qg:

Se vera que S3 es 0-dimensional.

Demostración.

Tomando los planos x = �; y = �; z = 
 con �; �; 
 2 I, cualquier punto que

pertenezca a cualquiera de estos planos tiene como mínimo una coordenada

irracional, luego al intersecar cada plano de estos con S3 la intersección es vacía.

Sea p 2 S3; p = (a; b; c), con a; b; c 2 Q, y sea " 2 R con " > 0; " 2 I entonces los

planos

x = a+ "; x = a� ";

y = b+ "; y = b� ";

z = c+ "; z = c� ";

donde a + "; a � "; b + "; b � "; c + "; c � " pertenecen a I, luego la vecindad

V de p cuya cuya frontera esta formada por la intersección de estos planos no

tiene puntos en común con S3; entonces para cualquier vecindad de p con " lo

su�cientemente pequeño fr(V ) \ S3 = ; por tanto dim fr(V ) \ S3 = �1; por la

proposición 4.2 dimS3 � 0; como S3 6= ; se tiene entonces que dimS3 = 0: �

Ejemplo 4.5 .S1 es el conjunto de puntos en R3 con una coordenada racional y

dos irracionales, es 0-dimensional.
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La demostración de la a�rmación anterior es más complicada, se puede consultar

en el libro de Hurewicz yWallman, Dimension Theory, Princeton University Press,

1941. Los conjuntos en Rn con exactamente m coordenadas racionales con m < n

tienen dimensión 0 la demostración se puede ver en [11] de allí se deduce que S1 y

S2 son 0�dimensionales: Es importante anotar que el autor del artículo [7] junto

con S. G. Reed, Jr construyeron una vecindad complicada6 cuya frontera no tiene

puntos en común con S1.

Finalmente los cuatro ejemplos mostrados sirvieron para ilustrar la proposición

4.2. Efectivamente como se notó todos los conjuntos anteriores son

0�dimensionales, además como ya se vió en el capítulo 3 todo subconjunto de

cualquiera de los conjuntos anteriores también es 0-dimensional, se tiene

Si \ Sj = ; con i 6= j y [3i=0Si = R3; cada conjunto de estos es denso, donde se

quiera se puede encontrar puntos que pertenezcan a estos conjuntos.

Ahora veamos que se puede decir de la dimensión de la unión de dos subespacios:

Proposición 4.3 Sean A y B dos subespacios de un espacio X; entonces

dim(A [B) � 1 + dim(A) + dim(B):

Demostración. 7

Haciendo doble inducción sobre las dimensiones de A y B: La proposición se

cumple para

dim(A) = dim(B) = �1

Sea dim(A) = m; dim(B) = n; y suponemos cierto para los casos

dim(A) � m; dim(B) � n� 1 y (1)

6Esta construcción fue publicada en la impresión No. 5 en el Reporte del Coloquio de

Matemática en la Universidad de Notre Dame.
7Demostración tomada de [5].
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dim(A) � m� 1; dim(B) � n: (2)

Sea p 2 A[B, tomando p 2 A. Sea U vecindad de p en X; por la proposición 4.2

existe un abierto V , tal que

p 2 V � U; y dim(W \ A) � m� 1

donde W = fr(V ): Pero W \B es un subconjunto de B; se tiene entonces que

dim(W \B) � n:

Por teoría de conjuntos tenemos que (W \ A) [ (W \B) =W \ (A [B)

Por la hipótesis de inducción (1) y (2),

dim[(W \B) [ (W \ A)] � 1 + dim(W \B) + dim(W \ A)

como dim(W \B) + dim(W \ A) � n+m� 1; se tiene que

dim[(W \B) [ (W \ A)] � 1 + n+m� 1 = m+ n

dim[W \ (A [B)] � m+ n:

Esto prueba por la proposición 4.2 que

dim(A [B) � m+ n+ 1;

completándose así la inducción. �

La proposición anterior será usada en la demostración de un resultado importante

de la Teoría de la dimensión como es el Teorema de la unión para la dimensión n:
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Capítulo 5

Algunas propiedades de la

dimensión

Las propiedades que se presentan en este capítulo son cinco teoremas que el

artículo [7] (cuya traducción se adjunta), menciona. Son cinco teoremas de la

teoría de la dimensión, resultado de aciertos y desaciertos de algunos matemáticos

que han dedicado su vida a desarrollar resultados teóricos, que posteriormente han

servido de herramienta para el desarrollo de otras ramas de la ciencia; propiedades

cuyas demostraciones quizás por razones de espacio para no extender el artículo o

para hacer más interesante el contenido de este no se hacen; aquí solo se detallan

las cuatro primeras propiedades y la última se menciona. Para el desarrollo de las

demostraciones de cada propiedad se deben tener encuenta algunas proposiciones y

conceptos previos que se encuentran tanto en este capítulo como en los anteriores.

Algunas demostraciones se omiten debido a la complejidad de éstas.
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5.1. Teorema de la unión para la dimensión n.

Esta propiedad es uno de los importantes resultados de la teoría de la dimensión

que se puede expresar de la siguiente forma: un conjunto S no puede dividirse en

la unión enumerable de cerrados cada uno de los cuales es de dimensión menor que

S; propiedad que se debe a Urysohn y Karl Menger. La demostración fue tomada

de [5].

Proposición 5.1 Cualquier espacio de dimensión � n es la unión de un

subespacio de dimensión � n � 1 y un subespacio de dimensión � 0: (Su

demostración se encuentra en [5])

Teorema 5.1 1

Un espacio el cual es la unión contable de subconjuntos cerrados de dimensión

� n, es de dimensión � n.

El Teorema de la unión para dimensión n se denota por
P

n. La demostración se

hará por inducción.

Demostración.

Para
P

�1 se cumple el teorema. Por el teorema 3.2 se tiene que
P

0 se cumple.

Se supone cierto para
P

n�1.
P

n se deduce de
P

n�1 haciendo uso de
P

0.

Supongamos que

X = C1 [ � � � [ Ci [ � � � ; y

dim(Ci) � n;

cada Ci cerrado. Queremos probar que la dim(X) � n:

Sea

K1 = C1

1Teorema de la unión para la dimensión n; es equivalente a decir que, cualquier espacio que

es la unión contable de conjuntos F� de dimensión � n tiene dimensión � n.
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Ki = Ci � [i�1j=1Ci = Ci \ (X � [i�1j=1Cj); i = 2; 3; : : : ; (1)

entonces

X = [1i=1Ki; (2)

Ki \Kj = ;; si i 6= j; (3)

Ki es un F� en X; (4)

(2) y (3) son claros. Veamos de donde se tiene (4), note que [i�1j=1Cj es cerrado;

por tanto X�[i�1j=1Cj es abierto, como un conjunto abierto en un espacio métrico

es un F�; Ki es la intersección de estos F� con el conjunto cerrado Ci; también es

un F�. Como cada Ki es un subconjunto de Ci y dimCi � n entonces se tiene que

dim(Ki) � n (5)

aplicando la proposición 5.1 a (5) para cada Ki; existen subespacios Mi y Ni tal

que

Ki =Mi [Ni; con

dimMi � n� 1; dimNi � 0:

tomando M = [Mi y N = [Ni de (2)

X =M [N

cada Mi es un F� en M: Cada Mi se puede expresar como sigue:

Mi =Mi \Ki = (M1 [M2 [ � � � [Mi [ � � � ) \Ki =M \Ki;

dado que Mi � Ki y Ki \Kj = ; para i 6= j por (3).

Por lo tanto Mi; es la intersección de M con Ki; la cual es un F� por (4), es en

sí mismo un F� en M , por lo tanto por la hipótesis de inducción podemos aplicarP
n�1 para concluir que dimM � n� 1: Y por un argumento similar cada Ni es
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un F� en N y por tanto dimN � 0 por
P

0, tenemos que X =M [N , luego por

la proposición 4.3 se tiene que

dim(M [N) � 1 + dim(M) + dim(N) � 1 + (n� 1) + 0

dim(X) � 1 + n� 1 = n

dim(X) � n. �

Consecuencia del anterior teorema resultan los siguientes corolarios.

Corolario 5.1 La unión de dos subespacios cada uno de los cuales tiene dimen-

sión � n y uno de los cuales es cerrado tiene dimensión � n.

Demostración.

Sean A y B subespacios de dimensión � n y B cerrado, entonces (A [B)�B es

abierto en A [B; tenemos que (A [B)�B es un F� en A [B; de la ecuación

A [B = B [ ((A [B)�B)

B es un F�; por tanto A [ B es la unión contable de conjuntos F� cada uno con

dimensión � n; luego del teorema de la unión para dimensión n se sigue que A[B

tiene dimensión � n. �

El siguiente corolario garantiza que la dimensión de un espacio permanece con-

stante despúes de adjuntarle un punto.

Corolario 5.2 La dimensión de un espacio no vacío X no aumenta al unirle un

monopuntual.

Demostración.

Es consecuencia inmediata del corolario anterior, ya que en un espacio métrico el

monopuntual es cerrado. �

Este corolario muestra otra propiedad de la dimensión.
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5.2. La imagen topológica de un conjunto

n�dimensional es n�dimensional

Esto signi�ca que la propiedad de ser n�dimensional es un invariante topológico.

En el capítulo 3 se demostró que ser 0-dimensional es un invariante topológico.

El siguiente teorema demuestra en general esta propiedad. La primera parte de la

demostración fue tomada de [11], para un buen entendimiento de ésta se tuvo que

demostrar la proposición 1.3, las otras partes de la demostración son resultado de

la primera.

Teorema 5.2 Dimensión de un espacio X en un punto p es � n;= n y la

dimensión de un espacio X es � n;= n son invariantes topológicos.

Demostración.

El teorema es verdadero para n = �1 y de la proposición 3.1 es verdadero para

n = 0: Supongamos que todas las partes del teorema son verdaderas para n� 1.

Sea h : X ! Y un homeomor�smo.

i. Sea p 2 X y dimpX � n esto es que p tiene vecindades arbitrariamente pequeñas

Vp con dim(fr(Vp)) � n�1; como h es homeomor�smo h(Vp) es vecindad de h(p);

por la proposición 1.3, h preserva fronteras; es decir, h[fr(Vp)] = fr[h(Vp)] y de

la hipótesis de inducción tenemos que dim(fr[h(Vp)]) � n� 1 para cada vecindad

h(Vp) de h(p) luego dimh(p)(Y ) � n:

ii: Sea dimX � n; esto es para todo p 2 X; dimpX � n; de i tenemos que

dimh(p)(Y ) � n para todo h(p) 2 Y luego dim(Y ) � n:

iii: Sea p 2 X y dimp(X) = n por la de�nición 4.1 (parte 4) dimp(X) � n y

dimp(X) > n � 1 sabemos por i que dimh(p)(Y ) � n veamos la otra parte, como

dimp(X) > n� 1 existe al menos una vecindad Up de p con dim(fr(Up)) > n� 2,

56



h preserva fronteras y por la hipótesis de inducción dim(fr[h(Up)]) > n � 2 por

ser h homeomor�smo h(Up) es vecindad de h(p) luego dimh(p)(Y ) > n�1 entonces

dimh(p) (Y ) = n:

iv: dim(X) = n signi�ca dim(X) � n y dim(X) > n�1; tenemos que la dimX �

n; entonces por ii; dim(Y ) � n: Que la dim(X) > n � 1 signi�ca que existe un

p0 2 X y una vecindad Up0 de p0 tal que para todo abierto V con

p0 2 V � Up0 se tiene dim(fr(V )) > n� 2

ahora por la hipótesis de inducción y la proposición 1.3 dim(fr[h(V )]) > n � 2,

luego dimY > n� 1, entonces dim(Y ) = n.

Por tanto para todo n � �1 el teorema es verdadero.�

El resultado anterior nos permite concluir que ser n-dimensional es una propiedad

topológica. Ilustraremos la proposición anterior con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.1 Sea la circunferencia S1 (o esfera S1) de�nida de la siguiente for-

ma:

S1 = f(x; y) 2 R2 j x2 + y2 = 1g:

Veamos que S1 es 1�dimensional.

Demostración.

Haciendo uso de la proyección estereográ�ca (ver �gura 16 ) que esta dada por la

siguiente función F : S1 � fpg �! R donde p = (0; 1), de�nida como sigue:

F (x; y) =

�
x

1� y ; 0
�

es un homeomor�smo cuya inversa es:

G(x) =

�
2x

x2 + 1
;
x2 � 1
x2 + 1

�
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Veamos que G es la inversa de F , resolviendo la compuesta tanto a derecha

como a izquierda; es decir, se debe probar que F � G = IR y G � F = IS1�fpg

respectivamente para concluir que tanto F como G son biyectivas:

i.

F �G(x) = F (G(x))

= F

�
2x

x2 + 1
;
x2 � 1
x2 + 1

�
=

 
2x
x2+1

1� x2�1
x2+1

; 0

!

=

 
2x
x2+1

x2+1�x2+1
x2+1

; 0

!

=

�
2x(x2 + 1)

2(x2 + 1)
; 0

�
= (x; 0)

se tiene entonces que G es la inversa a derecha de F:

ii.

G � F (x) = G

�
x

1� y ; 0
�

=

0B@ 2 x
1�y�

x
1�y

�2
+ 1

;

�
x
1�y

�2
� 1�

x
1�y

�2
+ 1

1CA
=

0@ 2x
1�y

x2

(1�y)2 + 1
;

x2

(1�y)2 � 1
x2

(1�y)2 + 1

1A
=

0@ 2x
1�y

x2+(1�y)2

(1�y)2
;

x2�(1�y)2

(1�y)2

x2+(1�y)2
(1�y)2

1A
=

�
2x(1� y)

x2 + (1� y)2 ;
x2 � (1� y)2
x2 + (1� y)2

�
=

�
2x(1� y)

x2 + 1� 2y + y2 ;
x2 � 1 + 2y � y2
x2 + 1� 2y + y2

�

como x2 + y2 = 1; y �x2 � y2 = �1 se tiene
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G � F (x) =

�
2x(1� y)
1 + 1� 2y ;

x2 � x2 � y2 + 2y � y2
1 + 1� 2y

�
=

�
2x(1� y)
2(1� y) ;

�2y2 + 2y
2� 2y

�
=

�
x;
2y(1� y)
2(1� y)

�
= (x; y)

luego G es la inversa a izquierda de F , por tanto de i y ii F es biyectiva esto

implica que su inversa G también es biyectiva.

Por la forma como estan de�nidas F y G son funciones continuas ya que cada

una tiene componentes continuas, luego F es un homeomor�smo de S1 � fpg en

R y G es un homeomor�smo de R en S1 � fpg; como R es 1�dimensional y

la dimensionalidad es un invariante topológico entonces se tiene que S1 � fpg es

1�dimensional, al unir el punto p a S1�fpg se tiene entonces que (S1�fpg)[fpg =

S1; por el corolario 5.2 S1 es 1�dimensional. �

Figura 16: P royecci�on estereogr�afica de S1 � fpg sobre la recta real
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Generalizando el ejemplo anterior para la esfera Sn de�nida como sigue:

Sn = f(x1; x2; : : : ; xn; xn+1) 2 Rn+1 j x21 + x22 + � � �+ x2n + x2n+1 = 1g

cuya proyección estereográ�ca de Sn � fpg �! R donde p = (0; 0; : : : ; 0; 1) esta

dada por

F (x1; x2; : : : ; xn; xn+1) =

�
x1

1� xn+1
; : : : ;

xn
1� xn+1

; 0

�
F es un homeomor�smo cuya inversa esta dada por

G(x1; x2; : : : ; xn) =

�
2x1

x21 + � � �+ x2n + 1
; : : : ;

2xn
x21 + � � �+ x2n + 1

;
x21 + � � �+ x2n � 1
x21 + � � �+ x2n + 1

�
y tanto F como G son continuas , entonces se deduce que Sn�fpg es homeomorfo

a Rn, este homeomor�smo nos permitirá realizar la demostración completa de la

propiedad que sigue.

5.3. El Espacio n�Euclideano Rn es

n�dimensional.

Hasta ahora se ha mostrado la existencia de espacios 1-dimensionales; aquí se

presentará la dimensión para espacios de dimensión mayor que 1, esta propiedad

se debe aBrouwer [7]. El n�espacio euclidiano esta denotado por Rn y la métrica

asociada a este espacio es la métrica euclidiana, por eso su nombre.

Para demostrar que la dimensión de Rn es n se deben probar dos cosas, que

dimRn � n y dimRn � n para concluir que dimRn = n; este es uno de los

resultados más importantes de la topología que se presentará en este trabajo y

60



que permitió el desarrollo de la Teoría de la Dimensión. La prueba de dimRn � n

fue tomada de [5].

Proposición 5.2 dimRn � n:

Demostración.

Por inducción,

i: para n = 1 por el ejemplo 4.1 se tiene que dimR � 1:

ii: Suponemos que la proposición se cumple para n�1; es decir dimRn�1 � n�1:

Ahora se demostrará para n. Sea p 2 Rn con p = (p1; p2; : : : ; pn) donde pi 2 R

con i = 1; 2; : : : ; n y sea " > 0; " 2 R, tomando la métrica euclidiana (usual) en

Rn es decir, para cualquier x; y 2 Rn se tiene

d(x; y) =
�
(x1 � y1)2 + � � �+ (xn � yn)2

� 1
2 =

"
nX
i=1

(xi � yi)2
# 1
2

luego la bola abierta con centro en p y radio " esta dada por

B" (p) = fx 2 Rn j d(x; y) < "g

es claro que B"(p) es vecindad de p cuya frontera es

fr(B"(p)) = fx 2 Rn j (x1 � p1)2 + � � �+ (xn � pn)2 = "2g

donde la fr(B"(p)) es homeomorfa a Sn�1; tenemos por la generalización del

ejemplo 5.1 que Sn�1 � f(0; 0; : : : ; 1)g �= 2 Rn�1 por la hipótesis de inducción

dimRn�1 � n � 1 como la dimensionalidad es un invariante topológico entonces

se tiene que Sn�1 � f(0; 0; : : : ; 1)g es (n� 1)�dimensional, como

�
Sn�1 � f(0; 0; : : : ; 1)g

�
[ f(0; 0; : : : ; 1)g = Sn�1;

por el corolario 5.2, Sn�1 es (n� 1)�dimensional y Sn�1 �= fr(B"(p)) entonces se

tiene que dim[fr(B"(p))] � n� 1 para cualquier " > 0 y cualquier vecindad B"(p)
2�= se usa para decir que dos espacios son homeomorfos.
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de p; entonces por la de�nición se tiene que dimpRn � n como p es cualquier

punto de Rn se deduce que dimRn � n. �

Proposición 5.3 Sea In un cubo3 en Rn. Ci es la cara de In determinada por

la ecuación xi = 1 y C 0i la cara opuesta, Bi es un conjunto cerrado separando a

Ci y C 0i: Entonces B1 \ � � � \ Bn 6= ;. ( La demostración de esta proposición se

encuentra en [5] ).

Proposición 5.4 Si un espacio X tiene dimensión � n entonces cualquier par de

subconjuntos cerrados disyuntos en X se pueden separar por un conjunto cerrado

de dimensión � n� 1.

Demostración. Sean A y B dos subconjuntos cerrados disyuntos en X; por la

normalidad de X existen conjuntos en X abiertos A1 y B1 tal que

A � A1 y B � B1 con

A1 \B1 = ;

claramente X �A1 es abierto y B2 � X �A1; además A1 \ (X �A1) = ;: Para

p 2 B se tiene p 2 B � B1 � X � A1 entonces B1 es vecindad de p, como

dimX � n se tiene que dim(fr(B1)) � n � 1, es claro que fr(B1) es cerrado y

separa a A y B. �

Proposición 5.5 Si C1 y C2 son conjuntos cerrados disyuntos en un espacio

X ( de dimensión arbitraria ) y A es un subconjunto de X de dimensión � n;

entonces existe un conjunto cerrado B enX separando a C1 y C2 con dim(A\B) �

n� 1: ( La demostración se encuentra en [5] ).
3In es el conjunto de puntos en Rn cuyas n coordenadas x1; x2; : : : ; xn satisfacen jxij � 1; o

sea �1 � xi � 1:
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Proposición 5.6 Sea X un espacio de dimensión � n � 1 y sea Ci y C 0i, con

i = 1; : : : ; n, n pares de subconjuntos cerrados en X para los cuales

Ci \ C 0i = ;.

Entonces existen n conjuntos cerrados Bi tal que Bi separa Ci y C 0i y B1 \B2 \

� � � \Bn = ;.

Demostración. De la proposición 5.4 existe un conjunto B1 cerrado en X sepa-

rando a C1 y C 01 con

dim(B1) � n� 2

De la proposición 5.5 existe un B2 cerrado separando a C2 y C 02 con

dim(B1 \B2) � n� 3

y haciendo uso repetido de la proposición 5.5 llegamos a n conjuntos Bi cerrados

tal que Bi separa a Ci y C 0i y

dim(B1 \B2 \ � � � \Bk) � n� k � 1; k = 1; : : : ; n

para k = n se tiene entonces que

dim(B1 \B2 \ � � � \Bn) � �1

por de�nición se tiene que B1 \B2 \ � � � \Bn = ;. �

Proposición 5.7 dim In � n

Demostración. 4

Supongamos lo contrario que la dim In < n esto implica que dim In � n � 1;

de la proposición anterior existirán n subconjuntos cerrados Bi de In, cada uno

4Demostración tomada de [5].
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separando a pares diferentes de caras opuestas con B1 \ B2 \ � � � \ Bn = ; pero

esto contradice la proposición 5.3, luego dim In � n. �

Haciendo uso de las proposiciones anteriormente descritas se llega entonces a la

siguiente proposición:

Proposición 5.8 dimRn � n

Demostración.

Tenemos que In � Rn y la dim In � n; entonces n � dim In � dimRn; luego se

tiene la dimRn � n. �

Ahora si enunciamos el teorema deseado.

Teorema 5.3 dimRn = n

Demostración.

Combinando dimRn � n y dimRn � n se concluye que dimRn = n: �

Ya que existe un resultado teórico que justi�ca lo que por mucho tiempo hemos

a�rmado, podemos ahora entonces decir con tranquilidad que la dimensión del

plano es 2 y que la dimensión del espacio que habitamos es 3 y de aquí se deduce

que todo objeto homeomorfo a R3 es de dimensión 3.

Consecuencia del teorema anterior es el siguiente corolario:

Corolario 5.3 El n�cubo euclidiano In tiene dimensión n.
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Demostración.

Sabemos de la proposición 5.7 que dim In � n; dimRn � n y In � Rn luego

resulta que dim In � n, por tanto se concluye que dim In = n. �

Ejemplo 5.2 a) dim I2 = 2; b) dim I3 = 3, c) dim I4 = 4:

F igura 17: El cubo In con n = 2; 3; 4

a)I2:Cuadrado b)I3:Cubo

Tomado de [12]:

c) I4: Proyección sobre R3 del Hipercubo o Teseracto

Tomado de [16]:
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El teseracto es un objeto en R4 que se puede proyectar en el plano y en R3. Ya

que sabemos cual es nuestra dimensión y como es nuestra vida en ella podríamos

imaginarnos como sería la vida en una dimensión mayor o menor a la nuestra por

medio de analogías podríamos lograrlo como por ejemplo con la más cercana, la

cuarta dimensión.

5.4. Cada parte de un conjunto n�dimensional

es a lo más n�dimensional.

La demostración de esta propiedad es corta y sencilla ya que se usa la de�nición

4.1 y la dimensión de un subespacio de un espacio de dimensión � n: El siguiente

teorema se debe a Menger y Urysohn.

Teorema 5.4 Cada parte de un espacio n�dimensional es a lo más

n�dimensional.

Demostración.

Sea X un espacio n�dimensional y sea X 0 � X un subespacio de X; como

dimX = n signi�ca que dimX � n y dimX > n� 1; tenemos que la dimX � n

entonces por la teorema 4.1, dimX 0 � n. �

Este teorema garantiza que ningún subespacio de un espacio de dimensión n tendrá

dimensión mayor que la del espacio, será igual o menor.
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5.5. Cada conjunto de dimensión n puede ser

transformado topológicamente en un

subconjunto de un conjunto compacto de

dimensión n.

Este teorema fue demostrado por Wiltold Hurewicz ( 1904-1966 ); en

el contenido de la demostración de esta propiedad se trabaja con espacios

de funciones los cuales no se estudian en ninguna parte de este trabajo y

por tanto implicaría un estudio más profundo y extenso de este concepto y sus

demás resultados, algo que aumentaría más el contenido del presente trabajo; la

demostración es muy compleja, por esta razón no se presenta; se puede consultar

en [5].

5.6. Traducción del artículo ¿WHAT IS

DIMENSION?

¿QUE ES DIMENSIÓN?

1. SÓLIDOS, SUPERFICIES, Y LINEAS.

Estrictamente hablando todos los objetos materiales son de dimensión 3.

Sin embargo, solo objetos como una esfera metálica, un bloque de madera o

una piedra son considerados representaciones típicas de objetos de dimensión 3

(sólidos). Una lámina de hierro, de papel y una membrana aproximan lo que para

nosotros signi�ca hablar de objetos de dimensión-dos (super�cies). Alambre, hilo y
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una línea o raya hecha con tiza representan nuestra idea de objetos de dimensión-

uno (líneas).

¿Qué diferencia existe entre objetos de diferente dimensión?. Al princi-

pio los matemáticos creyeron que esta era una diferencia en cantidad en el sentido

de que una super�cie contiene más puntos que una línea y menos puntos que un

sólido. Ahora primeramente las palabras � más �, � menos � e � igual cantidad

�estaban restringidas a conjuntos �nitos, en tanto que las super�cies así como las

líneas y los sólidos contienen in�nitos puntos. Pero George Cantor extendió su

uso a todos los conjuntos. Nosotros decimos que dos conjuntos �nitos o in�nitos

contienen igual cantidad de elementos si podemos establecer una corresponden-

cia uno a uno entre sus elementos. Cantor encontró que dos conjuntos in�nitos

no necesariamente contienen igual cantidad de elementos. Por ejemplo, entre los

objetos geométricos un segmento de línea recta contiene más puntos que algunos

conjuntos in�nitos dispersos, es decir, el conjunto de todos los puntos sobre una

línea recta cuyas distancias a cierto punto son enteras. Sin embargo, un segmento

de línea recta, un cuadrado y un cubo contienen igual cantidad de puntos [1]. Dado

que estos objetos son de dimensiones diferentes, se sigue que la dimensión no es

una propiedad cuantitativa.

Más tarde los geómetras pensaron que la diferencia entre un objeto de dimensión

uno y uno de dimensión mayor consistía en el hecho de que el primero pero no

el último, puede ser recorrido por un punto moviéndose continuamente. En

verdad, las líneas sobre un papel o un tablero son dibujadas, esto es, recorridas

por la punta de un lápiz o tiza. Sin embargo, Peano encontró que un punto

moviéndose continuamente puede recorrer un super�cie cuadrada o un cubo sólido

aunque nadie los llamaría objetos de dimensión uno, por otra parte se encontraron
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objetos 1-dimensionales que no pueden ser recorridos por un punto que se mueve

continuamente [2]. El hecho que un objeto sea la trayectoría de un punto es in-

teresante por él mismo, pero no tiene resultado sobre la discusión de la dimensión

del objeto [3].

Cuando se probó que las funciones uno a uno y continuas son bases inadecuadas

para la de�nición de dimensión, los matemáticos intentaron caracterizar la

dimensión de un conjunto T como el menor de los números reales requerido para

describir topológicamente (función uno a uno y bicontinua) los elementos de T.

Cada punto de nuestro espacio ordinario puede ser topológicamente caracterizado

por tres, pero no menos que tres números reales, esto es sus coordenadas

cartesianas o esféricas; cada punto de una super�cie por dos, pero no menos que

dos números reales, por ejemplo los puntos de una esfera por longitud y amplitud;

cada punto de una línea simple por un número. Así por la última de�nición,

nuestro espacio es de dimensión tres, una super�cie simple es de dimensión dos,

una línea simple es de dimensión uno. Análogamente cada sensación de color de

un ojo normal puede ser caracterizado topológicamente por tres, pero no menos que

tres números reales, las cantidades de tres colores estándar producen una sensación

idéntica. Por lo tanto el conjunto de sensaciones de color de un ojo normal es

de dimensión tres , mientras que las totalidades correspondientes de color para

un ojo parcial o totalmente oculto solo es de dimensión dos y dimensión

uno respectivamente. De la misma manera el conjunto de todas las mezclas

de cuatro ingredientes las cuales no se pueden obtener con una mezcla menor de

cuatro de ellos, es llamado de dimensión cuatro. En efecto, en esta dirección esta

nuestro único analísis elemental aproximado para la cuarta dimensión y espacios

de dimensión mayor.

Desafortunadamente, sin embargo, la última de�nición se aplica solamente
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a espacios muy simples, aquellos que pueden ser obtenidos por medio

de transformaciones simples de un segmento recto, un cuadrado o un cubo.

Tales objetos son llamados arcos, discos y esferas topológicas. En nuestro espacio

y en el plano arcos y discos forman solo una pequeña parte de las líneas y las

super�cies estudiadas por la geometría moderna.

Aún si admitimos objetos los cuales son unión de un número �nito de arcos y

discos nuestro dominio es aún muy restringido. Por ejemplo la linea mencionada

atrás, la cual no puede ser recorrida por un punto moviéndose continuamente [2]

no pertenece al dominio dado, esta no es la unión de un número �nito de arcos.

En efecto, es la unión de in�nitos arcos, pero todos los conjuntos que son uniones

de in�nitos arcos no pueden ser llamados de dimensión-uno dado que el cuadrado

y el cubo son unión de cantidades in�nitas de segmentos rectos [4].

Para formular la diferencia intuitiva entre líneas, super�cies y sólidos se puede

construir un experimento simple cuyo resultado depende de la dimensión del objeto

al cual se este aplicando [5]. Cortamos del objeto una pieza rodeando un punto

dado. Si el objeto es un sólido necesitamos una sierra para poder hacer esto y

el corte es a lo largo de super�cies. Si el objeto es una super�cie con un par de

tijeras es su�ciente y los cortes son curvas. Si tratamos con una curva podemos

usar un par de tenazas y pellizcar el objeto en puntos dispersos. Finalmente en

un objeto disperso no se requiere instrumento para nuestro experimento dado que

ninguna cosa necesita ser disectada. Esta caracterización de la dimensión conduce

de un objeto de dimensión n a uno de dimensión n � 1. Esto termina con los

conjuntos dispersos naturalmente llamados de dimensión 0 y más allá de estos con

el conjunto �nada�, en teoría de conjuntos llamado el conjunto vacío. Por ésto es

conveniente considerar el último como de dimensión �1.
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2. LA DEFINICIÓN DE DIMENSIÓN

Para hacer esta idea precisa solo necesitamos dos conceptos auxiliares simples:

vecindad y frontera. En nuestro espacio llamamos un conjunto N una vecindad si

cada punto de N es centro de una esfera (aunque quizá una esfera muy pequeña)

cuyos puntos todos pertenecen a N. El interior de un cubo es una vecindad,

mientras que un cubo con sus caras no lo es. Por pequeña que sea una esfera

alrededor de un punto que está en una cara, contiene puntos que no pertenecen

al cubo. Un plano no es una vecindad de nuestro espacio. Porque cada esfera

alrededor de cada punto de un plano contiene puntos que no pertenecen al plano.

La frontera de una vecindad N es el conjunto de todos los puntos que no pertenecen

a N, pero son centro de esferas arbitrariamente pequeñas que contienen algunos

puntos de N. Para el interior del cubo la frontera consiste precisamente de las seis

caras.

En términos de estos conceptos el resultado de nuestro experimento de dimensión

recursiva puede ser explicado como sigue:

� Un conjunto S de puntos en nuestro espacio es a lo más n-dimensional si cada

punto de S está en vecindades arbitrariamente pequeñas cuyas fronteras tienen

intersecciones con S a lo más de dimensión n� 1.

� El conjunto S es de dimensión n si este es a lo más de dimensión n pero no a

lo más de dimensión n� 1.

Que S no es a lo más de dimensión n � 1 signi�ca que S contiene al menos un

punto en el cual S es al menos de dimensión n, es decir, un punto que no esta

en vecindades arbitrariamente pequeñas cuya frontera tiene intersecciones con S

de dimensión a lo más n � 2; las fronteras de todas las vecindades lo su�ciente-

mente pequeñas de tal punto tiene intersecciones con S al menos dimensión n�1.
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El conjunto vacío, llamado de dimensión �1, es el punto de partida de nuestra

de�nición recursiva [6].

Por esta de�nición un conjunto S es de dimensión 0 si éste no es vacío y cada

punto de S esta en vecindades arbitrariamente pequeñas cuyas fronteras tienen

intersecciones con S de dimensión �1, esto es, intersecciones con S vacías, en

otras palabras no tiene puntos en común con S.

Un conjunto S es de dimensión 1, si no es de dimensión 0 y cada

punto esta en vecindades arbitrariamente pequeñas cuyas fronteras tienen

intersecciones con S de a lo más dimensión 0. Pero es claro que un punto de un

conjunto 1�dimensional puede estar contenido en vecindades arbitrariamente

pequeñas cuyas fronteras tienen intersecciones con S de dimensión mayor que

0. Por ejemplo, cada punto de una línea recta S esta contenido en vecindades

arbitrariamente pequeñas cuyas fronteras contienen piezas completas de S. Tales

vecindades pueden formarse añadiendo dos cubos de diferente tamaño, uno de los

cuales tiene una cara que pasa a través de S.

Además sería claro que no siempre podemos encontrar vecindades simples de un

punto que esta en un conjunto de dimensión n cuyas fronteras tienen interseccones

con S de dimensión a lo más n � 1. Uno de los ejemplos más interesantes al

respecto surge del estudio detallado de los siguientes cuatro conjuntos cuya unión

incidentalmente llena nuestro espacio:

El conjunto S0 de todos los puntos que tienen tres coordenadas irracionales.

El conjunto S1 de todos los puntos que tienen una coordenada racional y dos

irracionales.

El conjunto S2 de todos los puntos que tienen dos coordenadas racionales y una

irracional.
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El conjunto S3 de todos los puntos que tienen tres coordenadas racionales.

Si a; b; c son tres cualesquiera constantes racionales, entonces los planos x = a,

y = b; z = c no contienen puntos de S0, y los planos ax+by+cz = 1 no contienen

puntos de S2. Si �; �; 
 son tres cualesquiera constantes irracionales, entonces

los planos x = �; y = �; z = 
 no contienen puntos de S3:

Ahora para i = 0; 2; 3 cada punto de Si esta contenido en cubos arbitrariamente

pequeños cuyas caras son parte de tales planos los cuales no tienen puntos en

común con Si. Por lo tanto S0; S2; S3 son de dimensión 0. Así es para S1 pero

la prueba de este hecho es mucho más complicada [7]. No solamente para cada

plano que interseca a S1; pero como notó Schreier, cada super�cie de la forma

z = f(x; y) donde f es una función continua, tiene puntos en común con S1 lo

mismo es cierto para cada super�cie de la forma y = f(x; z) y x = f(y; z): En

efecto, solo recientemente S. G. Reed, Jr y el autor construyeron [8] una vecindad

cuya frontera necesariamente complicada, no tiene puntos en común con S1.

Dado que la dimensión de subconjuntos de nuestro espacio ha sido de�nida en

términos de vecindades, la de�nición es aplicable a los subonjuntos de todos los

espacios en los cuales las vecindades están dadas. Un ejemplo de tal espacio es el

espacio euclideano de dimensión 4 cuyos puntos son las cuádruplas de números

reales x; y; z; u y en el cual la esfera con radio r y centro x0; y0; z0; u0 consta

de los puntos x; y; z; u que satisfacen la desigualdad

(x � x 0)
2+(y � y0)

2+(z � z 0)
2+(u � u0)

2� r 2

Un conjunto N es una vecindad si cada punto de N es centro de una esfera donde

todos sus puntos pertenecen a N.
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3. CRITERIOS PARA UNA DEFINICIÓN SATISFACTORIA

Ahora examinemos la de�nición de dimensión . El objetivo es precisar y ampliar el

uso ordinario de las palabras � dimensión 1 �, � dimensión 2 �, � dimensión 3 �.

Una buena de�nición de una palabra debe incluir todos los entes que son siempre

denotados y debe excluir todos los entes que nunca están denotados por la palabra.

Para la palabra �dimensión 1�, línea recta, elipse y lemniscatas son objetos del

primer tipo; super�cies cuadradas , cubos sólidos, y conjuntos �nitos del otro tipo.

Una buena de�nición debe extender el uso de la palabra tratando de relacionarla

con objetos no conocidos o no tratados con un lenguaje ordinario. Al considerar

tales entes, una de�nición arbitraria no puede ayudar. En conexión con la palabra

�dimensión uno� considereremos los cuatro conjuntos Si cuya unión es nuestro

espacio. Una de�nición general de dimensión uno implicará para cada uno de los

conjuntos S0; S0 [ S1; S0 [ S1 [ S2 si es o no de dimensión 1. Nuestra de�nición

implícitamente asigna a estos conjuntos las dimensiones 0, 1 y 2 respectivamente,

cada asignación es de alguna manera arbitraria dado que el lenguaje ordinario no

asigna a ellos alguna dimensión.

Una buena de�nición debe producir muchas consecuencias, en particular teoremas

los cuales son estéticamente satisfactorios por su generalidad y simplicidad, y

teoremas que conectan los conceptos de�nidos con conceptos de otras teorías. Esto

es, teoremas los cuales justi�can el inevitable elemento arbitrario de la de�nición.

Algunos de los teoremas extenderán a�rmaciones que son verdaderas en el dominio

restringído del lenguaje ordinario al dominio extendido de la de�nición. Otros

teoremas exhibirán excepciones importantes o aún corregir hábitos erróneos del

pensamiento.
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La de�nición mostrada en este artículo ha producido una extensiva teoría de la

dimensión, que desde de su fundamentación temprana en los veinte se ha

desarrollado como una de las ramas centrales de la topología. Dado que

aún una enumeración de los importantes resultados superan los límites de

este artículo nosotros nos restringiremos a unas pocas ilustraciones del criterio

general del párrafo anterior.

Un ejemplo de las numerosas a�rmaciones que se extienden a todos los conjuntos,

una proposición conocida válida para los objetos simples del lenguaje ordinario es

el teorema [5] que un conjunto S de dimensión n contiene in�nitos puntos en los

cuales S es de dimensión n y que estos puntos forman un conjunto S 0 el cual es

por lo menos de dimensión n� 1: Bajo ciertas condiciones podemos decir que S 0

es n�dimensional. Sin embargo hay pocas excepciones inesperadas en las cuals

S 0 es solamente (n � 1)�dimensional. Uno de los hechos que justi�ca nuestra

de�nición de dimensionalidad-0 es el hermoso y simple teorema general de que

cada conjunto de dimensión n es la unión de n + 1 pero no menos que n + 1

conjuntos de dimensión 0. Si nosotros hemos asignado a los conjuntos S0; S0[S1;

S0 [ S1 [ S2 otras dimensiones tendrá que ser el resultado de una teoría simple

sistemática.

4. CINCO PROPIEDADES DE LA DIMENSIÓN

Para concluir seleccionamos cinco de los teoremas de la teoría de la dimensión,

los cuales como veremos son de una importancia particular:

I. El n�espacio euclidiano es de dimensión n. ( Este teorema es debido a

Brouwer ).

Los casos n = 1; 2; 3 de este teorema muestran en partícular, que la de�nición
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de 1�dimensionalidad excluye super�cies cuadradas y cubos sólidos los cuales

siempre en el lenguaje ordinario se excluyen y por lo cual las de�niciones antiguas

fracasaron o fallaron.

II La imagén topológica de un conjunto de dimensión n es de

dimensión n.

Junto con el teorema I este simple teorema muestra que los conceptos de dimensión

1 y dimensión 2 incluye los conjuntos arcos y discos que son siempre llamados de

dimensión 1 y dimensión 2 respectivamente.

III. Cada parte de un conjunto de dimensión n es a lo más de

dimensión n

Natural y simple como este teorema es que no es válido para algunas otras

de�niciones de dimensión [9].

IV. Un conjunto S no puede ser dividido en la unión enumerable de

cerrados cada uno de los cuales es de dimensión menor que S: ( Así

llamado Teorema de la unión el cual ocupa un papel central en la Teoría de la

Dimensión también como los teoremas II y III son debido a Urysohn y el autor).

V. Cada conjunto de dimensión-n puede ser topológicamente

transformado en un subconjunto de un conjunto compacto [10] de

dimensión n. (Este teorema es debido a Hurewicz).

5. MÁS ASPECTOS DEL PROBLEMA

¿Qué es dimensión?. ¿Hemos respondido esta pregunta?. En un sentido lo hemos

hecho. Hemos explicado que son conjuntos de dimensión 1, de dimensión 2, etc.

En efecto, con cada subconjunto de nuestro espacio y con cada subconjunto de
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un espacio más general hemos asociado un entero a la dimensión del conjunto.

Esto también se expresa diciendo que la dimensión es una función de conjuntos.

Sin embargo hay muchas otras funciones de conjuntos. Con cada conjunto de

nuestro espacio podemos, por ejemplo, asociar el número de partes que consta, o

su medida ( en algún sentido ). En relación con la pregunta �¿qué es dimensión?�

puede ser interpretada en el siguiente sentido: �¿Entre las funciones de conjuntos

establecidas, por cuáles propiedades esta caracterizada la dimensión?�más allá de

esta pregunta, ha sido respondida solamente para el plano [11]. Allí la dimensión

es caracterizada por las propiedades descritas en los teoremas del I al V, es decir:

en el plano, la dimensión es la única función de conjuntos con las siguientes

propiedades:

1) Toma los valores 2,1,0,-1 para el cuadrado, la línea recta, el singulete y

el conjunto vacío respectivamente;

2) Toma el mismo valor para cualquier par de conjuntos que pueden ser obtenidos

cada uno del otro por una transformación topológica.

3) Nunca tiene un valor mayor para la parte que para el todo.

4) Ningún conjunto puede ser dividido en una cantidad enumerable de conjuntos

cerrados donde la función toma menor valor.

5) Cada conjunto puede ser transformado topológicamente en un subconjunto de

un conjunto compacto de igual valor funcional.

En el plano por lo tanto, esta es otra respuesta para la pregunta �Qué

es dimensión?�.

Notas pie de página:

1. También algunos conjuntos totalmente desconectados y un segmento

recto contienen igual cantidad de puntos, esto es, el conjunto de todos los

puntos sobre una línea cuya distancia a un cierto punto es irracional, o el así
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llamado discontinuo de Cantor.

2. Por ejemplo, el llamado sinusoide que consiste de los puntos (x,y) del plano

para los cuales se tiene 0 < x � 1 y y = sen(1=x) o x = 0 y �1 � y � 1.

3. En conexión con esto podemos mencionar un resultado comparativamente

reciente de la teoría de curvas. Si un conjunto S y cada subcontinuo de S puede ser

recorrido por el movimiento continuo de un punto, entonces S es 1-dimensional

en el sentido de�nido en este artículo. El recíproco de este teorema no es cierto.

4. Uno podría pensar que 1�dimensionales son los conjuntos que son la unión

de una cantidad enumerable de arcos, esto es, tantos arcos como enteros. Pero

esta de�nición sin embargo será también limitada pues las clases de entes que son

uniones no enumerables de muchos arcos contiene el cuadrado y el cubo y así es

más amplia.

5. Ver los autores del libro �Dimensionstheorie�1928.

6 La historia de esta de�nición y el resultado de la teoría esta esbozada en

la hermosa exposición de Hurewicz y Wallman, Dimension Theory, Princeton

University Press, 1941.

7. Ver Hurewicz y Wallman, p. 19.

8. Se publicó en la impresión No.5 de Reports of a Mathematical Colloquium,

publicación de la Universidad de Notre Dame.

9. Ver el apéndice de Hurewicz y Wallman, Dimension Theory.

10. Un conjunto C es cerrado si su complemento es una vecindad, y por lo tanto

C contiene todos los puntos de acumulación de C, es decir, todos los puntos para

los cuales cada vecindad tiene in�nitos puntos en común con C. Un conjunto
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C es llamado compacto si para cada subconjunto in�nito de C existe un punto

de acumulación en C. Se notará que el teorema IV no es válido si omitimos la

palabra cerrado: nuestro espacio 3-dimensional puede ser dividido entre un número

�nito de conjuntos de dimensión menor que no son cerrados, esto es, entre los

cuatro conjuntos 0-dimensionales S0; S1; S2; S3: El teorema IV no será válido

si admitimos dividir en más que una cantidad enumerable de muchos conjuntos

cerrados. Nuestro espacio 3-dimensional es la unión in�nita de muchos (pero no

enumerable) conjuntos cerrados 0-dimensionales, es esto, de conjuntos cada uno

consiste de exactamente un punto.

11. Monatshefte f.Mathematik u. Physik, 36, 1929, p. 193.

5.7. Algunos comentarios

I El artículo [7] presenta un error tal vez de escritura en la página 5 ( del artículo

sin traducir), en la ecuación (x� x0)2+(y� y0)2+(z� z0)2+(u� u0)2 = r2; que

no cumple con lo que el artículo expone, donde menciona que es una desigualdad

cuando lo que muestra es una igualdad, al hacer la corrección ( que se hace en la

traducción ) teniendo en cuenta la noción de vecindad sería: (x�x0)2+(y�y0)2+

(z � z0)2 + (u � u0)2 < r2 para poder decir que el conjunto de puntos (x; y; z; u)

que cumplen con la desigualdad anterior es una vecindad del punto (x0; y0; z0; u0):

I En las vecindades para el conjunto S2 ( el conjunto del plano cuyas coordenadas

son dos racionales y una irracional ) sugeridas por el autor del artículo [7] página

4 ( del artículo sin traducir) hay una inconsistencia, en los planos con ecuación

correspondiente ax + by + cz = 1, para que las vecindades formadas por tales

planos intersecten a S2 y para que la frontera de tal intersección sea vacía, es

necesario restringir el dominio de a; b; c que son constantes racionales, al conjunto
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Q� f0g; esto se especí�ca en el capítulo 4 más exactamente en el ejemplo 4.3.

ITheoni Pappas [12] hace el siguiente razonamiento: �Un segmento se obtiene a

partir de un punto trasladándolo una determinada distancia, de manera que el

punto original y el trasladado sean los extremos del segmento. Trasladando el

segmento esa misma distancia en dirección perpendicular, se obtiene un cuadrado.

Trasladando el cuadrado en dirección perpendicular al plano, es decir, hacia lo

alto o tercera dimensión, se obtiene un cubo. En forma analoga, para obtener

un hipercubo a partir del cubo, se lo traslada en una dirección perpendicular al

espacio tridimensional. Esta dirección es, desde el punto de vista matemático,

una nueva dimensión distinta de las anteriores: la cuarta. El procedimiento puede

seguirse para obtener hipercubos de cinco y más dimensiones

�[12]. Este razonamiento muestra una forma de como poder interpretar la

cuarta dimensión por medio de analogías, algo que despierta aún más el interés

por conocer más sobre estos mundos matemáticos.

I Cabe resaltar que la matemática ha inspirado a artistas como

Salvador Dalí en cuanto al concepto de dimensión que se trata a diario, usando

un modelo del hipercubo para plasmarlo en la pintura La Cruci�xión, ver �gura

18.

I Queda abierta la discusión sobre el concepto de dimensión no entera; es decir,

la dimensión fraccionaria que poseen algunos objetos como los fractales; al hacer

un estudio formal sobre el tema se crea la posibilidad de realizar un trabajo de

grado al respecto.

I Finalmente hay mucho más por estudiar sobre el concepto de dimensión, como

ya mencioné es una teoría muy extensa, pero esperamos que por lo menos se haya

despertado el interés por conocer algo más sobre esto, sabiendo por lo que se pudo
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consultar, que es algo complejo.

Figura 18. La cruci�xión

Tomada de [12], pag. 72.
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