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Resumen

TITULO: RECONSTRUCCIÓN TRIDIMENSIONAL DE OBJETOS CON SISTEMA A
REFERENCIA GLOBAL.*

AUTOR(ES): NÉSTOR ALONSO ARIAS HERNÁNDEZ.**

PALABRAS CLAVES: Procesamiento de imágenes, medida de desplazamiento, medida
de posición,
rastreo, detección de fase

En esta Tesis Doctoral se desarrolla una metodología para la reconstrucción tridimensional
de objetos con un sistema a referencia global (SRG). Para esto se implementó un sistema
de posicionamiento externo y fijo (SRG) que extrae la información de la posición del siste-
ma de reconstrucción, el cual tiene la libertad de medir la topografía del objeto desde
diferentes puntos de vista. En este sentido se desarrolló un método que permite medir la
posición de una mira especial con resolución subpixel, el cual fué evaluado en su reso-
lución y precisión 2D y 3D, el dispositivo tiene la capacidad de posicionar esta mira con
una resolución de 5× 10−3 pixeles. El dispositivo de posicionamiento implementado puede
posicionar la mira en el espacio con una precisión de 33 micras. Además es posible medir
las tres coordenadas de posición (X,Y,Z) y tres orientaciones, estas con una resolución de
1,57 × 10−3 radianes. Este sistema se evaluó en su precisión, resolución, flexibilidad y facti-
bilidad para reconstruir tridimensionalmente un objeto de gran extensión (por encima del
límite de observación axial y transversal de la cabeza óptica) con alta resolución. Se desa-
rrollaron dos sistemas de reconstrucción que explotan esta técnica de posicionamiento: El
primero es basado en un sensor óptico de reconstrucción 3D de proyección de línea laser.
El segundo es un microscópico interferométrico en el cual se utiliza la mira de posiciona-
miento para realizar el barrido axial con un paso de 28 nanómetros, permitiendo obtener
la topografía de un objeto con detalles máximos de hasta 1mm de altura.

*Tesis Doctoral
**UIS, Facultad de Ciencias, Escuela de Física, Director: Jaime E. Meneses F.
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Abstract

TITLE:THREE-DIMENSIONAL RECONSTRUCTION OF OBJETOS WITH GLOBAL
REFERENCE SYSTEM.*

AUTHOR(S): NÉSTOR ALONSO ARIAS HERNÁNDEZ.**.

KEYWORDS: image processing, displacement measurement, position measurement,
tracking, phase detection

It this thesis develops a methodology for three-dimensional reconstruction of objects with
a global reference system (GRS). To implement a system that is external and fixed posi-
tioning, extracting the information from the position of the reconstruction system, which is
free to measure the topography of the object from different angles of vision. In this sen-
se, it has developed a method to measure the position of a special target with subpixel
resolution, which was evaluated both in its resolution and precision 2D and 3D.the device
has the ability to position the target at a resolution of 5 × 10−3 pixels. The positioning devi-
ce implemented to position the target in space with an accuracy of 33 microns. It is also
possible to measure the three location coordinates (X, Y, Z) and three orientations and th-
ree directions, these with a resolution of 1,57 × 10−3 radians. this method is combined with
a technique to measure positions in three dimensional space known as stereo vision. The
whole system was evaluated in its accuracy, resolution, flexibility and feasibility to recons-
truct three-dimensional very large objects above the observation limit axial and transverse
optical head with high resolution. Two systems were developed that exploit this technique
reconstruction positioning: the first is an optical sensor based on 3D reconstruction of laser
line projection. The second is an interferometric microscope in which the target special is
used for positioning the axial scan with a step of 28 nm.

*Doctoral Thesis
**UIS, Facultad de Ciencias Básica, Escuela de Física, Supervisor: Dr. Jaime E. Meneses F.
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Exordio

1.1. Problema

La demanda de alta calidad en la reconstrucción tridimensional (3D) de objetos físicos
complejos está creciendo en una amplia gama de aplicaciones (industrial, entrenamiento,
medicina, entretenimiento, arquitectura, etc.). En el campo de la visión por computador
los modelos para adquirir la forma de un objeto real, se han desarrollado vertiginosamen-
te. Numerosas aplicaciones requieren de la visión por computador o metodologías afines
para la reconstrucción tridimensional de objetos.

La automatización de los métodos convencionales, en donde se emplea mucho tiempo en
la reconstrucción, permite mejorar el rendimiento y la calidad, reduciendo la exigencia
de una gran habilidad del operario y al mismo tiempo del costo de operación. Existe un
limitado número de sistemas comerciales (Rapidscan, Adaptive Scan,etc) que ofrecen he-
rramientas semiautomáticas o automáticas. Infortunadamente estos sistemas son diseña-
dos para aplicaciones específicas, permitiendo escanear objetos de dimensiones máximas
y resoluciones fijas. De igual manera, el software de control, procesamiento y visualiza-
ción de resultados es cerrado, lo cual no permite alteraciones posibles. Por lo tanto, se
puede decir, que no existen hasta ahora dispositivos de reconstrucción 3D automáticos
de propósito general para la digitalización de la topografía de objetos.

Para la reconstrucción 3D e inspección de objetos se usan sensores de medición tanto
mecánicos como ópticos. Dispositivos tales como: medidores mecánicos de coordenadas,
que ejecutan movimientos mecánicos precisos y por medio de una sonda de contacto al-
canzan medidas de alta precisión (de 1 µm para una calibración especifica y operada por
un técnico experto). Sin embargo, la adquisición y costo de operación para cada precisión
requerida es alta. Con una rata de adquisición de datos relativamente baja, estos dispo-
sitivos son generalmente convenientes sólo en aplicaciones de muestreo esparcido. Por
otro lado, los sensores ópticos tienen precisiones bajas con respecto a los dispositivos me-
cánicos, pero, son de bajo presupuesto y costo de operación, alta densidad de muestreo,
son de no contacto, soportan altas ratas de transferencia, permiten facilidad de almace-
namiento y el procesamiento digital de datos.

Las técnicas de reconstrucción 3D basadas en proyección de luz estructurada existen en
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una gran variedad de diseños y principios, cada una de ellas con sus ventajas y desven-
tajas, dependiendo del problema a solucionar. La exigencia de este problema puede estar
orientada a requerir una alta precisión, resolución, tiempo de cálculo, campo de obser-
vación, etc. Sin embargo, existen relaciones de carácter inverso entre algunas de estas
exigencias a la hora de diseñar un dispositivo de reconstrucción 3D; por ejemplo: entre el
campo de observación y la resolución; mientras más resolución tenga el dispositivo dise-
ñado, menor campo visual tendrá. Del mismo modo, la profundidad de trabajo del sistema
de reconstrucción 3D varia de forma inversa al aumento de la resolución; esto es, a ma-
yor resolución menor profundidad de trabajo y viceversa. Unido a esto, otro inconveniente
como la oclusión, la cual es inherente a los sistemas de reconstrucción 3D, ocasiona un
impedimento para acceder a una total información topográfica del objeto.

Este comportamiento del cual no es fácil desligarse, es en algunas ocasiones un incon-
veniente. En particular, cuando se quiere mantener una alta resolución del sistema de
reconstrucción 3D, por que el problema lo exige, y al mismo tiempo se desea tener acceso
a información en un extenso campo visual y profundidad de trabajo; con lo cual se exce-
den las limitaciones propias del sistema de reconstrucción.

Aunque este problema ya ha sido abordado [29] [30], no ha sido definitivamente resuelto,
en cuanto a lograr la reconstrucción de un objeto, con un extenso campo visual (dado por
el tamaño del objeto) y mantener una alta resolución del sistema óptico. Estos primeros
trabajos han implementado metodologías que implican diseños voluminosos, en donde
se sacrifica la resolución por ganar volumen de trabajo y en muchos casos el método es
off-line*.

Se hace necesario realizar esfuerzos en encontrar nuevas metodologías, que permitan re-
construir objetos de gran extensión, sin pérdida de información debido a la oclusión y
al mismo tiempo mantener tanto una alta resolución del sistema de reconstrucción 3D,
como gran volumen de trabajo, con gran flexibilidad, maniobrabilidad, siendo estas carac-
terística requeridas en muchas de las futuras aplicaciones.

Debido a las leyes que rigen la óptica geométrica, un sistema formador de imágenes tal
como el ojo humano o una cámara fotográfica pierde información topográfica del objeto
medida en dirección axial. Diferentes estrategias se han diseñado para recuperar esta in-
formación perdida, basándose principalmente en la codificación de esta variable en otra
que pueda ser procesada digital o analógicamente. Dentro de estas estrategias se destacan
los métodos ópticos de reconstrucción 3D debido principalmente a sus características no
invasivas y a los rangos variables de resolución y campos de observación ofrecidos acorde
a las necesidades metrológicas. Por otro lado, en el dominio industrial y médico se ha
generado una fuerte necesidad de utilizar la información tridimensional, necesaria por
ejemplo, para procesos de control de calidad, en el diseño y construcción asistidos por
computador de prótesis articulares, modelamiento 3D de estructuras, posicionamiento
espacial de catéteres dentro del cuerpo humano, etc. De igual forma, los resultados de
proyectos de investigación realizados principalmente en centros educativos, han genera-
do dispositivos de medida 3D que actualmente se encuentran en el mercado y compiten
entre sí para satisfacer necesidades industriales y médicas. Aunque existe una gran va-
riedad de dispositivos comerciales, también existen necesidades metrológicas particulares
con condiciones muy específicas, que reducen el número de dispositivos posibles en la so-
lución al problema, y en muchos casos es necesario desarrollar nuevos dispositivos. Por

*procesado fuera de linea.
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ejemplo, un dispositivo comercial de reconstrucción 3D de objetos a escala intermedia,
con características metrológicas muy buenas, que puede reconstruir objetos de dimensio-
nes máximas 254 mm × 254 mm × 406 mm a 360◦ de observación, no puede ser empleado
para solucionar el problema planteado por algunos museos italianos para la conservación
y protección de esculturas artísticas valiosas; donde se debe obtener una reconstrucción
3D digital de cada escultura con observación a 360◦ y alta resolución. El grupo de investi-
gación de la Universidad de Standford y de la Universidad de Washington conformado por
30 personas entre estudiantes y profesores, desarrollaron un sistema de reconstrucción
3D basado en el método de triangulación láser por proyección lineal de alta resolución
[31] [32] [33] [34]. En este dispositivo, la cabeza óptica proyecta una línea láser sobre la
superficie del objeto que es ubicada sobre motores de traslación y rotación computariza-
dos de gran desplazamiento y alta resolución.

De igual forma, existen sistemas comerciales que son utilizados para digitalizar objetos a
partir de la técnica de proyección de franjas utilizados en la industria automovilística. El
dispositivo presenta una excelente resolución para reconstruir objetos de algunos centíme-
tros cuadrados de dimensión transversal y emplea un brazo robotizado de alta resolución
para reconstruir objetos grandes, ensamblando secciones locales. Pero este dispositivo no
puede ser empleado en la reconstrucción 3D de líneas de expresión o arrugas, necesitado
por la empresa L’Óreal de Francia para verificar la eficacia de un producto en la reducción
de la profundidad en estrías y arrugas. La dificultad radica principalmente en las carac-
terísticas de la superficie del objeto: la piel humana degrada el contraste de las franjas
proyectadas debido a la retrodifusión de la luz por las capas internas. De esta manera, el
procedimiento convencional de tratamiento de imágenes empleado en la técnica de pro-
yección de franjas no puede ser empleado. El GOTS (Grupo de Óptica y Tratamiento de
Señales- UIS) junto con el Département dÓptique de FEMTO ST de Francia, generaron
un dispositivo de reconstrucción 3D que permitió obtener reconstrucciones 3D de la piel
humana para su caracterización y el estudio de su evolución temporal[35].

Como se puede ver en los casos anteriores, la mayoría de los métodos de reconstrucción
3D requieren de elementos precisos de traslación y/o rotación para generar la figura 3D
reconstruida. Por ejemplo, en la reconstrucción 3D del rostro humano se puede emplear
un espejo galvanométrico, controlado desde un computador para deflectar a posiciones
conocidas y precisas de una línea láser que se proyecta sobre la superficie. De igual for-
ma, se pueden proyectar simultáneamente muchas franjas y sin necesidad de sistemas de
desplazamiento se puede reconstruir el rostro humano rápidamente con igual precisión.

En las mayorías de reconstrucciones 3D de alta resolución se utilizan mecanismos de
traslación y rotación de gran precisión que limitan su utilización, especialmente en me-
dios industriales. En esta investigación se desea combinar reconstrucciones 3D de gran
precisión y un sistema de posicionamiento global. Para que sea útil el dispositivo, se tie-
ne que imponer al sistema de posicionamiento global una resolución igual o mejor a la
obtenida en el sistema de reconstrucción. El desarrollo de una nueva metodología per-
mitirá el diseño y construcción de dispositivos de alta resolución, con gran flexibilidad y
maniobrabilidad, que permita obtener información tridimensional del objeto, superando
las limitaciones propias de un sistema clásico de reconstrucción 3D, además, permitirá
la solución de problemas en medios industriales. Su principal característica, ser posicio-
nado a mano libre, abre la posibilidad de numerosas aplicaciones en situaciones donde la
información 2D y 3D sea importante.
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Obtener información 3D de un objeto con alta precisión y resolución es definitivamente
importante, sobre todo si este objeto tiene detalles finos que requieren de un sistema de
alta resolución. Pero, si estos detalles están distribuidos en una gran extensión sobre el
objeto, fuera del campo visual, de la profundidad de trabajo y en zonas de oclusión, es
absolutamente necesario explorar nuevas metodologías que permitan obtener la informa-
ción completa del objeto, manteniendo una alta precisión y resolución. Sistemas con estas
propiedades, permitirán solucionar problemas que requieren de maniobrabilidad, flexibi-
lidad y movilidad; características que son requeridas en muchas situaciones de diferentes
áreas de la industria, tales como: la medicina, la industria automotriz, la criminalística,
entre otros, dando paso a innumerables aplicaciones.

Los resultados básicos de esta investigación permitirán diseñar y construir dispositivos
de reconstrucción 3D a manos libres, necesarios y útiles en innumerables aplicaciones
industriales. Estos dispositivos permitirán escanear objetos, sin utilizar mecanismos de
traslación y/o rotación. La flexibilidad y la portabilidad de este tipo de dispositivos, per-
mite realizar la digitalización tridimensional de la superficie de un objeto, teniendo acceso
a regiones ocultas, difíciles de digitalizar, empleando sistemas clásicos de reconstrucción
3D.

1.2. Marco Referente

Un sensor rango compacto portable, se puede utilizar siempre que el tiempo de integración
del sensor sea bastante pequeño con respecto al movimiento de este relativo al objeto. Son
ejemplos de esto, los primeros dispositivos que se comercializaron por compañías Electro-
Optical Information Systems Corporation (EOIS) y Minolta. En ambos casos, un patrón
de luz es proyectado sobre el objeto, el cual está constituido por un sensor Moiré con
un volumen de trabajo de 200 × 200 × 120mm. Posteriormente se construyó otro utilizando
una cámara digital con un flash adaptado para proyectar un patrón de luz estructurada.
Este ultimo sensor, es apropiado para objetos de tamaño de 100 a 400mm a una distan-
cia de 500 a 900mm de trabajo. Otro sensor utiliza 6 cámaras para observar el patrón
proyectado[9].

Para integrar los datos de diferentes puntos de vista o ángulos de visión, es interesante y
conveniente anexarle a estos sensores un dispositivo de posicionamiento que proveerá de
una transformación entre el sistema coordenado relativo a la cámara rango y un sistema
coordenado global fijo. Es esencial que cada frame 3D obtenido esté sincronizado con el
sistema de posicionamiento.

Hay varios tipos de dispositivos de posicionamiento global tales como: mecánicos, electro-
magnéticos, acústicos, ópticos e inerciales. Los brazos mecánicos son bastante precisos.
Por ejemplo The Gold Faro Arm [11] puede medir puntos 3D por contacto con 25 micróme-
tros de resolución. Una serie de dispositivos de triangulación láser han sido acoplados a
brazos mecánicos[10] , tales como: como 3DScanner [12], Kreon Industries[13], Biris[14],
estos son algunos ejemplos de productos comerciales que ofrecen para reconstrucción 3D
con referencia global o relativa al objeto. Sin embargo, cuando es necesario moverse alre-
dedor de objetos, el dispositivo tiene sus limitaciones, se hace necesario combinarlo con
un sistema de rotación.
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Los sensores electromagnéticos ofrecen más libertad de movimiento, pero menos precisión.
Estos son muy sensibles a la presencia de objetos metálicos. Aunque este tipo de dispo-
sitivos de desplazamiento son usados en el FastScan [16], distribuido por Polhemus e
inicialmente desarrollado por Industrial Research es probablemente el más conocido [17].
Este sensor rango está provisto de dos cámaras en sus extremos, separadas a 450mm

y con un plano láser en el centro de ellas. El transmisor se fija al objeto, y el receptor
montado al sensor rango. La salida del sensor es de 50 líneas/seg con una distancia de
trabajo de aproximadamente 200mm. De acuerdo con las especificaciones, la precisión es
del orden de 1mm.

Del mismo modo, dispositivos acústicos y ópticos son alternativas bastante interesantes.
En el caso óptico, se han utilizado LEDs, los cuales fijados al sensor hacen posible seguir
el rastro por medio de cámaras que están montadas sobre una base [18]. Es necesario
asegurarse que el sensor esté siempre en el campo de visión de las cámaras. Los sistemas
inerciales que combinan giroscopios y acelerómetros, también se han utilizado en foto-
grametría [19]. Si el movimiento es demasiado pequeño y la precisión es suficiente para
percibirlo, esta metodología puede ser una alternativa promisoria.

Eliminar el dispositivo de posicionamiento sería lo deseado. Esto puede ser posible si el
sensor puede referenciarse a sí mismo, a partir de la información que el observa. Se han
hecho esfuerzos importantes en esta dirección [20]. Por ejemplo, la detección en forma
natural de una señal específica y la precisión del cálculo de su posición son problemas
desafiantes. Roth y Whitehead [21] direccionaron este problema en la perspectiva de com-
binar el posicionamiento pasivo y sensado activo. Un enfoque diferente consiste en la
colocación de marcas 2D y 3D en la escena[22][23].

Una clase de sensor rango portable ha sido propuesto para disminiur la complejidad del
sistema. Ya que un sensor rango activo está compuesto de un sistema de iluminación y
un fotosensor (cámara), es posible entonces, mantener este último fijo y controlar manual-
mente la iluminación para escanear el objeto. Este es el caso de, Bouguet and Perona [24]
que usando una cámara previamente calibrada y montada sobre un trípode y también
calibrando un plano de referencia, sobre el cual el objeto puede ser montado. Usando una
lámpara de escritorio como una fuente puntual fija de posición conocida, ellos escanean
la escena por medio de la sombra proyectada por una vara sobre el objeto, así como el
plano de referencia. Ellos demostraron la viabilidad de la metodología para objetos de
gran dimensión y puede ser bastante apropiado para objetos pequeños. Inmersion [25]
comercializa una adaptación para objeto pequeños (< 300mm) provisto de una tabla de
rotación.

Para evitar planos de referencia que deben siempre ser visibles, Fisher et al [26] han mo-
dificado la idea inicial de Bouguet and Perona utilizando una vara modificada, cuya forma
es triangular de dimensiones conocidas e incluye dos marcas de posicionamiento. Esto
hace posible la intersección de las sombras y el objeto usando una cámara previamente
calibrada fija, provista de una fuente. La idea es interesante para objetos que no se pue-
den desplazar o donde no es posible instalar planos de referencia que sean visibles en la
imagen.

Takatsuka et al [27] también usaron una cámara calibrada y un proyector de puntos láser
portable sobre la cual 3 LEDs verdes, son fijados a lo largo del eje óptico del laser. Durante
el escaneo, las coordenadas de los tres puntos son calculadas, desde su imagen 2D para
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determinar el eje óptico del láser. Las coordenadas 3D de los puntos proyectados sobre el
objeto son estimadas como la intersección de la dirección de visualización de la cámara y
el eje del láser. El sistema Autoscan [28] utiliza en lugar de eso, dos cámaras montadas
sobre un trípode y un proyector de punto láser portable. Con un línea base de 1m y una
distancia de trabajo de 1,5m, las medidas son capturadas a 100Hz con una precisión de
0,1mm.

1.3. Organización del Trabajo

Esta Tesis Doctoral tiene como propósito diseńar e implementar un sistema de reconstruc-
ción tridimensional a manos libres, es decir, un sistema de reconstrucción 3D que tenga
la posibilidad de acceder a información topográfica en la que normalmente un sistema
convencional 3D tendría dificultades. Po esto, el sistema debe tener como características:
la portabilidad y la manibrabilidad sin perder características propias de sistema de re-
construcción tales como la resolución. Para tal fin, se considera un sistema provisto de
un sistema de posicionamiento externo y fijo, y además un sistema de reconstrucción
cuyo diseño está enmarcado dentro de las arquitecturas de proyección de una línea laser
sobre el objeto.

La construcción de este dispositivo exige que la resolución del sistema de posicionamiento
sea mayor o igual a la resolución del sistema de reconstrucción 3D. En este sentido, hay
dos caminos a tomar: una es la disminución de la resolución del sistema de reconstruc-
ción 3D frente a la del sistema de posicionamiento y otra el aumento de la resolución del
sistema de posicionamiento frente a la del sistema de reconstrucción 3D. En esta Tesis
Doctoral tomamos como centro del problema el mejorar la resolución del sistema de po-
sicionamiento con el propósito de obtener información extensa del objeto sin sacrificar la
resolución del sistema de reconstrucción 3D.

En el Capitulo 2 se expone el proceso seguido para lograr mayor resolución en el sistema
de posicionamiento. A partir de un arreglo periódico bidimensional finito es posible au-
mentar la resolución en el posicionamiento de éste, cuando es registrado por una camára.
Se describe el método de Takeda [43], utilizado para la extracción de la fase, la cual per-
mite aumentar la sensibilidad en el posicionamiento. Se analiza y evalúa la resolución y
rango de desplazamiento y rotación del sistema para el posicionamiento de la mira cuando
es registrada por una cámara.

En el Capitulo 3 se presenta la metodología llevada a cabo para posicionar el arreglo perió-
dico bidimensional finito en el espacio 3D, utilizando un sistema estéreo cruzado provisto
de dos cámaras. Se evalúa este sistema en su precisión, resolución y volumen de trabajo.
Se muestra la versatilidad del método para posicionar un objeto en el espacio a alta preci-
sión y a resolución subvoxel.

En el Capitulo 4 se presenta la metodología seguida para la implementación de un sistema
de reconstrucción 3D a manos libres que permite la medir la topografía de objetos de gran
dimension. Se muestra la calibración y los resultados obtenidos en la reconstrucción de
objetos extensos que superan el rango de trabajo del sistema de reconstrucción. De igual
forma, se presenta las características y rangos de trabajo del sistema
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En el Capitulo 5 se presenta el proceso para reconstruir objetos de baja escala utilizando
un microscopio interferométrico tipo Mirau. En esta parte, se muestra el proceso seguido
para la reconstrución de objetos por el método de detección de máximos. Se aprovechan
las bondades del aumento de la resolución en el posicionamiento dado por el diseńo de la
mira. Finalmente se presentan las conclusiones generales del trabajo y algunas perspecti-
vas del trabajo.

En el Apéndice A se presenta los conceptos básicos necesarios para la calibración de
cámaras utilizando el modelo Pin-Hole. También se muestra el proceso seguido en la ca-
libración de una cámara y de un sistema estéreo provisto de dos cámaras. Además se
describe la metodología necesaria para calcular la posición en el espacio 3D a partir de
puntos homólogos obtenidos en cada cámara.
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CAPÍTULO 2

Posicionamiento 2D

En este capitulo se implementa un método que permite medir con alta precisión, la posi-
ción, el desplazamiento y la orientación en el plano de un objeto móvil. Se fija una mira
de referencia al objeto de estudio y se localiza en la escena por medio de un sistema de
visión estático con resolución subpixel, en el plano perpendicular al eje óptico (in-plane)
de la cámara. La utilización de la transformada de Fourier bidimensional, asociada a la
aproximación del plano de fase, permite la alta resolución del sistema.

El problema de medida de la posición y del desplazamiento ha sido ampliamente estudiado
y aplicado en varios campos de la ciencia e ingeniería y se han propuesto varios sensores
de posición o métodos de medida [36][37][38][39][41][42] . En este trabajo, se desarrolla
un método sensible a la fase para la medida de la posición y desplazamiento de un objeto
en una escena 2D. Este método se basa en la determinación de la posición del patrón
de referencia usando información de la distribución de fase asociada a ésta. El patrón de
referencia está constituido de una distribución regular de cuadros blancos en un fondo
negro, cuyo espectro genera una distribución de fase 2D discreta. La reconstrucción de la
fase absoluta asociada a cada conjunto de franjas en cada dirección perpendicular permi-
te la localización precisa del centro de la mira, que conduce a la determinación subpixel
de la posición del objeto. Los desplazamientos son calculados a partir de dos posiciones
consecutivas. Este método permite así mismo autocalibrarse, dado que la longitud de re-
ferencia es provista por el patrón de referencia de fase. Las limitaciones que presenta este
método son debidas principalmente a la introducción de la distorsión de la imagen pro-
ducida por el sistema óptico y que puede solucionarse fácilmente con una calibración del
sistema óptico y la implementación de procedimientos de compensación. En la sección
2.1 se presenta los fundamentos del método, así como el patrón usado (mira), también
un resumen del procesado digital de imágenes necesario para el cálculo de la posición y
orientación de la mira. En la sección 2.2 se presentan los resultados experimentales para
dos métodos (con y sin defecto en la mira). En ésta se muestra la resolución en despla-
zamiento y orientación, del mismo modo se presenta el comportamiento del sistema al
seguimiento del objeto en una trayectoria determinada tanto en desplazamiento como en
rotación.
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2.1. Fundamentos del Método

Utilizando el mismo principio aplicado por [36],[37],[38], se utilizó una mira cuadrada
como la que se muestra en la figura 2.1(a), con 15x15 cuadros pequeños blancos.
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Figura 2.1. (a) Imagen obtenida por la CCD, de la mira empleada. (b) módulo sobre el
espacio de frecuencias espaciales.

Sobre la figura 2.1(b), puede verse la distribución sobre el espacio de frecuencias espa-
ciales, con ayuda de la Transformada de Fourier (TF) de la imagen obtenida por la CCD
(Figura 2.1(a)). Entonces, se puede escribir la relación entre dos imágenes por medio de la
ecuación siguiente.

F (u, v) =

∫

x , y

f(x, y) exp {2 i π (xu + y v)}dxdy, (2.1)

donde la función espacial f(x, y) es la distribución de intensidad de la imagen y (ui, vi)
definen las variables frecuenciales. Debido a que el patrón de referencia posee dos siste-
mas de franjas perpendiculares entre si (frecuencias no cruzadas, para nuestro caso), se
calcula la distribuciń de fase 2D de cada sistema de franjas, utilizando el algoritmo de
extracción de fase por trasformada de Fourier bidimensional, en la cual se utilizan dos
ventanas de Hamming centradas en los primeros armónicos ortogonales, de la cual se
obtiene dos distribuciones filtradas del espectro de la imagen Fi(u, v);

Fi(u, v) = F (u, v) · w(u − ui, v − vi) i = 1 , 2 (2.2)

Al aplicarse la transformada de Fourier inversa bidimensional, por cada distribución de
frecuencias filtradas, se obtiene:

fi(x, y) =

∫

u , v

Fi(u, v) exp {−2 i π (xu + y v)}dudv i = 1 , 2 (2.3)

A partir de la distribución compleja fi(x, y), se calcula el módulo Mi(x, y) y la fase Pi(x, y)
de cada función.
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Figura 2.2. (a y b) El Módulo M1(x, y) y la fase p1(x, y) obtenida a partir de lóbulo
(ux, vy), (c) La máscara obtenida a partir del módulo M2(x, y) y (d) p2(x, y) la fase de

trabajo.
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Mi(x, y) = fi(x, y) · f∗

i (x, y) i = 1 , 2

(2.4)

pi(x, y) = atan

[

ℑ (fi(x, y))

ℜ (fi(x, y))

]

La figura 2.2(a y b) muestra el módulo y la fase discontinua obtenidas con las ecuaciones
2.4. La selección de la región útil, que posee información del sistema de franjas se realiza
utilizando una máscara binaria obtenida de Mi(x, y). El umbral de binarización se obtiene
de tal manera que el número de discontinuidades es igual al número de franjas y cuadros
en cada sistema de franjas. Debido al adecuado contraste obtenido experimentalmente,
un umbral de 0.1 para Mi(x, y) el normalizado, selecciona correctamente la región útil.
La figura 2.2(d) muestra la fase discontinua seleccionada usando la máscara de la figura
2.2(c).

La figura 2.3(a y b) muestra la fase continua después de realizar un procedimiento de co-
rrección de fase discontinua. Utilizando como punto de partida el centroide de la máscara
binaria. Con un procedimiento de regresión lineal a partir de la fase continua calculada,
se buscan los coeficientes ai, bi y ci, del plano de interpolación, definido por:

Pi(x, y) = ai x + bi y + ci i = 1 , 2 (2.5)
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Figura 2.3. (a y b) Fase continua para cada lóbulo filtrado (u1, v1) y (u2, v2).

Esta última aproximación permite calcular el valor de la fase en todos los puntos del
espacio para cada plano. Conociendo que el centro de cada cuadro específico del patrón
de referencia corresponde a valores de fase P1, P2 de cada distribución de fase, la ec. 2.7
puede ser utilizada para calcular la coordenada (x, y) del centro del cuadro deseado. Así,
conociendo P1 y P2 las coordenadas de posición se obtienen al resolver el sistema de
ecuaciones.

(

a1 b1

a2 b2

)

∗

(

x

y

)

=

(

P1 − c1

P2 − c2

)

(2.6)
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Figura 2.4. Imagen de la mira y los puntos localizados sobre el, en los cuales se
designan los valores de (P1, P2) sobre la ecuación 2.6.

A partir de la ecuación anterior se calculan las coordenadas de cinco centros de cuadros
sobre la mira, el cuadro del centro y los cuatro cuadros de las esquinas. El cuadro del
centro permite determinar con una precisión subpixel la posición de la mira, y los otros
permiten calcular su orientación. La figura 2.4 representa la mira y los puntos localizados
sobre ella.
Este método permite también realizar una calibración del tamaño del pixel en la dirección
x e y, usando el plano de fase de ajuste y los parámetros espaciales conocidos de la mira,
a partir de:

∆x =
ai

2 π ν0 cos(θi)
i = 1 , 2 (2.7)

∆y =
bi

2 π ν0 sin(θi)
(2.8)

Donde ν0 es la frecuencia de la mira y θi es el ángulo de inclinación de la mira para la
dirección i. En este caso se determina el tamaño del pixel ∆x y ∆y en 190,5 µm y 190,9 µm,
respectivamente.

2.2. Resultados Experimentales

2.2.1. Descripción del Montaje

Método 1

La mira es realizada con la ayuda de una impresora láser sobre papel normal. Ella esta
constituida de 15 pequeños cuadros de 1,023 mm de lado, estableciéndose un arreglo de
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Figura 2.5. Esquema del montaje realizado.

periódo igual a 1,932 mm (una frecuencia de 0,51174 mm−1) en las dos direcciones (x e y).
Ocupando así una región cuadrada de 28,08 × 28,08 mm2.

Se emplea una cámara para registrar la mira, como se muestra en la figura 2.5. El au-
mento del objetivo y la resolución del sensor de la cámara determinan la precisión de
posicionamiento y rango de trabajo transversal; En este caso, se utiliza un objetivo de
12 mm y una cámara de 480 × 640 pixeles de µEye. Con el fín de evaluar el sistema, la
mira se fija sobre la parte superior de un objeto móvil, cuya posición es comandada por
tres motores de ThorLabs como se muestra en la figura 2.5. Dos motores aseguran los
desplazamientos en la dirección X e Y (transversales al eje óptico del sistema), los cuales
tienen un rango de movimiento de 25 mm con una resolución de 40 nm y por otro, un motor
que permite realizar rotaciones completas sobre su eje (aproximadamente paralelo el eje
óptico de la cámara) con una resolución de 2,16 arcsec.

2.2.2. Posicionamiento

Una primera serie de mediciones se realizó para calcular el error del sistema al determi-
nar la posición de la mira. La figura 3.3(a) muestra los valores calculados para la mira
en 100 medidas realizadas, sin desplazamiento de la mira. En la tabla 2.1, se reporta la
medida pico valle (peak valley) y la desviación estándar para la nube de puntos calculados.

Se puede ver que el sistema presenta una alta precisión en la determinación de la po-
sición de la mira (del orden de 5 × 10−3 pixeles, se considera 2 µm aproximadamente, en
esta configuración). Luego, con el fin de seguir el desplazamiento de la mira y apreciar la
resolución del sistema, se desplaza la mira en el plano x− y con ayuda de dos motores de
desplazamiento, por medio de los cuales se envía la trayectoria que la mira debe seguir,
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Figura 2.6. Nube de puntos de coordenadas del centro de la mira calculada para 100
medidas, para el método 1 y 2 respectivamente.

Tabla 2.1. Resultados estadísticos obtenidos desde 100 medidas sin
desplazamiento de la mira (método 1).

Coordenadas X Pico Valle σ Unidades
X 376,4818 0,0055 9,9704× 10−4 Pixeles
X SSa 1,0430 0,1899 µm

Y 186,9687 0,0054 0,0011 Pixeles
Y SS 1,0224 0,2047 µm

θ 0,3479 0,1131× 10−3 0,6267× 10−4 rad

a Sin significado

tal como se muestra en la figura 2.7(a) (Trayectoria teórica), los puntos representan las
posiciones localizadas por el sistema, en donde el motor se detiene y la línea representa
la trayectoria seguida por la mira. Sobre la figura 2.7(b), Se presenta la trayectoria de la
mira calculada por el sistema. Se puede ver una muy buena concordancia entre la trayec-
toria programada y la trayectoria calculada por el sistema, En la cual, se puede observar
incluso la histéresis del motor de desplazamiento.

2.2.3. Rotación

Con el fin de determinar las limitaciones en la orientación y su resolución, se realizó un
giro completo a paso de 1◦, y se calculó la posición para los 5 puntos de referencia sobre la
mira (ver Figura 2.8(a)). La Figura 2.8(b) muestra la posición calculada para cada punto
de referencia y la Figura 2.8(c) presenta el ángulo medido versus el ángulo de rotación
ordenado al motor (teórico). Este ángulo es medido utilizando 2 puntos sobre marcas de la
mira. Se observa que existe una limitación en la rotación de 90◦ que impide el seguimiento
de la rotación total. En la tabla 2.1 se reporta el error en la determinación de la inclinación
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Figura 2.7. (a) Trayectoria comandada sobre los motores (teórico), (b) trayectoria cal-
culada por el sistema (experimental).
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Figura 2.8. (a) Imagen de la mira a cero grados con los cinco puntos remarcados en
la mira.(b) Posicionamiento en el espacio de los cinco puntos de la mira,(c) Comporta-

miento del ángulo medido vs. el ángulo introducido por el motor de rotación.
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de la mira. Este es calculado a partir de 100 medidas para un ángulo fijo.

Método 2.

Utilizando el mismo método anterior, pero esta vez sobre una mira con un defecto (se
elimina un pequeño cuadro blanco en una de las esquinas en la tercera fila y columna).
Sobre la figura 2.9(a) se puede ver la nueva mira empleada.
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Figura 2.9. Imagen de la mira con el defecto (a). Módulo sobre el espacio de frecuen-
cias espaciales (b).

Sobre la figura 2.9(b), se puede ver que el efecto de introducir un defecto sobre la mira no
produce variaciones significativas sobre la distribución de frecuencias espaciales. Enton-
ces, es posible seguir las mismas etapas de cálculo realizadas para la mira sin defecto.

En la figura 2.10(b y d), se presenta el módulo y la fase obtenida para uno de los lóbulos
de frecuencia recuperados para la mira con defecto. En comparación con el módulo y la
fase calculado para la mira sin defecto, ver figura 2.10(a y c) se puede ver que la presencia
del defecto produce un pequeño cambio en el módulo calculado. Con el fin solucionar este
inconveniente, después de la binarización del módulo, se rellena utilizando morfología ma-
temática, la región correspondiente al lugar donde se encuentra el defecto. Esto permite
obtener una máscara apropiada para filtrar la zona de trabajo de la mira. En la figura
2.11 (a y b) se puede ver que sobre la máscara y la fase recuperada respectivamente, para
el cálculo del plano de fase, la cual no presenta fallas debido a la presencia del defecto
sobre la mira.

Por tanto, se puede continuar con el mismo proceso del método 1 para el cálculo de los
cinco puntos sobre la mira, el centro y las cuatro esquinas. El centro nuevamente es uti-
lizado para la determinación de la posición de la mira y los otros cuatro puntos permiten
determinar su orientación. Pero, esta vez en los cuatro puntos, se tiene la posición del
cuadro faltante (defecto), que puede seguirse sobre todo el espacio observado. Teniendo la
posibilidad de organizar los cuatro puntos en sentido antihorario (u horario), y así poder
medir la dirección de la mira sin límite de 90 grados impuesto por la mira sin defecto.
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Figura 2.10. (a y b)El módulo obtenido para uno de los lóbulos para la mira con y sin
defecto respectivamente. (c y d) La fase obtenida para los mismos lóbulos filtrados.
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Figura 2.11. (a) La mascara obtenida a partir del módulo y (b) la fase de trabajo para
la mira con defecto.

Se emplea el mismo montaje que en el método 1 (ver figura 2.5), pero, esta vez se fija la
mira con un defecto en la parte superior del objeto móvil, donde nuevamente la posición
y la trayectoria es comandada por los tres motores de ThorLabs. En una primera etapa se
evalúa el sistema de posicionamiento y la reconstrucción de una trayectoria dada. Este
con el fin de validar esta nueva mira y compararla con la mira sin defecto. En la tabla 2.2,
se reporta la medida pico valle y la desviación estándar para esta nube de puntos deter-
minada para el centro de la mira, para 100 medidas realizadas y se hace la comparación
entre los resultados obtenidos con las dos miras. La Figura 2.6(a y b) muestra la nube de
puntos calculados.

se puede observar que el sistema presenta una precisión del mismo orden que el obteni-
do para la mira sin defecto, cuando es determinada la posición de la mira (del orden de
2 × 10−3 pixeles, alrededor de 1µm en esta configuración); Entonces, se puede decir, que
no hay una variación considerable entre los dos miras en cuanto a la determinación del
posicionamiento del centro de esta.

Sobre la Figura 2.13 se presenta los resultados obtenidos en la determinación de la tra-
yectoria de la mira. Se puede ver el mismo resultado que con una mira sin defecto. El
sistema es capaz de seguir la trayectoria de la mira con una resolución subpixel de la
misma manera que con el método 1. Entonces, se puede concluir que el efecto de haber
adicionado un defecto en la mira, no produce errores considerables en la determinación
de la posición.

Rotación

Con el fin de demostrar el hecho de que con la nueva mira no existe un límite en la
determinación de la orientación de ésta, se realiza un giro completo a paso de 1◦, y se

33



(Pixeles)

(P
ix

el
es

)

100 200 300 400 500 600

50

100

150

200

250

300

350

400

450

Defecto

Figura 2.12. Imagen de la mira con defecto y puntos localizados sobre ella.
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Figura 2.13. (a)Trayectoria comandada sobre los motores (teórico), (b) trayectoria cal-
culada por el sistema, para la mira con defecto (experimental).

recupera la posición para los cinco puntos de referencia sobre la mira (ver Figura 2.14(a)).
La figura 2.14 (b) muestra la posición calculada para cada punto de referencia al realizar
una rotación de 360◦ y la figura 2.14 (c) presenta el ángulo medido versus el ángulo de
rotación del motor, este ángulo se mide utilizando dos puntos señalados sobre la mira
(entre el defecto B y el primer punto encontrado en el sentido antihorario C). Se puede
ver aquí, que se mide la orientación de la mira sobre todo el giro completo del motor,
sobre pasando así el limite de 90◦ que tenía la mira sin defecto del método 1. En la tabla
2.2 se reporta el error cometido en la determinación de la inclinación de la mira. Esta
es calculada a partir de 100 medidas para un ángulo fijo y se compara los resultados
obtenidos con los reportados en la mira sin defecto. Se puede ver que al igual que en la
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Figura 2.14. (a)Imagen de la mira a cero grado con los cinco puntos remarcados en
ella. (b) Posicionamiento en el espacio de los cinco puntos determinados de la mira,
(c) Comportamiento del ángulo medido vs. El ángulo introducido por la rotación del

motor.
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Tabla 2.2. Resultados estadísticos obtenidos desde 100 medidas sin
desplazamiento de la mira método 2.

Coordenada X Pico Valle σ Unidades Defecto
X 397,6491 0,0023 5,2341× 10−4 Pixeles Con
X 376,4818 0,0055 9,9704× 10−4 Pixeles Sin
X SSa 0,4333 0,0997 µm Con
X SS 1,0430 0,1899 µm Sin
Y 142,7478 0,0034 7,8939× 10−4 Pixeles Con
Y 186,9687 0,0054 0,0011 Pixeles Sin
Y SS 0,6453 0,1507 µm Con
Y SS 1,0224 0,2047 µm Sin
θ 0,3479 0,2635 × 10−3 0,7116× 10−4 rad Con
θ 0,3479 0,1131 × 10−3 0,6267× 10−4 rad Sin

a Sin Significado

resolución del posicionamiento, no hay gran diferencia en adicionar un defecto sobre la
mira, en la resolución angular de ésta.
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CAPÍTULO 3

Posicionamiento 3D

En este capitulo se presenta un método que permite medir la posición, desplazamiento
y orientación de una mira que sirve para marcar un objeto al cual se desea ubicar en el
espacio tridimensional. Tanto el posicionamiento como el desplazamiento son determina-
dos en sus tres direcciones X, Y y Z, y la orientación es también resuelta en sus tres
ángulos directores. La técnica es basada en la localización de un patron periódico plano
montado sobre un objeto de intéres que es observado por un sistema de vision estéreo
estático, provisto de dos cámaras. El elemento superficial periódico es diseñado especial-
mente para que permita una medida de la posición con resolución subvoxel, obteniendo
la medida de la posición y desplazamiento del objeto en sus seis grados de libertad, la cual
se realiza con gran resolución y presición. Esto debido a la ventaja en la alta resolución
ofrecida por el posicionamiento de la mira con una cámara, dada por la alta sensibilidad a
la fase. La configuración propuesta lleva esta ventaja al espacio tridimensional utilizando
un sistema estéreo oblicuo[ver Apéndice]. Estos dos métodos se complementan uno en la
alta resolución y el otro en el posicionamiento tridimensional, de tal forma, que permiten
la medida de la posición en sus seis grados de libertad con una resolución de 10−3 rad

para los ángulos y de 10−3 mm para la posición y el desplazamiento.

3.1. Principio de Medida

3.1.1. Medida de la posición en el plano

La medida de la posición de la mira es realizada por cada cámara utilizando el beneficio
de la alta precisión basado en la gran sensibilidad de la fase. Este método es descrito
ampliamente en los trabajos de Sandoz et. al [36][39][40]. El método propuesto se basa en
registrar un patron de fase de referencia especialmente definido por un sistema estéreo
estático, el cual es adherido al objeto de interés. El sistema estéreo está provisto de dos
cámaras de características similares, las cuales se encuentran en configuración cruzada
para registrar la mira. En una primera etapa, el sistema estéreo es calibrado, utilizando
una herramienta de libre distribución, desarrollada en Matlab [44] la cual, permite obte-
ner los parámetros de calibración propios del sistema estéreo, como se puede ver en la
tabla 3.1. De esta forma, es posible posicionar un objeto dentro del campo de trabajo del
sistema, utilizando metodologías propias de sistemas estéreo [46][47], dicha configuración
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se puede ver en la figura 3.1. Por tanto, para cada imagen registrada la posición se calcula
con alta precisión con procesado digital de imágenes, basado en la medida de la fase y
estas posiciones en cada imagen se convierten en los puntos homólogos necesarios para
el sistema estéreo, para a partir de estos, determinar la posición en el espacio. En este
trabajo, se utilizó un patrón conformado por una distribución regular de puntos blancos
sobre fondo negro.

Tabla 3.1. Resultados de calibración para el sistema estéreo.

Parámetro Cámara1 izq. Cámara2 der. Cámara 1 → 2 transformación

Centro x (pixels) 359,64004 325,96163 Alpha(degree) 27,7871
Centro y (pixels) 217,76502 241,15900 Beta(degree) 1,9501

fλx(pixels) 2245,17990 2251,90151 Gamma(degree) −1,2685
fλy(pixels) 2252,39709 2257,77543 Tx(mm) 243,17917
Oblicuidad 0 0 Ty(mm) 3,40766

k1(mm) −0,83951 −1,05472 Tz(mm) 61,78319

La figura 3.2(a y b) muestra las imágenes registradas por cada cámara en esta aplicación.
La periodicidad de los puntos blancos corresponde a un ancho de banda de frecuencias
espaciales en el dominio espectral, lo cual puede ser logrado con el calculo de la transfor-
mada de Fourier, en donde se realizan dos filtrados independientes, obteniendo numéri-
camente dos sistemas de franjas en imágenes diferentes. El resultado de la distribución
de intensidades mostrado en la figura 3.2(c y d). Debido a que las franjas son el resultado
de la transformada de Fourier de una banda estrecha de frecuencias espaciales, la dis-
tribución de la intensidad es cuasisinusoidal. Adicionalmente, el número N de franjas es
conocido con anterioridad. El recorrido total de las N franjas corresponde a un valor de
fase de 2Nπ, de esta manera al reconstruir la fase, utilizando el algoritmo de Takeda [43]
y un posterior desenvolvimiento de esta, es posible obtener un plano de fase que por el
método de ajuste de mínimos cuadrados, se puede obtener la ecuación del plano en cada
dirección. Finalmente, la intersección de dos rectas correspondiente a valores de fases en
cada plano, permite localizar cualquier punto blanco (x, y) sobre la mira. La alta precisión
del método es demostrado en los trabajos [39][36][37][38].

3.1.2. Medida de la posición fuera de plano

Para implementar un método que pueda medir la posición de la mira fuera de plano, es
necesario recuperar la coordenada z del centro de la mira, así como también los ángulos θx

,θy y θz, de esta forma se cuenta con la medida de la posición de la mira en sus seis grados
de libertad. El procedimiento se puede describir de la siguiente manera: Inicialmente se
calcula las posiciones de cinco puntos en cada una de las dos imágenes capturadas por
las cámaras, utilizando el método descrito en el capítulo 1. Posteriormente, se utilizan los
parámetros de calibración estéreo (ver cuadro 3.1) para calcular la posición con respecto
al sistema de referencia ubicado aproximadamente en medio de las dos cámaras. De
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esta forma, se combina la capacidad de un sistema de visión estéreo, con alta resolución
obtenida al posicionar la mira periódica. Luego de obtener la posición en el espacio de
los cinco puntos, la posición del centro de la mira, es obtenida teniendo en cuenta el
punto central; de igual manera, tres puntos de la mira son utilizados para calcular los
ángulos que forma la mira en el espacio (θx ,θy y θz), en donde uno de ellos es utilizado
como referencia cero, pues se ha eliminado, permitiendo que su nivel de gris bajo facilite la
identificación dentro de los cuatro puntos, los cuales son medidos con respecto al sistema
de referencia del sistema estéreo.
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Figura 3.2. Miras registradas por cada cámara del sistema estéreo (a),(b). Franjas
obtenidas por el filtrado en el dominio de Fourier de las miras. (c),(d).
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3.2. Experimentos y Resultados

3.2.1. Descripción de la mira utilizada

La mira o patrón utilizado para medir las posiciones o desplazamiento fue construida con
ayuda de una impresora láser, obteniéndose sobre papel una distribución periódica bidi-
mensional de pequeños cuadros de 1,023 mm de lado y con un periódo de 1,932 mm (una
frecuencia de 0,51174 mm−1), la cual ocupa una región de 28,08 × 28,08 mm2. La figura 3.2(a
y b) muestra las imágenes registradas por cada cámara, en la cual la mira aparece como
un arreglo periódico de 15 × 15 cuadros blancos sobre fondo negro. En el mismo sen-
tido, en este experimento la mira es iluminada de la forma mas homogénea posible, con
el propósito de mantener el contraste en las diferentes posiciones que esta pudiese ocupar.

Es condición necesaria que la mira sea registrada por la dos cámaras y en forma simultá-
nea, de tal manera que sea posible calcular los puntos homólogos en cada imagen regis-
trada, utilizando el método de precision subpixel. El volumen de trabajo para el cálculo
de posiciones es de 15cm en X y Y , y 20cm en Z. El proceso de cálculo de la posición en
el espacio, inicia con la determinación del centro de la matriz de puntos en cada imagen,
utilizando la alta sensibilidad de la fase. En cada imagen, el contenido frecuencial de la
mira corresponde a cuatro lóbulos de banda estrecha, dos que tienen información de la
frecuencia de franjas senoidales verticales y horizontales y otras dos que corresponden
a frecuencias de franjas senoidales diagonales, mutuamente perpendiculares. Haciendo
uso de la transformada de Fourier inversa es posible recuperar la fase [43], la cual es
necesaria desenvolver por medio de un algoritmo, obteniendo así un plano de fase discre-
to. Posteriormente, se obtiene la ecuación de un plano de fase por mínimos cuadrados.
Ésta permite obtener rectas con valores de fase específicos, que corresponden a filas o
columnas de cuadros en la matriz o mira. De tal manera, es posible determinar la posi-
ción de cualquiera de los cuadros dentro de la matriz, con la intersección de dos rectas
de fase previamente seleccionadas. Los valores de fase se escogen teniendo en cuenta, la
fase recorrida por la filas o columnas, sabiendo que la distancia en fase entre columnas o
filas es de 2π. Por tanto, al pretender determinar el centro de la matriz se debe tener en
cuenta las rectas de valor 14π, que al intersectarse localizan el centro de la mira. Después
de localizar los centros en cada imagen con gran precisión, estos se constituyen en los
puntos homólogos necesarios para determinar la posición en espacio de la mira o mejor
el vector desplazamiento de la mira respecto el sistema de referencia fijo.

Para determinar la orientación, se utilizan tres puntos adicionales, calculados de igual
forma, de tal suerte que se pueda construir un sistema de ejes, que sirvan para medir las
orientaciones de éstos con respecto a sistema de referencia fijo al sistema estéreo. Este
sistema de ejes está conformado por tres ejes mutuamente perpendiculares, dos coplana-
res y uno normal a la superficie de la mira. Para cada uno de éstos es posible calcular
el ángulo que forma con el sistema fijo, permitiendo calcular la matriz de rotación del
sistema de referencia construido sobre la mira con respecto al sistema de referencia fijo.

3.2.2. Demostración del Método

Con el propósito de evaluar la repetibilidad del método se realizaron 100 medidas de po-
siciones sin realizar desplazamientos de la mira. En el cuadro 3.2, se reporta la medida
pico valle y la desviación estándar para 100 posiciones calculadas del centro de la mira,
sin desplazamiento de la mira. La figura 3.3 muestra la nube de puntos calculados. Estos
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datos corresponde a una nube seleccionada como la de mayor dispersión, para una se-
cuencia de 50 posiciones diferentes, separadas a de 20µm, en donde en cada una de ellas
se cálculo 100 veces la posición. En las tabla 3.2 se puede ver el comportamiento del valor
mínimo, máximo y promedio para la medida pico valle y la desviación estándar. La nube
que se muestra en la figura 3.3, corresponde al valor máximo de la desviación estándar
de la tabla 3.2.

Tabla 3.2. Estadística de repetibilidad de la desviación estandar y pico valle de
posición y ángulo cuando se realiza un desplazamiento de 1mm cada 20µm en

donde cada posición es medida 100 veces sin desplazamiento.

Posición Pico-Valle (µm) Desv. Estand. (µm)

∆X ∆Y ∆Z σX σY σZ

Máximo 6,02 6,43 25,78 1,50 1,26 5,64
Valor Medio 2,63 2,51 10,27 0,53 0,52 2,06

Mínimo 1,63 1,66 6,61 0,33 0,35 1,31

Ángulo Pico-Valle (10−3 · rad.) Desv.Estan. (10−3 · rad.)

∆ΘX ∆ΘY ∆ΘZ σΘX
σΘY

σΘZ

Máximo 1.57 1.25 1.23 0.19 0.17 0.17
Valor Medio 1.51 1.22 1.20 0.17 0.17 0.17

Mínimo 0.81 0.86 0.87 0.168 0.163 0.163

Se puede ver que el sistema presenta una precisión del orden de 1,5 × 10−3mm para X,
1,2 × 10−3mm para Y y 5,6 × 10−3mm para Z; La cual nos permite posicionar un objeto
con alta resolución y presición en el espacio tridimensional. Por otra parte, El espacio
de trabajo está determinado por la intersección del campo de visión de cada cámara y
la profundidad de campo de cada una de ellas, además del tamaño de la mira; Este es,
de 15cm para la dirección X y Y , y 20cm para Z. En una etapa posterior, se evalúa el
sistema en la reconstrucción de la trayectoria. Ésta se realiza con ayuda de tres motores
de traslación y dos de rotación de Thorlabs.

Tabla 3.3. Resultados estadísticos obtenidos para 100 medidas sin desplazamien-
to de la mira

Coordenada X Pico-valle σ Unidad
X −13,1338 2,3 × 10−3 0,51 × 10−3 mm

Y −7,7794 2,2 × 10−3 0,52 × 10−3 mm

Z 523,1838 8,8 × 10−2 1,8 × 10−3 mm

θx −1,5656 0,14 × 10−2 0,186 × 10−3 rad

θy −1,5198 0,11 × 10−2 0,186 × 10−3 rad

θz 3,0904 0,12 × 10−2 0,186 × 10−3 rad

42



−13.135
−13.1345

−13.134
−13.1335

−13.133
−13.1325

−7.781

−7.78

−7.779

−7.778

−7.777
523.178

523.18

523.182

523.184

523.186

523.188

X desviacion: σ
x
=0.51219 µm

Pico valle: 2.3334 µm

Y desviacion: σ
y
=0.52446 µm

Pico valle: 2.2475 µm

Z
 d

es
vi

ac
io

n:
 

σ z=1
.8

05
3 

µm

P
ic

o 
va

lle
: 8

.8
46

4 
µm

Figura 3.3. Dispersion de la posición XYZ para 100 medidas sin desplazamiento de la
mira.

En la figura 3.4 y 3.5 se presenta los resultados en la reconstrucción de la trayectoria
de la mira, donde la figura 3.4 diferentes trayectorias reconstruidas y la figura 3.5 un
vista ampliada de uno de los recorridos de la mira. Se puede observar que, el sistema es
capaz de seguir la trayectoria de la mira con una resolución subvoxel. Esto debido a la
capacidad del sistema de determinar la posición de la mira en cada cámara con resolución
subpixel y combinado con la configuración estéreo permite obtener una alta resolución en
el posicionamiento en el espacio tridimensional. Esta configuración puede ser utilizada a
cualquier escala, desde los cm hasta los µm, sólo utilizando la óptica y el tamaño de mira
adecuado.

Con el fín de mostrar que este sistema permite además del cálculo de la posición en sus
tres coordenadas espaciales, también, la medida de la rotación con respecto a sus tres
ejes, se realizan varios experimentos: el primero analizar el comportamiento frente a la
rotación de la mira con respecto a cada eje del sistema de referencia del sistema estéreo,
estableciendose que el sistema mide la rotación completa de 360◦ al rededor del eje Z del
sistema fijo, el segundo es calcular la medida de la rotación fuera de plano, es decir, ro-
taciones al rededor del eje X y Y del sistema fijo entre un rango de −45◦ a 45◦ en cada
eje, los resultados de estos experimentos se pueden observar en la figura 3.6. El tercero,
consiste en evaluar la rotación de 360◦, pero teniendo en cuenta inclinaciones de la mira
fuera de plano. Para esto, se realizó con ángulos de 20◦ fuera de plano en los dos senti-
dos con respecto al eje X y 10◦ fuera de plano en los dos sentidos con respecto al eje Y .
Los resultados de este experimento se pueden observar en la figura 3.7. Estos resultados
muestran un excelente comportamiento, no solo en la medida de la posición de la mira,
sino en la inclinación de esta en el espacio tridimensional. Esto permite decir, que se pue-
de medir con gran precision y resolución la posición en sus tres coordenadas espaciales
(6,02 e X, 6,43 en Y y 25,78 en Z) y sus inclinaciones en el espacio con respecto a sus tres
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Figura 3.4. Medida del desplazamiento mientras una señal FEMTO-ST UIS GOTS es
aplicada a los motores. La señal tiene las dimensiones: 122,8µm en X, 94,1µm en Y ,

54,1µm en Z para un desplazamiento total de 2572,2µm.
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Figura 3.6. Evaluación del limite de rotación respecto del eje X(-45 a 45 grados),
Y (-45 a 45 grados), y Z(0 a 360 grados).
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Figura 3.7. Medida de la rotación a 360 grados con respecto al eje Z para diferentes
inclinaciones de la mira. 10 y −10 grados fuera de plano con respecto al eje X(a),(d),

también para 20 y −20 grados fuera de plano con respecto al eje Y (b),(c).

47



CAPÍTULO 4

Reconstrucción 3D con Referencia
Global

4.1. Introducción

En algunas situaciones de metrología industrial y médica se desea obtener información
de objetos de grandes dimensiones, con regiones topográficas abruptas y de difícil acceso
a dispositivos comerciales. En general, altas resoluciones son obtenidas por sistemas de
reconstrucción 3D para campos de observación pequeños y reducidas profundidades de
campo. Por lo tanto, en situaciones experimentales específicas es necesario diseñar un
dispositivo que permita obtener información 3D con alta resolución, profundidad de cam-
po extendida, amplio campo de observación transversal y que permita acceder a regiones
ocultas.

En este trabajo se recorren los pasos necesarios para diseñar y construir un dispositivo
que permita obtener información 3D en donde este sistema se encuentra sostenido por
la mano del operario. El dispositivo está conformado por una cabeza óptica, que permi-
te extraer información 3D local, y un dispositivo de posicionamiento global, que permite
determinar las coordenadas 3D de la cabeza óptica en un sistema coordenado fijo. La con-
dición de reconstrucción impone que la precisión del sistema de posicionamiento global
sea inferior o igual a la precisión de la cabeza óptica de reconstrucción. Inicialmente se
realiza la calibración de la cabeza óptica, la cual está compuesto por un dispositivo clá-
sico de triangulación láser líneal. Posteriormente se realiza la calibración del sistema de
posicionamiento global, que está compuesto por un sistema de visión estéreo de precisión
subvoxel. Finalmente se reconstruyen algunos objetos utilizando el sistema de reconstruc-
ción tridimensional a manos libres propuesto.

4.2. Arquitectura Propuesta.

El dispositivo a manos libres está conformado por un sistema de reconstrucción 3D y
un sistema de posicionamiento global. El sistema de reconstrucción 3D se basa en la
triangulación láser para extraer información 3D de la superficie del cuerpo, usando un
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sistema coordenado propio al sistema de reconstrucción. Desplazando el sistema de re-
construcción con la mano a valores no conocidos de corrimiento, se desplazaría su sistema
coordenado de reconstrucción y se perdería información 3D global del objeto.

Figura 4.1. Esquema del dispositivo de reconstrucción 3D a manos libres implemen-
tado.

El sistema de posicionamiento global permite extraer información precisa del desplaza-
miento realizado sobre el sistema de reconstrucción 3D. Esta información es utilizada
para unificar la información topográfica local a un sistema coordenado global-fijo. Se pre-
tende construir un dispositivo que libremente se desplace sobre la superficie del objeto,
sujetándolo con la mano y barriendo libremente la línea laser sobre la superficie del objeto.
Varias condiciones deben imponerse a un dispositivo a manos libres:

1. Conocer con precisión y alta resolución la posición tridimensional en sus seis grados
de libertad del dispositivo de reconstrucción con respecto a un sistema coordenado
global fijo.

2. Convertir las coordenadas de reconstrucción a las coordenadas del sistema coorde-
nado global.

La figura 4.1 muestra el dispositivo de reconstrucción 3D implementado. Un sistema de
visión estéreo conformado por dos cámaras CCD en configuración cruzada que permite
posicionar el dispositivo de reconstrucción 3D (cabeza óptica). Cada cámara CCD-USB tie-
ne un objetivo de 12 mm, la cual fija un campo transversal de 60×60 cm para una distancia
objeto de 180 cm, aproximadamente. La separación entre cámaras fue de aproximadamen-
te 90 cm. La cabeza óptica está constituida por una cámara CCD con un objetivo de 8 mm

y un dispositivo óptico que proyecta una línea láser sobre el objeto. Las dos cámaras
de la configuración estéreo observan simultáneamente un patrón regular o mira, unida
rígidamente a la cabeza óptica.
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Figura 4.2. (a) Curva de calibración del sistema de triangulación láser. (b) Modelo
Pinhole.

4.3. Calibración del Sistema.

La calibración del sistema se lleva a cabo en tres etapas. La primera, es la calibración de
la cabeza óptica o del sistema de reconstrucción. La segunda, la calibración del sistema de
posicionamiento global, el cual está basado en un sistema estéreo cruzado, que también
exige el cálculo de los parámetros intrínsecos y extrínsecos, y por último, se implementa
una técnica que aumenta la resolución del posicionamiento en el espacio de una mira
peródica.

4.3.1. Sistema de reconstrucción 3D

El sistema de reconstrucción 3D está conformado por una cámara CCD-USB, un objetivo
de focal 8 mm, un diodo láser y un generador de línea. La distorsión en la imagen de la
línea láser codifica la topografía del cuerpo. El procedimiento matemático de reconstruc-
ción requiere de una ecuación que asocie los parámetros del montaje y la distorsión de la
línea con respecto a su posición inicial.

Tradicionalmente esta ecuación es obtenida de manera experimental usando una superfi-
cie plana y desplazándola a intervalos regulares en dirección del eje Z de reconstrucción;
la imagen de la línea se desplaza en el plano de la imagen. Con respecto a la posición de
Z = 0, se determinan los desplazamientos de la línea en la imagen para cada posición Z

del plano de referencia, obteniéndose una relación experimental ajustada a un polinomio
de orden 2, ver figura 4.2(a). El procedimiento de reconstrucción consiste en calcular el
desplazamiento de cada punto de la línea láser deformada por la superficie del cuerpo,
con respecto a la posición Z = 0, y determinar Z de la curva de calibración. La cual nos
permite determinar que la resolución del sistema de reconstrucción es de 1.6mm.
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4.3.2. Sistema de Visión Estéreo.

En un sistema de visión estéreo, las imágenes de un punto en el espacio en cada cámara
se llaman puntos homólogos. El sistema de visión estéreo permite obtener las coordena-
das 3D de un punto en el espacio siempre que se determine con precisión las coordenadas
en el plano imagen de sus puntos homólogos. Según el procedimiento tradicional en visión
estéreo [46][47], cada sistema formador de imágenes debe ser modelizado con el fin de de-
terminar sus parámetros intrínsecos y extrínsecos. El modelo de visión pinhole [45](Ver
apéndice A) fue utilizado y el software de calibración de cámaras camera calibration toolbox

for Matlab[44] de libre acceso en internet se empleó para calcular los parámetros intrínse-
cos y extrínsecos de cada cámara.

En visión estéreo existen principalmente tres sistemas coordenados: un sistema coorde-
nado en el espacio imagen de cada cámara y un sistema coordenado en el espacio objeto
único, ver figura 4.2(b). Según el modelo de pinhole, los parámetros extrínsecos permi-
ten convertir las coordenadas de un punto en el espacio objeto a sus coordenadas en el
espacio imagen de cada cámara, y viceversa. Los parámetros intrínsecos determinan la
posición del plano imagen, el centro óptico, la distancia focal y los coeficientes necesarios
para cuantizar y reducir la influencia de aberraciones geométricas del sistema formador
de imágenes.

Conociendo las coordenadas de los puntos homólogos en cada imagen y a partir de los
parámetros intrínsecos es posible determinar la línea de proyección de cada punto homó-
logo, ver figura 4.2, para cada cámara. La intersección de estas dos rectas determinan
las coordenadas del punto en el espacio. Generalmente estas coordenadas son reportadas
usando el sistema coordenado imagen de una cámara. Debido a la influencia del rui-
do en cada imagen y con el fin de reducir la influencia de la discretización de la imagen,
tradicionalmente se recurre a un procedimiento de optimización que permite calcular nue-
vamente los parámetros intrínsecos y extrínsecos de cada cámara, usando un patrón de
dimensiones conocidas. El software utilizado permite calcular los parámetros optimizados
para el cálculo de las coordenadas 3D de un punto en el espacio, usando visión estéreo
en configuración cruzada.

4.3.3. Posicionamiento Global.

Las dos principales fuentes de error que afectan la determinación de las coordenadas
espaciales de un punto por visión estéreo son: la precisión en la determinación de los
puntos homólogos en cada imagen y la resolución espacial de las cámaras CCD. Con el fin
de determinar las coordenadas de un punto del espacio objeto en el plano imagen de cada
cámara, se utilizó un objeto plano con detalles en intensidad regulares en su superficie.
Aunque cada CCD muestrea el patrón de intensidad regular a intervalos de un pixel, es
posible calcular el centro de un elemento del patron de intensidad con precisión subpixel,
usando la distribución de fase espacial del patrón[36][37][38][39][56]. Se utilizó como mira
o patron en intensidad una distribución de 8x8 LED o display de 64 elementos, ver figura
4.3. Matemáticamente la distribución en intensidad de la imagen de la mira generada
por cada cámara puede ser representada por dos distribuciones periódicas ortogonales.
Al filtrar los primeros armónicos ortogonales del contenido frecuencial, figura 4.4b, se
recuperan dos distribuciones en intensidad sinusoidales, que corresponden a:

51



Figura 4.3. Matriz de LEDs implementada en el dispositivo.

IV (x, y) = Io + A cos(ΦV ) ΦV =
2πx

∆X

IH(x, y) = Io + A cos(ΦH) ΦH =
2πy

∆Y
(4.1)

Donde ΦV y ΦH son las distribuciones de fase de los sistemas de franjas con líneas vertica-
les y horizontales, respectivamente. Las distribuciones en fase son fácilmente calculadas
usando el algoritmo de transformación de Fourier [43] a partir de una imagen del patrón
regular. El centro de un microelemento del display, que corresponde a un máximo en in-
tensidad del patrón, posee una fase 2π N , donde N es un entero siendo N = 0 a la primera
columna (o fila) de microelementos encendidos y N = 7 la ultima. De esta manera, el cen-
tro del microelemento marcado como P en la figura 4.3 corresponde a la intercepción de
las fases ΦV = 6π y ΦH = 6π .

Aunque el centro de un microelemento al ser muestreado no coincide generalmente con un
pixel, es posible interpolar la distribución en fase calculada para determinar su posición,
obteniéndose precisión subpixel. La interpolación de la fase calculada puede realizarse
usando una función matemática no lineal, dependiendo de la distorsión de la imagen cau-
sada por las aberraciones geométricas de los sistemas formadores de imágenes. El modelo
matemático utilizado fue un ajuste lineal, debido a la poca presencia de distorsiones geo-
métricas de las lentes.

La necesidad de utilizar la mira como objeto de observación del sistema de visión estéreo
es la de facilitar la búsqueda de los puntos homólogos y calcular sus coordenadas con
precisión subpixel. Seleccionando el centro de la mira, punto P en figura 4.3, y dos centro
ubicados ortogonalmente, Px y Py, es posible definir un sistema coordenado sobre la mira
y calcular desplazamientos globales y rotaciones que ha introducido el operario sobre la
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cabeza óptica, con respecto al sistema coordenado fijo, definido por el sistema de visión.

(a) (b)

Figura 4.4. Imagen de la matriz y el módulo bidimensional de su transformada de
Fourier.

4.3.4. Resultados experimentales del posicionamiento.

Según lo visto en las secciones anteriores, el sistema posee hasta ahora las siguientes
características:

El dispositivo de reconstrucción 3D por triangulación laser lineal permite extraer las
coordenadas de una línea de puntos sobre la superficie del cuerpo, que corresponde
a un sistema de referencia fijo al dispositivo. Si el dispositivo se desplaza con respecto
a la superficie no es posible calcular el desplazamiento relativo espacial.

El sistema de visión estéreo permite calcular las coordenadas de un punto en el es-
pacio a partir de la matriz de rotación R y el vector de translación T optimizado entre
los dos sistemas coordenados de las cámaras, a las cuales se le conoce sus paráme-
tros de calibración. Las coordenadas finales se reportan en el sistema coordenado
fijo al sistema estéreo.

El posicionamiento global a partir de una matriz de diodos emisores de luz permite
calcular con precisión subpixel las coordenadas de los puntos homólogos de cual-
quier punto sobre el sensor de cada cámara y en el espacio utilizando la calibración
del sistema estéreo.

Con el fin de obtener un dispositivo de reconstrucción tridimensional a manos libres
usando los criterios anteriores, se plantea la siguiente secuencia:

Usando la visión estéreo y el posicionamiento global, se calcula con precisión la po-
sición espacial de la matriz de puntos (Orientación y Posición en el espacio) con
respecto al sistema coordenado fijo al sistema de visión estéreo. Como la matriz de
puntos está unida al dispositivo de reconstrucción tridimensional, ver figura 4.1 y
4.7, la posición espacial calculada corresponde a la posición espacial del disposi-
tivo de reconstrucción tridimensional. Así, moviendo manualmente el dispositivo y
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ubićandolo en las posiciones deseadas por el usuario, con el fin de explorar tridimen-
sionalmente el objeto, se determina la posición espacial del dispositivo en un sistema
coordenado fijo.

Usando la curva de calibración del sistema de reconstrucción tridimensional, se ex-
traen las coordenadas espaciales de una línea de puntos pertenecientes a la superfi-
cie del objeto, para una posición espacial del dispositivo definida por la posición de
la matriz de puntos. Pero, las coordenadas de la superficie del objeto son obtenidas
en el sistema coordenado del sistema de reconstrucción 3D, es decir con respecto al
plano Z = 0 (ver figura 4.6), que no se evidencian en el campo de observación del
sistema de visión estéreo. Es necesario, definir una conversión entre sistemas coor-
denados que permita pasar las coordenadas del sistema de reconstrucción 3D a las
coordenadas del sistema fijo del dispositivo de visión estéreo.

Según lo anterior, la figura 4.5 muestra los sistemas coordenados empleados en la recons-
trucción global de un cuerpo. El sistema coordenado de reconstrucción tridimensional
es OL(XL, YL, ZL) y el sistema coordenado del dispositivo de visión estéreo o global es
OG(XG, YG, ZG). Se define un sistema coordenado intermedio sobre el plano de la matriz
de puntos OM (XM , YM , ZM ). El sistema coordenado de reconstrucción tridimensional con
origen en OL no se evidencia en el campo de observación del sistema coordenado global
OG. Si el dispositivo de reconstrucción tridimensional se desplaza manualmente, Los sis-
temas coordenados OL y OM se desplazaran, sin alterarse sus posiciones relativas. La
figura 4.6 muestra las dos imágenes observadas por las cámaras del dispositivo estéreo
y la imagen de la cámara del dispositivo de reconstrucción tridimensional al posicionarlo
manualmente frente a un objeto plano que se desea reconstruir.

Usando el procedimiento de posicionamiento global se calculan en cada imagen del sis-
tema estéreo las coordenadas en pixeles de los puntos homólogos sobre la matriz que
definen el sistema coordenado OM (XM , YM , ZM ). Así la posición de fase (6π, 6π) en cada
imagen corresponde al origen del sistema coordenado, como se puede ver en la figura
4.6(a) y (b). El punto extremo P3 utilizado para calcular el vector unitario sobre el eje YG1

y YG2 corresponde a la fase (6π, 14π), de igual forma para XG1 y XG2 se calcula el vector
unitario, utilizando el punto extremo P2 de fase (14π, 6π).

Como las coordenadas son calculadas en el sistema coordenado de visión estéreo glo-
bal OG , las coordenadas de los vectores unitarios definidos sobre la matriz de puntos
se pueden calcular en el sistema coordenado OM . Ahora, es importante determinar la
ecuación de conversión entre los sistemas coordenados de reconstrucción tridimensional
OL(XL, YL, ZL) y el sistema coordenados OM (XM , YM , ZM ). Para conocer esta conversión
se utilizó un plano de calibración del sistema de reconstrucción 3D ubicado en el plano
de referencia Z = 0. La figura 4.7 muestra las imágenes estéreo del plano de calibración
junto con la matriz de puntos y los vectores unitarios de los sistemas coordenado OL y OM .

Ahora se mostrará cómo se unifican los procedimientos de reconstrucción tridimensional
y posicionamiento global por visión estéreo para reconstruir la superficie de un objeto
por triangulación laser lineal a manos libres. Inicialmente hay que determinar la matriz
de rotación RML y el vector de traslación TML que convierten un punto en el sistema
coordenado OL al sistema coordenado OM , según la ecuación:
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Figura 4.5. Sistemas de referencia: a manos libres, de la mira y global.

~rM = RML~rL + ~TML (4.2)

Donde RML y TML no cambian si el dispositivo de reconstrucción tridimensional se despla-
za. La ecuación 4.2 relaciona un punto en el espacio de coordenadas entre los sistemas
coordenados OM y OL en donde la matriz RML corresponde a tres rotaciones seguidas
sobre los ejes XM , YM y ZM la cual, se define como el producto de las tres matrices de
rotación RML = RθRφRα y el vector de traslación TML los cuales son:

TML =





−42,3500
96,0956
491,9346



 RML =





0,94963 −0,0855 0,0062
0,0097 0,1839 0,09829
−0,0852 −0,9792 0,1840



 (4.3)

Donde las unidades de TML son en milímetros. Finalmente es necesario realizar una
conversión entre el sistema coordenado OM (XM , YM , ZM ) y el sistema coordenado global
OG(XG, YG, ZG). Este último proceso es similar al descrito anteriormente: La ecuación de
transformación es:

~rG = RGM~rM + ~TGM (4.4)

Donde la matriz de rotación RGM y el vector de traslación TGM cambian al desplazarse
la matriz de puntos, y con esta, el dispositivo de reconstrucción 3D. Es decir, para cada
posición espacial del dispositivo se deben calcular los valores de RGM y TGM . Se realizó
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(a) (b)

(c)

Figura 4.6. Imágenes capturadas por la CCD1, CCD2 y la CCD3.

(a) (b)

Figura 4.7. Imágenes capturadas por la CCD1, CCD2 de la mira y plano de calibración
z = 0.
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una función en Matlab con el fin de determinar la matriz de rotación RGM y el vector
TGM para cada posición espacial del dispositivo de R3D, usando las dos imágenes de la
matriz de puntos de cada cámara estéreo. Ubicando como objeto de reconstrucción una
superficie plana, el dispositivo se situó en frente de tal manera que la línea laser se pudiese
desplazar manualmente sobre la superficie plana y para cada posición se almacenaron
las tres imágenes. De tal forma, que para cada posición del dispositivo de reconstrucción
tridimensional se calcularon los valores de RGM y TGM y las coordenadas de los puntos
del plano que interceptaba la línea laser en el sistema coordenado OL. Las coordenadas
del plano fueron convertidas secuencialmente a (XM , YM , ZM ) con la ecuación 4.2 y a
(XG, YG, ZG) con la ecuación 4.4. El ensamble de valores de las coordenadas 3D del plano
explorado por el dispositivo se muestra en la figura 4.12(a).

4.4. Evaluación experimental del dispositivo de recons-
trucción 3D.

Básicamente la intención de generar un dispositivo a manos libres consiste en adquirir
las imágenes necesarias para reconstruir la superficie del objeto en cualquier posición
del dispositivo deseada por el usuario, dentro del campo de trabajo. De esta manera, el
dispositivo es libre de cualquier unidad de traslación y/o rotación. De igual forma, la
aproximación hacia un dispositivo a manos libres también impone la condición de adqui-
rir las imágenes en cualquier instante de tiempo y a detener la adquisición a voluntad.
Según lo anterior, se diseñó y construyó un dispositivo de control que permite adquirir
las imágenes cuando el usuario lo considere conveniente.

4.4.1. Análisis Bidimensional del sistema de posicionamiento global.

Con el fin de verificar la influencia del ruido en la determinación del centro de la matriz de
puntos (coordenadas de fase φH = 6π y φV = 6π), se procedió a utilizar una sola cámara de
visión estéreo en posición frontal a la matriz de puntos, cuyo eje óptico sea perpendicular
al plano de la matriz de puntos. Al adquirir esta imagen sirve para tener una idea del ta-
maño del pixel sobre el campo de observación de la cámara, cuyo tamaño promedio es de
0,976 mm en X y 0,973 mm en Y. Esto implica que un desplazamiento de un pixel equivale
en promedio a 973 micras en el espacio objeto. Así mismo, con el fin de evaluar la precisión
en la determinación del centro de la matriz de puntos, se ubicó la matriz de puntos en una
platina de translación de 10 micras de precisión y 25 mm de longitud de desplazamiento
máximo. Se realizaron diferentes desplazamientos en dirección transversal al eje óptico,
inferiores al tama/ño de un pixel. Para cada posición se tomaron 100 imágenes. La figura
4.8 muestra la dispersión de los valores de las coordenadas X y Y del centro de la matriz
para la posición correspondiente a cero desplazamiento.

El valor medio corresponde a X = 327,115 pixel y Y = 192,797 pixel, con una desviación
estándar de δX = 0,00285 píxel y δY = 0,00195 pixel. Lo cual indica que el sistema puede
detectar desplazamientos en el plano objeto equivalentes a 0,003 pixeles o (0,003 mm).
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Figura 4.8. Dispersión de los valores de las coordenadas X y Y del centro de la matriz
para la posición correspondiente a cero desplazamiento.

4.4.2. Análisis Tridimensional del sistema de posicionamiento glo-
bal.

El análisis realizado en la sección anterior muestra que el sistema determina la posición
del centro de la matriz y de cualquiera de los puntos con resolución subpixel. Con el fin
de determinar el comportamiento del error en el posicionamiento en milímetros sobre el
espacio objeto, se ubicó la matriz sobre una platina de traslación que la desplazaba en
el plano y otra que la desplazaba en dirección perpendicular al plano de la matriz. En
ambos casos se trasladó a intervalos de 50 micras hasta 2 milímetro y se midieron los des-
plazamientos. La figura 4.9(a) muestra los valores de distancias consecutivos encontrados
para los desplazamientos en el plano, obteniendo un error medio de −0,0325 mm con una
desviación estándar de δx = 0,0156 mm.
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Figura 4.9. (a) valores de desplazamientos consecutivos paralelos a la mira. (b) valores
de desplazamientos consecutivos perpendiculares a la mira.
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De igual forma, al desplazar la matriz de puntos en dirección perpendicular al plano
de la mira, se encontró un error medio de 0,0184 mm con una desviación estándar de
δy = 0,0152 mm el cual se puede observar en la figura 4.9(b). Esto indica, que el sistema
de posicionamiento global basado en la matriz de puntos permite determinar la posición
del sistema de triangulación laser a 1,8 m de distancia con una precisión del orden de 33
micras. El error que se comete es inferior a la precisión del sistema de triangulación laser,
alcanzando el objetivo propuesto para la implementación de un sistema a manos libres.

Sabiendo que el dispositivo está sujeto a rotaciones dentro del campo de observación de
las cámaras del sistema de visión estéreo, se debe determinar qué tan preciso es el sistema
de posicionamiento global para determinar ángulos en el plano de la matriz de puntos. Por
tanto, se procede a determinar el error en la medida angular, Para tal efecto, se ubicó la
matriz de puntos sobre un sistema de rotación, de tal forma que permita rotarla alrededor
de un eje perpendicular al plano de la matriz. El sistema de rotación tiene una resolución
de 1 minuto de arco. Los ángulos se determinaron con respecto al vector ubicado para la
posición angular de cero grados, es decir, la matriz de puntos aproximadamente alineada
con las filas y columnas de la cámara. Se determinaron variaciones angulares entre −50
a 50 grados a intervalos de 10 grados. La figura 4.10 muestra los valores experimentales
obtenidos, comparándolos con los valores teóricos se obtiene un error medio de −0,02678
grados con una desviación estándar de 0,1541 grados, que corresponde a 9,27 minutos de
arco.
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Figura 4.10. Datos experimentales de las variaciones angulares.

4.5. Reconstrucción Tridimensional de Objetos.

Según el análisis realizado anteriormente, en el posicionamiento espacial del dispositivo
de triangulación laser en el cual está firmemente adherida la matriz de puntos, se comete
un error de 33 micras. De igual forma, se puede calcular la orientación de la mira con pre-
cisión de 10 minutos de arco ubicando la mira a una distancia de 1,8 m. Estos valores son
de esperarse debido a la alta resolución subpixel que posee el posicionamiento global con
la matriz, que subyace en la determinación con alta resolución y precisión de los puntos
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homólogos en el sistema de visión estéreo.

Para comprobar el método, se reconstruyen varios objetos. Usando el sistema de visión
estéreo, los objetos se ubicaban de tal forma que al ser barridos manualmente por el
dispositivo de triangulación láser, la matriz de puntos se observará en las dos cámaras.
Como se mencionó en las secciones anteriores, ubicando las dos cámaras a 1,8 metros del
espacio objeto y usando lentes de focales 12mm en cada una, y un campo de observación
de 60cm x 60cm. El dispositivo de triangulación debe moverse y rotarse de tal forma que
pueda muestrear la superficie del objeto sin que se salga del campo de observación del
sistema de posicionamiento global. La interfaz de adquisición de imágenes permite alma-
cenar una secuencia de éstas. Posteriormente, se procesan con ayuda de una función
implementada en Matlab.

Figura 4.11. Imágenes adquiridas por las tres CCDs y el resultado del proceso de
reconstrucción.

Las imágenes adquiridas se procesan secuencialmente calculando las coordenadas espa-
ciales de los puntos del objeto que interceptaban la línea laser. La figura 4.11 muestra
las imágenes adquiridas por cada cámara para una posición dada, junto con el resultado
del proceso de extracción de coordenadas del objeto. Los dos cuadros superiores mues-
tran las imágenes capturada por las cámaras del sistema estéreo y las posiciones dentro
de la matriz usada para determinar la matriz de rotación RMG y el vector de traslación
TMG. El cuadro inferior izquierdo permite visualizar la línea laser y los puntos centrales
calculados. El cuadro inferior derecho muestra la secuencia de cortes tridimensionales
encontrados.
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Figura 4.12. Resultados de algunas reconstrucciones realizadas por el sistema de
reconstrucción tridimensional a manos libres: (a) un plano, (b), un cilindro (c), rostro

vista frontal y (d) rostro vista lateral.
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La figura 4.12(b) muestra la reconstrucción realizada de una superficie cilíndrica. Esta
imagen muestra que el sistema de posicionamiento global permite ensamblar de manera
automática cada corte realizado sobre el cuerpo por el sistema de triangulación laser. La
figura 4.12(c) y 4.12(d) muestra la reconstrucción de un modelo de cabeza humana, en
dos secuencias de barridos diferentes. Las dos secuencias de imágenes muestran la im-
portancia del dispositivo a manos libres, ya que es posible obtener información que está
oculta a un captor ubicado frontalmente al objeto.
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CAPÍTULO 5

Reconstrucción 3D a Baja Escala

5.1. Introducción

La interferometría con luz blanca es una técnica ampliamente utilizada para medidas
topográficas de alta resolución axial, sin contacto [48][49][50][51][57][53]. La técnica bási-
camente divide un rayo de luz de una fuente de luz blanca en dos haces separados. Un
rayo es reflejado por la superficie del objeto a medirse (Brazo muestra) mientras que el
otro sigue un trayecto conocido de distancia óptica constante (Brazo de referencia). Debi-
do al ancho de banda espectral extendido de la fuente, la longitud de coherencia es corta,
y franjas de buen contraste se obtendrán únicamente cuando los dos brazos del interfe-
rómetro estén próximos en longitud. Usualmente se utiliza un transductor piezoelectrico
(PZT), para variar la distancia óptica del brazo muestra del interferómetro y las variacio-
nes de altura a través de la muestra pueden ser determinadas buscando la posición que
tiene el PZT cuando se obtiene el máximo contraste de franjas. Este modo de operación
es conocido como Modo de sensado del pico de coherencia por barrido vertical. En esta
situción, el rango máximo axial de distancias para el análisis topográfico es determinado
por el máximo desplazamiento del PZT. Tradicionalmente para un Objetivo Mirau de 10X

y PZT es de 40µm.

Conociendo las bondades de la alta precisión y resolución del sistema de posicionamiento
basado en la alta sensibilidad de la fase al desplazamiento de la mira periódica, se evalúa
la posibilidad de utilizar esta metodología, en remplazar de un transductor piezoelétrico
(PZT ) de posicionamiento, el cual, es convencionalmente utilizado para realizar el barrido
axial en un microscopio interferométrico tipo Mirau.

En el presente capítulo se realiza inicialmente una descripción de la microscopía interfe-
rencial tipo Mirau, en donde se detalla el principio de funcionamiento del interferómetro
Mirau y se explica la metodología tradicional seguida en el análisis de franjas interferomé-
trica de luz policromática.
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Figura 5.1. Esquema de sistema interferométrico y cámara de posicionamiento utili-
zada.
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5.2. Sistema de Microscopía interferencial tipo Mirau.

Un sistema de microscopía interferencial tipo Mirau está compuesto por un microscopio
de reflexión el cual tiene un objetivo interferomético tipo Mirau, que se puede observar
en la figura 5.2. El objetivo interferométrico Mirau, tiene una lámina semitransparente
entre el objetivo y la muestra, y un espejo de referencia sobre el centro de su cara frontal.
El funcionamiento del objetivo interferométrico es similar a un interferómetro Michelson,
con la diferencia que los dos brazos por donde la luz realiza su recorrido estan en un
mismo eje. Entonces, cuando el haz atraviesa el objetivo, la lámina separatriz o semitras-
parente divide éste en dos: uno que se trasmite hacia la muestra y el otro que es reflejado.
El haz reflejado va al espejo de referencia, regresa a la lamina separatriz y se superpone
con el reflejado por el objeto. Así, la correlación de los dos haces es vista por el objeti-
vo. El contacto óptico se obtiene cuando la diferencia de camino óptico entre la lámina
separatriz-espejo y la lamina semitransparente-objeto es cero.

Figura 5.2. Esquema de interferómetro Mirau y la Mira de posicionamiento.

5.3. Análisis de Franjas de Interferencia de luz Policromática.

Al utilizar el sistema mostrado de la figura 5.2 con luz policromática, incoherente espa-
cialmente, las reflexiones sobre la muestra, ubicada en el portaobjeto, son combinadas
con las reflexiones provenientes del espejo de referencia, localizado en el objetivo Mirau.
El campo eléctrico E(t) que llega al detector es la superposición de la luz que proviene de
la muestra y el espejo de referencia:
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E(t) = Es(t) + Er(t + τ) (5.1)

Donde Es y Er son respectivamente las amplitudes ópticas del haz señal y del haz refe-
rencia. Mientras que, τ es el tiempo de retraso debido a la diferencia de longitud en los
caminos ópticos de los dos haces. La intensidad registrada por el detector está dada por:

Id(τ) = 〈|E(t)|〉 = Is + Ir + 2(IsIr)
1

2 Re{γ(τ)} (5.2)

donde γ(τ) es el grado complejo de coherencia mutua, que se expresa como:

γ(τ) =
〈E∗

s (τ)Er(t + τ)〉

(IsIr)
1

2

(5.3)

En general el grado complejo de coherencia mutua incluye los efectos de coherencia es-
pacial y temporal. Para un interferómetro de amplitud como el interferómetro Mirau, la
coherencia espacial se puede despreciar para un punto sobre la fuente incoherente espa-
cialmente, así la coherencia mutua se reduce a la auto-coherencia o coherencia temporal,
en este caso:

Id(τ) = 〈|E(t)|〉 = Is + Ir + 2(IsIr)
1

2 Re{γtc(τ)} (5.4)

Donde Re{γtc(τ)} es la parte real del grado complejo de coherencia temporal de la fuente
de luz. Su forma normalizada está dada por γ11(τ):

γ11(τ) =
Γ11(τ)

Γ11(0)
(5.5)

Donde Γ11 = 〈E(t + τ)E∗(τ)〉 y el subíndice 11, corresponde a un único punto de la fuente
incoherente. El grado complejo de coherencia normalizado de la fuente de luz es dado
por la trasformada de Fourier de la densidad espectral de energía. Si la fuente de luz es
policromática y tiene una densidad espectral de energía gaussiana con ancho espectral
∆f y frecuencia media f̄ , el grado complejo de coherencia temporal γ11 estará dado por:

γ11(τ) = Go

∫

∞

∞

exp[(−
f − f̄

∆f
)2] exp(−i2πτf̄)df (5.6)

Donde Go es una constante. Teniendo en cuenta que γ11(0) = 1, se tiene que:

γtc(τ) = exp[(−πτ∆f)2] exp(−i2πf̄τ) (5.7)

Así la ecuación 5.4, se puede escribir como:

I(τ) = Is + Ir + 2(IsIr)
1

2 exp[(−πτ∆f)2] cos(2πf̄τ) (5.8)

o
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Id(τ) = Io[1 + V (τ) cos(2πf̄τ)] (5.9)

Donde Io es la intensidad de fondo, V es la función de contraste de las franjas o envolvente
del patron de franjas observado. Esta función V está dada por:

V (τ) =
2(IsId)

1

2

Is + Id

exp[−(πτ∆f)2] (5.10)

Si en el sistema de la figura 5.3 el origen de coordenadas es tomado sobre un punto z en
particular en la dirección axial, donde los dos caminos ópticos son iguales, y la superficie
de prueba es movida a lo largo del eje Z en una serie de pasos de tamaño ∆Z, entonces la
intensidad sobre un punto (x, y) en el plano de la imagen que corresponde a un punto del
objeto de altura h, se puede escribir como:

Id(τ) = Is + Ir + 2(IsIr)
1

2 γ(
p

c
) cos[(

2π

λ̄
)p + φ0] (5.11)

Donde Is e Ir son las intensidades de los dos haces que actúan independientemente, γ(p
c
)

es el grado complejo de coherencia, la cual corresponde a la visibilidad de la envolvente de
la franjas de interferencia, y cos[(2π

λ̄
)p+φ0] es la modulación cosenoidal donde λ̄ correspon-

de a la longitud de onda media de la fuente, p = 2(z − h) es la diferencia de las longitudes
de los caminos ópticos atravesados por los haces y φ0 es la diferencia del corrimiento de
fase debido a las reflexiones sobre el divisor de haz, los espejos y posiblemente el material
de prueba. La figura 5.3, muestra las variaciones de intensidad sobre el punto de la ima-
gen cuando un objeto es barrido axialmente.

(a)

Figura 5.3. Perfil del interferograma

Se utiliza una cámara CCD ubicada en el plano imagen del sistema óptico del microscopio
como mecanismo de registro del interferográma, cada pixel de esta tiene la posibilidad de
registrar patrones de interferencia similares a los de la figura 5.4(a) en la medida que el
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objeto es desplazado en la dirección Z, pero estos pueden tener la posición del máximo
de la envolvente en posiciones de barrido diferentes, ver figura 5.4(b). Esta diferencia de
posiciones nos permiten medir la forma del objeto, ver figura 5.4(c).

Figura 5.4. Representación de diferentes etapas de la perfilometría (a) Vistas del in-
terferograma. (b) Corte del interferograma para dos pixeles arbitrarios. (c) Localización
de los picos de los inteferogramas y determinación de la medidas de alturas relativas.

5.3.1. Detección de Máximos

La Detección de máximos es una técnica que aprovecha la propiedad de los interfero-
grámas producidos por una fuente policromática. Según la ecuación 5.9, las franjas se
encuentran moduladas por una envolvente V (τ) presentando un máximo de intensidad
en puntos donde la diferencia de camino óptico es cero. Determinar la forma del objeto
consiste en localizar la posición del máximo de la envolvente del interferográma para cada
punto del objeto, desplazando uno de los brazos del interferómetro Mirau, de tal manera,
que cada punto pasará por el plano de contacto óptico en un valor de desplazamiento del
portaobjeto, dependiendo de la diferencia de altura que tenga los diferentes puntos del
objeto. La cámara CCD registrará los valores de la intensidad del interferográma de tal
forma que permite almacenar tanto el máximo del interferograma y el desplazamiento del
portaobjeto asociado al valor de intensidad máximo. Así se obtienen dos matrices: una
con la información de los máximos de intensidad del interferograma y otra con las posi-
ciones de desplazamiento del portaobjeto. La primera da una imagen en niveles de grises
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de los puntos del objeto focalizados y con el mayor grado de reflectividad y la segunda
nos brinda la información de altura del objeto discretizada en un número de niveles de
gris propio de la cámara utilizada. Si la cámara CCD posee 256 niveles de gris y el paso de
desplazamiento del portaobjeto es ∆z la resolución axial del sistema queda determinado
por:

R = ∆z[
z

256
+ 1] (5.12)

5.4. Dispositivo Experimental.

La figura 5.2 muestra el diagrama de un sistema de microscopía interferencial Mirau. Este
esta constituido por un microscopio de reflexión metalográfico Eclipse 600, marca Nikon
y un objetivo interferométrico tipo Mirau de 10X de apertura numérica (NA) de 0,3 y de
distancia de trabajo (WD) de 7,4mm, la cual está sincronizado a dos cámaras CCD mono-
cromáticas de 640× 480 pixeles de conexión USB, marca µEye. Una de estas cámara tiene
como propósito registrar el interferográma y la otra registrar la mira que esta adherida al
soporte de objetos del microscopio, ver figura 5.1-5.2. Es así, como se ha reemplazado el
sistema clásico de posicionamiento (un piezoeléctrico PZT) por un sistema basado en un
sistema de visión que registra una mira muy particular. La mira esta constituida por un
arreglo periódico de 15x15 cuadrítos de 5 µm cada uno y de periodo 10 µm, constituyendo
así una mira de 1, 45 mm × 1, 45 mm, ver figura 5.5.

5.5. Resultados Experimentales.

En esta sección se presenta la calibración del sistema y los resultados experimentales
obtenidos con la metodología propuesta.

5.5.1. Calibración del Sistema.

Inicialmente se realiza la calibración del sistema de posicionamiento, es decir, de la re-
solución y rango de desplazamiento de la mira, que es observada por una camára µEye,
monocromática de 640x480 pixeles, a la cual se le ha adaptado un objetivo de microsco-
pio de 50mm de distancia focal junto con tubo extensor de 10cm aproximadamente. Para
ello, realizamos un procedimiento similar que en los capítulos anteriores. Inicialmente se
calcularon 100 posiciones utilizando el método del capitulo 1, para evaluar la dispersion
y así, determinar la resolución mínima de desplazamiento en z y también se determina
el tamaño de pixel, con ayuda de las ecuaciones [2.8][2.9]. Se obtuvo una desviación es-
tandar de 0,011 µm en X y 0,0010 µm en Y , como se puede observar en la figura 5.6 y el
tamaño de pixel calculado es de 3,95 µm en X y 3,96 µm en Y , la cual se puede ver en la
figura 5.5. Como el sensor es de 640 × 480 pixeles, entonces el campo de observación es
de 1,899 × 2,535mm, permitiendo esto calcular la región máxima de desplazamiento de la
mira en este espacio, para lo cual es necesario tener en cuenta el tamaño de la mira, es
decir, el rango de desplazamiento se calcula restando al campo visual el tamańo de la
mira en las dos direcciones. En este caso se obtiene que es posible calcular posiciones de
la mira en una rango de desplazamiento de 0,449 mm en X y 1,085 mm en Y , ver figura 5.5.
En esta aplicación es de interés el rango de desplazamiento en la dirección del eje óptico
del interferómetro, el cual, es casi paralelo a la dirección X del sistema de la cámara que
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observa la mira. Si es necesario ampliar el rango de desplazamiento es conveniente orien-
tar la cámara de tal forma que la dirección de mayor número de pixeles conocida con la
dirección de barrido.

Por otro lado, para determinar el campo de obsevación de la cámara colocada en el in-
terferómetro, es decir el tamaño de la region observada sobre el objeto, se realizo un
procedimiento clásico de calibración, el cual consiste en realizar desplazamientos conoci-
dos de un objeto que esta siendo observado por el sistema de visión del interferómetro, al
cual se facilite hacer el seguimiento de un punto particular del objeto. Esto permite ob-
tener una función de asociación entre los pixeles y milímetros desplazados. En este caso
como el desplazamiento realizado es lineal, se encontró un recta de ajuste por mínimos
cuadrados, que es Dp = 1832, 02Dm − 16955 [pixeles]. La cual nos permite determinar el
tamaño del pixel de observación de la cámara en el interferómetro, bajo la suposición de
que el pixel posee un razón de aspecto 1. El tamaño del pixel es 5,4584 × 10−4mm, y el
campo de observación es 0,2620 × 0,34933 mm.

DPx=  3.9582 (µm); DPy=  3.9622 (µm);
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Figura 5.6. Dispersión de la medida de 100 posiciones sin desplazamiento.
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(e),(f) Perfil de la lente de fresnel y de la Moneda.
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5.5.2. Resultados.

La perfilométria con luz policromática fue implementada con base en la detección de má-
ximos de intensidad explicada anteriormente. El método se implementó utilizando un sis-
tema sincronizado de dos cámaras, una que registra las intensidades del interferográma
y otra que registra la mira de posicionamiento. La imagen registrada de la mira permite
obtener la posición en pixels del centro de la mira, la cual es posteriormente convertido
a mm mediante el proceso de calibración. Mientras se realiza el barrido vertical, se alma-
cenan dos matrices de igual tamaño en memoria(dimensiones que son determinadas por
el sensor de la cámara que registra el interferográma): la matriz de los valores de inten-
sidades máximas del interferográma y la matriz de posiciones de los máximos, los cuales
son calculados por el método de posicionamiento de la mira. La matriz de intensidades
máximas se actualiza para cada posición calculada utilizando la mira. Para cada posi-
ción siguiente se realiza una comparación elemento a elemento de la matriz de valores de
intensidades. Si algún o algunos del elementos de la matriz imágenes aumenta en inten-
sidad, el valor en intensidad se actualiza para estos elementos de la matriz y además se
actualiza la posición de estos elementos de la matriz de posiciones de los máximos. Este
procedimiento se realiza de manera sucesiva para cada paso de la muestra. Al finalizar los
desplazamientos, se tienen dos matrices con diferente infomación, una con la información
de los valores máximos de intensidad del interferográma para cada punto de la muestra y
la otra con las posiciones en los que se encontraba dichos máximos en el barrido, la cual
nos da la información de la topografía de la muestra.

Utilizando como fuente de iluminación la lámpara halógena y aplicando el algoritmo de
detección de máximos de intensidad sobre una muestra (lente de fresnel y una moneda de
500 pesos), se obtuvo la reconstrucción 3D de su superficie. Este resultado es presentado
en la figura 5.8. El objetivo interferométrico utilizado fue de 10×, con una NA de 0,3 y
WD de 7,4mm. El paso de desplazamiento se calculó de la siguiente forma: inicialmente se
encontró una recta de ajuste con los puntos calculados en la trayectoria de barrido, pos-
teriormente se construyó un vector unitario ûT en la dirección de esta recta. Por ultimo,
los desplazamientos se calcularon como las proyección sobre la recta de ajuste de los vec-
tores posiciones de cada punto referenciados a la proyección del primer punto(origen), ver
figura 5.7. Teniendo en cuenta todas la posiciones y mediante esta metodología es posible
calcular el paso promedio de desplazamiento, que es de 0,037 µm. Utilizando posiciones
calculadas que corresponden a máximos del interferográma, se determina la topografía
del objeto mediante este mismo proceso.
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Conclusiones

En el marco de esta tesis se implementa un método para medir la posición y el desplaza-
miento lateral, así como también la rotación de un objeto utilizando el cálculo del plano de
fase con la ayuda de TF. La técnica muestra la capacidad de determinar el posicionamien-
to y el desplazamiento lateral de un patrón periódico con precisión subpixel de 5 × 10−3

pixeles en las dos direcciones, y la orientación del patrón con una precisión de 1×10−4 rad,
pero, con un límite de rotación de 90◦ para el método 1, descrito en el capitulo 2. En este
método la resolución espacial depende de los parámetros del sistema de observación, y
del conocimiento de la frecuencia del patrón de fase empleado, la cual permite realizar
una calibración in situ. De igual manera, se presenta el efecto de adicionar un defecto
sobre el patron (mira) que permita al sistema liberarse del limite de orientación de 90◦

sin degradar su resolución y precisión en la medida de posicionamiento y sin introducir
modificaciones importantes en el algoritmo. Solo difiere en una etapa en donde se rellena
la máscara antes de emplearla como un filtro, para definir la región de trabajo de la fase.

Para posicionar un objeto en el espacio con sus seis grados de libertad, Se utiliza un mé-
todo que combina la reconstrucción estéreo y la alta sensibilidad de la fase. El dispositivo
esta basado en un sistema de posicionamiento estéreo, que consta de dos cámaras de
características similares y una mira, constituida de distribución periódica, adherida al
objeto. los resultados muestran que la posición es calculada en tres direcciones con gran
precisión, Entre 10 − 25µm en un campo de observación de 15cm en X y Y ; y 20cm en Z.
Del mismo modo, la rotación es medida con precisión, de 0,02◦, en un rango de rotaciones
de ±45◦ para θz ,y ±180◦ para θx y θy.

En aras de la realización de una aplicación, se diseñó y construyó un dispositivo de re-
construcción 3D a manos libres. La cabeza óptica fue construída usando el principio de
triangulación láser lineal. Los datos obtenidos de la reconstrucción 3D, son convertidos a
un sistema coordenado global, fijo y definido por un sistema de visión estéreo. La preci-
sión del sistema de visión estéreo es mejorada con respecto al sistema clásico, recurriendo
al cálculo de las coordenadas con precisión subpixel de los puntos homólogos. Estas coor-
denadas son calculadas en pixeles, usando la información en fase de un objeto plano y
con distribución en intensidad regular o mira. Los procedimientos intermedios recurren a
un sistema coordenado intermedio definido sobre la mira y calculado para cada posición
espacial de la cabeza óptica. Logrando así, Se logra implementar un sistema de posiciona-
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miento global a manos libres de un dispositivo clásico de reconstrucción 3D de bajo costo.

También se implementó un sistema de microscopía interferencial Mirau, que permite ob-
tener la topografía de un objeto, con una resolución axial de 0,028µm (tres desviaciones
estándar) y una resolución transversal de 5,45 × 10−4mm; sin la necesidad de utilizar un
piezoeléctrico, para obtener la posiciones. El posicionamiento se logra utilizando el método
descrito en el capitulo 1. Para este esquema experimental, se hace una análisis de fran-
jas de interferencia de luz blanca. Al utilizar iluminación blanca se hizo una descripción
del método de detección de máximos de intensidad, para la reconstrucción 3D de super-
ficies. Por otro lado, se acopló un dispositivo de posicionamiento que permite calcular la
posiciones sucesivas en el barrido axial, con una resolución de 0,028µm (tres desviaciones
estandar) y paso de 0,0368µm, el cual abre nuevas posibilidades como son: ampliar el ran-
go de desplazamiento, permitiendo reconstruír objetos de dimensiones mayores que las
permitidas por un dispositivo piezoeléctrico clásico. En este caso utilizando una cámara
monocromática de 640 × 480 pixeles, un objetivo de microscopio de 50 mm de distancia fo-
cal, un tubo extensor de 10cm y una mira de 15× 15 cuadros de 5 µm y 10µm de período, se
logra un desplazamiento de barrido máximo de 0,468mm, con posibilidad de aumentar su
rango de trabajo a 1,0858 mm.
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Perspectivas

En los trabajos desarrollados por el profesor Sandoz se evidencia una evolución en la geo-
metría de la mira. En donde en búsqueda de mayor rango de desplazamiento, pasó de una
geometría basada en dos patrones de líneas perpendiculares entre si, a una mira de cua-
dros distribuidos periódicamente, utilizada también en nuestro trabajo. Nosotros creemos
que la evolución de la mira se debe dirigir a trasladar las bondades de la alta sensibilidad
de la fase en la direcciones X e Y , la cual permite un posicionamiento de alta resolución
en dichas coordenadas, a una mira diseñada con simetría polar, en la cual se pretende
aprovechar la alta sensibilidad de la fase en la coordenadas r y θ respectivamente. Esto
abre la posibilidad a diferentes diseños de miras y asi mismo nuevas metodologías que
permitan el cálculo de la posición e inclinación con alta presición.

El sistema de reconstrucción tridimensional desarrollado en este trabajo permite recons-
truir un objeto con un sistema óptico(cabeza óptica) móvil, el cual, es posicionado por una
sistema de posicionamiento de referencia fija(sistema estéreo), con alta resolución(mira).
Pero en este caso el objeto a reconstruir es inmóvil, es decir está en la misma posición
con respecto al sistema de referencia global o fijo. Es posible que el objeto que se desea
reconstruir se encuentre en permanente movimiento. En esta situación es necesario di-
señar, construir e implementar una nueva metodogía que permita obtener la forma del
objeto.

En cuanto a la recontrucción topográfica por interferometría, se debe explorar la posibi-
lidad de realizar reconstrucciones con mayor campo visual, es decir mucho mas allá del
permitido por el sensor que registra el interferograma. Esto es posible, debido a que la
mira además de realizar un barrido vertical para pasar todos los puntos del objeto por el
máximo del interferograma, también brinda la posibilidad de desplazamientos laterales,
que pueden ser utilizados para empalmar las reconstrucciones realizadas en campos vi-
suales diferentes.

Conociendo que un sistema de reconstrucción tridimensional como el propuesto en esta
tesis, aumenta la profundidad de trabajo y el campo visual, sin disminuir la resolución del
sistema, aún tiene limitaciones en cada uno de estos parámetros. Sin embargo, para elimi-
nar casi en su totalidad estas limitaciones, existen sistemas de reconstrucción montados
en brazos articulados, en donde, cada una de estas articulaciones registra información

76



de rotación y posición, de tal forma que es posible conocer la posición y orientación de la
cabeza óptica en todo momento y así reconstruir objetos verdaderamente exigentes. Los
dispositivos que miden estas rotaciones y posiciones, conocidos como Encoder, general-
mente utilizan principios de funcionamiento de naturaleza eléctrica y/o magnética. Es
posible pensar en construir un Encoder de naturaleza óptica, que utilice las bondades de
la alta resolución en el posicionamiento de la mira utilizada en este trabajo o la de un
diseño de simetría polar.
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Apéndice A

Calibración de una cámara

Principios Ópticos

Un sistema de lente delgado consiste de una sola lente esférica. En la aproximación de
primer orden la lente focaliza los rayos de luz en la dirección del eje óptico sobre un solo
punto, Pf , llamado el punto focal. La distancia desde la lente al punto focal es llamada
longitud focal de la lente. La longitud focal puede ser calculada desde la así llamada
formula del constructor de lentes:

1

f
=

n2 − n1

n1

(
1

R1

−
1

R2

), (13)

donde n1 y n2 es el índice de refracción del medio circundante (n2 = 1 en el caso de aire) y
el material de la lente, respectivamente, y R1 y R2 denota el radio de las superficies de la
lente. Dado un objeto a una distancia finita desde la lente, la imagen puede ser construida
usando los siguientes principios:

Un rayo de luz que pase el centro de la lente pasara la lente sin ser alterado.
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Un rayo de luz que entre al sistema de lentes paralelo a el eje óptico pasara a través
del punto focal.

Estos rayos de luz se reúnen en el plano focal, Πf , del sistema óptico, donde una imagen
bien definida del objeto puede ser encontrada; ver la figura, la distancia, di, desde la
lente al plano focal puede ser calculada usando la formula de la lente donde do denota
la distancia desde el objeto a la lente. di es algunas veces llamada la constante de la
cámara, y en visión por computadores a menudo la longitud focal aunque esto coincide
solamente cuando el objeto es infinitamente lejano. El centro de proyecciones, Cf , es en
visión por computador a menudo referido como el centro de la cámara o como punto
focal.

1

f
=

1

di

+
1

do

, (14)

Otra formula útil para el cálculo de la distancia al objeto y a la imagen es la llamada
formula de Newton

xoxd = f 2 (15)

Cámara Pinhole

El sistema óptico mas simple usado para el modelamiento de cámaras es llamado cámara
pinhole. La cámara es modelada como una caja con un pequeño orificio en uno de los
lados y una placa fotográfica a lado opuesto. Introduciendo un sistema de coordenadas
como en la figura. Observe que el origen del sistema de coordenada esta localizado en el
centro de proyección, el así llamado punto focal, y el eje z coincide con el eje óptico. La
distancia desde el punto focal a la imagen, f, es llamada longitud focal. Por congruencia
de triángulos se obtiene

x

f
=

X

Z
y

y

f
=

Y

Z
(16)

Esta ecuación puede ser escrita como:

{

x
f

= X
Z

y
f

= Y
Z

⇒

[

x

y

]

=
f

Z

[

X

Y

]

. (17)

Esta ecuación puede ser escrita en forma matricial, usando las coordenadas homogéneas,
como:
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Donde la la profundidad, λ, es igual a Z. Introduciendo la notación,
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0 f 0
0 0 1
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(19)

en 18 obtenemos

λx = K[I3×3 | 03×1]X = PX , (20)

Donde P = K[I3×3 | 03×1]. Una matrix P de 3 × 4 relaciona las coordenadas de la imagen
extendida x = (x, y, 1) al objeto extendido X (X, Y, Z, 1).

Parámetros Intrínsecos

λx = PX , (21)

Donde P es llamada la la matrix de la cámara, la ecuación 21 es llamada la ecuación de
la cámara. En el modelo refinado de la cámara, la matrix K es reemplazado por

K =





γf sf xo

0 f yo

0 0 1



 (22)

donde los parámetros tienen las siguientes interpretaciones:

f : longitud focal - también llamada constante de la cámara;

γ : razón de aspecto - modelado no cuadráticos de los elementos sensibles a la luz;

s : oblicuidad - modelado no rectangular de los elementos sensibles a la luz;

(xo, yo) : punto principal - proyección ortogonal del punto focal sobre el plano ima-
gen.

Estos parámetros son llamados los parámetros intrínsecos, ya que ellos modelan las
propiedades intrínsecas de la cámara. Para la mayoría de las cámaras s ≈ 0 y γ ≈ 1, y
el punto principal es localizado muy cerca al centro de la imagen. Un cámara se dice que
puede ser calibrada si K puede ser conocida. De otra manera se dice que no puede ser
calibrada.



Parámetros Extrínsecos

Es a menudo ventajoso ser capaz de expresar las coordenadas de un objeto en un sistema
de coordenadas diferentes. Esto especialmente el caso cuando la relación entre estos siste-
mas de coordenadas no es conocido. Para este propósito es necesario modelar la relación
entre los dos diferentes sistemas de coordenadas en 3D. La manera natural para hacer el
modelado de la relación es como una transformación Euclidiana. El sistema coordenado
de la cámara se denota como ec y los puntos expresados en esta sistema de coordenadas
con índice c, es decir (Xc, Yc, Zc), y similarmente se denota el sistema de coordenadas obje-
to con eo y todos los puntos expresados en este sistema de coordenadas están con índice
o. Una trasformación euclidiana desde un sistema de coordenadas objeto a un sistema de
coordenadas de la cámara puede ser escrito en coordenadas homogéneas como:
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⇒ Xc =

[

R -Rt

0 1

]

Xo (23)

Donde R denota una matrix ortogonal y t un vector, que codifica la rotación y la traslación
en la trasformación rígida. Estos parámetros, R y t, son llamados parámetros extrínsecos.
Observe que el punto focal (0,0,0) en el sistema c corresponde a un punto t en el sistema
o. Insertando la ecuación 23 dentro de la ecuación 24, y tomando en cuenta que X en la
ecuación 24 es la misma que Xc en la ecuación 23, se obtiene

λx = KR[I | -t]Xo = PXo , (24)

con P = KR[I | -t]. Usualmente las coordenadas del objeto el índice o en Xo es omitido. Es
ahora posible calcular el número de parámetros en la matriz de la cámara, P:

K : 5 parámetros (f, γ, s, xo, yo)

R : 3 parámetros

t : 3 parámetros

En total determinamos un total de 11 parámetros, la cual es lo mismo que para la matriz
general de 3 × 4 definida anteriormente para la escala.

Calibración de la Cámara

Usualmente, los parámetros intrínsecos de la cámara no son provistos por el fabricante, y
para una cámara de aumento estos cambia durante su acercamiento. Sin embargo, existe
una muy simple manera para estimar los parámetros intrínsecos para calibrar la cámara.
Se prepara un objeto con un número determinado de puntos facílmente identificables, es
decir, la esquinas de los cuadros, midiendo las coordenadas de estos puntos en algún
sistema de coordenados u tomar la imagen del objeto. Después de identifica los puntos
en la imagen, la imagen consiste del mismo numero de puntos del objeto. Escribiendo la
ecuación de la cámara para estos puntos

λjxj = PXj , j = 1, · · ·N , (25)



Donde λj y P son desconocidas y xj y Xj son conocidas. Observe que la restricción de la
ecuación 25 son lineal en los parámetros desconocidos. Cada punto nos da 3 ecuaciones,
implicando un total de 3N restricciones y hay 2N parámetros en P y N de diferentes
profundidades, λj, implicando en parámetros desconocidos. Escribiendo la ecuación 25
para estos N puntos como un sistema lineal de ecuaciones

Mu = 0 , (26)

donde M es una matriz construida desde las coordenadas imágenes y u contiene los
parámetros intrínsecos desconocidos. En el caso de la ecuación 26 puede ser resuelta
con los mínimos cuadrados usando el llamado descomposición de valor singular (SVD).
Este método es llamado DLT (Transformación Lineal Directa). Este método lineal trabaja
bien en situaciones de pequeño nivel de ruido en las imágenes. Un estimado óptimo de
los parámetros de la cámara pueden ser obtenidos por la solución de un problema de
optimización.

mı́n
P

n
∑

j=1

|xj(P) − xm
j |2 + |yj(P) − ym

j |2 (27)

donde xm
i , ym

i denotan las las coordenadas de la imagen medidas y (xi(P), yi(P )) son las
coordenadas de la imagen calculadas desde P. Este problema de optimización puede ser
resuelto utilizando el método de Gauss-Newton para problemas de mínimos cuadrados no-
lineales, y el resultado de la DLT puede ser usado como un punto de inicio. Recientemente,
muchos métodos mas prácticos para la calibración de la cámara han sido propuesto. Por
ejemplo, es posible utilizar muchas imágenes de una grilla plana de calibración.

Matriz Cámara

Las coordenadas del punto Po en en el sistema de referencia de la cámara, cuando es
proyectado en el punto Pi sobre la cámara, están relacionados por,

Xu =
f

Zc

Xc ; Yu =
f

Zc

Yc, (28)

que en forma matricial puede ser expresado de esa forma

[

Xu

Yv

]

=
f

Zc

[

Xc

Yc

]

(29)

Pero, también de esta forma;





Xu

Yv

1



 =















f

Zc

0 0

0
f

Zc

0

0 0
1

Zc



















Xc

Yc

Zc



 (30)

Y también de esta forma,









Xu

Yv

1



 =







f
Zc

0 0 0

0 f
Zc

0 0

0 0 1

Zc
0















Xc

Yc

Zc

1









(31)

Coordenadas de la imagen

las coordenadas u, v en pixeles se calculan utilizando los factores de conversion Ku y Kv

en pixeles/mm.

u = KuXu + uo ; v = KvXv + vo, ; (32)

En forma matricial puede ser escrito,

[

u

v

]

=

[

Ku 0
0 Kv

] [

Xu

Yv

]

+

[

uo

vo

]

(33)

Pero, aun mejor,





u

v

1



 =





Ku 0 uo

0 Kv vo

0 0 1









Xu

Yv

1



 (34)

Matriz de proyección

Pero el punto Po(Xw, Yw, Zw) en el sistema de referencia del mundo, puede ser expresado
también con respecto al sistema de referencia de la cámara, Pc(Xc, Yc, Zc)

−→
P c = R·

−→
P w +

−→
T , (35)

Donde R es la matriz de rotación y T es el vector de traslación. En forma matricial puede
ser escrito como:





Xc

Yc

Zc



 =





r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33









Xw

Yw

Zw



 +





tx
ty
tz



 (36)

de otra forma,





Xc

Yc

Zc



 =





r11 r12 r13 tx
r21 r22 r23 ty
r31 r32 r33 tz













Xw

Yw

Zw

1









(37)

pero mejor, aun,











Xc

Yc

Zc

1









=









r11 r12 r13 tx
r21 r22 r23 ty
r31 r32 r33 tz
0 0 0 1

















Xw

Yw

Zw

1









(38)

ahora haciendo las sustituciones correspondientes,(27) en (30) y (34) en (27) nos queda
de esta forma,





u

v

1



 =





Ku 0 uo

0 Kv vo

0 0 1



















f

Zc

0 0 0

0
f

Zc

0 0

0 0
1

Zc

0























r11 r12 r13 tx
r21 r22 r23 ty
r31 r32 r33 tz
0 0 0 1

















Xw

Yw

Zw

1









(39)

Realizando el producto de las dos primeras matrices y extrayendo un factor, tenemos;

Zc

f





u

v

1



 =





Ku 0 uo

f
0

0 Kv
vo

f
0

0 0 1

f
0













r11 r12 r13 tx
r21 r22 r23 ty
r31 r32 r33 tz
0 0 0 1

















Xw

Yw

Zw

1









(40)

ósea que tenemos algo como esto,





nu

nv

n



 =





m11 m12 m13 m14

m21 m22 m23 m24

m31 m32 m33 m34













Xw

Yw

Zw

1









(41)

En forma mas simple, donde la matriz M es conocida como la matriz de proyección, en
este caso sin considerar distorsiones.





nu

nv

n



 = M









Xw

Yw

Zw

1









(42)

Distorsión

La distorsión radial causa un desplazamiento hacia dentro y hacia fuera a lo largo del
radio.

δr
x = K1Xu(X2

u + Y 2
v ) + K2Xu(X2

u + Y 2
v )2 + O[(Xu, Yv)

7] (43)

δr
y = K1Yv(X2

u + Y 2
v ) + K2Yv(X2

u + Y 2
v )2 + O[(Xu, Yv)7] (44)



donde K1 y K2 son constantes que determinan la cantidad y la dirección de la distorsión.
La distorsión descentral producida por la falta de perpendicularidad del eje óptico con
el plano imagen.

δd
x = P2(3X2

u + Y 2
v ) + 2P1XuYv + O[(Xu, Yv)4] (45)

δd
y = 2P2XuYv + P1(X

2
u + 3Y 2

v ) + O[(Xu, Yv)4] (46)

donde P1 y P2 son constantes que determinan la cantidad y la dirección de la distorsión.

Modelo con distorsión

Un modelo mas apropiado para aproximar la calibración resulta de combinar el modelo
pinhole y la modelización de la distorsión de acuerdo a:

[

u

v

]

=

[

Ku(Xu + δr
x + δd

x)
Kv(Yv + δr

y + δd
y)

]

+

[

uo

vo

]

(47)

Pero, aun mejor,





u

v

1



 =





Ku 0 uo

0 Kv vo

0 0 1









Xu + δr
x + δd

x

Yv + δr
y + δd

y

1



 (48)





u

v

1



 =





Ku 0 uo

0 Kv vo

0 0 1









Xu + δx

Yv + δy

1



 (49)





u

v

1



 =





Ku 0 uo + δu

0 Kv vo + δv

0 0 1









Xu

Yv

1



 (50)

Donde δu = Kuδx y δv = Kvδy

La matriz M queda ahora:



M =







Ku 0 uo+δu

f
0

0 Kv
vo+δv

f
0

0 0 1

f
0















r11 r12 r13 tx
r21 r22 r23 ty
r31 r32 r33 tz
0 0 0 1









(51)

sino consideramos las distorsiones se tiene que:





nu

nv

n



 =





m1 m14

m2 m24

m3 m34













Xw

Yw

Zw

1









(52)

Donde,

mj = [mj1 mj2 mj3] (53)

Si calculamos el valor de n,

n = m31Xw + m32Yw + m33Zw + m34; (54)

Se puede escribir las coordenadas en el plano imagen, como sigue:

u =
m11Xw + m12Yw + m13Zw + m14

m31Xw + m32Yw + m33Zw + m34

(55)

v =
m21Xw + m22Yw + m23Zw + m24

m31Xw + m32Yw + m33Zw + m34

(56)

Estas ecuaciones son lineales respecto a los coeficientes y se necesitan al menos 6 puntos
para poder determinar los 12 coeficientes de la matriz M.

m11Xw + m12Yw + m13Zw + m14 − um31Xw − um32Yw − um33Zw − um34 = 0 (57)

m21Xw + m22Yw + m23Zw + m24 − vm31Xw − vm32Yw − vm33Zw − vm34 = 0 (58)

Se puede escribir las coordenadas del plano imagen, como sigue

X =





























X1 Y1 Z1 1 0 0 0 0 −u1X1 −u1Y1 −u1Z1 −u1

0 0 0 0 X1 Y1 Z1 1 −v1X1 −v1Y1 −v1Z1 −v1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

Xi Yi Zi 1 0 0 0 0 −uiXi −uiYi −uiZi −ui

0 0 0 0 Xi Yi Zi 1 −viXi −viYi −viZi −vi

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

XN YN ZN 1 0 0 0 0 −uNXN −uNYN −uNZN −uN

0 0 0 0 XN YN ZN 1 −vNXN −v1YN −vNZN −vN































y

M =
[

m11 m12 m13 m14 m21 m22 m23 m24 m31 m32 m33 m34

]T

la siguiente ecuación matricial para N puntos de control

XM = 0 (59)

Solucionar este sistema para el caso no trivial, nos proporciona los parámetros de calibra-
ción. Este método es conocido como DLT. Explícitamente;





























X1 Y1 Z1 1 0 0 0 0 −u1X1 −u1Y1 −u1Z1 −u1

0 0 0 0 X1 Y1 Z1 1 −v1X1 −v1Y1 −v1Z1 −v1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

Xi Yi Zi 1 0 0 0 0 −uiXi −uiYi −uiZi −ui

0 0 0 0 Xi Yi Zi 1 −viXi −viYi −viZi −vi

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

XN YN ZN 1 0 0 0 0 −uNXN −uNYN −uNZN −uN

0 0 0 0 XN YN ZN 1 −vNXN −v1YN −vNZN −vN





































































m11

m12

m13

m14

m21

m22

m23

m24

m31

m32

m33

m34









































= 0

Si consideramos la restricción m34 = 1 por Abel-Aziz and Karara y también m2
31 + m2

32 +
m2

33 = 1 por Faugeras and Toscani y utilizando el significado físico de la matriz y por des-
composición QR.





























X1 Y1 Z1 1 0 0 0 0 −u1X1 −u1Y1 −u1Z1 −u1

0 0 0 0 X1 Y1 Z1 1 −v1X1 −v1Y1 −v1Z1 −v1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

Xi Yi Zi 1 0 0 0 0 −uiXi −uiYi −uiZi −ui

0 0 0 0 Xi Yi Zi 1 −viXi −viYi −viZi −vi

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

XN YN ZN 1 0 0 0 0 −uNXN −uNYN −uNZN −uN

0 0 0 0 XN YN ZN 1 −vNXN −v1YN −vNZN −vN





































































m11

m12

m13

m14

m21

m22

m23

m24

m31

m32

m33

1









































= 0

De tal forma que tenemos,































X1 Y1 Z1 1 0 0 0 0 −u1X1 −u1Y1 −u1Z1

0 0 0 0 X1 Y1 Z1 1 −v1X1 −v1Y1 −v1Z1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Xi Yi Zi 1 0 0 0 0 −uiXi −uiYi −uiZi

0 0 0 0 Xi Yi Zi 1 −viXi −viYi −viZi

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
XN YN ZN 1 0 0 0 0 −uNXN −uNYN −uNZN

0 0 0 0 XN YN ZN 1 −vNXN −v1YN −vNZN































































L1

L2

L3

...

...

...
L9

L10

L11



































=





























u1

v1

...
ui

vi

...
uN

vN





























Para un objeto de volumen,





























X1 Y1 Z1 1 0 0 0 0 −u1X1 −u1Y1 −u1Z1

0 0 0 0 X1 Y1 Z1 1 −v1X1 −v1Y1 −v1Z1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Xi Yi Zi 1 0 0 0 0 −uiXi −uiYi −uiZi

0 0 0 0 Xi Yi Zi 1 −viXi −viYi −viZi

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
XN YN ZN 1 0 0 0 0 −uNXN −uNYN −uNZN

0 0 0 0 XN YN ZN 1 −vNXN −v1YN −vNZN































































L1

L2

L3

...

...

...
L9

L10

L11



































=





























u1

v1

...
ui

vi

...
uN

vN





























que para uno objeto plano,





























X1 Y1 0 1 0 0 0 0 −u1X1 −u1Y1 0
0 0 0 0 X1 Y1 0 1 −v1X1 −v1Y1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Xi Yi 0 1 0 0 0 0 −uiXi −uiYi 0
0 0 0 0 Xi Yi 0 1 −viXi −viYi 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

XN YN 0 1 0 0 0 0 −uNXN −uNYN 0
0 0 0 0 XN YN 0 1 −vNXN −v1YN 0































































L1

L2

L3

...

...

...
L9

L10

L11



































=





























u1

v1

...
ui

vi

...
uN

vN





























Entonces tenemos una ecuación de la forma;

XL = a (60)

que se puede solucionar por el método de mínimos cuadrados,

(XT X)L = XT a (61)



(XT X)−1(XT X)L = (XT X)−1XT a (62)

L = (XT X)−1XT a (63)

Parámetros intrínsecos y extrínsecos

Coordenadas del punto principal

U0 = m1·m
T
3

V0 = m2·m
T
3

Distancias focales

f2
u = m1·m

T
1 − [m1·m

T
3 ]

f2
v = m2·m

T
2 − [m2·m

T
3 ]

Matrix de rotación

r1 = m1−uor3

fu

r2 = m2−vor3

fv

r3 = m3

Vector de translación

t1 = m14−uotz

fu

t2 = m14−votz

fv

t3 = m34

Lo anterior permite calcular los parámetros de calibración asumiendo que la distorsión es
cero, pero en situaciones reales, muchas cámaras poseen aberraciones y errores propios
del ensamble del dispositivo. Cuando se pretende relacionar las coordenadas u, v con las
coordenadas del mundo real Xw, Yw, Zw bajo el modelo distorsionado, este se convierte en
un problema no lineal en los coeficientes, por tanto su solución se da mediante un pro-
ceso de optimización no lineal. Estos parámetros de calibración se obtienen, mediante la
minimización de la función error,

mı́n
P

n
∑

i=1

|U
′

i − Ui|
2 + |V

′

i − Vi|
2 (64)

mı́n
P

n
∑

i=1

|U
′

i − Ui|
2 + |V

′

i − Vi|
2 (65)

Donde U
′

i , V
′

i son las coordenadas obtenidas en las observaciones y Ui, Vi son las coorde-
nadas dadas por el modelo, un método de optimización rápido y eficiente es Levenberg-
Marquardt debido a su rápida convergencia. Sin embargo es posible como en todo método



de optimización, que el método pare en un mínimo local, resolviéndose, utilizando como
parámetros iniciales los obtenidos por el método DLT.

Calibración de dos cámaras

(a)

En el caso de los ejes ópticos convergentes, se recurre a las matrices de proyección de
las dos imágenes. Sea un par de puntos correspondientes, p = [u, v]T y p

′

= [u
′

, v
′

]T en el
espacio imagen y [X, Y, Z, 1]

′

el correspondiente punto 3D en el espacio. Según el modelo
de cámara pinhole, se tiene,





nu

nv

n



 = M









Xw

Yw

Zw

1









(66)





n
′

u
′

n
′

v
′

n
′



 = M
′









Xw

Yw

Zw

1









(67)

donde n y n
′

son escalares arbitrarios y M , M
′

son las correspondientes matrices de
proyección. Las matrices de proyección se pueden escribir de la siguiente manera





nu

nv

n



 =





m11 m12 m13 m14

m21 m22 m23 m24

m31 m32 m33 m34













Xw

Yw

Zw

1









(68)



y





n
′

u
′

n
′

v
′

n
′



 =





m
′

11 m
′

12 m
′

13 m
′

14

m
′

21 m
′

22 m
′

23 m
′

24

m
′

31 m
′

32 m
′

33 m
′

34













Xw

Yw

Zw

1









(69)

De la cual podemos deducir que:

n = m31Xw + m32Yw + m33Zw + m34; (70)

de igual forma

n
′

= m
′

31
Xw + m

′

32
Yw + m

′

33
Zw + m

′

34
; (71)

análogamente se obtienen las expresiones;

u =
m11Xw + m12Yw + m13Zw + m14

m31Xw + m32Yw + m33Zw + m34

(72)

v =
m21Xw + m22Yw + m23Zw + m24

m31Xw + m32Yw + m33Zw + m34

(73)

u
′

=
m

′

11
Xw + m

′

12
Yw + m

′

13
Zw + m

′

14

m
′

31
Xw + m

′

32
Yw + m

′

33
Zw + m

′

34

(74)

v
′

=
m

′

21
Xw + m

′

22
Yw + m

′

23
Zw + m

′

24

m
′

31
Xw + m

′

32
Yw + m

′

33
Zw + m

′

34

(75)

que puede ser escrita de la siguiente forma,

m11Xw + m12Yw + m13Zw + m14 − um31Xw − um32Yw − um33Zw − um34 = 0 (76)

m21Xw + m22Yw + m23Zw + m24 − vm31Xw − vm32Yw − vm33Zw − vm34 = 0 (77)

m
′

11
Xw + m

′

12
Yw + m

′

13
Zw + m

′

14
− u

′

m
′

31
Xw − u

′

m
′

32
Yw − u

′

m
′

33
Zw − u

′

m
′

34
= 0 (78)

m
′

21
Xw + m

′

22
Yw + m

′

23
Zw + m

′

24
− v

′

m
′

31
Xw − v

′

m
′

32
Yw − v

′

m
′

33
Zw − v

′

m
′

34
= 0 (79)



De tal forma que podemos obtener el arreglo matricial que nos permita obtener las coor-
denadas X,Y, y Z del espacio 3D.









m11 − um31 m12 − um32 m13 − um33 m14 − um34

m21 − um31 m22 − um32 m23 − um33 m14 − um34

m
′

11 − u
′

m
′

31 m
′

12 − u
′

m
′

32 m
′

13 − u
′

m
′

33 m
′

14 − u
′

m
′

34

m
′

21 − u
′

m
′

31 m
′

22 − u
′

m
′

32 m
′

23 − u
′

m
′

33 m
′

14 − u
′

m
′

34

















X

Y

Z

1









=









0
0
0
0









También se puede ver de esta forma,









m11 − um31 m12 − um32 m13 − um33

m21 − um31 m22 − um32 m23 − um33

m
′

11 − u
′

m
′

31 m
′

12 − u
′

m
′

32 m
′

13 − u
′

m
′

33

m
′

21 − u
′

m
′

31 m
′

22 − u
′

m
′

32 m
′

23 − u
′

m
′

33













X

Y

Z



 =









m14 − um34

m14 − um34

m
′

14 − u
′

m
′

34

m
′

14 − u
′

m
′

34









En el cual, es posible obtener las coordenadas X, Y y Z de un punto 3D, con el cono-
cimiento de las matrices de proyección de cada cámara. Pero, es posible optimizar los
parámetros, teniendo en cuenta que la proyección del punto, en el sistema estéreo debe
generar un par de puntos correspondientes. Esto es posible llevarlo a cabo, utilizando los
métodos de minimización utilizados anteriormente y en este caso tomar como parámetros
de iniciación los previamente obtenidos en la calibración cada cámara.























































X1 Y1 Z1 1 0 0 0 0 −u1X1 −u1Y1 −u1Z1 −u1

0 0 0 0 X1 Y1 Z1 1 −v1X1 −v1Y1 −v1Z1 −v1

X1 Y1 Z1 1 0 0 0 0 −u
′

1X1 −u
′

1Y1 −u
′

1Z1 −u
′

1

0 0 0 0 X1 Y1 Z1 1 −v
′

1X1 −v
′

1Y1 −v
′
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