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RESUMEN

TITULO: FORML*JLACION DE UNA NOCION DE COHERENCIA BASADA EN CORRELACCION
FRACCIONARIA

AUTOR: NESTOR ALBERTO GRANADOS HERNANDEZ"

PALABRAS CLAVES: coherencia fraccionaria, grado complejo de coherencia de orden alfa,
visibilidad de orden alfa, propagacion de la coherencia de orden alfa.

DESCRIPCION

En este trabajo se propone una definicibn de coherencia a partir de conceptos como correlacion
fraccionaria y a-estacionariedad. Se define el grado complejo de coherencia fraccionario, a partir
de la coherencia de orden alfa. Se establece la relacion entre la visibilidad de las franjas de
interferencia para sefales a-estacionarias y el grado complejo de coherencia de orden alfa, en
forma similar al caso estandar. Se propaga la coherencia fraccionaria hasta una distancia Z, esta
coherencia se determina para sefales que son a-estacionarias, para esto se utiliza el principio de
Huygens-Fresnel, para a=11/2, se corrobora que es la expresién en el caso estandar.

Inicialmente se muestran conceptos teoéricos como variable, funcion y sefal aleatoria,
estacionariedad (débil, rigurosa, amplia y a-estacionariedad), correlacion (estandar y fraccionaria),
coherencia asociada a sefiales estacionarias, visibilidad de asociada a las franjas de interferencia.

En el capitulo 2 se establece la definicién de coherencia fraccionaria o generalizada, a partir de
conceptos como correlacién fraccionaria y a-estacionariedad. Se propone un desarrollo teérico
para encontrar la relacién entre el grado complejo de coherencia de orden alfa y las franjas de
visibilidad asociadas a sefiales a-estacionarias. Se determina la propagacién de la coherencia
fraccionaria utilizando el principio de Huygens-Fresnel, obteniendo una relacién entre la coherencia
de orden alga en el punto origen y en el punto z.

" Trabajo de grado
Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Director Rafael Angel Torres Amaris
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ABSTRACT

TITLE: FORMULATION OF A NOTION OF COHERENCE BASED ON FRACTIONAL
CORRELATION

AUTHOR: NESTOR ALBERTO GRANADOS HERNANDEZ'"

KEY WORDS: alpha order coherence, complex degree of alpha order coherence, alpha order
visibility, propagation of alpha order coherence.

DESCRIPTION

This work propose a definition of coherence based on concepts as fractional correlation and a-
stationary. It defined the complex degree of alpha order coherence from alpha order coherence.
The relationship set up between visibility of the interference fringes associated with a-stationary
signals and complex degree of alpha order coherence, similar to the standard case. The alpha
order coherence spread to distance z using the theorem Huygens-Fresnel; it was adapted to non-

stationary signals, for a = g it confirmed that is the expression in the standard case.

Initially, it showed theoretical concepts as: variable, function and aleatory signal, stationary (weak,
strong, wide and a-stationary), correlation (standard and fractional), coherence associated with
signal stationary, visibility of interference fringes associated to stationary signals.

In chapter 2, it set up the definition of alpha order coherence, from concepts as fractional correlation
and a-stationary. It proposed a theoretical development to find the relationship between visibility of
the interference fringes associated with a-stationary signals and complex degree of alpha order
coherence. The alpha order coherence spreads up to a distance z using the principle of Huygens-
Fresnel, we obtaining a relationship between the alpha order coherence at the origin point and at
the z point.

" Degree work
Physics department, Science College, Director, Rafael Angel Torres Amaris
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INTRODUCCION

El estudio del comportamiento estadistico de diversas sefales estacionarias (2) (3)
y no estacionarias (4) (5) (6) (7) es de gran interés en todas las ramas de las
ciencias, por tal motivo se ha visto la necesidad de establecer las posibles
correlaciones existentes entre estas; si las correlaciones son asociadas a sefales
electromagnéticas se define el concepto de coherencia. La coherencia es una
herramienta disefiada para conocer el grado de correlacion existente entre dos
frentes de onda o dos puntos, alejados espacial o temporalmente (8), L. Mandel y
E. Wolf en (1965) la define como la aptitud de una fuente de radiacion para
generar fenébmenos de interferencia, para Hanbury Brown -Twiss (1956) es el
conjunto de propiedades estadisticas entre los elementos de los campos épticos.
Tiene valores establecidos para 3 regiones: en la primera region se encuentran
todos los fendbmenos que son incoherentes; cuyo valor es cero, la segunda region
es la denominada como coherencia total o de valor 1, y la “ultima se establece
para correlaciones dadas entre estos dos valores esta se ha denominado
coherencia parcial. Los primeros adelantos tedricos sobre este tema se dieron
para fuentes totalmente coherentes o incoherentes pero fue hasta 1860 que Emile
Verdet, demostré que el sol no era una fuente totalmente incoherente, asi se
establecié la denominada coherencia parcial, en 1930 es retomada por PH. Van
Cittert y posteriormente por Fritz Zernike (9), en la actualidad es de gran estudio

en el avance tecnoldgico y cientifico (10) (11) (12).

La nocion de coherencia es aplicada a sefiales electromagnéticas estacionarias,
debido a que sus correlaciones cruzadas no son funcion del tiempo. En el
transcurso de los afios se ha intentado ampliar este concepto a sefiales cuya
densidad espectral de potencia varia en el tiempo, para poder lograrlo se han

utilizado algunos métodos (13) (14) (15) (16), en donde se dan restricciones a las

13



sefales para volverlas estacionarias y no se establece la nocion a partir de las
correlaciones cruzadas. En este proyecto se propone la utilizacion de conceptos
estadisticos como correlacion y estacionariedad, los cuales son la esencia de la
definicion de coherencia, para dar una posible definicion para sefales
electromagnéticas no estacionarias, esta nueva nocidon se ha de denominar

coherencia de orden alfa

La coherencia de orden fraccionario, se puede determinar a partir de conceptos
como correlacion fraccionaria y a-estacionariedad (1). Una sefial es a-estacionaria
en el sentido amplio si su distribucion de Wigner Ville es invariante a lo largo de un
eje oblicuo en el diagrama tiempo-frecuencia, para los momentos cruzados de
este tipo de sefiales la herramienta utilizada es la correlacién fraccionarias definida
en (1), donde el producto no demuestra ser funcién del tiempo, sino de un
parametro a el cual es adaptativo para los diferentes tipos de sefiales no

estacionarias, para el caso de sefales estacionarias el parametro a es igual a = %

Un ejemplo de aplicacion es a sefiales con caracteristicas a - estacionarias (17) o
sefales tipo Chirp, debido a que sus correlaciones y sus momentos no dependen

del parametro denominado tiempo.

En el primer capitulo de este trabajo, se describen todas las herramientas y
fundamentos para el disefio y formulacion de la coherencia de orden fraccionario,
conceptos como variable aleatoria, estacionariedad y correlacién. También
establece la definicion de coherencia convencional o asociada a sefiales que son
estacionarias y ergodicas, se corrobora la estrecha relacion entre el grado
complejo de coherencia y las franjas de visibilidad asociadas a sefales

estacionarias.

La definicion matematica de la coherencia de orden fraccionario, se muestra en el
capitulo 2, donde se formula esta nocién a partir de la correlacion fraccionaria,

ademas se muestra aplicaciones directas, en donde se redefine el grado complejo
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de coherencia, para sefiales que son a-estacionarias, se propaga la coherencia de

orden alfa, donde si a = g es la coherencia en el punto z para el caso estandar.

15



1. FUNDAMENTOS

Las variables aleatorias son funciones que dirigen del espacio mue stral a la recta
real, asociandole un escalar. El conjunto de realizaciones se denomina sefal
aleatoria, cada realizacion esta regida por una ley de probabilidad dada en el
espacio muestral. Un proceso estocastico o proceso aleatorio es un conjunto de
variables aleatorias indexadas por un parametro t; si el conjunto al que pertenece
el elemento t es un conjunto numerable se dice que el proceso es de tiempo
discreto, por el contrario si t pertenece a un intervalo en la recta real se dice que
€S un proceso a tiempo continuo; cabe notar que un proceso aleatorio no es una
cantidad escalar (2). Un ejemplo de un proceso estocastico es el movimiento de
particulas microscopicas con las moléculas en un fluido (movimiento browniano)
(18).

En fisica es de gran aplicabilidad el calculo de los momentos centrados o no
centrados de una sefial. El primer momento es denominado esperanza
matematica de la sefial (19), con ella se puede determinar la estacionariedad a
primer orden de una sefial, si la funcién resultante no depende del parametro t se
dice que es estacionaria, de lo contrario ser ‘a no estacionaria. Existen diferentes
tipos de estacionariedad a primer orden; estacionariedad rigurosa, estacionariedad
débil, estacionariedad amplia y una nueva nocién de estacionariedad

(a-estacionariedad). ElI segundo momento no centrado determina la desviacion
estandar de la sefial. La correlacion de las sefales aleatorias se determina por los
momentos cruzados de estas, en fisica esta nocion se aplica para determinar la

coherencia entre sefiales aleatorias.
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1.1. VARIABLE ALEATORIA

Dado un espacio de probabilidad (Q, M, P) (x; £) un espacio medible, siendo £ un

s-algebra de Lebesgue sobre x. Se llama variable aleatoria a cualquier funcién, X,

X:0->R

w = x(w),

que asocia a cada suceso elemental un numero real (19), a ese numero real le

llamamos realizaciéon de la variable aleatoria X.

1.2. SENALES ALEATORIAS

Se define la funcion aleatoria X, = {®X,} =“ X(z), como el conjunto de variables
aleatoriasX, definidas sobre el espacio (Q, M, P), indexadas por el parametro z €T

del conjunto T.

Es posible adaptar el tratamiento de funciones aleatorias al estudio de sefiales
aleatorias, de esta manera se puede asociar una funcién aleatoria a una sefal
aleatoria X (t), donde w € Q, yte T para un instante t = tO dado se tiene una

variable aleatoria, y para w = w,, tenemos una funcion determinista del tiempo

{*X®} =X

1.3. FUNCION DE DISTRIBUCION (FUNCION DE REPARTICION) Y DENSIDAD

DE DISTRIBUCION

Definimos la reparticion a primer orden de la variable aleatoria X, por
Fx(x) = F(x) = P(A) = P{w:® X < x}) (1.3.1)

17



donde la funcién F asigna a cada valor real x, la probabilidad de que una variable
aleatoria ,“ X, posea un valor inferior o igual a x. Las propiedades mas

importantes de la funcion de reparticion son

1. F(—o) = lim P(w:® X< x}) =0
X——00
2. F(oo) =lim P{w:® X< x}) =1
X—00
3. Lafuncién es continua por la derecha, es decir hlirrol+F(x +h) = F(x)

4. F es no decreciente, es decir, si x; < x, entonces F(x; ) < F(x,)

La probabilidad de que la variable aleatoria X tenga un valor entre x y x+
Ax viene dada por F(x+ Ax)—F(x) =AF(x). Asi se define la densidad de

distribucién a primer orden por

px(x) = g (1.3.2)

para un orden n-ésimo por

0" F(x4,X3...Xp)

0 x40 Xy...0 Xy

px(Xsz- . -Xn) =

Para describir completamente las propiedades estadisticas de la funcién X se
hace necesario conocer todas las distribuciones con x — oo. En fisica, tipicamente
es suficiente con una estadistica de segundo orden y en algunos casos de cuarto

orden.

1.4. REPRESENTACION INTEGRAL DE LA TRANSFORMACION INTEGRAL
DE FOURIER

Toda funcién f(x) € £2(R) se puede desarrollar de la siguiente manera

18



f(x) = Iy an Hy (0 donde a, = [ H, f(x)
donde H ,, son los polinomios de Hermite-Gauss, entonces su transformacion es
Saf(x) = Z;?:O aneinaHn (1-4-1)

Reemplazando el valor de a,, en la transformacion y usando la formula de Melher

basada en la representacion integral de los polinomios de Hermite

© Lina 1
Z 2€nn! H, (V2mx)H, (V2mx') = (1 —ei2%) 2 exp

n=0

! . B
e41'[xx elO( _ e12a21.[(X2 + XIZ)
1— ei20c

escribiendo el valor de a,, en (1.4.1)

Sef ) = [ D e Ha (N

—oco n=0

Realizando un procedimiento similar al descrito en (20)obtenemos

!

i o . i2mxx
Saf (x) = Cpe i cota [ f(yr)eminx" oty gng gy (1.4.3)

es la transformacion integral de Fourier fraccionaria y donde la funcién

T a

elsgn(sm oc)4 >

C, = la transformacion inversa se obtiene cambiando

V|sin a|

a por—a en la ecuacion (1.4.3)
1.4.1. Propiedades de la transformacion de Fourier fraccionaria. A

continuacion, se presentan algunas propiedades de la transformacion de Fourier

fraccionaria, en este trabajo se utilizara en el teorema de modulacion.
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1. Teorema de Parseval:

fRf(x)mdx = fRfa(xa) ga(xa)dxa (1-4-4)
2. Teorema de traslacion
Solf G = O1(xa) = fulxg — & cos a)eimsinals? cosa=2xas) (1.4.5)

3. Teorema de modulacion
Sa[f(x)e—Zpivx] (xy) = f, (x4 — v sin a)e~imcos a(v?sina—2x4v) (1.4.6)

4. Teorema de escalamiento

COS2 (x'

S [£ ()] e = /% gila-a’) g mimk cota(1-25) for () (1.4.7)

Donde cota’ = c? cota

15. ESTACIONARIEDAD

Se denominan procesos estacionarios a aquellos cuya distribucion de probabilidad
es la misma en todo instante de tiempo, también un proceso es estacionario Si

todos sus momentos

m, = EJX@"} = [, |x["p.(x; Ddbx, (1.5.1)

Son independientes de t, es decir m,(t) = m; ...m, (t) = m,, son constantes.

1.5.1. Estacionariedad en el sentido fuerte. Un proceso x(t) es estacionario en el
sentido fuerte si sus propiedades estadisticas son invariantes a un cambio del
origen. Esto significa que el proceso x(t) y x(t +c) tienen la misma estadistica para
cualquier c. Asi que las distribuciones de probabilidad hasta el orden n-ésimo son

independientes del tiempo

20



llustracion 1. Estacionariedad en el sentido fuerte

J _T[_'(r)

notas de dptica profesor Rafael Torres

1.5.2. Estacionariedad en el sentido débil. Un proceso se dice estrictamente
estacionario en el sentido débil si para todo m, tenemos que los momentos
m,(t) = m,. Una sefal se dice débilmente estacionaria de orden n si los
momentos son independientes del tiempo hasta el orden n; significando que para

un orden k con n <k, el proceso no sera constante.

llustracion 2 estacionariedad en el sentido débil

4 f(r)

notas de optica profesor Rafael Torres
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1.5.3. Estacionariedad en el sentido amplio. Se dice que un proceso es
estacionaria en el sentido amplio si la funcion de reparticion de primer orden no
depende del tiempo esta condicion es la mas utilizada en fisica para determinar si

una sefal es estacionaria, y consiste en
F(x;t) = F(x) (1.5.2)

en donde la funcién F(x) definida en la ecuacion (1.3.1) no depende del tiempo a
primer orden y la funcién de reparticion de segundo orden depende solo de la

diferencia de tiempos
F(xy, %25 t1,t3) = F(xq,xp5t) — t3) = F(x1,X3;T) (1.5.3)

1.5.4. a-estacionariedad. La estadista disefiada para sefales aleatorias se
describe en (21)en donde simplemente se restringe hasta el segundo orden para
de esta manera comprobar que este tipo de sefales es estacionaria. Para el caso
de sefiales que no cumplen la condicibn mencionada anteriormente se ha
disefliado una herramienta estadistica y es la a-estacionariedad. Una sefial es a-
estacionaria en el sentido amplio si su distribucion de Wigner Ville es invariante a
lo largo de un eje oblicuo en el diagrama tiempo-frecuencia [1]. Para sefiales como

por ejemplo tipo radares de efecto doppler acelerado [17]

!

i2mxx .
©E(x) = C,*U(x)e sina g~ imeotax’ (1.5.4)
donde x’ € [0, ).

Al calcular el valor esperado de la sefial E{.® é(x)} = cte, es posible comprobar

directamente que se debe cumplir: “¢é(x)es una sefal a primer orden

estacionaria, entonces .“ U(x), lo debe ser a un orden a —estacionario.
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1.6. CORRELACION

La correlacion estudia el grado de asociacion existente entre diferentes variables.
Se establece la dependencia perfecta si los puntos del diagrama de dispersion se
encuentran sobre la linea de regresion; entre mas alejados estén dichos puntos de

la linea de regresidon, menor ser ‘a la dependencia entre estas variables (22).

1.6.1. Correlacién estandar. Los momentos centrados viene dados por
my(t) = [(x — X)"p(x; t)dx, (1.6.1)

donde X representa el momento n = 1 de la ecuacién(1.5.1), cuando n = 2

representa la varianza(c?). Se puede definir la desviacién estandar como

0 (£) = [[p(x = X)"p (x; ) dx]? = [ E{X ()} - EX@PE  (1.6.2)

Para dos variables aleatorias se tiene que la funcion de distribucion F(x) definida

en (1.3.1) se escribe como

02F (x1, %5 ty, t3)
0x,0x,

Pxyxp5tit, =
Es posible determinar los momentos cruzados como
R(ty,t;) = E{X(t)X(t,)} = Jo S 61%20x (x4, 25 1 ) d oy dx,  (1.6.3)
caso particular sitl =t2 =1t,

R(t,t) = EX(®)X(0)}
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es conocido como autocorrelacion.
La covarianza asociada a dos variables aleatorias se define como
C(ty, tp) = E{(X(t1) — E{X(t) DX () — E{X(¢2) D}
realizando los calculos correspondientes se tiene que
C(ty,t)) = R(ty, t,) — X1 X,

Al normalizar la covarianza se obtiene

r(ty, ty) = —oatd)__ (1.6.4)

Jxl(tl)axz (tz)
donde r(t1; t2) es el coeficiente de correlacion.

1.6.2. Correlacién fraccionaria. Cuando se tienen sefiales no estacionarias como
(2.2.2), las cuales se discutird su tratamiento en el siguiente capitulo, los
momentos cruzados son funciones dependientes del tiempo, para esto se utiliza

una nueva herramienta, la cual se define como la correlacion fraccionaria (1)
R (x1,%2) = CaCoB{?U(x,).9 U(xy) e~ 2m2la—xz) cotar 3 (1.6.5)

estableciendo el grado de independencia entre dos sefiales U(x1) y U(x2), que son

a-estacionarias a primer orden. Un caso particular se da cuandoa = g para este

caso se obtiene que Ry(x4,x2) = Ry(xy,%x3), en donde Ry(xy,x,), es la

denominada correlacion estandar.
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1.7. COHERENCIA

La coherencia expresa la relacion existente entre dos haces luminosos o dos
emisores de sefiales aleatorias electromagnéticas. Cuando los dos emisores son
perfectamente coherentes se puede determinar su diferencia de fase con gran
precision y es constante, cuando son incoherentes, la diferencia de fase varia de

manera irregular sin valor definido (23)

Se posee un haz el cual es generado por el campo el cual posee una
representacion compleja E(r; t), pasaremos por alto efectos de polarizacion y se
ha de realizar un tratamiento escalar. La distribucién en dos puntos en el espacio
sl y s2 son E(sy;t), Yy E(sy;t), o E{(t), y E,(t),como el interés es poder
determinar el grado de correlacion de dichas fuentes puntuales se ha de utilizar

estadistica de segundo orden

Para un proceso ergddico, proceso en el cual los promedios temporales son

iguales a los promedios estadisticos, se tiene
R(t—ty,t—t) =T (t—t,t—t;) = (E (t—ty) Ep(t—tp))r, (1.7.2)

ademas si es un proceso estacionario el promedio del tiempo es independiente
para cualquier origen tomado, cuando es estacionario en el sentido amplio, la
densidad espectral de potencia a segundo orden solamente depende de un

pardmetro t = t,—t;, quedando

[+ = { E (O, (t+ r)}T (1.7.3)
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en donde el origen fue desplazado por las cantidades tly t2. Esta expresion
genera la nocién de coherencia, la cual establece el grado de correlacion entre

campos electromagnéticos.

1.7.1. Grado complejo de coherencia. Se tiene dos puntos S1 y S2 los cuales
tienen una distribucién electromagnética E1 (t) y E2 (t), si se hacen coincidir

M (1) = { B (OE (t— 1)} (1.7.4)

Lz (1) = { B, (OB, (t— D)} (1.7.5)
Asumiendo que las dos ondas electromagnéticas son detectadas al mismo tiempo,

T = 0, reduciéndose las expresiones (1.7.4) y (1.7.5) a Ig, ={IE1(t)IE1(t)}y

Is, = { E,(DE, (D)}, respectivamente. Por lo tanto

[11(0) =Ig, y [5,(0) =1,

Por lo tanto la normalizacién de la coherencia mutua (1.7.3) queda

_ PP
Y12(7) = O] (1.7.6)

La expresion (1.7.6) se denomina grado complejo de coherencia. Como y;,(7) €s

una cantidad compleja es expresable como

Y12(0) = |Y12(T)|el®12(ﬂ

donde @,,(7) es el angulo entre los campos. Si existe un desfase inicial ®;,(7) =

a1,(t) — ¢, quedando expresado el grado complejo de coherencia como:
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Y12(T) = | v12(7) |t (C22(D=0), (1.7.7)
utilizandose esta expresion posteriormente para calcular la visibilidad.
1.7.2. Visibilidad. Utilizando una pantalla opaca con dos aberturas circulares
(experimento de Young) [9], donde estas sirven como fuentes puntuales de la
ondas secundarias que se propagan hasta un punto p, el campo resultante es

Ep(D) = Eq(t—1ty) + Ex(t—ty) (1.7.8)

donde t1 = rl/c y t2 = r2/c. Calculando la irradiancia medida en el punto p, sobre

un intervalo finito de tiEIIIpO
{ p( ) p( ) }

I=E{E;(t—ty) E(t—t)}r

+E {Ez(t —ty) - Ep(t— tz)}T

+E{E{(t—t1) - Ex(t—tp)}r

E{Ep(t— 1) By (E— t)_

Asumiendo los campos son estacionarios, de acuerdo con esto los dos primeros

promedios de tiempo se pueden escribir como
L= E{E®-EO} vy L=E{EO EO]

Asumiendo que T = t, — t; Se obtiene

E(E,) E(-D)  + E{E(-0 EO]
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estas cantidades son el doble de la parte real, es decir que es igual
2R [ E{ E,(t) - E,(t— r)} ] (1.7.9)
T

Los promedios temporales de este término son una funcién de la correlacion

cruzada, la cual se denota
F12 (T) = E {El(t) . Ez(t - T)}T (1710)

refiriéendose a la funcion de coherencia mutua de la onda electromagnética en el

campo S1y S2. La irradiancia obtenida en el punto quedara

utilizando la definicién del grado complejo de coherencia (1.7.6), multiplicando y

dividiendo por /I, I,, se puede(1.7.11) reescribir como

l: Il + 12 + Zﬂlllzgn [le(‘[)] (1712)

teniendo en cuenta que la diferencia del angulo de fase con la diferencia de

camino optico, se tiene que la irradiancia es

I = Il + 12 + ZﬂlllZlYlZl COS(alZ - (p) (1713)
Se define la visibilidad de las franjas de interferencia como

y =k (1.7.14)

28



en donde se observa la clara dependencia entre el grado complejo de coherencia

y visibilidad de las franjas de interferencia.

1.8. PROPAGACION DE LA COHERENCIA

La propagacion de la coherencia se estudiara basados en el principio de Huygens-

Fresnel, bajo la hipétesis de una fuente de espectro estrecho. Se tomara el caso

de una fuente de espectro estrecho

E,(r,t)
1 |r" —r|

= ngo <r’,t . )cos(Z r

—1r)do’ (1.8.1)
Como

L(r,rs1) = (& (1, €, (I, t—1))
Donde

E,(rt) = fz ii|r1'—r| &o (r’, t@) cos(Z, r' —ry) do’

Y

_ " _
E,(rt) = fzmgo (r”,t Ir C”') cos(z, r'' —ry) do’
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llustracion 3 propagacion de los frentes de onda

Luego
, Ir’ —ry| Ir"” — 1y
[,(r,r;1) = (Eplr't +—— ) & t—1 +— )
Z Z, C C
cos (Z,r" —ry)cos (Z,r' — ;) ,
I T do ‘'do
|r r|lr — |
se define
| Y Lt 1
0 ) ) C
[r" — ry| [r"" — 1|
=(80<r’,t +Tl 80 I'”,t—‘[ +% )

Asi queda escrito la coherencia en el punto z

L) = [y fy T (v r7c 4 ol cslbrion)eos Gron) 5146 (1.8.5)

c XZ|I'”—I‘2||l"—l‘1|
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Se observa la clara dependencia entre la coherencia en el punto origen y el punto

Z, en el caso estandar.
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2. COHERENCIA EN CAMPOS ELECTROMAGNETICOS a-ESTACIONARIOS

El tratamiento estadistico asociado a sefales electromagnéticas estacionarias ha
sido descrito en el anterior capitulo. Pero hay algunas sefiales que su tratamiento
es diferente debido a que no son estacionarias bajo ningun criterio expuesto. Un
tipo de sefal no estacionaria son las descritas en los radares doppler acelerados
donde la dependencia temporal es expresada en sefiales de tipo Chirp; las
sefales descritas de esa manera son de facil tratamiento utilizando herramientas
como a-estacionariedad a primer y segundo orden, también se posibilita el
desarrollo para encontrar los momentos cruzados de dos sefiales aleatorias para

procesos estocasticos. La siguiente sefial es tipo Chirp

E(x,t) = AOE(t)eiZTEv te—imp t2 ei(kx +¢x)) €,
(2.0.1)

en donde A, representa una amplitud compleja, E(t),v, ¢(x) representan variables

aleatorias, g representa un Chirp.

Esta sefial se ha de escalar y demostrar que es una sefial a-estacionaria, con

base en esa definicion se desea definir un desarrollo de coherencia a cualquier
ro s T RV .
orden, en casos limites, «a = se corrobora que es la definicion de coherencia
asociada a las sefales estacionarias en el sentido amplio. Como se verifica la auto
dependencia entre el grado complejo de coherencia y las franjas de visibilidad
para sefales estacionarias también, es de gran interés, el obtener dicha

dependencia para sefales a-estacionarias entre estos conceptos.
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2.1. ESCALAMIENTO DE LA SENAL

La sefal descrita en (2.0.1) la cual es una sefal Chirpiada, donde son propias de
seflales que no son estacionarias, pero mediante un tratamiento matematico es
posible, definir variables de escalamiento y asi obtener la equivalencia

determinada por un parametro a.
Para tal fin se realiza un procedimiento similar descrito en (24), donde se definira

tana = €
Donde a € [—gg] y € > 0y utilizando las variables reducibles

f=vEcos(a)v y tv=ptJVE

reemplazando en la ecuacion (2.0.1), se obtiene

i2mft

E'(x,t) = A E(t)esina e-imcota v gi(kx +6(0) g (2.1.1)

Donde, E' (x,t) = E (xﬁ—ﬁ) yE (1) =E (ﬁ)

2.2. COHERENCIA DE ORDEN ALFA

Se calcula la correlacién fraccionaria (1.6.5) a dos sefiales que poseen un perfil de
onda descrito en (2.1.1),debido a que se trata de una sefial a-estacionaria a primer
y segundo orden (1)ademas como se ha podido establecer, para un proceso
ergodico; para lo cual los promedios temporales son iguales a los promedios

estadisticos
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g (x1,X;t1,t2) = Cq C_ocE{ E(xq;t)E(xp; t,) e 2mit2(timt)cot (a)}

(2.2.1)

De esta forma se define la coherencia de orden alfa, como la correlacién

fraccionaria establecida entre sefales electromagnéticas no estacionarias. Si se

asume que t1 =t y ademas que t, = t; — 1, entonces la coherencia quedaria

descrita como
F]f:x (X1f X2 4, tz) = Cq C_ch{ E(X1J t)E(Xzi t—1) e~2miT(t-t)cot (a)}

Calculando el grado complejo de coherencia

T (x1,%2;6,t—7)

Fgl (xl,xzit,f)\/r%z (xq,x2;5t,t)

Y12(7) =
J

como es una funcién compleja se puede describir

Ye(T) = |YE(T)|EI¢(T)

Donde | yg(1)|es la magnitud de la funci’on de correlacion fraccionaria y

¢ (1) representa el angulo de desfase.

2.3. INTERFERENCIA ENTRE SENALES a-ESTACIONARIAS

Se tienen dos frentes de onda asociados a sefiales Chirp de la forma
E(x,t) = A E(t)e ™ cot(@t®

los cuales se superponen para poder calcular la interferencia entre ellos,
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Ep(xl,xZ; tl’ tz) = E(xl, tl) +E(x2, tz) (232)

luego la interferencia se define como

I= E{ E, (x1, %25 tq, t3) - Ep(xq, X35 tq, tz)}

Asumiendo los campos son a-estacionarios, de acuerdo con esto los dos primeros

promedios de tiempo se pueden escribir como

1= E{E, (D) Ep(D)
I = E(E,Cxy,t)) - EyCry,ty))
+E{E, (x5, t5) - m}
+E(E; (X1, t1) - E3 (X2, 1)}

+E{E;(x2, t2) « E1 (x4, t1)}
Reemplazando cada término por la expresién obtenida en 2.1.1, después

simplificando y asumiendo que los campos son a-estacionarios, las dos primeras

expresiones de la suma se escriben como
I; = E{Eq(xq,t) - Eq(xq, )}y I, = E{Ex(x2,t5) - Ex(Xp,t2)}
Asumiendo que T = t, — t; Se obtiene
E{E;(x1,t1) - E2(x2,t2)}  + E{E;(x2,t3) - E1 (x1,t1)}

estas cantidades son el doble de la parte real, es decir que es igual
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2R | E{AALE; (%1, 1) - Ex( = 1) eimeot@ @
Reescribiendo
2R [ e—imcot(@T? | { AL ALE, (x4, t,) m e-i2m cot(oc)‘t(Zt—‘t)}]
en donde
T (x1,X2;T) = ApA1E{ E(xy; DE(x,;t — 1) e 2Tt Deot (@)

la cual es la definicion de la coherencia de orden alfa, descrita en(2.2.2).

Reescribiendo la irradiancia en términos de la coherencia de orden alfa
I=1, 4+ 1, +2 R [emmeot@® pa ()], (2.3.3)
Multiplicando y dividiendo en el tercer término de la expresién anterior por

J 1,1, ademas sacando factor comun (I11+12) y utilizando la definicion del grado

complejo de coherencia (2.2.3), se obtiene

(2.3.4)

1=, +1) <1 12 VLl ve (T)Icos(rb(r)—m2 cot(a))>

¢(7) es la diferencia de fase entre E(t)E(t —\taw) y0 < | yz (0)| < 1.

Utilizando la definicion de cos(8 — v) en donde 8 = ¢ (1) y v = mt? cot(a),

reemplazando en la ecuacion (2.2.3) se obtiene
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=y + 1) <1 N ZMIVE(r)Ia:Si(r)—mzcot (a))) (2.3.5)
Se define el grado complejo de coherencia de orden alfa como
| YE(O| = | yg(D)|cos(mt? cot(a))
Para el caso de « =§ se obtiene que |yg(t)| =|yg(r)| el cudl es el grado

complejo de coherencia estandar.
La visibilidad de las franjas de interferencia para sefiales a-estacionarias, vendra

dada por

v = 2 hEVE @I (2.3.6)

2.4. PROPAGACION DE LA COHERENCIA DE ORDEN a

Un promedio de ensamble del campo electromagnético en el vacio se propaga de
acuerdo a la ecuacion de onda, si se intercambia el orden del promedio de
ensamble estas se definen como funciones de correlacion a segundo orden, las

cuales también cumplen con la ecuacion de (25)

2.4.1. Ecuacion de Helmholtz. Un campo eléctrico E = (Ej; E,; E;) y magnético
B = (By;By;B,), obedecen a la ecuacion de onda, satisface para cada
componente

0% Ey

VZE,— e 712 =0
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Por el principio de superposicion se puede escribir la ecuacién de onda en forma

escalar como

) RERY
VoW —ue 52 =0

donde Y representa cualquiera de las componentes de un campo vectorial.

Podemos escribir una sefial analitica de la siguiente forma

i2mv t
¥Y(rt) = a(r)ei¢(r)egn—m)e—incot(a)v2

(2.4.1)
La amplitud compleja se escribe como
P(r,t) = a(r)elé®

se puede escribir la ecuacion de la sefial analitica como

i2mv t

Y(r,t) = Y(r, t)esin(a)e—iﬂcot(a)vz
(2.4.2)

un campo policromatico se puede escribir como

i2mvt

lp(r, t) = fﬁR"’ llja (r, V)eSin(a) e—iTIZCOt(o()\)2 dv

(2.4.3)

debido a que las funciones Chirp forman una base completa, la ecuacion de onda

queda
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(—i2mvt)

S [(7 + 25) e (v e @ emeot@ gy = 0 (2.4.4)

sin(a)

Entonces
k2
2 o —
(V + Sine) >Lll (r,v)y=0
donde k = 27” yA= n—cv , n representa el indice de refraccion del medio donde se

propaga la sefal.

2.4.2. Teorema de Green. Se tienen dos funciones bien comportadas con sus dos

primeras derivadas, con respecto
ax, Y, z, continuas f (r) y g(r), se calcula que
V- [f(r)Vgr)] = f(r)V?g(r) + V f(r)v g(r)
tenemos ademas que
V- [fVg—gVf]=fV2g— gV?f

Integrando sobre el volumen V se tiene

[v-rvg-gvsiaw = [rvig- gv s
\%4 \%4

utilizando el teorema de divergencia de Gauss, escribimos

i(v)[fg_;ql_g%]da = fvazg— gV2 f dv
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donde do es un elemento diferencial de superficie, sobre una superficie
_ . a -
cualesquiera Z(V) que encierra un volumen V' y 5. = .V, representa la derivada

parcial en direccion perpendicular a la superficie, dada por el vector 7.

2.4.3. Teorema de Helmholtz-Kirchhoff. Tomando f como una sefal analitica con

frecuencia angular w, que es emitida por un punto r

ik|r' —r|
e sin(a)

f*(r'—r) =

|’ —r

tomando g = Y*(r’,v), el teorema de Green se reescribe como

oY) f - )
£(v) [f (T —T)T —l/J (T,V) —an do

= f fer —r)Vara,v) —pra’ vV —r) dv
v

se tiene

-y P e 0f =)
[” - T‘WT'WT]“

fa kz (04 (04 2 k2 fa
J <V + SlIl(O()) lIJ dv — JVlIJ <V +m> dv
jwa ( sin(a )) £ dv

>(v)

Como

k2
<V2 + — )f"‘(r’ —1r)= 418’ —r)

sin(a)
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Entonces

, ay*(r’ v o af*(r'-r ,
V) = =gy [P0~ 2 e, v) U] o
(2.4.5)
La integral de Helmholtz- Kirchhoff se puede escribir como
« 1 s ay*(r’,v) wr O —r) .
Y*(r,v) _ELl [f (r —r)T—Lp (r,v)Tl do

1 oPY*(r',v) of*(r' —r)
S fa I __ _r ~ 7 o ! s !
+ o LZI (r'—r€) o Ye(r',v) I do
si la distancia es infinito en X,, solamente queda la primera integral

W (r,v) = —f [f"‘(r aq; (r v) — e, )afagrr:—r)] do’
(2.4.6)

2.4.4. Formulacion de Rayleigh-Sommerfeld. Como la funcion f se puede definir

de multiples maneras, a continuacion ser ‘a escrita

ik|r'-r*| ik|r'—r|
e sin(a) e sin(a)

f*(r'—r) = — condici6n de Dirichlet
' —r*| |r' —r

donder=(x;y; 2) yr* = (x;y; —z), como f(xXo;Vo; Zo = 0) = 0, tenemos

“(r,v) = 1foofoo O,y 7 = DL |y dXdy’
Vi v) = — 7= » _OOLIJ x,y,2 = 0v) 57 la=o dx'dy
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ik|r’ —r*| ik|r’—r|

1 © ~oo e sin(a) e sin(a)
%r,v) = —— “x',y'sv — dx'dy’
vav == | vy S e y
z'=0
ik|r' -r|
. 1 o e e a e sin(a) d ,d ,
rv)=—— X, yiv)— |—— X
wav=-5= | | weyivgs [y y
z'=0
Calculamos
ik|r'-r| ik|r'-r]| ik|r'-r|
0 e sin(a) e sin(a) ik 1 e sin(a)
— | ——|=2'.V———=cos(Z',r' —r ( — )
0z' ||r' —r]| |r’ —r| ( ) sinfe) |r'—r|/|r" —r]|

Paral<|r' —r

ik|r'—r| ik|r'-r|

0 e sin(a) . ik e sin(a)
— |————| =cos(Z,r' —r)|—

0z" || r' —r]| ( ) (sm(a)) | r" —r|

de esta manera tenemos que
ik|r/ —r]|
P V) = — [ ™ P (XY v) e cos (2,1 — r)dX'dy’ (2.4.7)
g 2imsin(o) ¥ =00 Y —co Y [r’—r| ! y Y

El principio de Huygens-Fresnel mostrado en la ecuacion 2.4.7 (26), establece que
cada punto en el frente de onda se puede considerar como una fuente puntual que

genera una onda esférica.

ik|r/ x|
e sin(a)

En donde ¢ (x',y’;v) o esuna onda esférica parame trizada por un valor a y

42



cos(Z',r' —r), es el factor de oblicuidad. Con base en este principio se puede

determinar la propagacion de un frente de onda hasta una distancia z.

2.4.5. Ondas policromaticas a-estacionarias. Una sefial aleatoria policromaticas
estd compuesta por una superposicion de sefales aleatorias monocromaticas,
cada una con una frecuencia caracteristica. Se tiene una sefial de perfil descrita

en (2.1.1), las cuales se superponen de la siguiente manera

i2mvt

E(r,t) = 2A,e7 MU0 [ EX(r/, v)esin@eimeot@v® gy (2.4.8)

Utilizando el principio Huygens-Fresnel 2.4.7 para propagar la sefial a-

estacionaria,

. i2mv |y
A e—iT[COt(O()tZ lzmvt 2 esin(oc)c'r |
fod — Ba oyt sin() p—im\cot(a)v 51 W _ /
E*(r,v) v S5 E§ (X', v)esin@e o] cos(Z,r' —r) do
(2.4.9)

En donde E(r; t) es una sefial que se ha definido como a-estacionaria, escribimos

EZ(rr V) =
A —imcot(a)t? o r' = i?Trvt . .i21-:v I
e [ [ VEG(r,v) e Mot g ldvdo” (2.4.10)

2.4.6. Aproximacion al espectro estrecho. Para ondas de espectro estrecho

7 >» Avy utilizando el teorema de modulacion (1.4.6) se justifica la aproximacion

E, (5.9) Ame—i‘rtcot(ot)t2 f cos(2',r' — ) ; -
r,v) = P r,
z\hY iAsin(a)  Jg |r’ — 1| 0

|r’—r|2 v/ -r|t

do’

[r’ —r|\ -—imcot(a)
N
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Calculando la coherencia de estas sefiales a una distancia z

l—‘ZOL (1‘1, Iy, T) = E{Ez(rl; t) : Ez(rz; t— T)e—iZ‘ITCOt(O()T(t—T) }

(2.4.11)
cos(z, r — Iy )COS(Z, r — T
[ (ry,ry 1) = f f @ z Jeos(& 1) do do’
/1251n2(a) 5/ —1,||r — 1y
| r1| " [r’’ —ry|
XE{ Eq (¢, t + =) By (17t — 1+ =2)
! 2 ! " 2 "
_iﬂcot(a)[h :2rl| =2|r —Cr1|t incot(a)[h C—Zrzl =2|r —ri|(t—r)
X e e do do’

organizando los términos en la coherencia se tiene que

cos(Z',r" —ry )cos(Z',r' —ry)

I (ry,ryT ff
2 (i) = Azsmz(a) s/ v —rp||r" — 1y

X E{E (1’ ¢ 4 Iroml r1')EO( " t—T+L;rZ|)

it cot(ar) 2tT+272

Xe

|r"—r2|2| [r"" —rz|(t-T) |r’—r1|2 v/ —rq|t
Zo+2 2 -2

}do do’

definiendo la variable

It —ry| — " —r,

Sustituyendo
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cos(Z',r" —ry )cos(Z',r' —1ry)

[ (ry,ry; 1) = ff
2y Azsmz(a) s It —ry||r" — 1y

XE { E, (l‘ t+ [’ r1|) E,(r ( T h'_;rﬂ) e—iZ‘r[cot(a)r’(t_T )}

. I L v B e S e L 1. z
Xexp | —imcot(a) | -2t +

C C

4{=nly )] do do’

definiendo la coherencia

T¢(ry,r2;T) = AgAg E { E, (r’,t

+ rll) E, (r” S ik er) e-ichot(aﬁ'(tJI)}

C C

En donde I§'(ry, ry; T')es la denominada coherencia de orden alfa en el punto

origen de la sefial aleatoria

cos(Z',r" —ry )cos(Z,r' —ry)
I (r r'rsz = I§(ry,ry; )
t D= ) L T st @Ie — ol — ] 0T

| e N e N e N (L 1N ,
—imcot(a) [ =21’ . - . +4 — do do

En donde si a = % es la propagacion de la coherencia en forma estandar 1.8.6

X exp
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3. CONCLUSIONES

Se ha propuesto una dedicion de coherencia asociada a sefiales no estacionarias,
a partir de herramientas estadisticas como a-estacionariedad y correlaciéon
fraccionaria, esta definicion es posible utilizarla para sefiales estacionarias cuando

e s
el parametro a = >

Con base en la definicion de coherencia de orden alfa, se defini6 el grado
complejo de coherencia para sefiales no estacionarias, este se utiliza para hallar la
expresion de la visibilidad de las franjas de interferencia asociadas a sefales no
estacionarias (tipo Chirp), y se encontré que poseen una dependencia similar a la
establecida entre el grado complejo de coherencia y la visibilidad en su forma

estandar.

Se propago la coherencia asociada a las sefales a-estacionarias, utilizando la
nocién del principio de Huygens-Fresnel, este principio se adapté a sefiales tipo
Chirp, generando un desarrollo analitico del comportamiento de la coherencia a

una distancia z de un punto origen.
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4. TRABAJOS FUTUROS

Se propone retomar este trabajo para poder calcular la densidad espectral de
potencia asociada a sefiales a-estacionarias, para la region del espectro estrecho,
adaptando el teorema de Van Cittert-Zernike a este tipo de sefales no

estacionarias.
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