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RESUMEN

TITULO: EL PRINCIPIO DE INCLUSION-EXCLUSION Y ALGUNAS APLI-
CACIONES EN PROBABILIDAD!

AUTOR: WILLIAM GONZALO ROJAS DURAN?
PALABRAS CLAVES: Principio de Inclusion-Exclusion, Combinatoria, Permuta-

ciones y desarreglos, Cardinalidad de un Conjunto, Probabilidad.

DESCRIPCION: Es importante notar que el principio de inclusién-exclusion tiene
una historia interesante, a este resultado se le encuentra en distintos manuscritos con
nombres como el método de la criba o el principio de clasificacién cruzada. La version de
este principio desde el punto de vista de la teoria de conjuntos se encuentra en Doctrine
of chances (1718), un texto de teoria de probabilidad de Abraham DeMoivre (1667-
1754). Un poco antes, en (1708), Pierre Rémond de Montmort (1678-1719) us6 la idea
subyacente al principio en su solucion del problema que por lo general se conoce le pro-
bléme des rencontres o emparejamientos. Este trabajo prentende relacionar el principio
de inclusion-exclusién, propio de la teoria de conjuntos, con la probabilidad; estudiando
algunas aplicaciones en la resoluciéon de problemas de esta rama de las matematicas. El
principio de Inclusién-Exclusién en su versiéon probabilistica afirma que:

Si Ay, Ay, ..., A, son subconjuntos (eventos), de un espacio muestral €2, entonces la
probabilidad de ocurrencia del evento A1 U Ay U---U A, es

n

P(ﬁ*&):E:@Jﬁ* > P(Ap)

k=1 IC{1,...n}; |I|=k
donde k=1,...,ny
A=) A4
el
Este principio es esencial en el desarrollo de situaciones cotidianas de conteo y probabi-

lidad que conciernen el calculo de cardinalidades de ciertos conjuntos, que como se ha
dicho permite resolver problemas de probabilidad.

'Dr. German Moreno Arenas, Director del Trabajo de Grado.
2Programa de Licenciatura en Matematicas, Escuela de Matematicas, Facultad de Ciencias, Univer-
sidad Industrial de Santander.



ABSTRACT

TITLE: THE PRINCIPLE OF INCLUSION-EXCLUSION AND SOME AP-
PLICATIONS IN PROBABILITY"

AUTHOR: WILLIAM GONZALO ROJAS DURAN™

KEYWORDS: Inclusion-Exclusion Principle, Combinatory, Permutations and derange-
ments, Cardinality of a set, Probability.

DESCRIPTION: It is important to note that the principle of inclusion-exclusion is
an interesting story, this result is found in various manuscripts with names such as the
screening method or the principle of cross-classification. The version of this principle
from the viewpoint of set theory is found in Doctrine of chances (1718), a text of pro-
bability theory DeMoivre Abraham (1667-1754). A little earlier, in (1708), Comte de
Montmort (1678-1719) used the idea behind the principle in solving the problem that
is usually called him probleme des rencontres or pairings. This work pretends to relate
the inclusion-exclusion principle, characteristic of set theory, with probability, we study
some applications in solving problems of this branch of mathematics. The principle of
inclusion-exclusion probability version states:

If Ay, Ay, ..., A, are subsets (events), of a sample space €2, then the probability of
occurrence of the event Ay U Ay U---U A, is

n

P(ﬁ*&):E:@Jﬁ* > P(Ap)

k=1 IC{1,...n}; |I|=k
where k=1,...,n and
A=) A4
el

This principle is essential in everyday situations to develop counting and probability
calculation concerning cardinalities of certain sets, which as mentioned can solve pro-
bability problems.

“Dr. German Moreno Arenas, Undergraduate Dissertation Director.
**Undergraduate Program of Licentiate in Mathematics, School of Mathematics, Faculty of Science,
Universidad Industrial de Santander.
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Introduccion

Diferentes investigaciones han concluido que las ideas estadisticas son con frecuencia mal
interpretadas por los estudiantes e incluso por muchos profesionales (DelMas y otros,
1999; Erickson, 2006; Rubin y otros, 2006; Batanero, 2000). Las causas de tal hecho van
desde la complejidad misma de estas ideas, hasta el poco tiempo dedicado a los cursos de
estadistica. Al resolver un problema de probabilidad o estadistica, el razonamiento que
debe hacerse para esto es diferente de aquel que se hace cuando se ataca un problema de
matematicas. Sin embargo, el poder hacer uso de resultados matemaéticos en la resoluciéon
de problemas de probabilidad le brinda a esta rama precisién y un caracter formal. Para
ser concretos, el problema de contar es tan antiguo como el raciocinio del mismo. La
necesidad de contar llevo al ser humano a inventar los niimeros.

Ahora bien, actualmente el problema de contar va méas alla de la escritura y se hace
necesario un excelente conocimiento de la teoria de conjuntos como sustento para con-
tar elementos de un conjunto cuando no resulta sencillo enumerarlo. La teoria de la
probabilidad, la estadistica y la computaciéon del pasado siglo, forzaron a la comunidad
matemaética-estadistica a desarrollar nuevas técnicas de conteo de gran generalidad. En
tal sentido, la idea de esta monografia consiste en estudiar objetivamente el principio
de inclusién-exclusiéon asi como el uso de sus corolarios en situaciones probabilisticas.
Es por ello que la teoria de conjuntos, las técnicas de conteo, el analisis combinatorio;
entre otras teorfas matematicas, seran necesarias aqui para llevar a cabo el trabajo que
me propongo realizar, por lo tanto es importante tener un excelente conocimiento de
las proposiciones més relevantes que acerca de éstas se tiene.



Capitulo 1

Preliminares

Para comenzar abordaré algunos de los conceptos y definiciones concernientes a la teoria
de conteo: Principio de la suma, principio del producto, permutaciones simples, combi-
naciones, permutaciones cadticas o desarreglos, el principio de Dirichlet y el principio de
inclusién-exclusién; asi como algunos ejemplos que ilustren el uso de dichos conceptos
y teoremas.

1.1. Principios basicos de conteo

Cardinalidad de un conjunto.

Sea A un conjunto finito, se denota por |A| al numero de elementos o cardinalidad de
A. Ademés, |A| =0 siy solosi A=0.

Principio de Adicion o regla de la suma.

El enunciado de este teorema puede ser el siguiente: Si una primera tarea puede realizar-
se de m formas distintas, mientras que una sequnda tarea puede realizarse de n formas
distintas, y no es posible realizar ambas tareas de manera simultdnea, entonces para
llevar a cabo cualquiera de ellas pueden utilizarse m +n formas distintas. Matematica-
mente el teorema afirma que:

Si Ay, Ao, ..., A, es una coleccion de conjuntos finitos, disjuntos dos a dos, entonces

= A4
i=1

Demostracion. La prueba se hace por inducciéon sobre el ntimero de conjuntos. En
primer lugar veamos que la afirmacién es cierta para dos conjuntos no vacios disjuntos.

n

U

1=1

En efecto, sean A; y Ay dos conjuntos finitos tales que A; N Ay = ); entonces, si

Ay ={ar,a2,...,am} y As = {b1,b2,...,b,}

al ser disjuntos no tendran elementos comunes, de aqui que



AU Ay = {al,a2,...,am,bl,bg,...,bn}
luego,
|A1 UA2| =m-+n= |A1| + |A2|,

y por tanto el teorema es valido para n = 2.

Supongamos ahora que la proposicion es cierta para k conjuntos finitos, disjuntos dos
a dos, es decir, se cumple que

k
U
=1

k
= |4
=1

Veamos entonces que el teorema es cierto para k 4+ 1 conjuntos finitos, disjuntos dos a
dos.

En efecto,

k+1 k
UAZ':AlLJAQU"'UAkUA]H_l: (UAi>UAk+1'
i=1 '

De otro lado,

k
( U Ai> m Appr = (A1U A2 UAL) N Apyy
i=1

= (Al N Ak+1) @] (A2 N Ak—l—l) U...u (Ak N Ak+1)
Upu...ud

0
= (.
Lo anterior muestra que los conjuntos

k
( U Ai> Y Akt
i=1

son disjuntos, y por tanto

k+1
U Al = ‘<UA2> U Akt
i=1 =1
k
= U Al + Ak+1 = Z |Az| + ‘Ak—i-l
o
= > |4l
i=1

Lo anterior muestra que;



n

U

i=1

= Z|A2|?
i=1

y el teorema queda probado. O

Principio del producto o de la multiplicacion.

Este principio permitird resolver facilmente situaciones que involucren procesos que
consistan en acciones sucesivas.

Supongamos que una accién consiste en una sucesion de pasos. Por ejemplo lanzar un
dado, luego otro y a continuacién un tercero. Se dice que los pasos son independientes
si el namero de formas en que puede hacerse cada uno de ellos no depende del niimero
de formas en que pueden realizarse cada uno de los demas.

Teorema 1.1. Si Ay, Ao, ..., A, es una coleccion de conjuntos finitos no vacios, en-
tonces

‘Al XA2 X oo XAn’ = ‘A:[”AQ‘ ’An’
Demostracion. La prueba se hace por induccién sobre el ntimero de conjuntos, que

denotaremos con el simbolo n.

Sean A; y As dos conjuntos finitos no vacios cualesquiera,

Ay ={ar,a2,...,am} y As = {b1,b2,...,b,}

y sea a; € Ay, i € {1,2,...,m}, un elemento cualquiera de A;.

Entonces existen n parejas ordenadas de la forma (a;,b), con b € Ay, en el conjunto
Ajq x Ay. Ahora bien, como hay n elementos en el conjunto As, resultan en total n formas
de escoger la segunda componente de la pareja ordenada (a;,b); esto es, n maneras de
obtener m parejas de la forma (a;,b) en A1 x Ag, es decir; se obtienen en total m - n
parejas ordenadas en el conjunto A; X As. Lo anterior muestra que

‘Al X AQ‘ =m-n = ‘Al‘ . ’AQ‘,

y el teorema es vélido para n = 2.

Suponemos ahora que la afirmacién es valida para k conjuntos, es decir, si Ay, Ao, ..., Ag
es una colecciéon de conjuntos finitos no vacios; entonces

‘AlegxxAk’:’Al"Ag“Ak‘

Veamos que la proposicion es valida para k + 1 conjuntos finitos no vacios.

En efecto,

|A1 X Ag X -+« X Ap X Agy1| = [(A1 X Ag X -+ X Ag) X Agaq]
= |A1XA2X---XAk|-|Ak+1|.

En uso de la hipétesis de induccion, la anterior igualdad implica que



[A1 X Ag X oo X A X Apga| = [Ar] - [Ag] - ARl - [Agal,

y por el principio de induccion matemdtica, el teorema es valido para todo entero posi-
tivo n. U

1.2. Permutaciones simples

Definicion 1.1. Una permutacion simple de n objetos es cualquier agrupamiento orde-
nado de esos objetos.

Como caso particular de la definicién anterior podemos considerar la siguiente situacion,
tomemos el conjunto de nimeros {1,2,3}, entonces las permutaciones posibles de este
conjunto son

(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1).

Ahora bien, fijando cualquiera de estos tres nimeros en primera posicién, quedan dos
elementos para ocupar la segunda posicién, y dado que inicialmente el conjunto contaba
con 3 elementos, resulta que en total se obtienen 3 x 2 x 1 = 6 permutaciones de estos
elementos. Este hecho constituye un problema clésico de conteo que se abordard mas
adelante.

Una pregunta que surge naturalmente de esta definicién es:

Dados n objetos distintos a1, as, ..., an, ide cuantos modos es posible ordenarlos?

Es facil de observar que el nimero de posibilidades en que se puede elegir cualquiera
de estos objetos para ocupar la primera posiciéon del ordenamiento es n, y que una vez
elegido este primer elemento quedan disponibles n — 1 objetos para ocupar la segunda
posicién, n — 2 objetos para la tercera y, por dltimo, habra una tnica opcién para llenar
la n-ésima posicién. Se sigue, por el principio de multiplicacién, que en total existen
1x2x..(n—2) % (n—1)xn modos distintos de ordenar estos n objetos. El producto
que ha aparecido en la resolucién del problema anterior tiene importancia especial y se
hace referencia a él en la siguiente definicion.

Definicion 1.2. Dado un un ndmero natural n, se define el factorial de n como el
producto de todos los nimeros naturales menores o iguales que n y se denota por n!, es
decir, n!l=nx (n—1) x (n—2) x --- x 1. Ademds 1! =0'=1

Ejemplo:

Si A es un conjunto con n elementos, ;cuéntas son las funciones biyectivas de f: A —
A?

Supongamos que A = {a1,az,as,...,a,}, entonces la imagen de aj, f(ay), puede ser
escogida de n formas distintas en A. Ahora, la imagen de ag, f(az2), puede escogerse de

n — 1 formas distintas en A; puesto que f es biyectiva. Asi entonces si a, es el dltimo
elemento disponible en A, entonces su imagen puede escogerse de una Unica manera, y



por tanto el nimero de funciones biyectivas que se pueden definir de A en A esta dado
por

nxn—1)x(n—-2)x---x1=nl

1.3. Principio de Dirichlet o del palomar

Principio de las gavetas de Dirichlet

Si n objetos fuesen colocados en no mds de n — 1 gavetas, entonces al menos una de
ellas contendrd como minimo dos objetos

Demostracion. Por reducciéon al absurdo. Si cada una de las gavetas contuviera a lo
sumo un objeto, el nimero total de objetos contenidas en ellas serfa a lo més, n — 1, lo
que es una contradiccion. ]

Ejemplo:
En una gaveta hay 12 medias blancas y 12 medias negras. ;Cuéntas medias debemos
retirar al azar para tener certeza de obtener un par de medias del mismo color?

Pensando en las medias como objetos y los dos colores como las dos gavetas, se observa
que con 3 medias habra dos medias con un mismo color. La respuesta es por tanto 3.

Principio del Palomar, de los Casilleros o de Dirichlet (version general)

Si se tiene un conjunto de n objetos, repartidos en m casilleros y n > km, con k un
numero natural, entonces hay al menos un casillero donde hay k 4+ 1 o mds objetos.

Demostracion. Supongamos que tenemos n objetos repartidos en m casilleros con n >
km, y supongamos por contradiccion que el principio es falso, es decir, que no hay
casilleros con (k + 1) o mas objetos. Esto quiere decir que todos los casilleros tienen
a lo méas k objetos (k o menos objetos). Entonces el niimero de objetos que hay en

m
los casilleros sera igual a ZNi , siendo N; el nimero de objetos del casillero ¢. Pero
i=1
se sabe que en cada casillero hay k objetos o menos, luego se tiene que: Ny < k,
m
Ny < k,...,N,,, < k. Sumando ahora estas desigualdades se obtiene ZNi < km, esto
i=1
es, el namero total de objetos en los casilleros es menor o igual a km (n < km). Pero
esto es una contradiccién ya que n > km. Luego, nuestra suposicién de que el principio
era falso es incorrecta. Por lo tanto, el Principio del Palomar es cierto. O

Ejemplo: En un estadio hay 10000 personas. Demostrar que hay al menos un grupo de
28 personas que estéd de cumpleanios el mismo dia.

Bastaria considerar a las personas del estadio como nuestros objetos y a los dias del afio
como nuestros casilleros (podemos clasificar a las personas segun su dia de cumpleafios).



Asi, tenemos que el nimero de personas es n = 10000 y el nimero de dias del afio es
k = 366 (consideramos el caso fortuito de que haya personas nacidas en dias 29 de
febrero). Podemos notar, ademas, que 366 x 27 = 9882, entonces 10000 > 27 x 366 (es
decir, k = 27), luego, el Principio del Palomar nos asegura que en alguno de los dias del
ano hay 28 o mas personas de cumpleanos.

1.4. Combinatoria

De manera general se puede decir que el analisis combinatorio es la parte de la matemati-
ca que analiza estructuras y relaciones discretas.

Dos tipos de problemas que ocurren frecuentemente en el analisis combinatorio son:

1) Demostrar la existencia de subconjuntos de elementos de un conjuntos finito dado y
que satisfacen ciertas condiciones.

2) Contar o clasificar los subconjuntos de un conjunto finito y que satisfacen ciertas
condiciones.

. De cuéntos modos podemos escoger p objetos distintos de un conjunto de n objetos
distintos?

Se define el coeficiente combinatorio C% por la expresion

|
D n.

T PP

La expresion anterior da soluciéon a la pregunta propuesta, es decir, C% representa el
numero de modos en que se puede escoger p objetos distintos de entre n objetos distintos

dados.

Ejemplo:

En un torneo en el cual cada participante enfrenta a todos los demés una tnica vez, son
jugadas 780 partidas. ;Cuantos son los participantes?

Sea n el namero de participantes en el torneo, como cada participante se enfrenta una
sola vez a los demaés, resulta que el nimero de partidas que en total se disputan esta dada
por el namero de parejas que se pueden obtener dentro del niimero total de participantes,
es decir

o2 n! ~on-(n—=1)-(n—-2)!
o2l (n—2)! 2:-(n—2)!
~ n(n—1)
= =5
por lo tanto
n(n—1)
— = 780,

de donde se deduce que n = 40.



Definicion 1.3. Sea A un conjunto finito no vacio. Una particion de A es una familia
de conjuntos A1, Ao, ..., A, todos no vacios, tales que:

k
J)UAZ-:A
=1
Q)AiﬁAj:(D, st #£j

O sea los conjuntos Ay, As, ..., A son disjuntos dos a dos, y su uniéon es el conjunto A.
Diremos también que A fue particionado por los conjuntos Ay, As, ..., Ag.

1.5. Principio de Inclusién-Exclusién y Generalizacion

Principio de Inclusiéon-Exclusiéon.
Teorema 1.2. Sean A y B dos conjuntos, entonces:
|AUB| = |A|+|B|—|ANB.

Demostracion. Sean m la cantidad de elementos del conjunto A que no pertenecen a B;
n la cantidad de elementos del conjunto B que mo pertenecen a A; y k la cantidad de
elementos que pertenecen a los dos conjuntos. Entonces se tiene que:

|AUB| = |A\B|+ |B\A|+ |AN B|
m+n+k.
De otro lado,
|A|+ |B|—|ANB] = (m+k)+(n+k)—k
m-—+n+k.
Por tanto,
|AU B| = [A] +|B| - |ANn B,

como se afirmo. O

La grafica a continuacién ilustra la prueba anteriormente discutida.

A B



Ejemplo:
Sean los conjuntos
A={1,2,3,4} y B={4,5,6,7,8};
entonces
AUB=1{1,2,3,4,5,6,7,8}, AN B = {4}.

Se sigue que |AUB| = 8, |ANB| = 1, por tanto |AUB| = 8 = 4+5—1 = |A|+|B|—|ANB],
lo que ratifica el teorema (1.2).

Lema 1.1. CY - C} + C2 - C3 + CE+ -+ (-1)"C" =0

Demostracion. Necesitamos mostrar que la suma alternada de los coeficientes combina-
torios es igual a cero; para ello es necesario aplicar el teorema del Binomio de Newton.

n

(a+b)" = (Ha"b"",

k=0

haciendo a = —1 y b = 1, obtenemos

(“D+1" = @t

es decir,
0=Cl—-CL+C2-C3+Ch+ -+ (-1)"CP

como se querfa mostrar.

Principio de inclusién-exclusiéon generalizado

Teorema 1.3. Dados n subconjuntos A1, Ao, ..., A, de un conjunto 2, se tiene que:

e (X |na).

k=1 IC{1,.n} iel

n

U

i=1

donde |I| = k.

Este teorema seré probado en el capitulo 3.

10



1.6. Permutaciones cadticas o desarreglos

Una permutacion de los nameros (1,2,...,n) se dice que es cadtica (o un desarreglo)
cuando ningin nimero esta en su lugar primitivo. Asi, las permutaciones 2143 y 3142
son cadticas, mas 1342 no es (1 estd en su lugar primitivo). Para calcular el nimero D,,
de permutaciones cadticas de (1,2, ...,n), se define A; = conjunto de las permutaciones
de (1,2,...,n) en que el namero i ocupa el i-ésimo lugar, i € {1,2,...,n}.

Se desea calcular el ntmero de elementos del conjunto 2 de las permutaciones de
(1,2,...,n) que no pertenecen a ninguno de los conjuntos Ay, Ag, ..., A,. Si S; rep-
resenta el nimero de permutaciones de € que fijan i elementos (o més), entonces:

So = |9 =nl
S1 = Z|Ai| = Z(n —Dl=n(n-1)=n!
=1 i=1
!
Soo= Y lANAl= Y (n-2)=Cin-2)! =
1<i<j<n 1<i<j<n :
|
1si<j<k=n 1<i<j<k<n !
n!

S, = Ch(n—n)l=

n!

El ntimero ag de elementos de £ que no pertenecen a ninguno de los conjuntos

Ay, Ag, o Ap
es
n
w = D14 S
k=0
n
= ) (-1Fs;
k=0
= 50—51+52—53+"'+(—1)n5n
n!  nl! n!
= | —nl PR . —_1\r=
= n! n.+2! 3!+ +(—1) o
4R 1 1 1 (=)™
I K T TR TR A |
Luego, el nimero de permutaciones caoticas de (1,2,...,n) es
1 1 1 1 (=)™
o e R
Dn—n.[ol T +2! 3!—1- + ] } (1.1)

11



Asi, por ejemplo,

111 1 1 1 11
— | _ _ _
Dr = 7‘[0! T TR TR TR 7!]
S 713) I I SIS
N 2 6 24 120 720 5040

= 1854

Es interesante observar que D,, es aproximadamente igual a —, més aun, tenemos el
e
sigulente
‘ n!
Teorema 1.4. D,, es el entero mds prozimo a —.
e

Demostracion. Con n = 1 se tiene que D,, = 0; mientras que

1!
~ ~0,36.
e

De otro lado para n = 2, se tiene que D,, = 1y — = 0, 73. Se observa que la afirmacién

es verdadera para n = 1 y para n = 2. Se probara para el caso n > 2. En efecto, por el
desarrollo de la serie de Taylor se sabe que:

x  n
T
e_nzzjom,
. 1 1 1 1 1
y por tanto con, x = —1 se tiene e :a—ﬁ—l—ﬁ—g—l—---
Ahora bien,

n! 1 1 1 1 -" 1 1 1
Dn_z:n'<a_ﬁ+§_§++(n')>_n'<ﬁ_ﬁ+§_>‘
o (_1)n+l (_1)n+2 L ‘

m+1)! " (n+2)
<nl< 1 + 1 _|_>
- n+1)!  (n+2)!

1 1 1
_n—|-1+(n—l—l)(n—|—2)+(n—|—1)(n—|—2)(n—|—3)+.”
< 1 n 1 n 1 4.

“n+1 (n+1)? (n+1)3

1
__n+1 _1<}

1— 1 n 2
n+1

Por lo tanto

12



1
Dy ——| <3,

n!
e

. . . . 1
si n > 2. Luego, para n > 2, D,, es un entero situado a una distancia menor que 3 del

n! ) n!
namero —. Asi, D,, es el entero més proximo de —, sin > 2. O
e e

Ejemplo:
Dos médicos deben examinar, en una hora, 6 pacientes, empleando 10 minutos con cada

paciente. Cada uno de los 6 pacientes debe ser examinado por los dos médicos. ;De
cuéntos modos puede ser realizado un horario compatible?

El horario del primer médico puede ser realizado de 6! = 720 formas, puesto que el
primer lugar de consulta puede ser ocupado por cualquiera de las 6 personas, el segundo
por cualquiera de las 5 restantes y asi hasta que el sexto lugar en la consulta lo ocupe
la tnica persona restante. Ahora bien, para el horario del segundo médico, que ya se
encuentra definido por el horario del primero se tienen Dg = 265 formas de elegir a
cada paciente sin que esta eleccién esté ya en el horario del primer médico. Finalmente,
por cada una de las 720 formas en que el primer médico puede formar su horario, el
segundo médico tiene 265 formas de hacer el suyo, de forma compatible con el primer
médico, por tanto existen 720 - 265 = 190800 modos de realizar un horario compatible.
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Capitulo 2

Probabilidad

La teoria del azar consiste en reducir todos los acontecimientos del mismo género a
un cierto numero de casos igualmente posibles, o sea, tales que estemos igualmente
insequros sobre su existencia, y en determinar el ndmero de casos favorables al acon-
tecimiento cuya probabilidad es buscada. La razon de este numero para el de todos los
casos posibles es la medida de esa probabilidad, la cual es por tanto una fraccion cuyo
numerador es el nimero de casos favorables y cuyo denominador es el nimero de todos
los casos posibles.

Pierre Simon Laplace

Ensayo filos6fico sobre las probabilidades.

2.1. Introduccién

Algunas de las aplicaciones mas importantes de la teoria del conteo ocurren en la teoria
de las probabilidades.

Se dirda que un evento es deterministico si cuando se repite en condiciones semejantes
conlleva a resultados iguales. De otro lado, los eventos que arrojan resultados general-
mente distintos, cuando son repetidos en las mismas condiciones, se les llamara ez-
perimentos aleatorios. Tales fenémenos suceden constantemente en nuestras vidas. Por
ejemplo, preguntas como: jllovera manana? ;Cual serd la temperatura minima el fin
de semana? ;Cuantas personas ganaran la loteria? ;Cuantos habitantes tendra nuestro
pais en el 20157 son muestras de esta aleatoriedad.

La teoria de las probabilidades es la rama de la matematica que crea, desarrolla y en
general busca modelos que pueden ser utilizados para estudiar experimentos o feno-
menos aleatorios.

Dependiendo de cada situacién, el modelo mateméatico formulado para resolverla puede
ser mas complejo y distinto que el modelo de otro fenémeno. Sin embargo todos estos
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modelos comparten caracteristicas comunes. Lo que nos proponemos realizar en este
capitulo es aplicar la conceptualizacién precedente en la resolucién de situaciones de
probabilidad.

2.2. Espacio Muestral y Probabilidad de Laplace

La definicién de probabilidad como cociente del ntmero de casos favorables sobre el
numero de casos posibles fue la primera definicion formal de probabilidad, y aparecio
por primera vez en forma clara en la obra Liber de Ludo Aleae de Jerénimo Cardano

(1501-1576).

Consideremos el siguiente experimento aleatorio: lance un dado y observe el nimero
obtenido.

Nos preguntamos ahora por el conjunto que contiene todos los posibles resultados de
este experimento. De otra forma: encontrar cual es el conjunto de los posibles resultados
de este experimento y calcular el nimero de elementos contenidos en él. A este conjunto
se le llama, Espacio Muestral. En nuestro caso el espacio muestral  es

92{17273747576} y |Q| :6'

Los elementos del espacio muestral son llamados puntos y los subconjuntos serén lla-
mados eventos. Por ejemplo, el subconjunto

A=1{1,3,5}

Es el evento que representa a los nimeros impares obtenidos al lanzar el dado.

Se pretende ahora calcular la probabilidad de un evento cualquiera A. En nuestro caso
es claro de forma intuitiva que al repetir un gran niamero de veces el experimento se
obtendra un ntimero impar en aproximadamente la mitad de los casos, es decir, el evento
A considerado ocurrird mas o menos la mitad de las veces. Es facil convencernos de que
dos caracteristicas de este experimento son:

a)Los puntos del espacio muestral son igualmente "probables";

b)La cardinalidad del conjunto A (JA| = 3) es exactamente la mitad de la cardinalidad
del espacio muestral €.

Estas caracteristicas y la definiciéon de probabilidad de un evento implican que:

A 3 1
probabilidad de A = P(A) = H =5~ 3

Laplace se referia a los elementos de A como los casos favorables, y a los elementos del

espacio muestral €2 como casos posibles. Definié entonces

probabilidad = numero de casos favorables
namero de casos posibles

15



Se resumirdn ahora las consideraciones hasta aqui hechas, las cuales permiten utilizar
la anterior definicion de probabilidad.

Supongamos que los experimentos aleatorios tienen las siguientes caracteristicas:

a)Hay un numero finito (n) de puntos y la unién de todos estos es el espacio muestral
Q.

b)Los puntos son igualmente probables.
¢)Todo evento A es la union de m puntos, donde m < n.

Definimos entonces

probabilidad de A = P(A) = ntimero de casos favorables _ |4l _ m

nimero de casos posibles Q] n

Consecuencias inmediatas de esta definiciéon son las siguientes propiedades:
1) Para todo evento A, 0 < P(4) < 1.

2) P(Q) = 1.

3) P(0) =0 (porque [0] = 0).

4) Si AN B = () entonces P(AU B) = P(A)+ P(B).

Ejemplo: Supongamos que de n objetos escogemos r al azar con sustitucion. ;Cudl es
la probabilidad de que ningin objeto sea escogido mas de una vez?

Puesto que hay reposicion, existen n posibilidades para escoger el primer objeto; n
posibilidades para el segundo y en general existiraAn n posibilidades para escoger el
objeto que ocupa la posiciéon r — ésima. Por el principio del producto se sigue que el
namero de casos posibles es n'; es decir |2| = n". De otro lado, existen n formas distintas
de escoger cualquier objeto de ; n — 1 formas para escoger el segundo objeto (dado
que debe asegurarse que el primer objeto escogido no ocupe ninguna posiciéon posterior
a la primera); n — 2 maneras para la tercera; y asi sucesivamente hasta que queden
n — (r —1) = n —r + 1 posibilidades de escoger el objeto en la r — ésima posiciéon sin
que alguno de ellos haya sido escogido més de una vez, entonces el nimero de casos
favorables es

nn—1)n-2)---(n—r+1)
La probabilidad es por tanto,

nn—1)n-2)---(n—r+1)

Una aplicacion interesante de este resultado es la siguiente: Supongamos que el cumpleanos
de una persona puede caer con igual probabilidad en cualquiera de los dias del ano. Si
r personas son escogidas al azar, la probabilidad de que todas cumplan anos en dias
diferentes esta dada por la formula anterior con n = 365. As{ por ejemplo si r = 40, la
probabilidad de que por lo menos dos personas cumplan afios el mismo dia del ano es
mayor que 0, 88.
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2.3. Espacios de Probabilidad

Se introducira ahora una nocion general de probabilidad y se probaran algunas propiedades
que son consecuencia inmediata de esta definicion.

Definiciéon 2.1. Sea Q0 un espacio muestral (conjunto). Una funcion P definida para
todos los subconjuntos de Q (llamados eventos) es llamada una funcion de probabilidad
S84:

1) 0 < P(A) <1, para todo evento A C ;

2) P(0) =0, P(Q2) =1;

3) Si Ay B son eventos disjuntos (también llamados mutuamente excluyentes), es decir si
AN B =, entonces P(AU B) = P(A)+ P(B).

De la definicién anterior se pueden obtener muchas funciones que cumplan con los tres
axiomas. Sea 2 = {0,1} y consideremos la funciéon P definida como sigue:

P:p(Q2) — [0,1]

ACQ+——
2 si A= {0}
P(A) = 2, si A= {1}
)L, siA=0
0,siA=10

Por simple inspeccién se puede observar que la funciéon P anteriormente definida satis-
face los axiomas 1,2, 3; exigidos para que sea una funcién de probabilidad.

En general, sea {2 un conjunto con n elementos,
0= {wil,wiz, N ,w,-n},

y sean pi,pa, ..., Pn N NUMeros no negativos tales que

n
i=1
Definamos P({w;}) =p;, i =1,2,...,ny, en general, para A C {2,

PA) =Y Pw) = 3 »

wiEA wieA

Una funciéon P asi obtenida es una probabilidad sobre €.
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Sea A C Q, con A = {wj,,wi,,...,w; }, se tiene que

Ahora bien, claramente P() =0y P(Q) = Zpi =1.

i=1
Finalmente, sean A y B dos subconjuntos disjuntos de €; es decir, A N B = (), veamos
que P(AU B) = P(A) + P(B). Supongamos que

A = {wi2,wi2, e ,wiq}
B = {wkuwkga v 7wkN}7
entonces,
AUB = {wimwim ceey Wigy Wiy Wy - - - awkN};
luego,
q N
J=1 =1
= P(A)+ P(B).
. 1 .
Puede probarse que si py = py = -+ = p, = — obtenemos la probabilidad de Laplace
n

como caso particular.

Esto es asi porque dado cualquier evento A de Q (A C Q), tal que A = {w;,, wj,, ..., w;, },
con q < n, se tiene que

P(A) = Y P({w,}) =) »i,
J=1

-
Il
—

Il
MQ
Sl

Il

| =
MQ
—_

—_

-
I

—_

[}

14l
12

3 BI}—‘T

que es la probabilidad de Laplace anteriormente definida.

Algunas consecuencias importantes que se desprenden de la definiciéon de probabilidad
son las siguientes:
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Proposicion 2.1. P(A°) =1— P(A).

Demostracion. Es claro que:

1) ANA° =0y
2) AUAC=Q
entonces

P(AUA®) =P(Q)=1=P(A) + P(A°),
en virtud de los axiomas 2 y 3 respectivamente. De aqui se deduce que

P(A%) =1 — P(A).

O
Proposicion 2.2. Si A C B, entonces P(A) = P(B) — P(B — A).
Demostracion. Dado que B= AU (B — A) y AN (B — A) = {); entonces
P(B) = P(Au(B—-A))
= P(A)+P(B-A)
de aqui se sigue el resultado. O

Como corolario de este teorema se tiene el hecho de que como P(B — A) > 0, entonces

P(A) < P(B), cuando A C B.

Proposiciéon 2.3. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Demostracion. En primer lugar veamos que
A=(A-B)UANB)y(A—B)N(AnB)=10

Sea a € A, entonces a € (A — B)U (AN B); de otro lado, si x € (A— B)U (AN B),
entonces € (A — B) o x € (AN B); en cualquier caso x € A.

Ahora bien, supongamos que existe un elemento z € (A — B) N (A N B), entonces
z€ (A—B)y z € AN B. De aqui se deduce que z estd y no esta en el conjunto B
simultaneamente, lo cual es absurdo; y por tanto (A — B)N (AN B) = 0.

De forma similar se puede probar que
B=(B-A)U(ANB)y(B—A)N(AnB)=40.
Se tiene entonces que
P(A) = P(A—-B)+P(ANB)
P(B) = P(B—A)+P(ANB)
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y sumando estas ecuaciones se obtiene
P(A)+ P(B) = P(A— B)+ P(ANB) + P(B — A) + P(AN B) (2.1)
Finalmente veamos que
(A-B)U(B—A)U(ANB) = AUB
(A—-B)Nn(B-—A)Nn(AnB) = 0

Seaz € (A—B)U(B—A)U(ANB), entonces x serd un elemento de A, de Bode Ay B.
En cualquier caso x € AUB. Ahora, six € AUB, entonces x € (A—B)U(B—A)U(ANB).

De otro lado, supongamos que existe a € (A—B)N(B—A), entonces a estaria y no estaria
simultaneamente en el conjunto A, lo cual es absurdo, asi que (A—B)N(B—A) =0y
esto implica que (A — B)N (B —A)N(ANB) = 0.
Se sigue entonces que
P(AUB) = P(A-B)U(B—A)U(ANB))
= P(A-B)+P(B—-A)+P(ANB)

y sustituyendo en (2.1) se obtiene

P(A)+ P(B)=P(AUB)+ P(ANB),

de donde
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).
O
Ejemplos.
1) Sea P una probabilidad sobre los eventos (subconjuntos) de un espacio muestral €.
Sean A y B eventos tales que P(A) = g y P(B) = g
Pruebe que:
COPMUB)Zg
mggpmnBﬂg;
@%gPMmmgg.

Solucioén:

Antes que nada probemos las siguientes propiedades: Sean A y B conjuntos. Entonces

i)ANBC Ay ANBCRB
i) B— A C A°
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Demostracion. De (i).

Dado x € AN B, se tiene que = € Ay x € B. Esto implica la afirmacion (i) y ademas,
por el corolario de la proposicion (2.2)

P(ANB) < P(A)y P(ANB) < P(B)

y por tanto

De (ii).

Sea x € B — A, entonces x estd en B pero no en A. Como z no esta en A, entonces
x € AC

De la contenencia anterior, y por (i), se deduce que

P(B — A) < P(A%)

ahora bien, combinando la ecuacion P(B) = P(AN B) + P(B — A), probada dentro de
la proposicion (2.3), y la anterior desigualdad se deduce que

P(ANB) = P(B) — P(A— B) > P(B) — P(A°).

La solucion al ejercicio se presenta enseguida,

a) P(AUB) > P(A) = ; por (i)

b) PIANBY) < P(B°)=1—-P(B)=1-— % = g, por (i). De otro lado,

P(ANB°) = P(A-B)
— P(A)— P(ANB) > P(A) — P(B)
2 4 2
R

por (i) y (it).
¢) PIANB) < P(B) = %, y también
P(AnB) = P(B)—P(B—-A)>P(B)— P(A9
4

= P(B)+P(A)—1=2t2_1=1

2
9 3 9
2) Un namero entre 1y 300 es escogido aleatoriamente. Calcular la probabilidad de que
él sea divisible por 3 o por 5.
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Solucién:

Sean
A={neN;1<n<300:3|n}y
B={neN;1<n<300:5|n}.

Entonces |A| = 100,|B| = 60 y |[A N B| = 20; por tanto

100 1

P = 500 =3
60 1

PB) = 50~ 5
20 1

PANE) = 50 =15

Por tanto

P(AuB) = P(A)+P(B)—P(ANB)
7

1+1 1
3 5 15 15

3) Una loteria tiene N ndimeros y s6lo un premio. Un jugador compra n billetes en una

extraccion. Otro compra soélo un billete en n extracciones diferentes. ;Cual de ellos tiene
mayor probabilidad de ganar el premio?

Solucion:
n
Si todo el dinero es jugado en una tunica vez la probabilidad de ganar es —. Para

calcular la otra probabilidad se procede de la siguiente manera. Calculemos primero
la probabilidad de no ganar. El ntiimero de casos posibles, es decir la cardinalidad del
espacio muestral es igual a N™. Los casos favorables, en este caso son los de no ganar,
son (N —1)". Por tanto la probabilidad de no ganar es:

() - 0ew)

(-4

Se tendran que comparar entonces los nimeros
n 1\"
Do (1-2).
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Se afirma que
o lo que es igual

Para probar esta afirmacion hacemos uso de la desigualdad de Bernoulli, la cual afirma
que

Sixz > —1, entonces (14 z)™ > 1+ mz, para todo m € N
La prueba de la desigualdad de Bernoulli se hace enseguida.

Demostracion. Claramente, si m = 1, entonces se da la igualdad.

Supongamos que la desigualdad se cumple para m = k, es decir,
A+z)k>14ke

y veamos que afirmacién es valida para m = k + 1.

En efecto, como
(I+z)f>14kzyz+12>0,
entonces
I+ > A +ka)1+2)=1+z+ke+ka® > 1+ (k+ 1)z

Por el principio de induccién matematica se sigue que la desigualdad es valida para todo
natural m. O

En virtud de la desigualdad de Bernoulli se probara la desigualdad
n 1\"
1—=<(1-=].
)

1 1 1
Puesto que N € N, entonces N <1, y por tanto —1 < N Haciendo =z = N en la

desigualdad de Bernoulli resulta que

1\™ m
1——) >1-2
(1-%) =1-5%

y haciendo ahora m = n, se obtiene la desigualdad deseada



Como conclusion de la anterior desigualdad es importante hacer notar el hecho de jugar
todo de una sola vez resulta mejor que ir jugando de a poco. Puede probarse, aunque no
se hara aqui, que esta conclusion es valida casi para todos los juegos de azar.

4) Una recepcionista recibi6 n sombreros totalmente desordenados, decidié entonces
devolverlos a cada uno de sus duenos. Calcular la probabilidad de que ningin hombre
reciba el suyo.

Solucién:

El ntmero de casos posibles es igual al de las permutaciones de n elementos, es decir,
n! De otro lado, como se requiere que ninguno de los n hombres reciba su sombrero,
entonces el nimero de formas en que esto puede hacerse esta dado por el ntimero de
desarreglos con n elementos, es decir

Es claro que la anterior expresion corresponde al ntmero de casos favorables, y por
tanto la probabilidad requerida es el cociente de estos ntimeros, es decir,

n! 21 3! n!

Segun el enfoque frecuencial, si el ntimero de repeticiones aumenta (en este caso si el
nimero de sombreros es mayor) el cociente entre el nimero de casos favorables y el
nimero de casos posibles se estabiliza entorno a un valor particular, dicho valor no
es mas sino la probabilidad de que ningtin hombre reciba su propio sombrero, que en
nuestro ejemplo se calcula asi:

1t
n—oo [ 21 3! n!

en virtud de la serie de Taylor para e”.
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2.4. Probabilidad Condicional

Se lanza un dado cargado y se sabe que el resultado es un numero par. ;Cual es la
probabilidad de que este ntmero sea divisible por 37 ;Cuél es la probabilidad de que
una criatura padezca de daltonismo, en el supuesto de que es un nino? Estas preguntas
pueden formularse de la siguiente forma: Sean A y B sucesos de un espacio muestral
Q. Si ocurre B, jcudl es la probabilidad de que ocurra A? esto no es lo mismo que
preguntar cual es la probabilidad del suceso A N B. En realidad cuando A = B la
pregunta es: Si A ocurre, jcudl es la probabilidad de que A ocurra?. La respuesta seria
en este caso 1, y esta puede ser o no la probabilidad del suceso AN B. Para tratar tales
problemas en general, volvamos al caso del dado. Cuando nos ocupamos de cuestiones
de probabilidad relativas al lanzamiento de un dado, utilizamos ordinariamente como

espacio muestral Q = {1,2,3,4,5,6} y asignamos la probabilidad 5 a cada elemento

de Q. El suceso divisible entre 3 es el subconjunto A = {3,6} y el suceso par es el
subconjunto B = {2,4,6}. Deseamos conocer la probabilidad de que un elemento este
en A, sabiendo ya que esta en B. Ya que estamos interesados en resultados en los que
el namero es par, prescindimos de los resultados 1,3,5 y utilizamos, en lugar de € el
conjunto B = {2,4,6} como espacio muestral. El suceso que nos interesa es tan solo
el conjunto de un elemento {6}, que es el tnico resultado del nuevo espacio muestral
divisible por 3. Si todos los resultados de B se consideran igualmente probables, hay

1
que asignar a cada uno de ellos la probabilidad 3 luego, la probabilidad de {6} es

1
también —. Obsérvese que se ha resuelto el problema anterior empleando una idea

muy elemental. Simplemente hemos cambiado el espacio muestral 2 por B y se ha
procedido a una nueva asignacién de probabilidades. Esto nos sugiere la manera de
generalizar el procedimiento. Sean A y B dos eventos de un espacio muestral 2. Nos
preguntamos entonces la siguiente cuestién: Si B acontece, jcudl es la probabilidad de
que A ocurra? Como en el ejemplo anterior, podemos cambiar el espacio muestral 2
por el B y asignar nuevas probabilidades. Para el mismo B asignamos la probabilidad
1. Puesto que nos interesa los elementos de A que pertenecen al nuevo espacio muestral
B, nuestro problema es calcular la probabilidad del suceso A N B segun las nuevas
probabilidades asignadas. Esto es, si P’ representa la funcién de probabilidad asociada
al nuevo espacio muestral B, tenemos que calcular P'(A N B). Es facil comprobar que
si se define

P(ANB)

P(B)

Entonces P’ constituye una funciéon de probabilidad sobre B, como lo probaremos a
continuacion.

P'(ANB) = , con P(B) >0

Sea A C B, entonces
P(ANB)

P'(A)=P(ANB) = )

< 1porque P(AN B) < P(B),
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y como P(ANB) >0y P(B) > 0, se obtiene que P'(A) € [0,1]. Con esto se satisface
la condicion 1 de la definicion (2,1).

De otro lado,

P'(0) = P(0Nn B) = Pg(gf) _ ]]j((g)) —0,

}WBﬁdﬂBmBﬁzmggszig;:L

y asi se satisface la condicion 2 de la definicion (2.1) .
Finalmente, sean A y C' dos subconjuntos de B, tales que AN C = (), entonces

P(AUC) = P/(BNn(AUCQ))
P(BN(AUCQ))
(

P(B)
P((BNA)U(BNCQ))

P(B)
P(BNA)+P(BNC)—P(BNANC)
P(B)
P(BNA)+P(BNC)—P(BND)
P(B)

P(BNA)+ P(BnC)— P(0)

)
P(BNA) P(BNO)
P(B) P(B)
= P(ANnB)+ P (CNB)
= P'(4)+ P'(C).

Consideremos un experimento que consiste en lanzar un dado no cargado. Sea € el
espacio muestral de este experimento, es decir,

0=1{1,2,3,4,5,6},
sean ademas
A=1{2,4,6} y B=1{1,2,4}.

Entonces, segin Laplace,



Esta es la probabilidad en que puede ocurrir B a priori, es decir, antes de que el
experimento sea realizado.

Supongamos ahora que una vez se ha realizado el experimento se sabia que el resultado
del mismo era un nimero par, esto es, A ocurrio.

Definicion 2.2. Dados dos eventos A y B, la probabilidad condicional de B dado A es

P(ANB
el numero % Representaremos este nimero por el simbolo P(B|A). Tenemos
entonces
P(ANB)
P(B|A) = ———.
(BI4) = —5n

Se observa que este niimero solamente esté definido cuando P(A) > 0.

La ecuacion anterior se escribe también como
P(ANnB)=P(A)P(B|A).
Si P(B) > 0 también se tiene que
P(AnB)= P(B)P(A|B),

y por tanto,

Proposicion 2.4. Sea A tal que P(A) > 0. Entonces,

a) P(0|A) =0, P(QA) =1, 0 < P(B|A) < 1.
b) P((BUC)|A) = P(B|A) + P(C|A), si BNC = .

Demostracion.
POnA)y PO 0
VPO = "p = Py Py "
P(Q|A) = (]?(2)‘4) EAg 1.
P(B|A) = % > 0 de otro lado, como AN B, entonces P(ANB) < P(A)
y por tanto,
P(ANB)
TPy
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P(4)
_ P(ANB)U(ANQ))
B P(A)
_ P(ANB)+P(ANC)—P(AN(BNC))
B P(4)
 P(AnB)+P(AnC)—P(AND)
B P(4)
~ P(AnB)+P(AnC)—P(0)
B P(4)
_ PANB)+PANC) _ P(ANB)  P(ANC)
P(4) P(A) P(A)

= P(B|A) + P(C|A).

Proposicion 2.5. Si P(A;NAyN---NA,) #0, entonces

P(AiNAsn---NA,) = P(A)P(A2|A))P(As|(A1NAg))---
P(An|(A1 NAsN---N An—l))

Demostracion. Claramente para dos conjuntos A; y Ao se tiene que
P(Al N Ag) = P(Al)P(Al‘Ag),

en virtud de la definicion (2.2).

Veamos que la afirmacion es vélida para tres conjuntos A;, As y As. Es importante
notar que el evento condicionado es, en este caso, Az. Entonces,

P(A1 N As ﬂAg)

P(A3|A1 N AQ) = P(Al A A2)

De aqui se sigue que
P(A; N AN Az) = P(A1 N Ag) P(A3|A1 N Ap),
y recordando que
P(A1 N Ag) = P(A1)P(A1]Ag),
se concluye el resultado

P(Al NAsN Ag) = P(Al)P(A1|A2)P(A3|A1 N Ag)
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Supongamos ahora que el resultado es valido para k conjuntos, esto es,

P(Al NAsNAsN---N Ak) = P(Al)P(AglAl)P(AglAl N Ag)
P(Ak’Al NAsNAs3N---N Ak—l)-
Se probara que la afirmacién también se cumple para k + 1 conjuntos.

P(AlﬂAgﬂAgﬁ”'ﬂAkﬂAk+1)
P(AlﬁAgﬁAgﬂ---ﬁAk) ’

P(Ak+1|A1ﬂA2ﬂA3m"'ﬂAk) =
por tanto

P(AlﬁAgﬂAgﬂ---ﬁAkﬁAk_H) = P(AlﬁAgﬂAgﬂ---ﬁAk)
. P(Ak+1‘A1ﬁA2ﬂA3ﬁ---ﬂAk),

y de la hipétesis de induccién se sigue

P(Al NAsNAzN--- ﬂAkﬁAk_H) = P(Al)P(AQ‘Al)P(Ag‘Al ﬁAg)
.- P(Ak‘AlﬁAgﬂAgﬂ---ﬁAk_l)
P(A]H_l‘Al NAsNAs3N---N Ak),

lo que demuestra la afirmacion. O

Proposicion 2.6 (Teorema de la probabilidad total). Si B es un evento contenido en
una union de eventos disyuntos

A17A27"'aAn7

P(Al) > 0, P(Ag) >0, ..., P(An) > 0,

entonces

P(B) = P(A1)P(B|A1) + P(Ag)P(B|A2) + - - - + P(An) P(B|An)

n
Demostracion. Como B C U A;, entonces

i=1
n
B=|]J(4inB),
i=1
ademés, como la colecciéon de conjuntos Ay, As, ..., A, es disjunta, se sigue que
n
((4inB) =0,
i=1
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por tanto

n

P(B) = Y P(A;NB)

S ([rmonon)

||M:

O

Proposicion 2.7 (Teorema de Bayes). Con las mismas condiciones que la proposicion
anterior, si P(B) > 0, entonces, para i = 1,2,3,...,n, se tiene que

P(A;) - P(B|A;)
P(Ay)-P(B|A1)+...+ P(A,) - P(B|A,)

P(Ai|B) =

Demostracion. Por definicién,

P(BN4;)  P(A)- P(BlA;)
P(B) P(B) '

P(Ai|B) =

Y en virtud de la proposicion (2.5), se obtiene el resultado. O
Ejemplo:

Durante el mes de agosto, la probabilidad de lluvia en un dia determinado es de g El
atlético Bucaramanga gana un juego en un dia lluvioso, con probabilidad 5; y en un

dia sin lluvia con probabilidad de —. Si se sabe que el atlético Bucaramanga gan6 un

juego en aquel dia de agosto, ;Cual es la probabilidad de que en ese dia haya llovido?

Solucion.

Sean L y G los siguientes eventos:
L = aquel dia de agosto llovié y G = el atlético Bucaramanga gand un juego aquel dia.

Lo que se desea saber es la probabilidad P(L|G), entonces

_P(LNG) P(L)- P(G|L)
PLIC) = =p@y " = PI)-PGIL) + P(L7) - PGILY)
2 3
_ 55 _1
-2 3 32 9
55755
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Capitulo 3

El principio de Inclusion-Exclusion
en probabilidad

El principio de inclusién-exclusiéon tiene una historia interesante, al principio se le en-
cuentra en distintos manuscritos con nombres como el método de la criba o el principio
de clasificacién cruzada. La version de este principio desde el punto de vista de la teoria
de conjuntos se encuentra en Doctrine of chances (1718), un texto de teoria de proba-
bilidad de Abraham DeMoivre (1667-1754). Un poco antes, en (1708), Pierre Rémond
de Montmort (1678-1719) uso la idea subyacente al principio en su solucion del prob-
lema que por lo general se conoce le probléme des rencontres o emparejamientos. (En
este antiguo juego de cartas francés, las 52 cartas de una primera baraja se disponen
hacia arriba en una fila, quizd sobre una mesa. Luego se reparten otras 52 cartas de
una segunda baraja, y cada carta nueva se pone sobre cada una de las 52 cartas pre-
viamente colocadas sobre la mesa. La puntuaciéon del juego se determina contando los
emparejamientos resultantes: deben coincidir el valor de la carta hacia arriba y el de la
repartida).

Una demostracion elegante de este principio se debe al matematico inglés James Joseph
Sylvester (1814-1897). Este brillante matematico también hizo grandes contribuciones
a la teoria de ecuaciones; la teoria de matrices y determinantes y a la teorfa de invari-
antes que fundé junto a Arthur Cayley (1821-1895). La importancia de este teorema no
fue apreciada en general, fue solo después de la publicacion de los trabajos de W. A.
Whitworth que los mateméticos tuvieron més conciencia de su potencial y uso.
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Se hace ahora una demostracion del principio de inclusién-exclusion de la teorfa de con-
juntos en su version general, la cual se extiende a este principio en forma probabilistica.

Lema 3.1. Sean n,m € N, tales que m < n. Entonces

() = (") ()
= +

m m m—1
Demostracion.

n—1 n—1Y\ (n—1)! (n—1)!
<m >+<m—1> T em—0ml T = m)lm 1)
(n—m)(n — D!+ m(n—1)!

(n —m)! m!
n(n—1)—=m(n —1)! +m(n —1)!
(n —m)! m!

= = ()

O
Sip,jeNyk=0,1,...,5; haciendo n =p+j y m = j — k, se deduce que
pHI\_(pri—1) (pti-l
— k j—k —k—1)’
de aqui se infiere que
Zj: (p J> ZJ: k[ (PHi—1\ , (p+i—1
55+ G
= k Pt j—k j—k-—1
Teorema 3.1. Sea ) un conjunto, sean Ai, Ao, ..., A, subconjuntos de Q) y definase
So = 19;
n
Sio= Y Al
i=1
52 = Z ’AiﬁAj’;
1<i<j<n
Sso= Y JAINA; N A
1<i<j<k<n

Entonces:
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a) El nimero de elementos de Q que pertenecen a exactamente p (p < n) de los conjuntos

Al,AQ, v ,An, €S’

ap = Z(—l)kC§+k5p+k;

b) El nuimero de elementos de 2 que pertenecen a por lo menos p (p < n) de los conjuntos

Al,AQ, v ,An, €S’

7
bS]

by = (—1)k05+k—15p+k3
k=0

¢) El nimero de elementos del conjunto Ay U Ay U---U A, es:
S1—So4-+ (—=1)"7LS,.

Demostracion. Sea €2 un conjunto.

Sean Aq, Ao, ..., A, subconjuntos de ) y sean
So = |Qf
n
Sio= D JA;
i=1
Sy = Y |AinA);
1<i<j<n
Sso= Y JAINA; N A
1<i<j<k<n
entonces:

a) El nimero de elementos de 2 que pertenecen a exactamente p (p < n) de los conjuntos

Al, AQ, v ,An, es:
n—p
(Dt k
ap = Z(—l) < k )Sp-i-k-
k=0
Claramente si un elemento de €2 que pertenece a menos de p de los conjuntos
A17A27 s aAn7

este no es contado en la suma ap, lo que debemos probar es que si un elemento de
) pertenece exactamente a p conjuntos de la coleccion Aq, As,..., A, entonces este
es contado una vez en la suma a, y que si un elemento pertenece a mas de p de los
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conjuntos Ay, A, ..., A, entonces este no es contado en la suma a,.

Ahora, la suma a,, es

p p+1 p+2 e n
()5 (7 st (757) s (1)

Un elemento de €2 que pertenece exactamente a p de los conjuntos Ai, As,..., A, es
contado una vez en S, y no es contado en Spy1,Sp42,...,5,. Luego, él es contado

<p> -1 =1 vez.
0

Un elemento de € que pertenece exactamente a p+j (j > 0,p+j < n) de los conjuntos
Ay, As, ..., A, es contado en <p + j) de las partes de S}, en <p I ‘i) de las partes de
p p

Sp+1 y asi sucesivamente.

Luego, el niimero de veces que es contado en la suma a,, es:
P\ (p+J p+1\(p+i o n p+i
_ e (—1)P
G -CT)Gm) (2, )00)
J .
SRevlan
k=0 p
3

(p+K)(p+4)!
k'pl(p + k)I(j — k)!

1
ST ra

J .
porque ;(—1)’“ <i:> =0, en virtud del lema (1.1).

b) El nimero de elementos de €2 que pertenecen a por lo menos p (p < n) de los conjuntos
A1, As, .. A, es:

n—p
p+k—1
b= 0P T sy

k=0
Como en este caso se cuentan los elementos de ) que pertenecen a p o mas conjuntos
resulta que

bp:ap+ap+1+ap—|—2+"‘+an—l+a’n7
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y entonces

+ Zi:(—l)k <n ;f k) S

k=0

El coeficiente de Sp1; (0 < j < n —p) en el segundo miembro es

() e () o)
e () e ()
“e )00
e [(520)03)
(32032,
e () ()

+(—1)0<p+=é—1> :(_1)j<p+§:—1>7
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en virtud del lema (3.1)

Luego,
n—p n—p
P+ J 1
=> (1 ( )Spﬂ- = (1 Sy
7=0 k=0
¢) El namero de elementos del conjunto Ay U Ay U---U A, es
Sy — Sy 44 (=1)"71S,,.
by = |A1UA2U"-UAn|
n—1 e
- Sonf)
J=0 J
= Sj+151 — Sy 4 -+ (_1)71—15”'

Como caso particular cabe resaltar el hecho de que si p = 0, el caso a) se reduciria al
conteo del niimero de permutaciones cadticas que, como se ha visto equivale a:

n—0
ap = (—1)"Co 1 So+k
k=0
n—0
= > (-D*s,
k=0
= Sop—S51+859— 53+
| | n!  nl
U R T
B TR T

De modo analogo, se prueba la versiéon probabilistica del principio de Inclusién-Exclusion,

teorema que veremos acontinuacion.
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Teorema 3.2. Sean Ay, As,..., A, eventos y sean

S = 1;
Sy = Z P(4;);
i=1
Sy = Y P(AiNAy);
1<i<j<n
Sy = > P(AN AN Ap);
1<i<j<k<n
Entonces:
a) La probabilidad de ocurrencia de exactamente p de los eventos Ay, Aa, ..., Ay, es:
n—p
ap = Z(—l)kC§+k5p+k;
k=0
b) La probabilidad de ocurrencia de por lo menos p de los eventos Ay, As, ..., Ay, es:
n—p
bp = Z(_l)kC§+k—1Sp+k§
k=0

¢) La probabilidad de ocurrencia del evento A1 U As U---U A, es:
Si—So4- -+ (=",
que en general puede escribirse como
}<UAO:ZPMJ—X:H&H&)
i=1 i=1

1,5: 1<j
n

+ Z P(AZﬂA]ﬂAk)—f‘+(—1)n_1p<ﬂAz>7

ik i<j<k i=1
que puede escribirse de forma compacta como
n n
P(Ua) =0 % pan
i=1 k=1 Ic{l,...n}; 1=k

Donde la ultima suma recorre los subconjuntos I de indices 1,2,...,n que contienen
exactamente k elementos y
A=) A4

el
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d) La probabilidad de que ninguno de los eventos Ay, As, ..., A, ocurra es:

a0 = S (~DFCE,Sos

= 50—51-1-52—53-1- c+ (=1)"Sy,

3.1. Ejemplos y algunas aplicaciones

i) Se arroja un dado dos veces. Sean los eventos

A = {La suma de los resultados es par}
B = {La suma de los resultados es 8}

C = {Ambos resultados son distintos}
calcular las probabilidades de A, B, C, AUB, AnNB, AnC, A-C.
Solucion

Si Q representa el espacio muestral de este experimento, entonces Q2| = 36, de hecho

((1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6

o

(2, (2,

(3, (3,
(47 (47
(57 (57
6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)
Ahora bien, como la suma de dos ntmeros pares o impares es par, se deduce que en

cada fila de la matriz anterior habra 3 parejas cuya suma sea par; y por tanto

Al = 18,

N DO l\D
=
— — — —

2)
)
)
)

Se aprecia también que en la primera fila de la matriz €2 no hay ninguna pareja de
resultados cuya suma sea 8; y que en cada una de las filas restantes existe una tnica
pareja con esta condicién, asi que

B| = 5.

De igual forma se observa que las tinicas parejas que tienen resultados iguales, es decir,
aquéllas cuyas componentes tienen el mismo valor se encuentran ubicadas en la diagonal
principal de la matriz, y dado que en esta diagonal hay 6 parejas de resultados, se obtiene

0] = 30.
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De otro lado se observa que hay solo una pareja de resultados que satisfaga la ecuacién
a—+b =8 en cada fila de 2 con excepcién de la primera, con la condiciéon de que a y b
tengan la misma paridad. Ademés, como la suma de los resultados de cualquier pareja
de la diagonal principal siempre es par y las componentes de éstas parejas son iguales,
habré entonces s6lo dos parejas de resultados cuya suma sea par y cuyos elementos sean
distintos por cada fila de la matriz 2. Se sigue que

|AN B| = 5.

|[ANC|=12.
Finalmente, por lo mencionado antes, se tiene que
|JA-C|=6

Con estos valores es posible determinar las probabilidades pedidas, asi

Al 18 1
PA = — = — = —
(4) Q] 36 2’
Bl 5
P(B)= 21— 2
IC| 30 5
P = ——= — =
(©) Q] 36 6
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) = - 4 > — 2 _1
B ~ 273 36 2
|JANB| 5
P(ANB) = _ 2
Anc| 12 1
PA = _ - = —
ANO) =g ~3% 3
A— 1
pa—cy=A-¢l_6 _1

Q] 36 6

i1) Sea A un conjunto finito tal que |A| = n. ;Cuantas son las funciones f: A — A
para las cuales la ecuacion f(z) = x no posee solucion? ;Cuéntas son las funciones
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f: A — A biyectivas para las cuales la ecuacion f(z) = x no posee solucion?
Solucion
Sea A ={a1,az2,...,a,}.

Para responder la primera pregunta basta contar el nimero de formas en que puede ser
enviado un elemento a; del conjunto A en cualquier otro elemento de A distinto de a;.
Veamos que el ntimero de formas en que puede hacerse esto esta dado por (n —1)".

En efecto,
fiA — A
ay — {a27a37a47"'aan}
a2 L {CLl,CLg,CL4, e ,an}
a3 +—  {ai,ag,a4,...,0,}
G, — {a17a27a37"'>an—1}

En la tabla anterior se observa que cada elemento a; de A puede ser enviado a cualquier
elemento de A, distinto de a;, de n — 1 formas diferentes. En virtud del teorema (1.1) se
tiene que el nimero de funciones que satisfacen la condicion pedida es (n — 1)", como
se afirmo.

Para responder la segunda pregunta debe contarse el nimero de funciones biyectivas
definidas de A en A. En este caso se considera que para cualesquiera a;,a; € A, a; # a;,
siysolosii#j,coni,je{l,2,...,n}

Como se exige biyectividad sobre la funciéon, entonces debe tenerse que

f(A) = A,

Vai,a; € A, con i # j, f(a;) # f(aj).
La primera condicién anterior equivale a

{a17a27 s 7an} = {f(a1)7f(a2)7 s 7f(an)}7

pero ademas debe tenerse que f(a;) # a;, para todo ¢ = 1,2,...,n, y por tanto el con-
junto f(A) debe ser una permutacion cadtica del conjunto A = {ay,as,...,a,}. Como
se vio en (1.1), el nimero de permutaciones cadticas de un conjunto con n elementos
esta dado por

La aplicacién a la probabilidad de este ejercicio la brinda la siguiente situacion.
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En ocasiéon del dia del amor y la amistad, un grupo de 9 personas resolvié planear el
juego del amigo oculto (o secreto). Fue escrito el nombre de cada persona en un papelito
y se procedi6 al sorteo para determinar quien le daria regalo a quien. Hecho el sorteo,
luego aparecié alguien que se sac6d asi mismo, yendo contra las reglas del juego que esto
suceda y para preservar el sigilo, fue necesario hacer otro sorteo. En el segundo sorteo,
el mismo fendémeno ocurrio, esta vez con otra persona. Uno de los jugadores presentes
pregunto: ;Fso va a acontecer toda la vida? ;Cudl es la probabilidad de que eso suceda?

Es claro que dentro de un conjunto de 9 personas, el niimero de formas posibles en que
una de ellas puede elegir a otra dentro de ese conjunto es 9!, sin importar que se elija
a ella misma o no. Ahora bien, el nimero de formas en que una persona no se elige
a sf misma es Dg, como se vio anteriormente; y por tanto la probabilidad de que una
persona no se elija a si misma es

9

Dy (—DF

or = kE R 0, 36788.
—0

i71) Un ntamero entre 1 y 1000 es escogido aleatoriamente. Calcular la probabilidad de
que sea divisible exactamente por dos nimeros del conjunto {2,3,7,10} y divisible entre
por lo menos dos de tales nameros.

Solucién

Sean

Q={zxeZ:1<2z<1000};
A={xe€Q: 2z}
B={xeQ:3|z}
C={xeQ: Tz}
D ={ze€Q:10|x}.

41



Puesto que

So

S1

Sa

S3

S4

|| = 1000;
[ Al +[B|+|C| +|D]
1000 N 1000 N 1000 N 1000
2 3 7 10
500 + 333 + 142 4 100 = 1075;
|[ANB|+|ANC|+ |AND|+ |BNC|+|BND|+|CND|
1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 1000
6 14 10 21 30 70
166 + 71 + 100 + 47 + 33 + 144 = 431;
[ANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNCND|
1000 + 1000 + 1000 + 1000
42 30 70 210
23+ 33+ 14 + 4 = 74;

IANBNCAD|= [1000] —4

210

Ahora bien, el numero de elementos que pertenecen a exactamente dos de los conjutos

A, B,C,D es:

W~

-2
az = (_1)kC§+k52+k
0

e
Il

= (-1)°C982 + (=1)'C585 + (-1)*C1Sy
— S, — 355 — 65,
— 431 —3.7446-4 =233,
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Por tanto la probabilidad de que un ntmero entre 1 y 1000 sea divisible exactamente
por dos nimeros del conjunto {2,3,7,10} es:

233
1000

El numero de elementos que pertenecen a por lo menos dos de los conjuntos A, B, C, D
es:

4-2
by = Y (~1)*C5ip 1S4k
k=0
= (=1)°CYS2 + (-1)'C385 + (-1)°C35,
= S — 253+ 354

= 431 —-2-74+3-4 =295,

Por tanto la probabilidad de que un ntmero entre 1 y 1000 sea divisible entre por lo
menos dos ntimeros del conjunto {2,3,7,10} es:

295 _ﬂ

1000 200°
. . 1 1 1 1 1
Calcule:

1. PLAUBUCQC)

2. P(A— (BUC))
3. P(AN(BUCQ))
4. P(CU (AN B))

Solucién

1) Como ANBNC CBNCyPBNC)=0,entonces P(ANBNC) =0, luego

P(AuBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—PANC)—P(BNC)+
+ P(ANBNCQC)
L T T )
2 3 4 5 6 60



P(A—-(BUC)) = P(A)—PAN(BUCQO))
= PA)—-P(ANB)U(ANCQ))
= P(A)—P(ANB)—P(ANC)+P(ANB)N(ANC))
= P(A)—P(ANB)—P(ANC)+P(ANBNC)
1 1 2
=275 6707

3) Puesto que AN (BUC)=(ANB)U(ANC), se deduce entonces que

Pl(AN(BUQ)]

P[(ANB)U(ANCQO)]
(ANB)+P(ANC)—P[(ANB)N(ANC)]
(ANB)+P(ANC)—P(ANBNC)

P
P
1
5

4) Dado que P(BNC) =0, entonces BN C = (), y por tanto ANBNC = 0.

Luego es

P(CU(AHB)):P(C)+P(AﬂB)—P(AﬁBﬂC):iJré—O:%.
S'PA—lpB—lpc—lpAB—lpAC—l P(BNC) =
U)l ()_57 ()_Zv ()_67 (m)_év (m)_l_oy (m)—ma

1
P(AnBNC) = 7 Determine la probabilidad de ocurrencia de:

1. Exactamente uno de los eventos A,B,C;
2. Exactamente dos de los eventos A,B,C;
3. Por lo menos dos de esos eventos;

4. A lo sumo dos de esos eventos;

5. A lo sumo uno de esos eventos.

solucion
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4
(N

C

[
ot

Se observa que la probabilidad de que ocurran solamente los eventos A, B o C esta

1 1
—, respectivamente, por lo tanto la pregunta 1 tiene por respuesta

dad A
ada POt 550 75 Y 3p

3+1+1_4
20 15 20 15’

De igual forma las probabilidades de que ocurran exactamente los eventos AN B, ANC

1 1 1
o BNC estan dadas por —, — y —, respectivamente; asi que la probabilidad de que

127 60 © 60’

ocurran exactamente dos de estos eventos es

1 N 1 N 7

12 60 60 60
Para responder a la tercera pregunta, debe sumarsele al resultado anterior la probabi-
lidad de que los tres eventos sucedan, por tanto la probabilidad de que ocurran por lo

menos dos de esos eventos es

7 1 1

— 4 — =

60 12 5
Si suceden a lo sumo dos de los eventos A, B o C, puede ocurrir entonces que ningun
evento suceda, que exactamente uno de los eventos suceda o que exactamente dos de
esos eventos ocurran, asi que para la pregunta 4 tenemos

8 n 4 n T o1

15 15 60 12°
Finalmente, si no sucede ninguno de los eventos A, B o C, o bien si solamente ocurre
exactamente uno de tales eventos, se tendrd que a lo sumo ha ocurrido uno de tales

eventos, asi, para la pregunta 5 tenemos

8 4 4

57155
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vi) Sean p € [0,1] y sean {A;}:2,, {B;}2, dos sucesiones de eventos de espacio muestral
Q) tales que P(4,,) — 1y P(B,,) — p. Demostrar que P(A, N B,) — p.

Solucién.

Sea m un ndmero natural, entonces se tiene que
P(An U Bn) = P(An) + P(Bn) - P(An N Bn)7 (3'1)

que no es méas que el principio de inclusién-exclusion aplicado a los eventos A, vy B,.
Ahora bien, si logramos mostrar que P(A,,UB,,) — 1, la afirmacion quedara probada.
En efecto,

dado n € N, se tiene que
A, C A, U By,
y en virtud de la proposicion (2.2)
P(A,) < P(A,UB),) <1
Como P(A,) — 1, el teorema del emparedado para sucesiones garantiza que
P(A,UB,),) — 1.
Tomando limite cuando n — oo en la ecuacion (3.1) tenemos

lim P(A, UB,) = lim [P(A,) + P(B,) — P(A, N B,)],

n—oo n—oo

esto es,

1=1+4p— lim P(A,NB,),

n—~o0

por lo tanto

lim P(A,NB,)=1+p—1,

n—oo

es decir

como se pedia demostrar.

vii) Sean (§2, P) un espacio de probabilidad y A1, Ao, ..., A, eventos en A C Q. Mostrar
que

P<ZDIAZ-> > 1—;13@1;5)
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donde Af es el complemento del subconjunto A; de A.
Solucion.

Se sabe que

<éA> - QA; (3.2)

Y por tanto, en virtud de la proposicion (2.1) y (3.2), que

P[(éA)] zl_p[gAg] (33

Sean A; y A; dos subconjuntos cualesquiera de la coleccion Aq, Ag, ..., Ay, se tiene
entonces que

P(A7U Af) = P(A7) + P(Af) — P(A7 N AS),
luego
P(A7 U A7) < P(A7) + P(A5).

Puede probarse que esta desigualdad también es valida para cualesquiera tres subcon-
juntos A;, Aj, y Ay de A, esto es,

P(AS U AS U A) < P(AS) + P(AS) + P(AS).

De manera general, en uso del teorema (3.2) parte ¢, se cumple que

P(QA?) < §P<A5>,

y entonces

1-2619@45) < 1—P<OA§>,
=1

i=1

por lo tanto, en uso de (3.3), se obtiene el resultado

1—;:19(145) §P<QAZ->.

viii) La probabilidad de que cada relé del circuito presentado en la figura esté cerrado
esigualap, 0 <p<1
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A 1 4 5 B

Si todos los relés funcionan independientemente, ;Cuél es la probabilidad de que haya
corriente circulando entre los terminales A y B?

Solucion:
Sea A; el evento que ocurre si el relé estd cerrado, i = 1,2,3,4,5.

Sea C el evento que ocurre si hay corriente entre los terminales A y B. Queremos cal-
cular P(C).

Tenemos entonces;

P(C) = P AlﬂAgﬂAg)U(AlﬂA4ﬂA5)U(A1ﬂAQﬂA5)U(A1ﬂA4ﬂA3))

A1ﬂAQﬂA3)+P(A1ﬂA4ﬂA5)+P(A1ﬂAQﬂA5)—|—

|
e

(
(

+
i)

(

(

(A1NAsNAs) —P(AiNANAsNAsNAs)) — P(A1NAyNA3N As) —
(AiNAsNAsnNAy) — P(AiNAsNANA;)— P(AiNAyN A N A) —
(
(
(

I
e

AlﬁAQﬁAgﬂA4ﬁA5)+P(A1ﬂA2ﬂA3ﬁA4ﬂA5)-|-
PAlﬁAQﬁAgﬂA4ﬁA5)+P(A1ﬂA2ﬂA3ﬁA4ﬂA5)-|-
PAlﬁAQﬁAgﬂA4ﬁA5)—P(AlﬂAgﬂAgﬁA4ﬂA5)
= 4P — P —dpt— P 4 dpd —

= 4p® — 4p* + pP.

+
+

En el calculo se ha utilizado la férmula para hallar probabilidad de la unién de 4 eventos
no disyuntos y el hecho de que los eventos son independientes.

Se obtiene una soluciéon mas simple para el problema si prestamos més atencion a la
estructura del circuito. Observe que para circular la corriente entre A y B es necesario
que el relé 1 esté cerrado y que por lo menos uno de los relés entre 2 y 4 y por lo menos
uno entre 3 y 5 también esté cerrado.

Asi

C=A1N(A2UAy) N (A3 U Ap),
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P(C) = P(A1) - P(A2UAy) - P(A3 U A;5)
P(A1) - (P(A2) + P(Aq — P(A2 N Ayg)) - (P(A3) + P(A5) — P(A3N As))
= p-(p+p—p)-(p+p-p?)
= 4p® — 4p* + PP
iz) Se tienen N bolas numeradas 1,2,..., N y N cajas numeradas. Se disponen al azar
una bola en cada caja. Si coincide el nimero de la bola con el de la caja se dice que se
produjo un apareamiento.
1. Hallar la probabilidad de que ocurra por lo menos un apareamiento.

2. Probar que el limite de dicha probabilidad cuando N — oo es 1 — e~ L.

3. n parejas casadas se han reunido a bailar. Si Cada caballero tienen la misma
probabilidad de bailar con cualquier dama, jcuél es la probabildad de que ningan
caballero baile con su propia mujer?

Solucion.

a) Sea A C § el evento ocurre por lo menos un apareamiento. Es claro que el numero
de formas en que una de las N bolas puede ocupar una caja esta dado por N!, es decir

So = Q| = N

Ahora bien, ocurrira por lo menos un apareamiento en by casos, siendo

en virtud del teorema (3.1) parte b.
Por lo tanto la probabilidad de que ocurra por lo menos un apareamiento esta dada por

b b

p(A) = 5~ NI (3.4)

De otro lado,

luego



y entonces (3.4) queda ahora

N
by  Nl— Dy Dy (—1)*
P =F="m clm ol

Esta es la probabilidad de que ocurra por lo menos un aparaeamiento.

N o Nk
b) lim p(4)=1-— 1fmz(k1!)

N—oo N—oo
k=0

=1—e!

, en virtud del teorema de Taylor.

¢) Supongamos que la primera pareja recibe un distintivo con el nimero 1, la segunda
con el 2 y asi hasta la n-ésima pareja. Entonces existen n! maneras de que un hombre
de esta lista elija a una mujer, y por tanto

|| = n!

De otro lado, el ntimero de casos en que ningin hombre escoge a su mujer equivale
al hecho de que los bailarines no estén numerados con el mismo nimero, esto es, el
numero de formas en que ningin hombre baila con su mujer coincide con el niimero de
permutaciones cadticas del conjunto {1,2,...,n}. Asi, el nimero de casos favorables en
este experiemento vale

D, =n!- En: (_1)k

|
Pt k!
Se sigue que la probabilidad de que ningin caballero baile con su propia mujer es
n
(=D*
|.
!y o

k=0 = (1)
n! K
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Conclusiones

Desde el comienzo de este trabajo de grado mi intencién fue la de relacionar el principio
de inclusion-exclusion, asi como los resultados que de él se desprenden (por ejemplo el
conteo de permutaciones cadticas de un conjunto finito), entre otras técnicas de conteo,
con la resolucién de problemas de probabilidad. En mi opinién creo que esto fue lo que
anteriormente se hizo, razén por la cual se concluye que

1. Aplicamos el principio de inclusién-exclusiéon y sus resultados en situaciones de
probabilidad donde se involucraba el conteo de subconjuntos de un conjunto uni-
versal finito que satisface propiedades determinadas.

2. Se dedujo el principio de inclusidén-exclusiéon generalizado, el cual determina la
cantidad de elementos de la unién finita de conjuntos finitos aplicados a problemas
de probailidad.

3. Resolvimos situaciones de probabilidad usando las consecuencias del principio de
inclusién-exclusiéon generalizado, asi como otras técnicas de conteo.

o1
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