ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 1

Procesos de Argumentacion y de Demostracion de Estudiantes en un Curso de Precalculo

Edwin Lopez Velandia

Trabajo de Grado para Optar el Titulo de Magister en Educacion Matematica

Director
Jorge Enrique Fiallo Leal

Doctor en Didactica de las Matematicas

Universidad Industrial de Santander
Facultad de Ciencias
Escuela de Matematicas
Maestria en Educacion Matematica
Bucaramanga

2017



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION

...Claudia, Edwin y Dante...
...Mamay papa...

...Tia Flor y Tio Manuel...



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 5

Agradecimientos

A mis padres y mis hermanos por ser la fuente de mi motivacion.
A mis Profesores de la CDR del Valle de San José, a quienes llevo en el corazon.

A mi director del trabajo de grado, profesor Jorge Enrique Fiallo Leal, por el tiempo, la

paciencia y su invaluable orientacion en el proceso de esta investigacion.

A las profesoras Leonor Camargo Uribe y Sandra Evely Parada Rico por sus valiosos aportes

los cuales, sin duda, enriquecieron el reporte de la investigacion.

A Claudia, quien me inspiré a comenzar y terminar esta maestria; gracias por tanto apoyo

incondicional... Gracias por estos afios que he compartido junto a ti.



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 6

Indice
INEFOTUCCION ...ttt bbb et b e bbbttt e et sb et e bt st e 19
1.  Problema, Preguntas y Objetivos de la INVeStigacion ............cccccveveiieieeie s ee s 22
1.1 Problema de INVESTIGACION ........ccueiiiiicie et re et esre e 22
1.2 Preguntas de iNVESTIGACION.........cecuiiieie ettt sttt e te s e sbeenesneesreeee s 26
FZ O 1 o] T £ 1Yo 1TSS 27
3. ANEECRURINTES. ...ttt bbb bbb ettt 27
3.1 La relacién entre argumentacion y demostraCion ...........cccccvveveevieieeseerie e 29
3.2 Procesos de argumentacion y de demosStraCion ...........ccccceieeieevieiiesieeie e 35
O |V - oo T =T oo SO PO PP PEUPPRPTPORON 42
4.1 M0Odelo de PEEMONTE. ........ccuiiiiieiieiee bbb 42
4. 1.1 EI M0odelo de TOUIMIN: ...ouiiiiicee e 43
4.1.2 Modelo cK¢ (conceptions, KNOWING, CONCEPL): ......eiiiieieieieiiesie e 46
4.1.3 MOdelo de PEABMONTE: ......c..oiiiiieieie e 48
4.2 Proceso de argumentacion y proceso de demostraCion............ccecveeevvereeieseese e 49
4.2.1Proces0 de argUMENTACION: .......cceiieiuieiie ettt st ste et sbe et s s re e re e beebesasesaeeneenee e 49
4.2.2 Proceso de deMOSIIACION: ........ciuiriiiriiieieiesteiee sttt sttt 53

4.3 Constructo de unidad COGNITIVA .......ccveiiiiiiieiie e e e snnes 59



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 7

ST V11 (oo (o] [0 o I- HOUO OSSOSO PP URPR PRSPPI 62
5.1 Contexto de la investigacion y poblacion de eStUdiO..........cccevvrerieieieeieeienee e 62
5.1.1 CUurso de PreCAICUIO: ........oiiiiiiiee e 63
5.1.2 TallEreS del CUISO: ...t 64
5.1.3 Seleccion de CaS0S 08 ESTUMIO: .......cueiuiiiiiieiieirie ettt bbb 77
5.2 ReCOIECCION 0 10S UALOS .......ccuiiiiieiiiieiieiec ettt see e 79
5.2.1 ROI Al PrOTESOI: ...t bbb nb et 79
5.2.2 ROl del INVESTIGAUON: ..ottt 79
5.2.3 TOMA UE JALOS: ... .ttt bbbt b bttt ettt benneeneas 80
5.3 ANALISIS A€ 10S ALOS........eeveiiiiitiieiisie ettt 80
5.3.1 INStrumentoS de @NALISIS: .......ccveiveuiieiiieieiiite e 80
6.  Analisis de procesos de argumentacion y de demostracion ............ccccceevevveveieeseese s, 83
6.1 Procesos identificados en el taller “NUmeros y Operaciones”........c.ccovveververisierieniesineseennns 84
B.1.1 Problema 1.1 ...cuieiiiiieee ettt 84
B.1.2 ProOBIEMA 1.2 ...t 88
B.1.3 ProbIEma 1.3 ... 92
6.2 Procesos identificados en el taller “Matematica y Realidad” ............cccooeviiiiiiinnnnn, 97
B.2.1 PrODIEMA 2.1 ... e 97

B.2.2 ProDIBMA 2.2 . 107



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 8

IR o 0] o] (=14 F- T USSP PRRTRRN 111
B.2.4 PrODIEMEA 2.4 ...ttt ettt te et 115
B.2.5 PrODIEBMA 2.5 .. oottt reere s 121
6.3 Procesos identificados en el taller “Recipientes”..........ccccovvviiiiiiiiiiniiniee e 127
TR 00 I o 0] o] (=T33 =T 20 OSSP PSPPI 127
IR A o 0] o] (=104 =T 20U PSRRI 136
6.4 Procesos identificados en el taller “Area MAXIMA™ ..........coveeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeenes 143
Rt I o 0] o] (=T o - U S SPPRSSRSS 143
R o o 0] o] (=T o - U SRS PRRSTRSN 147
6.5 Proceso identificado en el taller “Caja sin tapa”...........ccocviiiiiiiiiiniinici e 150
B.5.1 PrODIEMA 5.1 ..ttt b b ne e 151
6.6 Resumen del analisis de Aat0S.........c.civeiiiriiieie i 158
A 0] [0 1] o] 1SRRI 167

Referencias DiblIOgrafiCas. .......ccocoviiiiii e 174



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 9

Lista de figuras

Figura 1.Tipos de pruebas segin BalaCheff ... 35
Figura 2: Esquemas de demostracion de Harel y Sowder (1998) .......ccccovvirirniieieiencnieieeeens 36
Figura 3: Estructura basica de un argumento de TOUIMIN ........ccooviiineiienenee s 44
Figura 4: Modelo de TOUIMIN. ..o 46
Figura 5: Integracion del modelo cK¢ con el modelo de Toulmin. ........ccccooevviniieincienccne 49
Figura 6: Esquema de un paso deductivo en el modelo de Toulmin. ........c.ccooeveiiiininiicnnnen 50
Figura 7: Esquema de un paso inductiva por generalizacion sobre los enunciados ..................... 51
Figura 8: Esquema de un paso inductiva por generalizacion sobre los enunciados. .................... 52
Figura 9: Esquema de un paso en el modelo de Toulmin abductiva. ...........ccccoceviiininiiiinnne 52
Figura 10: Tip0S de deMOSEIACION. .......eiveiiriiieieie ettt nes 54
Figura 11: Esquema de empiriSImMO INGENUO. ......c.oiviitiriiriirieiiieiieie ettt sttt 55
Figura 12: Esquema de experimento crucial basado en ejemplo. .........cccocviiiiiiiiicnnienee 55
Figura 13: Esquema de experimento crucial CONSIIUCTIVO. .........ccoriiiiieiiniiinieee e 56
Figura 14: Ejemplo genérico analitico (EGA). .....cooiiiiiiiiieieeiese e 56
Figura 15: Ejemplo genérico intelectual (EGI)........ccooiiiiiiiiiiiiee e 57
Figura 16: Experimento mental transformativo. ...........ccooviiiiiiiiien e 57

Figura 17: Experimento mental estructural (EME). ........ccocoiiiiiiiiice e 58



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 10

Figura 18:
Figura 19:
Figura 20:
Figura 21:
Figura 22:
Figura 23:
Figura 24:
Figura 25:
Figura 26:
Figura 27:
Figura 28:
Figura 29:
Figura 30:
Figura 31:
Figura 32:
Figura 33:
Figura 34:
Figura 35:

Figura 36.

Esquema para el tipo deductiva formal transformativa (DFT).........cccoocevvviiviiniennnns 58
Esquema para el tipo deductiva formal estructural (DFE). .......ccccccovvviiiiiiineniieieeins 59
Problema seleccionado del taller “NUMeros y operaciones”.........c.ccouverrervereeriennenn. 66
Estructura del ejemplo: Experimento crucial COnStructivo. ..........ccccceeveviveveiiinneeninns 66
Demostracion Gréfica de la ubicacion del punto mas cercano a a.b.........c.coceeeeeene 67
Problema seleccionado del taller “NUMeros y operaciones”.........c.ccvvvverrerivereerennenns 68
Modelacion €N GEOGEDIA. .........cveieriesiecie sttt ne s 68
Estructura del ejemplo: Empirismo ingenuo iNdUCEIVO. .........cccoviveriiiniieie e 69
Problema seleccionado del taller “Matematica y realidad”™............cccooveiiiiiiicninnnn, 69
Estructura del ejemplo: Experimento crucial basado en ejemplos. ..........cccccvvvervennnne 70
Estructura del Ejemplo: Deductiva Formal Estructurante. ............cccccovvvivevviieninennnns 71
Problema seleccionado del taller “Recipientes”..........cccovvviiiiiniienicneene e 74
Ejemplo Demostracién deductiva formal estructurante. ............ccoovevveveievcnnsesnenen, 75
Problema seleccionado del taller “Area MAXIMA”...........covevereeeeeeeeeeeeeseseseeeeeeeeeen. 75
Problema seleccionado del taller “Caja sin tapa”........ccccoovveeiiiniienc e 76
Integracién del modelo cK¢ con el modelo de Toulmin.........cccoovevvvienv e ceccee 81
Cuadro para el anélisis de la continuidad del sistema de referencia..............cccceeneee. 82
Cuadro para el analisis de 1a 8StrUCTUNA. .........ccvverieiiereee e 83

0] o] =10 0P T A TR PR TTRTPRRRRTRTRT 84



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 11

Figura 37:
Figura 38:
Figura 39:
Figura 40:
Figura 41:
Figura 42:
Figura 43:
Figura 44:
Figura 45:
Figura 46:
Figura 47:
Figura 48:
Figura 49:
Figura 50:
Figura 51:
Figura 52:
Figura 53:
Figura 54:

Figura 55:

Estructura de la argumentacion del Problema 1.1 realizada por Carlos...................... 85
Proceso del StUTIANTE. .......c.oiiiiiie e et 86
Cuadro Comparativo 1, continuidad del sistema de referencia (Problema 1.1)........... 87
Cuadro Comparativo 2, continuidad estructural (Problema 1.1).........ccccovvvivenennnnne 87
e (0] o] [=T 3 o= T SO P TS TR 88
Estructura de la argumentacion del Problema 1.2 realizada por Carlos...................... 89
Esquema de la demostracion del Problema 1.2 realizada por Carlos...........c.ccoeeneee. 90
Cuadro Comparativo 3, continuidad del sistema de referencia (Problema 1.2).......... 91
Cuadro Comparativo 4, continuidad estructural (Problema 1.2).......ccccocviiininnnnns 91
o (0] o] [=T 3 - T OSSR T 92
Estructura de la argumentacion del Problema 1.3 realizada por Carlos...................... 93
Estructura de la demostracion del Problema 1.3 realizado por Carlos............cc.c...... 95
Cuadro Comparativo 5, ruptura del sistema de referencia (Problema 1.3). ................ 96
Cuadro Comparativo 6, continuidad estructural (Problema 1.3).......cccccociiiiniinnnns 97
e (0] o] =13 2= 0t S SST 97
Hoja de trabajo de SOTTa. ......cccveiieiiiece e 98
Esquema de la argumentacion de Sofia y Nicol en el Problema 2.1...............ccce.. 99
Hoja de trabajo de NICOL. ..........oiieiceceee e 100

Esquema de la argumentacion del Problema 2.1 realizada por Nicol. ...................... 100



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 12

Figura 56:
Figura 57:
Figura 58:
Figura 59:
Figura 60:
Figura 61:
Figura 62:
Figura 63:
Figura 64:
Figura 65:
Figura 66:
Figura 67:
Figura 68:
Figura 69:
Figura 70:
Figura 71:
Figura 72:
Figura 73:

Figura 74:

Esquema de la argumentacion de NICOL. ..o 101
Hoja de trabajo de NICOL. .......c.ooiiiice e e 102
Esquema de la argumentacion construida en equipo por de Nicol y Sofia. .............. 103
Esquema de la demostracion de Nicol y Sofia del Problema 2.1..........ccccccceieinnns 105
Cuadro Comparativo 7, continuidad del sistema de referencia (Problema 2.1)........ 106
Cuadro Comparativo, continuidad estructural (Problema 2.1).......cccccooviiniiinnnnnne 106
Hoja de trabajo de NICOL. .......cooiieie e 108
Esquema de la argumentacion del Problema 2.2 de Nicol y Sofia..........cccccccvvvennne. 108
Esquema de la argumentacion de NICOL. ..o 109
Cuadro Comparativo 9, continuidad del sistema de referencia (Problema 2.2)........ 110
Cuadro Comparativo 10, continuidad estructural (Problema 2.2)............cccccovvvnneee. 110
Esquema de la argumentacion del Problema 2.3 realizado por Nicol y Sofia. ......... 111
Esquema de la argumentacion del Problema 2.3 realizado por Nicol y Sofia. ......... 113
Cuadro Comparativo 11, continuidad del sistema de referencia (Problema 2.3)...... 114

Cuadro Comparativo 12, continuidad estructural (Problema 2.3).........cccccccvvvinnene. 114
Hoja de trabajo 08 LA, ....cccveeieiieece e 116
Esquema de la argumentacion del Problema 2.4 realizado por Lia. ........cccccceeveneee. 117
Esquema de la demostracion del Problema 2.4 realizado por Lia...........cccccocvvvnnnne. 119

Cuadro Comparativo 13, continuidad del sistema de referencia (Problema 2.4)...... 120



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 13

Figura 75:
Figura 76:
Figura 77:
Figura 78:
Figura 79:
Figura 80:
Figura 81:
Figura 82:
Figura 83:
Figura 84:
Figura 85:
Figura 86:
Figura 87:
Figura 88:
Figura 89:
Figura 90:
Figura 91:
Figura 92:

Figura 93:

Cuadro Comparativo 14, continuidad estructural (Problema 2.4).........cccocvvvvvivennne 120
Hoja de trabajo de Lia. ....ccoveiieiieiece e e 122
Esquema de la argumentacion del Problema 2.5 realizado por Lia. ..........ccccccvnenee. 122
Hoja de trabajo 08 Lia. ....ccoveiieiieiece e e 123
Esquema de la demostracion del Problema 2.4 realizado por Lia..........c.ccoceeevrucnnes 125
Cuadro Comparativo 15, ruptura del sistema de referencia (Problema 2.5). ............ 126
Cuadro Comparativo 16, continuidad estructural (Problema 2.5)............cccccoovnvnneee. 127
Hoja de trabajo de DIEJO. .....ocveiiee et 129
Hoja de trabajo de Carlos. ........coveiiiieiieecie e 130
Hoja de trabajo de Carlos. ........coveiiieiieece e 131

Esquema de la argumentacion del Problema 3.1 realizado por Diego y Carlos. ...... 131

Esquema de la demostracion del Problema 3.1 realizado por Diego y Carlos.......... 134
Cuadro Comparativo 17, ruptura del sistema de referencia (Problema 3.1). ............ 135
Cuadro Comparativo 18, continuidad estructural (Problema 3.1).........ccccocvvvrinnnne. 135
Esquema de la argumentacion del Problema 3.2 realizado por Andrés. ................... 136
Hoja de trabajo de NICOL. ........ooiieece e 137
Esquema de la argumentacion del Problema 3.2 realizado por Andrés y Nicol. ...... 139

Cilindros construidos por 10S eStUdIANTES. ........cueieeiieieirere e 140

Esquema de la demostracion del Problema 3.2 realizado por Andrés y Nicol. ........ 141



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 14

Figura 94: Cuadro Comparativo 19, continuidad del sistema de referencia (Problema 3.1)...... 142
Figura 95: Cuadro Comparativo 20, continuidad estructural (Problema 3.1)..........ccccovrvnnnnne. 142
Figura 96: Hoja de trabajo de JUAN. .........cccooiiiiiiii e 144
Figura 97: Esquema de la argumentacion del Problema 4.1 realizada por Juan..............ccccc...... 144
Figura 98: Esquema de la demostracion del Problema 4.1 realizada por Juan. ...........ccccceeeee. 145
Figura 99: Cuadro Comparativo 21, unidad del sistema de referencia (Problema 4.1)............... 146
Figura 100: Cuadro Comparativo 22, continuidad estructural (Problema 4.1)............cc.ccovnnnne. 146
Figura 101: Esquema de la argumentacion del Problema 4.2 realizada por Carlos. .................. 148
Figura 102: Esquema de la demostracion del Problema 4.2 realizada por Carlos..................... 149
Figura 103: Cuadro Comparativo 23, continuidad del sistema de referencia (Problema 4.2).... 150
Figura 104: Cuadro Comparativo 24, continuidad estructural (Problema 4.2)............cc.ccooveunee. 150
Figura 105: Hoja de trabajo de Carl0S. .........cccoeiiiiiiiiiiiieee s 152
Figura 106: Hoja de trabajo de Carl0S. ..o s 152
Figura 107: Nueva hoja de trabajo de Carl0S...........cccoviiiiiiiiiiie s 153
Figura 108: Trabajo de Carlos tomado del VIde0............ccoureiriiciiiiiiciceesee e 154
Figura 109: Esquema de la argumentacion del Problema 5.1 realizado por Carlos y Diego. .... 155
Figura 110: Hoja de trabajo de Carl0s. .........cccoieiiiiiiiieeieee s 157
Figura 111: Estructura de la argumentacion de Carlos. ...........cccoriiiinineiiincccees 157
Figura 112: Cuadro Comparativo 26, continuidad estructural (Problema 5.1)............ccoccovnnnne. 158



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 15

Figura 113: Resumen del analiSiS. .......ccocooiiiiiiieieee s 160
Figura 114: Resumen del @naliSiS. ........cooiiiiiiiieieee s 161
Figura 115: Resumen del @naliSiS. ........ccoooiiiiiiieiiee s 164
Figura 116: Resumen del analiSiS. ..o s 165

Figura 117: Resumen del analiSiS. .......c.ocooiiiiiiiiiieee s 166



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 16

Lista de Apéndice
APENAICE A: TeSt AIAgNOSTICO ...c.vveiiiieiieii ettt ste et e sreeae e e sreeee s 180
N o 1=T Lo ot = I 11 T SO S PSSSRSSN 183
APENAICE C: TallEr 2.t te e ns 186
F AN L= Lo [Tor I R I 11 T SO 188
APENAICE E: TAIEI 4 ... e et e e b e e s re e sneenas 191
F AN L= Lo [Tor e I 1] =T o OSSPSR 195
y AN L= Lo [Tor R I 11 T SO 201
y AN o= Lo Lol o R I 11 T USSP TSP 206
APENAICE I TAIEE 8 ...ttt e e b e s te e e nnas 210
APENAICE J: TAlIEr 9. et 213
y AN L= Lo Lo LG I 11 T TSRO P SR 216
y AN o= Lo Lot O I 1| L 5 SRS P TSP 218
APENAICE M: TAIEE 12t re e be e te e neeeas 220
APENAICE Nz TAHIEE 131 oot te e e be e s aeeeeeneenas 222

y AN o= Lo [Tor = @ R I 11 T SO SROROP SR PORP 226



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 17

RESUMEN

TITULO: PROCESOS DE ARGUMENTACION Y DE DEMOSTRACION
DE ESTUDIANTES EN UN CURSO DE PRECALCULO™

AUTOR: EDWIN LOPEZ VELANDIA

PALABRAS CLAVE: ARGUMENTACION, DEMOSTRACION, DIFICULTADES,
MODELO DE TOULMIN, MODELO CK¢, UNIDAD
COGNITIVA.

Descripcion:

Literatura referente a la demostracion en educacion matematica reporta que los estudiantes presentan
dificultades cuando resuelven problemas de demostracion y nuestra experiencia nos ha mostrado que
muchos estudiantes que ingresan la Universidad Industrial de Santander no son ajenos a esta
problemética. Por lo que pretendemos con esta investigacion alcanzar los siguientes objetivos de
investigacion, 1) Analizar la unidad cognitiva entre los procesos de argumentacion y demostracion de
estudiantes de un curso de precalculo en la resolucion de problemas de variacion y cambio, 2)
Identificar dificultades entre los procesos de argumentacion y de demostracion de estudiantes de un

curso de precélculo en la resolucién de problemas de variacion y cambio.

Para esto empleamos un marco teérico compuesto por el Modelo de Pedemonte, el constructo de
unidad cognitiva, una caracterizacion de argumentacion y una de demostracion. Encontrando que los
estudiantes realizan argumentaciones y construyen demostraciones a partir de procesos empiricos
basados solo en ejemplos, mostrando unidad cognitiva empirica, que reportamos como una dificultad
que presentan los estudiantes, ya que esto les impide realizar demostraciones con pasos deductivos que
les permita dar solucién adecuada a los problemas planteados. Ademas reportamos dificultades
emergentes en el trabajo de los estudiantes y que se hacen aun mas dificil su actividad matemaética
como son la inadecuada interpretacion de los problemas y abordar problemas de variacion y cambio

como si fueran problemas invariantes.

" Trabajo de Maestria
Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jorge Enrique Fiallo Leal, Doctor en Didactica de la
Matematica.
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SUMMARY

TITLE: ARGUMENTATION AND PROOF PROCESSES OF

STUDENTS IN A PRE-CALCULUS COURSE™

AUTHOR: EDWIN LOPEZ VELANDIA

KEYWORDS: ARGUMENT PROCESSES, PROOF PROCESSES,
DIFFICULTIES, TOULMIN MODEL, CK¢ MODEL,
COGNITIVE UNIT.

Description:

Literature regarding the proof in mathematical education reports that students present difficulties
when solving proof problems and our experience has shown us that many students entering the
Universidad Industrial de Santander are no strangers to this problem. With this research, we aim
to achieve the following research objectives: 1) Analyze the cognitive unit between the
argumentation and proof processes of students of a pre-calculus course in solving problems of
variation and change, 2) Identify difficulties between the argumentation and proof processes of
students of a pre-calculus course in solving problems of variation and change.

For this we use a theoretical framework composed of the Pedemonte Model, the cognitive unit
construct, an argumentation, and a proof characterization. Finding It was found that students
make argumentations and construct proofs from empirical processes based only on examples,
showing empirical cognitive unity, which we report as a difficulty presented by students because
this prevents them from performing proofs with deductive steps that allow them to give adequate
solutions to the problems posed. In addition, we report emerging difficulties in the students' work
that make their mathematical activity even more difficult, such as inadequate interpretation of the

problems and dealing with problems of variation and change as if they were invariant problems.

* Master's Thesis
Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jorge Enrique Fiallo Leal, Doctor en Didactica de la
Matematica.
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Introduccion

Diversos han sido los lineamientos que la comunidad de investigadores en educacion matematica
han dado sobre la argumentacion y la demostracion en matematicas; por ejemplo, en los
Principios y estandares para la educacion matemética (NCTM, 2003) se plantea el desarrollo
del proceso de razonamiento y la demostracién como unos de los aspectos fundamentales de la
matematica escolar, sefialando que los estudiantes desde temprana edad deberian entender que
siempre hay que razonar las afirmaciones que se hagan, hacer generalizaciones, crear conjeturas
y demostrarlas.

Hacer matematicas implica descubrir, y la conjetura es el principal camino para el

descubrimiento (NCTM, 2003, p.60)... Junto con establecer e investigar conjeturas,

los estudiantes deberian aprender a contestar la pregunta ¢por qué funciona esto?..

Para ayudar a desarrollar y justificar conjeturas mas generales y, también, a refutar

conjeturas, los profesores pueden preguntar: ;funciona siempre?, ¢algunas veces?,

jnunca?, ¢por qué? (ibid., p.61).

Los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas del Ministerio de Educacion de
Colombia precisan que un estudiante es matematicamente competente si es capaz de “usar la
argumentacion, la prueba y la refutacién, el ejemplo y el contraejemplo, como medios de validar
y rechazar conjeturas, y avanzar en el camino hacia la demostracion” (MEN, 2006, p. 51). Por lo
que se esperaria que los estudiantes, a lo largo de la secundaria, adquieran cierta destreza para
realizar procesos de argumentacion y demostracién ya que con esto, mas que adquirir un camulo

de conocimientos, adquieren habilidades matematicas basicas.
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No obstante, suele ser comdn escuchar a los profesores sefialar que los estudiantes no
evidencian habilidades para realizar procesos demostrativos deductivos en los cursos de
mateméticas basicas (Calculo Diferencial, Algebra Lineal o Geometria Euclidiana) que deben
cursar en los primeros semestres de la universidad. Situacion constatada en el curso de
precélculo que ofrece la Universidad Industrial de Santander a estudiantes de carreras de ciencias
e ingenierias, con el propdsito de desarrollar pensamiento variacional desde un enfoque de
resolucion de problemas (Fiallo y Parada, 2014) donde, en un grupo de 26 integrantes,
encontramos que ellos no realizaron procesos de argumentacion ni demostracién basados en

pasos deductivos que evidenciara lo que esta propuesto en los documentos nacionales.

Al indagar en la literatura, encontramos que los estudiantes de todos los niveles educativos
tienen dificultades para producir demostraciones en el aula (Harel y Sowder, 1998; Moore 1994,
citado por Alvarado y Gonzélez, 2010; Fischbein, 1982; Senk, 1985 citado por Balacheff, 1988,
Recio y Godino, 1996; Recio, 2000; Fiallo, 2011; y, Fiallo y Gutiérrez, 2017). Fendmeno que se
convierte en la problematica de esta investigacion, la cual no es nueva en el campo de la

educacion matematica.

Nuestro estudio tiene como propdsito ayudar a comprender las dificultades presentadas por
los estudiantes de primer semestre universitario en los procesos de argumentacion y de
demostracion. Para cumplir con este objetivo usamos el constructo de unidad cognitiva (Boero,
Garuti, Mariotti, 1996), redefinido y adoptado como una herramienta de investigacion que
analiza la congruencia entre la fase de argumentacion y la subsiguiente produccion de la
demostracion, asumiendo que la congruencia pueda o no ocurrir (Mariotti, 2006, citado en Fiallo,
2011). Ademas tenemos en cuenta la caracterizacion de los procesos de argumentacion y de

demostracion propuesta por varios investigadores, entre ellos Pedemonte (2002 y 2005),
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Miyakawa (2005), Fiallo (2011) y Fiallo y Gutiérrez (2017), quienes analizan el vinculo entre
argumentos espontaneos planteados para el planteamiento de una conjetura o enunciado
conclusion (llamado proceso de argumentacién) y argumentos matematicamente aceptables para
la construccién de la demostracion (llamado proceso de demostracion) con una herramienta de
andlisis que integra el Modelo ck¢ (Balacheff y Margolinas, 2005) al Modelo de Toulmin

(Toulmin, 2007).

Resaltamos que la “argumentacion” se refiere a todo el proceso que esta relacionado con el
planteamiento de la conjetura” y “demostracion” se refiere al proceso final que valida la
conjetura anunciada (Pedemonte, 2002, p. 83) y asi es como lo consideramos en esta

investigacion.

Mediante una metodologia de investigacién cualitativa registramos y analizamos los procesos
de argumentacion y de demostracion realizados por estudiantes durante algunos talleres del curso

de precélculo citado anteriormente.

El documento estd organizado de la siguiente manera: en el primer capitulo concretamos el
problema, las preguntas y objetivos de la investigacion. En el segundo capitulo presentamos la
relacion entre la argumentacion y la demostracion, ademas la caracterizacion de dichos procesos,
esto a la luz de los antecedentes de la investigacion. En el tercer capitulo, exponemos el marco
tedrico de nuestro estudio. En el cuarto capitulo, detallamos la metodologia y la forma como
usamos el marco teodrico. En el quinto, presentamos los procesos de argumentacion y
demostracion realizados por los estudiantes seleccionados, esto a partir de algunos talleres del
curso de precélculo que facilitan los procesos que nos competen. En el capitulo sexto damos las

conclusiones del estudio. Finalmente, presentamos las referencias bibliograficas y los anexos.
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1. Problema, Preguntas y Objetivos de la Investigacion

1.1 Problema de investigacion

Los Estadndares Bésicos de Competencias en Mateméaticas (MEN, 2006) proponen al
razonamiento como uno de los cinco procesos de la actividad matematica que deben desarrollar
los estudiantes. Al respecto, se declara que “el desarrollo del razonamiento 16gico empieza en los
primeros grados apoyado en los contextos y materiales fisicos que permiten hacer predicciones y
conjeturas; justificar o refutar esas conjeturas; dar explicaciones coherentes” (p. 54), lo cual
Ilama la atencion sobre la superacion de la memorizacion de reglas y algoritmos. Asi mimo, para
los grados superiores, los estandares sefialan que el razonamiento se debe independizarse de los
fisico para darle paso a cadenas argumentativas para validar o invalidar conclusiones a través de

proposiciones y teorias (MEN, 2006).

En los Principios y Estandares para la Educacion Matematica (NCTM, 2003) se propone que,
ademas de los contenidos, se deben desarrollar estdndares de procesos a lo largo de la formacion
matematica de los estudiantes. Incluso que la experiencia en la escuela deberia ayudar a los
estudiantes a reconocer el razonamiento y la demostracién como aspectos fundamentales de las
matematicas; a formular e investigar conjeturas matematicas; a desarrollar y evaluar argumentos
y demostraciones matematicos; y, a elegir y utilizar varios tipos de razonamiento y métodos de

demostracion.
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Al indagar en la literatura, encontramos que desde hace més de 30 afios ya se reportan
dificultades cuando los estudiantes se enfrentan a problemas de demostracion y aunque se le ha
dado una gran importancia al desarrollo de los procesos matematicos, vemos que en la

actualidad la problematica sigue igual en lo referente al razonamiento y la demostracion.

Fischbein (1982), por ejemplo, documenta que solo el 14,5% de 400 estudiantes de
secundaria de Tel Aviv aceptaban una demostracion desarrollada con un razonamiento l6gico sin
la necesidad de comprobaciones empiricas adicionales. Senk (1985 citado por Balacheff, 2000)
reporta que el 85% de 2.699 graduandos de secundaria de los Estados Unidos no dominaba la

formulacion de una demaostracion.

Moore (1994, citado por Alvarado y Gonzélez, 2010) documenta dificultades para realizar
demostraciones formales en estudiantes universitarios, dada la falta de habilidad para formular
postulados debido al poco entendimiento intuitivo de los conceptos involucrados en la
demostracién, las imagenes inadecuadas que poseian de los conceptos, y la ausencia de

entrenamiento para generar y usar sus propios ejemplos.

Harel y Sowder (1998) sefialan que para algunos estudiantes un texto matematico era una
argumentacion dada su apariencia, es decir, si el formato era de doble columna como el utilizado
en geometria durante la secundaria, mientras que otros consideraron como demostraciones a
muchas proposiciones matematicas triviales al juzgarlas por su valor de verdad, en lugar de su
valor l6gico. Por ejemplo, estudiantes de Gltimo afio de preparatoria tuvieron dificultad para
concebir por qué se debia justificar la proposicion “para cualquier cono doble, hay un plano que
lo cruza en una elipse”, ante esto los estudiantes en lugar de demostrar la proposicion,

verificaron si era cierta (Harel, 2006).
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Recio y Godino (1996) y Recio (2000) reportan las dificultades para generar demostraciones
formales, ya que el 32,9% de 429 estudiantes universitarios desarrollaron de manera formal dos

demostraciones que les pedian.

Fiallo (2011) y Fiallo y Gutiérrez (2017) a partir del andlisis de la unidad cognitiva propuesta
por Pedemonte (2002), presentan cuatro ejemplos de unidad o ruptura cognitiva que surgen al
estudiar la relacion entre los procesos de argumentacion para el planteamiento de una conjetura 'y
la construccion de su demostracion. En sus investigaciones, los autores resaltan posibles
dificultades o fortalezas, en cada uno de los cuatro ejemplos, que pueden ser consideradas en las
aulas de clase para garantizar que los estudiantes avancen en su camino hacia la construccion de

demostraciones deductivas.

Ademas, el Ministerio de Educacién Nacional (MEN) sugiere a los profesores de matematicas
trabajar sobre la variacion desde temprana edad disefiando estrategias significativas para
favorecer el desarrollo del pensamiento variacional teniendo en cuenta que “el significado y
sentido acerca de la variacion puede establecerse a partir de las situaciones problematicas cuyos
escenarios sean los referidos a fenomenos de cambio y variacion de la vida practica” (MEN,

1998, p. 73).

Pero en el proyecto “Diagnodstico de las causas de desercion y retencion estudiantil en los
programas de pregrado presencial de la Universidad Industrial de Santander” (UIS, 2011) se
reporta que en el periodo 2002-2008 la materia con el méas alto porcentaje de dificultad es
Célculo Diferencial (Botello, 2013). Fiallo y Parada (2014) plantean que las causas de la
reprobacion en la asignatura podrian ser de tipo: curricular, metodologias de ensefianza o

procesos de aprendizaje. Con relacion a los aspectos curriculares, los autores pensaron en una de
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las causas podria ser que los estudiantes no traen los conocimientos necesarios de algebra y de

precélculo.

Por esta razén Fiallo y Parada crean e implementan un curso precélculo, dirigido a los
estudiantes de nuevo ingreso a las facultades de ciencias e ingenierias, que se imparte desde el
afio 2013 en la Universidad Industrial de Santander como una alternativa preventiva para atender

la problematica de repitencia y desercion referente a la materia Célculo Diferencial.

El curso de precélculo se disefia bajo una metodologia que supere el enfoque tradicional, es
decir, no es un repaso de los conceptos, de procedimientos o algoritmos necesarios para un curso
de Célculo Diferencial (Fiallo y Parada, 2014), por el contrario se busca el desarrollar
“pensamiento variacional”, usando GeoGebra y una metodologia basada en la resolucion de
problemas, en el que se involucran los procesos matematicos (MEN, 2014), esperando con esto
aportar a la produccién de aprendizajes significativos alrededor de las dos ideas centrales del

Célculo Diferencial: la variacion y el cambio (Fiallo y Parada, 2014).

En el segundo semestre de 2015, aplicamos una prueba diagndstica con dos problemas de
demostracién a un grupo de 26 del curso de precalculo ofrecido por la UIS: el primero fue un
problema geométrico que requeria al estudiante escoger y justificar una de seis demostraciones
(elaboradas segun la caracterizacion de Fiallo (2011)), el segundo fue un problema aritmético
que requeria del planteamiento de una conjetura y la construccion de su respectiva demostracion
(véase Apéndice A). Con esta prueba diagndstica notamos que en las respuestas de los
estudiantes predominaban los casos particulares o ejemplos numéricos para apoyar los procesos

de argumentacion y de demostracion solicitados.

A partir de la experiencia expuesta, y con el respaldo de las investigaciones mencionadas,

esperamos que esta investigacion aporte a: el conocimiento de las dificultades asociadas a los
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procesos de argumentacion y de demostracion de los estudiantes de primer semestre
universitario; comprender la naturaleza de esas dificultades y de las respectivas consecuencias en
la comprension de los conceptos fundamentales del célculo y la resolucion de problemas de
variacion y cambio. Esto nos permitira brindar a los profesores de matematicas e investigadores
interesados en el tema, un diagnostico de los procesos de argumentacion y de demostracion que
realizan estudiantes de primer semestre de las carreras de ciencias e ingenierias de la UIS en un
curso-laboratorio de precélculo que apunta a promover el desarrollo del “pensamiento
variacional” a través del desarrollo de los procesos matematicos: comunicacion, representacion,

demostracién y elaboracion comparacion y ejecucion de procedimientos.
Por las razones anteriores, hemos planteado las siguientes preguntas de investigacion.
1.2 Preguntas de investigacion

1. ¢Cbémo son los procesos de argumentacién y de demostracién realizados por estudiantes de

un curso de precalculo cuando resuelven problemas de variacion y cambio?

2. ¢Qué dificultades presentan los estudiantes de un curso de precalculo cuando resuelven

problemas de variacién y cambio que requieren procesos de argumentacién y de demostraciéon?

Para darle repuesta a estas preguntas de investigacién, hemos planteado en los siguientes

objetivos de investigacion.
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2. Objetivos

Analizar la unidad cognitiva entre los procesos de argumentacion y demostracion de estudiantes

de un curso de precélculo en la resolucion de problemas de variacion y cambio.

Identificar dificultades entre los procesos de argumentacion y de demostracion de estudiantes de

un curso de precélculo en la resolucion de problemas de variacion y cambio.

3. Antecedentes

La atencién sobre la argumentacién en matematicas ha aumentado recientemente (Knipping,
2003; Pedemonte, 2007), por lo que se ha llamado la atencién sobre su desarrollo en las aulas de
clase en los niveles de educacion basica primaria y secundaria; un ejemplo destacable de ello se

halla en los Principios y Estandares para las Matematicas Escolares de los Estados Unidos:

El razonamiento y la demostracién no son actividades especiales reservadas para
horarios especiales o temas especiales en el plan de estudios, sino que deben ser una
parte natural y continua de las discusiones en el aula, sin importar qué tema se esté

estudiando (NCTM, 2003, p. 342).

Teniendo en cuenta la considerable capacidad de razonamiento con que los nifios llegan a la
escuela, los profesores podrian ayudarles a aprender lo que supone el razonamiento matematico

para que, al final de su formacion matematica escolar, ellos desarrollen y evallen argumentos
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matematicos y demostraciones; elijan y utilicen varios tipos de razonamiento y métodos de

demostracién, como sefala el NCTM.

Ante esos lineamientos, nos dimos a la busqueda de trabajos que abordaran la argumentacion

y la demostracion, por lo que encontramos investigaciones que:

1. Disefan actividades matematicas para favorecer el desarrollo de la argumentacion o la
demostracion y analizan su impacto (Pedemonte, 2002; Molfino, 2006; Fiallo, 2011;

Soler-Alvarez, Avila y Luque, 2013).

2. Caracterizan los argumentos de los estudiantes en actividades matematicas (Balacheff,
1988; Harel y Sowder, 1998; Inglis, Mejia-Ramos y Simpson, 2007; Manrique, 2011;

Soler-Alvarez, 2013; Ortegon, 2013; Sen y Guler, 2015).

3. Reportan dificultades que tienen los estudiantes en torno a la argumentacion deductiva
(Balacheff, 1988; Herbst, 1999 y Weiss, Hebst y Chen, 2009 citados por Durango,

2017).

Fiallo, Camargo y Gutiérrez (2013) reportan que la mayoria de investigaciones sobre la
ensefianza y el aprendizaje de la demostracion se han realizado en el dominio de la geometria
euclidiana (varias de ellas apoyadas en el uso de programas informéaticos de geometria

dinamica), otras en la linea de la teoria de nimeros, el razonamiento probabilistico o el algebra.

Durango (2017) sefiala que los estudios sobre la argumentacion en educacion matematica
pueden categorizarse en las siguientes lineas: formacion de profesores, cognicién, curriculo,
epistemologia y logica (Mariotti, 2006; Hareld y Fuller, 2009; Fiallo, Camargo y Gutiérrez, 2013
citados por Durango, ibid.). Los trabajos que disefian actividades matematicas para favorecer el

desarrollo de la argumentacion o que caracterizan los argumentos de los estudiantes en
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actividades matematicas mencionados anteriormente, han usado el modelo de Toulmin para
analizar los argumentos de los estudiantes, modelo que se ha convertido en un instrumento Util
en educacion matematica para explicitar la estructura de la argumentacién (esto se precisa en el

marco tedrico).

Estos hallazgos vy, en particular, el trabajo de Fiallo, Camargo y Gutiérrez (2013), condujeron
nuestra revision bibliografica, de una parte, hacia investigaciones que han estudiado la relacion
entre la argumentacion y la demostracion; y, de otra parte, hacia aquellas que han estudiado los
procesos de argumentacion y de demostracion realizados por estudiantes, de donde emergen
dificultades para elaborar estos procesos de forma deductiva. Cada grupo de estas
investigaciones corresponde a una de cinco lineas de trabajo alrededor de la demostracion, las

cuales han sido propuestas por los autores arriba mencionados.
3.1 La relacién entre argumentacién y demostracion

A continuacion, exponemos las posturas de investigadores que han analizado la relacion entre
la argumentacion y la demostracion desde diferentes perspectivas. Veremos que, tal como lo
asumimos en este trabajo, algunos de ellos consideran de gran importancia el desarrollo de una
argumentacion para el planteamiento de una conjetura que puede ayudar a la construccion de su

posterior demostracion.

Respecto a la demostracion, Crespo (2005) sefiala que tanto Balacheff (1982) como Duval
(1993) emplean el término demostracion con significados similares: secuencia de enunciados
organizados segun reglas determinadas. La autora advierte que para Duval el objeto de una
demostracion es la verdad y, por lo tanto, obedece a criterios de validez, mientras que la

argumentacion se propone lograr la conviccion del otro o de si mismo, obedeciendo a criterios
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de pertinencia. Es decir, su valor de verdad depende el contexto en el que se esté desarrollando

la actividad matematica.

Lo anterior ayuda a entender por qué Balacheff (1988) considera que la interaccion social
tiene una importancia relevante con respecto a la diferencia entre la argumentacion y la
demostracion, ya que mediante la interaccion los estudiantes pueden plantear argumentos para
convencerse unos a otros, por lo que Balacheff no considera a la argumentacién como una via
hacia la demostracion por considerar que tienen objetivos distintos: mientras que la
demostracion es un razonamiento valido, la argumentacion no tiene esos vinculos de validez,
sino de pertinencia. Es decir, la demostracion, a través de la l6gica, busca determinar el valor de
verdad de una afirmacion con respecto a un sistema logico deductivo; la argumentacion,
utilizando una légica coherente, busca la credibilidad y el convencimiento de otra persona o

personas.

Duval (1995) y Duval (2007) se adhiere a esta postura y enfatiza que la diferencia radica
entre el nivel seméntico, donde el valor epistémico de un enunciado es fundamental, y el nivel
tedrico donde, en principio, solamente la validez del enunciado es lo que cuenta; el autor afirma
que, a pesar de una proximidad discursiva entre argumentar y demostrar, existe una distancia
cognitiva que las separa; afirma que la funcién y la estructura de un razonamiento deductivo es
de un carécter diferente al de la argumentacion espontdneamente aplicada en discusiones o en

debates relativos a conflictos cognitivos.

La distancia epistemoldgica y cognitiva propuesta por Duval entre la argumentacion y la
demostracion se da dentro de la matematica formal pero estos procesos en la matematica escolar

tienen varios aspectos en comun, como procesos y ademas como productos (Douek, 1998), lo
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cual llama la atencion, entre otras cosas, sobre los procesos de producir una argumentacion y una

demostracion.

Los investigadores italianos (Boero, Garuti, Lemuti y Mariotti, 1996; Mariotti, 1997, 2005,
2006; Garutti et al., 2008; Douek, 2009) ponen de relieve el vinculo de relacion entre la
argumentacion y la demostracién al proponer que en una tarea matematica apropiada, es posible
implementar con éxito un proceso de produccion de teoremas caracterizado por un fuerte vinculo
cognitivo entre los procesos de argumentacion y de demostracion, conclusion respaldada por
diversas investigaciones basadas en experimentos de ensefianza. Por ejemplo, a un grupo de
estudiantes de grado octavo se les propuso resolver problemas que requerian elaborar conjeturas
y demostrarlas de manera deductiva, los investigadores observaron que quienes mantenian una
alta coherencia entre los elementos usados en el planteamiento del enunciado y la demostracion
deductiva construida para justificarlo resolvian con éxito los problemas, mientras que los
estudiantes que mostraban diferencias importantes entre la argumentacion de elaboracion y
verificacion de la conjetura no lograban completar una demostracion deductiva correcta (Boero,

Garuti, Lemuti y Mariotti, 1996).

Lo anterior condujo a estos autores a proponer el constructo “unidad cognitiva de teoremas”
para destacar la coherencia (o la falta de ella) entre ambas fases de resolucion de los problemas
que requerian de una conjetura y una demostracion para concretar un teorema. La unidad
cognitiva afirma que, durante la construccion de una conjetura, el estudiante puede producir una
actividad argumentativa en la que justifique la plausibilidad de las opciones que toma. Durante
la fase posterior, puede construir sobre este proceso, de manera consistente y organizando los

argumentos ya producidos a lo largo de una cadena deductiva, el proceso para concretar la
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demostracion. Las investigaciones del grupo italiano sefialan que existe un posible desfase entre

la produccion de una conjetura y la construccion de su demostracion.

Definimos como la brecha entre la exploracion de la afirmacion y el proceso de
demostracion la distancia entre los argumentos para la plausibilidad de la conjetura
producida durante la exploracion de la afirmacion y los argumentos que pueden ser

explotados durante el proceso de demostracion (Garuti, Boero, Lemut, 1998).

La distancia cognitiva entre la argumentacién y la demostracion apoyada por Duval se basa
en un analisis funcional y estructural, aportes que son considerados por Pedemonte (2002) quien
le da importancia a la distancia estructural, pues para ella la distancia estructural es otro tipo de
diferencia que puede existir entre la argumentacién y la demostracion ya que esta Ultima,
normalmente construida de acuerdo a una cadena deductiva, suele tener una estructura que esta

muy alejada de la primera.

Por otra parte, la unidad cognitiva sugerida por Boero, Garuti, Mariotti (1996) entre la
argumentacion y la demostracion se analiza considerando aspectos conceptuales, las expresiones
verbales, la heuristica de la argumentacion y la demostracion, en definitiva, desde el "sistema de
referencia”. Pedemonte (2002) explica que cuanto mayor es la distancia referencial entre el
proceso de argumentacion y el proceso de demostracién, mayor es la dificultad del estudiante

para construir una demostracion deductiva.

Pedemonte (2002) sefiala que las distancias referenciales y las estructurales pueden
observarse a partir del andlisis, de los procesos de argumentacion y de demostracion, realizado
por el sujeto. Pero las dificultades que puede encontrar son observables en el comportamiento
del sujeto al construir una demostracion pues son las actividades, acciones, palabras, gestos, etc.

del sujeto las que permiten identificar estas dificultades. Es decir, para precisar, si el sujeto logra
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resolver el problema sin mostrar ninguna dificultad en la transicion de la argumentacién a la
demostracidn, entonces no hay sintomas de ruptura en su actividad, la posible distancia entre los
dos procesos es manejada por el sujeto. Pero, si en la actividad del sujeto se determina la
presencia de sintomas como la interrupcién del sistema de referencia, el blogqueo, los errores, el
exceso de tiempo empleado en la argumentacion, etc., entonces se puede asumir la presencia real
de una ruptura cognitiva. De manera que, para Pedemonte, el andlisis la continuidad entre la
argumentacion y la demostracion es la forma de determinar la unidad cognitiva (referencial o

estructural), y la distancia entre ambos puede causar ruptura cognitiva.

Haciendo més fino su analisis, para el analisis cognitivo de la continuidad que puede existir
entre los procesos de argumentacién ligada a una conjetura y su demostracién, desde el punto de
vista estructural y del sistema de referencia, Pedemonte utiliza una herramienta basada en el
modelo cK¢ (Balacheff (1995) el que fue integrado en el modelo de Toulmin (1958). Pedemonte
considera al modelo cK¢ porque, aunque el modelo de Toulmin permite transformar el proceso
de resolucion de un problema en una concatenacién de pasos de la argumentacion, de la
conjetura, y de la demostracion, esto no es suficiente. Pedemonte resalta que se requiere de una
herramienta que permita considerar el sistema de referencia de la argumentacion y de la
demostracién y que permita considerar los aspectos relacionados con los conocimientos de los
estudiantes que estan en juego durante la resolucion de un problema, refiriéndose con esto al

sistema de referencia.

Fiallo (2011), apoyado de las ideas de Boero, Garuti, Lemut y Mariotti (1996), Pedemonte
(2002), asume la relacion de la argumentacion y la demostracion, analiza la existencia de la
continuidad o ruptura cognitiva entre los dos procesos presente en el trabajo realizado por

estudiantes que se enfrentan a problemas de demostracion de Trigonometria.
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Para ello Fiallo, (i) disefia una unidad de ensefianza que promueve las funciones de la
demostracion propuestas por De Villiers (1993 citado por Fiallo, 2011): de descubrimiento, de
explicacion, de verificacion, de comunicacion y de axiomatizacion; (ii) reinterpreta los tipos de
demostracion propuestos por Marrades y Gutiérrez (2000) y adapta el modelo de Toulmin para
esquematizar los tipos de demostracion emergentes de su propuesta; (iii) toma, lo que él llama,
el “Modelo Pedemonte” (la integracion del modelo cK¢ en el modelo de Toulmin) para analizar
la estructura y el sistema de referencia tanto de la argumentacion como de la demostracion; (iv)
adapta el constructo de unidad o ruptura cognitiva para el analisis de dichos procesos de

estudiante resuelve problemas de demostracion relativos a la trigonometria.

A partir de los resultados obtenidos por Fiallo (2011), los autores Fiallo y Gutiérrez (2017)
plantean cuatro categorias de unidad o ruptura cognitiva de las cuales, a continuacién, damos

una breve descripcion, retomando parte de sus conclusiones. Las categorias son:

Unidad cognitiva empirica: unidades empiricas, estructurales y referenciales. El uso de
ejemplos no favorece la ruptura estructural necesaria para pasar de los argumentos perceptivos

sobre las conjeturas a las demostraciones deductivas.

Ruptura referencial y unidad estructural empirica: ruptura del sistema de referencia sin
ruptura estructural. A veces los estudiantes tienen dificultades para construir demostraciones
deductivas porque las generalizaciones hechas a partir de los datos observados no se convierten

en conocimientos teoricos, lo que dificulta la ruptura estructural.

Unidad referencial y ruptura estructural: unidad de los sistemas de referencia debido al uso
de analogia con problemas previos. Los estudiantes tienden a repetir afirmaciones o
afirmaciones usadas previamente, las cuales conducen a la construccion de cadenas de

afirmaciones que parecen demostraciones deductivas, pero son incorrectas.
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Unidad cognitiva deductiva: unidades deductivas estructurales y referenciales. Las acciones
empiricas de los estudiantes tienen la intencion de verificar la exactitud de las conjeturas, pero

los argumentos y demostraciones se basan en propiedades generales abstractas.
3.2 Procesos de argumentacion y de demostracion

En este apartado presentamos resultados de algunas investigaciones que dan cuenta de los
hallazgos en las producciones matematicas de los estudiantes relacionados con los procesos de
argumentacion y de demostracion, las cuales ofrecen ademas elementos tedricos que permiten

caracterizarlos.

Balacheff diferencia y analiza los procesos de validacion utilizados por los estudiantes en
cuatro tipos principales de prueba pragmaticas e intelectuales: empirismo ingenuo, experimento
crucial, ejemplo genérico, experimento mental (Figura 1); la categorizacion de cada tipo de

prueba estd determinada por su nivel de exigencia de generalidad, y por su nivel de

conceptualizacion de los conocimientos que exige.

Ejemplo
genérico

Empirismo
ingenuo

Experimento
crucial

Experimento
mental

4 N | N |7 N |7

Consiste en verificar Consiste en explicar
una proposicion de las razones de

Consiste )
operaciones y las

Aquella en la se relaciones que

asegurar la validez
del enunciado una

un caso para el cual
se asume que “si

validez de una
afirmacion para la

sirven de preludio a
la prueba pero

vez verificado en funciona ahora, validacion de nunca son escogidas
algunos casos. entonces funcionara operaciones de un por el resultado de
siempre” objeto. su puesta en
\_ Y, \_ Y, \_ Y, \_ practica. Y,

Figura 1.Tipos de pruebas segun Balacheff
Fuente: Elaboracion propia adaptado de Balacheff (1998)

Balacheff (1988) plantea una ruptura del empirismo ingenuo y el experimento crucial con el

ejemplo genérico y el experimento mental. En los dos primeros se valida una proposicion con la

constatacion de un hecho y en las dos segundas se valida una proposicion fundada en la razon.
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Ademas plantea el paso del empirismo ingenuo al experimento crucial corresponde a la toma de
consciencia de la exigencia de asegurar la generalidad de la conjetura propuesta y plantea que el
paso del ejemplo genérico al experimento mental se basa en una construccion de lenguaje que
implica el reconocimiento y la diferenciacion de los objetos y de las relaciones en juego en la
resolucion del problema, incluyendo que el ejemplo genérico constituye un estado transitorio en

el paso de las pruebas pragmaéticas a las pruebas intelectuales.

De otra parte, Harel y Sowder (1998) atribuyen las respuestas de los estudiantes de las tareas
matematicas propuestas al funcionamiento de esquemas generales de la cognicidn, introduciendo
la idea de demostracion basada en la observacion empirica de las actividades estudiantiles;
contrario a Balacheff (1988), ellos no diferencian entre "demostracion deductiva" y
"demostracion empirica”, ya que cualquier proceso de justificacion que observan lo consideran

como un proceso de demostracion.

De acuerdo con sus observaciones, Harel y Sowder (1998) proponen unos esquemas de
demostracion cuyo centro es el convencimiento propio y la persuasion del individuo cuando se
enfrenta a una situacion determinada; ademads, establecen tres categorias de esquema de
demostracién los cuales surgen a partir de experiencias con estudiantes preuniversitarios, como

se puede apreciar en la Figura 2.

Esquemas de Esquemas de Esquemas de
demostracion externos (o demostracion empiricos demostracion
conviccion externa) Analiticos
Ritual Inductivo Transformacional
Autoritaria Perceptual Axiomatico
Simbolica

Figura 2: Esquemas de demostracion de Harel y Sowder (1998)

En los esquemas de demostracion analiticos de tipo axiomatico incluye a la demostracion

deductiva como una forma de demostracion. Posteriores investigaciones han validado la
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pertinencia y adecuacion de estos esquemas para explicar las maneras en que los estudiantes
elaboran demostraciones para convencerse y persuadir de la veracidad de una afirmacion
(Dalcin, 2004; Flores y Pefiafiel, 2005; Harel, 2001; Harel y Sowder, 2005 citados por Molfino y
Lezama, 2011). Molfino (2006) emplea este resultado para analizar los esquemas de
demostracion que presentan los estudiantes en la resolucion de problemas de determinacion del
lugar geométrico, asi como las funciones de la demostracion que se explicitan en su abordaje
pues la demostracién aparece cumpliendo diferentes papeles en la actividad matematica:

verificacion, descubrimiento, explicacion, sistematizacion y comunicacion.

De Villiers (1993 y 2003) propone un analisis de las diferentes funciones de la
demostracion, con el proposito de utilizarlas en el aula para resignificar la actividad
de demostrar. Distingue cinco funciones de la demostracion en matematica:
verificacién, demostrar para validar resultados; explicacion, herramienta que otorga
entendimiento; sistematizacion, sistematiza diferentes resultados en una teoria
matematica, vincula diferentes conceptos; descubrimiento, como un método de
exploracién, analisis, descubrimiento e inventiva; y comunicacion, constituye un
espacio para interaccion social y negociacion de contenidos matematicos al hacerlos

explicitos en aras de una argumentacion aceptable. (Molfino y Lezama, 2011, p. 45).

Molfino (2006) constata en las producciones de los estudiantes que los esquemas de
demostracion propuestos por Harel y Sowder (1998), los que mayor presencia tienen son los
empiricos y los analiticos, al no encontrar indicios significativos de esquemas de demostracion
externos entre los estudiantes a partir de la resolucion de problemas que involucran variacion de

puntos en una situacion geomeétrica particular de lugares geomeétricos y de construccion.
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Ibafiez y Ortega (2001) amplian la clasificacion de los esquemas considerando uno demas:
dependencia respecto de la tarea. Esta nueva clasificacion emerge del trabajo realizado con
estudiantes espafioles de primer afio de bachillerato, al analizar las respuestas dadas a unas
actividades denominadas “ciclos de investigacion”. Ademds, plantean que reconocer los
procesos matematicos comprende tres facetas: distincion, identificacion y toma de consciencia
de sus consecuencias. También describen algunas de las dificultades que los estudiantes
presentan en el reconocimiento de los procesos matematicos, y, en particular, en el de las
demostraciones, aludiendo a la relacién entre distinguir una demostracién y la evolucion de sus
esquemas de demostracion. Dichas dificultades se reportan cuando se hace la identificacion del

proceso y del enunciado que expresa lo que se ha demostrado.

Continuando en la linea del estudio de las producciones de los estudiantes, Sen y Guler
(2015) examinan las competencias de 250 estudiantes de séptimo grado (13 afios en promedio)
de secundaria en la elaboracion de demostraciones, a la luz de los esquemas de demostracién de
Harel y Sowder (1998); concluyen que en el trabajo de los estudiantes predominan los esquemas

de demostracion de conviccion externa y los esquemas de demostracién empiricos.

Marrades y Gutiérrez (2000), a partir de los trabajos de Balacheff (1988) y Harel y Sowder
(1998), proponen una estructura analitica para organizar y describir las producciones de los
estudiantes referentes a la demostracion. Ellos plantean que hay dos grandes grupos de tipos de

demostracion:

a. Las demostraciones empiricas que depende de como los estudiantes manipulen los
ejemplos con los que movilizan su actividad matematica. Estas se clasifican empirismo
ingenuo (pueden ser inductivas y perceptivas), experimento crucial y ejemplos genéricos

(pueden de ejemplificacion, constructivas, analiticas e intelectuales).
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b. Las demostraciones deductivas, caracterizadas porque surgen de deducciones abstractas, se
divide, por su parte, en: experimento mental (se ayuda de ejemplos aunque son deductivas
y abstractas) y demostraciones formales (no hay ejemplos y son deducciones l6gicas); a su

vez ambas se dividen en transformativas y axiomaticas.

Fiallo (2011) hace una reinterpretacion de los tipos de demostracion planteadas por Marrades

y Gutiérrez (2000), asi:

e Descarta dos de los cuatro tipos de experimento crucial (experimento crucial analitico y
experimento crucial intelectual) que, segun el autor, utilizan un razonamiento general que

se define mejor para el tipo de demostracidn ejemplo genérico.

e Descarta dos de los cuatro tipos de ejemplo genérico (ejemplo genérico basado en ejemplo
y ejemplo genérico constructivo) ya que, segun la definicion del ejemplo genérico, al
construir la demostracion se estd produciendo razonamiento abstracto que involucra

propiedades matematicas generales y no propiedades especificas del ejemplo.

En relacion a la estructura de la argumentacion, desde Pedemonte (2002), Fiallo usa dos tipos
de argumentacion: deductiva e inductiva, descartando la abductiva ya que esta no aparece en su

investigacion por las caracteristicas de la propuesta de ensefianza y aprendizaje disefiada.

Fiallo (2011) adapta el modelo de Toulmin para esquematizar los tipos de demostracion de la
nueva estructura propuesta. EI modelo de Toulmin (1985) establece las reglas que se precisan en
cualquier disciplina o espacio abierto a la discusion para construir una argumentacion, por lo que
ha permitido analizar y documentar los progresos de los estudiantes al enfrentarse a problemas

relacionados con la demostracion matematica. “El andlisis de la construccion y evaluacion de
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argumentos en matematicas se ha convertido en una parte importante de la investigacion en

educacion matematica a nivel universitarios” (Inglis y Mejia-Ramos 2005, p. 328).

Inglis y Mejia-Ramos (2005) sefialan que Krummheuer (1995) fue el precursor en el uso del
esquema de Toulmin para el analisis de argumentos matematicos, aunque lo hizo empleando una
version reducida del modelo al omitir el uso de la refutacion y el calificativo modal.
Posteriormente, Inglis, Mejia-Ramos y Simpson (2007 citados por Hernandez, 2014) resaltan
que, pese a esa tendencia, “una genuina categorizacion de los argumentos se logra con el uso
completo del esquema de Toulmin ya que ignorar la diversidad de calificativos modales
utilizados en la argumentacion en matematicas puede ocultar aspectos importantes de un

argumento de un estudiante” (Hernandez, 2014, p. 51).

Hernandez (2014), considerando el trabajo de Inglis, Mejia-Ramos y Simpson (2007), usa el
modelo de Toulmin para analizar argumentaciones presentes en una actividad escolar de tres
grupos de estudiantes de distintos niveles universitarios. Ademas, a partir de De Gamboa, Planas
y Edo (2010), Hernandez define un argumento en la resolucién de un problema matemaético:
“expresion verbal o escrita, generada por el estudiante para defender, explicar, sustentar ideas y
opiniones, en torno a su actuar en la resolucion del problema, la cual es apoyada en elementos de

la situacion o en elementos del conocimiento matematico” (2014, p. 109).

La investigacion le permite formular una categorizacion para los argumentos que emergio de

la identificacion de regularidades presentes en el ambiente de argumentacion disefiado:
e Argumento mal estructurado basado en elementos externos del problema
e Argumento estructurado basado en elementos externos referentes a la situacion problema.

e Argumentos mal estructurados apoyados en procesos matematicos sin coherencia.
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e Argumentos estructurados en la situacién dada.
e Argumentos estructurados en la matematica.
e Argumentos estructurados en la situacion y en la matematica.

Desde la perspectiva de Toulmin, Hernandez sefiala que las debilidades en los argumentos
principalmente se hallan en la garantia y el soporte, ya que es comdn que los estudiantes
empleen elementos de justificacion fuera de la situacion o bien sin un soporte de la matematica.
Una conclusion valiosa a la que llega el autor, y que esta relacionada con el contexto de nuestra
investigacion, es que un ambiente de resolucion de problemas se puede generar un contexto de

aprendizaje donde los argumentos contribuyen a formular ideas y repensar el problema.

Hasta aqui realizamos una sucinta presentacion de distintos trabajos de la educacion
matematica que nos sirvieron de peldafio para avanzar en la investigacion sobre la
argumentacion y la demostracion. Intentamos esbozar la posicion de algunos autores respecto a
la relacion (o no) de la argumentacién y de la demostracidn, hasta precisar que la argumentacién
previa a una demostracion puede resultar util para la construccion de esta ultima. Partimos de
este hecho y por ello, de los resultados expuestos, retomamos de Fiallo (2011) la caracterizacion
de demostracion, de Pedemonte (2002) las ideas del Modelo de Pedemonte y los tipos de
argumentacion, y el constructo de unidad cognitiva del grupo de investigadores italianos como
los elementos tedricos que se articulan para analizar la actividad argumentativa de los

estudiantes de nuevo ingreso a la universidad que resuelven problemas de variacion y cambio.

Los trabajos sefialados en cada linea de investigacion aportan a nuestro estudio, el cual
pretende estudiar los procesos de argumentacion y de demostracion que realizan los estudiantes,

ya que sabemos, y la literatura nos respalda, que ellos no realizan razonamientos ldgico
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deductivos sino empiricos, de los cuales pretendemos tener mas conocimiento; precisando con
ello que este estudio no se enfoca en como se ensefia ni aprende a resolver problemas que

requieren adelantare procesos de argumentacion y de demostracion.

4. Marco Tedrico

En este apartado presentamos los elementos que componen el marco tedrico. Inicialmente,
exponemos el modelo de Pedemonte (Pedemonte, 2002) que integra el modelo ck¢ (Balacheff y
Margolinas, 2005) al modelo de Toulmin (Toulmin, 2007). Después, lo que entendemos por
proceso de argumentacién y demostracion, junto a las formas de argumentacion presentada por
Pedemonte (2002) y la nocién de demostracion de Fiallo (2011). Finalmente, el constructo de
unidad cognitiva (Boero, Garuti, Mariotti, 1996), que es adaptado por Fiallo (2011) como un
instrumento para analizar la ruptura o continuidad de la estructura o sistema de referencia de los

procesos de argumentacion y de demostracion cuando los estudiantes resuelven problemas.
4.1 Modelo de Pedemonte

Pedemonte (2002) sefiala que tanto la argumentacion como la demostracién se presentan con
una estructura basica compuesta por los datos, el enunciado conclusion y un permiso de inferir,
terna que es analizada con el modelo de Toulmin (Toulmin, 1958), y que ampliamos en este

apartado.

Pedemonte considera que en la actividad argumentativa del estudiante se observan los
elementos que componen el sistema de referencia (lenguaje, marcos, conceptos, heuristica, etc.)

que usa cuando resuelve problemas abiertos que requieren un proceso de argumentacion y un
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proceso de demostracion. El sistema de referencia es posible analizarlo utilizando el modelo cK¢

(Balacheff, 1995).

Estas consideraciones permiten a Pedemonte (2002) integrar al modelo de Toulmin, que sirve
para analizar la estructura de la argumentacion, el modelo ck¢ que se emplea para analizar el
sistema de referencia. A esta integracion Fiallo (2011) la llama “Modelo de Pedemonte”. A
continuacion, presentamos el modelo de Toulmin y el modelo ck¢ por separado para, finalmente,

explicitar la forma como son relacionados por Pedemonte (2002).

4.1.1 El Modelo de Toulmin: Un argumento, en el modelo de Toulmin esta compuesto por

un esquema ternario formado por:
Un enunciado (E) o conclusién que el interlocutor pretende justificar,
Unos datos (D) que sirven al interlocutor para justificar el enunciado E,

Un permiso de inferir (Pi) que ofrece una regla, un principio general capaz de servir de

fundamento a esta inferencia, de hacer de puente entre D y E.

El primer paso en la argumentacion es la expresion de un punto de vista que conduce a la
conclusidn, la cual es el objetivo del argumento. La argumentacién debe apoyar esa afirmacion.

Llamamos enunciado E a la conclusion de cada argumento.

Esta conclusion se basa en un cierto numero de datos D que estan o que se producen para
apoyar el enunciado. Los datos pueden ser evidencias, hechos, informaciones o ejemplos. La

argumentacion que se hace para justificar el enunciado conclusion se apoya en esos datos.

Para pasar de los datos al enunciado conclusion es necesario un “permiso” que legitime ese
paso, se trata de una regla o un principio general que autoriza lanzar un puente entre D y E. Ese

permiso de inferir (Pi) establece la conexion logica entre D y E en el argumento, ademas es la
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razén de la aceptacion o de la refutacion de este. Pi puede ser refutado por el auditor (el profesor
u otro estudiante), por lo que, si el argumento no es aceptado, lo que se critica es precisamente el

permiso de inferir.

Por su naturaleza, los permisos de inferir son mas generales y abstractos que el enunciado
conclusién que esta siendo argumentado. Cuando los permisos de inferir se vuelven explicitos y
se convierten en el tema de discusion, su estado se altera porque Pi se transforma en una
afirmacion que requiere justificarse, comprometiendo a los estudiantes en un nivel mas alto de

razonamiento matematico (Weber y otros, 2008, p. 258, citado en Fiallo 2011).

En la Figura 2 presentamos el esquema ternario que representa los elementos de la

argumentacion y sus relaciones, de acuerdo con el modelo de Toulmin.

D: Datos E: Enunciado conclusion

Pi: Permiso de inferir

Figura 3: Estructura basica de un argumento de Toulmin

Cuando se realiza una argumentacion, en ocasiones, los datos y los permisos de inferir que
establecen la conexion con el enunciado conclusion dejan un grado de incertidumbre, por lo que
se requiere de tres elementos auxiliares que complementan a la estructura béasica de la

argumentaci()n; estos son:

e Un indicador de fuerza (F) del argumento,

e Una refutacion potencial (Rp) del enunciado conclusion,

e Un soporte (S) del permiso de inferir.
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El indicador de fuerza F muestra la firmeza de la conexion entre los datos y el permiso de
inferir que conllevan al enunciado; F es un elemento que no es explicito, pero al que el auditor
puede hacer referencia con juicios como “débil”, “fuerte”, “verdadero”, “probablemente

2 ¢

verdadero”, “probable”, etc.

Al momento de realizar una argumentacion es posible que ciertas circunstancias particulares
impidan la aplicacion del permiso de inferir a los datos, por lo que el esquema argumentativo
prevé excepciones al enunciado. Si hay excepciones al enunciado, disminuye la fuerza del
permiso de inferir. Las condiciones de las excepciones o refutaciones potenciales Rp se toman
entonces en consideracion. Esas refutaciones potenciales, o restricciones, aportan un comentario
sobre la relacion entre el permiso de inferir y la legitimidad del paso de los datos a la conclusion;

sefialan las circunstancias en las que sera necesario anular la autoridad del permiso de inferir.

Las refutaciones pueden ayudar a los estudiantes a hacer explicitos los permisos de inferir que
estan usando, a transformar la clase en un escenario de debate y a decidir bajo qué condiciones
los permisos de inferir son apropiados. A menudo, cuando un estudiante presenta un argumento
matematico, no tiene claridad acerca de los permisos de inferir que estd usando. Ese estudiante
puede utilizar permisos de inferir implicitamente sin haber considerado si esos permisos de
inferir son validos. Las refutaciones en las discusiones con los comparfieros de clase o con el
profesor invitan al estudiante a hacer explicitos los permisos de inferir empleados (Weber y

otros, 2008, citado por Fiallo, 2011).

El permiso de inferir puede ponerse en duda. Es necesario entonces respaldarlo, apoyarlo con
algunos justificativos, que constituyen el soporte S. La existencia de un permiso de inferir entre
datos y conclusion esté justificada por la legitimidad de la pregunta ¢en que condiciones hay una

relacion entre datos y enunciado conclusion? Sin embargo, puede plantearse otra pregunta: ¢por
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qué existe una relacion entre datos y enunciado conclusién? Por eso puede ser necesario un
soporte en la esquematizacion del argumento. Si la autoridad del permiso de inferir no es
aceptada, puede solicitarse un soporte al permiso. El soporte puede ayudar al auditor a
comprender el permiso de inferir; sin el soporte puede que el permiso no sea aceptado

(Pedemonte, 2005, p. 322 — 323). El esquema completo se presenta en la Figura 4.

F: Fuerza Rp: Refutacion potencial
D: Datos\ » E: Enunciado conclusion

Pi: Permiso de inferir

S: Soporte

Figura 4: Modelo de Toulmin.

4.1.2 Modelo cK¢ (conceptions, knowing, concept): Cuando los estudiantes resuelven
problemas que requieren adelantar procesos de argumentacion y de demostracion, las
concepciones juegan un papel fundamental para llevar a cabo estas tareas, por esta razén
consideramos que la concepcion es "una estructura mental atribuida a un sujeto por un
observador de su comportamiento, que debe ser consistente y eficaz en un &mbito de practica™
(Balacheff, 2005, p. 36). EI ambito de practica se define como un conjunto de tareas o

situaciones donde la concepcion es operativa (Balacheff, 2001, citado por Pedemonte 2002).
Ademas, consideramos, al igual que Pedemonte y Balacheff, que:

En primer lugar, ... una concepcion no es un tipo de propiedad o estado de conocimiento
atribuido a un alumno, sino una propiedad o estado de los conocimientos de un alumno en

una situacion (Balacheff, 2013) ... En segundo lugar, afirmar que, para una determinada
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pieza de conocimiento matematico, un estudiante no puede tener una concepcion unica, sino
un conjunto de conceptos susceptibles de ser movilizados en funcién de la situacién en la que

él o ella esté involucrado (Pedemonte y Balacheff, 2016, p. 104).

Asi que el modelo cK¢ (Balacheff y Margolinas, 2005) es una cuédrupla que caracteriza las
concepciones de los estudiantes y nos permite identificarlas cuando acttian en la resolucién de
problemas, por lo que estos componentes, indisociables, se imponen cuando se quiere evidenciar

una concepcidn y son suficientes para caracterizarla; ellos son:

1. Un conjunto de situaciones-problema (P) en el que se demuestra que la concepcion es
una herramienta eficaz para la construccion de una (Pedemonte y Balacheff, 2016, p.

104).

2. Un operador (R) es el que permite la manipulacion de los elementos del sistema de
representacion, y por lo tanto la transformacién de los problemas. Segin Pedemonte
(2005) los operadores, al igual que los permisos de inferir, legitiman el paso entre
datos y el enunciado conclusion y se explicitan a menudo en la forma “si...entonces”

(p. 327).

3. Un sistema de representacion (L) permite la expresion de los problemas y de los
operadores. Las modalidades de representacion presentan una gran diversidad:
representaciones linglisticas y no linglisticas, eventualmente constituidas en registros
semidticos. Las representaciones permiten la expresion de los controles, de las

acciones y de los problemas, para la anticipacion y la validacion.

4. Finalmente, una estructura de control (Z), que es el conjunto de opciones que tiene los

estudiantes para tomar decisiones y evaluar su produccion (Pedemonte y Balacheff,
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2016). Ademas, la estructura de control da y organiza las funciones de decision, de
eleccion, de juicio de validez y de adecuacion de la accion. La estructura de control
asegura la no contradiccion de la concepcidn y contiene las herramientas de decision
sobre la legitimidad del empleo de un operador o sobre el estado (solucionado o no)

de un problema.

Estos cuatro componentes constituyen el cuddrupla (P, R, L, X) mediante la cual se modela

una concepcién de un estudiante.

4.1.3 Modelo de Pedemonte: el modelo cK¢ en el modelo de Toulmin: Segin Pedemonte
(2002), la estructura de control asegura que la concepcidn no sea contradictoria y esta contiene
las facultades para decidir sobre el uso de un operador o el estado de un problema; la estructura
de control se puede ubicar en el soporte, este se puede reemplazar por la concepcién, ya que el
papel del soporte es garantizar la legitimidad del permiso de inferir y responde a las preguntas:
¢Por qué el permiso de inferir es pertinente para quien argumenta? ¢Por qué es correcto? ¢;Por

qué es adecuado?

El permiso de inferir es una regla, un principio que, como hemos dicho, vincula los datos a la
conclusion. Este permiso de inferencia puede expresarse en la forma "si... entonces". Creemos
que podemos identificar en el permiso de inferir uno de los elementos del (R) conjunto de
operadores de una concepcion. Los operadores permiten la manipulacion de los elementos L, y
por lo tanto la transformacion de los problemas *(Balacheff, 2001). Los operadores, al igual que
el permiso de inferir, permiten la evolucion de la argumentacion: la concatenacion de los
argumentos viene determinada por el permiso de inferir de cada argumentacion. De hecho, el
permiso de inferir establece la conexion entre datos y conclusion y legitima este paso (Toulmin,

1958).
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La estructura del modelo de Pedemonte queda de la siguiente manera (Figura 5) al integrar el

modelo cK¢ en el modelo de Toulmin.

F: Fuerza || Rp: Refutacion potencial

N

D: Datos E: Enunciado conclusion

R;: Un operador de una concepcion C

|
C=P.RLY)

Figura 5: Integracion del modelo cK¢ con el modelo de Toulmin.

4.2 Proceso de argumentacion y proceso de demostracion

En nuestra investigacion llamamos proceso de argumentacion a la actividad argumentativa
del estudiante para convencerse del planteamiento de una conjetura; y Illamamos proceso de
demostracion a la actividad argumentativa del estudiante para construir la demostracion de la

conjetura planteada previamente.

A continuacion, la caracterizacion que hemos adoptado para clasificar las argumentaciones
presentes en el proceso de argumentacion (Pedemonte, 2002) y en el proceso de demostracion

(Fiallo, 2011).

4.2.1Proceso de argumentacién: En esta seccidn mostramos como esta relacionada la

argumentacién con la conjetura y los diferentes tipos de argumentacion.

4.2.1.1 Relacidn entre la conjetura y la argumentacion: En el proceso de argumentacion se

pueden dar las siguientes posibilidades (Pedemonte, 2002):

1. No hay una argumentacion ligada a la conjetura; se construye directamente su

demostracion.



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 50

2. Laargumentacion persigue la formulacion de la conjetura y puede estar relacionada con
la ella en dos formas: (a) contribuir a la construccion de una conjetura (argumentacion
constructiva); (b) justificar la conjetura dada como un hecho argumentacion

estructurante).

4.2.1.2 Estructura de la argumentacion: Pedemonte (2002) considera y describe tres tipos de
argumentacion: deductiva, abductiva e inductiva. La representacion de un paso deductivo en el
modelo de Toulmin se presenta en la Figura 6 en donde A — B es la regla (o el teorema); A es

una proposicién de entrada o dato; B es el enunciado conclusion.

D: A » E:B

Pi: A=B

Figura 6: Esquema de un paso deductivo en el modelo de Toulmin.
Fuente: (Pedemonte, 2002, p. 87)

El enunciado conclusion se deduce a partir de los datos y el permiso de inferir que son

determinados de antemano. La regla de inferencia “modus ponens” es coherente con el modelo.

En la argumentaciéon deductiva puede que se utilice el lenguaje natural como sistema de
representacion en la construccién de un enunciado y no estar apoyada por una teoria matematica.

Esta es la razén por la que una deduccion en la argumentacion puede ser semanticamente falsa.

La argumentacion inductiva o empirica es una inferencia que conduce a la construccion de
nuevos conocimientos a partir de la observacion de casos particulares o hechos observados que
se generalizan en un conjunto mas extensos de casos o reglas. La induccion, no puede inferir con

certeza una conclusion que es construida por una generalizacidn de casos particulares.
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Las herramientas de la induccion son la generalizacion, la particularizacion y la analogia, por
lo que analizando cdmo se producen estos procesos Pedemonte (2002) distingue y caracteriza los

siguientes tres tipos de argumentos inductivos:

a. Argumentacion inductiva por generalizacién, es una inferencia practica que procede
analizando casos particulares hasta que se determina una ley general o propiedad. La
generalizacion permite la abstraccion de una propiedad o inferencia entre propiedades, en

varios casos. Este proceso puede llevar a dos generalizaciones diferentes:

Una generalizacion de los enunciados extraidos a partir de un caso particular, que consiste
en determinar enunciados de uno o varios casos trabajados, que no siguen necesariamente un

orden particular (Figura 7).

LPi: Generalizacion sobre los enunciados J'

Figura 7: Esquema de un paso inductiva por generalizacion sobre los enunciados
Fuente: (Pedemonte, 2002, p. 89)

E1, E2,... Enson las conclusiones de los pasos anteriores o son los casos observados. Se

convierten en los datos del ultimo paso, el que lleva al caso general.

Una generalizacion sobre el proceso realizado, cuando el estudiante ve una regularidad a
partir de una sucesion de procesos realizados con casos o conclusiones particulares que conduce

al enunciado (Figura 8).
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Figura 8: Esquema de un paso inductiva por generalizacién sobre los enunciados.
Fuente: (Pedemonte, 2002, p. 89)

Los datos E, E1 E2, E2 Es,... representan los argumentos anteriores que conectan los

enunciados. Se convierten en los datos del altimo paso, el que trae al caso general.

b. Argumentos inductivos por recurrencia, los cuales se basan en una generalizacion a n. A
partir de una propiedad verdadera en un caso P(1) y el descubrimiento de una relacion
recurrente entre dos casos sucesivos, enlazamos P(n) y P(n+1). La conclusion del

razonamiento es que la regla P(n) es verdadera.

€. Argumentos inductivos por “paso el limite”. El caso limite puede considerarse como el
caso relacionado con todos los casos anteriores y no solo con el anterior. De hecho, el caso
que precede inmediatamente al caso limite no es explicable. Por ello, la consideracién del
caso limite puede llevar a considerar una generalizacion del proceso, una especie de

induccidn por recurrencia "todavia en formacion™.

La argumentacion abductiva, fue introducida por Peirce (1960) como modelo de inferencias
en el que la basqueda de una solucion a un problema se construye a menudo sobre la base de la

conclusion, es decir, de lo que se pide que se encuentre.

Pi: A=B

Figura 9: Esquema de un paso en el modelo de Toulmin abductiva.
Fuente: (Pedemonte, 2002, p. 88)
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La abduccidn, es un razonamiento que parte de las conclusiones y se dirige a los datos. Se da
la conclusion de la declaracion y el permiso para inferir, pero los datos deben ser buscados. La
Figura 9 anterior es la representacion de un paso abductivo en el modelo de Toulmin; el signo de
interrogacioén, en lugar de los datos, significa que la idea es buscar datos para conectar los

permisos de inferir a la conclusion.

4.2.2 Proceso de demostracion: Cuando se resuelven problemas de demostracion y el
estudiante realiza un proceso de argumentacion para convencerse de la veracidad de la conjetura

que ha planteado, lo que queda es construir la demostracion que le permita validar esa conjetura.

Considerando que esa validacién no siempre se realiza aludiendo a teoria matematica sino a
concepciones de los estudiantes, en este estudio consideramos la caracterizacion de
demostracién como “el proceso que incluye todos los argumentos planteados por los estudiantes
para explicar, verificar, justificar o validar con miras a convencerse a si mismo, a otros

estudiantes y al profesor de la veracidad de una afirmacion matematica” (Fiallo, 2011, p. 85).

La definicion anterior permite deducir que cada estudiante emplea variados y diferentes
elementos conceptuales y estructuras cognitivas que llevan a diferenciar una demostracion de
otra; aunque en general no existe un procedimiento Unico de demostracion, si existen diferentes

tipos de demostraciones que han sido categorizados segun su uso por parte de los estudiantes.

4.2.2.1 Tipos de demostracion: Como se sefialo en el apartado 2.2 de los antecedentes, Fiallo
(2011) considera la caracterizacion de demostracion realizada por Marrades y Gutiérrez (2000)
para realizar unas modificaciones descartando dos de los cuatro tipos de experimento crucial, y
dos de los cuatro tipos de ejemplo genérico. Fiallo (2011) modela los tipos de demostracion

utilizando el modelo de Toulmin (1958), diferenciando ilustrativamente las demostraciones
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inductivas o empiricas de las deductivas: el esquema elaborado de las demostraciones empiricas

va con lineas punteadas mientras que las demostraciones deductivas con lineas continuas.

Siguiendo la Figura 10 que ilustra los tipos de demostracion considerados por Fiallo, a

continuacion, explicamos brevemente cada tipo:

B

Figura 10: Tipos de demostracién.

R L
s =
Fuente: elaboracién propia.

a) Demostraciones empiricas o inductivas. Estan caracterizadas por el uso de ejemplos como
el principal elemento de conviccion. Los estudiantes aceptan la veracidad de las conjeturas
después de que han observado regularidades en uno o mas ejemplos; ellos usan los propios

ejemplos, o relaciones observadas en los ejemplos para justificar la validez de su conjetura

(Fiallo, 2011). Las siguientes demostraciones son consideradas de tipo empiricas.

Empirismo ingenuo inductivo (EIl): Cuando en la construccion de la demostracion se usan
solamente ejemplos escogidos sin ningun criterio y las argumentaciones se basan en elementos

visuales o tactiles (perceptivo) o elementos matematicos o relaciones detectados en el ejemplo
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(inductivo). Se trata de una generalizacion inductiva sobre los enunciados (datos). Usando el
modelo de Toulmin, el esquema de la Figura 11 representa las demostraciones del tipo
empirismo ingenuo; D1, D2,.. Dn son datos escogidos al azar; en el caso de las actividades del

curso de precélculo, podria ser una tabla en GeoGebra o las modelaciones proporcionadas.

Figura 11: Esquema de empirismo ingenuo.

Experimento crucial (EC): Cuando la conjetura es demostrada usando un ejemplo
cuidadosamente seleccionado y se escoge porque se presume que en cualquier otro caso va a dar

el mismo resultado. Se plantean dos tipos de demostracion:

Experimento crucial basado en ejemplo (ECB): Cuando los estudiantes se basan en la
existencia de un Unico ejemplo o en la ausencia de contraejemplos para su demostracién. En este
caso se trata de una generalizacion inductiva sobre los enunciados (puede ser por paso al limite).
Usando el modelo de Toulmin, el esquema de la Figura 12 representa este tipo de
demostraciones, donde Ec es el ejemplo que se considera “crucial” y que conlleva a la

generalizacion de los enunciados E1, E2,.., En y al enunciado conclusion.

Figura 12: Esquema de experimento crucial basado en ejemplo.
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Experimento crucial constructivo (ECC): Cuando los estudiantes sustentan sus
demostraciones en las construcciones realizadas sobre el ejemplo o en la forma de conseguir el
ejemplo. Se trata de una generalizacion inductiva sobre el proceso que lleva a la construccién de

un enunciado. La Figura 13 ilustra, este tipo de demostraciones.

N - |
LP: Generalizacion sobre el proceso de construccion para llegar a E. I

Figura 13: Esquema de experimento crucial constructivo.

Ejemplo genérico (EG): Cuando en la demostracion se usa un ejemplo especifico que es
representante de una clase y la demostracién incluye la produccion de razonamientos abstractos.

Se plantean dos tipos de demostracion:

Ejemplo genérico analitico (EGA): Cuando en la demostracion se usa un ejemplo
representante de una clase y las justificaciones estdn basadas en propiedades y relaciones
generales descubiertas en el ejemplo. Se trata de una generalizacion de las propiedades
observadas en cada uno de los enunciados que conllevan al planteamiento de A. La Figura 14

ilustra este tipo de demostraciones.

: P: Generalizacion de las propiedades descubiertas en Eg, E,, By, Es, ..., E,.
I Eg=(A=B)

Figura 14: Ejemplo genérico analitico (EGA).

Ejemplo genérico intelectual (EGI): Cuando para la conjetura o demostracién se usa un

ejemplo representante de una clase y los argumentos estan basados en propiedades matematicas
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aceptadas, pero no son resultado de observaciones o propiedades encontradas en el ejemplo, sino
que al trabajar sobre él se recuerdan. Se trata de una generalizacion inductiva con argumentos
matematicos sobre el proceso para llegar a A. La Figura 15 representa las demostraciones del

tipo EGI.

e -
I P: Generalizacion de las propiedades mateméticas recordadas en el proceso para llegara A |
| Eg=(A=B) l

Figura 15: Ejemplo genérico intelectual (EGI).

b) Demostraciones deductivas. La deduccion se ocupa de los argumentos que apoyan la
necesidad de una conclusion sobre una o varias premisas: siendo verdaderas las premisas, la

conclusion debe serlo también.

Experimento mental (EM): Cuando se usa un ejemplo para ayudar a organizar la

demostracién. Se pueden distinguir dos tipos de experimento mental:

Experimento mental transformativo (EMT): Cuando las demostraciones se basan en
operaciones mentales que transforman el problema inicial (A) en otro equivalente (C). Los
ejemplos ayudan a prever qué transformaciones (imagenes mentales espaciales, manipulaciones
simbdlicas o construcciones de objetos) son convenientes para la justificacion. La Figura 16

ilustra un paso de una demostracion tipo experimento mental transformativo.

D: Ejemplos, A

Y

E:B

PA=CAC=B

Figura 16: Experimento mental transformativo.
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Experimento mental estructural (EME): Cuando las demostraciones estan basadas en
secuencias logicas derivadas de los datos del problema, de los axiomas, las definiciones o
teoremas aceptados, Y, si se usan ejemplos, son para ayudar a organizar o entender los pasos de
las deducciones. Usando el modelo de Toulmin, el esquema de la Figura 17 representa las

demostraciones formales estructurales.

P.A=B

Figura 17: Experimento mental estructural (EME).

Deduccién formal (DF): La demostracidn se basa en operaciones mentales sin la ayuda de
ejemplos especificos. En una deduccion formal solamente se mencionan aspectos genéricos del
problema discutido. Es, por lo tanto, la clase de demostracion formal matematica encontrada en

el mundo de los investigadores de las matematicas. Hay dos tipos de demostraciones formales:
Deductiva formal transformativa (DFT): demostraciones que se basan en operaciones

mentales que transforman el problema inicial (A) en otro equivalente (C) (Figura 18).

D: A » E:B

P A=CAC=B

Figura 18: Esquema para el tipo deductiva formal transformativa (DFT).
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Deductiva formal estructural (DFE): Demostraciones estan basadas en secuencias
I6gicas derivadas de los datos del problema, de los axiomas, las definiciones o teoremas

aceptados (Figura 19).

D:- A » E:B

P:A=B

Figura 19: Esquema para el tipo deductiva formal estructural (DFE).

4.3 Constructo de unidad cognitiva

Para analizar la continuidad o ruptura cognitiva entre los procesos de argumentacién y de
demostracion, se han llevado a cabo estudios que plantean la nocidn de unidad cognitiva de un

teorema (Boero y otros, 1996):

- durante la produccién de la conjetura, el estudiante elabora progresivamente su enunciado
por medio de una intensa actividad argumentativa que esta entrelazada funcionalmente con la

justificacion de la plausibilidad de sus elecciones;

- durante la etapa posterior de demostracion del enunciado, el estudiante hace conexién con
este proceso de manera coherente, organizando algunas de las justificaciones (“‘argumentos”)
producidas durante la construccion del enunciado de acuerdo a una cadena logica. (Boero y

otros, 1996, p.113).

Este constructo inicialmente fue utilizado para expresar una posible continuidad entre estas
dos fases, posteriormente fue redefinido y adoptado como una herramienta de investigacion que

analiza la congruencia entre la fase de argumentacion ligada a la conjetura y la subsiguiente
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produccion de la demostracion, asumiendo que la congruencia pueda o no ocurrir (Mariotti,

2006, p. 184):

La principal fortaleza de este constructo es que proporciona una forma de evitar la
rigida dicotomia que coloca a la argumentacion contra la demostracion: La posible
distancia entre argumentacion y demostracion no es negada pero tampoco es
definitivamente asumida como un obstaculo; desde esta perspectiva, la distincion
irreparable entre argumentacion y demostracion es substituida prestando atencion a

las analogias, sin olvidar las diferencias.

Garuti y otros (1998) definieron la brecha entre argumentacién y demostracion como la
distancia entre los argumentos producidos para valorar la plausibilidad de la conjetura y los

argumentos utilizados durante la construccion de la demostracion.

Para el analisis cognitivo de la continuidad que puede existir entre los procesos de
argumentacién que conducen al planteamiento de una conjetura y la construccion de su
demostracion. Desde el punto de vista estructural y del sistema de referencia, utilizamos el

Modelo de Pedemonte (2002).

Segun Pedemonte, se puede decir que hay continuidad referencial entre la argumentacion y la
demostracion si algunas palabras, dibujos, teoremas usados en la demostracion han sido usadas
en la argumentacion dando soporte a la conjetura. Hay una continuidad estructural entre la
argumentacion y la demostracion si algunos pasos deductivos o inductivos usados en la
argumentacion estan presentes también en la demostracion. De lo contrario, hay una distancia
estructural entre los dos si la estructura de la argumentacion es inductiva y la demostracion es

deductiva (Pedemonte, 2008).
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De acuerdo al planteamiento inicial del constructo de unidad cognitiva (Boero y otros, 1996)
y la hipdtesis de Pedemonte (2002) de que la unidad cognitiva favorece la construccion de una
demostracion, Pedemonte concluye que esta unidad cognitiva es positiva si la argumentacion es

deductiva, puesto que la demostracion va a ser deductiva.

Fiallo (2011) y Fiallo y Gutiérrez (2017) emplean el constructo de unidad cognitiva para
analizar los procesos de argumentacion y de demostracion de los estudiantes, asi estos no
correspondan a procesos deductivos, y a partir los resultados obtenidos en sus investigaciones
reportan cuatro categorias de unidad o ruptura cognitiva, unidad cognitiva empirica, ruptura
referencial y unidad estructural empirica, unidad referencial y ruptura estructural, unidad
cognitiva deductiva. En cada una de estas categorias Fiallo y Gutiérrez resaltan dificultades que
pueden presentar los estudiantes mientras aprenden a demostrar y que les impide realizar
demostraciones deductivas que les permitan solucionar los problemas planteados. Ellas son un
punto de partida para nosotros identificar dificultades en los estudiantes del curso de precélculo

cuando resuelven los problemas de variacion y cambio.

Teniendo en cuenta que el Modelo de Pedemonte permite explicitar los elementos de la
estructura y el sistema de referencia de los procesos de argumentacion y de demostracion que
permiten analizar la unidad o ruptura cognitiva (Pedemonte lo usa para el caso de Geometria y
Algebra y Fiallo para Trigonometria), en esta investigacion planteamos su uso para analizar los
procesos de argumentacion y de demostracion de los estudiantes que resuelven problemas de
variacion y cambio, porque independientemente el area de las matematicas en la que estemos
trabajando, estos procesos se pueden analizar con los elementos de este marco teorico. Es decir,
el uso del Modelo de Pedemonte en problemas de variacion y cambio y el constructo de la

unidad cognitiva es novedoso en las investigaciones en la linea de la demostracion.
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Ademas al utilizar el Modelo de Pedemonte nosotros tenemos la oportunidad de identificar el
tipo de argumentacion o de demostracion realizada, ver dificultades emergentes en los procesos
de los estudiantes que les impiden resolver los problemas como, por ejemplo, la falta de
comprension del problema que le impide extraer datos adecuados para abordar la situacion, las
concepciones de los estudiantes, la naturaleza de los operadores (tedricos o empiricos), la

pertinencia del enunciado conclusion, etc.

5. Metodologia

Para alcanzar los objetivos de esta investigacién usamos una metodologia cualitativa que
permitié analizar los procesos de argumentacion ligados al planteamiento de conjeturas y los
procesos de demostraciones realizados por los estudiantes participantes en el curso de

precélculo.

A continuacion, presentamos el contexto y la poblacion de la investigacion; la seleccion de
los casos de estudio y la descripcion de los participantes; explicamos cdmo fue documentada la
actividad argumentativa de los estudiantes y, finalmente, exponemos cémo utilizamos, a la luz

del marco tedrico, los instrumentos que permitiran realizar el analisis de los datos.
5.1 Contexto de la investigacion y poblacion de estudio

El contexto en que se desarrollo la investigacion es el curso de precalculo que ofrece la
Universidad Industrial de Santander (UIS) a estudiantes de nuevo ingreso a las facultades de
ciencias e ingenierias. A continuacion, describimos las caracteristicas del curso, de los talleres y

de los estudiantes que participaron de la investigacion.
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5.1.1 Curso de precélculo: Debido a los altos indices de mortalidad y repitencia (Botello,
2013) en los cursos de Calculo Diferencial que se ofrecen en la UIS, se imparte un curso de
precélculo (Fiallo y Parada, 2014) a estudiantes de nuevo ingreso a carreras de ciencias e
ingenierias (300 por semestre), durante 15 dias consecutivos antes de comenzar cada semestre.
Este curso que es gratuito y se ha impartido desde el primer semestre de 2013, a la fecha de este

reporte de investigacion cuenta con 10 versiones (dos por afio).

La seleccion de estudiantes se realiza tomando en cuenta sus bajos resultados de matematicas
en las pruebas SABER-11 o sus bajos resultados en una prueba de caracterizacién realizada por

la universidad, a ellos se invitan al curso y, finalmente, lo toman de forma voluntaria.

La intencion de curso no es hacer un repaso de los contenidos vistos durante la vida escolar
de los estudiantes. Por el contrario, el curso de precalculo en mencidn, segun lo reportan Fiallo y
Parada (2014), sigue una metodologia no tradicional que se basa en el desarrollo del
pensamiento variacional, a partir de un enfoque de resolucién de problemas y el uso de
GeoGebra. Esta se orienta por el propésito de promover en el aula un trabajo activo de
resolucion de problemas que involucra los procesos de razonamiento y la demostracion, la
comunicacion, el trabajo con diferentes sistemas de representacion, el uso de conexiones y el uso
de la tecnologia para la produccion de aprendizajes significativos alrededor de las dos ideas
centrales de Calculo: la variacion y la acumulacion (Imaz y Moreno, 2010, citado por Fiallo y
Parada, 2014). Ademas, el disefio del material del curso (los talleres) sigue una reinterpretacion
de las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele: fase de informacion y exploracion libre,
fase de socializacion de los resultados obtenidos en la fase anterior, fase de exploracion

dirigida, fase de explicitacion y orientacion libre.
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Las ideas del curso son sustentadas en autores como Hitt (2005, citado por Fiallo y Parada
2014) quien plantea que el Célculo reune una cantidad de conceptos que estan intimamente
relacionados, pero el manejo pobre de algunos subconceptos impide el desarrollo profundo de
temas de Célculo como limites, continuidad derivada e integral. Otra postura que es tomada al

respecto, es la de Moreno (2012) quien expresa que

lo que se debe desarrollar es una forma de pensamiento que identifique de manera natural
fendmenos de variacion y cambio y que sea capaz de modelarlos y transformarlos. Hay que
partir de lo que el estudiante sabe y plantear tareas que involucren los conceptos e ideas
fundamentales del Célculo. Intentar resolver en un curso de precalculo lo que el estudiante no
aprendié en la escuela es un método que generalmente fracasa (Moreno, 2012 citado por

Fiallo y Parada 2014, p. 61).

El disefio curricular del curso cuenta con 14 talleres (Fiallo y Parada, en prensa) para ser
abordados durante 15 dias en los que se dispone de cuatro horas diarias para que los estudiantes
se enfrenten a los problemas de variacion y cambio, bajo la orientacién de un profesor y un
auxiliar, quienes siguen la metodologia del curso, la cual propicia y promueve la participacién
activa de los estudiantes ya sea individual o colectivamente (esto depende de la fase del taller y
de las habilidades sociales de ellos). Los estudiantes, orientados por el profesor, deben
enriquecer la actividad con sus interpretaciones de los problemas, posibles soluciones y

estrategias utilizadas; todo esto con miras a favorecer el desarrollo del pensamiento variacional.

5.1.2 Talleres del curso: El curso aborda temas de nimeros reales, trigonometria, analisis de
datos, funciones, nocion de limite y optimizacion a lo largo de 14 talleres (Fiallo y Parada, en
prensa) que conducen a los estudiantes a reflexionar de manera profunda acerca de las diversas

representaciones y significados asociados con los conceptos matematicos (los 14 talleres de la
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version del segundo semestre de 2016 estan del Anexo 2 al Anexo 15). La secuencia de talleres
es flexible ya que su articulacion no obedece a un orden teméatico como si se presenta en los
cursos tradicionales de precélculo; a través de ellos se pretende desarrollar los procesos
matematicos de resolucién de problemas, razonamiento y demostracion, comunicacion,

modelacion y elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos (MEN, 1998).

Para esta investigacion seleccionamos problemas de los siguientes talleres: ‘“Numeros y
operaciones”, “Matematica y realidad”, “Recipientes”, “Area maxima” y “Caja sin tapa”, con la
intencion de documentar procesos de argumentacion y de demostracion de los estudiantes que
participaron del curso de precalculo en diferentes momentos del mismo, a lo largo de los 15 dias
(60 horas) que tiene de duracién. Cabe sefialar que, para la explicacién de los problemas, hemos
tomado fragmentos de las ideas expuestas en el libro “Estudio dindmico de la variacion: curso de

precélculo con GeoGebra”, escrito por Fiallo y Parada (en prensa).

5.1.2.1 Problemas seleccionados: A continuacion, mostramos el objetivo de cada taller
seleccionado para esta investigacion, los problemas de nuestro interés y algunas ideas de lo que
se espera que hagan los estudiantes del curso cuando los abordan. Estos talleres promueven
procesos de planteamiento de conjeturas (con las preguntas que estan elaboradas), y la
construccion de su respectiva demostracion (ya que siempre se les pide a los estudiantes
explicar, justificar, argumentar, demostrar o se les pregunta por qué son verdaderas las
conjeturas planteadas). Es decir, consideramos un problema de demostracion como cualquier
problema cuyo propdésito sea “descubrir cierto objeto o incognita del problema y mostrar de
modo concluyente la exactitud o falsedad de una afirmacion claramente anunciada” (Polya,
2011, p. 161) y no necesariamente los problemas de demostracion de los teoremas clasicos de un

curso de Calculo Diferencial.
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Taller “Numeros y operaciones”: La actividad matematica central de este taller consiste en
que a partir de una situacion probleméatica (NCTM, 2003, p. 297) se estime la posicion de la
ubicacion de los nimeros sobre la recta real a partir de las caracteristicas de las operaciones
basicas. Uno de los propositos del taller es que los estudiantes logren distinguir los efectos de
operaciones como la multiplicacion, la divisién y el célculo de potencias y raices sobre las
magnitudes de cantidad que estan en el intervalo (-1, 1). Para el caso de nuestro analisis,

seleccionamos el problema:

Actividad 1 - 1.1 Explorando
Observa los puntos a, b, ¢, d. e, f g v h de la lustracion
e T 4 e / £ A

- - - - - - - - - - - - - -
3 ’

Iustracion

Responde las siguientes preguntas
a) (Cudl es ¢l punto mis cercano a a-b? ;Por qué?

Figura 20: Problema seleccionado del taller “Numeros y operaciones”.

Consideramos a continuacion posibles tipos de demostracion, casos hipotéticos, que pueden

hacer los estudiantes del curso de precalculo cuando se aborda este problema.
Experimento crucial constructivo
¢Cudl es el punto mas cercano a a-b? ;Por que?

El valor mas cercano a a-b es el punto d, porque si a=-0,75y b= —0,5 la
multiplicacién de dos numeros es 0,375 y ahi se ve que ese es mas 0 menos el valor del punto d.

Entonces si escojo otro ejemplo va a dar cercano a d, por lo que esta es la respuesta.

D, :Problema. g : 2
D,: Ilustracion. S : valor mas

- ‘besd
D;: (—0,75) x (—0,5) = 0,375 Ao e

Pi,: (-0,75) x (-=0,5) = 0,375
Pi,: Ubicacion en la recta real.
Pi;: Generalizacion del ejemplo.

Figura 21: Estructura del ejemplo: Experimento crucial constructivo.
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En este proceso de demostracion se elabora un ejemplo particular (Pi,) y a partir de él se hace
una generalizacion (piz) que se asume va a funcionar para otros ejemplos.
Ejemplo genérico analitico
¢Cual es el punto mas cercano a a - b? {Por que?
La respuesta puede ser b 0 e, porque b es aproximadamente % y a aproximadamente Z, por lo

. , / 1 3
que b reduce a la mitad al nimero a, cuyo valor absoluto esta entre Y5 por lo tanto, el valor

absoluto del producto deber estar aproximadamente entre i y %

Demostracion deductiva formal estructurante

Una demostracion geométrica deductiva del problema consiste en considerar los valores de a
y b como segmentos de recta dados, en el cual se debe encontrar el producto de estos dos

segmentos. Para ello se deben construir dos tridngulos semejantes, tales que las razones entre sus

lados correspondientes cumplan alguna de las siguientes proporciones % =

b x
ol - = _l 0!
1 a

SIE
218

b
(obsérvese que en cualesquiera de ellas x = a. b), en donde 1 es el segmento unidad y x es el

segmento a encontrar (Fiallo y Parada, en prensa).

Figura 22: Demostracion Grafica de la ubicacion del punto mas cercano a a.b
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Otro problema que seleccionamos es el del Figura 23.

o Actividad 2
2.1 Abre el archivo T1_Act-2.1.ggb de GeoGebra y explora. Contesta:

(Qué pasa con el valor de a-b, si 0<a<1ly 0<b<1? Escribe tus conjeturas y
justificalas.

Figura 23: Problema seleccionado del taller “Ntmeros y operaciones”.

En esta actividad se usa un archivo de GeoGebra con dos puntos variables a y b que
representan dos nimeros cualesquiera sobre la recta real (Figura 24), su producto y tres vectores
a, b y a-b, que indican la magnitud (valor absoluto), el sentido (signo) de los nimeros y su

producto.

0.5 X —0.719 = —0.3595
R T R S S | R S R ST B T Yo S Y E BT B R

b=-0.719 a=0.5

Figura 24: Modelacion en GeoGebra.

El planteamiento de este problema cuenta con gran potencial para aprovechar la conexién
entre las representaciones posibilitadas por GeoGebra: representaciones geométricas (recta real,
vector), métricas (magnitud del vector) y numéricas (valor y signo) visualizadas en el archivo

cuando a y b cambian, lo que ayuda a interpretarlos como variables.

En este caso se quiere que los estudiantes vean a a como operador reductor de la magnitud
variable b, es decir, al multiplicar a por b, la magnitud (valor absoluto) del producto sera

siempre menor que la magnitud de b.
Se espera que los estudiantes lleguen a la siguiente conclusion:

Si0<a<1ly0<bhb<l=a-b>0,a-b<aya-b<byplanteen una demostracion al

respecto, que podrian ser parecidas a las del problema anterior, ya que esta pregunta es una
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continuidad ese problema, pero ahora tiene una modelacion en GeoGebra para explorar el

problema antes de plantear la conjetura o incluso para la demostracion.
Una demostracion de tipo empirismo ingenuo inductivo que puede darse es la siguiente:
¢Qué pasa con el valor de a-b, si 0<a<1y 0<b<1? Escribe tus conjeturas y justificalas

El valor es méas pequefio que 1, porque si ubico a el 0,6 y b en 0,2 hay se ve que no pasa a 1.

D, : Modelacion en GeoGebra,
Dy:a=06yb=0,,2.

> E:a*b<1.

Pi;: (0,6) x (0,2) = 0,12
Pi,: Generalizacion perceptiva a
partir de un ejemplo.

Figura 25: Estructura del ejemplo: Empirismo ingenuo inductivo.

Aunque el estudiante cuente con un archivo dindmico, puede llegar a construir una

demostracién observando un solo resultado y generalizando lo que ve.

b. Taller “Matematica y realidad’: Este taller se pretende que los estudiantes desarrollen
modelos matematicos de las situaciones planteadas, para lo cual se espera que seleccionen y
usen estrategias de resolucion de problemas no rutinarios, esto con el fin de traducir la realidad a

estructuras matematicas que permitan comunicar el modelo obtenido y su validez.

Sttuacion 1. Filtracion de Medicamento

Una jugadora se golped en uma rodilla jugandoe al voleibol v su meédico prescribié un
antiinflamatorio para reducir la hinchazén. Tenia que tomar 2 tabletas de 220 miligramos cada 8
horas durante 10 dias. Sus rifiones filtraban un 60% del medicamento de su cuerpo cada 8 horas.

Segin lo anterior, contesta:

a) ;Qué cantidad quedaba en su sistema circulatorio al cabo de los 10 dias? Justifica
respuesta.

b} ;Y sila jugadora hmbiera tomado la medicina durante un afio? Justifica tu respuesta.

¢) (Qué ocurre con la variacion de la cantidad de medicamento en el organismo conforme

Figura 26: Problema seleccionado del taller “Matematica y realidad”.
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Se espera que, a partir de las condiciones de la situacion, los estudiantes logren encontrar los
términos de una sucesion para generalizar un proceso iterativo determinando la expresion

algebraica correspondiente.
Una demostracion empirica de tipo experimento crucial que los estudiantes pueden hacer es:

La respuesta es 5280, porque si se toma una dosis de 440 miligramos cada 8 horas, en 10 dias

serian 30 dosis entonces,

440mg 1 dosis
X 30 dosis

Por lo que x = 440 x 30 = 13200, y como se queda en el cuerpo el 40% entonces,
13200 x 40% = 5280

Por lo tanto en 10 dias quedaria en el cuerpo 5280 y asi para cualquier valor que yo necesite.

D;: En cada dosis se | ~ E: En 10 dias se |
toma 440 mg. i | toma 5280 mg.

Pi;: Regla de tres.
Pi,: 13200 x 40% = 5280.
Figura 27: Estructuré.déll leljél."ﬂlbbli Expe'fi.rﬁéhtlo' Cruual basado en ejemplos.
Todo este proceso es el ejemplo crucial vasado en ejemplo, donde el estudiante emplea regla
de tres para calcular la cantidad de medicamento que queda en el cuerpo y despueés calculado

el40% de lo que le da, olvidando que para la dosis n el cuerpo tiene acumulado el 40% de la

dosis n-1.
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Demostracion Deductiva Formal Estructurante

¢Qué ocurre con la variacién de la cantidad de medicamento en el organismo conforme pasa el

tiempo? Justifica tu respuesta.

Yo digo que se estabiliza en 733,33, porque el problema que nos presentan es un ejemplo de una
serie geométrica y como el enésimo término de la serie geométrica se pueden representar

mediante la siguiente expresion,

a, =m [%] donde

m es primer término de la sucesion - m = 440
n es el enésimo termino — (n)
reslarazon - r = 0,4

Entonces al remplazar los datos del problema en la expresion obtenemos:

1-(0M"
1-0,4

440 [

] — 440 [1‘("'4)”]

(0,6)
Y analizando en la férmula lo que pasa cuando pasa el tiempo (n crece), tenemos:

1- (0,4)n]

tiend 20 733,33
0.6) iende a = ,

440
[ 0,6

ya que (0,4)™ tiende a cero cuando n tiende a infinito, porque 0,4 es un nimero entre 0 y 1.

Diim=1 E: Conforme pasa el
Dy:r=04 > tiempo se estabiliza en

D5 n seria las dosis 733,33.

Pi;: Como el problema es una serie

geométrica
1-(r)"
a, = m[ ey ¢
Pi,: (0,4)™ - 0,cuandon —

porque 0 < 0,4 < 1.

Figura 28: Estructura del Ejemplo: Deductiva Formal Estructurante.



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 72

Este seria un proceso deductivo que esperariamos en el curso de precélculo, en este proceso
no se utilizan ejemplos en su actividad matematica, sino que aplica una propiedad que conoce
sobre las series geométricas y otra sobre los nimeros reales, para construir la demostracion y

validar el enunciado conclusion.
Ejemplo crucial constructivo.

¢Qué ocurre con la variacion de la cantidad de medicamento en el organismo conforme pasa

el tiempo? Justifica tu respuesta.
La cantidad de medicamento se acerca a 733, porque si realizamos el siguiente vemos que:

a, = 440

a, = [440 x 0,4] + 440 = 616

a; = [(440 x 0,4) + 440] x 0,4 + 440 = 440(0,4)% + 440(0,4)* + 440 (0,4)° = 686,4
a, = 440(0,4)% + 440(0,4)? + 440(0,4)* + 440(0,4)° = 714,56

as = 440(0,4)* + 440(0,4)3 + 440(0,4)? + 440(0,4)* + 440(0,4)° = 725,825

as = 440(0,4)° + 440(0,4)* + 440(0,4)° + 440(0,4)? + 440(0,4)* + 440(0,4)° = 730,32
a, = 440(0,4)° + 440(0,4)° + 440(0,4)* + 440(0,4)3 + 440(0,4)? + 440(0,4)* +
440(0,4)° = 732,13

ag = 440(0,4)7 + 440(0,4)® + 440(0,4)°> + 440(0,4)* + 440(0,4)° + 440(0,4)? +
440(0,4)' + 440(0,4)° = 732,85

Si un estudiante hace hasta este valor y generaliza diciendo que a medida pasa el tiempo la
cantidad de medicamento en el cuerpo se va acercando a 733, y esto se podria catalogar como

una demostracion de tipo ejemplo crucial constructivo.

Si sigue el proceso como se muestra a continuacion podemos considerar otro tipo de

demostracién
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Ejemplo genérico analitico

¢Qué ocurre con la variacion de la cantidad de medicamento en el organismo conforme pasa

el tiempo?

Generalizamos este proceso para n dias y lo expresamos como una sumatoria,
n—1
a, = 440(0,4)™ ' + 440(0,4)" 2 + --- + 440(0,4)* + 440(0,4)° = 440 [Z (0,4)1
i=0

Entonces tenemos que la expresion que nos define el enésimo término es

<. ] -
440 [;(0,4) ] = 440 ll——OAl

Y analizando en la férmula lo que pasa cuando pasa el tiempo (n crece), tenemos:

sl 440
0.6) iende a 0e

= 733,33

)’

a que (0,4)™ tiende a cero cuando n tiende a infinito, porque 0,4 es un nimero entre 0 y
yaq

1.

Este es otro proceso de demostraciéon deductivo que podria ser realizado por un estudiante
para validar la conjetura previamente planteada usando la sumatoria y la formula para el enésimo

término de una serie geomeétrica.

C. Taller “Recipientes”: Este taller enfrenta a los estudiantes a tareas matematicas asociadas a
conceptos longitudes, areas y volimenes de objetos bidimensionales y tridimensionales, en
particular exige claridad conceptual sobre las propiedades y los atributos de estos objetos, y
sobre sus relaciones, especialmente sobre la congruencia y la semejanza para modelar la funcion

que representa la interdependencia entre variables.
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Actividad 1
Toma una hoja de tamafio carta y sin recortar forma un cilindro sin tapas.
a) Considerando el largo como el lado de mayor longitud, jcomo se obtiene el mayor
volumen: forméndolo a lo largo o a lo ancho de la hoja? Justifica tu eleccidn.

b) ;Qué se puede conjeturar de cualquier hoja rectangular? Explica tu respuesta.

Figura 29: Problema seleccionado del taller “Recipientes”.

Un proceso empirico que el estudiante puede hacer como demostracion es tomar las medidas
de la hoja y realizar los célculos correspondientes validar una conjetura previamente enunciada o
incluso usando valores arbitrarios para los lados de la hoja y a partir de los resultados obtenidos

generalizar sus hallazgos para dar una respuesta.

Se espera que los estudiantes planteen que, sin importar el tamafio de la hoja, el cilindro de
mayor volumen es el que se forma usando el largo de la hoja para formar la base circular. Por lo

que, al solicitar una demostracion a este hecho, los estudiantes podrian plantear la siguiente:
Demostracion deductiva formal estructurante

El cilindro formado a lo largo siempre tiene méas volumen, porque si consideramos que a es el

ancho tenemos que, si se forma la base circular con el lado de la hoja cuyo lado mide a, se tiene
que, r =%, despejando la férmula del perimetro de una circunferencia y si utilizamos la

formula del volumen de un cilindro,

a2 a®l . .
Vi=m (E) Xl = <> con [ igual al largo de la hoja.

Y si se forma la base circular con el largo de la hoja [ se tiene que,

2 2

l l al

r =—,entoncesV, = |—) Xa=—.
21 21 41T

. 2] 12 . .
Ahora teniendo en cuenta que V; = i—n yqueV, = U;—n podemos relacionarlos de la siguiente

manera utilizando desigualdades, a < [
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L < L orque 4 es positivo
4w 4w’ porq p !
a?l al

Multiplico por a, - < ;- por a ser positivo,

.. . 2] 12
Entonces multiplicando por [ se tiene que, i—n < i—n, entonces V; <V,

Por lo tanto el volumen del cilindro formado a lo largo es mas grande que a lo ancho.

= ] ' E: El cilindro formado a
| Dim=1 1 JJ lo largo es mas grande

r =04 > .
gz 0, . ; que el formado a lo |
. n seria las dosis i ;
| ancho.

y Piy: Como el problema es una serie geométrica

. @ =m [1_(?.)?1]

__ nEm ek

I Piy: (0,4)" > 0,cuandon — oo porque 0 < 0,4 < 1. !

Figura 30: Ejemplo Demostracion deductiva formal estructurante.

d. Taller “Area mdxima”: El objetivo de este taller es aproximar a los estudiantes al concepto

de derivada desde las ideas de cambio, variacion, a partir de situaciones concretas.

Un proceso de demostracion empirico que un estudiante puede realizar para el problema de la
Figura 30Figura 30: Ejemplo Demostracion deductiva formal estructurante. es realizar calculos
numéricos, y dar una respuesta aproximada a 3.5 m como el valor del lado del rectangulo.

También se puede graficar y asumir este punto como el vértice de la parabola.

Actividad 1
1.2 El perimetro de un rectangulo es de 14 metros. Encuentra las dimensiones de este
cuadrilatero para que su area sea la maxima posible. Explica y justifica tu respuesta en la

hoja de trabajo.

Figura 31: Problema seleccionado del taller “Area maxima”.

Deductiva formal estructurante: El rectdngulo con perimetro 14 y area maxima es el cuadrado

de lado 3,5 y area 12,25. Porque si
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fx)=x(7—x)=7x—x*
y como eso es una parabola, podemos hallar el vértice mediante la formula,

-b -b .
P ( f (Z)) hallar el valor maximo:

2a’

b 7 7 4.
2a =201 2 7
Luego, f(@3,5) =3,5(7 — 3,5) =3,5(3,5) = 12,25.

Concluyendo que el punto del vértice esta dado por P(3,5,12,25) de donde se tiene que el

valor maximo del area es 12,25 m? cuando x = 3,5.

Otro proceso de demostracidon deductiva formal estructurante, puede ser usando técnica de

derivacion aplicada a la expresion:  f(x) = x(7 — x) = 7x — x?
f'(x)=7—-2x
7 — 2x = 0 entonce x = 3,5
Asi, Y = 7(3,5) — (3,5)% = 12,25.

Por lo tanto, x = 3,5 es el lado del rectangulo que hace el &rea maxima.

’

e. Taller “Caja sin tapa”: El proposito de este taller es introducir, desde lo intuitivo, la
construccion de la definicion de variacion. La actividad matemética central del taller es el
problema de optimizacion conocido como la caja sin tapa, a través de él se aborda el concepto

de derivada desde su interpretacién geométrica de la pendiente de la recta tangente a una curva.

Actividad 1

A partir de una hoja rectangular de tamafio 6 dm por 4 dm, construye una caja
sin tapa recortando cuadrados de igual tamafio en las cuatro esquinas, de tal
manera que almacene el mayor volumen. ¢Cuales son las dimensiones de la
atura, anchura y profundidad de la caja de mayor volumen? ;Por qué? Explica tu
procedimiento y tu respuesta.

Figura 32: Problema seleccionado del taller “Caja sin tapa”.
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Un proceso de argumentacion o demostracion que los estudiantes pueden realizar al resolver
el problema de este problema es asignar, de manera arbitraria, valores a las dimensiones de la
caja plantear o validar asi su enunciado conclusién. También pueden dar valores considerando
las condiciones del problema y aproximarse al volumen maximo a ensayo Yy error, utilizando

varios ejemplos o planteando una generalizacién de lo que estén realizando.

Una demostracion deductiva formal estructurante que se pueden hacer es determinar la
funcion del volumen de la caja respecto a la altura, derivar y encontrar el valor méaximo
mediante la técnica de optimizacion ensefiada en cursos tradicionales, como mostramos a
continuacion: y = x(4 — 2x)(6 — 2x) = 4x3 — 20x? + 24x.

y' = 12x? — 40x + 24
12x%2 —40x+ 24 =0

—J7+5 V745
x1 = xZ == .
2 2
V745 ., —\7+5
Como x = > > 2, entonces la solucién es x = — = 0,7847.

En un aula de clase se puede considerar esto como un demostracion formal, ya que el

estudiante utiliza los datos del problema y me

5.1.3 Seleccién de casos de estudio: La version del curso de precalculo en la que
desarrollamos nuestra investigacion contd con la participacion de 300 estudiantes de nuevo
ingreso a la universidad que aceptaron participar en el curso de precalculo para el segundo
semestre de 2016. Estos estudiantes estan en su mayoria, entre los 16 y 20 afios de edad y

provienen de diferentes partes del pais.

Las caracteristicas del curso de precalculo nos permitieron adelantar la investigacion en él ya
que, por un lado, la poblacion a la que atiende ha recibido como minimo 11 afios de formacion

en matematicas (5 de primaria y 6 de secundaria) y, por otro, los talleres del curso estan basados
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en la resolucién de problemas de variacién y cambio; y en el desarrollo de los procesos
matematicos, entre ellos el de razonamiento y demostracion (NCTM, 2000), que es donde se
encuentran los procesos de nuestro interés: la argumentacion ligada a la conjetura y la

construccion de la demostracion.

De los 300 estudiantes que participaron en el curso de precélculo para el segundo semestre de
2016, consideramos un grupo de 30 estudiantes en el que el profesor encargado estuvo dispuesto
a ser video grabado o que video grabaramos las actividades realizadas por sus estudiantes

cuando trabajaban de forma individual, en grupo o en los momentos de socializacion.

La muestra de estudio se conformo con seis estudiantes de quienes se esperaba documentar
los procesos de argumentacién y de demostracion mientras resolvian los problemas del curso de
precélculo: Diego, Carlos, Lia, Juan, Sofia y Nicol (los anteriores son nombres ficticios). Al
inicio del curso, Carlos trabajé solo, pero después interactuaba con Diego mientras resolvia los
problemas; lo mismo sucedio con Sofia, quien se uni6 a Nicol. En la conformacion de las parejas
no se realiza intervencion alguna pues estas se dieron dada la cercania de los puestos. En general
pudimos notar que la tendencia de todos estudiantes es a organizarse en grupos de dos o tres
personas para compartir sus respuestas antes de las socializaciones, lo que también hicieron los

estudiantes que conforman la muestra.

A continuacion, precisamos algunas caracteristicas de los estudiantes, presentandolos por

parejas:

Carlos y Diego; Carlos era mas participativo dada su personalidad y la confianza que exhibia
en sus conocimientos; Diego, por el contrario, era mas reservado y en ocasiones aportaba al
trabajo de Carlos, sin ser el protagonista en los procesos de argumentacion y de demostracion

presentados.
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Sofia y Nicol, las dos estudiantes tenian la misma personalidad: un poco timidas para
expresarse, en ocasiones parecian inseguras de su trabajo en el aula. En los momentos que
trabajaron juntas, ninguna fue protagonista ya que hubo una participacion sobresaliente de parte
de ambas. En una ocasién que Sofia falto, por motivo de enfermedad, Nicol trabajé con Andrés,

quien solo aparece una vez en este estudio.

Lia y Juan; Lia era muy segura de si misma y fue la protagonista de esta pareja ya que su
participacion era destacable en comparacion con la de su compafiero; por ende, Juan fue mas

reservado y esperaba el trabajo de su compariera para adelantar el suyo o hacer algunos aportes.
5.2 Recoleccién de los datos

Antes de hablar de la recoleccion de los datos, vamos a aclarar el rol del docente del grupo y
del investigador que estuvo grabando e interactuando durante todo el curso con los estudiantes

que accedieron a participar de la investigacion.

5.2.1 Rol del profesor: en el grupo elegido para desarrollar este estudio, el profesor fue el
responsable de la ensefianza a la luz de la metodologia del curso; él facilitdé los espacios de
participacién promoviendo la discusion y el debate matematico entre los estudiantes, como

sefiala la metodologia del curso.

5.2.2 Rol del investigador: el investigador trabajé con el profesor del grupo seleccionado en
la preparacion de las clases antes y durante el desarrollo de la experimentacion, ademas adopto
un papel de observador activo y colaborador del profesor en las tareas de asesoramiento y
orientacion de los estudiantes que participaron de la investigacion; interactué constantemente
con ellos, formulando preguntas, registrando sus respuestas y conclusiones en el desarrollo de

las tareas propuestas.
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5.2.3 Toma de datos: para la recoleccion de los datos, el investigador filmé los 15 dias del
curso, durante cuatro horas diarias y recolecté las hojas de trabajo de los estudiantes
participantes para tener evidencia escrita y poder corroborar o aclarar ideas expresadas en los
videos, durante el desarrollo del taller. Esto con la intencion de documentar sus procesos de
planteamiento de conjeturas y construccién de demostraciones, que ofrecieran evidencias que

soportaran el objetivo de la investigacion.

Asimismo, se acompafié de manera puntual el trabajo individual y grupal de los casos de

estudio cuando resolvian los problemas planteados.
5.3 Anélisis de los datos

Al ser esta investigacion de tipo cualitativo, para la sistematizaciéon de los datos el
investigador transcribio los videos y los complementé con apuntes de las hojas de trabajo
recolectadas; asi extrajo los procesos de argumentacién y demostracién de los problemas
seleccionados y, posteriormente, los analiz6 la luz del marco tedrico empleando de los

instrumentos, esto sin perder de vista los objetivos de la investigacion.

5.3.1 Instrumentos de analisis: A continuacion, se retoman los elementos tedricos que
fueron expuestos en el capitulo 2 y que sirven de instrumento de analisis de los datos

recolectados:

5.3.1.1 Modelo de Pedemonte: Si en el momento seleccionado de la actividad matematica del
estudiante se identifican los tres elementos principales (datos, enunciado conclusion y los
operadores de la concepcion (permiso de inferir)) de la estructura, con el modelo de Toulmin, ya
tenemos un proceso de argumentacion o de demostracion. Consideramos en el analisis los tres

elementos adicionales que completan la estructura (indicador de fuerza, refutacion potencial y
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soporte), en caso de lograrse identificarlos. Adicional a esto, identificamos los deméas elementos
que conforman el sistema de referencia (concepcion) de los estudiantes considerados al abordar

los problemas (sistema de representacion < L >y estructura de control < X >).

Identificados todos los elementos estructurales y referenciales, que se puedan, analizamos el
trabajo de los estudiantes, resaltando siempre los elementos més importantes y los dos elementos
del sistema de referencia que estan implicitos en el esquema estructural (L,Z%), ya que estan
ligados a la concepcidn que es el soporte en el Modelo de Pedemonte. Nosotros en lugar del
incluir todos los elementos del sistema de referencia en el Modelo de Pedemonte, solo

resaltamos el marco en el que esta trabajando el estudiante.

Un marco esta constituido por objetos de una rama de las matematicas, de las
relaciones entre los objetos, de sus distintas formulaciones eventualmente e
imagenes mentales asociadas a estos objetos y estas relaciones. Estas imagenes
desempefian un papel esencial en el funcionamiento como herramientas, de los
objetos del marco. Dos marcos pueden implicar los mismos objetos y diferir por las

imagenes mentales y la problematica desarrollada. (Douady, 1986 p.11).

La Figura 33 muestra la estructura del Modelo de Pedemonte al integrar el modelo cK¢ en el

modelo de Toulmin; esta estructura es explicada en cada problema del analisis.

F: Fuerza || Rp: Refutacion potencial

D: Datos / E

R;: Un operador de una concepcion C

!
C =(P.R.L.%)

: Enunciado conclusion

Figura 33: Integracion del modelo cK¢ con el modelo de Toulmin
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5.3.1.2 Constructo de unidad cognitiva: Posterior a la identificacion de la estructura y el
sistema de referencia de ambos procesos, analizamos la posible distancia o continuidad
estructural y referencial entre la argumentacion y la demostracion. Asi que, al igual que Fiallo
(2011), utilizamos un cuadro comparativo para analizar los sistemas de referencia (cu&drupla del
modelo cK¢) y un cuadro comparativo para analizar la estructura de los procesos, a la luz del
constructo de unidad cognitiva segun la interpretacion de Fiallo (2011) del trabajo de Boero, et.

ali (1996) y Pedemonte (2002).

a) Continuidad o ruptura del sistema de referencia: A continuacién observamos el cuadro

comparativo (Figura 34), propuesto por Fiallo (2011):

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES OPERADORES

SISTEMA DE_ SISTEMA DE _
REPRESENTACION REPRESENTACION
ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL

CONTINUIDAD O RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 34: Cuadro para el analisis de la continuidad del sistema de referencia

Ese cuadro lo utilizamos para analizar la posible continuidad o ruptura del sistema de
referencia al contrastar cada uno de los elementos correspondientes a cada proceso y dejar en
evidencia si se repiten, estan representados bajo el mismo sistema de referencia o comparten la

estructura de control.

b) Andlisis de la estructura: A continuacion, el cuadro comparativo que contrasta las
caracteristicas de la estructura del proceso de argumentacion y del proceso de demostracion

(Figura 35).
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ARGUMENTACION DEMOSTRACION
FORMA DE LA ARGUMENTACION

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA
DEMOSTRACION

TTIPO DE DEMOSTRACION

CONTINUIDAD O RUPTURA ESTRUCTURAL

Figura 35: Cuadro para el andlisis de la estructura.

Nosotros, al igual que Fiallo (2011), utilizamos este cuadro para identificar la posible
continuidad o ruptura en la estructura de los procesos. Consideramos que la continuidad se
presenta si entre la argumentacion y la demostracion los procesos involucrados son ambos

empiricos o ambos deductivos.

Posterior a la implementacion de estos instrumentos, analizamos la posible unidad o ruptura

cognitiva, las posibles dificultades o fortalezas de los estudiantes.

A continuacion, presentamos el analisis de los datos integrando los instrumentos expuestos en

este apartado.

6. Anélisis de procesos de argumentacion y de demostracion

En este capitulo mostramos el andlisis de los procesos de argumentacion y de demostracion
realizados por los estudiantes a la luz del marco teorico y siguiendo la metodologia expuesta. En
este estudio analizamos la actividad argumentativa de los estudiantes de algunos en algunos
problemas planteados en cinco de los 14 talleres del curso: 1) Numeros y Operaciones, 2)

Matematica y realidad, 3) Recipientes, 4) Caja sin tapa y 5) Area maxima.
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Para dar orden al analisis, en cada caso presentamos el problema, posteriormente el proceso
de argumentacion de los estudiante, cuyos componentes se representan en el esquema del
Modelo de Pedemonte para dar paso al anlisis de la argumentacion; seguidamente, presentamos
el proceso de demostraciéon, el esquema del Modelo de Pedemonte que evidencia sus elementos
y el respectivo andlisis; finalmente, analizamos la unidad cognitiva usando los cuadros
comparativos que contrastan los elementos de la estructura del proceso de argumentacion y del

proceso de demostracion.

Cabe precisar que cuando identificamos un operador para el Modelo de Pedemonte y para el
cuadro comparativo del sistema de referencia (en el andlisis de la unidad o ruptura cognitiva),
este lo escribimos con simbolos matematicos o de forma mas concreta, si es posible; esto pese a
que el estudiante lo haya representado en lenguaje natural. La intencion de esto es aligerar de

texto los instrumentos de analisis.
6.1 Procesos identificados en el taller “NUmeros y Operaciones”

A continuacion, presentamos el analisis de tres problemas de demostracion del taller Nameros
y Operaciones del curso de precélculo, los cuales fueron trabajados por Carlos de manera

individual.

6.1.1 Problema 1.1

Actividad 1 - 1.1 Explorando
Observa lospuntos a, b, ¢, d, e, f, g y h de la Imagen 1.
a b < d e f £ h

Responde las siguientes preguntas:
a) ;Cual es el punto mas cercano a a-b? ;Por qué?

Figura 36. Problema 1.1

Proceso de Argumentacion

[1] Inv: ¢ Cuél es el punto méas proximo a - b?
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[2] Carlos: [...] lo que hice fue darle valores. En este caso digamos que acé hay 100 [sefiala el
intervalo (0,-1)], un ejemplo, entonces mas o menos aca hay 25 y 25 [Intervalos (—1,a) y
(c,0)], acd hay como 30 [intervalo (a, b)] y aqui hay 15 [intervalo (b, c)], que es como la
mitad de este [intervalo (a, b)], entonces 25 y 15... bueno puse 0,75 [valor de a] y 0,45
[valor de b] negativos ambos, los multipliqué y eso me da un numero positivo que es 0,33
algo; y ese 0,33 algo seria ma&s 0 menos por acd, entonces seria el punto d el mas cercano.

[3] Inv: ¢(Cudl es el punto méas cercanoa a - b?

[4] Carlos: El d.

o ; |
' Dyya=-0,75y b =-0,45][2]. :__)3 E,: El punto mds cercano a ab

. Ds:ab=033[2]. _ 1 esd [2], [4].

- Ry: Sien(-1,0) hay 100 nimeros, entonces a = —0,75; b = —045 v ¢ = —0,25[2].
" Ry: (=0,75) X (—0,45) = 0,33 [2].

. Rj: Ley de los signos [2].

| R,: Ubicar 0,33 en la recta numérica [2].

Marco numérico

Figura 37: Estructura de la argumentacion del Problema 1.1 realizada por Carlos.

Este proceso de argumentacion es constructivo y posee una estructura inductiva por
generalizacion sobre el proceso ya que, a partir de la ilustracion suministrada, el estudiante
obtuvo datos (D,) para elaborar procedimientos aritméticos con ellos y transformarlos (R, y R3);
finalmente, encontrd un resultado (D;) que le dio informacion suficiente para plantear el

enunciado conclusion (E;).

La actividad argumentativa del estudiante se desarrollé bajo un sistema de representacion

numérico (L), acompafiado de una estructura de control numérica-perceptiva (Z,) en la que él
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encontrd respaldo a la actividad argumentativa, al asociar el valor numérico del ejemplo

particular a uno de los puntos (el punto d) de la recta numérica.

Proceso de demostracion

[5] Inv: ¢Por qué d es el punto méas cercanoa a - b?
[6] Carlos: Porque digamos mas o menos poniendo valores, asi como tanteados, daria la
multiplicacion 0,33 y es mas 0 menos como la distancia que queda aqui [sefiala d], lo que le

resta para llegar a 1.

D;: Problema (Ilustracionl)
D,:a=-0,75vb =-045.
D;: (—0,75) x (—0,45) = 0,33

E,: El punto mas cercano a
abesd = 0,33. [2]. [4].

R,: (—0,75) x (—0,45) = 0,33 [6].
R,: Ubicar 0,33 en la recta numérica [6].
Rs: La distancia de 0 a d es mas o menos 0,33 [6].

Marco numérico-métrico

Figura 38: Proceso del estudiante.

En este proceso el estudiante utiliz6 un operador empleado en el proceso de argumentacion
como dato (D3); sustento la construccion de la demostracion al resaltar la posicion de 0,33 en la

recta numérica, por lo tanto este tipo de demostracion es un experimento crucial constructivo.

Carlos utilizo el lenguaje natural como Unica representacion (L,) y un control (£,) métrico-

perceptivo, al considerar que la distancia de 0 a 0,33 es mas o menos la distancia de 0 a d.
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Unidad o ruptura cognitiva

ARGUMENTACION DEMOSTRACION

E;: El punto méds cercano a ab es d E;: El punto méds cercano a ab es d
CONCEPCION CONCEPCION

OPERADORES OPERADORES
R,:Sien (-1,0) hay 100 nimeros, entonces R,:(—0,75) x (—0,45) = 0,33.
a=-0,75:b=-0,45yc=—0,25. R,4: Ubicar 0,33 en larecta numérica.
R,:(—0,75) x (—0,45) = 0,33. R:: La distancia de 0 a d es mds o menos
R5: Ley de los signos. 0,33.

R4: Ubicar 0,33 en la recta numérica.

SISTEMA DE REPRESENTACION SISTEMA DE REPRESENTACION
L, = Numérico L, = Lenguaje natural

L, = Lenguaje natural

ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL
Z, = Numérico-Perceptivo Z, = Métrico-Perceptivo
Marco numérico Marco numeérico-métrico

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 39: Cuadro Comparativo 1, continuidad del sistema de referencia (Problema 1.1)

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
FORMA DE LA ARGUMENTACION

Constructiva

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA
Inductiva por generalizacién sobre el DEMOSTRACION
proceso Inductiva o empirica

TIPO DE DEMOSTRACION

Experimento crucial constructivo

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Figura 40: Cuadro Comparativo 2, continuidad estructural (Problema 1.1).

En este proceso de argumentacion y de demostracion encontramos unidad cognitiva empirica
dado que existe continuidad referencial y estructural. Esta unidad cognitiva empirica la vemos

como una dificultad que impide al estudiante convertir los operadores empiricos de la
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argumentacion en propiedades matematicas para realizar una demostracion deductiva ya que, en
el proceso de argumentacion con el que planted la conjetura, €l empled algunos elementos que

después retom6 como experimento crucial para sustentar la construccion de la demostracion.

Otra dificultad que emergio de la observacién del grupo, es que los estudiantes abordaron este
problema de variacion y cambio como un problema numérico invariante lo que condujo a la
mayoria a hacer solo unos ejemplos y, posteriormente, generalizar para dar una respuesta, este

proceso provoco el tipo de argumentacidn y demostracion que acabamos de analizar.
6.1.2 Problema 1.2

A continuacién, presentamos la actividad argumentativa de Carlos cuando resolvié un
problema planteado por el investigador mientras trabajaba en el taller “Numeros y operaciones”.
Es importante sefialar que el problema no estd directamente relacionado con la Imagen de la

recta numérica que aparece en el taller, pero el estudiante apoy6 su repuesta en ella.

(Cuando multiplico dos numeros, el resultado de la multiplicacion es mayor,

menor o igual a cualquiera de los dos numeros? ;Por qué?

Figura 41: Problema 1.2

Proceso de argumentacion

[1]Inv: ¢Cuando multiplico dos numeros, el resultado de la multiplicacion es mayor, menor o
igual a cualquiera de los dos nimeros?

[2]Carlos: Pues cuando son positivos siempre dara mayor, eso si es de ahi, ya que se aumenta el
valor [sefiala la parte positiva de la recta numérica, Imagen 1]. Cuando son... creo que
negativos también porque... jAh, no, no, no!, perdon. Cuando son dos negativos
multiplicados evidentemente va a ser mayor porque se va a ir hacia el costado de alla [sefiala

la parte positiva de la recta numérica] y cuando son dos signos diferentes (negativo-
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positivo), tiene que ser menor que ambos, creo yo, porque el valor se retrocede [duda y toma
la calculadora]. Creo que calculé mal... si, calculé mal. Espere que cai en cuenta de algo:
—0,75 por 0,3 es igual a —0,22 [toma los valores que le asigné a a y d en la recta real del
problema, Imagen 1]. No, no, en este caso seria el ¢, porque de todas formas recorté [ad =
¢ < d] pero no, o sea, no fue menor este nimero como tal [se queda en silencio].

[3]Inv: Bueno y si multiplico dos ndmeros positivos, ¢su resultado siempre es mayor que
cualquiera de esos dos nimeros?

[4]Carlos: Pues si; si, claro.

! - ! E;: El producto de dos niimeros positivos es

R R S o \ ' ; mayor que cualquiera de los dos nimeros
1 Dy:Problema[1]. | | ); multiplicados [2], [4].

S N SN S S D GEE RN G SN DS SN S S S SEE R

I Ry: Lamultiplicacion de dos nimeros positivos aumenta el valor [2].
;‘ R,: La multiplicacion de dos nimeros negativos es mayor porque es positiva [2].

1 Rj: Ley de los signos [2].
i Ry —075%03=—022]]

- = L,:;::J:I:~_~: oy
L L L L T T

Marco numérico-perceptivo

H

Figura 42: Estructura de la argumentacion del Problema 1.2 realizada por Carlos.

Ante la pregunta del investigador, el estudiante planted unas conjeturas iniciales apoyadas en

operadores (R, R,) que, al parecer, eran para él reglas asociadas a la multiplicacion.

La transcripcion evidencia que el estudiante quedd en silencio al no entender porque el
resultado le dio la mitad de los dos nimeros multiplicados cuando usé un numero positivo y uno
negativo. Esta situacion le permitié al investigador centrar la atencion del estudiante en una de
estas conjeturas para, finalmente, él lograra concretar un enunciado conclusién (E,), el cual seria

demostrado por el estudiante.
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El estudiante utilizd la recta numérica como primer control (X,) y, posteriormente, la
calculadora (Z,); ademaés, en este proceso de argumentacion inductivo por generalizacion de los
enunciados, identificamos que el estudiante usé el lenguaje natural como principal medio de

representacion (L) y una representacién numérica (L,).
Proceso de demostracion

[5]Inv: ¢Por qué?

[6]Carlos: Porque de por si, por cualquier lado que se lo mire, por ejemplo 5 X 7, va a estar 5
elevado [sumado] 7 veces o 7 elevado 5 veces, 0 sea va a ser la repeticion como tal, entonces
el nimero no se va a mantener ahi estatico, 5y 7 son menor que 35.

[7]Inv: Ah, bueno.

El.:. El | p:od uct:(;r dc cl 0:-. niu-n.c.rﬁ.s

= positivos e¢s mavor que los dos I
| nameros [2], [4], [6].

LD, 5vT[3].
Ds: 35 [3].

Rs: 5 x 7 = 35, porque es una suma
| abreviada. [6].
I Rg: 5 < 35v7 < 35]6]

Marco numerico

Figura 43: Esquema de la demostracion del Problema 1.2 realizada por Carlos.

Vemos que en este proceso el estudiante construyo la demostracién con un ejemplo escogido
sin ninguln criterio, consecuencia de la concepcion “la multiplicacion es una suma abreviada v,

por ende, el resultado siempre es mas grande que cualquiera de los nimeros”.

El ejemplo numérico (L,) utilizado por el estudiante hizo las veces del control (Z).

Consideramos que usar ejemplos con numeros enteros es una dificultad que impide encontrar
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contradiccion alguna en el proceso de demostracion pues, en el caso que analizamos, el ejemplo

corroboré la concepcion del estudiante.

Unidad o ruptura cognitiva

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E,:El punto mas cercano a ab es d E,:El punto mas cercano a ab es d
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES OPERADORES

Ri:S5ia>0Ab>0 =ab>a Aab=>
b.

R,: Ubicacion de los mimeros reales en la
recta numerica.

R;: Ley de los signos.

R,: —0,75%0,3=-0,22

R.:5 X7 = 35, porque es una suma
abreviada.
R,;:35>5vy35>7

SISTEMA DE REPRESENTACION
L,:Lenguaje natural.
L,:Numérica

SISTEMA DE REPRESENTACION
L,:Numérica

ESTRUCTURADE CONTROL
¥; = Recta mumérica.
Y., = Calculadora.

ESTRUCTURADE CONTROL
73 = Ejemplo numeérico.

Marco numérico-perceptivo

Marco numeérico

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 44: Cuadro Comparativo 3, continuidad del sistema de referencia (Problema 1.2).

ARGUMENTACION

DEMOSTRACION

FORMA DE LA ARGUMENTACION
Estructurante

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA
Argumentacion inductivo por
generalizacion de los enunciados

ESTRUCTURA DE LA
DEMOSTRACION
Inductiva o empirica

TIPO DE DEMOSTRACION
Empirica Ingenua

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Figura 45: Cuadro Comparativo 4, continuidad estructural (Problema 1.2).

En estos procesos se presenta unidad cognitiva inductiva ya que el estudiante razono bajo una

concepcién ligada a la idea de que la multiplicacion siempre es un valor mas grande por
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concebirla como una suma abreviada. Por lo que podemos decir que esta unidad cognitiva
empirica es una dificultad que le impidi6é considerar otras opciones de nimeros positivos tanto
en el proceso de argumentacion como en el proceso de demostracion, como por ejemplo: “si los

dos niimeros estan entre cero y uno” o “alguno de ellos esta entre cero y uno”.

Emplear ejemplos numéricos y comprobaciones perceptivas en el proceso de argumentacion y
en el de demostracién es una dificultad que le impidi6 al estudiante realizar procesos deductivos

y que, ademas, genera unidad cognitiva empirica.
6.1.3 Problema 1.3

Continuamos con los problemas de demostracion del taller NUmeros y Operaciones, con el

problema que se muestra en Figura 46.

G Actividad 2

2.1 Abre el archivo T1_Act-2.1.ggb de GeoGebra y explora. Contesta:
~(Qué pasa con el valor de a'b, si 0<a<1y 0<b<1? Escribe tus conjeturas y justificalas.

Figura 46: Problema 1.3

Proceso de argumentacion

[1] Inv: ¢(Qué pasaconel valordeabsi0 <a<1y0<b<1?

[2] Carlos: Si es un entero [si b=1] va a dar el mismo nimero, como vimos en ese caso
[intervencion 6], esto, si ya la cifra es inferior y son decimales inferiores a uno, obviamente lo
resultado van a ser antes que cualquiera [ab < ay ab < b].

[3] Inv: ¢Esto se cumple siempre?

[4] Carlos: Si, se cumple; veo que el valor que me dio como tal [ab] es inferior a este [a]y

también a este [b, interactta con la modelacién].



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 93

- Fe . 1] a7 [3
Rp: ;Esto se cumple siempre? [3].

Di0<a<ly0<b<1[l] /) E:Si0<a<1A0<b<
D, Archivo dinamico [2], [4]. 1 = ab <ayab < b[2]. [4]

R:Sib=1=ab=a|2]
RySi0<a<lyv0<b<l=ab<ayab<bh]2]
R3: Archivo dinamico [4].

Marco perceptivo
Figura 47: Estructura de la argumentacién del Problema 1.3 realizada por Carlos.

Bajo un proceso inductivo por generalizacion, el estudiante planted una conjetura basado en
un analisis perceptivo que va mas alla de solo considerar un caso particular. Podemos inferir que
el estudiante no dud6 de su enunciado conclusion (E;) y esto se debe a que el control de sus
acciones lo ejercié el archivo dinamico (X;), que a su vez fue su parte de su sistema de

representacion (L;).
Proceso de demostracion

[5] Inv: ¢Por qué da esto? [que ab sea menor que a 'y que b, [4]].

[6] Carlos: No sé como justificarlo; estoy pensando en eso.

[7] Inv: Porque ahi parece que si.

[8] Carlos: Seria lo que ya le dije sobre los fraccionarios.

[9] Inv: (Codmo asi?

[10] Carlos: Pero entonces no sé como convertir esas cifras en fracciones. Voy a mirar unas
cifras mas razonables.

[11] Inv: Haga lo que considere necesario.

[12] Carlos: Trabajémoslo con el 50 exacto... jAy, no! ¢Por qué no sale? Bueno, dejémoslo ahi.



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 94

Supongamos que este es 0,8 [valor de b] y este, digamos que, es 0,6 [valor de a] —para no

. . , 3 P . -
pelear— entonces 0,6 me indicarian o ¢si? [verifica en la calculadora que 3 + 5 = 0,6], si

vl w

, . . . 3 4
Lo que uno podria realizar es lo siguiente o 0 sea transformando 0,6; y 0,8 en < estamos
hablando de multiplicacion, entonces 3 x 4 = 12 y 25, entonces empezamos a... [escribe
12 . . . .
> PEro no es capaz de explicar ni de concluir su idea].

i¢A qué?! [se cuestiona]... Bueno, aca no se pueden reducir al punto como tal porque no se
deja manejar, pero de todas formas trabajemos un poquito mas coherente [cambia el valor

de a en su ejemplo].

. . 1 . 1
¢El 0,5 donde esta?.. Bueno, tomemos este; 0,5 seria >» estariamos hablando > [valor de a,],
. . . . 3 4 - 1 4
las cifras obviamente van a cambiar [antes habia calculado X5 ahora cambi6 a > x S ly

serian 110, que al empezar a dividirlo tendriamos 2 y 5 [simplifica]; y % seria 0,4 que es lo que

estd aca [valor de ab en la pantalla] y seria una forma de sustentar por qué los valores a
veces son inferiores al valor de a y b.

[13] Inv: ¢ % es mas pequefio que %?

[14] Carlos: Si, claro.

[15] Inv: ¢Por qué?

[16] Carlos: Porque en este caso estaremos hablando que una fraccion dividida en 5 partes,
donde cada una equivale a un 20%, entonces tomar dos porciones seria tomar en 40%,
faltaria todavia la mitad de una porcion para poder llegar a ser el 50% y llegar que es igual

que el punto a 0 mas porciones para que lo supere.

2 , ~ 4
[17] Inv: ¢ - €5 mas pequefio que E?
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[18] Carlos: Si, claro.
[19] Inv: ¢Por qué?
. . . . 4 , . .
[20] Carlos: Sigue siendo inferior porque < supondria el 80% de cierta cantidad, en este caso
seria 0,8.
e ————— g F.‘ps=.',fg_:__smaspewamque;‘?[ls],
| F=Verdadero [14].[18]. | Rplzi;%g;méspmueﬂoquei? (a7l |
| Dy:b=08;a=06[12] |
| Dyay= ";b=§[1z],

2
f=2n2)

. ; | E:Si0l<a<lial<b<]l = ab<ayvab<b[4] |

| Ri:06=2y08=2[12].
I g iyt _L2

| Rsi 2“5[122].

- R‘::XE=G=E[”]'

R,:% es 50%;% es 40%; g es 80%[16], [20].

I Marco numérico |

(=
s

o =

|
dann

Figura 48: Estructura de la demostracion del Problema 1.3 realizado por Carlos.

A través de un proceso inductivo el estudiante construyé su demostracion manipulando
algunos datos numeéricos escogidos segun las condiciones del problema y la facilidad para

transformarlos y analizarlos en diferentes registros de numeracion.

Cabe resaltar que en busca del ejemplo que le permitié justificar la construcciéon de la
demostracion, el estudiante descartd un ejemplo que involucraba un nimero fraccionario que no
pudo comparar con los otros dos, evidenciando un proceso de demostracion de tipo experimento

crucial constructivo.

La representacién que vemos es numérica (L,) con diferentes sistemas de numeracion. Se
evidencia un control (Z,) que tiene que ver con la correspondencia de los resultados y los valores

que aparecen el archivo dinamico. Después de unas refutaciones potenciales del investigador, el
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estudiante decidio transformar (R,) las fracciones en porcentajes, aplicando un nuevo control
(Z,) que le permitio relacionar las diferentes interpretaciones de la fraccion mediante un

tratamiento entre los diferentes registros numéricos (Duval, 1993).
Unidad o ruptura cognitiva

En este proceso se presentd continuidad empirica estructural, pero encontramos que hubo
ruptura cognitiva, producto de un cambio del sistema de referencia perceptivo en el
planteamiento de la conjetura, a uno numérico en la construccion de la demostracion. Veamos

los cuadros de comparacion:

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E;:El punto mas cercano a abes d E;: El punto mas cercano aabes d
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES OPERADORES
Ry:Sib=1=ab=a. 34:0,6=§y‘8=§.
R;:Si0<a<lyl0<b<l1=ab<ay 3 4 12
ab < b. Rs:sx5=2s
1 4 4 2
Rs: Archivo dinamico. Rg: X5
Ry % es 50%;2 es 40%; E es 80%.
SISTEMA DE REPRESENTACION SISTEMA DE REPRESENTACION
L4: Archivo dinamico L,: Lenguaje natural
L,:Lenguaje natural L, = Numérico
ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL
I, = Archivo dinamico T, = Archivo dinamico
Z, =Numérico (distintas interpretaciones de
la fraccion: decimal, fraccion, porcentaje).
Marco perceptivo Marco numérico

RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 49: Cuadro Comparativo 5, ruptura del sistema de referencia (Problema 1.3).
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ARGUMENTACION DEMOSTRACION

FORMA DE LA ARGUMENTACION
Constructiva

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA
Inductiva perceptiva DEMOSTRACION

Inductiva o empirica

TIPO DE DEMOSTRACION
Experimento crucial constructivo

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Figura 50: Cuadro Comparativo 6, continuidad estructural (Problema 1.3).

Teniendo en cuenta que la actividad argumentativa adelantada en estos procesos es una
dificultad por el uso de la percepcion o ejemplos como Unico medio de conviccién, destacamos
como una fortaleza el dejar de lado solo lo perceptivo en el proceso de argumentacion y emplear
otros elementos, en este caso fueron operadores numericos y otro sistema de representacion en el

proceso de demostracion.

6.2 Procesos identificados en el taller “Matematica y Realidad”

6.2.1 Problema 2.1

Este es uno de los cinco problemas que se analizaron de la actividad de argumentacion de

Sofia y Nicol en la situacion de filtracion de medicamento que se presenta en la Figura 51.

Situacion 1: Filtracion de Medicamento
Una jugadorase golped en una rodillajugando al voleiboly su médico preseribié un antiinflamatorio
para reducir la hinchazon. Tenia que tomar 2 tabletas de 220 miligramos cada 8 horas durante 10 dias.
Si sus rifiones filtraban un 60% del medicamento de su cuerpo cada 8 horas. Segun lo anterior,
contesta:

a) ;Qué cantidad quedaba en su sistema circulatorio al cabo de los 10 dias? Justifica tu respuesta.

Figura 51: Problema 2.1

Proceso de argumentacion
[1] Inv: ¢ Que hacen? Cuénteme. ¢Estan trabajando juntas?

[2] Sofia: Pues si.
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[3] Nicol: Si.

[4] Sofia: Pues sacando conclusiones.

[5] Inv: Bueno, cuénteme.

[6] Sofia: Pues si cada 8 horas se debe tomar 2 tabletas de 220 mg entonces diarias se tiene
tomar 6 tabletas... y durante 10 dias serian 60.

[7] Nicol: No le entiendo.

[8] Sofia: Pues que si se tienen que tomar dos tabletas cada 8 horas, o sea diarias se tienen que
tomar 6 tabletas [...]; a los 10 dias serian 60 tabletas y entonces... me preguntan qué
cantidad se queda en el sistema circulatorio al cabo de 10 dias [sefiala su hoja de trabajo,

Figura 52].

= ' /

:,, Yﬁ 1'.)01‘\]9 (7)(4(‘ < |‘0 Au‘l("ﬁ lp "OC‘ 4

¢ Te diavial =
60Ox 220 =
e |
(15200(?"

oo 7 IMC‘ cada ahz

Figura 52: Hoja de trabajo de Sofia.

[9] Nicol: Por eso, ¢qué cantidad de medicamento queda el sistema circulatorio al cabo de 10
dias?
[10] Sofia: Por eso se toma 60 tabletas en los 10 dias y como cada tableta tienen 220 mg...

[sefiala 13200].
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Fy: Débil. Rp,: No entiendo [5].

D,: Cada 8 horas se debe tomar
2 tabletas de 220 [6].

D,: 6 tabletas diarias. [6]

D: 60 tabletas en 10 dias [4].

E;:La cantidad de medicamento
queda en el sistema circulatorio al
cabo de 10 dias es 13200 mg [10].

R;: Si son 2 tabletas cada 8 horas, entonces son 6 diarias [6].
R,: Si son 6 tabletas al dia, entonces son 60 en 10 dias [6] [10].
R,: 60 tab X 220mg = 13200mg [6]. [8], [Tlustracién 2].

Marco numérico

Figura 53: Esquema de la argumentacion de Sofia y Nicol en el Problema 2.1.

[11] Nicol: Pero pues es que no...o sea, entonces seria multiplicar las 6 tabletas por 220 ¢no?,
porque si se toma 6 tabletas al dia, pues cada tableta de eso [220 mg]...

[12] Sofia: Por eso seria multiplicar 60 que son de los 10 dias.

[13] Inv: Hagalo cada una como lo ha pensado a ver cuénto les da.

[14] Sofia, Nicol: [silencio].

[15] Nicol: Pues yo creo que es asi.

[16] Inv: ¢ Cuénteme?

[17] Nicol: Bueno, ella se tendria que tomar diariamente 6 tabletas.

[18] Inv: ¢Por qué 6 tabletas?

[19] Nicol: Si, porque cada 8 horas son dos, entonces seria 3 veces al dia, ;no? Y entonces seria
6, entonces pues yo creo que seria multiplicar... bueno 6 por el... o sea porque cada uno es de
220 mg y eso daria 1320 y a eso se le saca el 60% que era lo que filtraban sus rifiones,

entonces se estaria tomando 792 mg.
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Figﬁra 54: Hoja de trabajo de Nicol.

[20] Inv: Entonces, ¢qué cantidad de medicamento queda en el sistema circulatorio al cabo de 10
dias?

[21] Nicol: Es que no sé, pues seria como....

[22] Inv: ¢ Cual es la respuesta?

[23] Nicol: Esta [sefiala con el 1apiz 792].

I F,: Debil [19]. JI | Rpy: (Por qué 6 tabletas? :
I —

| D;: Cada8 horas se debe tomar 2 tabletas de !
1220 [11]. [19]. i
| Dy 6 tabletas diarias [15] [17].

I Dy Ey [11].

I' Dg: Se toma 1320 mg enun dia [17]. i
y Dgt En el cuerpo queda el 60% del 1
| medicamento, [19]. 1

|l E;: La  cantidad de |
I medicamento queda en el !
| sistema circulatorio al cabo de |
1 10 dias es 792 mg [22]. I

R,: 5ison 2 tabletas cada 8 horas, entonces son 6 diarias [6].
R4 6tabx 220mg = 1320 mg [4]
Rs: 60 % de 1320 mg = 792mg [4]. [Tlustracién 2].

I Marco numérico ::

Figura 55: Esquema de la argumentacion del Problema 2.1 realizada por Nicol.

[24] Inv: 792, ;por qué seria esa la respuesta?

[25] Nicol: Pero es que, o sea creo que me falta como multiplicarlo por los 10 dias, entonces
seria como 60 por 220, ;/no?, pues no sé, porque seria como los dias por la cantidad de mg de
cada tableta, entonces no estariamos multiplicando como cada tableta, o sea, en si lo que
tienen cada tableta, ¢Si me entiende?, entonces no sé.

[26] Inv: ¢Esos 792 son lo que se queda en el cuerpo por dia?



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 101

[27] Nicol: No, o sea, son 6 tabletas y cada tableta tiene 220 mg entonces se multiplica y da esto
[sefiala 1320] y a eso se le saca el 60% que es lo que filtraba el rifion y daria esto [sefiala
792], pero entonces seria... tendriamos que multiplicar esto entonces [sefiala 792] por lo dias
y eso es lo que queda durante los 10 dias.

[28] Inv: ¢ Entonces cudnto queda durante los 10 dias?

[29] Nicol: Uuuh, 7.920, pero eso ya seria mucho.

[30] Inv: ¢Por qué cree que mucho?

[31] Nicol: No s¢, seria como también... [se queda en silencio]

[32] Inv: ¢Por qué dice que mucho? No entiendo eso.

[33] Nicol: No sé, o también tocaria, seria como decir o tocaria como multiplicarlo por esto
[sefiala 1.320], no mentiras no sé... o sea, es que tengo como otra idea pero no sé¢ cémo
explicarla.

[34] Inv: ;COomo asi, 0 sea que eso que tiene ahi no esta correcto?

[35] Nicol: O sea, tengo otra idea como para hallar los dias exactos, pero no sé como explicarla.

[36] Inv: Bueno, intente hacer algo.

Rp;: ;Por qué seria esa la respuesta? [24].

Rp,: (Esos 792 son lo que se queda en el cuerpo
por dia? [26].

Rps: ;Por qué cree que mucho? [30], [32].

Rpg: ;Como asi, o sea que eso que tiene hay no
estd correcto? [34].

Fy: Débil [29], [31], [33].

Dy: Cada 8 horas se debe tomar 2 tabletas
de 220 [27].

D,: 6 tabletas diarias [25] [27].
D,: 60 tabletas en 10 dias [25].
Ds: Se toma 1320 mg en un dia [27].
Dy Ey [27]

E;: La cantidad de medicamento
queda en el sistema circulatorio al
cabo de 10 dias es 7920 mg [30].

Ry:Sison 2 tabletas cada 8 horas, entonces son 6 diarias [6].
R,: 6tab x 220mg = 1320 mg [4], [27].

Rs: 60 % de 1320 mg = 792mg [4], [Iustracion 2], [27].
Rg: 60 x 220 [25].

R,:792mg x 10 = 7920mg [27].

Marco numérico

Figura 56: Esquema de la argumentacion de Nicol.
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La transcripcion anterior evidencia que las estudiantes compartieron la actividad matematica
que cada una realiz6 de forma individual sin advertir que sus procesos eran parecidos, solo que
las operaciones estan en un orden diferente y que Sofia en un principio consideré sacar el 60% al

valor encontrado.

No presentamos la intervencion [37] a [90] pues no aporta elementos nuevos al analisis,
aunque resaltamos que ahi Nicol opiné sobre el trabajo de Sofia lo cual las condujo a trabajar en

equipo para percatarse que no es el 60% lo que quedaba en el cuerpo sino el 40%.

[90] Nicol: Por fin.

[91] Inv: {Qué hicieron?

[92] Sofia: Todo lo que estdbamos haciendo no nos sirvié para nada.

[93] Inv: Todo lo que hicieron no sirvié para nada, ¢por qué?

[94] Sofia: Pues porque debiamos enfatizarnos mas en lo que quedaba en el organismo y con eso
entonces hallamos el 40% de la concentracion que nos dan, o sea de 440...

[95] Nicol: O sea como de cada tableta, cada 8 horas, o sea por decir...

[96] Sofia: De cada 8 horas, ¢cuantos miligramos se queda en el cuerpo? —le ayuda Sofia-.

[97] Nicol: Si; por ejemplo, las primeras 8 horas me va a quedar esto, 176 mg, entonces lo
multiplicamos por tres porque son tres veces al dia y quedaria esto, 528 mg, y 528 se

multiplica por los 10 dias y daria 5280.
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Figura 57: Hoja de trabajo de Nicol.
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[98] Sofia: Y esa seria la cantidad de concentraciéon que queda en 10 dias.
[99] Inv: ¢En los 10 dias?

[100] Sofia, Nicol: Si.

F,: Fuerte [96], [98].

D,:Cada 8 horas se debe tomar 2 tabletas E:: La cantidad de
de 220 [27]. medicamento  queda
D:: 176mg queda en el cuerpo cada 8 en el sistema
horas [92], [Ilustracién 4]. circulatorio al cabo de
D;: 528 mg queda en el cuerpo al dia > 10 dias es 5280 mg
[95]. [Mustracion 4]. [98].

D;: 5280 mg queda en el cuerpo en 10
dias [95], [Mlustracién 4].

Rg: 440 X 40% = 176myg [92], [lustracion 4].
Rg: 176mg x 3 = 528myg [95], [Tlustracion 4].
Ryg:528myg x 10 = 5280myg [95], [Tlustracién 4], [11].

Marco numérico

Figura 58: Esquema de la argumentacion construida en equipo por de Nicol y Sofia.

Las estudiantes mediante un proceso de argumentacion constructivo y una generalizacion de
un proceso inductivo, en el que manipularon los datos del problema para encontrar otros nuevos,

finalmente Ilegaron a un enunciado conclusion (E,).

El orden en que las estudiantes usaron y encontraron nuevos datos fue diferente [propiedad
conmutativa en la multiplicacion de los reales] y al momento de la intervencion cada una lo hizo
desde lo que realizado en su hoja de trabajo, ademas se evidencia una dificultad para reconocer y

aplicar las propiedades de los nimeros reales.

Después de plantear varias veces un enunciado conclusion y descartarlo a medida que

avanzaban el proceso, finalmente concretaron una conjetura trabajando en conjunto,
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convirtiéndose esto en el control que determind la veracidad de este enunciado ya que la

coherencia entre procesos no dio lugar a contradiccién alguna (Z,).

En este proceso de argumentacion vemos un uso implicito de la regla de tres simple (Z,)
utilizada para encontrar los nuevos datos mediante una representacién numeérica (L, ). Esto se dio
bajo el supuesto de un crecimiento constante de las magnitudes, lo que fue evidente por los
operadores utilizados por las dos estudiantes y los enunciados conclusion (E;, E,, E5) que surgian
a lo largo del proceso y gue, finalmente, mediante un trabajo conjunto, contribuyo para plantear

una conjetura (E,).

Proceso de demostracion

[101] Inv: ¢Por qué es esa concentracion y no otra diferente?

[102] Nicol: {Como asi?

[103] Sofia: [...] por todo lo que hicimos, por toda la relacion que tiene, o sea, si 176 mg...
[sefiala el proceso realizado en su hoja de trabajo].

[104] Nicol: Es cada, o sea, son todas las primeras 8 horas.

[105] Sofia: Si exacto.

[106] Nicol: Entonces se multiplica por 3, por que se toma 3 veces al dia.

[107] Sofia: Y eso nos daria la concentracion al dia y lo multiplicamos por los 10 dias [sefiala la

operacion que ya esta en la hoja de trabajo].
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F,: Fuerte.
Ds: 176 mg queda en el cuerpo cada 8 E;: La cantidad de
horas. [92], [Ilustracion 4], [102]. ) medicamento queda en el
De: 528 mg qpeda en el cuerpo al dia. sistema circulatorio al cabo
[95]. [Tustracidon 4]. [104], [105]. de 10 dias es 5280 mg.

Rg: 440 X 40% = 176mg [92]. [Tlustracion 4].
Rg: 176mg X 3 = 528mg [95]. [Tlustracion 4].
Ryg: 528mg X 10 = 5280mg [95]. [Tlustracion 4], [11].

Marco numérico

Figura 59: Esquema de la demostracion de Nicol y Sofia del Problema 2.1.

Las estudiantes sustentaron la construccion de la demostracién mediante el proceso de tipo
empirismo ingenuo inductivo en el que repitieron el procedimiento realizado en el planteamiento
de la conjetura. Ademas, la idea de que el procedimiento era correcto hizo las veces de control
(Z,) de sus acciones y siguieron con un sistema de representacion numérico (L;), pero en esta
oportunidad no lo escribieron de nuevo, bastandoles con repetir y sefialar las operaciones y los

resultados obtenidos previamente (L,).
Unidad o ruptura cognitiva

En estos procesos se present6 continuidad referencial y estructural por la forma de concebir la
variaciéon de las magnitudes involucradas en el problema y el uso de la regla de tres en todo
momento por parte de ambas estudiantes (véanse la Figura 60 y Figura 61), por lo que se

evidencid unidad cognitiva empirica.
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ARGUMENTACION
E,: La cantidad de medicamento queda en el sistema
circulatorio al cabo de 10 dias es 13200 mg.
E,:La cantidad de medicamento queda en el sistema
circulatorio al cabo de 10 dias es 792 mg
E,:La cantidad de medicamento queda en el sistema
circulatorio al cabo de 10 dias es 7920 mg
E.:La cantidad de medicamento queda en el sistema
circulatorio al cabo de 10 dias es 5280 mg.

DEMOSTRACION
E,: La cantidad de medicamento queda en
el sistema circulatorio al cabo de 10 dias es
5280 mg.

CONCEPCION

CONCEPCION

OPERADORES

R,: Si son 2 tabletas cada 8 horas, entonces son 6
diarias.

R,:Si son 6 tabletas al dia, entonces son 6 diarias.
R;: 60tab x 220mg = 13200mg.

R,:6tab x 220mg = 1320 mg.

R5: 60 % de 1320 mg = 792mg.

Rg: 60 x 220.

R,:792mg X 10 = 7920mg

R,: 440 X 40% = 176mg.

R,: 176mg x 3 = 528mg.

R,o: 528mg x 10 = 5280mg.

OPERADORES

Ry: 440 x 40% = 176mg.
R,:176mg x 3 = 528mg.
R.o: 528mg x 10 = 5280mg.

SISTEMA DE REPRESENTACION
L,: Numérico
L,: Lenguaje natural

SISTEMA DE REPRESENTACION
L, : Numérico
L,: Lenguaje natural

ESTRUCTURA DE CONTROL
Z,: Coherencia del enunciado conclusion.
T,: Regla de tres.

ESTRUCTURA DE CONTROL
%, : Coherencia del enunciado conclusion.
T,: Regla de tres.

Marco numeérico

Marco numerico

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 60: Cuadro Comparativo 7, continuidad del sistema de referencia (Problema 2.1).

Empirismo ingenuo inductivo.

ARGUMENTACION DEMOSTRACION |
FORMA DE LA ARGUMENTACION
Constructiva
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Inductiva por generalizacién sobre el proceso | Empirica
TIPO DE DEMOSTRACION

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Figura 61: Cuadro Comparativo, continuidad estructural (Problema 2.1).
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La unidad cognitiva empirica impidi6 que se presentaran contradicciones en la actividad

matematica y, por ende, que lograran plantear una conjetura adecuada como solucién a la
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situacion y la respectiva demostracion. Otra dificultad encontrada en el trabajo en equipo de
Sofia y Nicol fue la coincidencia que finalmente hubo entre sus procesos, la cual les dio

confianza para adelantar su actividad argumentativa creyendo que lo realizado era correcto.
6.2.2 Problema 2.2

“una jugadora se golpe6é en una rodilla jugando al voleibol y su médico prescribidé un
antiinflamatorio para reducir la hinchazén. Tenia que tomar 2 tabletas de 220 miligramos cada 8
horas durante 10 dias. Si sus rifiones filtraban un 60% del medicamento de su cuerpo cada 8

horas”..
¢Qué cantidad queda en el sistema circulatorio al cabo de n dias?
Proceso de argumentacion

[1] Inv: ¢ Qué cantidad queda en el sistema circulatorio al cabo de n dias?

[2] Nicol: Pues nosotras hicimos como una formula. ..

[3] Sofia: Como una ecuacion...

[4] Nicol: Si, bueno hicimos como multiplicar la cantidad diaria... [Figura 62]

[5] Sofia: De concentracion diaria. ...

[6] Nicol: Que serian 528 mg por el nimero de dias, entonces eso daria la cantidad total tomada,
0 sea al dia [Figura 62].

[7] Sofia: Entonces seria n por 528.

[8] Nicol: Si, por n dias, entonces eso seria: se multiplicaria por el primer dia, por el segundo dia,

por el tercer dia, por el cuarto dia, por el quinto dia, asi sucesivamente [Figura 62].
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Figura 62: Hoja de trabajo de Nicol.
I F:Fuerte.
I D,: La cantidad de medicamento en el \ .._.: E;: La formula general
i cuerpo diaria es de 528 [6], [7]. | “y es528xn[7].

Ry: 528x1 528x4
528X2 528%5
528x3 528%6

| [4], [6], [Tustracién 5]

I Marco numérico |

Figura 63: Esquema de la argumentacion del Problema 2.2 de Nicol y Sofia.

&
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El proceso de argumentacion se adelantd a partir de un trabajo preliminar en el que las

estudiantes hicieron una generalizacion de un proceso inductivo para proponer una expresion

algebraica con la que encontraron la cantidad de medicamento en el sistema circulatorio para

cualquier dia.

La representacion utilizada en el proceso para la planteamiento de la conjetura comenz6 con

una representacion numérica (L,) y, posteriormente, cambié a una algebraica (L,), pues las

estudiantes cambiaron la variable de ejemplo por n. El control (Z,) lo ejercié la forma como fue

elaborado el operador R,, que permitié el tratamiento cuantitativo del [nimero de dias] que

podia ser reemplazado por una variable.
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Proceso de demostracion

[9] Inv: ¢Por qué esta expresion funciona? [528n]

[10] Nicol: Funciona porque tendriamos que tener la cantidad diaria para poderla multiplicar por
el nimero de dias [sefiala los diferentes productos que tiene en la hoja de trabajo, Figura 62],
0 sea por decir, cudnto se toma ella diario como para decir cudnto me tomo de aqui a 10
dias, entonces yo diria que me estoy tomando esto [sefiala 528, Figura 62], lo multiplico por
el nimero de dias que me lo estoy tomando y en total me estoy tomando esto [sefiala 5280

Figura 62, entonces seria como por eso.
| F:Fuerte

' D,: Cantidad de medicamento en el | \ I E,:La formula general
jari > es528x n[7
cuerpo diaria 528 [10]. : | ] es xn[7).

Ry: 528x1 528x4
528x2 528X5
528x3 528%6

I [10], [Tlustracién 5].
| R,: 528 x 10 = 5280, [10].

Marco numérico

Figura 64: Esquema de la argumentacion de Nicol.

En este proceso las estudiantes repitieron los argumentos con los que plantearon la conjetura
en la construccion de la demostracién, ya que validaron (Z,) la conjetura con un ejemplo
numérico (enunciado conclusion del Problema 2.1) tomandolo como un experimento crucial
basado en un ejemplo. Aunque trabajaron con un sistema de representacion numérico (L,),
vemos un indicador de fuerza fuerte que acompafo el trabajo en equipo y les dio seguridad a las
estudiantes sobre la veracidad del procedimiento realizado para la construccion de la

demostracion.
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Unidad o ruptura cognitiva

ARGUMENTACION
E;:La formula general es 528X n

DEMOSTRACION
E;:La formula general es 528 X n

CONCEPCION

CONCEPCION

OPERADORES
Ry E28x1 528x4
528x2 528x5
5283 528x 6

OPERADORES
Ry: 528x1 528x4
52Bx2 5285
528x 3 528x 6

R,:528x 10 = 5280,

SISTEMA DE REPRESENTACION
Ly: numérico  L,: algebraica
Lq: Lenguaje natural

SISTEMA DE REPRESENTACION
Ly : mumerico
L,: Lenguaje natural

ESTRUCTURA DE CONTROL
Z,: Numérico

ESTRUCTURA DE CONTROL
I,: Numérico

Marco numerico-algebraico

Marco numerico

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 65: Cuadro Comparativo 9, continuidad del sistema de referencia (Problema 2.2).

ARGUMENTACION

DEMOSTRACION

FORMA DE LA ARGUMENTACION
Constructiva

ESTRUCTURADELA CONJETURA

Inductiva por generalizacion sobre el proceso

ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Empirica

TIPO DE DEMOSTRACION
Experimento crucial basado en un gjemplo

110

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Figura 66: Cuadro Comparativo 10, continuidad estructural (Problema 2.2).

En estos procesos hubo continuidad referencial y estructural, debido a la escogencia de
ejemplos numéricos como Unico medio para realizar el proceso de argumentacion ligado al
planteamiento de la conjetura y para la construccion de la demostracion, por lo que se presentd

unidad cognitiva empirica, que es una dificultad para hacer demostraciones deductivas.

Otra dificultad que detectamos es la interpretacion erronea del problema, lo que tuvo

consecuencias en el proceso argumentativo ya que formularon ejemplos y generalizaciones con
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un valor epistémico verdadero para ellas pero que realmente eran falsas, que impidié darle
solucion correcta al problema.
6.2.3 Problema 2.3
A continuacion, analizamos la pregunta c de la situacion del medicamento:

c) ¢Qué ocurre con la variacion de la cantidad de medicamento en el organismo conforme

pasa el tiempo?
Proceso de argumentacion

[1] Inv: ¢Qué ocurre con la variacion de la cantidad de medicamento en el

organismo conforme pasa el tiempo?
[2] Sofia: Es que se supone que siempre...

[3] Nicol: Va a aumentar.

[4] Sofia: O sea al dia, pues si va a aumentar cada dia que pase [sefiala su hoja de

trabajo].
F: Fuerte
Dy: E;:La cantidad de !
528 x 1 528 x 4 medicamento en el cuerpo |
528 x 2 528 X 5 > siempre va a aumentar si los |
528 x 3 528 X 6 dias aumentan [13], [14]. 1
I Ry:

528x1 528 x 4
528 x 2 528 x5
528 x 3 528 % 6
[Tlustracién 5].
I R,: Generalizacién numérica

Marco numeérico

Figura 67: Esquema de la argumentéciéh del Problema 2.3 realizado por Nicol y Sofia.
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En este proceso de argumentacion las estudiantes retomaron unos ejemplos del problema
anterior como dato (D,), que al ser analizado les permitié plantear una generalizacion inductiva

que sustentd el proceso.

También observamos que el planteamiento de la conjetura se hizo mediante un proceso con
una representacion verbal (L,) y que el control fue numérico-perceptivo (Z,), pues mientras
hablaban, revisaban los ejemplos elaborados en la hoja de trabajo con la intencion de corroborar

lo que decian.
Proceso de demostracion

[5] Inv: ¢Por qué?

[6] Nicol: Pues por lo que hicimos en el punto anterior [se refiere a 528 X n], se supone que 528
es lo diario, entonces yo voy a calcular el... o sea se calcula dependiendo el niimero de dias],
por ejemplo, si yo lo calculo por los 10 dias me va a dar 5280, pero si yo lo multiplico por
mas dias o por menos dias... bueno si lo multiplico por menos dias pues me va a dar menor y
si lo multiplico por més dias pues me va dar mayor, entonces va a ir aumentando dependiendo
del tiempo [sefialando lo que esta escrito en su hoja de trabajo].

[7] Inv: Ustedes dicen que aumenta, ¢Serd que eso que aumenta, en algin momento llega a un
limite, llega a un valor maximo?

[8] Nicol: Si, puede ser; dependiendo del tiempo que se lo recomienden.

[9] Inv: Si pensamos por ejemplo que ella tome medicamento de por vida, ¢qué pasaria por la
cantidad de medicamento en el cuerpo?

[10] Nicol: También aumentaria, {No?, yo creo que aumentaria.

[11] Inv: ¢Habra algun limite?
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[12] Nicol: No sé, depende, hasta que se muera, ahi si se miraria cuanto tiempo tomo el
medicamento, por decir: bueno 5 afos...
[13] Sofia: La concentracion iria aumentando entonces, ¢no?
[14] Nicol: Pues no tendria como si un limite.
[15] Inv: Ustedes se basan en lo que hicieron, aqui dice 528 por 1, por 2, por 3...
[16] Nicol, Sofia: Si, en la férmula.
[17] Inv: ¢Y los resultados de eso dénde estan?
[18] Nicol: Ya voy [tiene escrito en la hoja las operaciones pero no los resultados].
[19] Sofia: Pero igual, o sea, si sabemos que se va a multiplicar pues obviamente va ir dando
mayores valores.
' Rpy: Si pensamos por ejemplo que ella |
' tome medicamento de por vida., jqué |
. pasaria por la cantidad de medicamento

r r===1 ; enelcuerpo? [19]
- F:Fuerte. | | Rp,:Habré algin limite?

. D, CT =528 % n[16].

' Dy ' E;:La cantidad de
528x1 528X 4 . medicamento en el cuerpo |
528x2  528X5 | P, siempre va a aumentar si los |
528X3  528X6 | | dias aumentan [16], [20]. [22]. |

| [Tlustraciéon 5], [16]. | - [23]. [29].

I R,:528% 10 =5280

I R3: Si multiplico por menos dias la cantidad de medicamente disminuye [16].
 R,: Si multiplico por mas dias la cantidad de medicamente aumenta [16].

I Rs: Si hago una multiplicacion su resultado siempre es mayor [29].

Marco numérico
Figura 68: Esquema de la argufhehfééiéh .d.e'I'F.)r(')bIema 2.3 realizado por Nicol y Sofia.
Con un proceso de tipo experimento crucial constructivo las estudiantes sustentaron la
construccién de su demostracién con generalizaciones realizadas previamente (D;) y aungue

aparece un caso particular (R,), este solo se toma como referencia para expresar el
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comportamiento que ha observado la estudiante de la variacién del medicamento en el cuerpo al

paso de los dias (D,, Ds).

La representacion con la que se dio el argumento para la construccion de la demostracion fue
verbal (L,), al igual que el planteamiento de la conjetura, aunque el control de numérico-
perceptivo (Z,). Existen refutaciones potenciales, estas no lograron que las estudiantes
cuestionaran sus operadores y, por el contrario, construyeron mas argumentos empiricos para

apoyar su trabajo.

Analisis de la unidad cognitiva

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E;:Lacantidad de medicamento en &l cuerpo E;:Lacantidad de medicamento en el cuerpo
slempre va a aumentar si los dias aumentan. siempre va a aumentar si los dias aumentan.

CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES OPERADORES
Ry: R.:528x 10 = 5280

528x1 528x4 R;: 5i multiplico por menos dias la cantidad de

528x2 528BxS5 medicamente disminuye.

528x 3 G528x6 R,: Si multiplico por mds dias la cantidad de
[Mustracién 5]. medicamente aumenta.

Rc: 5i hago una multiplicacion su resultado
siempre es mayor.

SISTEMA DE REPRESENTACION SISTEMA DE REPRESENTACION
L, : lenguaje natural L4: lenguaje natural

ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL

I, mumérico-perceptivo I, numérico-perceptivo

Marco numeérico Mareo numeérico

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 69: Cuadro Comparativo 11, continuidad del sistema de referencia (Problema 2.3).

ARGUMENTACION DEMOSTRACION |
FORMA DE LA ARGUMENTACION
Constructiva
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Inductiva por generalizacion sobre el proceso | Empirica
TIPO DE DEMOSTRACION
Experimento crucial constructivo

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Figura 70: Cuadro Comparativo 12, continuidad estructural (Problema 2.3).
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En el trabajo realizado por las estudiantes predominé lo perceptivo y las generalizaciones de
datos mediante el uso de operadores numéricos para justificar ambos procesos, por lo que existio
una unidad cognitiva empirica que impidio detectar contradicciones en la actividad matemaética

desarrollada.

Ademas, hubo elementos del proceso de argumentacion empleados en el planteamiento de la
conjetura que apoyaron la conclusion de la unidad cognitiva empirica y que estaban implicitos,

que en la construccion de la demostracién se explicitaron (R3, Ry, Rs).
6.2.4 Problema 2.4

A continuacidn, el proceso de argumentacion y de demostracion de Lia quien abord6 el
mismo problema de otra manera. Rotulamos nuevamente el enunciado de la situacion y el
problema planteado en la pregunta del literal a del mismo para diferenciar los resultados de este

problema de los del Problema 2.1:

Situacién 1

Una jugadora se golpe6 en una rodilla jugando al voleibol y su médico prescribié un
antiinflamatorio para reducir la hinchazén. Tenia que tomar 2 tabletas de 220 miligramos cada 8
horas durante 10 dias. Si sus rifiones filtraban un 60% del medicamento de su cuerpo cada 8

horas. Segun lo anterior, contesta:

a. ¢(Qué cantidad quedaba en su sistema circulatorio al cabo de los 10 dias? Justifica tu

respuesta.
Proceso de argumentacion

[1] Inv: ¢Que esta haciendo, Lia?

[2] Lia: Le estaba explicando de donde saque esto, porque...
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[3] Inv: Déjeme ver algo, aqui dice: ¢qué cantidad quedaba el sistema circulatorio al cabo de 10
dias?

[4] Juan: Si, pero nosotros no estamos haciendo ese, si no estamos haciendo el b.

[5] Lia: Ya estamos haciendo el b.

[6] Juan: Porque es que si hallamos el b primero [refiriendose a la pregunta b], ya es més facil
hallar el a [refiriéndose a la pregunta a].

[7] Lia: Pues no, yo ya hice el a, es que yo ya hice el a'y de ahi hallé el b.

[8] Inv: Bueno, ¢cuanto le da en los 10 dias?

[9] Lia: Un promedio de 732.

[10] Inv: ;Por qué...? mejor dicho ;como hizo eso?

[11] Lia: Primero hay que leer bien, es que uno se confunde, la primera vez que lo lei crei que
desde el primer dia [dosis] pues absorbia el 60% los rifiones, pero no, después del segundo
dia [dosis] es que... él primero se toma la dosis y después que se toma la dosis, 8 horas
después los rifiones absorben el 60% Yy queda en el cuerpo el 40% en el sistema circulatorio,
después en ese mismo momento él se toma la otra dosis, entonces seria el 40% que se toma
en la primera dosis mas la segunda dosis lo que queda en el sistema circulatorio y asi

sucesivamente [Figura 71].

Pchiyided 414
A0 bATOS N Cue vimones fab
2 skl 22 ™9 * 490mng E( Sy vimones fitleion v 60%

el rreditmenie B Yoo s
440 103 /2 horos | & dorvary, efos Kine
. ol (2459000 2
O T 0.4 Vasto 1550 FATE PR

© A4Chme
] 2 | &4 ;}l"q‘*ﬂﬂ wicoMae de

CR=
0,4(440) 4440 L medicariento fie

- 3 74 ) o :
CR= £46 a ! %»%4’,45@"-;'-1 C:bfguim&mis‘&‘-‘mf
CR=0,4 (6464440 | s 1;san k9
CR> G2h,4 ' g '_;"{_272-333‘16;' AD dw§ — 240 hah

| 3 15555 ¢ b 3

o L
Figura 71: Hoja de trabajo de Lia.
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[12] Inv: ¢ Asi encontr la cantidad el de 10 dias?, ¢donde esta eso?

[13] Lia: [...] lo hice por dosis, acé hice una tabla por dosis (Figura 71), pero ya que Vi que lo
unico que estaba creciendo eran sus decimales entonces la grafica iba a ser exponencial,
[...] este [sefialando la parte decimal del nimero 732,8] nunca va a pasar de 732, porque
como son tan infinitos €l sigue creciendo pero exponencialmente solamente siguen
creciendo sus decimales y asi, asi sucesivamente.

[14] Inv: ¢Entonces cuél es respuesta?

[15] Lia: Aproximadamente 732; [...] yo lo que hice fue: la cantidad restante por el 0,4 y

sumarle 440.

| F:Fuerte : | Rpy: jAsl encontrd la :
e | cantidad que queda en el |
| sistema circulatoria al |
 cabo de 10 dias? [5]. :

' Dy: 2 tablet — 220myg = 440myg
I 440ing fShoras [ustracién 6],

| Dy Bus rifiones filtaban un 60% del
| medicamento § horas después de tomarlo
I [4], [Mustracion 6].

| Dy:CR = 0,4(X,) + 440  [11], [15],
| [Mustracidn 6].

I D42 Tabla de datos [Hustracion 6],

E,: :
| Aproximadamente |
#1731 mgse quedanel |

l
1
1

1 en cuerpo en 10 dias

(8], [2].

|
fy: Despuds de 8 horas de la primera toma los rifiones absorben el 60% v |
queda en el cuerpo el 40%;, después seria el 40% que la primera dosis mas
la sepunda dosis lo que gqueda en el sistema circulatorio v asi |
sucesivamente [13], [15]. :
Rz A partir de] dato 7 solo cambian las cifras decimales, entonces la parte
entera del mimero no va a cambiar [13]. |

2 2w I
Marco numeérico-Analitico I
I

Figura 72: Esquema de la argumentacion del Problema 2.4 realizado por Lia.

Lia interpretd de forma adecuada la informacion del problema y mediante el lenguaje natural
(L) realiz6 un proceso de argumentacion con el plante6 una forma de encontrar la cantidad de

medicamente en el sistema circulatorio conforme aumentaba el nUmero de dosis, concretando
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una expresion algebraica recursiva (D3;) que, finalmente, le sirvidé para encontrar nuevos datos

que acomodd en una tabla de valores (L5).

Asi que mediante un proceso constructivo la estudiante planted un enunciado conclusion,
producto de una generalizacion del proceso inductivo que surgié del anélisis de los datos (D,).
Ademas la estructura de control (Z;) la ejercio la misma tabla que es en la que ella observo el
comportamiento de la cantidad de medicamento en el cuerpo conforme aumentaba el numero de

dosis.
Proceso de demostracion

[16] Inv: ¢{Por qué aproximadamente 732?

[17] Lia: Porque a medida que aumenta no va a cambiar, esta parte entera no va cambiar, va a
cambiar o0 van a moverse sus decimales pero no va a cambiar.

[18] Inv: ¢Por qué no va a cambiar?

[19] Lia: Porque es exponencial, porque asi lo sigo haciendo, digamos, yo hice hasta el 8 pero
si lo seguia haciendo me iba a seguir dando 732 y lo Unico que van a agregarse son
decimales.

[20] Inv: ¢ Qué tal en algin momento cambie es 732? Porque usted solo lo hizo hasta el 8.

[21] Lia: Pues lo hice hasta el 8 y ya uno puede ver que se mantiene.

[22] Juan: Ahi son apenas 2 dias y medio.

[23] Inv: ;COmo?

[24] Juan: Ahi serian apenas 2 dias y medio, porque cada dosis es cada 8 horas, son tres dosis
por dia.

[25] Lia: Si, son 3 dosis por dia, aca ya van dos dias.

[26] Juan: Dos dias y medio.
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[27] Lia: No, en 6 da dos dias, mire [sefiala con el dedo la tabla de valores], un dia, dos

dias...

. Rp,: ;Porqué no va a cambiar? [18]. |

Rpy: ;Qué tal en algin momento |

, cambie es 732, porque usted solo lo
hizo hasta el 87 ["O] !

I Dy: Tabla de datos N ——
I [Hustracién 6], [19], [21]. Ey: Aplo\-;lmadamenre !

. F Fueﬂc

HRT) > 732 mg se quedan el en I
1 De: (Por qué | ] cu:,rpc en 10 dias [19] ]
! aproximadamente 7327 | "

R;: Porque la parte entera del nimero no |
. cambia, solo cambian sus decimales [17].
| R;:Nocambia porque es exponencial [19].

Marco numérico-Analitico
Figura 73: Esquema de la demostracion del Problema 2.4 realizado por Lia.
La construccion de esta demostracion se basé en un analisis que llevé a una generalizacion

del comportamiento de sucesién representada en la tabla (D,), por esta razon la demostracion

empirica es de tipo experimento crucial constructivo.

El sistema de representacion utilizado es combinado entre lenguaje natural (L;) y humérico
(L,). Al igual que en el planteamiento de la conjetura, el control lo ejercié la tabla (D,) que
evidencié una tendencia de los datos numéricos. Hubo unas refutaciones potenciales que
cuestionaron los operadores numéricos de la estudiante, pero la seguridad de Lia en lo realizado

no le hizo cambiar nada del trabajo realizado (F).
Unidad o ruptura cognitiva

Tanto en el proceso de argumentacion, como en el de demostracion, observamos que la
estudiante analiz6 los valores numéricos y realizd generalizaciones como sustento de su
actividad matematica a partir de resultados que puso en una tabla, por lo que existe continuidad

referencial y estructural (véase la).
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ARGUMENTACTION DEMOSTRACION
E,: Aproximadamente 732 mg se quedan el en | E,: Aproximadaments 732 mg se quedan el
cuerpo eén 10 dias. en cuerpo én 10 dias.
CONCEFCION CONCEPCION
OPERADNRES COPERATMIRES

Ry:Después de & horas de 1a primera toma log | Ry: Porque la parte entera del nlmero no
rifiones absorben el 60% v quada en el cuerpo | cambia, solo cambian sus decimales,

&l 40%, después seria el 40% que la primera R;:No cambia porque ¢z exponencial.
dosis mds la segunda dosis lo que quedaenel
sistema circulatorio v asi sucesivamente.

Rs: A partir del dato 7 solo cambian las cifras
decimales. entonces la parte entera del
nimero no va a cambiar,

SISTEMA DE REPRESEMNTACION SISTEMA DE REPRESENTACION
L;:Lenguaje natural L,:Lenguaje natural

L,z Algebraico Ly: Numérico

L4: Numérico

ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTEROL

E,: Numérico I, Numérico

Mareco numérica-analitico Marco numérico-analitico

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 74: Cuadro Comparativo 13, continuidad del sistema de referencia (Problema 2.4).

ARGUMENTACION DEMOSTRACION |
FORMA DE LA ARGUMENTACION
Constructiva
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Inductiva por generalizacion sobre el proceso | Empirica
TIPO DE DEMOSTRACION
Experimento crucial constructivo.

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Figura 75: Cuadro Comparativo 14, continuidad estructural (Problema 2.4).

En esta unidad cognitiva empirica las estudiantes analizaron el producto final de una
operacion sin considerar el proceso realizado para obtenerlo, lo que les impidié descubrir y
trabajar las sumatorias involucradas en el problema que, junto a una nocién de limites, pudieron

dar otro rumbo al andlisis y a las generalizaciones conducentes a una solucion correcta.
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6.2.5 Problema 2.5

Veamos como fueron los procesos de argumentacion y demostracion de Lia en la pregunta b

del problema del medicamento:

Una jugadora se golpe6 en una rodilla jugando al voleibol y su médico prescribié un
antiinflamatorio para reducir la hinchazén. Tenia que tomar 2 tabletas de 220 miligramos cada 8
horas durante 10 dias. Si sus rifiones filtraban un 60% del medicamento de su cuerpo cada 8

horas. Segun lo anterior, contesta:
b) ¢Qué cantidad queda en el sistema circulatorio al cabo de n dias?
Proceso de argumentacion

[1] Inv: ¢Qué cantidad en n dias?
[2] Lia: Bueno, como ya habia hecho la primera, yo me acordé, en el colegio me ensefiaron

una formula cuando nos daban porcentajes, entonces pues yo me la sé y aqui... [tiene

escrito en su hoja de trabajo a,, =1 (1t %)] No, esa no era; perdon. ;Como era? [se

2
pregunta asi misma]. La razon al cuadrado sobre la razén [borra y escribe a,, = I (TT)]

¢Si era asi? No, no, bueno no me acuerdo bien como era. El caso es que lo que hice fue
mirar en cudnto estaban cambiando cada uno, hallar la razon de cada cuanto estaba
aumentando o disminuyendo, entonces le resté al 616 el 440 y me dio 176; y a este [686,4]
le reste este [616] y me dio 70,4; entonces yo mirando mas o menos que es lo que habia
pasado me he dado cuenta que 176 por 0,4 daba 70,4 que era habia aumentado y asi
sucesivamente iria aumentando, la razon por el 0,4 daba lo que aumentaba el siguiente dia

[Figura 76].
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Figura 76: Hoja de trabajo de Lia.

[3] Inv: Veo. ¢Si yo quiero saber qué cantidad quedaba en el sistema circulatorio al cabo n dias?

[4] Lia: Entonces yo hice la formula, que creo que... no...

si, si era la del porcentaje [borray

. % . . . .
escribe a, =1 (1t H"O)] mas 0 menos en n dias. Entonces lo que hice fue que la primera

vez cambid 176, entonces la primera razon fue 176; ah, bueno aqui ya estd. Ahora como va

aumentando no va disminuyendo, entonces es mas, entonces sumé, 1 mas el porcentaje que

es 40% que es lo mismo que 0,4 ¢si? [escribe en su hoja de trabajo].

Pero esto seria el valor que aumentd en ese tiempo, ¢si?, mas la dosis que recibia, entonces

le sumé 440 [escribe a,, = 176(1,4)™ + 440].

Dyiay =1 (1825). (2], [4].

100
| D: Tabla de datos, [Ilustracién 7).

| aumentaba el siguiente dia [2].
I Dyrap, =176(1 + 0,4)" = 176(1,4)" [4].

I

I

I

I

] Dj: La razén [aumento] por el 0,4 daba lo que
I

I

I

|

Figura 77: Esquema de la argumentacion del Problema 2.5 realizado por Lia.

Ry: Hallar el incremento de medicamento dosis por dosis [Figura 76). }
R,: Como va aumentando no va disminuyendo, entonces es 1 + 0,4 [4]. I
1
]
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En este proceso el estudiante evocd un algoritmo y, mediante una generalizacion de
propiedades descubiertas en los datos que ha estado analizando, construyé un enunciado

conclusion.

El sistema de representacion predominante fue algebraico (L,), pero la estudiante se apoy6 de
operadores expresados en lenguaje natural (L,) o representaciones numéricas (L3). La estructura
de control la ejercieron los datos numéricos del problema y los que ella ha encontré (Z,), ya que

esos datos se ajustaron a las incognitas presentes en el algoritmo evocado.

Proceso de demostracion

[5] Inv: ¢Por qué esta es la férmula para encontrar la cantidad de medicamento en cualquier
momento?

[6] Lia: Yo lo comprobé y, mas o menos, si da. O sea, digamos, yo dije que un dia eran tres
dosis entonces si le pongo aqui tres, o sea si pongo aqui un dia, tiene que darme este valor
[sefiala 686,4,Figura 78], entonces 1,4 por 1 [elevado a la 1, quiso decir], seria 1,4 por 176
me da 246, mas 440 me da 686,4 que es lo que tenia en su cuerpo el primer dia, [escribe:

176(1,4)* + 440].

| DogIS @%‘34‘3000( \
A - A40ume

Figura 78: Hoja de trabajo de Lia.

[7] Inv: O sea, ese n que usted tiene en la expresion, ¢son dias?
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[8] Lia: Es dias, porque aqui me dice que en funcion de los dias; si fuera en funcion de las dosis
seria diferente pero no la he sacado todavia porque pues me piden es por dias.

[9] Inv: Por ejemplo, ¢al cabo de tres dias?

[10] Lia: Entonces remplazariamos en n... o sea a, significa el namero... n significa el nUmero
de dias y pues a significaria la cantidad de medicamento que tiene en el cuerpo a esos dias,
entonces reemplazariamos 1,4...

[11] Inv: En dos dias, vamos a verlo.

[12] Lia: ¢En dos dias?

[13] Inv: Si.

[14] Lia: Entonces seria [habla y va escribiendo en la calculadora]:

(1,4)2 X 176 = 344,96
344,96 + 440 = 784,96

[15] Lia: Ah, no da.

[16] Inv: {Qué pasd?

[17] Lia: De dos dias, seria aca [observa la cantidad que tenia calculada para el segunda dia
para corroborar que no da].

[18] Juan: Lia, ;no seria en vez del 440... no seria 440 multiplicado por el 0,6%?

[19] Lia: ¢Cuél 0,67

[20] Inv: ¢ Qué paso?

[21] Lia: Ya no me da.

[22] Inv: ¢Por qué dio ese valor en la calculadora?

[23] Lia: No sé.

[24] Inv: ¢(No le dio?
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[25] Lia: No, pues la primera me dio y ahora no me dio.
[26] Inv: ¢Esa formula es de qué?

[27] Lia: Es que ya no me acuerdo como era.

[28] Inv: (Ese 176 x (1,4)™ qué era?

[29] Lia: ( Dénde, acé?.. EI nimero de dias [dice después]
[30] Inv: No. Toda la expresién, ;qué es para usted?

[31] Lia: Ah, eso es la razén de cambio, o sea, cuanto aumentaba.
[32] Inv: ¢ Dia a dia?

[33] Lia: Dia a dia [reflexiona]. Ah no, aca seria como...
[34] Inv: ¢ Usted aca tiene dosis?

[35] Lia: Dosis.

[36] Inv: Pero n acé es dias.

[37] Lia: Aja [silencio].

Rpy: O sea, ese n que usted tiene en la formula, JI
;son dias? [7]. :
Rp,: Por ejemplo, ;al cabo de tres dias? [9]. :
Rps: En dos dias, vamos a verlo. I
Rp,: Lia, jno seria en vez del 440... no seria 440 :
multiplicado por el 0,6%7 [18] I
Rps: (Esa formula es de qué? [26], [28], [30]. :
Rpg: Pero nacd es dias. I

D:: Pasado un dia queda en el cuerpo
686,4 mg de medicamento [4].
Dg: @, = 176(1,4)" + 440, [6].

| Ry 176(14)" + 440, [6]. i
| Rs: (14)% % 176 = 344,96, |
| Rg: 34496 + 440 = 784,96 [14]. |

Figura 79: Esquema de la demostracion del Problema 2.4 realizado por Lia.
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A través de un proceso inductivo de tipo experimento crucial, la estudiante construyé su
demostracion mediante una generalizacion realizada sobre un ejemplo particular, comprobando
que el enunciado conclusién se cumplia para un valor y suponiendo que se cumpliria para

cualquier otro.

El sistema de representacion cambid de numérico (L3) a lenguaje natural (L,) a lo largo del
proceso, en un intento de la estudiante por afrontar las refutaciones potenciales del investigador.
El control (Z,) fue ejercido por la estudiante al corroborar que el resultado de reemplazar n por 1

en la expresion algebraica, era el mismo resultado encontrado para la tercera dosis [6].

Unidad o ruptura cognitiva

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
Ei:a, =176(1,4)" + 440. Ei:a,=176(1,4)™ + 440.
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES OPERADORES
R,:Hallar el incremento de medicamento R,y 176(1,4)" + 440.
dosis por dosis. Rs: (1,4)? x 176 = 344,96
R,: Como va aumentando no va Rg: 34496 + 440 = 784,96.

disminuyendo, entonces es 1 + 0,4.
R;:40% es lo mismo que 0,4.
SISTEMA DE REPRESENTACION SISTEMA DE REPRESENTACION
L,: Algebraico (L3): Numérico

L,: Lenguaje natural.
L;: Numérico

ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL
2, :Numérico 2. : Numérico
Marco algebraico Marco numérico

RUPTURA EN EL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 80: Cuadro Comparativo 15, ruptura del sistema de referencia (Problema 2.5).
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ARGUMENTACION DEMOSTRACION

FORMA DE LA ARGUMENTACION
Constrictiva

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Inductiva por generalizacion sobre el proceso | Empirica
TIPO DE DEMOSTRACION

Expenimento crucial basado en ejemplos
CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Figura 81: Cuadro Comparativo 16, continuidad estructural (Problema 2.5).

En este proceso encontramos una ruptura cognitiva que se dio por la ruptura del sistema de
referencia y que evidencié una dificultad en la estudiante para realizar una demostracion
deductiva, porque ella consider6 que al comprobar la veracidad del enunciado conclusion en un

caso particular era suficiente como argumento para la construccion de la demostracion.

La ruptura en el sistema de referencia se presentd porque el estudiante hizo un razonamiento
basado en datos evocados y propiedades descubiertas en la fase del planteamiento de la
conjetura, pero en la fase de la construccién de la demostracion le basté un experimento crucial
como argumento. La continuidad estructural es consecuencia del razonamiento empirico que
Ilevd a la estudiante a realizar argumentos basados en ejemplos numéricos que fueron parte del
primer proceso pero que se repitieron como Unicos argumentos en la construccion de la

demostracion.

6.3 Procesos identificados en el taller “Recipientes”

6.3.1 Problema 3.1

A continuacion, el proceso de argumentacion y demostracion que Diego y Carlos realizaron

al resolver el problema presentado en el Actividad 1

Toma una hoja de tamafrio carta y sin recortar forma un cilindro sin tapas
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a) Considerando el largo como el lado de mayor longitud ¢(Cdémo se obtiene el mayor
volumen: forméandolo a lo largo o a lo ancho de la hoja? Justifica tu eleccion.

b) ¢ Qué se puede conjeturar de cualquier hoja rectangular? Explica tu respuesta.

Actividad 1
Toma una hoja de tamafrio carta y sin recortar forma un cilindro sin tapas

a) Considerando el largo como el lado de mayor longitud ¢(Cémo se obtiene el mayor
volumen: forméandolo a lo largo o a lo ancho de la hoja? Justifica tu eleccion.

b) ¢ Qué se puede conjeturar de cualquier hoja rectangular? Explica tu respuesta.
Proceso de argumentacion

[1] Inv: ¢Cdémo considera que se forma el cilindro de mayor volumen?

[2] Diego: Es que lo primero que tenemos que hallar es el radio [sefiala la formula escrita en la
hoja de Carlos: V = mr2h], ya tenemos las circunferencias [longitud de los lados de la hoja
tamafio carta].

[3] Inv: ¢ Ya tiene una respuesta a esa pregunta?

[4] Diego: No, lo Unico que tenemos es el ancho y el largo de la hoja [sefiala ancho=21,59 y
largo=27,94], pero necesitamos hallar el radio, es lo unico que necesitamos... necesitamos
despejar dos por dos algo, que seria la medida de la circunferencia, que seria igual a la
circunferencia y reemplazamos aca [sefiala la formula del volumen del cilindro].

[5] Inv: [EI estudiante intenta recordar una formula para hallar el radio, considerando que
tiene la circunferencia pero finalmente la busca en Internet (Figura 82)]. ¢ Qué es ¢ Diego?

[6] Diego: Es la medida de la circunferencia.
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[7] Inv: ¢Para qué es ese 2

[8] Carlos: Para sacar el radio...

Figura 82: Hoja de trabajo de Diego.

Los dos estudiantes se quedan trabajando en su idea, toman la férmula que han encontrado
[7], reemplazan c por el valor del largo o ancho de la hoja para hallar el radio respectivo y asi
calcular el volumen de los cilindros.

[9] Inv: ¢ CAmo se obtiene el cilindro con mayor volumen?

[10] Carlos: Cuando se forma a lo largo de la hoja.

[11] Diego: A lo largo de la hoja, cuando el ancho queda de altura.

[12] Inv: ¢(COmo se dieron cuenta de esto?

[13] Carlos: Porque hicimos varios procesos.

[14] Inv: Muéstrenme.

[15] Carlos: Aqui estan [Figura 83], primero, el que pedia el ejercicio como tal, el ejemplo era
este, nos dio los resultados en Pi y los transformamos en centimetros, entonces esta hoja,
tamafio carta a lo ancho mide 21,59 y a lo largo 27,94; hayamos los radios por medios del
despeje [reemplazar] de férmulas nos dio estos dos radios [sefiala 3,43 y 4,44 (Figura 83)]...
este para cuando es tomado a lo largo [sefiala r; = 3,43].

[16] Diego: A lo largo... no a lo ancho.

[17] Carlos: ¢ A lo ancho fue?, a si cierto, a lo ancho de la hoja
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[18] Diego: A lo ancho y el otro a lo largo.
[19] Carlos: Si claro, obviamente a lo largo tiene que dar més radio, después lo hicimos
[reemplazamos] en la respectiva formula del volumen y nos dio este resultado, con este en

comparacion [volumen V; y V, Figura 83], entonces...

VA \
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Figura 83: Hoja de trabajo de Carlos.

[20] Diego: La diferencia es algo considerable.

[21] Carlos: Es mas o menos como un 30% sobre el otro volumen calculado, entonces esos nos va
deducir que cuando se toma a lo largo de la hoja el volumen es mas largo [el volumen es
mayor]. Segundo, a nosotros nos quedaron dudas también porque, bueno y si la hoja es mas
corta o no sé, entonces el ejemplo b decia...

[22] Inv: ¢Si es con cualquier hoja?

[23] Carlos: Si, decia... decia ;qué se puede conjeturar de cualquier hoja rectangular?, entonces
para eso tomamos dos cilindros mas que creamos que son estos [hojas rectangulares].

[24] Diego: V; y V, ... [sefiala los nuevos ejemplos que han realizado (Figura 83)

[25] Carlos: Que llamamos volumen 1, 2,3y 4



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 131

m Cﬂmﬁmg ejmp]o.!

Q G AL
Vv (=¥em e s
BV A
\!L\ C“ %/\U‘r\ — (feo\q)(m

W< WSt © o \J\<\JL
V= 090,35 37

V- URCERS
s 20613 S oAy
NN T o?

Figura 84: Hoja de trabajo de Carlos.

[26] Diego: Donde el largo, del volumen 1, seria 35 y el ancho seria 20... [hace referencia a una
hoja con medidas 20 de ancho y 35 de largo].

[27] Carlos: Y en la otra recortamos las diferencias, ya que eran muy parejas a ver si cambiaba el
sentido y en ambos nos dio que siempre a lo ancho es méas amplio que a lo largo... perdén a lo
largo es mas ancho que a lo amplio [a lo largo tiene mas volumen que a lo ancho], entonces
con estos ejemplos encontramos, obviamente, que el cilindro no va a variar como tal, siempre

a lo largo de la hoja va a ser mayor el volumen.

: Rpy:;Quéesc Diego?clﬁ].

I Rps: Para qué esese ;‘? [6]-

: Rpy: (Como se dieron cuenta
1

1

ot o e
1 DV =mrth[2],[4].

{ D, : Longitud del largo v ancho de la hoja tamaiio carta
1 como lengitud de circunferencias [2]. [4]. [16].

! Dyir = ; [5] a [8].Figura §4.
|

|

1

1

1

de esto? [12].

E E,: Formando el cilindro a :
| lo largo de la hoja se |
D,:r, = 3,43, radio a lo ancho d la hoja [15]. obtienen mayor :
D:: 71y = 4,44, radioa lo largo de la hoja [15]). 1
DoV, =103767 ey WV, =133711em® [19], |
[Figura 84].

volumen [10]. [11].
[19]a[21].

T 1
Ryiry =22 =343y n = 2% = 4,44 15]. [Figura 84). |
Ry: V, = 3,1416 (3,43cm)*27,93cm — V, = 1037,67 cm® [19], [Figura 84]. |
I
I
1

Ry V, = 3,1416 (4,440m)*21,5%m = V, = 133711 em® [19], [Figura §4].
Ry:La diferencia es un 30% sobre ¢l otro valor [20] y [21].

Figura 85: Esquema de la argumentacion del Problema 3.1 realizado por Diego y Carlos.
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En este proceso los estudiantes utilizaron elementos teodricos (que recordaron o buscaron en
Internet) y datos implicitos del problema o que calcularon, para plantear una conjetura. Por lo
tanto este proceso de argumentacion es constructivo con una estructura inductiva producto de

una generalizacion sobre el proceso.

El sistema de representacion usado en este proceso posee representaciones algebraicas (L) y
numéricas (L,), presentes en los diferentes datos y operadores utilizados. El control (Z,) en este
proceso lo ejercieron los otros ejemplos realizados, permitiéndoles ademas reforzar la veracidad

de la conjetura.
Proceso de demostracion

[28] Inv: ¢Por que?

[29] Carlos: Porque opera que la... bueno yo diria tal vez que en este caso opera la altura,
perdon el radio, el radio es que influye es ese caso porque el radio es el que se esta
elevando al cuadrado, entonces entre mas radio... entre mayor sea el numero que esta
elevado al cuadrado pues es mas inmenso; no es lo mismo en este caso el radio 3,18 al
compararlo con 5,57, es una diferencia amplia [Figura 84], entonces obviamente este radio
[5,57] al multiplicarlo [elevarlo] al cuadrado va a dar un nimero mayor y como la altura
no difiere mucho como tal entonces se hace que cuando el cilindro es més largo, tomado a
lo largo, pues hace que sea mas volumen que cuando estemos a lo ancho.

[30] Inv: ¢Por qué el radio es el que hace que exista mas o menos volumen?

[31] Carlos: Porque se eleva al mismo exponente como tal.

[32] Inv: ¢Por qué si el radio esta elevado al cuadrado hace que sea mayor volumen? ¢Por qué

eso hace que la altura no tenga ninguna incidencia, como dice usted?
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[33] Carlos: La altura incide pero no va a ser superior al radio [al radio elevado al cuadrado],
entonces pero...

[34] Diego: Pero el radio también esta multiplicado por pi y va elevado a la dos, seria por eso.

[35] Carlos: El radio va elevado al cuadrado, ya después va multiplicado por pi y por lo otro.

[36] Diego: Pero al ser mayor el radio, al elevarlo...

[37] Carlos: No, la pregunta que él dice es: ¢por qué cuando se toma a lo largo se presenta
mayor volumen?

[38] Diego: Porgque hay mayor distancia y al multiplicarlo por pi... esto por el... al elevarlo al
cuadrado daria méas que cuando lo tomamos a lo ancho.

[39] Carlos: Yo diria que la medida que causa la diferencia entre mas o menos es el radio,
porque es el que va al cuadrado y el radio se determina de acuerdo a como se tome la hoja,
entonces el lado largo es que va a dar mas radio, por lo tanto va a ser una medida mayor
para elevarlo a su mismo exponente [multiplicarla por ella misma] y eso implicaria... por
ahora no tengo mas que decir.

[40] Inv: Bueno, ya sabemos que se forma un cilindro de una u otra manera y que la altura es
mayor o es menor, ;que la altura haga ese cambio no afecta en nada? porque... ;qué pasa
cuando el radio es mayor?

[41] Carlos: Si afecta pero igual, esto...

[42] Inv: ;{Qué pasa con la altura cuando el radio es mas grande?

[43] Carlos: Cuando el radio es mas grande, la altura se disminuye.

[44] Inv: Se disminuye, ¢qué pasa cuando el radio es méas pequefio?

[45] Carlos: Pues aumenta la altura.

[46] Inv: ¢Y eso no afecta el volumen?
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[47] Carlos: Pues si.
[48] Inv: ¢ Sera que se cumple siempre su conjetura para todos los rectangulos?
[49] Carlos: Yo por eso estaba tomando esas medidas como tal a ver, distancias mas largas

[préximas] todavia.

I Rp,: (Por qué el radio es el que hace que... fhaila mds o
menos volumen]? [30].

Rps: jPor qué si el radio estd elevado al cuadrado hace que

sea mayor volumen? [32].

Rpg: ;Por qué eso hace que la altura no tenga ninguna
incidencia, como dice usted? [32].

Rps: Que la altura haga ese cambio no afecta en nada? [40].

Rpg:; Qué pasa cuando el radio es més grande? [40].

Rpg: ; Sera que se cumple siempre su conjetura para todos los

T ——— T ——— - -

I

9], [41] a [49].

1
: Rq:557 > 3,18 = (5,57)% = (3,18)2 [29], [39].

I R;: La altura no difiere mucho entonces el radio determina si el
1

1

1

|

—
[ ]

I
E ]
1 B Clany  apenles } rectangulos? [48].
1 S - -
L T T 1
1
1 ('-. [=3er  —pe D50 } __________________
1 . " - 1
1 L L L } I Ey: Formando el cilindro a lo
I l"\‘,ﬁ Cu3fem e QR3] ;E largo de la hoja se obtienen !
E W« uacd o I | mayor volumen [29]. I
i el R OO A — )
: Y qgadeds Ly | hTTmses i
1 Dol mag e wENH } Rz: El radio influve porque estd elevado al cuadrado [29], [31]. [39].
| ]
I

volumen es mayor o menor [29].
Rg: La altura incide pero no va a ser superior al radio elevado al
cuadrado [33], [41].

e
. . |
I Marco Analitico-perceptivo |
1

Figura 86: Esquema de la demostracion del Problema 3.1 realizado por Diego y Carlos.

En este proceso tipo ejemplo genérico analitico el estudiante encontré una propiedad entre el
radio y el volumen del cilindro, observando os ejemplos realizados en el planteamiento de la

conjetura (Dg) y aplico esta propiedad para respaldar la construccion de la demostracion.

La representacion utilizada fue el lenguaje natural (L,) y el control (£,) de su proceso fue
perceptivo ya que solo basto con verificar o generalizar que las propiedades descubiertas en la
férmula del volumen de un cilindro se cumplian en algunos de los ejemplos elaborados (Figura

84).
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Unidad o ruptura cognitiva

ARGUMENTACION
E;: Formando el cilindro a lo largo de la hoja
se obtienen mayor volumen

DEMOSTRACION
E;: Formando el cilindro a lo largo de la hoja
se obtienen mayor volumen

CONCEPCION

CONCEPCION

OPERADO?ES

21,59 27,04

Riimy = == =343ym, = === 4,44 [15],
[Figura 84].

R,: V, = 3,1416 (3,43cm)227,93cm — V, =
1037,67 cm?® [19], [Figura 84].

Ry: V, = 3,1416 (4,44cm)221,59cm — V, =
1337,11 cm?® [19], [Figura 84].

R,:La diferencia es un 30% sobre el otro valor

[20] y [21].

OPERADORES

Rs: El radio influye porque esta elevado al
cuadrado [29], [31], [39].

Ry: 5,57 > 3,18 = (5,57)% > (3,18)2 [29],
[39].

R;: La altura no difiere mucho entonces el
radio determina si el volumen es mayor o
menor [29].

Rg: La altura incide pero no va a ser superior
al radio elevado al cuadrado [33], [41].

SISTEMA DE REPRESENTACION
L;: Algebraico
L,: Numérico

SISTEMA DE REPRESENTACION
L;: Lenguaje natural

ESTRUCTURA DE CONTROL
L, : Férmulas

ESTRUCTURA DE CONTROL
Z,: Férmulas

Marco numérico-algebraico

Marco numérico

RUPTURA EN EL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 87: Cuadro Comparativo 17, ruptura del sistema de referencia (Problema 3.1).

ARGUMENTACION

DEMOSTRACION

FORMA DE LA ARGUMENTACION
Constructiva

ESTRUCTURADE LA CONJETURA
Inductiva por generalizaciéon sobre el proceso

ESTRUCTURADE LA DEMOSTRACION
Inductiva por generalizacion de una propiedad

TIPO DE DEMOSTRACION
Ejemplo genérico analitico

135

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Figura 88: Cuadro Comparativo 18, continuidad estructural (Problema 3.1).

La ruptura cognitiva empirica se presentd al evidenciarse continuidad empirica estructural,
pero una ruptura referencial que se presentd por el uso de ejemplos, como datos u operadores
numéricos, para el planteamiento de la conjetura para extraer propiedades en la construccion de

la demostracion.

Vemos como una fortaleza que el estudiante pasara de una generalizacion de un proceso

empirico para el planteamiento de la conjetura a una demostracion de tipo ejemplo genérico
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analitico, ya que dejé los ejemplos como medio de validacion y utilizd6 una propiedad
descubierta.

6.3.2 Problema 3.2

A continuacién, la intervencion de dos estudiantes: Nicol intentd refutarle a su compafiero
Andrés, la postura inicial que habia tomado frente a los problemas planteados en los literales a y

b.
Actividad 1
Toma una hoja de tamafio carta y sin recortar forma un cilindro sin tapas.

a) Considerando el largo como el lado de mayor longitud, ;,como se obtiene el mayor
volumen: forméndolo a lo largo o a lo ancho de la hoja? Justifica tu eleccion.

b) ¢ Qué se puede conjeturar de cualquier hoja rectangular? Explica tu respuesta.
Proceso de argumentacion

[1] Inv: Andrés, usted dice que los dos volimenes son iguales, ¢por qué?
[2] Andrés: Los dos cilindros tienen igual volumen y la razén es que como es la
misma hoja, pues lo que el cilindro que es més alto tiene de alto, el otro lo tiene de

ancho y esto hace que se compense de alguna manera el volumen de esos dos.

' E;: Los dos cilindros tienen el
I Dy: Problema. . _
mismo volumen.
Ry: Los cilindros se construven con la
1 3
misma hoja v por este tienen el
mismo volumen.

Marco perceptivo

Figura 89: Esquema de la argumentacion del Problema 3.2 realizado por Andrés.
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[3] Nicol: Pero no, el ancho tiene més volumen.

[4] Inv: Nicol, ¢por qué es que dice que el ancho tiene mayor volumen?

[5] Nicol: Por el radio.

[6] Inv: ¢Qué pasa con el radio?

[7] Nicol: Que aqui es més, o sea, suponiendo, 0 sea, aqui estoy haciendo como
con valores, entonces, bueno no sé.

[8] Inv: ¢Cdmo asi que lo estd haciendo con valores?

[9] Nicol: Suponiendo, o sea como para reemplazar a ver cuél da mas o si dan lo
mismo o asi, entonces yo no sé, ¢a este cuanto le ponemos de altura?

[10] Andrés: Pues...

[11] Inv: ¢{No sabe que?

[12] Nicol: ¢Cuénto ponerle de altura?

[13] Andrés: No sé, 20.

[14] Nicol: 15, este 20 y este 15, 15 o 16, cuanto me dijo ¢20?, ;tiene
calculadora? [remplaza en la formula del volumen el valor de altura y

radio, Figura 90].

pnchho
ﬁf*md‘?d 1

u‘"rj- 2 -J’—T.l’l L
- l“ \(\ '
— W,

J=3m_3% 20
-3, .5 16

V- 3 14, 9 .10
v= 31 .15 .16

- 1 v=2¢69,
156

Figura 90: Hoja de trabajo de Nicol.

[15] Inv: Cuénteme, ¢;qué encontrd?
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[16] Nicol: Que el volumen es mayor en este [cilindro formado a lo largo] que es este [cilindro
formado a lo ancho].

[17] Inv: ¢ Cuél era el radio del primero? [del cilindro formado a lo largo].

[18] Nicol: Bueno a este le pusimos 5.

[19] Inv: ¢5 de qué?

[20] Nicol: 5 de radio, y al otro le pusimos 3.

[21] Inv: 3 de radio.

[22] Nicol: A este le pusimos 16 de altura y a este 20, entonces da mayor volumen en el que tiene
mayor radio.

[23] Inv: ¢Por qué este 5 y por qué este 3?

[24] Nicol: O sea, pues suponiendo que este, el radio de este [sefiala el cilindro mas alto] es mas
grande que el de este [sefiala el cilindro de menos altura], entonces suponiendo... dandole
valores.

[25] Inv: Me senala que el radio es... ;Me esta sefialando que el radio es esto? [sefialo el
diametro]

[26] Nicol: Si, pues es el mismo...

[27] Andrés: No, el radio es la medida de un punto al centro.

[28] Inv: ¢ Como se obtiene mayor volumen, formando a lo largo o a lo ancho?

[29] Nicol: A lo largo.

[30] Andrés: No, a lo ancho, ¢no?.. Porque queda este mayor.

[31] Nicol: No, pero este es el largo de la hoja.

[32] Andrés: ;Como asi?

[33] Nicol: O sea, este es el largo.
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[34] Andrés: Aaah, ya.

[35] Nicol: Y este es el ancho de la hoja [forma lo cilindros de las dos maneras posibles].

[36] Inv: ¢{Entonces a lo qué?

[37] Nicol: A lo largo.

[38] Inv: O sea, eso quiere decir que lo que la hoja tiene de ancho es la altura del cilindro.

[39] Nicol: (Coémo?

[40] Inv: O sea, cuando dices a la largo, es porque lo que tiene de ancho es la altura del cilindro.

[41] Nicol: Si.

[42] Inv: {Qué se puede decir de cualquier hoja rectangular, cbmo se obtienen el cilindro de
mayor volumen?

[43] Andrés: Cuando se toma a lo largo.

[44] Inv: (A lo largo?

[45] Andrés, Nicol: Si, [cuando se] doble a lo largo.

Rp,: (Nicol por qué es que dice que el ancho tiene
mayor volumen? [4].
F: Débil [7]. [9]. Rp,: (Cual era el radio del primero? [17].
Rps: (Por qué este 5 v por queé este 37 [23].

D, : Problema.

DV = rih [Figura 90]. E,: El cilindro que se forma a lo largo
Dy hy =16y 1, = 5[14],[18] a[22]. tiene mas volumen [3], [16], [22].
Da: ho = 20y 15 = 3[141.120]. [29] a [37], [44] y [45].

R,: El cilindro mas alto tiene menos radio que el otro (supone valores) [24].
Ry:V =mr?h =3,14-5%-16 = 3,14- 2516 = 1256 [Figura 90].
RyV =mr?h =3,14-3%-20 = 3,14 - 9- 20 = 565,2 [Figura 90].

Marco algebraico-numérico

Figura 91: Esquema de la argumentacion del Problema 3.2 realizado por Andrés y Nicol.

En este proceso se realiz6 una generalizacion inductiva a partir de un proceso de

argumentacion, se justificd una conjetura propuesta Nicol quien intenté persuadir a Andrés de la
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veracidad de una conjetura que €l habia realizado. En el sistema de representacion utilizado
aparecié una representacion numérica (L,) cuando la estudiante evoco la formula del volumen
de un cilindro y se designd valores de h y r para obtener el volumen de los cilindros que
verificaron su conjetura. El control (X£,) de sus acciones lo ejercié la coherencia de sus

suposiciones con los resultados encontrados por Nicol.
Proceso de demostracion

[46] Inv: ¢Por qué?

[47] Andrés: Es que... pues porque...

[48] Inv: ¢ Sera que siempre el que tiene mayor volumen es el que se forma a lo largo?

[49] Nicol: No sé, yo creo que si.

[50] Inv: ¢Por qué? Cuéntame.

[51] Nicol: Porque... es que, pues en si tendria que...

[52] Inv: {Como?

[53] Nicol: Por decir, si, no sé... porque siempre va a ser como mayor el radio en una hoja que

se va a doblar a lo largo, que en una que se va a doblar a lo ancho, [Figura 92].

Figura 92: Cilindros construidos por los estudiantes.

[54] Inv: O sea, ¢si es mayor el radio es mayor el volumen?
[55] Nicol: Si, exacto.

[56] Inv: ¢ Usted qué opina?
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[57] Andrés: Si, también.

[58] Inv: Acoge lo que ella dice.

[59] Andrés: Pues si es que, aqui habria que tomar valores como mas exactos
[sefiala el ejemplo realizado], o sea a la simple vista pues no, para ver
pues, si realmente tiene tanta diferencia uno con el otro, pero pues hay se

Ve que este tiene mayor volumen que el otro.

F: Débil [49], [59]. Rp,: (Sera que siempre el que tiene mayor volumen es
el que se forma a lo largo, como dicen ustedes?
Rps: (Si es mayor el radio es mayor el volumen?

E,: El cilindro que se forma a lo largo

D, : Problema. ; s
i) tiene mas volumen [48] a [54].

Ry:V =mr?h =3,14-5%-16 = 3,14 - 25 - 16 = 1256 [Figura 92].

Ry:V =mr?h =3,14-3%-20 = 3,14+ 9-20 = 565,2 [Figura 92].

R5: Siempre va a ser como mayor el radio en una hoja que se va a doblar a lo
largo, que en una que se va a doblar a lo ancho [53].

Marco numérico

Figura 93: Esquema de la demostracion del Problema 3.2 realizado por Andrés y Nicol.

En este proceso de demostracién empirico de tipo experimento crucial vemos que los
estudiantes generalizaron [R,] ejemplos empleados en el proceso de argumentacion y solo se

basaron en esta generalizacion para la construccion de la demostracion.

El sistema de representacion fue el lenguaje natural (L,) y una estructura de control fue
perceptiva (X,) ya que fue suficiente observar los ejemplos (Rs;, R,) y comparar los cilindros

construidos (Rs) para verificar que su razonamiento no era errado.

Unidad o ruptura cognitiva
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ARGUMENTACION

E,: Los dos cilindros tienen el mismo volumen.

E,: El cilindro que se forma a lo largo tiene
méds volumen.

DEMOSTRACION
E.: El cilindro que se forma a lo largo tiene
mads volumen.

CONCEPCION

CONCEPCION

OPERADORES

R;: Los cilindros se construyen con la misma
hoja v por este tienen el misme volumen.

R3: El cilindro méds alto tiene menos radio que
el otro (supone valores).

Ry:V =mwrh=314-52 16 =3,14-25+
16 = 1256.
RyV=mnr’h=314-32.20=3,14-9:
20 = 565,2.

OPERADORES

Ry:V =mr?h =3,14.5% .16 = 3,14 . 25
16 = 1256.
Ry:V=mur’h=314-3.20=314-9-
20 = 5652

R;: Siempre va a ser como mayor el radio en
una hoja que se va a doblar a lo largo, que en
una que se va a doblar a lo ancho.

SISTEMA DE REPRESENTACION
Ly: Numérico

SISTEMA DE REPRESENTACION
L,: Lenguaje natural

ESTRUCTURA DE CONTROL
E,: Coherencia suposiciones-gjemplos

ESTRUCTURA DE CONTROL
E,: Perceptivo

Marco numérico

Marco numérico-perceptivo

CONTINUIDAD EN EL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 94: Cuadro Comparativo 19, continuidad del sistema de referencia (Problema 3.1).

ARGUMENTACION

DEMOSTRACION

FORMA DE LA ARGUMENTACION
Estructurante

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA
Inductiva por generalizacién de un ejemplo

ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Inductiva por generalizacion de una propiedad

TIPO DE DEMOSTRACION
Experimento crucial basado en ejemplos

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Figura 95: Cuadro Comparativo 20, continuidad estructural (Problema 3.1).
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Con este analisis identificamos unidad cognitiva debido a la continuidad estructural inductiva
y a la continuidad referencial ya que los estudiantes manipularon los datos para hacer ejemplos y
generalizarlos en el proceso de argumentacion y, posteriormente, fueron retomaron esos
ejemplos como datos para analizarlos y extraer propiedades con las que se justifico la

construccién de la demostracion.

Una dificultad que se presentd con esta unidad cognitiva es que al utilizar algunos datos o
ejemplos numéricos durante ambas partes del proceso, ya sea con diferente intencion, se impidié

al estudiante encontrar algun error o contradiccién en la aplicacion de operadores.
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6.4 Procesos identificados en el taller “Area Maxima”

En este apartado se presentan dos procesos de argumentacion y demostracion de la Actividad
1 del taller, los cuales dejan ver una dificultad que hemos observado en las distintas versiones

del curso de precalculo.
6.4.1 Problema 4.1

A continuacion, el proceso de argumentacion y demostracion realizado por Juan en el

siguiente problema.

Actividad 1
El perimetro de un rectangulo es de 14 metros. Encuentra las dimensiones de este cuadrilatero

para que su area sea la maxima posible. Explica y justifica tu respuesta en la hoja de trabajo.

Proceso de argumentacion

[1] Juan: Como no piden un cuadrado sino un rectangulo, entonces la base va a ser
mas grande que la altura o la altura mas grande que la base, ¢si?

[2] Inv: (Cbémo asi?

[3] Juan: Si, tenemos que es... un rectangulo /dibuja un “rectangulo” en la hoja de
trabajo, Figura 96] 0 sea no es un cuadrado, por lo tanto, [...] la base tiene que ser
mas grande que la altura y esto significa que es un rectangulo, porque es que me
preguntan en qué momento su area es mayor, entonces va a ser cuando sea 3,49 de
base y de altura 3,51, ahi sigue siendo rectangulo y esa va a ser como la mayor

area que es 12 coma algo...
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/

A7

i
L;Qy

;;r,i[ 4= (B2

Figura 96: Hoja de trabajo de Juan.

[4] Inv: ;COmo se dio cuenta que eran esos valores?

[5] Juan: Pues lo que yo estaba mirando era, por ejemplo, si hacemos como seis mas

seis doce y uno mas uno dos, 14, seis por uno seis, el area va a ser seis. Pero, por

ejemplo, si nos acercamos mas, que sean las medidas mas parecidas me va a dar

[mayor], por eso cuando tenemos un rectangulo de 3,5 por 3,5, me va a dar como

12,9, creo... con calculadora 12,25 y esa va a ser el area maxima.

[6] Inv: ¢Cuéndo tiene 3,5 de lado?

[7] Juan: Si, pero entonces ya estamos hablando de un cuadrado.

[8] Inv: Y entonces ¢cudl es el rectangulo con area maxima y con perimetro 14 m?

[9] Juan: EI de 3,49 por 3,51.

Rp,: (Como asi? [2].
Rp;:;Cudndo tiene 3,5 de lado? [6].

D, : Problema.
D;:Dibujo [Figura 96]. E,: Rectangulo con base de
Dy: Cuadrado de lado 3.5 ¥ 2 340 v altura de 3.51 es el

drea 12,25 [5].

de mayor drea [3], [9].

R;: La base de un rectangulo tiene que
ser mds grande que la altura [1], [3].
R;:Un rectingulo no es un cuadrado [3].
R;: Ejemplos numéricos [5].

|

Marco numérico

Figura 97: Esquema de la argumentacion del Problema 4.1 realizada por Juan.
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En este proceso se hicieron ejemplos numéricos escogidos de acuerdo a las condiciones del
problema y mediante un proceso de generalizacion inductivo Juan plante6 que el cuadrado de
lado 3,5 m era el de mayor area comparado con el rectdngulo de lados 6 y 1 metros; ya que para
él un cuadrado no podia ser un rectdngulo, ademé&s pensaba que dos cifras decimales eran
suficientes para realizar célculos de aproximacion, concluyendo como enunciado conclusion del

problema (E;) que el “rectangulo con base de 3,49 y altura de 3,51 es el de mayor area”.

El estudiante empled un sistema de representacion numérico (L,) y una estructura de control

numérico-teorico (Z,).
Proceso de demostracion

[10] Inv: ¢Por qué seria este rectangulo?

[11] Juan: Porque entre mas homogéneo sean los lados, 0 sea, entre mas parecido sean,
va a ser mejor [el area], por ejemplo, de los perimetros méas bajos serian... del area
mas baja seria seis, 0 sea, como ya hallé un valor extremo [12,25 en la intervencién

[5]1] y entre mas cerca, mas... mas area [sefiala la Figura 96].

E;: La base de
3,49 y la altura de
3,51 hacen el arca
maxima [11].

D, : Problema.
D,: Dibujo [Figura 96].
Dy: Cuadrado de lado 3.5 y area 12,25 [5].

R,: Un rectangulo no es un cuadrado [3].
R3: Ejemplos numéricos [4], [5].

R,: Entre mas parecidas sean las longitudes
de los lados, mavor area [11].

Marco numérico

Figura 98: Esquema de la demostracion del Problema 4.1 realizada por Juan.
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Este es un proceso de demostracion empirico de tipo experimento crucial constructivo, el
estudiante plante6 una propiedad que debian cumplir los lados del rectangulo para que su area
fuera mayor, y como el enunciado conclusién cumplia con ella, eso le bastd para validarlo.

Dicha propiedad surgié de los ejemplos realizados para el planteamiento de la conjetura.

El estudiante tom0O operadores (R;) del planteamiento de la conjetura representados (L) y
plante6 una regla (R,) con una representacion en lenguaje natural (L,). La estructura de control

la ejercid la propiedad utilizado (Z,).

Unidad o ruptura cognitiva

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E;: La base de 3,49 y la altura de 3,51 hacen el E;: La base de 3,49 y la altura de 3,51
area maxima. hacen el area maxima.

CONCEPCION CONCEPCION

OPERADORES OPERADORES
R,: La base de un rectangulo es mas grande que la | R,: Un rectangulo no es un cuadrado.
altura. R4: Ejemplos numéricos.
R,: Un rectangulo no es un cuadrado. R,: Entre mds parecida sea la longitud de
R;: Ejemplos numeéricos los lados, mas drea.
SISTEMA DE REPRESENTACION SISTEMA DE REPRESENTACION
L,: Numérico Ly: Numérico.
L,: Lenguaje natural. L,: Lenguaje natural.
ESTRUCTURADE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL
E,: Numérico-tedrico. Z,: Propiedad numérica.
Marco numérico Marco numérico

UNIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 99: Cuadro Comparativo 21, unidad del sistema de referencia (Problema 4.1).

ARGUMENTACION DEMOSTRACION |
FORMA DE LA ARGUMENTACION
Constructiva
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Inductiva por generalizacion sobre el proceso | Empirica

TIPO DE DEMOSTRACION
Experimento crucial constructivo.
CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Figura 100: Cuadro Comparativo 22, continuidad estructural (Problema 4.1).
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En este proceso se presenta unidad cognitiva empirica ya que hubo continuidad estructural, y
unidad referencial. Esto se debe a que en la fase del planteamiento de la conjetura y en la en la
construccion de la demostracion se utilizaron los ejemplos que cumplian con las condiciones del
problema. A pesar de haber una nueva generalizacion sobre las condiciones que debian cumplir

los lados del rectangulo para tener area maxima, los procesos siguieron siendo empiricos.

Una dificultad que se presentd en este proceso, y que impidio la solucién adecuada del
problema, es que el estudiante no considerd un cuadrado como un rectdngulo, aspecto que lo
llevo a plantear una propiedad erronea; ademés solo utiliz6 nimeros enteros, con uno o dos
decimales, lo cual impidié que considerara los procesos infinitos involucrados, aspectos que

estan relacionados con el pensamiento variacional.
6.4.2 Problema 4.2

A continuacién, el proceso de argumentacién y demostracién realizado por Carlos para el
mismo problema que, por ser resuelto por un estudiante diferente, lo codificamos como

“Problema 4.2”.
Actividad 1

El perimetro de un rectangulo es de 14 metros. Encuentra las dimensiones de este cuadrilatero para

que su area sea la maxima posible. Explica y justifica tu respuesta en la hoja de trabajo.

Antes de la intervencion del investigador, Carlos trabajo de forma individual y en silencio; €l
estimo el area con la calculadora asignando valores a las magnitudes de la base y la altura del

rectangulo; cuando Carlos planted una conjetura se realizé la intervencion.
Proceso de argumentacion

[1]Inv: ¢COmo va Carlos?
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[2]Carlos: Pues haciendo ensayos [ejemplos] encontré que [...] la forma que el area de mas, que
da un numero mayor, estariamos hablando que cuando todas las caras miden igual, en este
caso 3,5 [sefiala su hoja de trabajo], que fue donde alcanzé el valor de 12,25, luego aqui el
perimetro seria obviamente la suma de todos los lados y este me daria 14, el area me daria
12.25 como tal. Hice la operacion con otros nimeros cercanos o lejanos y este fue el valor
maés alto que pude hallar [estos ejemplos los hizo antes de la entrevista con la calculadora sin

escribir nada en su hoja de trabajo].

E,: El rectangulo de area
P maixima es el que tiene
todas las caras de 3.5 [2].

D;: Problema.
D,: Ejemplos [2].

R,: Ejemplos [2].

Marco numérico

Figura 101: Esquema de la argumentacion del Problema 4.2 realizada por Carlos.

Este es un proceso empirico en el que el estudiante realiz6 varios ejemplos para plantear un
enunciado conclusién mediante una generalizacion inductiva al no encontrar un contraejemplo
que mostrara valores del largo y ancho del rectangulo que hicieran un area mayor a 12,25
unidades cuadradas. El sistema de representacion del proceso fue numérico (L,) y el control lo

ejercieron los diferentes ejemplos que hizo al intentar encontrar un area mayor a 12,25 (Z,).
Proceso de demostracion

[3]Inv: ¢Por qué ese es el rectangulo de area maxima?
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[4]Carlos: No sé, tal vez al multiplicarlo por el mismo nimero es como si estuviera elevando al
cuadrado, practicamente. Encontré otros valores que uno podria decir “bueno y por qué no
toma dos y cinco”, simplemente porque, usted dice, bueno un nimero al cuadrado, pero, pero
el 2 cinco veces va a dar 10 y no supera el cuadrado... no supera el cuadrado de un 3,5, igual

con otros ejemplos. No encontré asi como mas razén logica.

F: Débil [4]

Dy: Problema. \ 3 E,: El rectangulo de drea maxima es
D,: Ejemplos [2]. ‘ el que tiene todas las caras de 3,5 [2].

R;: Ejemplos [2].
R,: Porque queda elevado al cuadrado [4].
R3: 2 X 5no superaa (3,5)% [4].

Marco numérico

Figura 102: Esquema de la demostracion del Problema 4.2 realizada por Carlos.

Esta demostracion es de tipo experimento crucial constructivo ya que para la construccién de
la demostracion, pese a que el estudiante resaltdé una cualidad o propiedad de su enunciado
conclusidn, valido la conjetura recurriendo a un ejemplo (R3) que no cumplia con esta propiedad

y dio como resultado un area menor que la propuesta.

El sistema de representacion fue numérico (L,) y la estructura de control la ejercieron los

ejemplos realizados durante ambos procesos pues no dieron un area mayor a 12,25 (Z,).

Unidad o ruptura cognitiva
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ARGUMENTACION
E;: El rectangulo de area maxima es
el que tiene todas las caras de 3.5.

DEMOSTRACION
E;: El rectangulo de area maxima

es el que tiene todas las caras de
3.5.

CONCEPCION

CONCEPCION

OPERADORES
Ry : Ejemplos.

OPERADORES

R;: Ejemplos.

R;: Porque queda elevado al
cuadrado.

R5:2 % 5 no supera a (3,5)%.

SISTEMA DE REPRESENTACION
L;: Numeérica

SISTEMA DE REPRESENTACION
L;: Numeérica

ESTRUCTURADE CONTROL

X,: Numérico

ESTRUCTURADE CONTROL

¥,: Numérico

Marco numérico

Marco numeérico

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 103: Cuadro Comparativo 23, continuidad del sistema de referencia (Problema 4.2).

ARGUMENTACION

DEMOSTRACION

FORMA DE LA ARGUMENTACION
Constructiva

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA
Inductiva por generalizacion sobre el proceso

ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Empirica

TIPO DE DEMOSTRACION
Experimento crucial constructivo
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CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Figura 104: Cuadro Comparativo 24, continuidad estructural (Problema 4.2).

La unidad cognitiva empirica de este proceso se debié al uso de ejemplos como Unicos
medios de conviccion y a la continuidad estructural empirica tanto en el proceso de

argumentacién como en el de demostracion.

Una dificultad para realizar el proceso de demostracion con éxito resultd porque que el
estudiante utilizé ejemplos como unico medio de conviccion en ambos procesos, lo cual impidid

tratar el problema con operadores tedricos o pasos deductivos.

6.5 Proceso identificado en el taller “Caja sin tapa”
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6.5.1 Problema 5.1
A continuacion, el proceso de argumentacion y demostracion realizado por Carlos y Diego,

aunque la actividad matemaética que predomino fue la de Carlos.
Actividad 1

A partir de una hoja rectangular de tamafio 6 dm por 4 dm, construye una caja sin tapa
recortando cuadrados de igual tamafio en las cuatro esquinas, de tal manera que almacene el
mayor volumen. ;Cuales son las dimensiones de la atura, anchura y profundidad de la caja de

mayor volumen? ;Por qué? Explica tu procedimiento y tu respuesta.

Carlos antes de comenzar a doblar el pliego de papel decidié averiguar cual podria ser la caja

con mayor volumen.

Proceso de argumentacion

[1] Inv: ¢ Qué hace Carlos?

[2] Carlos: Antes de doblar el pliego de cartulina, [...] primero hago unos ensayos [ejemplos]
acé sobre como seria el volumen que obviamente seria largo por ancho por alto. En este caso
esta mal aqui [Figura 105] es 2 porque si tomamos el pliego por este costado y lo dividimos
en dos, como tiene seis decimetros dividido en dos, dos y dos, quedarian estas tres caras... [se
queda reflexionando].

[3] Inv: ¢ Cémo dice Carlos?

[4] Carlos: Daria... jUy, no! Eso queda midiendo uno [el estudiante tacha en la hoja la medida
del largo de la caja dibujada en su hoja de trabajo], eso queda midiendo uno para que... ;La
caja no debe tener esto...? ;Falta solamente una tapa?

[5] Diego: La tapa de encima.
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[6] Carlos: Entonces esto esta mal, 2 x 2 x 1, me va dar simplemente 4 el volumen de esto
[Figura 105]. Eh... largo es dos, ancho es uno y largo es dos, porque si tiene cuatro
decimetros habia quedado... no ni siquiera da eso, no me da la caja [para el segundo ejemplo
que hace, Carlos también asigna numeros sin criterios, pero al analizar se da cuenta que con

esos valores no puede hacer una caja; Figura 105].

Figura 105: Hoja de trabajo de Carlos.
No, esta mal.
Puede ser de pronto tomar asi, que este sea uno, uno, cuatro y este seria dos, claro, porque tiene
que estar este aqui uno para esta tapa y uno para esta, lo que implicaria que largo, por ancho

por alto. Estd es una buena opcion, me esta dando un volumen siempre alto, 8 centimetros

cubicos [Figura 106].

Figura 106: Hoja de trabajo de Carlos.

[7] Inv: ¢Por qué este lado es cuatro? [Por peticion del investigador el estudiante cambia de hoja

de trabajo, de una hoja cuadriculada a una hoja blanca]
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[8] Carlos: Porque lo tomaria de la siguiente manera, decir asi, aqui quedaria una hoja, como

dibujando, como el pliego mide seis y mide cuatro [6 dm de largo y 4 dm de ancho], seria

mas conveniente tomar esta cara [toma el pliego de papel y me muestra el lado méas largo]

para hacer la parte de division larga y yo podria decir que esto es asi, cuatro, uno y uno

[retoma el ejemplo de la [6]], estamos hablando de esto, esta cara vale 6 decimetros, 0 sea 6 y

decir que en esta parte de atras estos cuatro van a ser estos dibujos asi [Figura 107], dos acd y

uno para cubrir estas caras —acuérdese que hay que doblarlo— entonces el volumen es largo

por ancho por alto, porque estamos hablando que este es el largo, este es el ancho y este el

alto, daria ocho [sefiala el dibuj6 que esta realizando, Figura 107/ ...

[9] Diego: Daria ocho...

[10] Carlos: Es una buena opcion, este volumen da ocho.

\ -
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Figura 107: Nueva hoja de trabajo de Carlos.

[11] Diego: ¢Puede ser que también tomemos el 0,5?

[12] Carlos: Pero entonces va a ser diferente porque se va a multiplicar por un nimero menor de

uno y seria dividiendo... también tenga en cuenta eso, si yo digo 0,5...

[13] Inv: Hagalo aparte, ahi abajo.

[14] Carlos: Ok. 0,5, esto valdria cinco y esto valdria obviamente tres, largo por ancho por alto,

entonces diriamos que 5 x 3 = 15, 15 x 0,5 = 7,5; estamos reduciendo, entonces dio menos

[Figura 108]. Otra forma podria ser...



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 154

Figura 108: Trabajo de Carlos tomado del video.

[15] Diego: ¢1,5 daria mucho? [Diego le est4 dando opciones para la altura de la caja]

[16] Carlos: Si esto midiera 3; suponiendo que esto midiera 3 y esto 1,5... No, no, entonces se
puede, porque si esto mide tres, no alcanza a dar practicamente aqui nada.

[17] Inv: ¢ COmo asi?

[18] Carlos: Si esto mide 3, esto va a medir 1,5 y este va a medir Unicamente uno, porque va a
tener que doblarle 1,5 y 1,5 a cada cara, se reduce a uno [uno de los lados de la caja, el de 4
dm] y entonces uno por tres por 1,5, no supera evidentemente el valor como tal [refiriéndose
al volumen de 8 cm3 calculado antes [6]], daria 4,5, entonces no estamos haciendo nada.
¢ Qué otras dimensiones se le pueden dar? Lo mas comun, lo méas légico, seria multiplicar la
dimensidn igual, como lo hicimos cuando era perimetro [se refiere al taller de hallar el area
maxima de un rectangulo con un perimetro fijo, presentado el dia anterior], lado por lado que
midiera igual o tratar de aproximarse a eso, de valores grandes, ojala que no hubiera ningln
uno [...] Si dijéeramos, por ejemplo, aca que esto mide dos y esto mide dos y dos, estariamos
hablando... a esto carece de tamafio, porque se van los cuatro decimetros en las dos caras,
entonces quedaria asi [dobla una hoja, mostrando que no habria ancho de la caja], entonces
no se puede, no puede llegar a medir dos la altura.

[19] Inv: ¢Por qué no puede medir dos?
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[20] Carlos: Porque la altura si mide dos decimetros y este ancho tiene cuatro, ahi se iria la altura
en esas dos caras, entonces no estariamos haciendo nada de nuevo, no dejaria lugar para...

[21] Inv: ¢ Qué valores puede tomar la altura?

[22] Carlos: Inferiores a dos, entre cero a 1,9.

[23] Diego: De cero a dos, sin tomar dos.

[24] Carlos: Sin tomar dos, exactamente.

[25] Inv: ¢ Cuéles son las magnitudes que daran el mayor volumen?

[26] Carlos: Yo creeria que la primera.

[27] Inv: ¢ La primera que usted hizo?

[28] Carlos: La que me dio cuatro y mide un decimetro y un decimetro, mas facil y esa cara [se
refiere a doblar caras de 1 dm de alto, [6]] le da un buen valor a todas las dimensiones que

necesitamos para hallar el volumen.

1 Rp,: ;Por qué este lado es cuatro? [7].

! Rp,: ;Puede ser que también tomemos el 0,57 [11].
I Rpy: (1,5 daria mucho? [15].

. Rpy: (Como asi? [17].

I Rps: (Por qué no puede medir dos? [19].

F Debll ["6 } :L,Quexa]ores puedetumarl&altura" [21].
D1 Datosdelprohlema e ——————-
I Dy:V=L-a-h[2],[8] 5 EiLa caja de medadasi—z a=4 7y |
1 Da: _chmplos graficos vy E h=1es la que da el volumen miximo |
I numéricos. [6] [S]a [10] ['36] ["S] :

I Ry:Ejemplos numéricos incorrectos [2] a [6], [18].

1 Rs:Ejemplos numéricos comrecto [6] a [18).

I Ry: Multiplicar por un nimero menor que uno es como dividir [12], [14].

1 R, Hacer una caja en forma de cubo [18].

' R.: Ojala que no hubiera ningiin uno en las dimensiones de la caja [18].

Rg:La altura de la caja no puede ser de 2 dm [18] a [24]. i

I Marco numérico |

Figura 109: Esquema de la argumentacién del Problema 5.1 realizado por Carlos y Diego.
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En este proceso se planted una conjetura mediante una generalizacion inductiva en la que el
estudiante, después de realizar varios ejemplos erréneos y correctos en los que aplicé diferentes

operadores, tomé como enunciado conclusién el ejemplo con el que encontré més volumen.

El sistema de representacion que utilizo el estudiante fue numérico [L,], pero cada ejemplo
también iba soportado con un dibujo de una “caja” [L,]. Durante este proceso el estudiante
propuso valores para dimensiones de la caja, pero las condiciones del problema y las
refutaciones potenciales de su compafiero le hicieron ver sus errores, por lo que el control lo

ejercio el calculo numérico del volumen y la verificacion de las condiciones del problema (Z,),
(Z2).

Proceso de demostracion

[29] Inv: ¢ Y por qué seria esa?

[30] Carlos: Pues porque, lo uno mantendria el ancho con una buena cifra, el largo
también y la altura no estaria siendo inferior a uno, si alguno de los tres nimeros
es inferior a uno, nos va a dar un nimero mas pequefio como tal, es decir que
multiplicar decimales, numeros inferiores a uno, siempre va a ser dividir
realmente... ;Y si la planteamos al revés?, si tomamos cuatro, uno... asi vea dos,
uno y uno y como este mide seis va a quedar cuatro...

[31] Diego: Cuatro, va a dar igual...

[32] Carlos: Tiene exactamente las mismas caras, cuatro por dos ocho por una, si. Y
si esto mide uno y este 1,5?

[33] Diego: No, da igual.

[34] Carlos: Este es el que mide seis, acuérdese que esta cara es la que mide seis,

entonces es la que va a dar tres aca [dibuja una caja con el ancho de frente y
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asigna valores a los lados, Figura 110], uno por tres, tres... no va a dar igual,

efectivamente esta es la cara, esta es la cara.

v ."’“4

IS 1%
\

Figura 110: Hoja de trabajo de Carlos.

[35] Diego: ¢1,5 tampoco?

[36] Carlos: Ya sabemos que las caras son cuatro, uno y dos, ya, con eso concluimos.

| F:Débil.

! E;:La caja de medidas |
i l=2,a=4yh=1esla |
I que da el volumen maximo

1 [36].

| Dy: Datos del problema.
, Dp:V=L-a-h I
| Dy Ejemplos graficos vy
, numéricos [30] y [33].

| Rj: Multiplicar por un nimero menor que |
! uno es como dividir [30].

| R:l=4,a=2yh=1[30],[31].

I Ra:l=2,a=4vh=1[4].

Marco numérico

Figura 111: Estructura de la argumentacion de Carlos.

Este proceso es de tipo experimento crucial ya que el estudiante, al no encontrar un
contraejemplo que le permitiera rechazar el enunciado conclusion, lo asumidé como cierto.
Ademas, aunque hay una regla que se generd de los ejemplos realizados, esta se usd para

encontrar mas ejemplos y no para validar directamente el enunciado conclusion.

Al igual que en planteamiento de la conjetura, el sistema de representacion se compuso por
casos numeérico [L;] y geométricos [L,]. El control, las condiciones del problema (Z,) y los

nuevos ejemplos (Z,).
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Unidad o ruptura cognitiva

ARGUMENTACION
E,:Lacajademedidasl = 1.a =4yh=2es
la que da el volumen maximo.

DEMOSTRACION
E;:Lacajademedidasl = 1,a =4y
h = 2 es la que da el volumen méaximo.

CONCEPCION

CONCEPCION

OPERADORES

R;: Ejemplos numéricos incorrectos.

R,: Ejemplos numéricos correctos.

R3: Multiplicar por un niimero menor que uno
es como dividir.

R,: Hacer una caja en forma de cubo.

Rs: Ojala que no hubiera ningtin uno en las
dimensiones de la caja.

Rg: La altura de la caja no puede ser de 2 dm.

OPERADORES

R3: Multiplicar por un mimero menor que
uno es como dividir [30].
Ri:l=4a=2yh=1
Rg:l=,a=4yh=1.

SISTEMA DE REPRESENTACION
L,: Numérico

SISTEMA DE REPRESENTACION
L,: Numérico

ESTRUCTURA DE CONTROL
Z,:Condiciones del Problema.
Z,: Ejemplos.

ESTRUCTURA DE CONTROL
¥,: Condiciones del Problema.
Z,: Ejemplos.

Marco numérico

Marco numérico

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Figura 112: Cuadro Comparativo 26, continuidad estructural (Problema 5.1).
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La unidad cognitiva empirica es consecuencia de la continuidad estructural, producto de una
continuidad en el sistema de referencia en la que predominé el uso de ejemplos como Unico
medio de conviccion. No salirse de un marco numérico es una dificultad para validar las

argumentaciones, lo cual impide tratar el problema con operadores tedricos o pasos deductivos.
6.6 Resumen del analisis de datos

En siguiente tabla sintetizamos los procesos de argumentacion y demostracion analizados a lo
largo de este capitulo; en esa tabla resaltamos el tipo de argumentacion considerando la
caracterizacion de Pedemonte (2002), el tipo de demostracion considerando la caracterizacion de
la existencia de unidad o ruptura referencia y estructural, dificultades o fortalezas de la unidad o
ruptura cognitiva Fiallo (2011), y dificultades o fortalezas emergentes en los estudiantes que

impidieron el tratamiento de los problemas de forma adecuada.
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Los resultados compilados en la tabla son la base de las conclusiones de este estudio.



mas cercano a a-b?
JPor qué?

« )¢ L | )

(Carlos)

generalizacion sobre el

proceso (constructiva)

de referencia

Experimento crucial

constructivo

Continuidad estructural

cognitiva empirica en la
que predomina la
utilizacion de ejemplos
y la percepcion como
unico medio de

conviceion.
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Tipo de Dificultades o
Constructo de unidad Otras dificultades o
Problema argumentacion y fortalezas de la unidad
0 ruptura cognitiva fortalezas
demostraciéon 0 ruptura cognitiva
Inductiva por Dificultad: La unidad
1.1 ;Cual es el punto Continuidad del sistema

Dificultad: Abordar el
problema de variacion
y cambio como un
problema numérico

invariante.

1.2 ;Cuando multiplico
dos numeros, el
resultado de la

multiplicacion es

mayor, menor o igual a

cualquiera de los dos
numeros?

(Carlos)

Inductiva por
generalizacion de los
enunciados

(constructiva)

Continuidad del sistema

de referencia

Empirismo ingenuo

inductivo

Continuidad estructural

Dificultad: La unidad
cognitiva empirica en la
que predomina la
utilizacion de ejemplos
con nimeros enteros es
una dificultad que le
impide ver

contradicciones.

Dificultad: Abordar el
problema de variacion
y cambio como un
problema numérico

invariante.

Figura 113: Resumen del andlisis.
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1.3 Abre el archivo Inductivo por Fortaleza: La ruptura
T1_Act-2.1.ggb de genenalizacion del Ruptura del sistema de | oognitiva es positiva ya
GeoGebra y explora. | proceso (constructiva) referencia que ¢l estudiante Dificultad: Trabajaren
planted la contextos dinamicos
Qué pasa con el valor
argumentacion desde lo como si fueran
de a'b. si 0<a<ly 3 e
s L R perceptivo, pero estiticos.
0<5<1? Escribe tus i ) Continuidad estructural construyé la
conjeturas y justificalas. constructivo
demostracién con un
(Carlos) experimento crucial.
Inductiva por Dificultad: La
L e Continuidad del sistema
generalizacion sobre el 3 continuidad referencial
2.1 ;Qué cantidad < de referencia
) proceso (constructiva) es una dificultad que se
quedaba en su sistema Dificultad: Coherencia
debe al uso de regla de
circulatorio al cabo de : entre el equipo de
tres, como consecuencia
los 10 dias? Justifica tu trabajo de un proceso
de una interpretacion |
respuesta. Empirismo ingenuo del orobl inadecuado pero para
] ] Continuidad estructural | €7on¢a del problema o ellos correcto.
inductivo de la relacién entra las
(Sofia y Nicol) )
magnitudes
involucradas.

Figura 114: Resumen del analisis.
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2.2 ;Qué cantidad
queda en el sistema
circulatorio al cabo de n
dias?

(Sofia y Nicol)

Inductiva por
generalizacion sobre el

proceso (constructiva)

Continuidad del sistema

de referencia

Experimento crucial

basado en un ejemplo

Continuidad estructural

Dificultad: La unidad
cognitiva empirica en la
que predomina la
utilizacion de ejemplos
para hacer

generalizaciones.

Dificultad:
Interpretacion erronea
del problema o de las

variables involucradas.

2.3 ;Qué ocurre con la
variacion de la cantidad
de medicamento en el
organismo conforme

pasa el tiempo?

(Sofia y Nicol)

Inductiva por
generalizacion sobre el

proceso (constructiva)

Continuidad del sistema

de referencia

Experimento crucial

constructivo

Continuidad estructural

Dificultad: La unidad
cognitiva empirica es
una dificultad, ya que el
estudiante solo se basa
en la percepcion vy en
ejemplos numéricos
particulares para
adelantar su actividad

argumentativa.

Dificultad:
Interpretacion erronea
del problema o de la
relacion entra las
magnitudes

involucradas.

2.4 ;Qué cantidad
quedaba en su sistema

circulatorio al cabo de

Generalizacion del
proceso inductivo

(constructiva)

Continuidad del sistema

de referencia

Dificultad: La unidad
cognitiva empirica es

una dificultad. que se

Dificultad: Analizar el
producto de los

ejemplos que ha
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los 10 dias? Justifica tu da por la generalizacion realizado o no el
respuesta. perceptiva de los proceso que ha pasado
(Lia y Juan) operadores numéricos | a un segundo plano por
Experi . utilizados. el uso de la
xperimento crucial o
) Continuidad estructural calenladora.
constructivo
Fortaleza: Adecuada
interpretacién del
problema.
Inductive por _ Dificultad; Utilizar ) .
lizacion de | Ruptura en el sistema o el Dificultad: Utilizar
izacién argume eoricos en
2.5 ;Qué cantidad seneEenn g s de referencia una expresion
) datos (constructiva) el planteamiento de la )
queda en el sistema . . algebraica que recuerda
. _ conjetura y construir la .
cireulatorioal cabo de n v utilizarla en el
) demostracidn con un
dias? Experimento crucial . ) problema sin estar
Continuidadestructural |  ejemplo particular, )
(Lia y Juan) basado en ejemplos segura que se ajusta a
genecrando ruptura L
la situacién.
referencial.
3.1 Toma una hoja de Induetive por Fortaleza: Usar los | Dificultad: Recurrir a
i ) Ruptura del sistema de _ _
tamafio carta y sin | generalizacién sobre ¢l : . datos u operadores ejemplos particulares
recortar forma un proceso (constructiva) e numeéricos de la para corroborar las
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cilindro sin tapas argumentacion para propiedades
a) Considerando el extraer propiedades en propuestas
largo como el lado de la construccion de la
mavor longitud ;Cémo demostracion,
se obtiene ¢l mayor Ejemplo genérico enerando ruptura
; Jemplo. Continuidad estructural ¢ ol
volumen: formindolo a analitico referencial.
lo largo o alo ancho de
la hoja? Justifica tu
eleccion.
(Carlos ¥ Diego)
Inductivo por
P Continuidad del sistema
32 generalizacion de un
de referencia b
a) Considerando el ¢jemplo (estructurante) Dificultad: La unidad
N Dificultad: Deducir
largo como el lado de cognitiva es una ;
/ una propiedad al
mayor longitud ;Como dificultad debido ala _
) generalizar un solo
se obtiene el mayor presencia de ejemplos
: ejemplo y utilizarlas
volumen: formindolo a Experimento crucial en los procesos como
Continuidad estructural como unico elemento
lo largo o alo ancho de basado en ejemplos unico medio de
o de conviccion,
la hoja? Justifica tu conviccion.
eleccion.
(Nicol ¥y Andrés)

Figura 115: Resumen del analisis.
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justifica tu respuesta én
la hoja de trabajo.
(Carlos y Diego)

Inductiva por Unidad ddl 4 4
El permmetro deun generalizacién sobre e m H!_lma e D
rectingulo es de 14 referencia ‘ -
En | procese Dificultad: Considera | pensamiento numérnco
metros. Encuentra las
) i p las figuras geométricas | no va mas alld del uso
dimensiones de este
" desde su forma v no de nameros con solo
cuadrilitero ue su
. | PHIH q desde sus propiedades, | dos decimales, lo que
Hen R ' Experimento crucial P generando impide identificar los
posible, Explica v ) Continuidad estructural
_— constucive concepoiones eoneas. procesos infinitos
justifica tu respuesta en
invelucrados.
la hoja de trabajo.
{(Juan)
42 Inductiva por Contimnidad ded d
- ontinuida sistemna
El peimmeto dewn generalizacién sobre el ) Dificultad: La unidad
rectingulo es de 14 de referencia :
P JROCERD cognitiva empirica que
metros. Encuentra las
, ) d utiliza ejemplos como Dificultad:
dimensiones de este
i unico medio de Generalizaciones a
cuadnlitero ue su
i | pm q conviccidn, le impide partir de sjemplos
“ﬂ::ﬂ - : :i Experimento crucial Continuidad tratar ¢l problema con NUMETiCos.
posible. Explica v ca ive estructural

operadores teonicos o

pasos deductivos.

Figura 116: Resumen del analisis.



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION

166

5.1
{Cuales son las
dimensiones de la atura,
anchura y profundidad
de la caja de mayor
volumen? ;Por qué?
Explica tu
procedimiento y tu
respuesta.
(Carlos v Diego)

Inductiva por
generalizacion sobre el

proceso

Continuidad del sistema

de referencia

Experimento crucial

basado en ejemplos

Continuidad estructural

Dificultad: La unidad
cognitiva empirica que
utiliza ejemplos como
unico medio de
conviceion, le impide
tratar el problema con
operadores tedricos o

pasos deductivos.

Dificultad:
Propiedades falsas o
mecompletas de los

nimeros reales.

Dificultad: El
pensamiento numeérico
no va mas alla del uso
de los niimeros enteros
o el uso de una o dos
cifras decimales como

valores numeéricos
estaticos, que le
impiden la
consideracidn de los
nUmeros como
magnitudes variables y
los procesos infinitos

mvolucrados.

Figura 117: Resumen del analisis.
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7. Conclusiones

Teniendo en cuenta la fundamentacion tedrica, la metodoldgica y el andlisis de los datos
obtenidos con los estudios de caso, presentamos aqui las conclusiones que responde a las

preguntas de investigaciones:

1. ¢Cdémo son los procesos de argumentacion y de demostracion realizados por estudiantes de

un curso de precélculo cuando resuelven problemas de variacion y cambio?

2. ¢Qué dificultades presentan los estudiantes de un curso de precélculo cuando resuelven

problemas de variacién y cambio que requieren procesos de argumentacion y de demostracion?
A continuacion presentamos las conclusiones en cuatro apartados:

- Proceso de argumentacion: resaltamos los tipos de argumentacion (Pedemonte, 2002)
realizados por los estudiantes caso de estudio y las dificultades asociadas a este

proceso.

- Proceso de demostracion: mostramos los tipos de demostracion (Fiallo, 2011) que
realizados por los estudiantes caso de estudio y las dificultades asociadas a este

proceso.

- Dificultades o fortalezas ligadas a la unidad o ruptura cognitiva: reportamos las
dificultades o fortalezas encontradas al analizar la relacion entre el proceso de

argumentacion y de demostracion.

- Otros resultados: resaltamos conclusiones o apreciaciones fundamentadas en las
observaciones del investigador, que no se relacionan directamente con los objetivos de
la investigacion, pero que son importantes para entender la escogencia de curso de

precalculo como contexto de investigacion.
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Proceso de argumentacion

El anélisis de los datos nos muestra la dificultad de los estudiantes que participaron de la
investigacion para realizar procesos de argumentacién deductivos necesarios previos al
planteamiento de una conjetura, y es que todos los procesos analizados se desarrollaron con una
estructura de la argumentacion empirica, donde los estudiantes, recurriendo a la generalizacion
de observaciones, de ejemplos, de datos o de procesos numéricos para el planteamiento de

conjeturas.

La etapa de la argumentacion previa al planteamiento de la conjetura, por ser la primera en la
que se evidencia en el trabajo del estudiante en la solucion de cualquier problema, nos permitié
observar que una dificultad que presentan es abordar los problemas de variacion y cambio como
si fueran problemas invariantes, esto se debe a que en la actividad argumentativa de los
estudiantes predomina el uso de los nimeros enteros, nimeros con uno o dos decimales, como
valores estaticos, que impiden la consideracion de los nimeros como magnitudes variables,

mostrando un bajo desarrollo del pensamiento numeérico.

A pesar de las 15 sesiones del curso por las que debe pasar un estudiante, resolviendo como
minimo un problema diario, evidenciamos deficiencias en la apropiacion de los conceptos de
variacion y aproximacion y tendencia, ensefiados en los primeros talleres, para abordar de otra
manera los talleres finales del curso. Por ejemplos los problemas 1.1, 1.2, 1.3 que pretenden
mostrar al estudiante y poner en practica las operaciones basicas con nimeros entre -1 y 1, no
son usados para buscar una mejor aproximacion en el problema de la caja (4.1) o son

malinterpretados para general reglas o condiciones (5.1).
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Proceso de demostracion

En los problemas analizados en esta investigacion encontramos solo estructuras de
demostracién empiricas: dos de tipo empirico ingenuo inductivo (1.2; 2.1), cuatro de tipo
experimento crucial basado en un ejemplo (2.2; 2.5; 3.2; 5.1) y seis de tipo experimento crucial

constructivo (1.1; 1.3; 2.3; 2.4; 4.1; 4.2), uno de tipo ejemplo genérico analitico (3.1).

Esto evidencia la falta de formalismo al realizar problemas de demostracién enfocados al
desarrollo del pensamiento variacional en estudiantes que estdn a punto de ingresar a la
universidad y que por lo menos han cursado 11 afios de escolaridad, regidos bajo los
Lineamientos Curriculares de Matematicas y los Estandares de Competencias en Matematicas

(MEN, 1998 y 2006).

Una dificultad para hacer demostraciones deductivas es que los estudiantes construyen
generalizaciones incorrectas, plantean propiedades de ejemplos numéricos o se basan en los
mismos ejemplos del proceso de argumentacion para la construccion de la demostracién, como

veremos a continuacion.
Dificultades o fortalezas ligadas a la unidad o ruptura cognitiva

Fiallo (2011) plantea cinco categorias de unidad o ruptura cognitiva agrupando, en ellas
diferentes logros o dificultades detectados, pero los procesos de esta investigacion solo se

enmarcan en dos de estas categorias:

Unidad cognitiva empirica: El analisis de los procesos de argumentacion y de demostracion
nos permitid ver con detalle la forma como estos estudiantes utilizaron los ejemplos como Unico

medio de conviccidn, debido al planteamiento de las conjeturas por medio de generalizaciones de
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procesos empiricos o generalizaciones de ejemplos. Este resultado es una evidencia méas a los
resultados de Fiallo (2011) quien lo reporté como una dificultad que, en contextos de ensefianza,
impide la aparicion de procesos deductivos a menos de que se logre generar una ruptura

referencial y estructural.

Acé es donde toma importancia el papel del docente dentro de un aula de clase, ya que
identificar esta unidad cognitiva le permitiria realizar las refutaciones potenciales (preguntas
adecuadas) que logren que los estudiantes superen dichas dificultades y puedan convertir los
elementos empiricos utilizados en el planteamiento de la conjetura en propiedades, axiomas,
teoremas matematicos adecuados para construir la demostracion deductiva que le que valide el

enunciado conclusion (Pedemonte, 2002; Fiallo, 2011).

Ruptura referencial — continuidad estructural inductiva: En el problema 2.5 encontramos que
hay ruptura cognitiva que se debe a una ruptura en el sistema de referencia y a una continuidad
estructural empirica. Para Fiallo (2011) la continuidad estructural representa una dificultad que
impide realizar demostraciones deductivas. Pero nosotros queremos agregar otra dificultad que
se pude sumar a este tipo de unidad o ruptura cognitiva que consiste en una ruptura referencial
que no se da al convertir las generalizaciones en axiomas, definiciones o teoremas si no que se
presenta por pasar de las generalizaciones de la argumentacion a un caso particular o ejemplo en

la construccion de la demostracion.

En el problema 1.3, reportamos una ruptura cognitiva dentro de esta categoria que puede ser
una fortaleza, pues en el planteamiento de la conjetura se realizd una generalizacion a partir de
las observaciones realizadas por el estudiante en GeoGebra, la que permitid el planteamiento de
un enunciado conclusion, pero en la construccion de la demostracion el estudiante elabord un

experimento crucial constructivo que permitié este paso. Esta ruptura es una fortaleza que se
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puede aprovechar, aunque se siga en lo empirico, ya que se evidencia una necesidad por parte del

estudiante de utilizar operadores mas sélidos para la construccion de la demostracion.
Otros resultados

El haber estado durante todo el desarrollo del curso —vale sefialar que el investigador ha
participado en él desde el 2014, inicialmente, como auxiliar y después como profesor— permiten

resaltar algunos aspectos del curso de precalculo:

v" Destaca que el disefio de los talleres favorece la inclusion de actividades que promuevan
los procesos de argumentacion y de demostracion pidiendo al estudiante que justifique,
explique, argumente, conjeture o demuestre, actividades matematicas que se encuentran
en negrita para resaltar su importancia. Estas actividades van modificando las
expectativas de los estudiantes pues, poco a poco, van comprendiendo que no se trata de
encontrar la respuesta correcta. Valoran que son importantes las soluciones, pero

también que se pueda explicar y analizar la manera en que se abordé.

Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente, durante los talleres se insiste en la
socializacion como estrategia importante de la clase. Sin embargo, se llama la atencién
sobre el modo en que el profesor construye este espacio, en particular, las preguntas
que formula para ayudar a los estudiantes a realizar conexiones entre los conceptos
claves del taller y del curso mismo pues en ocasiones se convierte en un espacio de

mostrar lo hecho y hablarlo a los demaés sin un sentido matematico que oriente.

v Las actividades propuestas pueden ser vistas como una oportunidad para que los
estudiantes ahonden en la comprension del cambio y la variacion, dos ejes conceptuales

fundamentales para el futuro aprendizaje en Calculo Diferencial (imaz y Moreno, 2010).
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Esto se evidencid en el taller de Numeros y Operaciones, cuyos aprendizajes aportan
significativamente al desarrollo de los demas talleres, como se evidencio en el proceso

de argumentacion del Problema 5.1.

v" La metodologia de resolucién de problemas exige que el profesor dé un nuevo
significado a su labor en el aula, lo cual incluye el reconocimiento de los esfuerzos de
los estudiantes como oportunidades para aprender. Esto fue evidente en el analisis de los
ultimos talleres donde el estudiante se esforzaba por utilizar mas que solo ejemplos para
la validacion de sus conjeturas, oportunidad que puede ser aprovechada por el profesor.

Esto se evidencio en el Problema 3.1.

v" De los Problemas 4.1 y 4.2 del taller “Area Maxima”, se puede concluir que algunos
estudiantes tienen un razonamiento geométrico perceptivo, basado solamente en el
estudio de las formas de las figuras y no en sus propiedades y que, a pesar de haber
trabajado actividades de los numeros reales en los primeros talleres, en donde el nimero
de cifras decimales es importante para realizar mejores aproximaciones y estudiar
fendmenos de tendencia, los estudiantes siguen teniendo un pensamiento numérico

pobre que les impide comprender los nimeros reales.

v Una recomendacion que surge para el curso de precalculo, en relacién a favorecer la
comprension de los profesores respecto a los elementos utilizados por un estudiante
mientras resuelve un problema de demostracion, es capacitar a los profesores para
comprender el Modelo de Pedemonte. Esto les daria herramientas claras sobre como
realizar sus intervenciones al indagar sobre la actividad argumentativa de los

estudiantes; en particular aportaria elementos para construir las refutaciones necesarias
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para que el estudiante se dé cuenta de sus falencias y aprenda a utilizar elementos méas

deductivos en la resolucion de problemas.

v’ Este trabajo nos permitié aportar caracteristicas a la unidad cognitiva empirica que
fortalecen los hallazgos de Fiallo (2011) y especificar la manera como son abordados
los problemas de variacion y cambio que requieren de la elaboracion de procesos de
argumentacion y de demostracion de estudiantes que estan por emprender una carrera

profesional.
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Apéndice A: Test diagnostico

Nombre: Caod: Fecha:

1. En la figura AB y AC son radios de la circunferencia, a es el

valor del angulo central, BC es una cuerda y les una recta

tangente a la circunferencia que pasa por B. Se conjetura que el

angulo a es el doble del angulo B que se forma entre la cuerda y la recta tangente.

A continuacién se presentan seis razonamientos que dieron algunos estudiantes para

argumentar la conjetura. ¢Con cudl de ellos te identificas mas? ;Por qué?

Estudiante 1 Estudiante 2

Al medir a y B se tiene que a = 104° y B = 52°. | Dejando fijo el punto B y al mover el punto C sobre la
Por lo tanto el angulo a mide el doble del angulo B. circunferencia hasta que la cuerda sea un didmetro se
tiene que a = 180°; por lo que tendriamos B = 90°,
porque I es perpendicular a AB. Entonces a mide el

doble de B.

Estudiante 3 Estudiante 4

El tridngulo ABC es lIsosceles, por lo que el | Siempre que se mueva el punto C sobre la

180-«a
2

circunferencia el valor del dngulo « cambia y de la

complemento del &ngulo B es =90 — ;5 por ser

I la tangente que pasa por el punto B. Entonces, misma forma cambia el angulo £.

« « « Por lo tanto el valor de « es el doble del valor de 8.
B=90-(90-5)=90-90+5=> g=2=
2 2 2

2P = a. Por lo tanto a es el doble de B.
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Estudiante 5

Cuando a = 90°, AC es paralelo a | y perpendicular a
AB. Al trazar una recta m perpendicular a AC por el
punto C y hallar el punto D de interseccién entre las
dos rectas m y | se forma el cuadrado ACDB, donde
BC es la diagonal del cuadrado, por lo que el angulo

B mide 45°. Por lo tanto « es el doble de .

Estudiante 6

Al medir ay 8 se tiene que a = 104° y B =52°,
entonces m¥CBA = 90° — 8 = 38°. Al trazar la recta
p que pasa por A 'y B y hallar el punto D de
interseccion de p con la circunferencia se tiene que
m<xCAD = 76°, que es el suplemento de a y angulo
central del angulo CBA. Entonces, m«CAD = 180° —
a = 2m<«CBA.

<CAD = 180°—a =2(90°-pB) =

180° — a = 180° — 2 =
—a=-28=
a=2p0.

Por lo tanto « es el doble de S.

2. ¢A qué es igual la suma de los n primeros nimeros impares? Plantea una conjetura y

demuéstrala.
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Apéndice B: Taller 1

% l”B Curso de Precalculo

Escuela de Matematicas

NUMEROS Y OPERACIONES

Actividad 1

1.1 Explorando
Observa los puntos a, b, ¢, d, ¢, f, g y h de la siguiente figura.

a b ¢ d e A 4 I

Responde las siguientes preguntas:

a) ¢Cual es el punto mas cercano a @ * b? ;Por qué?
b) (Cual es el punto mas cercano a a * d? ;Por qué?
¢) ¢Cuadl es el punto més cercano a %? . Por qué?

d) {Cual es el punto mas cercano a ve? ;Por qué?
¢) (Cual es el punto mds cercano a %? JPor qué?

f) (Cual es el punto més cercano a Vh? ;Por qué?

1.2 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compaieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.

€ Actividad 2
2.1 Abre el archivo T1_Act-2.1.ggb de GeoGebra y explora.

2) (Qué pasa con el valordea-b,si0<a<1y0<b? (si-1<a<0y0<b?
Escribe tus conjeturas y justificalas.

h) (Qué pasaconel valordea-b,si0 <a<ly 0<b<1?isi-1<a<0y -1<
b < 0? Escribe tus conjeturas y justificalas,

2.2 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compaieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

1
A

EDUMAY
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Curso de Precalculo
Escuela de Matematicas

O Actividad 3

3.1 Abreel archivo T1 _Aet-3.1.ggb de GeoGebra. Mueve el punto x. Resuelve las siguientes
preguntas:

a) ;Qué valores toma % cuando x varia en entre -20 y 2017 Justifica tu respuesta.

b} ;Qué valores toma i, cuando x varia entre -1 y 07 ;A qué tiende %cuundn X se
aproxima a 0 por la izquierda? ;A qué tiende%cuand{:- x se aproxima a -1 por la
derecha? Justifica tus respuestas.

c) ;Qué valores toma % cuando x varia entre 0 y 17 ;A qué tiende % cuando x se aproxima
a 0 por la derecha? ;A qué tiende %cuandu Xx se aproxima a 1 por la izquierda?
Justifica tus respuestas.

d) ;A qué tiende % cuando x se aproxima a 07 Justifica tu respuesta.

e) (A qué tiende icuand{:- x tiende a —co? Justifica tu respuesta,

f) ;A qué tiende %cuand-:} x tiende a oo? Justifica tu respuesta.

. . . 1 .
g) ;Qué relacion existe entre x y ;? Justifica tu respuesta.

3.2 Comunicando vy compartiendo resultados
Discute con tus compafiecros v ¢l profesor los resultados encontrados. Eseribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

€ Actividad 4

4.1 Abre el archivo T1_Act-4.1.ggh y explora. Mueve el punto x y responde las siguientes
preguntas:

a) (Qué valores toma vx cuando x varia entre -20 y 207 Justifica tu respuesta.

b) ;Qué valores toma vx cuando x varia entre 0 y 1?7 ;A qué tiende vx cuando x se
aproxima a 0 por la derecha? ;A qué tiende +x cuando x se aproxima a | por la
izquierda? Justifica tus respuestas.

¢) En el intervalo [0, 1), jes mayor v/x o x? Justifica tu respuesta.

d) En el intervalo (1,00), ;es mayor y/x o x? Justifica tu respuesta.

¢) ;A qué tiende vx cuando x tiende a co? Justifica tus respuestas.

4.2 Comunicando vy compartiendo resultados
Discute con tus compafiecros v el profesor los resultados encontrados. Eseribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

2

A

ED AT

184



ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION

% l”S Curso de Precalculo

Escuela de Matematicas

Abre el archivo T1_Act-5.ggb y explora. Mueve los puntos a y b. Responde las siguientes
preguntas:

Actividad 5

a) (Qué pasa con el valordc-g-, si0<a<1y0<b? isi-1<a<0y0<b?Enlos
dos casos anteriores, ;cuando % es mayor? Escribe tus conjeturas y justificalas.

b) (Qué pasa con el valordc%. sil<a<ly 0<b<1?si-1<a<0y -1<
b < 0? Escribe tus conjeturas y justificalas.

¢) (Qué pasa con el valor de %, si0 <a<1ly=1<b<0? Escribe tus conjeturas y
justificalas.

185
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Apéndice C: Taller 2

Curso de Precalculo
Escuela de Matematicas

RAZONES TRIGONOMETRICAS PARA TRIANGULOS
RECTANGULOS

Actividad 1

1.1 En un tridgngulo rectingulo un cateto mide 6 cm y el dngulo adyacente a este cateto
mide 32°.
a) ;Cudl es la medida del otro cateto y de la hipotenusa? Justifica tu respuesta.
b} ;Cudles son las medidas de sus angulos? Justifica tu respuesta.
c) ;Existen otros triangulos rectangulos con medida del dngulo igual a 32° y
medidas de sus catetos e hipotenusa diferentes? Justifica tu respuesta.

1.2 En un tridgngulo rectangulo ABC la medida de la hipotenusa es el doble de la medida de
uno de sus catetos.

a) ;Cuales son las medidas de los catetos y de la hipotenusa? Justifica tu respuesta,

b) ;Cuales son las medidas de sus angulos? Justifica tu respuesta,

¢) ;Existen otros triangulos rectangulos con diferentes medidas de la hipotenusa y los
catetos v con iguales medidas de dngulos que cumplan la condicion inicial?
Justifica tu respuesta.

d) ;Existen otros triangulos rectangulos con diferentes medidas de la hipotenusa y los
catetos v diferentes medidas de angulos que cumplan la condicion? Justifica tu
respuesta.

€) ;Que tienen en comun todos los tnangulos que cumplen la condicion? Justifica tu
respuesta.

1.3 Comunicando ¥ compartiendo resultados
Discute con tus compareros v el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Q Actividad 2

2.1 Abre el archivo T2_Act-2.ggb vy halla las razones entre los lados del triangulo ABC
{Usa la herramienta razon ubicada en el lado derecho del meni y sefiala los vértices de cada
lado del triangulo para ir obteniendo las respectivas razones).

a) ;Qué sucede con los valores de las razones cuando varia el dngulo a entre 0° y

90°? Justifica tu respuesta.

1

A

BT MAT
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Curso de Precilculo
Escuela de Matematicas

b) ;Qué sucede con los valores de las razones cuando mo varia el angulo a? Justifica
tu respuesta.

¢) ;Qué valores toma cada una de las razones a medida que varia el angulo o entre (*
y 907

d) Plantea una conjetura respecto a la variacion de los valores que toma cada razon.
Explica por qué son verdaderas tus conjeturas.

2.2 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compafieros y el profesor los resultados encontrados. Eseribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.

@ Actividad 3
3.1 Abre el archivo T2_Act-2.ggh v muestra el dngulo p.

a) Calcula las razones trigonométricas del angulo S,

b) Nombra cada razén con su respectivo nombre (sen 8, cos 8, tan 8, cot 8, sec [3,
cse 3.

¢) ;Qué relacion existe entre la medida de los angulos @ v fi7 Plantea una conjetura
al respecto. Explica por qué ¢s verdadera la conjetura.

d) ;Qué relaciones existen entre las razones trigonométricas halladas para el dngulo o
y el dngulo 7 Plantea conjeturas al respecto. Explica por qué son verdaderas las
conjeturas.

e) ;Es verdad que sen(o) =cos(90%—a) ? Si tu respuesta es afirmativa
demuéstrala, en caso contrario da un contragjemplo (un gjemplo donde se vea que
la afirmacion sea falsa).

f) (Es verdad que cos(a) = sen(90°—a) ? Si tu respuesta es afirmativa
demuéstrala, en caso contrario da un contragjemplo.

3.2 Comunicando vy compartiendo resultados
Discute con tus compafieros v el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Actividad 4
a) ;Qué significa qué sen(30°) = %? Justifica tu respuesta.

b) (Es posible que el coseno de un angulo sea %? Justifica tu respuesta.

A
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RAZONES TRIGONOMETRICAS EN EL PLANO

Actividad 1

1.1 Responde las siguientes preguntas:

a) ;Es verdad que cos(a) = sen(a — 90) para todo angulo a entre (° v 3607 si tu
afirmacion es verdadera demuéstrala, en caso contrario da un contragjemplo (un
ejemplo donde la afirmacion sea falsa).

b) ;Es verdad que sen(a) = cos(a —90) para todo dngulo @ entre 0° y 360°7 si t
afirmacion es verdadera demuéstrala, en caso contrario da un contracjemplo (un
ejemplo donde la afinmacion sca falsa).

1.2 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compaiicros vy el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

) Actividad 2

2.1 Abre el archivo T3_Act-2.1.ggb, mueve el punto P en sentido contrario a las manecillas
del reloj alrededor de la circunferencia v ten en cuenta la siguiente informacion.

Observa que el angulo a esta determinado por ¢l gje positivo de las x, que
llamaremos lado inicial del angulo, y la semirrecta OP, que llamaremos fado
Sfinal del angulo. Estos angulos los llamaremos dngulos en posicion normal.
Por convenio, si la semirrecta que determina el lado final del dngulo a gira
desde el lado inicial en sentido contrario a las manecillas del reloj, decimos
que el dngulo es positive y si gira desde el lado inicial en sentido de las
manecillas del reloj, decimos que es negativo.

Si a es un dngulo en posicion normal, P(x,y) es cualquier punto sobre su
lado final, diferente de (0,0), y r = OP = \/x? + y2, entonces las razones

trigonométricas para el dngulo a se definen de la siguiente manera:

sen(a) = %: cos(a) = ;: tan(a) = %,x =0

r r x
csc(a) =—,y+ 0; secla)=—,x+0; cotla)=—,y+0
¥ Y x ¥ Y

I
!}_[p.fé
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a) Analiza los signos de las razones trigonométricas sen(a), cos (&), tan (a) y sec (a)
en cada uno de los cuatro cuadrantes del plano cartesiano. Plantea una conjetura al
respecto v explica por qué es verdadera.

b) ;Qué valores toma cada una de las razones trigonométricas sen(a), cos (a), tan (a)
y sec(a) a medida que varia el angulo o? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado v explica por qué es verdadera.

¢} ;Qué ocurre con cada una de las razones trigonométricas sen(a), cos (a), tan (a) v
sec (o) cuando el angulo o es igual a 0°, 90°, 180°, 270° v 360°7 Explica lo que
ocurre justificando con argumentos matematicos.

d) ;A qué tienden cada una de las razones trigonométricas sen(a), cos («), tan (a) v
sec (o) cuando el dngulo a tiende a 0°, 90°, 180°, 270° y 3607 Explica lo que ocurre
justificando con argumentos matematicos.

2.2 Comunicando v compartiendo resultados
Discute con tus compaifieros v el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

¢ Actividad 3
3.1 Abre el archivo T3_Act 3.1.ggb y mueve el punto P en sentido positivo,

a) (Que relacion existe entre sen(a) v sen(—a)? Escribe una conjetura de la relacion
encontrada. Explica por qué es verdadera.

b} ¢Qué relacion existe entre cos(a) v cos(—a)? Escribe una conjetura de la relacion
encontrada. Explica por qué es verdadera.

3.2 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compaferos y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo

¢ Actividad 4
4.1 Abre el archivo T3_Act 4.1.ggb v mueve P en sentido positivo.

a) Busca relaciones entre los valores de las razones trigonométricas para los angulos
e, & — 90°% 90° — @. Demuéstralas utilizando propiedades matematicas.

b) ;Qué relacion existe entre cos{a) v sen(a - 90°)?7 Escribe en la hoja de trabajo una
conjetura de la relacion encontrada. Explica por qué es verdadera.

¢} (Qué relacion existe entre sen( a) y cos(a —90°)? Escribe en la hoja de trabajo
una conjetura de la relacion encontrada. Explica por qué es verdadera.

4,2 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compaficros vy el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

2
A
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Actividad 5

a) Sin usar la calculadora o GeoGebra de un valor aproximado de sen (10°).
b) Encuentra los valores de las otras razones trigonométricas si se sabe que

cos(a) = -?4 y tan(a) es positiva. ;Cual es el valor del angulo a? Justifica tus

respuestas.
¢) Encuentra los valores de las otras razones trigonométricas si se sabe que
3 1 X "
sen(a) = —‘T y cos(a) = 5 (Cual es el valor del angulo a? Justifica tus respuestas.
~
Sd5
2

d) (Qué significa que cos(135°) = —
e) Si P(x,y) es un punto del plano cartesiano en donde x > 0, y <0, ;cuales son los
posibles valores que toman a y tan(a)? Justifica tu respuesta.
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MATEMATICAS Y REALIDAD

FILTRACION DE MEDICAMENTO

Actividad 1

1.1 Una jugadora se golped en una rodilla jugando al voleibol v su médico prescribié un
antiinflamatorio para reducir la hinchazdn. Tenia que tomar 2 tabletas de 220 miligramos
cada 8 horas durante 10 dias. S1 sus rifiones filtraban un 60% del medicamenio de su cuerpo
cada 8 horas, contesta:

a) (Qué cantidad quedaba en su sistema circulatorio al cabo de los 10 dias? Justifica
tu respuesta.

b) ;Y si hubiera tomado la medicina durante un afio? Justifica tu respuesta,

¢) ;Qué ocurre con la variacion de la cantidad de medicamento en el organismo
conforme pasa el tiempo? Justifica tu respucsta.

1.2 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compaiieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

() Actividad 2
2.1 Abre el archivo de GeoGebra T4_Act-2.1.ggb. Mueve ¢l deslizador n con la flecha
derecha del teclado hasta llegar a 50.

a) ;Qué representa el punto P? Explica tu respuesta.

b) Utiliza la grafica para explicar lo que sucede en el nivel de medicamento.

¢) Encuentra una formula que modele algebraicamente el problema. Explica como la
hallaste.

d) ;A qué valor tiende la cantidad de medicamento en el organismo conforme pasa el
tiempo? ;Por qué?

2.2 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compafieros y el profesor los resultados encontrados. Eseribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo
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CUERDAS VIBRANTES: Problema de Octavas

Actividad 3
Antes del problema, explora el archive Flash Player “Cuerdas Vibranies” y entérate por
qué Pitdgoras tenia tanto de misico como de matematico.

3.1 Si un piano tiene 7 octavas o frecuencias equivalentes, entonces, jcudles serian las
fracciones de la cuerda correspondientes a cada octava? Completa las octavas para saberlo,

T

1
o l.D

[
|

( E AR NNEEN
el e W oFa oS L2 F ol
a) ;Qué pasa si continuamos fraccionando a la mitad la longitud de la cuerda original?

Explica tu respuesta,

b) Teniendo en cuenta la simulacion, la relacion entre la longitud de la cuerda v su
frecuencia seria de:

a) Menor longitud-menor frecuencia b) Menor longitud-mayor frecuencia

¢) Mayor longitud-mayor frecuencia d) Mayor longitud-menor frecuencia

¢} ;Cual seria la “altima™ fraccion de la cuerda que podriamos hallar? Para dar respuesta a
esta pregunta completa la tabla.

Numero de
fraccionamientos | 0 1
de la cuerda
Fraccion 1 112 ] %

(3]
tad
i

3.2 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compafieros v el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo

2
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< 3.3 Con ¢l apoyo de GeoGebra, sigue los pasos que se indican:

a) En la hoja de calculo realiza una tabla ampliando el nimero de fraccionamientos
{minimo 50 datos) para responder las preguntas (utiliza 15 cifras decimales de
redondeo y una escala adecuada para visualizar los datos en la Vista Grafica):

o ; Cudl seria la “altima™ fraccion de la cuerda que podriamos hallar?
# ; Has encontrado una “altima™ fraccion? Justifica.

b) Utiliza la herramienta de Crear lista de puntos de la Hoja de Calculo para ubicar los
datos de la tabla en el plano cartesiano de la Vista Grafica.

¢) ;A qué valor tiende la fraccion cuando el nimero de fraccionamientos tiende a
infinito? Expliea tu respuesta.

d) ;Encuentra una expresion algebraica que modele el fendomeno de fraccionamientos de
la cuerda? Explica tu respucsia.

3.4 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compaficros y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo

Actividad 4
Responde las siguientes preguntas:
a) ;A qué valor tiende la suma de todas las longitudes de los fraccionamientos de la
cuerda? Es decir, 1L + %L + %L + éL +... Explica tu respuesta.

b} ;Terminariamos el proceso de adicionar los fraccionamientos de la cuerda? ; Por qué?

194
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INTERDEPENDENCIA ENTRE VARIABLES

¢ ) Actividad 1

1.1 Abre el archivo TS_Act-1.1.ggb. Mueve el punto A en el intervalo [-10, 10] v responde
las siguientes preguntas:

a) ;Qué representa el punto P? Justifica tu respuesta.

b} Traza el Rastro del punto P [clic derecho sobre el punto Py escoge la opeidn Rastro)
(Qué representa el rastro del punto P? Justifica tu respuesta.

¢) Halla el Lugar Geométrico del punto P cuando varia el punto A [Abre ¢l Meni del
cuarto botdn, escoge la opcion Lugar Geométrico, haz clic en el punto P v luego en el
punto A] ;Qué representa el lugar geométrico del punto P cuando varia el punto A?
Justifica tu respuesta.

d) ;En qué se diferencian el Rastro del Lugar Geométrico? Justifica tu respuesta.

e) ;Qué relacion hay entre la ordenada (v) v la abscisa (x) del punto P? ;Por qué?

f) Representa algebraicamente la interdependencia entre la ordenada v la abscisa del
punto P, ;Como se llama esa relacion de interdependencia? ;Por qué?

g} Introduce en la barra de entrada de GeoGebra la expresion algebraica que hallaste.
(Cual es su grafica? ;Qué representa esta grafica? ;Por qué?

h) En el mena Vista escoge Vista Algebraica y Hoja de Cdlculo. Registra los valores de
P cuando varia A [clic derecho en el punto P, escoge la opcion Registro en Hoja de
Caleulo y anima el punto A]. ;Qué representa la tabla en la Hoja de Calcula?
Explica.

i} jQué relacion hay entre la expresion algebraica, la grafica, el rastro, el lugar
geométrico y la tabla? ;Qué representan? Justifica tus respuestas.

1.2 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compaiieros y el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Q Actividad 2
2.1 Abre el archivo TS _Act-2.1.ggb. Mueve ¢l punio A sobre toda la pantalla con las
flechas derecha e 1zquierda del teclado y responde las siguientes pregunias:

a) En la funcién visualizada, ;cudl es la variable independiente y cudl es la variable
dependiente? ; Por qué?
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b) ;Qué valores toma la variable independiente? ;Qué wvalores toma la variable
dependiente? ; Por qué?

¢) ;0Qué pasa cuando x = 07 Justifica tu respuesta,

d) ;A qué tiende i cuando x se aproxima a (7 Justifica tu respuesta.

e) ;A que tiende %cuamdu x tiende a —oo? Justifica tu respuesta,

L 1 . . .
fy (A qué tiende p cuando x tiende a oo? Justifica tu respuesta,
) ;Cudl es el dominio v el recorrido de la funcion? Justifica tu respuesta,

i s . g 1 .
h) (Qué representan los ejes x e y para la funcion f(x) = ;? Justifica tu respuesta.

2.2 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compaiieros y el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

O Actividad 3

3.1 Abre el archivo T5_Act-3.1.ggb. Mueve el punto A en el intervalo [-10, 10] y responde

las siguientes pre guntas:

a) ;Oué representa el punto P? Justifica tu respuesta,

b) Traza el Rastro del punto P ;Qué representa? Justifica tu respuesta.

¢) Halla el Lugar Geométrico del punto P cuando varia el punto A ;Qué representa?
Justifica tu respuesta.

d) (Enqué se diferencian el rastro del lugar geométrico? Justifica tu respuesta.

e) ;Qué relacion hay entre la ordenada (v) v la abscisa (x) del punto P? ; Por qué?

f) Representa algebraicamente la interdependencia entre la ordenada v la abscisa del
punto P, ;Como se llama esa relacion de interdependencia? ;Por qué?

g) Introduce en la barra de entrada de GeoGebra la expresion algebraica que hallaste.
¢ Cudl es su grafica? ;Qué representa esta griafica? ; Por qué?

h) En el mena Vista escoge Vista Algebraica v Hoja de Calculo. Registra los valores
de P cuando varia A. ;Qué representa la tabla en la Hoja de Cilculo? Explica.

i) ;Qué relacion hay entre la expresion algebraica, la grafica, el rastro, el lugar
geométrico y la tabla? ; Qué representan? Justifica tus respuestas.

3.2 Comunicando v compartiendo
Discute con tus compaiieros v el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.
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O Actividad 4
4.1 Abre el archivo T5_Act-4.1.ggb. Mueve el punto A sobre toda la pantalla con las
flechas derecha e izquierda del teclado. Responde las siguientes preguntas:

a) En la funcion visualizada, ;cudl es la variable independiente y cudl es la variable
dependiente? ;Por qué?

b) (Qué valores toma la variable independiente? ;Qué valores toma la variable
dependiente? ;Por qué?

¢) ¢Qué pasa cuando x < 07? Justifica tu respuesta.

d) ;A qué tiende Vx cuando x se aproxima a 0? Justifica tu respuesta.

e) (A quétiende X cuando x tiende a oo? Justifica tu respuesta.
f) ¢ Cudl es el dominio y el recorrido de la funcién? Justifica tu respuesta.

4.2 Comunicando y compartiendo

Discute con tus compaiieros y el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

O Actividad 5§
5.1 En la Figura de abajo se muestran las graficas de las funciones:
f@) =vx, gx)=x hix)y=2x* 'y b)=x

Relaciona la funcion que corresponde a cada grafica y justifica.




ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 199

Curso de Precilculo
Escuela de Matematicas

5.2 Responde las siguientes preguntas:

a) ¢Cual de las funciones anteriores crece mas rapido cuando que x — co? Explica.

b) Halla el dominio y el recorrido de cada funcion. Justifica tus respuestas.,

¢) ¢Se puede afirmar que g(x) < h(x) < b(x) < f(x) para todo su dominio?
Justifica tus respuestas.
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TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

Actividad 1
1.1 En tu hoja de trabajo representa graficamente la funcion f(x) =%(x +3)2— 4.

Explica tu procedimiento.
1.2 Discute con tus compafieros y el profesor tu trabajo.

Q Actividad 2
2.1 Abre el archivo T6_Act.2.1, introduce la funcién f(x) = sen(x) y continiia con las
siguientes indicaciones:

a) En la opcion representacion de f(x) + k a partir de f(x).

i. Selecciona k > 0, ;jqué ocurre con la representacion grafica de la funcion cuando
manipulas el deslizador? ; Por qué?

il. Desmarca la seleccion anterior (para obtener un solo deslizador y una sola
representacion grafica en la pantalla debe elegir wna opcion solamente), ahora
marca k < 0. ;Qué ocurre con la representacion grafica de la funcion cuando
manipulas el deslizador? ; Por qué?

iii. Introduce otras funciones (al menos dos) y analiza los anteriores procedimientos.

iv. Elabora y eseribe una conjetura de lo que le sucede a la representacion de la funcién
f(x) +k, cuando k € R a partir de la grafica de f(x). ;Por qué es verdadera la
conjetura?

b) En la opcitn representacidn de f(x + k) a partir de fix).

i. Reproduce las opciones i-iii del inciso anterior. No olvides desmarcar la seleccion
después de terminar con cada opeion.

ii. Elabora y eseribe una conjetura de lo que le sucede a la representacion de la funcidn
f(x + k), cuando k € R a partir de la grifica de f(x). ;Por qué es verdadera la
conjetura?

¢) En la opcion representacion de f(kx) a partiv de f(x).

i. Selecciona k > 1, jque ocurre con la representacion grafica de la funcion cuando
manipulas el deslizador? ;Por qué?

EDUIMAT
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ii. Desmarca la seleccién anterior (para obtener un solo deslizador y una sola
representacion grifica en la pantalla debe elegir uma opcion solamente), ahora
marca k < —1. ;Qué ocurre con la representacion grafica de la funcidn cuando
manipulas el deslizador? ;Por qué?

iii. Sigue con las otras opciones k =-1, -1 < k<1, siempre desmarcando la
seleccion anterior. Deseribe lo que le sucede a la representacion grafica de la
funcién al manipular el deslizador en cada caso. Justifica tus respuestas,

iv. Introduce otras funciones (al menos dos) v analiza los anteriores procedimientos.

v. Elabora y escribe una conjetura de lo que le sucede a la representacion de la funcion
f(kx), cuando k € R a partir de la grafica de f(x). ;Por qué es verdadera la
conjetura?

d) Realiza el mismo procedimiento elaborado en el inciso a) con las opciones de
representacicn de k = f(x) a partir de f(x):
1. Reproduce las opciones 1-1v del inciso a). No olvides desmarcar la seleccion despuds
de terminar con cada opcion.
ii. Escribe una conjetura de lo que le sucede a la representacion de la funcion kf(x),
cuando k € R a partir de la grafica de f(x). ; Por qué es verdadera la conjetura?

2.2 Comunicando v compartiendo
Discute con tus compaficros v el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

¢ Actividad 3

3.1 Abre el archivo T6_Act-3.1.ggb introduce la funcién f(x) = sen(x). Explora las ocho
opciones de transformaciones que existen con sus respectivos deslizadores y contesta
las siguientes pre guntas:

a) ;Qué ocurre con la representacion grafica de la funcion cuando eliges la opcion
extension horizontal y manipulas el deslizador? ;Por qué?

b} ;Qué ocurre con la representacion grifica de la funcién cuando eliges hacer una
contraccion horizontal y manipulas el deslizador? ;Por qué?

¢) (Qué ocurre con la representacion grifica de la funcion cuando eliges la opcion
traslacion horizonral y manipulas el deslizador? ;Por qué?

d) ;Qué ocurre con la representacion grafica de la funcion cuando usas la opcion
reflexion a través del eje x7 ;Por qué?

e) (Qué ocurre con la representacion grifica de la funcion cuando eliges la opcion
extension vertical y manipulas el deslizador? ; Por qué?

XU AT
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f) ;Qué ocurre con la representacion grifica de la funcion cuando eliges la opcidn
contraccion vertical y manipulas el deslizador? ; Por qué?

2) ;Qué ocurre con la representacion grafica de la funcion cuando eliges la opcion
traslacion vertical v manipulas el deslizador? ;Por qué?

h) ;Qué ocurre con la representacion grafica de la funcién cuando eliges la opcidn
reflexion a través del efe y? }Por qué?

3.2 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compafieros v el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.

Actividad 4
4.1 En el archivo T6é_Act.2.1 escribe la funcion f(x) = x%. En la barra de entrada de Vista
Grifica escribe (—3,4) (aparecerd el punto en ¢l plano cartesiano).

a) Aplica la(s) transformacion(es) pertinente(s) para que la representacion grafica de
la funcion pase por el punto (—3,4).

b) Escribe la(s) expresion{es) algebraicas que representan la funcion con la
respectiva transformacion.

¢) Comprueba si con la expresion algebraica obtenida en el inciso anterior puedes
obtener el punto dado.

4.2 Representa la grifica de la funcién f(x) = -3 + % v4 — x en tu hoja de trabajo.

EELIMAT
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ANALISIS DE INFORMACION

Actividad 1

1.1 La siguiente tabla muestra ¢l consumo de gasolina en litros de un <GSy
vehiculo Toyota Corolla que recorre la ciudad de Bogota en las horas pico.

Recorido | 3 g s el 7l sl o ol 2lzlials
(Km)

SO 014 {021 [0.31] 0,46 | 0,55 | 0.64 | 078 |083{0,99| 1,10 | 1,20 1,33 | 143 | 1,52 | 1,67

Contesta las siguientes preguntas en tu hoja de trabajo.

a) ;Cuanto combustible se esperaria que consuma el vehiculo si se dispone a recorrer 17
km en hora pico? Justifica tu respuesta,

b) ;Cudanto combustible se esperaria que consuma el vehiculo si se dispone a recorrer 20
km en hora pico? Justifica tu respucsta.

¢) Realiza un grafico con la informacion suministrada en la tabla anterior.

d) ;Cuanto combustible se esperaria que consuma el vehiculo si se dispone a recorrer x
km en hora pico? Justifica tu respuesta.

1.2 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compafieros v el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

¢ Actividad 2

2.1 Abre el archivo T7_Aet-2.1.ggb v realiza las siguientes actividades.

a) En la Vista Grdfica de GeoGebra, representa la grifica considerada en la Actividad 1.

b) Con los datos de la Hoja de Céleulo, realiza el Analisis de Regresion de dos
Variables.

¢) Compara la recta que construiste en la Actividad 1 con la funcion de ajuste que
escogiste. [Cudl funcidn permite hacer una mejor estimacion para responder a las
preguntas a) y b) de la actividad anterior? ;Por qué?

d) A partir de los resultados anteriores, responde nuevamente las preguntas a) vy b) de la
Actividad 1. Compara tus respuestas con las obtenidas inicialmente.

2.2 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compafieros y el profesor los resultados obtenidos. Eseribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.
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Actividad 3

3.1 En un laboratorio de fisica, se realizd un experimento que consistio en lanzar un

proyectil verticalmente hacia arriba. En la siguiente tabla se muestran las alturas registradas
en diferentes momentos.

Tiempo Altura
(seg) (cm)
1 48,3
2 79.5

3 1074

4 120,8

5 127,7

& 1249

7 113,5
8 84,5
9 55.5
10 10,7

C} 3.2 Abre el archivo T7_Act.3.1.ggb

a) Grafica los datos presentados en la Hoja de Calculo correspondientes a la tabla
anterior (escoge una escala adecuada para visualizar los datos en la Vista Grdfica).

b} Explora con cada una de las opciones de regresion y escoge el modelo que mejor se
ajusta para representar la situacion. Justifica tu eleccion.

¢) (Cudl fue el alcance maximo del proyectil? ;Por qué?

d) ;Cuanto tiempo demord el proyectil en el aire? ;Por qué?

3.3 Comunicando v compartiendo

Discute con tus compafieros y el profesor los resultados obtenidos. Eseribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

fl'
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Actividad 4

4.1 En la Tabla se presentan datos de la cantidad de poblacion mundial existente en algunos
afios del siglo XX y XXL

Mo, DATO ANO POBLACION
1 15010 1650
2 1910 1750
3 1920 1860
4 1930 2070
5 1940 2300
] 1950 2518
7 1955 2755
8 1960 2082
4 1965 3334
10 1970 36u2
11 1975 4068
12 1980 4434
13 1985 4830
14 1990 5263
15 159495 5674
16 2000 (070
17 2005 6453
18 2008 6704
149 2010 hE54
20 2011 TN

™) 4.2 Abre el archivo T7_Act-4.1.ggh

a) Grafica los datos presentados en la Hoja de Calculo correspondientes a la tabla
anterior (escoge una escala adecuada para visualizar los datos en la Vista Grdfica).

b) Explora con cada una de las opciones de regresion vy escoge ¢l modelo que mejor se
ajusta para representar la situacion. Justifica t eleccion.

¢) ;Cual sera la poblacion en el afio 20177 ; Por qué?

d) ;Cudl sera la poblacion en el afio 20507 ;Por qué?

m
;-zél-lg.,
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FUNCIONES Y REALIDAD

Actividad 1

1.1 En Bucaramanga, en un minuters de telefonia celular se cobra $100 por minuto o
fraccion.
a) ;jCuanto cuesta una llamada de 1:01 min, 2:99 min, 4:00 min, 5:36 min, 9:5 min,
23:485 min, 1 h15min32seg?
b) Halla la funcion que representa la interdependencia entre el costo de la llamada y el
tiempo.

1.2 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compaiieros y el profesor los resultados obtenidos. Eseribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

@ 1.3 Abre el archivo T8 Aect-1.3.ggb. Mueve con la tecla derecha el punto T y
responde las siguientes preguntas:

a) ;Qué representa el rastro del punto P? Justifica tu respuesta,

b) ;Qué representa el lugar geométrico del punto P cuando varia el punto T? Justifica tu
respuesta.

¢) Representa algebraicamente la interdependencia entre el tiempo transcurrido y el
costo de la llamada. Eseribe la formula en la barra de entrada. ;jCoinciden la
representacion grafica de la funcion con el rastro y el lugar geométrico? ;Por qué?

d) ;A qué tiende la funcién cuando ¢ se aproxima a cada entero? Justifica tu respuesta.

€) ;A qué tiende la funcion cuando ¢ tiende a co? Justifica tu respuesta,
f) ;Cual es el dominio y el recorrido de la funcién? Justifica tu respuesta.

1.4 Comunicando y compartiendo

Discute con tus comparieros vy el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Actividad 2

2.1 Abre el archivo T8_Act-2.1.ggh que simula el costo de una carrera de taxi en
funcion de los kildémetros recorridos. Anima o mueve el punto T,




ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION

Curso de Precalculo
Escuela de Matematicas

a) ;Qué representa el punto C?
b) ;Qué representa la grafica de la Vista Grafica?
¢) ;Qué representa la tabla de la Hoja de Calculo?

2.2 Busca informacion de la distancia entre los lugares indicados y determina el costo de la
carrera segun los datos de la simulacion. Para cada caso explica tu respuesta.
a) De la UIS a Piedecuesta.
b) De la UIS al Aeropuerto de Palonegro.
c¢) De la UIS a tu casa.

2.3 Representa algebraicamente la interdependencia entre los kilometros recorridos v el
costo de la carrera de taxi. Eseribe la formula en la barra de entrada. ;Coinciden la
representacion grafica con los datos suministrados por la simulacion? ;Por qué?

2.4 A qué tiende la funcion cuando el namero de kilometros recorridos:
a) Seaproxima a 3,6, Justifica tu respuesta,
b) Seaproxima a 4. Justifica tu respuesta.
c) Seaproxima a cada entero. Justifica tu respuesta.

2.5 ; A qué tiende la funcion cuando k tiende a co? Justifica tu respuesta.

2.6 ; Cual es el dominio y el recorrido de la funcion? Justifica tu respuesta.

2.7 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compaiieros y el profesor los resultados obtenidos. Eseribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.

Acitividad 3

En una empresa de mensajeria, el costo por enviar un paquete es de $7.900 por el primer
kilo, y $2.100 adicionales por cada kilo o fraccion de éste.
a) ;Cuinto cuesta enviar un paquete de 1.2 kilos? ;5.9 kilos? ;7 kilos? ;10.5 kilos?
Explica tu respuesta.
b) Halla la expresion algebraica que representa el costo del envio de un paquete en
funcion del peso. Explica tu respuesta.

A
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FUNCIONES Y REALIDAD

Actividad 1

1.1 Segin datos suministrados por el DANE, en 2014 la poblacion colombiana fue de

47°661.790. Se estima que el promedio de crecimiento sea del 1% aproximadamente.

a) ;Cuantos colombianos habran finalizando este afio? ;En 20207 ;En 20507 Explica

tus respuestas.

b) Halla la funcion que representa la interdependencia entre el afio y la poblacion
colombiana. Explica tu procedimiento.

¢) ¢ Cudl es el dominio y el recorrido de la funcién? Explica tu respuesta.

d) ;Cudntos colombianos habrin finalizando junio de este afo? ;Cudntos a mediados de

octubre de este afio? Explica tus respuestas,

1.2 Comunicando y compartiendo

Discute con tus compaiicros v el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.

Actividad 2

2.1 Los 100 metras planos es una prueba de atletismo que consiste en una carrera en la que
se tiene que recorrer cien metros planos libres de todo obsticulo con la mayor rapidez
posible. Se considera, en general, como la competicion de carreras de velocidad mas
importante. A continuacion se muestran los mejores tiempos obtenidos por los hombres en

las ultimas Olimpiadas.

Atenas 1896

™= Tom Burke (12.0)

Paris 1900

™= Frank Jarvis (11.0)

Saint Louis 1904

™= Archie Hahn (11.0)

Londres 1908

EI= Reggie Walker (10.8)

Estocolmo 1912

™==Ralph Craig (10.8)

Amberes 1920

™= Charlie Paddock (10.6)

Paris 1924

EI= Harold Abrahams (10.6)

Amsterdam 1928

B+l Percy Williams (10.8)

Los Angeles 1932

B Eddie Tolan (10.3)

Berlin 1936

B Jesse Owens (10.3)

/2
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Londres 1948 =" Harrison Dillard (10.3)
Helsinki 1952 ELindy Remigino (10.4)
Melbourne 1956 | ] Bobby Joe Mormrow (10.5)
Roma 1960 B A rmin Hary (10.2)
Tokio 1964 B Bob Hayes (10.0)
México 1968 = Jim Hines (9.95)
Munich 1972 B v aleri Borzov (10.14)
Montreal 1976 NN Hasely Crawford (10.06)
Moscii 1980 B2 Allan Wells (10.25)

Los Angeles 1984 = Carl Lewis (9.99)

Seul 1988 == Carl Lewis (9.92)
Barcelona 1992 &I Linford Christie (9.96)
Atlanta 1996 B+ Donovan Bailey (9.84)
Sidney 2000 ™= Maurice Greene (9.87)
Atenas 2004 = Justin Gatlin (9.85)
Beijing 2008 B2 Usain Bolt (9.69)
Londres 2012 B Usain Bolt (9.63)

Rio de Janeiro 2016 | EE™ Usain Bolt (9.81)

a) De acuerdo a los datos de la tabla, halla un modelo que represente la marca en
funcion del afio. Explica tu procedimiento.

b) Segin el modelo obtenido, jcudl serd la marca en los proximos Olimpicos?
Justifica tu respuesta.

¢} (Cual serd la marca en el 20487 Justifica tu respuesta,

d) ;Existe algan limite para el récord? Justifica tu respuesta,

2.2 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compafieros y el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Actividad 3

Una poblacion de bacterias comienza con 1000 bacterias v se triplica cada dos horas, Halla
la funcién que representa el nimero de bacterias en funcion del tiempo.

&
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Apéndice K: Taller 10

Curso de Precalculo
Escuela de Matemiticas

VIAJE EN EL VENTILADOR

Actividad 1

1.1 Imagina una mosca que reposa en el extremo de un aspa de un ventilador el cual gira en
sentido antihorario. Suponga que se trazan una recta horizontal y una vertical por el centro
del ventilador vy la mosca se ubica exactamente a 2 dm a la derecha del centro, antes de que
este empiece a girar,

a) Deseribe como varia la distancia vertical de la mosca respecto a la
recta horizontal, cuando ¢l ventilador empieza su recorrido.

b) Crea una grifica que muestre como varia la distancia vertical de la
mosca a medida que la mosca viaja en el ventilador.

+

1.2 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compaiieros y el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

¢ Actividad 2
2.1 Realiza las siguientes actividades:

a) Segun los datos obtenidos, ;jcudl es la distancia vertical maxima y minima que
alcanza la mosca?, jcual es el recorrido maximo que realiza la mosca en un viaje por
el ventilador?

b) Elabora una tabla de valores para una vuelta completa. Explica tus procedimientos.

¢) Crea la lista de puntos en la Vista Grdfica de GeoGebra. ;La distribucion del conjunto
de puntos se parece a la grifica creada en la Actividad 1.17 Explica las similitudes v
diferencias.

d) Utiliza el Andlisis de Regresion para modelar una funcion que mejor se ajuste a los
datos estimados. ;Cual es la funcion que mejor se ajusta? ;Por qué?

€) ;Cuil es el dominio y el recorrido de la funcién? Justifica tu respuesta.

2.2 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compaiieros v el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

g‘f";} Actividad 3




ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION 217

E U|E Curso de Precalculo

Escuela de Matematicas

3.1 Abre el archivo T10_Aet-3.1.2gh. Realiza las siguientes actividades:

a) Desliza el punto P en sentido positivo y observa el rastro que deja la mosca respecto a
la distancia vertical en su viaje en el ventilador.

b) Introduce la funcion que encontraste en 2.1.d y compérala con la actual; ;coinciden
las dos grificas?, jobservas diferencias? Explica tus respuestas.

¢) (Qué pasa con la funcion si la mosca da una vuelta y media? ;Qué sucede si da dos
vueltas? | Y cinco? ;Podras predecir el comportamiento de la funcidn si el ventilador
no deja de dar vueltas? Explica tus respuestas.

d) ;Qué pasa si el movimiento es en sentido horario? Explica tu respuesta.

e) ;Cuil es el dominio y el recorrido de la funcion? Justifica tu respuesta.

3.2 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compafieros y el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

¢ ) Actividad 4
4,1 Abre el archivo T10_Act-4,1,ggb v desliza ¢l punto P en sentido positivo.

a) ;Qué funcion representa? ; Por qué?
b) ;Qué pasa si el movimiento es en sentido negativo? Explica ampliamente.
¢) ;Cudl es el dominio y el recorrido de la funcion? Justifica tu respuesta,

4.2 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compaferos v el profesor los resultados obtenidos. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo,

Actividad 5

Una persona pasea en una rueda de la fortuna que tiene 3 metros de radio v
que gira en sentido contrario a las manecillas del reloj desde la perspectiva
de un observador. El punto mas bajo de la rueda esta a un metro del suelo.

Expresa la altura h a la que se encuentra la persona con respecto al suelo en
funcion del angulo 8 que forma la linea que va del centro de la rueda a la
posicion de la persona con respecto a la horizontal.

------
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RECIPIENTES

Actividad 1

1.1. Toma una hoja de tamario carta y sin recortar forma un cilindro sin tapas

a) Considerando el largo como ¢l lado de mavor longitud ;Como se obtiene ¢l mayor
volumen: formandolo a lo largo o a lo ancho de la hoja? Justifica tu eleccion.

b) ;Qué se puede conjeturar de cualquier hoja rectangular? Explica tu respuesta.

¢) ;Qué se puede conjeturar de una hoja cuadrada? Explica tu respuesia.

d) Compara tus resultados con un compaifiero v demuéstrale que tus conjeturas son
verdaderas,

1.3 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compafieros y el profesor los resultados encontrados. Eseribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo,

@Adividad 2

2.1 Abre el archivo T11_Act-2.1 que simula el llenado de un cono con agua.

a) ;Qué magnitudes varian a medida que va llenindose el cono? ; Por qué?

b) ;Que valores toman las magnitudes variables? Justifica tu respuesta,

¢) (Qué relacion existe entre el radio y el nivel del agua? Justifica tu respuesta.

d) Halla la funcion que representa la interdependencia entre el nivel del agua y el
volumen. Explica tu procedimiento.

2.2 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compaiieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.

E:-?.‘!u:tividad 3

3.1 Con una limina metalica de 3dm de ancho por 8dm de largo se va a construir un canal
para el agua de lluvia, doblando el ancho hacia arriba una tercera parte de la limina y
formando angulos iguales @ con la horizontal (Archivo T11_Aet-3.1). ;Cual es el valor
del dngulo # para que el canal conduzca la mayor cantidad de agua? Justifica
matematicamente tu respuesia.

3.2 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compaieros v el profesor los resultados encontrados. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.

EDUMAT
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OAdividad 4

4.1 Encuentra las dimensiones del cilindro circular recto con volumen méaximo que puede
inscribirse en un cono circular recto de 8cm de radio 12cm de altura (ver figura).
Justifica matemdaticamente tu respuecsta.

1518
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Curso de Precalculo
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AREA MAXIMA

Actividad 1

1.1 El perimetro de un rectingulo es de 14 metros. Encuentra las dimensiones de este
cuadrilitero para que su drea sea la maxima posible. Explica vy justifica tu respuesta en
la hoja de trabajo.

1.2 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compaderos y el profesor la solucion del problema y escribe una
conclusién al respecto.

¢ Actividad 2
2.1 Abre el archivo de GeoGebra T12_Act-2.ggb y mueve el punto B.

a) ;Cudles magnitudes varian? ;Cudles magnitudes no varian? Explica tu respuesta.

b) ;De qué magnitud o magnitudes variables depende el drea del rectangulo? ;Por qué?

¢) {Qué valores puede tomar la base? ; Por qué?

d) ;Qué valores puede tomar la altura? ;Por qué?

€) ;Qué valores puede tomar el area? ;Por qué?

f) {Qué relacion hay entre la base y la altura? ; Por qué?

£) Expresa laaltura en funcion de la base. Explica tu respuesta.

h) Expresa el drea en funcion de la base. Explica tu respuesta.

i} ;Cudles son las dimensiones de la base y de la altura del rectingulo de mayor area?
sPor qué?

2.2  Comunicandoy compartiendo
Discute con tus compafieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Q 23 Abre el archivo de GeoGebra T12_Act-2,ggb,

a) En la Vista Algebraica muestra el punto P y anima el punto B. ;Qué representa el
punto P? ;Qué representa el rastro del punto P? ;Qué representa el lugar geométrico
del punto P con respecto al punto B?

b) Escribe en la barra de entrada la formula que representa el drea en funcion de la base.

¢) {Cudl es la dimension de la base que genera la mayor drea? jEste valor es dnico?
Verifica en GeoGebra, Justifica tu respuesta,

d) Aumenta a 5 lugares decimales el redondeo de los nimeros y cambia el incremento
del punto B a 0,001 (doble clic en B, selecciona Propiedades, abre la pestaia Algebra
y cambia el incremento a 0,001).

EDUMAT
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e} Mueve el punto B alrededor del valor de la base que genera la mayor drea. (El valor
dado para la base en el literal ¢ genera la mayor drea? Si no es asi, jqué valor es?
¢Dicho valor es unico? Explica tu respuesta.

f) Registra en la hoja de cdlculo 20 valores del punto P cuando te aproximas al valor de
la base que genera la mayor area (utiliza las teclas de las flechas a la derecha y a la
izquierda del punto B). ;Qué ocurre con las imdgenes de los valores de la base
cuando te aproximas al valor de la base que genera la mayor drea? Escribe una
conclusion y justifica w respuesta.

g} ;Qué ocurre con las diferencias entre dos valores consecutivos de la base cuando te
aproximas al valor de la base que genera la mayor drea? Escribe una conclusion y
justifica tu respuesta.

h} ;Cuales son las dimensiones de la base vy la altura del rectangulo de mayor area? ; Por
qué?

2.4 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compafieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.

@ Actividad 3

Abre el archivo T12_Act 3.ggb en ¢l cual el deslizador p representa el perimetro del
rectangulo.

a) Con el deslizador p fijo en 256, mueve el punto C hasta lograr aproximadamente el
drea maxima del rectingulo, luego registra el valor de x obtenido.

b) Repite el paso anterior fijando el deslizador p en 5 valores diferentes, para completar
la siguiente tabla.

x

Perimetro (p) que hace el drea
maxIma

256

¢} Segin la informacion de la tabla anterior, plantea una conjetura que relacione el
valor de x (para el cual se obtiene el drea mixima) y el perimetro p (si es necesario
agrega mas datos a la tabla). Demuestra que tu conjetura es valida.

d) Cambia la escala del eje y de modo que se aprecien en la pantalla valores del ¢je entre
0y 6000 (aparecerd un punto azul en la pantalla).

e} Mueve nuevamente ¢l punto C. Comprueba tu conjetura planteada en el literal ¢ v
concluye (fija p en diferentes valores).

EDUMAT
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CAJA SIN TAPA

Actividad 1

1.1 A partir de una hoja rectangular de tamafio 6 dm por 4 dm, construye una caja sin tapa
recortando cuadrados de igual tamaifio en las cuatro esquinas, de tal manera que almacene el
mayor volumen. ;Cuales son las dimensiones de la atura, anchura y profundidad de la caja
de mayor volumen? ;Por qué? Explica tu procedimiento v tu respuesta.

1.2 Comunicando vy compartiendo resultados
Discute con tus compafieros y el profesor los resultados encontrados. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.

G 1.3 Abre el archivo de GeoGebra T13_Act-1.3.ggb y anima el punto P.
a) (Qué representa el punto P en el problema?
b} ;Cuales magnitudes varian? ;Cudles magnitudes no varian? E xplica tu respuesta.
¢) (De qué magnitud o magnitudes variables depende el volumen de la caja? ;Por qué?
d) ;Qué valores puede tomar la altura? ;Por qué?
e) ;Qué valores puede tomar la anchura? ;jPor qué?
f) ;Qué valores puede tomar la profundidad? ; Por qué?
) ;Qué valores puede tomar el volumen? ;Por qué?
h) ;Qué relacion hay entre la anchura v la altura? ;Por qué?
i) ;Qué relacion hay entre la profundidad v la altura? ;Por qué?
j) Representa algebraicamente el volumen en funcion de la altura.
k) ;Cudles son las dimensiones de la altura, anchura y profundidad de la caja de mayor
volumen? ;Por qué?

1.4 Comunicando vy compartiendo resultados
Discute con tus compaiicros v el profesor los resultados encontrados. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.

Q 1.5 Abre el archivo de GeoGebra T13_Act-1.5.ggb. Anima el punto P,

a) ;Qué representa el punto V7 ;Por qué?

b) Escribe en la barra de entrada la formula que representa el volumen en funcion de la
altura,

c) Traza la recta tangenie por el punto V a la grafica que representa el volumen en
funcién de la altura {en la barra de entrada escribe Tangente/V, hf, si la funcion del
volumen tiene otro nombre escribelo en lugar de /). Halla la pendiente de esta recta
(escoge la opcion pendiente, da clic en el punto V v en la recta). ;Qué representa la
pendiente? Explica tu respuesta.

EDLIMAT
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d) ;Como es el comportamiento de la recta tangente v de su pendiente antes y después
del walor de la altura que genera el mayor volumen? (Qué significa este
comportamiento en la funcion que representa el volumen en funcion de la altura?
Justifica tu respuesta.

¢} Registra en la Hoja de Calculo 30 valores de la pendiente (m) por la derecha vy por la
izquierda del valor de la altura que genera el mayor volumen.

f) ;A qué valor tiende la pendiente de la recta tangente cuando te aproximas al valor de
la altura que genera el mayor volumen? Escribe una conjetura al respecto y
demuéstrala,

g) ;Cual es el volumen maximo? ;Por qué?

1.6 Comunicando y comp artiendo resultados

Discute con tus comparieros y el profesor los resultados encontrados.

Actividad 2

2.1 Demuestra que el rectingulo de mayor drea inscrito entre los ejes x e y, vy la recta
f(x)==2x + 10 (ver figura), tiene de base 2.5 vy de altura 5 (Archivo T13_Act-

2.1ggh).

Area = 12

E

2.2 Comunicando y compartiendo resultados
Discute con tus compaiieros y el profesor los resultados encontrados.

Actividad 3

(Cuiles son las dimensiones del rectingulo de menor perimetro con drea igual a 4m??
(Archivo T13_Act-3ggb). Justifica matemiticamente tus resultados.

EDLIMAT
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E UlE Curso de Precilculo

Escuela de Matemadticas

RAZONES DE CAMBIO

Actividad 1

Un tanque de 10 metros de largo, 4 metros de ancho, 6 metros de alto en un extremo y 2 metros en
¢l otro, se esti llenando de agua como se ilustra en la siguiente figura,

tiempn = 1 dnin

- Valumen = Hkdm®

Laga = 10

Al = 1.4

O 1.1 Abre ¢l archivo T14 _Act-1.ggb.

a) Anima el tiempo t (minutos) hasta un valor de 20, empezando en 0. ;Cuales son las
magnitudes variables en ¢l problema? ; Estas magnitudes siempre varian hasta llenarse
el tanque? Explica tus respuestas.

b} Representa algebraicamente el volumen (v) en funcion del tiempo (t) para 0 <a <6,
en donde a representa la altura ;Con qué rapidez (razdn de cambio instantanea del
volumen con respeto al tiempo) se esta llenando el tanque? Justifica tu respuesta.

1.2 Comunicando y compartiendo
Discute con tus compaiieros y el profesor la solucion del problema. Escribe una conclusion
al respecto.
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Actividad 2

a) Analiza la varigcion de la altura con respecto al tiempo y describe lo que observas.
b) Realiza los siguientes calculos para los intervalos de tiempo dados:

Intervalo de tiempo At A=t -1 Ao =a; —a, Aa

At

(4.95, 5)

(4.96, 5)

(497, 5)

(498, 5)

(4.99,5)

(5,5.05)

(5.5.04)

(5.5.03)

(5.5.02)

(5.5.01)

¢) (Aproximadamente con qué rapidez sube el nivel del agua alrededor de 5§ minutos?
Justifica tu respuesta,
d) Para ser mas exactos, tomemos mas datos alrededor de t = 5 de la siguiente manera:

Abre el archivo T14_Act-2.ggb, en donde se muestra en la Hoja de Calculo los
valores del tiempo (t) en la columna A, la altura (a) en la columna B y la razon

\ , Aa Ay —d
de cambio de la altura con respecto al tiempo = L en la columna C.
2=ty

Registra en la Hoja de Calculo los valores de las magnitudes variables tiempo y
altura en el intervalo 499 <t < 5.01 (utiliza las flechas del teclado para
registrar los datos).

e) jAproximadamente con qué rapidez sube el nivel del agua alrededor de 5 minutos?
Justifica tu respuesta.
f) (Qué pasa cuando At tiende a 07 Escribe una expresion que represente la situacion

planteada. Justifica tu respuesta.

g) (Aproximadamente con qué rapidez sube el nivel del agua alrededor de 7 minutos?
Justifica tu respuesta.

h) ;Qué relacion tiene lo realizado en esta actividad, con la pendiente de la recta tangente
en un punto de la curva que representa la altura en funcion del tiempo? Justifica tu

respuesta.

2

f|'
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2.2 Comunicando vy compartiendo
Discute con tus companeros y el profesor la solucion del problema y escribe una

conclusion al respecto,

Actividad 3

a) En el problema del tanque, ; Aproximadamente con qué rapidez sube el nivel del agua
alrededor de 12 minutos? ;18 minutos? Justifica tu respuesta.

b) La siguiente tabla proporciona las distancias recorridas por un coche, con una
aceleracion constante de 0 a 214.9 metros en solo 9 segundos:

Tiempo (5)

1

2

3

4

5

(¢

7

8

Distancia (m)

4.3

14.4

RIIN

50.7

T6

105.5

1387

175.4

2149

Halla la velocidad instantinea en 3, 6 v 9 segundos. Justifica matemiticamente tu

procedimiento.

¢) La ecuacion que representa la altura de una pelota que se lanza al aire verticalmente
hacia arriba con una velocidad de 12m/s, estd dada por y =12t — 4.9¢t2
Demuestra que la ecuacion que representa la velocidad instantdnea de la pelota en

cualquier momento estd dada por y' = 12 — 9.8¢t.

L
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