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Capitulo

INTRODUCCION

Contexto General

Uno de los mayores desafios de la astronomia actual es la determinacién
del origen, naturaleza y distribucién de la materia en sus formas visible y
oscura. Sin importar que el contenido de materia de una galaxia espiral
sea luminosa o no, solo hay una fuerza que afecta a todas las formas de
materia, cualquiera que sean sus propiedades y condiciones: la gravedad. De
modo que sondeando los efectos de la gavedad, a través de su influencia
dinamica, podremos poner de manifiesto todo el contenido material de un
sistema. Actualmente una de las mejores herramientas con que se cuenta
para analizar el contenido material de una galaxia espiral es la curva de
rotacién [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]. En ésta se muestra como varfa la velocidad
circular, definida como la velocidad de las estrellas que se mueven en orbitas
circulares alrededor del centro, tnicamente bajo los efectos de su propia
gravedad.
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Asi, si se asume un determinado modelo acerca de la composicién de una
galaxia espiral, el ajuste de dicho modelo con la curva de rotaciéon de una
galaxia en particular permite, en principio, determinar completamente su
distribucion de masa. La descripcion mas aceptada de la composicién de
una galaxia espiral es que una parte significativa de su masa se encuentra
concentrada en un disco delgado, mientras que las otras contribuciones a la
masa total de la galaxia provienen de un halo esferoidal de materia oscura,
una protuberancia central y, quizas, un agujero negro central [5, 10]. Ahora
bien, dado que todos los componentes contribuyen al campo gravitacional
de la galaxia, la obtencion de modelos apropiados que incluyan los efectos de
todas las partes es un problema de gran dificultad. Sin embargo, la contribu-
cion de cada una de las partes esta limitada a ciertas escalas de distancia,
de manera que en un modelo razonablemente realista no es necesario incluir
la contribucién de todas las componentes [11]. Por ejemplo, la influencia
gravitacional del agujero negro central es apreciable solo dentro de algunos
parsec alrededor del centro de la galaxia [12], asi que se puede despreciar
completamente al estudiar la dinamica en el disco, o en regiones exteriores
a la protuberancia central, mientras que la protuberancia central domina
principalmente la region interna de la galaxia hasta unos cuantos kiloparsec.

Por otro lado, los primeros trabajos realizados por Vera Rubin y sus co-
laboradores [13, 14, 15, 3], sobre curvas de rotacién 6pticas, muestran que
éstas no declinan con la distancia al centro como se espera a partir de la
distribucion de materia luminosa, sino que la forma usual es de tal manera
que presentan un crecimiento rapido en la region central, seguido de una
zona en que la velocidad de rotacion permanece practicamente constante.
Estos autores afirman que la planitud de las curvas de rotacion es eviden-
cia de materia oscura, sin embargo, Kalnajs [16] y después Kent [17, 18],
muestran que con una apropiada escogencia para la razon masa - luz de las
protuberancias y los discos, en muchas galaxias la forma de las curvas de
rotacién pueden ser explicadas solo a partir de la materia luminosa, y que
no se requiere materia oscura adicional. Existen argumentos dinamicos, los
cuales sugieren que la regién interior de las galaxias espirales no pueden ser
dominadas por materia oscura.

Es usual que dentro del radio éptico, los halos de materia oscura con una
densidad superficial de masa mas grande que la del disco, se utilicen para
suprimir inestabilidades [19]. No obstante, también es posible construir un
modelo de galaxias de disco con una curva de rotaciéon casi plana, la cual es
estable sin requerir halos de materia oscura [20]. Esto invierte el argumento
de estabilidad del disco [21], el cual a menudo se utiliza para soportar la
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necesidad de un halo de materia oscura dentro del radio 6ptico. De hecho,
halos esféricos de masa fuera del radio 6ptico no tienen efecto sobre la esta-
bilidad del disco.

Tomando en cuenta las anteriores consideraciones, fue posible proponer la
hipétesis del disco maximo [7, 19, 22, 23, 24, 25]. Bajo esta hipdtesis, la masa
del disco luminoso en una galaxia espiral se supone que es lo mas grande
posible, de tal manera que sea consistente con la curva de rotacién de la
galaxia. De esta manera, la contribucién de masa del halo de materia oscura
se asume por lo tanto despreciable en la parte interior de la espiral.

Por otra parte, la influencia de los halos de materia oscura son evidentes a
través de las curvas de rotacion HI. Este descubrimiento fue primero reali-
zado por [26, 27, 28]. Ellos muestran que la curva de rotaciéon de muchas
galaxias espirales sigue siendo plana mas alla de donde se acaba la mate-
ria visible, lo cual da evidencia final e irrefutable de presencia de grandes
cantidades de materia oscura en galaxias espirales [28, 7].

Con base en lo expuesto anteriormente, es usual aceptar que muchos de los
aspectos de la dinamica galactica se pueden describir, de una manera acep-
table, mediante modelos que consideren solamente la contribuciéon de un
disco delgado. Habitualmente, la construccién de modelos de galaxias dis-
coidales tiene como punto de partida la obtenciéon del potencial gravitacional
generado por este tipo de fuentes [29, 30, 31, 32, 33, 34].

Aunque muchos de los modelos de discos delgados existentes en la lite-
ratura presentan densidades superficiales y curvas de rotacion con notables
propiedades, muchos de ellos representan principalmente discos de extensién
infinita, siendo asi poco apropiados como modelos planos de galaxias. Con el
fin de obtener modelos mas realistas de galaxias planas, es necesario utilizar
métodos que permitan obtener modelos de discos delgados finitos. Un méto-
do simple para obtener el potencial gravitacional, la densidad superficial y
la curva de rotacién de discos delgados de radio finito fue desarrollado por
Hunter [35], siendo el conocido disco de Kalnajs [31] el ejemplo mas simple
de disco delgado obtenido mediante dicho método.

En un trabajo anterior [30] utilizamos el método de Hunter con el fin de
obtener una familia de discos delgados de radio finito con una densidad
superficial de masa bien comportada, los cuales se pueden considerar como
una generalizacion del disco de Kalnajs. Adicionalmente, en [36] se estudié el
movimiento de particulas de prueba en el campo gravitacional generado por



INTRODUCCION

18

los primeros miembros de esta familia y en [32] se obtuvo una nueva familia
infinita de modelos autoconsistentes mediante la superposiciéon de miembros
pertenencientes a la familia de discos de Kalnajs generalizados.

En la referencia [30] la familia de modelos de discos se obtuvo exigiendo que
la densidad superficial de masa se comportase como una funcién monéto-
namente decreciente del radio, con un maximo en el centro del disco y dis-
minuyendo hasta anularse en su borde. Asi entonces, aunque la distribucion
de masa de esta familia de discos presenta un comportamiento satisfactorio
de tal forma que podrian considerarse como modelos adecuados de galaxias
planas, sus correspondientes curvas de rotaciéon no presentan un compor-
tamiento apropiado pues no reproducen la region plana de las curvas de
rotacién observadas.

En [32] la nueva familia de discos se obtuvo exigiendo que la densidad su-
perficial de masa se pudiese expresar como una funciéon bien comportada
del potencial gravitacional, de tal forma que las funciones de distribucion
correspondientes se pudiesen obtener ficilmente. Aparte de presentar una
densidad superficial bien comportada, los modelos obtenidos presentaban
igualmente curvas de rotaciéon mejor comportadas que la de los discos de
Kalnajs generalizados. Aunque estos discos son estables con respecto a per-
turbaciones radiales, son inestables con respecto a perturbaciones verticales.
Ademas de los problemas de estabilidad, estos discos se pueden considerar
como modelos apropiados para describir satisfactoriamente una gran varie-
dad de galaxias.

Con base en los trabajos anteriores, en [37] se han obtenido modelos de discos
delgados en los cuales las velocidades se ajustaron con el fin de reproducir
las curvas de rotacién observadas de cuatro galaxias espirales del cluster
de la Osa Mayor, las galaxias NGC 3877, NGC 3917, NGC 3949 y NGC
4010. Los datos correspondientes se tomaron de un articulo reciente [1] el
cual presenta los resultados de un andlisis de las imagenes de 43 galaxias
del cluster de la Osa Mayor obtenidas mediante el Westerbork Synthesis
Radio Telescope. Estos modelos presentan densidades bien comportadas y
los valores obtenidos para las masas concuerdan con el orden de magnitud
esperado con base en las medidas de luminosidad total.

Sin embargo, los modelos presentan una regién central, que se extiende
aproximadamente hasta la mitad del radio galactico, en la cual se presentan
fuertes inestabilidades con respecto a perturbaciones verticales. Se puede
demostrar facilmente que modelos en los cuales solo se considere la con-
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tribucion de un disco galactico delgado siempre presentaran inestabilidad
con respecto a perturbaciones verticales [37]. Es necesario considerar mode-
los mas realistas que incluyan el cardcter no delgado del disco galéctico o la
contribucion a la masa debida al halo de materia oscura.

Organizacion del Trabajo

El objetivo central de la presente Tesis Doctoral es determinar valores esti-
mados para la masa de un conjunto de galaxias espirales en el Cluster de la
Osa Mayor. Inicialmente, se considerard con base en la hipdtesis del disco
maximo, que la masa del disco galactico es lo suficientemente grande, de tal
manera que sea consistente con la curva de rotaciéon de cada galaxia anali-
zada. En esta parte, la contribuciéon de masa del halo de materia oscura se
asume por lo tanto despreciable en la parte interior de la espiral. A partir de
la ecuacion de Laplace, se obtendra una expresion apropiada para el poten-
cial gravitacional generado por una fuente de materia tipo disco y después,
por medio de dicho potencial, se deduciran las expresiones para la densidad
superficial de masa y la velociad circular, la cual se ajustard con los datos
de la curva de rotacion de alguna galaxia en particular, con el propdsito de
encontrar los pardametros del mejor ajuste que permitiran estimar la masa
de cada galaxia del Cluster. Por medio de las frecuencias epiciclia y vertical
se encontrard un criterio para determinar la estabilidad del modelo.

Luego se estimara la masa de cada galaxia del Cluster, teniendo en cuenta
la contribucion tanto del disco delgado como la del halo de materia os-
cura. El potencial gravitacional de esta configuracién se escogera como la
superposicion del potencial producido por cada una de las componentes. La
distribucion de materia del halo se caracterizara por un potencial gravita-
cional que es solucién de la ecuacién de Poisson. Los parametros del ajuste
necesarios para calcular la masa se obtendran por medio del ajuste entre
la velocidad circular del modelo y los datos de la curva de rotacion de las
galaxias del Cluster.

En el capitulo 2 se presenta un método simple para obtener la densidad
superficial, el potencial gravitacional y la curva de rotacion de discos del-
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gados de radio finito, conocido como el método de Hunter [35]. El método
esta basado en la obtencion de soluciones de la ecuacién de Laplace en térmi-
nos de las coordenadas esferoidales oblatas, las cuales estan apropiadamente
disenadas para el estudio de discos planos de extensién finita. El ejemplo
mas simple de un disco finito obtenido por medio del método de Hunter es
el bien conocido disco de Kalnajs [31]. El disco de Kalnajs tiene una densidad
superficial bien comportada y representa un disco rotando uniformemente,
de tal manera que su velocidad circular es proporcional al radio [35, 38].
En la seccién 2.2.1, se construye los discos generalizados de Kalnajs [30],
obtenidos mediante el método de Hunter.

En el capitulo 3 se obtienen modelos de discos delgados, en los cuales la
velocidad circular coincide con el ajuste numérico hecho a las curvas de
rotacién observadas para un conjunto de galaxias en el Cluster de la Osa
Mayor. Esta vez la velocidad circular, se expresa como una serie de potencias
de una coordenada radial adimensional. Posteriormente, se determinan los
coeficientes de la serie por medio de un ajuste numérico adecuado. Con ello
quedan determinadas las correspondientes distribuciones de masa y demas
cantidades que caracterizan el comportamiento cinematico de los modelos
particulares. Finalmente, se calcula la masa, integrando la densidad super-
ficial de masa. En particular, se aplica el tratamiento descrito y se calcula
la masa para una muestra de 26 galaxias espirales en el Cluster de la Osa
Mayor, usando datos tomados de [1]. Estos valores obtenidos para la masa
se pueden tomar como estimativos muy precisos para la cota superior de
masa de estas galaxias, ya que en el modelo se considera que toda la masa
estd concentrada en el disco galactico.

En el capitulo 4 se presenta una familia de potenciales analiticos para gala-
xias planas con halos esferoidales. Los potenciales se obtienen considerendo
la superposicion de dos componentes independientes, un potencial generado
por el disco delgado y un potencial generado por el halo esferoidal, expre-
sados apropiadamente como la superposicion de productos de funciones de
Legendre de manera que el modelo implica una realcion lineal entre las
masas del disco delgado y el halo esferoidal. Considerando el potencial del
halo méas simple se obtiene una expresién para la velocidad circular que se
puede ajustar de manera muy precisa a las curvas de rotacién de algunas
galaxias en particular, de tal manera que los modelos son estables contra
perturbaciones radial y vertical. Solamente se obtiene un modelo de galaxia
que cumple todos los requisitos. Los valores de la masa del halo y la masa
del disco para esta galaxia se calculan de tal manera que se obtiene un inter-
valo muy cercano de valores para esas cantidades. Por lo tanto, los valores
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de las masas obtenidos estan en perfecto acuerdo con el orden de magnitud
esperado y con el orden de magnitud relativo entre la masa del halo y la
masa del disco.



Capitulo

MODELOS DE GALAXIA COMPUESTOS
POR UN DISCO FINITO DELGADO

Introduccion

A continuacién se presenta un método simple para obtener la densidad su-
perficial, el potencial gravitacional y la curva de rotaciéon de discos delga-
dos de radio finito, conocido como el método de Hunter [35]. Dicho método
esta basado en la obtencién de soluciones de la ecuacién de Laplace en térmi-
nos de las coordenadas esferoidales oblatas, las cuales estan apropiadamente
disenadas para el estudio de discos planos de extensién finita. El ejemplo
mas simple de un disco finito obtenido por medio del método de Hunter es
el bien conocido disco de Kalnajs [31]. El disco de Kalnajs tiene una densidad
superficial bien comportada y representa un disco rotando uniformemente,
de tal manera que su velocidad circular es proporcional al radio [35, 38].
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El método de Hunter

Con el fin de obtener modelos discoidales finitos axialmente simétricos, es
necesario encontrar soluciones de la ecuacion de Laplace que representen el
potencial exterior de una fuente en forma de disco delgado. De acuerdo con
esto, se necesita resolver la ecuacién de Laplace para un potencial axialmente
simétrico,

PR

¢,RR + ? + ¢,zz = 07 (21)

donde (R, ¢, z) son las coordenadas cilindricas usuales. Se supone que, ademas
de la simetria axial, el potencial gravitacional tiene simetria de reflexién con
respecto al plano z = 0,

¢(R7 Z) = (b(Rv —Z>, (22)
de tal manera que la derivada normal del potencial, d¢/0z, satisface la

relacién

d¢ 9¢

0z z
de acuerdo con el caracter atractivo del campo gravitacional. También se
asume que 0¢/0dz no se anula en el plano z = 0, con el fin de tener una
distribucion delgada de materia que representa el disco. Dado un potencial
gravitacional ¢(R, z) con las propiedades anteriores, la densidad superficial
de masa X(R), puede ser obtenida usando la ley de Gauss [5]. Entonces
usando la ecuacién (2.3), se tiene

S(R) = % [%Lw. (2.4)

Ahora, para obtener una densidad superficial correspondiente a una dis-
tribucion discoidal finita de materia, se deben imponer las condiciones de
frontera

d¢

(R,—2) = (R, 2), (2.3)

&(R, 07)#0; R<a, (2.5a)
%(R, 0t)=0; R>a, (2.5b)

de tal manera que la distribuciéon de materia esta restringida al disco z =
0, 0 < R < a, donde a es el radio del disco. Introduciremos ahora las
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coordenadas esferoidales oblatas, cuya simetria se adapta en forma natural
a la geometria del modelo. Estas coordenadas estan relacionadas con las
cilindricas por medio de la relacién [39],

R= /AT 80—, (2.60)
z = akn, (2.6b)

donde 0 < ¢ < 0oy —1 <7 < 1. Obsérvese que el disco tiene coordenadas
£ =0,0<n? < 1. Por lo tanto, al cruzar el disco la coordenada 7 cambia de
signo pero no cambia en valor absoluto. Este comportamiento singular de la
coordenada implica entonces que una funcién par de 7 es continua en todo
su dominio pero tiene una derivada con respecto a 1 discontinua. Ahora, en
términos de las coordenadas esferoidales oblatas, la ecuacién de Laplace se
puede escribir como

[(1+&%).ele + (1 —n*)dgln =0, (2.7)

y necesitamos encontrar soluciones que sean funciones pares de 77 y con las
condiciones de contorno

¢£(0,m) = F(n), (2.8a)
$n(§,0) =0, (2.8b)

donde F'(n) es una funcién par que puede ser expresada como una superposi-
cién de polinomios de Legendre en el intervalo —1 < n <1 [39]. De acuerdo
con esto, el potencial gravitacional newtoniano para el exterior de un disco
finito delgado con una densidad de materia axialmente simétrica puede ser
escrito como [39],

SEm) == Con qon(&) Pon(m), (2.9)

n=0

donde Cy, son constantes arbitrarias, P, (1) son los polinomios de Legendre
Y qon(€) = 2"T1Qy, (i€), siendo Q,, las funciones de Legendre de segunda
clase. Con esta solucién general para el potencial gravitacional, la densidad
superficial estda dada por

1

S(R() = 5o

Z C2n(2n + 1)Q2n+1(0)P2n(77>7 (210>

n=0

y como mostraremos después, las constantes arbitrarias C,, pueden escogerse
apropiadamente de tal manera que la densidad superficial presente un com-
portamiento fisicamente razonable.
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Ademas de la densidad superficial de masa, otra cantidad comunmente usada
para caracterizar galaxias es la velocidad circular v.(R), también llamada
curva de rotacion, definida como la velocidad tangencial de las estrellas
en érbitas circulares alrededor del centro. Ahora, dado ¢(R, z), podemos
facilmente evaluar v.(R) a través de la relacion

0
v’ =R [%] R (2.11)
de tal manera que usando (2.9), obtenemos
R - :
i = m nz_o C2n2a(0) Py, (1) (2.12)

Para familiarizarnos con el método de Hunter, a continuacién mostramos la
construccion de los discos generalizados de Kalnajs [30].

2:2.1 Los Discos Generalizados de Kalnajs

Especificaremos el formalismo general esbozado anteriormente, consideran-
do una familia de discos finitos delgados con una densidad de masa bien
comportada. Se exigird que la densidad superficial de masa sea una fun-
ciéon monotonamente decreciente del radio, con un maximo en el centro y
anulandose en el borde. Para esto, se deben imponer las condiciones

S(a) =0, (2.13a)
¥(0) = Zhas, (2.13b)
y también exigir que
M=2n / S(R)RAR, (2.14)
0

donde M es la masa total del disco. Ahora usando la condicion de contorno
(2.8a), la densidad superficial de masa puede escribirse en la forma

F(n)

S(R() = 5o

(2.15)

donde F'(n) es una funcién par de 7, mondtonamente decreciente en el in-
tervalo 0 < n <1, y tal que
F
lim £ = 0. (2.16)

n—0 n
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Esta relacién satisface la condicion (2.13a).

Adema&s imponemos la condicion

1
MG
| Fonan==5. (2.17)
0 a
en concordancia con la ecuacion (2.14). Una funcién F'(n) que concuerda con
todos los anteriores requerimientos es [40]

F(n) = (2m + 1)M7Gn2m, (2.18)

donde, con el fin de satisfacer (2.16), se debe tomar m > 1. Con esta parti-
cular escogencia de F,,(n) se obtiene una familia de discos finitos con densi-
dades de masa dadas por

2m + 1)M [ RT“‘”Q

S(R) = (2.19)

2ma?

Como se puede ver, el disco con m = 1 corresponde al bien conocido disco de
Kalnajs [31]. En consecuencia, esta familia de discos finitos delgados puede
ser considerada como una generalizacion del disco de Kalnajs.

Ahora de la relacién (2.10), la funcién F'(n) puede escribirse como

F(n) =Y KonPau(n), (2.20)
- Kon = (2n + 1)2041(0)Can. (2.21)

Los coeficientes K5, son encontrados, usando la propiedad de ortogonalidad
de los polinomios de Legendre, a través de la expresion

n+1 [
e R (222)
-1

La anterior ecuacién puede ser expresada como [39]

K MG rlﬂ(zm +1)(2m + 1)I'(2m + 1)}
2n 9

2.23
2a [ 227T(14+m—n)I'(m+n+32) (2.23)

de manera que, usando las propiedades de la funcién Gama, se obtiene

MG [ /2 (4n + 1)(2m + 1)! ]
2a [227(2n 4 1)(m — n)IT(m +n+ 2)gon1(0) ]

o (2.24)
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paran <my Cy, =0 para n > m.

Con los anteriores valores de Cs,, se pueden calcular las diferentes cantidades
fisicas que caracterizan el comportamiento de los modelos. Entonces, por
ejemplo, el potencial gravitacional para los tres primeros miembros de la
familia, estan dados por

61(6m) = = Ceot™ € 4 AB? ~ 1) (2.250)
62(6 1) =~ feot™ €+ o (397 — 1)+
B(35n" — 30n* + 3)], (2.25b)
B5(6m) =~ feot ™ 64 1A (B0~ 1)t
%(35774 —30n* + 3)+
C(231n° — 315" 4+ 1051 — 5)], (2.25¢)
donde
A= i[(:sg? + 1) cot™t € — 3¢], (2.26a)
_ i 4 2 —1¢& 3 5_5
B= 13 [(35¢* 4 30€% + 3) cot ™ ¢ — 35¢ 2 €], (2.26D)
_ i 6 4 2 -1
= 8448[(2315 + 315£% + 105&% + 5) cot ™ &
— 231€° — 238¢% — %Ig]. (2.26¢)

Tomando & = 0 en las anteriores expresiones, se obtiene el valor del potencial
dentro del disco. En particular, para el primer miembro de la familia,

3rMG
61(7,0) = T

encontramos una relaciéon equivalente con el potencial obtenido por [31].

R?, (2.27)

Las expresiones para la densidad superficial de masa para los tres primeros
miembros son

3M ~

U= (1 - R*)Y2, (2.28a)
5M ~

e (1— R*?32, (2.28D)
M ~

DI ! (1 — R?)>2, (2.28¢)

2ma?
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donde R = R/a, mientras que las expresiones para la velocidad circular son

3TMG ~
2 — 2 2.2
157 MG ~ ~
R — - /- 2 2.2
v = gy — (4= 3R%), (2.29b)
1057 MG ~, _~ ~
2 2 4 2
vy = 7256@ R (5R 12R° + 8). (2.29(:)

En la figura 2.1(a) graficamos la cantidad adimensional ¥, = wa23,,/M
contra la variable adimensional E, en el intervalo 0 < R < 1, para m =
1,...,5. Como podemos ver, los discos con mayores valores de m presen-
tan una mayor concentracion de masa en el centro. Estos discos pueden
ser considerados como modelos apropiados para describir galaxias con una
protuberancia central.

Para ilustrar el comportamiento de las curvas de rotacién, en la figura 2.1(b)
graficamos la cantidad adimensional 0, (R) = /a/MGuv,(R), para m =
1,...,5. La velocidad circular correspondiente a m = 1 es proporcional al
radio, representando un disco uniformemente rotante. Por otra parte, para
m > 1, la velocidad circular crece desde cero en el centro del disco, hasta
que alcanza un maximo en un radio critico y luego decrece hasta un valor

finito en el borde del disco. El valor del radio critico decrece cuando m crece.

Aunque los modelos presentan un buen comportamiento en la densidad de
masa, sus curvas de rotacién no se aproximan satisfactoriamente a los datos
medidos en muchas galaxias. Usualmente las observaciones revelan que la ve-
locidad circular, en zonas alejadas del nicleo, no decae a medida que crece el
radio, sino que tiende a mantenerse constante o, en ciertas ocasiones, crece
modestamente. No obstante, como mostraremos a continuacién, la impor-
tancia de estos modelos es fundamental ya constituyen el punto de partida
para la formulacion de otros modelos mas acordes con la observacion.
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Figura 2.1: (a) Densidad superficial S como funcién de R para los discos generalizados de Kalnajs desde
m = 1 hasta m = 5. (b) Curvas de rotacién v,, para los mismos modelos, también desde m = 1 hasta
m = 5.



Capitulo

MODELO DE MASA DEL DISCO
MAXIMO

Introducciéon

En este capitulo se obtienen modelos de discos delgados, en los cuales la
velocidad circular se hace coincidir con las curvas de rotacion observadas
para un conjunto de galaxias en el Cluster de la Osa Mayor. Con el fin de
hacer esto, se considera un enfoque distinto al aplicado en el capitulo ante-
rior. En lugar de asumir un determinado comportamiento para la densidad
superficial de masa, la velocidad circular dada por (2.12), se expresa como
una serie de potencias de una coordenada radial adimensional. Posterior-
mente, se determinan los coeficientes de la serie por medio de un ajuste
numérico adecuado. Con estos coeficientes quedan determinadas las corres-
pondientes distribuciones de masa y demas cantidades que caracterizan el
comportamiento cinematico de los modelos. Finalmente se calcula la masa
efectuando la integral de la densidad (2.10). Se efecttia el tratamiento des-
crito y se encuentra la masa para una muestra de 26 galaxias espirales en el
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Cluster de la Osa Mayor. Estos valores se pueden tomar como estimativos
muy precisos para la cota superior de masa de estas galaxias, ya que en el
modelo se considera que toda la masa esta concentrada en el disco galactico.

Una Familia de Modelos Particulares

Recordemos que para un potencial gravitacional de la forma (2.9), las ex-
presiones para la velocidad circular (2.12) y la densidad superficial de masa

(2.10), escritas esta vez como funciones de la coordenada adimensional R =
R/a, son

2 (R) = Cartn (0P, (3.1)
y (o.]
Su(B) = gragr 2 Cn@n+ DaaOPul). (32)

n=0

donde al evaluar sobre el disco & = 0 entonces n = V1 — R2. Al integrar la
densidad superficial sobre el area total del disco se obtiene

MG

a

Co (3.3)
lo cual permite calcular el valor de la masa total M.

Como se sabe, todas las cantidades que caracterizan al modelo de disco
estdn determinadas por las constantes Cy,, las cuales se pueden determinar
a partir de los datos observacionales correspondientes a la curvas de rotacion
de alguna galaxia en particular. Ahora bien, con el fin de encontrar modelos
en los que la velocidad circular pueda ser ajustada a la curva de rotacién
de una galaxia, se debe limitar la serie a un numero finito de términos.
Esto significa que se debe hacer Cy, = 0 para n > m, con m un entero
positivo, el cual representa el nimero de parametros necesarios para obtener
el mejor ajuste entre los datos y el modelo. Asi, después de introducir las
derivadas de los polinomios de Legendre, la expresion (3.1) se puede escribir



MODELO DE MASA DEL DISCO MAXIMO 32

apropiadamente como

Ug(ﬁ)m = Z A2n§2n7 (34)
n=1

donde las As, son los valores de los parametros del ajuste que estan rela-
cionados con Cy,, a través de la relacién

In+1 & Aol
mo_ E 3.5
M 4n(2n + 1) P ¢2n(0)’ (3.5)
para n # 0, donde
1
Iin = / n(1—n*)* P, (n)dn, (3.6)
-1

la cual se obtiene igualando las expresiones (3.1) y (3.4) y usando las propie-
dades de los polinomios de Legendre. Luego, si los paramétros A, se deter-
minan mediante el ajuste de los datos observacionales correspondientes a la
curva de rotacion, la relacion (3.5) proporciona los valores de las constantes
(5, que definen el modelo particular de disco.

Como se puede ver, el valor de Cjy no esta determinado por la expresion
(3.5). Sin embargo, a partir de (3.2) es claro que la densidad superficial de
masa diverge en el borde del disco cuando 7 = 0, a menos que se imponga
la condicién [35]

3 Con(20 4 D (0)Pou(0) = 0, (37)

n=0

que, luego de usar las propiedades de las funciones de Legendre, conduce a

m

7= (=1, (3.8)

n=1

la cual da el valor de Cjy, y posteriormente de la masa total M, en términos
de Agn.

Las expresiones anteriores implican que un modelo de disco particular esta
completamente determinado por un conjunto de pardmetros A,,, los cuales
se deben escoger de tal forma que las velocidades circulares puedan coincidir
con el ajuste efectuado sobre las curvas de rotacién observadas. Ademas, co-
mo las potencias de R?" son un conjunto de funciones linealmente indepen-
dientes, la expresion (3.4) es muy adecuada para ajustarse numéricamente
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a un conjunto de datos. En consecuencia, la expresién (3.4) puede consi-
derarse como una especie de “curva de rotaciéon universal’para galaxias
planas, la cual se puede ajustar facilmente a los datos observados de la
curva de rotacién de una galaxia espiral en particular.

Ajuste de Datos a los Modelos

Con el fin de ajustar estos modelos a datos reales observados, se ha escogido
una muestra de 41 galaxias en el Cluster de la Osa Mayor. Los datos de las
curvas de rotacién correspondientes se han tomado, tal como se presentan
en la Tabla 4 de un reciente articulo desarrollado por [1]. En este articulo se
presentan los resultados de las mediciones fotométricas de la linea de 21 cm
para 43 galaxias en el cercano cluster de la Osa Mayor, usando el Westerbork
Synthesis Radio Telescope. Para cada dato de la curva de rotacién, se toma
el valor de a como el ultimo valor de radio tabulado. En consecuencia, se
asume que el radio de la galaxia estd definido por el ultimo valor de R
medido. La transformacién de las unidades se hace teniendo en cuenta que
la distancia media al cluster es de 18.6 Mpc y que para esta distancia, 1
arcmin corresponde a 5.4 kpc.

Entonces, tomando el radio normalizado en unidades de a, el ajuste entre
el modelo (3.4) y los datos de la curva de rotacién de alguna galaxia en
particular, se hace a través de un ajuste no lineal por minimos cuadrados,
usando el algoritmo de Levenberg - Marquardt e implementado en ROOT
version 5.28 [41]. Para cada galaxia, se busca entre todos los posibles ajustes
hechos desde m = 1 hasta m = N — 1, donde N es el nimero de datos,
aquel para el cual se obtiene el minimo valor de chi cuadrado reducido 2,

definido como N
1 Yi — f(l"z) ?
2 i)
X = NGL Zizl [ o; ’ (3.9)

donde NGL representa el nimero de grados de libertad del ajuste, definidos
como NGL = N — m, y; son los datos de la velocidad circular, f(z;) es el
modelo dado por (3.4) y o; representa la desviacién estandar o error en la
medida de la velocidad de rotacién.
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Es importante tener en cuenta que el hecho de obtener el minimo valor de
X2 no implica que el ajuste sea bueno en un sentido absoluto. La bondad del
ajuste se evaltia a partir de la prueba o test de chi cuadrado reducido [42]. Por
medio de esta prueba, el valor de x? dividido en el nimero de grados de liber-
tad obtenidos mediante el ajuste, se compara con los valores del x? critico.
Si el valor de x? obtenido mediante el ajuste, es menor que el valor critico
de x?/NGL de la familia de distribuciones f(x2) = (x2)(NGL/2=1ex*/2,
entonces significa que hay un 95% de nivel de confianza de descartar la
hipdtesis de que el ajuste entre los datos y el modelo no sea bueno.

De este modo, en el Cuadro 3.1 se presenta en las columnas (1), (2) y (3)
el nombre, tipo morfoldgico y radio, respectivamente!, de las 26 galaxias de
la muestra que quedan después de aplicar la prueba de bondad del ajuste.
Los resultados mas importantes del ajuste se muestran en las columnas (4),
(6) y (7). En la columna (4) se presenta el nimero de pardmetros m que se
obtienen a partir del mejor ajuste. En la columna (6) se muestra el valor del
X2, mientras que en (7) se presenta el ntimero de grados de libertad. En la
columna (8) se da el nivel de confianza con que se realiza ajuste.

En las Figuras 3.1 hasta 3.4 se muestran las curvas de rotacién ajustadas
para las 26 galaxias consideradas. Los puntos con barras de error son las
observaciones, tal como estédn reportadas en [1], mientras que la linea sélida
es la curva de rotacion determinada a partir de (3.4) con los valores de Ay,
dados por el mejor ajuste. En este mismo conjunto de figuras también en-
contramos curvas de rotacién con lineas a trazos. Estas curvas de rotacién se
obtienen utilizando un nimero de parametros distinto a los del mejor ajuste,
pero manteniendo el nivel de confianza del ajuste al 95%. En la siguiente
seccion, después de analizar la estabilidad del modelo, se explicara con de-
talle el objetivo de este ajuste.

Como se puede ver, la relacién (3.4) ajusta de forma precisa con los datos
observados de las galaxias consideradas. Entonces, de los valores obtenidos
para As,, los correspondientes valores de las constantes (s, se determinan
usando (3.5) y (3.8). De la misma manera, por medio de (3.3) y (3.8) se
obtienen los valores de las masas M y sus respectivos errores estandar para
cada galaxia. Los valores de las masas para cada galaxia de la muestra se
encuentran en la columna (5). En el apéndice A se encuentran los valores de
las constantes Cs,, para el conjunto de galaxias ajustadas.

'Estas caracteristicas son recopiladas tal como estdn reportadas en la Tabla 4 de [1]
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Ahora, como el conjunto de constantes Cs,, define completamente cada mo-
delo de disco delgado en particular, se puede facilmente calcular todas las
cantidades fisicas que caracterizan a cada galaxia. En las Figuras 3.5 hasta
la 3.8 se muestran las densidades superficiales de masa para las 26 galaxias,
como funcién de la coordenada radial adimensional R = R/a. La linea sélida
representa el comportamiento de la densidad superficial usando los parame-
tros m obtenidos por medio del mejor ajuste. Para las 26 galaxias se obtiene
una densidad superficial bien comportada, teniendo un maximo en el centro
y posteriormente decreciendo hasta un valor nulo en el borde del disco.

Analisis de la Estabilidad: Frecuencias Epiciclica
y Vertical

Existen otras dos cantidades importantes, en lo que respecta a la cinematica
de los modelos. Estas, describen la estabilidad ante perturbaciones radiales
y verticales de particulas que efectian drbitas cuasicirculares [5]. Se trata
de la frecuencia epiciclica

PP
K*(R) = - , (3.10)
8R2 z=0
y la frecuencia vertical,
P Do
V(R) = ° , (3.11)
022 |,_,
donde
2
@eﬁ‘ = @(R, Z) ‘l— 2—R2, (312)

es el potencial efectivo y ¢/ = Rv, es el momentum angular especifico.

Entonces, tomando la expresién (2.11) para la velocidad circular, las ante-
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riores expresiones se pueden escribir como

1 dv? 202
2 _ c c
Kk (R) = RdR + 2 (3.13)
1 dv?

2(R)= V| ———= 14
VAR) = V2| - =%, (3.14)
donde también se ha usado la expresion para el operador de Laplace en

coordenadas cilindricas.

Estas dos tltimas ecuaciones no son realmente las definiciones fundamen-
tales para las frecuencias epiciclica y vertical, sino una forma alternativa de
expresar estas cantidades, en términos de la velocidad circular. Si los valores
de k? y 1% son positivos, tendremos un caso de estabilidad, mientras que va-
lores negativos de estas cantidades, representan situaciones de inestabilidad
(ante perturbaciones radiales y verticales, respectivamente).

Al introducir (3.4) en las expresiones (3.13) y (3.14) y emplear el hecho de
que el potencial es solucion de la ecuacién de Laplace, las expresiones para
la frecuencia epiciclica y vertical se pueden reescribir apropiadamente como

R (R) =) 2(n+1)Ay R, (3.15)
n=1
donde Kk = ak, y
U2 (R) == 2nAy, R, (3.16)
n=1

donde 7 = av. De manera que usando (3.15), (3.16) y los valores de los
parametros determinados a partir del ajuste numérico, las expresiones para
las dos frecuencias se pueden determinar explicitamente. En las Figuras 3.9
hasta 3.12, se muestra con linea sélida las graficas de la frecuencia epiciclica
para el conjunto de galaxias considerado. Galaxias para las que 2 > 0 corres-
ponde a galaxias radialmente estables. Como se puede observar a partir del
comportamiento grafico de la frecuencia radial, hay 17 galaxias de la mues-
tra que presentan pequenas regiones de inestabilidad radial cerca del borde
del disco. Por otro lado, el signo menos de la ecuacién (3.14) nos permite
inferir que todas las galaxias de la muestra presentan un comportamiento
inestable ante perturbaciones verticales, debido a que la velocidad circular
inicialmente crece monétonamente con R y luego se mantiene practicamente
constante.



MODELO DE MASA DEL DISCO MAXIMO 37

Con base en la prueba de x?, cabe la posibilidad de que existan otros valores
de m, distintos a los que se obtienen por medio del mejor ajuste, para los
cuales se pueden obtener modelos radialmente estables. Para este fin, esta
vez se hace el ajuste para cada una de las galaxias radialmente inestables de
la muestra, con aquellos valores de m que satisfagan la prueba.

Después de explorar todas estas posibilidades, se logra estabilizar 7 de las 17
galaxias inestables, las cuales mantienen tanto las curvas de rotacion, como la
densidad superficial de masa, con un comportamiento fisicamente aceptable.
En las figuras 3.1 hasta 3.4 se muestra con linea a trazos el comportamiento
de la curva de rotacién para estas siete galaxias. De igual manera, en las
figuras 3.5 hasta 3.8 y las figuras 3.9 hasta 3.12, se muestra con linea a
trazos, el comportamiento de la densidad superficial de masa y la frecuencia
epiciclica, respectivamente, para estas siete galaxias.

En el Cuadro 3.2 se muestra el nombre NGC/UGC de aquellas galaxias esta-
bles después de hacer el nuevo ajuste. El niimero de parametros m obtenidos
por este nuevo ajuste se muestran en la columna (2). En las columnas (4)
y (5) se presentan los valores para el x? y el ntimero de grados de libertad,
respectivamente. En (3) se dan los valores de la masa M para que estas
galaxias sean radialmente estables.



MODELO DE MASA DEL DISCO MAXIMO 38

Cuadro 3.1: Resultados del mejor ajuste. La columna (1) es el nombre NGC/UGC de cada galaxia. La
columna (2) es el tipo morfolégico de la galaxia. La columna (3) es el radio del disco definido como el
dltimo dato observado. Los resultados del mejor ajuste para (3.4) se presentan en las columnas (4) - (8),
donde la columna (4) es el nimero de pardmetros necesarios para obtener el mejor ajuste; la columna
(5) es la masa total del disco M y su respectivo error estandar; las columnas (6) y (7) representan el chi
cuadrado reducido y el nimero de grados de libertad, respectivamente, y la columna (8) es el nivel de
confianza

Galaxia  Tipo a[kpc] m M [101° M] % NGL C.L %

(1) 2 B & () © @O ©
NGC3726 SBc  33.57 7 12.50 £ 6.90 0.4 b} 95
NGC3877  Sc 11.7 6 4.77 £ 0.72 0.073 7 95
NGC3917  Scd 15.3 7 4.05 £ 0.86 0.3 10 95
NGC3949  Sbhc 7.29 6 293 £ 0.35 0.048 2 95
NGC3953 SBbc  16.2 6 11.76 = 4.01 0.76 3 95
NGC3972  Sbce 9.0 6 2.14 = 0.32 0.085 5 95
NGC4010 SBb 10.8 6 2.30 £ 0.93 0.36 6 95
NGC4085  Sc 6.39 bt 1.58 £0.01  0.00015 2 95
NGC4088 Sbc 2214 7 9.68 £ 3.63 0.56 6 95
NGC4100 Sbc 2349 11 998 £ 1.57 0.16 14 95
NGC4157  Sb 30.6 8 16.10 £ 9.63 0.80 9 95
NGC4183 Scd  21.69 8 3.92 £ 2.46 0.59 15 95
NGC4217  Sb 1719 8 8.50 £ 2.58 0.23 11 95
NGC4389 SBbc  5.49 4 0.72 £ 1.00 0.047 2 95
UGC6399  Sm 8.1 6 0.83 £0.04  0.0036 3 95
UGC6446  Sd 15.84 8 1.74 4+ 1.09 0.30 9 95
UGC6667  Scd 8.1 8 0.65 £+ 0.20 0.11 1 95
UGC6818  Sd 7.2 6 0.47 £ 0.25 0.29 2 95
UGC6917  SBd 10.8 7 1.71 £ 0.71 0.28 4 95
UGC6923 Sdm 549 3 0.46 £ 0.43 0.47 3 95
UGC6930  Sbb 17.1 7 2.84 = 0.82 0.16 4 95
UGC6962  SBed 5.4 5 1.85 £ 0.009 0.00003 1 95
UGC6969  Sm 4.59 4 0.30 £ 1.17 0.17 1 95
UGC6973  Sab 8.1 7 3.58 £ 2.19 1.07 2 95
UGC6983 SBed  16.2 9 2.80 £ 1.64 0.29 9 95
UGC7089 Sdm  9.45 7 0.72 £ 0.26 0.12 b} 95
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Figura 3.1: Velocidad circular en [km/s] de las 26 galaxias ajustadas usando los pardmetros del ajuste.
La linea sélida es la curva de rotacién determinada a partir de (3.4) y los pardmetros del mejor ajuste
listados en el Cuadro 3.1. La linea a trazos representan las curvas de rotacién para aquellas galaxias que
se logran estabilizar radialmente utilizando los parametros m del Cuadro 3.2. Los puntos con barras de
error son los datos, como reportados en [1]
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Figura 3.2: Velocidad circular en [km/s] de las 26 galaxias ajustadas usando los pardmetros del ajuste.
La linea sélida es la curva de rotacién determinada a partir de (3.4) y los pardmetros del mejor ajuste
listados en el Cuadro 3.1. La linea a trazos representan las curvas de rotacién para aquellas galaxias que
se logran estabilizar radialmente utilizando los parametros m del Cuadro 3.2. Los puntos con barras de

error son los datos, como reportados en [1]
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Figura 3.3: Velocidad circular en [km/s] de las 26 galaxias ajustadas usando los pardmetros del ajuste.
La linea sélida es la curva de rotacién determinada a partir de (3.4) y los pardmetros del mejor ajuste
listados en el Cuadro 3.1. La linea a trazos representan las curvas de rotacién para aquellas galaxias que
se logran estabilizar radialmente utilizando los parametros m del Cuadro 3.2. Los puntos con barras de
error son los datos, como reportados en [1]
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Cuadro 3.2: Galaxias estables utilizando otros parametros distintos a los del mejor ajuste. La columna (1)
muestra el nombre NGC/UGC de estas galaxias. La columna (2) es el nlimero de pardmetros necesarios
para obtener estabilidad radial. La columna (3) es la masa total del disco M y su respectivo error
estandadar; las columnas (4) y (5) representan el chi cuadrado reducido y el nimero de grados de libertad,
respectivamente, y la columna (8) representa el nivel de confianza al cual se fija el ajuste

Galaxia m M [10"" My] x? NGL C.L
(1) (2) (3) 4 () (6
NGC3949 2.68 £0.78  0.24 3 95
NGC3972 2.06 £ 048  0.19 95
NGC4010 2.23 £ 0.95 0.38 95
NGC4085 1.56 £ 1.17  0.031 95
NGC4088 9.59 £ 4.21 0.75 95
UGC6399 0.81 £0.15 0.061 95
UGC6667 0.78 £0.23  0.15 95

Tt O 00 W= =3 Ut Ut
= s O W Ot O

_UGCEs3 UGCT089

120 - q
100 - 9
ol ]

Ve el ]
wl ]
20 q

o ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
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Figura 3.4: Velocidad circular en [km/s] de las 26 galaxias ajustadas usando los pardmetros del ajuste.
La linea sélida es la curva de rotacién determinada a partir de (3.4) y los pardmetros del mejor ajuste
listados en el Cuadro 3.1. La linea a trazos representan las curvas de rotacién para aquellas galaxias que
se logran estabilizar radialmente utilizando los parametros m del Cuadro 3.2. Los puntos con barras de
error son los datos, como reportados en [1]
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Figura 3.5: Densidad superficial de masa en [kg/m?] de las 26 galaxias ajustadas usando los pardmetros
del ajuste. La linea sélida representa el comportamiento de la densidad superficial de masa determinada a
partir de (3.2) y los pardmetros del mejor ajuste registrados en el Cuadro 3.1. La linea a trazos representa
la densidad superficial de masa de aquellas galaxias que se lograron estabilizar al cambiar el niimero de
parametros del mejor ajuste.
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Figura 3.6: Densidad superficial de masa en [kg/m?] de las 26 galaxias ajustadas usando los pardmetros
del ajuste. La linea sélida representa el comportamiento de la densidad superficial de masa determinada a
partir de (3.2) y los pardmetros del mejor ajuste registrados en el Cuadro 3.1. La linea a trazos representa
la densidad superficial de masa de aquellas galaxias que se lograron estabilizar al cambiar el niimero de
parametros del mejor ajuste.
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Figura 3.7: Densidad superficial de masa en [kg/m?] de las 26 galaxias ajustadas usando los pardmetros
del ajuste. La linea sélida representa el comportamiento de la densidad superficial de masa determinada a
partir de (3.2) y los pardmetros del mejor ajuste registrados en el Cuadro 3.1. La linea a trazos representa
la densidad superficial de masa de aquellas galaxias que se lograron estabilizar al cambiar el niimero de

pardametros del mejor ajuste.
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Figura 3.8: Densidad superficial de masa en [kg/m?] de las 26 galaxias ajustadas usando los pardmetros
del ajuste. La linea sélida representa el comportamiento de la densidad superficial de masa determinada a
partir de (3.2) y los pardmetros del mejor ajuste registrados en el Cuadro 3.1. La linea a trazos representa
la densidad superficial de masa de aquellas galaxias que se lograron estabilizar al cambiar el niimero de
pardametros del mejor ajuste.
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Figura 3.9: Frecuencia epiciclica en [km?/s?] de las 26 galaxias ajustadas usando los pardmetros del mejor
ajuste. La linea sélida representa la frecuencia epiciclica determinada a partir de (3.15) y los pardmetros
del mejor ajuste. Las regiones en donde la frecuencia es negativa representa regiones de inestabilidad
radial. Las graficas con linea a trazos representan la frecuencia epiciclica de las galaxias que se logarron
estabilizar utilizando otros parametros distintos a los del mejor ajuste.
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Figura 3.10: Frecuencia epiciclica en [km?2/s?] de las 26 galaxias ajustadas usando los pardmetros del mejor
ajuste. La linea sélida representa la frecuencia epiciclica determinada a partir de (3.15) y los pardmetros
del mejor ajuste. Las regiones en donde la frecuencia es negativa representa regiones de inestabilidad
radial. Las graficas con linea a trazos representan la frecuencia epiciclica de las galaxias que se logarron
estabilizar utilizando otros parametros distintos a los del mejor ajuste.
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Figura 3.11: Frecuencia epiciclica en [km?/s?] de las 26 galaxias ajustadas usando los parametros del mejor
ajuste. La linea sélida representa la frecuencia epiciclica determinada a partir de (3.15) y los pardmetros
del mejor ajuste. Las regiones en donde la frecuencia es negativa representa regiones de inestabilidad
radial. Las graficas con linea a trazos representan la frecuencia epiciclica de las galaxias que se logarron
estabilizar utilizando otros parametros distintos a los del mejor ajuste.
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Figura 3.12: Frecuencia epiciclica en [km?2/s?] de las 26 galaxias ajustadas usando los pardmetros del mejor
ajuste. La linea sélida representa la frecuencia epiciclica determinada a partir de (3.15) y los pardmetros
del mejor ajuste. Las regiones en donde la frecuencia es negativa representa regiones de inestabilidad
radial. Las graficas con linea a trazos representan la frecuencia epiciclica de las galaxias que se logarron
estabilizar utilizando otros parametros distintos a los del mejor ajuste.



Capitulo

POTENCIALES ANALITICOS PARA
GALAXIAS PLANAS CON HALO
ESFEROIDAL

Introduccion

En este capitulo se presenta una familia de potenciales analiticos para gala-
xias planas con halos esferoidales. Los potenciales se obtienen considerando
la superposicion de dos componentes independientes: un potencial generado
por el disco delgado y un potencial generado por el halo esferoidal, ambos
expresados apropiadamente como la superposicién de productos de funciones
de Legendre. Tomando el potencial del halo més simple se obtiene una expre-
sion para la velocidad circular que se puede ajustar de manera muy precisa
con las curvas de rotacion del mismo conjunto de galaxias analizadas en el
capitulo anterior. Particularmente, La galaxia NGC4389 se ajusta apropia-
damente al modelo, de tal manera que presenta un comportamiento estable
contra perturbaciones radial y vertical. Los valores de la masa del halo y la
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masa del disco para esta galaxia se calculan de tal manera que se obtiene
un intervalo muy cercano de valores para esas cantidades. Por lo tanto, los
valores de las masas obtenidos estan en perfecto acuerdo con el orden de
magnitud esperado y con el orden de magnitud relativo entre la masa del
halo y la masa del disco.

Modelo de Masa Compuesto por un Disco finito
Delgado y un Halo Esferoidal

Con el fin de obtener modelos de galaxia compuestos por un disco delgado
y un halo esferoidal, se empieza considerando un potencial gravitacional
axialmente simétrico, ®(R, z), que ademds de la simetria axial satisfaga las
mismas condiciones sobre la simetria de reflexién (2.2) y (2.3) analizadas en
el capitulo 2. También se asume que 9P /0z no se anula sobre el plano z = 0,
a fin de tener una distribucién de materia que represente el disco.

Para poder describir de manera separada la contribucién del disco delgado
y del halo esferoidal, se considera que el potencial gravitacional se puede
escribir como la superposiciéon de dos componentes independientes

B(R, 2) = By(R, 2) + Pp(R, 2), (4.1)

donde ®4(R, 2z) v ®,(R, z) corresponden al potencial generado por el disco
galactico y por el halo esferoidal, respectivamente. El potencial gravitacional
que caracteriza al disco se escoge de manera que sea una solucién de la
ecuacion de Laplace en cualquier region fuera del disco,

V20, =0, (4.2)

mientras que el potencial del halo esferoidal ®; (R, z) se toma de manera que
represente una solucion de la ecuacion de Poisson

V20, = 471G, (4.3)
donde o(R, z) es la densidad de masa del halo.

En este capitulo no mostraremos las generalidades necesarias para obtener
el potencial gravitacional debido al disco galactico, ya que en el capitulo 2
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por medio del método de Hunter, el cual consiste en encontrar soluciones de
la ecuacién de Laplace en términos de las coordenadas esferoidales oblatas,
encontramos que el potencial gravitacional, solucién de (4.2) estd dado por
(2.9).

Con el fin de dar solucién a (4.3), debemos tener presente que aunque la
densidad de masa del halo sea desconocida, el potencial gravitacional del
halo esferoidal se escoge como la superposicién de funciones en términos de
las coordenadas esferoidales oblatas, de tal manera que V2®;, sea una funcién
de las coordenadas distinta de cero, con un comportamiento apropiado, para
que esta funcién represente la densidad de masa del halo.

Después de algunas manipulaciones algebraicas, encontramos que una forma
apropiada de representar el potencial gravitacional del halo esferoidal es

Ou(&n) =D B ¢f(&)PF(n), (4.4)

=0 k=0

donde m es un entero positivo, el cual define el modelo de halo considerado, y
los coeficientes Bj;, son constantes arbitrarias las cuales se deben especificar
para obtener cualquier modelo particular. Aqui las funciones [43]

e diq; ()
0O = L+ (4.5
son soluciones de la ecuacién diferencial
d dq} . k2
s 52)75] - [+ - 2] (46)
mientras que las funciones asociadas de Legendre [44],
k dkP- n
P = (-, (@7)
son solucién de la ecuacién diferencial
d APy k2 .
an [(1 n )Ol—77 = [1 — —jG+ 1| Pl(n), (4.8)

donde j y k son enteros, con 7 > k. Por otro lado, debido al caracter dis-
continuo que presenta la coordenada n, para que ®,(§,n) sea continua en



POTENCIALES ANALITICOS PARA GALAXIAS PLANAS CON HALO ESFEROIDAL 54

cualquier lugar se debe cumplir que (j — k) es un nimero par, puesto que
de esta manera PJ(n) es una funcién par de 7).

Con el fin de que el potencial del halo esferoidal no contribuya a la densidad
superficial de masa del disco, se debe imponer la condicion

on,
0z

—0, (4.9)

z=0*

la cual en coordenadas oblatas se reduce al sistema

DD,

il ) (4.10a)
% |y

9|y, (4.10b)
M =0

Si ahora reemplazamos el potencial gravitacional de la forma (4.4) en (4.3),
se obtiene la correspondiente expresién para la densidad de masa del halo,
la cual se escribe como

1§ Bk

o(&,m) = e per ot a2(1+&2)(1 —n?2)’

(4.11)

De manera que, como Pf(n) es finito en el intervalo —1 < n < 1y qf(&)
tiende a cero cuando & — oo, entonces g;? (&,m) debidamente desaparece en
el infinito. Por otro lado, a partir de la expresion (4.7) y (4.11) es facil ver
que o(&,n) diverge en n = £1 (eje z ) a menos que k > 2, mientras que para

k > 2 esta funcién desaparece en n = +1.

De acuerdo con lo anterior, la posibilidad méas simple de escoger apropia-
damente el potencial gravitacional del halo esferoidal es tomando k& = 2. Asi,
a partir de la expresion (4.4) el potencial gravitacional para el halo esferoidal
se escribe como

®,(&,m) = Boo a0(§)Py(n) + Bao 3()Ps(n) + Bz ¢3(£)P5(n).  (4.12)

Utilizando esta expresion para el potencial y las expresiones explicitas para
¢} (§) y PF(n), la densidad de masa del halo esferoidal se puede escribir como

3By _ £(3¢2+5)
Q(é-) = G2 {3 cot 15— m} , (413)
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la cual, después de integrar sobre todo el espacio, permite obtener la expre-

sion

MG
16a ’
donde My, es la masa total del halo. Después, al aplicar la condicién (4.10a),
se obtiene que

B22 =

(4.14)

By = —M;G, (4.15a)
MG
Byy = 4.1
20 %2, ) ( 5b)

de manera que todas las constantes en el potencial gravitacional del halo
(4.12) quedan expresadas en términos de la masa del halo M,,.

Con el fin de poder ajustar el modelo disco - halo a los datos de las curvas de
rotacién del conjunto de galaxias estadisticamente seleccionado en el capitulo
anterior, se debe ahora encontrar una expresion apropiada para la velocidad
circular del modelo. En coordenadas esferoidales oblatas la velocidad circular
definida por (2.11), se escribe como

V2 = (772—1)8_(1)'
‘ no 0l

la cual después de usar (4.1), (2.9), (4.12) y las propiedades de las funciones
de Legendre, se reduce a

(4.16)

Z Cou Py (n) (4.17)

donde

(4.18)

~ MG
Csy = ¢2(0) {024‘ L ]7

4a
y -
Co = q21(0)Cy, (4.19)

para [ > 2. Entonces, usando (3.8), (4.18) y (4.19), se puede comprobar que
./\/ldG ./\/th i l+1C2[

a
—1 qa(0

(4.20)

y asi el modelo implica una relacion lineal entre Mgy M;,, en donde el térmi-
no independiente es determinado por las constantes Cy;, con [ > 1. Ahora,
es claro que la anterior relacion tiene sentido solamente si el lado derecho
es positivo, lo cual se debe comprobar para cada conjunto de constantes Cy;
correspondientes a cualquier modelo particular.
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Obtencion de Modelos Particulares

Con el fin de obtener modelos particulares, se deben especificar los valores de
las constantes Cy del modelo general. Entonces, se ajustan esas constantes
de tal manera que la velocidad circular v?(R) ajuste con los datos de la curva
de rotacién de alguna galaxia particular. Ahora, como la expresion (4.17)
para la velocidad circular solamente contiene derivadas de los polinomios de
Legendre de orden par, esto es equivalente a

2(R)m =Y AyR™. (4.21)
=1

Como se puede ver, esta expresion tiene la misma forma que la ecuacién
(3.4) encontrada en el capitulo 3. Esto implica que los parametros del ajuste
Ay encontrados a través del modelo de disco maximo han de ser los mismos
que los obtenidos por medio de este modelo. Sin embargo, en este modelo
las constantes A, estan relacionadas con las anteriores constantes Cyy, para
[ #0, a través de

~ 40+1
Oy = ——— Aol 4.22
k=1
donde .
= [ (=) Pydn, (4.23)
—1

la cual se obtiene igualando las expresiones (4.17) y (4.21) y usando las
propiedades de ortogonalidad de las funciones asociadas de Legendre.

Entonces, si las constantes A, estan determinadas por un ajuste de los
datos observacionales correspondientes a la curva de rotacion, los valores
correspondientes de los coeficientes Cy; se pueden determinar por medio de
la relacién (4.22), obteniendo entonces un caso particular de (4.20) corres-
pondiente a un modelo de galaxia especifico, el cual puede ser escrito en
términos de las constantes Ay como

MdG MhG ii )4l + 1) Ao Iy

4.24
41 20+ D)gu(0) (4.24)

a
=1 k=1
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sin embargo, esta relacién no determina completamente los valores de My y
M,,, solamente da una relacién lineal entre ellas. Asi, a fin de restringir los
valores permitidos de estas masas, es necesasrio analizar el comportamiento
de algunas otras cantidades que caracterizan al modelo.

Como ya se estudio en el capitulo anterior, la estabilidad del modelo se
analiza a partir del comportamiento de la frecuencia epiciclica, k*(R), y
la frecuencia vertical, v?(R). Esas dos cantidades deben ser positivas a fin
de tener drbitas circularmente estables. Ahora, usando (4.21) en (3.13), la
frecuencia epiciclica se puede escribir apropiadamente como

n

R(R) = 2(1+1)AyR", (4.25)

=1

donde Kk = ak. Notemos que la frecuencia epiciclica estd completamente
determinada por el conjunto de constantes Ay, las cuales se fijan por el
ajuste numérico de la curva de rotacion, entonces no hay parametros libres
necesarios para encontrar una relacién entre las masas del disco y del halo,
que puedan ser ajustados requiriendo estabilidad radial.

Por otro lado, usando la ecuacion de Poisson (4.3), la expresién (4.13) para
la densidad del halo y la expresién (4.21) para la velocidad circular, la fre-
cuencia vertical se puede escribir como

. 97TGMh

P(R) = =2 = fi(R), (4.26)
donde v = av y
fi(R) = Z 20 Ay R* 2. (4.27)
1=1

Asi, como 72 debe ser positiva en cualquier lugar en el intervalo 0 < R<1
a fin de tener estabilidad vertical, las expresiones (4.26) define un limite
inferior para la masa del halo,

My > M- = ;—“G [mix (B}, (4.28)

que combinado con (4.24) da también un limite superior para la masa del

disco M.

También es necesario considerar el comportamiento de la densidad superfi-
cial de masa, como dada por la expresién (3.2), la cual, en términos de las
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constantes Ay puede ser escrita como

(4.29)

- \/1—§2{ - BWGMh}

=(R) = m2aG f2(R) - 8a

De acuerdo con esto, con el fin de que la densidad superficial de masa sea
positiva en cualquier lugar sobre el disco, la expresion (4.29) define un limite
superior para la masas del halo,

8 -
My, < M = % {mm fg(R)} , (4.30)
que combinada con (4.24) da también un limite inferior para la masa del
disco M. Sin embargo, a fin de que los modelos tengan sentido, debemos
tener que

M > M;, (4.31)

lo cual debe ser comprobado para cada conjunto de constantes correspon-
dientes a cualquier modelo particular.

Ajuste de los Datos al Modelo

Con el fin de analizar la compatibilidad que tiene el modelo con los datos
de la curva de rotacién de alguna galaxia real, se escoge el mismo conjunto
de datos de las galaxias del Cluster de La Osa Mayor, reportado por [1] y
analizado en el capitulo 3. Aprovechando que la expresion que se utilizé para
hacer el ajuste de la muestra de galaxias por medio del modelo de disco
méaximo (3.4), tiene la misma forma que la expresién (4.21), entonces se
puede garantizar que el nimero de parametros y el valor de los parametros
Ag; necesarios para hacer el ajuste del modelo de disco - halo, son las mismas
que se obtuvieron para hacer el ajuste del modelo de disco maximo.

Asi, de las 26 galaxias que pasaron el test estadisitico, se escogen solamente
las 16 que, ademés de tener curvas de rotacién y densidad superficial de masa
bien comportada, son radialmente estables. Luego, para cada una de ellas,
se procede a determinar los valores minimo y maximo para la masa del halo
usando las expresiones (4.28) y (4.30). Finalmente, se comprueba si estos
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Cuadro 4.1: Constantes Ag; (km?s—2).

NGC4389
Ay 30087,0 £ 2489,3
Ay —57552,0 +£16144,7
Ag  67317,2 £ 30484,7
Ag  —27760,5 + 16936,1

Cuadro 4.2: Masa del Halo M}, y Masa del Disco My en (101°Mg).

Masa Minima Masa Maxima
M, 2,17+0,18 2,23 +1,33
M, 0,024 £0,002 0,038 + 0,012

dos valores para la masa del halo estdn en acuerdo con la condicién (4.31) a
fin de que los modelos tengan sentido. Sin embargo, cuando se comprueba
la consistencia del ajuste, se encuentra que solamente el ajuste hecho a la
galaxia NGC4389 satisface estas condiciones, mientras que para todas las
demds galaxias se encuentra que M; < M; .

En el Cuadro 4.1 se presenta los valores de los parametros As; obtenidos por
medio del ajuste numérico con los datos observados de la curva de rotacién
para la galaxia NGC4389. En el Cuadro 4.2 también se muestra los valores
minimo y maximo de la masa del halo. Luego, a partir de la relaciéon

My, +4My = 5,7255 x 10** kg, (4.32)

se calculan los valores minimo y maximo de la masa del disco M.

En la Figura 4.1, se muestra la curva de rotacién para la galaxia NGC4389.
Los puntos con barra de error son las observaciones como reportadas en [1],
mientras que la linea sélida es la curva de rotacién determinada a partir
de (4.21) para n = 4, y los pardmetros Ay obtenidos por medio del mejor
ajuste. Como se puede ver, el comportamiento de la curva de rotacion se
ajusta de forma muy precisa con los datos. También se grafica, en la Figura
4.2, la frecuencia epiciclica, la cual siempre es positiva en cualquier lugar del
intervalo, lo cual indica que siempre permanece radialmente estable.

En la Figura 4.3 se presenta la frecuencia vertical. La linea sélida representa
el comportamiento de la frecuencia vertical para el minimo valor de la masa
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Figura 4.1: Gréafica de la velocidad circular en km/s. Los puntos con barra de error son las observaciones
como reportadas en [1], mientras que la linea sélida es la curva de rotacién determinada a partir de (4.28)
para n = 4, y los parametros A2l obtenidos por medio del mejor ajuste

del halo M, , mientras que en linea a trazos se muestra el comportamiento
de la frecuencia vertical para el maximo valor de la masa del halo M, .
Como se puede ver, para esta galaxia se encuentra que la frecuencia vertical,
para ambos valores de la masa del halo, es positiva en toda la extension, de
manera que el modelo es estable contra perturbaciones verticales.

Finalmente, en la Figura 4.4, se presenta la grafica de la densidad superfi-
cial de masa para los mismos valores de la masa del halo. La linea sélida
representa la densidad superficial de masa para el minimo valor de la masa
del halo, mientras que la linea a trazos representa la densidad superficial
de masa para el valor mdximo de la masa del halo. Para esta galaxia, la
densidad tiene un méximo en el centro del disco y luego decrece como R
crece, desapareciendo en el borde del disco.
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Figura 4.2: Gréfica de la frecuencia epiciclica en (km/s)2. Notemos que siempre es positiva en cualquier
lugar del intervalo, lo cual indica que es radialmente estable.
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Figura 4.3: Grafica de la frecuencia vertical en (km/s)2. La linea sélida representa el comportamiento de la
frecuencia vertical para el valor minimo de la masa del halo. La linea a trazos representa el comportamiento
de la frecuencia vertical cuando se toma el valor maximo de la masa del halo.
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Figura 4.4: Gréfica de la densidad superficial de masas en (kg/m?). La linea sélida representa el compor-
tamiento de la densidad superficial para el valor minimo de la masa del halo. La linea a trazos representa
el comportamiento de la densidad superficial cuando se toma el valor méximo de la masa del halo.



CONCLUSIONES

Es el momento de exponer los aspectos mas importantes que se estudiaron,
descubrieron y formularon a lo largo de la investigacién que dio como fruto
esta tesis.

Nosotros presentamos en el capitulo 2, una familia infinita de discos delga-
dos finitos axialmente simétricos obtenidos por medio de una particulari-
zacion del método de Hunter. Los modelos de discos obtenidos son una
generalizacién del bien conocido disco de Kalnajs, el cual corresponde al
primer miembro de la familia. La particularizacién del modelo de Hunter fue
obtenida requiriendo que la densidad superficial de masa fuera una funcién
mondtonamente decreciente del radio, con un maximo en el centro del disco
y desapareciendo en el borde, de tal manera que la distribucion de masa de
los miembros superiores de la familia estaba mas concentrada en el centro.
También analizamos la curva de rotacion de los modelos y encontramos para
el primer miembro de la familia, el disco de Kalnajs, una velocidad circu-
lar proporcional al radio, representando asi un disco uniformemente rotante,
mientras que para los otros miembros de la familia la velocidad circular au-
menta desde un valor cero en el centro del disco hasta alcanzar un méaximo
en un radio critico y luego decrece a un valor finito en el borde del disco.
También encontramos que el valor del radio critico decrece como el valor de
m crece.

En el capitulo 3 presentamos la formulacién de la hipétesis del disco méaximo
para 26 galaxias espirales en el Cluster de la Osa Mayor. Encontramos que
el conjunto de galaxias modeladas por medio de esta hipdtesis, ajustaron de
forma muy precisa con los datos observacionales de la curva de rotacién de
las galaxias de la muestra. Esto sugiere que no siempre es necesario intro-
ducir halos de materia oscura a fin de describir apropiadamente la curva de
rotacion de las galaxias espirales. En todos los casos el mejor ajuste entre
los datos y el modelo se fij6 a un 95 % de nivel de confianza. Estos mo-
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delos presentan densidades de masa bien comportadas (similar al perfil de
luminosidad de muchas galaxias espirales) y los valores obtenidos para la
correspondiente masa total M estan dentro del orden de magnitud espe-
rado para dicha magnitud. En consecuencia, las expresiones aqui obtenidas
para la velocidad circular, ecuacién (3.4), puede ser considerada como una
especie de “curva de rotacion universal”para galaxias planas, la cual puede
facilmente ser ajustada a los datos observados para una galaxia en particular.

Por otro lado, el andlisis de la frecuencia epiciclica revelé que 17 galaxias
de la muestra presentan pequenas regiones de inestabilidad radial cerca del
borde del disco. Sin embargo, tal como lo predice la expresion (3.15), la
inestabilidad radial depende solamente de los parametros del ajuste A,,, de
manera que con el fin de resolver este inconveniente, analizamos la frecuencia
radial para todos los posibles valores de m distintos a los obtenidos por medio
del mejor ajuste, pero que mantengan el nivel de confianza del ajuste al 95
%, y asi, logramos que 7 de éstas galaxias presentaran estabilidad contra
perturbaciones radiales.

Los modelos construidos para las galaxias mencionadas, presentan una re-
gién central con fuertes inestabilidades ante perturbaciones verticales. Este
resultado era de esperarse debido al hecho de que los modelos solo consideran
el disco galactico. De hecho, como podemos inferir a partir de la expresion
3.14, la inestabilidad vertical siempre estard presente en modelos construidos
a partir de soluciones de la ecuacién de Laplace y ajustadas de tal forma
que sus velocidades circulares reproduzcan el comportamiento observado, es
decir, una proporcionalidad directa con el radio.

Por lo tanto, modelos mas realistas deben considerar el caracter no delgado
del disco galéactico, o la contribucién de un halo esférico. Creemos que los
valores de M que fueron obtenidos para las 26 galaxias estudiadas, pueden
considerarse como un estimativo bastante preciso de su cota superior de
masa, ya que el modelo estd apoyado en el hecho de que toda la masa
estd concentrada en el disco galactico.

En el capitulo 4, presentamos una familia de potenciales anéliticos para gala-
xias planas con halos esferoidales caracterizados por tener una relacion lineal
entre la masa del halo y la masa del disco. Los modelos son estables contra
perturbaciones radiales y verticales y sus velocidades circulares pueden ser
ajustadas de forma muy aproximada a la curva de rotacion de alguna galaxia
especifica.



POTENCIALES ANALITICOS PARA GALAXIAS PLANAS CON HALO ESFEROIDAL 65

Los modelos aqui presentados son una generalizacion de los modelos presen-
tados en [37], donde solamente se consider6 un disco galdctico. La genera-
lizacién fue obtenida adicionando al potencial gravitacional del disco el po-
tencial gravitacional correspondiente al halo esferoidal, de tal manera que se
pudo resolver el problema de inestabilidad vertical presentado en el capitulo
3.

Un modelo particular se obtuvo mediante el ajuste numérico de la expresion
general para la velocidad circular con los datos observados de la curva de
rotacién de la galaxia NGC4389. Para esta galaxia obtuvimos un ajuste
numérico bastante preciso con la curva de rotacién y, a partir de los para-
metros Ay obtenidos con el ajuste numeérico, calculamos los valores de la
masa del halo y la masa del disco

Sin embargo, aunque probamos la aplicabilidad del modelo con todas las
galaxias reportadas por [1], modelos consistentes solo fue obtenido para una
sola galaxia NGC4389 , mientras que para las otras galaxias fueron obtenidos
modelos con valores de la masa del halo tal que M; < M, . Ahora, puede ser
considerado que este resultado ocurre como consecuencia de que se escogio el
halo més simple. En efecto, como podemos ver de las expresiones (4.11) y
(4.12), solamente un término del potencial gravitacional del halo contribuye
a su densidad, lo que deja solamente un parametro libre a determinar a fin
de ajustar el modelo a las condiciones de consistencia impuestas.

Los principales resultados de esta tesis se han divulgado a través de una
serie de 3 articulos, de los cuales uno de ellos ya ha sido publicado, otro ha
sido revisado por los evaluadores, y ellos han sugerido hacer algunos cambios
para su posterior publicacién y el final se encuentra en preparacion.

» Guillermo A. Gonzalez and Jerson I. Reina. An Infinite Family of
Generalized Kalnajs Disks. Mon.Not.Roy.Astron.Soc., 371:1873-1876,
2006.

= Guillermo A. Gonzalez, J. Ibanez and Jerson I. Reina. Analytical po-
tentials for flat galaxies with spheroidal halos. submitted to New As-
tronomy

= Guillermo A. Gonzalez, Jerson I. Reina and Fernando Quinonez. Ana-
lytical Mass Models to a Sample of Galaxies in the Ursa Major Cluster.
En Preparacion
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Asi mismo, varios resultados han sido expuestos en algunos eventos

= Ponencia. XXIV Congreso Nacional de Fisica. Titulo: Modelos Rela-
tivistas de Discos Finitos Delgados para Cuatro Galaxias del Cluster
de la Osa Mayor. Octubre 2011. Bogotd, Colombia.

= Ponencia. Tercer Taller de Relatividad y Gravitacién. Titulo: Una Fa-
milia Infinita de los Discos Generalizados de Kalnajs. Noviembre 2006.
Isla Coche, Venezuela.



Valores de las constantes C,[km?/s?|
obtenidas por el mejor ajuste

NGC3726 NGC3877 NGC3917
m 7 6 7
Cyo  16009.9 + 8841.7 1755.5 + 2643.9 11376.5 4+ 2427.2
Cy  25763.0 £ 6894.5  26696.0 £ 2148.2 17300.0 4 1946.5
Cy 16241.8 £ 4970.8  13960.8 & 1418.9 8981.3 4 1310.3
Ce  12510.7 £ 2301.9 7443.5 £+ 579.6 4572.9 4+ 587.7
Cy 10495.8 + 774.7 3938.26 + 159.64 2190.76 + 195.60
Cio 6662.15 £ 182.66 1854.80 £ 27.48 1055.87 4 46.11
Cia  4649.38 + 27.49 540.78 4+ 2.36 626.81 + 6.97
Cis 2460.97+2.05 246.54 £+ 0.52
NGC3949 NGC3953 NGC3972
m 6 6 6
Cy 17335.5 4+ 2052.82 31237.5 + 10660.1 10233.20 + 1536.95
Cy  24663.8 £ 1709.1  48537.4 £ 8903.5 13839.2 £ 1285.8
Cy 121457 £ 1054.6  27895.6 + 5435.3 5377.34 + 781.57
Cs 7987.6 &+ 409.9 17323.9 £ 2115.9 2989.12 4+ 302.16
Cg  4143.26 + 111.31  9537.74 + 579.83 1782.92 4+ 81.91
Cio  2209.52 + 19.35 5608.93 + 101.46 1058.89 + 14.21

Ci2

1236.48 £ 1.68

2799.29 £ 8.83

493.71 £ 1.23
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NGC4010 NGC4085 NGC4088
m 6 5 7
Co 917297 + 3722.18 10629.7 4+ 86.7 18812.6 £ 7060.2
Cy 12969.5 £+ 3085.3 14859.90 + 74.07 30409.4 + 5657.5
Cy  4788.79 + 1929.15 5970.22 + 42.79 21300.3 4+ 3809.6
Cs 1278.83 + 755.34 2189.29 + 14.0.3 16026.3 £+ 1724.8
Cy 782.60 + 205.14 226.77 £ 2.80 9768.51 + 575.88
Cho 1162.33 £ 35.45 -222.52 £+ 0.28 6248.54 + 135.79
Cho 666.31 4+ 3.06 3649.31 + 20.54
Ciy 846.52 £+ 1.54

NGC4100 NGC4157 NGC4183
m 11 8 8
Cy 18295.4 £ 2879.5 22611.2 4+ 13543.7  7784.60 4+ 4874.35
Cy 33700.1 + 2106.8 36542.3 + 10330.7  12261.1 + 3728.7
Cy  26585.90 4+ 1633.84 26514.10 4 7684.27 7939.49 + 2756.33
Ce¢  18870.30 + 957.27 22312.4 + 3896.4  5687.65 £ 1393.43
Cs  13365.40 £ 473.25 17330.4 4+ 1509.0 3780.7 £ 539.7
Cio 9053.86 + 195.24 13790.01 + 438.35  2720.46 + 156.82
Cho 5336.01 + 66.03 9112.41 + 90.90 1677.83 £+ 32.51
Cy 3333.74 + 17.85 6066.51 + 12.13 1288.77 & 4.34
Cig 2227.11 4+ 3.71 3143.08 £+ 0.80 775.31 £ 0.29
Cis 466.17 4+ 0.56
Coo 39.000 £ 0.003
Cyo -346.71 £+ 0.05

NGC4217 NGC4389 UGC6399
m 8 4 6
Co 21284.1 4+ 6445.1 5638.36 + 7825.18  4422.58 4+ 193.19
Cy 34763.6 £+ 4996.3 6431.37 + 6686.24  6069.45 + 166.24
Cy 23185.5 4+ 3591.8 1170.86 £ 3949.43  2405.43 + 104.02
Cs 15182.8 4+ 1779.8 538.56 £ 3949.43 1049.56 + 40.54
Cy 9590.53 + 682.73 160.70 4+ 98.04 349.84 + 10.99
Cho  7471.16 £+ 197.72 235.64 + 1.90
Cia 5101.2 £ 41.0 176.79 4+ 0.16
Cy 3514.80 + 5.48
Cig 1771.08 £ 0.36

UGC6446 UGC6667 UGC6818
m 8 8 6
Co  4717.08 £ 2964.13  3433.10 £ 1059.35 2819.11 + 1498.49
Cy  6619.21 £+ 2253.93 5623.37 + 843.24  3462.67 + 1231.46
Cy  3385.34 + 1693.72 2626.65 + 570.67 687.04 £ 791.07
Cs 2335.25 4+ 849.31 500.23 £ 272.06 -103.66 + 309.71
Cy 1361.56 + 326.45 635.99 £+ 102.82 -52.92 + 83.93
Cho 1142.27 £ 94.52 133.47 4+ 29.73 300.78 £+ 14.53
Co 700.69 £ 19.58 22.83 + 6.19 206.56 + 1.26
Chy 693.49 + 2.61 399.50 £+ 0.83
Cig 625.54 + 0.17 -62.00 + 0.05
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UGC6917 UGC6923 UGC6930
m 7 3 6
Cy 6817.49 £ 2827.27  3643.81 + 3385.88  7138.06 + 2053.24
Cy  9872.18 4+ 2247.10  5050.79 4+ 3136.25 11148.6 4 1673.2
Cy  4747.13 + 1550.73 1848.4 4+ 1264.4 6259.85 + 1078.51
Cs 2679.53 + 695.11 441.42 £+ 171.24 3852.20 + 476.19
Cy 1432.15 4+ 230.35 2831.9 + 18012.4 2757.99 + 158.01
Cho 586.12 £ 54.17 1241.35 £ 5.67
Cia 386.02 + 8.19 493.56 4+ 0.43
Cy 244.96 + 0.61
UGC6962 UGC6969 UGC6973
m 5 4 7
Co 14703.70 £ 70.36  2581.43 4+ 11011.10  18992.0 &£ 11644.7
Cy 19237.60 + 60.21 3060.25 + 9391.91 30669.5 + 9338.3
Cy 6566.63 + 34.57 379.40 4+ 5581.83 19946.6 + 6281.2
Cs 2876.26 + 11.18 371.72 £ 1363.41  15086.20 + 2828.47
Cy 1605.40 £+ 2.26 201.15 + 140.05 11701.9 £ 943.9
Cho 761.86 £+ 0.23 7538.67 + 222.53
Cia 5230.59 + 33.62
Cy 2576.66 + 2.52
UGC6983 UGCT7089
m 9 7
Co  7449.42 4 4350.24  3262.94 £ 1169.42
Cy 11569.70 4+ 3213.94  4286.84 + 932.78
Cy  6962.65 + 2516.34 1471.84 + 637.70
Ce  4434.89 + 1368.96 649.82 £ 285.19
Cy 2800.37 + 589.07 282.10 £ 94.8
Cig  2349.54 + 198.74 206.46 + 22.37
Cha 1742.34 £+ 50.98 256.09 £ 3.39
Chy 1051.95 £ 9.40 129.85 4+ 0.25
Chg 361.66 £+ 1.12
Cig -89.63 + 0.07
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