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RESUMEN

TÍTULO: DINÁMICA EN HIPERESPACIOS DE CONTINUOS*

AUTOR: MELANY DAYANA MEJÍA CAVIEDES**

PALABRAS CLAVES : Continuos, hiperespacios de continuos, sistemas dinámicos discre-
tos, puntos periódicos, densidad de puntos periódicos, continuos casienrejados, continuos de
Knaster, solenoides, funciones inducidas en hiperespacios.

DESCRIPCIÓN:

Un sistema dinámico discreto es una pareja (X, f), donde X es un espacio métrico, compacto
sin puntos aislados y f : X → X una función continua. Un punto x ∈ X se dice periódico si
existe un entero positivo n, tal que fn(x) = x; Per(f) denota la familia de los puntos periódi-
cos de f . Dado X un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío, un hiperespacio de X es
un subconjunto del conjunto P(X), al hiperespacio de todos los subconjuntos cerrados y no
vacíos de X lo notaremos por 2X , el cual lo dotaremos con la topología de Vietroris, topología
que coincide con la topología generada por la métrica de Hausdorff. La función 2f : 2X → 2X ,

definida por 2f (A) = A, para cada A ∈ 2X , se llama la función inducida, además se cono-
ce que si la función f : X → X es continua, entonces la función 2f es continua. En el 2005,
J. Banks en [4], demostró que para cualquier sistema dinámico se tiene que la densidad del
conjunto Per(f), implica la densidad del conjunto Per(2f ); también Banks da un contraejemplo
para mostrar que la afirmación reciproca no siempre es cierta.

El propósito de este trabajo es estudiar cuando la densidad de Per(2f ) en el hiperespacio
2X , implica la densidad de Per(f) en X, dándole condiciones al espacio X o a la función
f : X → X. Nuestro trabajo está compuesto por tres capítulos:

En el Capítulo 1 presentamos las definiciones y resultados que necesitaremos para desa-
rrollar nuestro trabajo. El Capítulo 2 mostramos condiciones en el espacio o en la función para
que la afirmación sea verdadera, también construiremos continuos donde la implicación no
se da. Finalmente, en el Capítulo 3 mostraremos dos clases de familias: una de continuos
tipo Knaster y otra de solenoides donde se construyen homeomorfismos para cada continuo
donde la afirmación no es verdadera.

*Proyecto de grado
**Facultad de Ciencias. Escuela de Matemáticas. Maestría en Matemáticas. Director Dr.

Javier Enrique Camargo García.
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ABSTRACT

TITLE: DYNAMICAL IN HYPERSPACE OF CONTINUA***

AUTHOR: MELANY DAYANA MEJÍA CAVIEDES****

KEYWORDS: Continuous, continuous hyperspace, discrete dynamical systems, periodic points,
density of periodic points, almost meshed continuum, continuous Knaster, solenoids, functions
induced in hyperspace.

DESCRIPTION:
A discrete dynamic system is a pair (X, f), where X is a compact metric space without iso-
lated points and f : X → X is a continuous function. A potin x ∈ X is called a periodic point
provided that ther exists a positive integer n, such that fn(x) = x. The collection of all periodic
points is denoted by Per(f). Given a compact, connected and non-empty metric space X , 2X

denotes the collection of all nonempty compact subset of X , the hyperspace 2X is endowed
with the Topology of Vietoris, topology that matches with the topology generated by the Haus-
dorff metric. Let 2f : 2X → 2X be defined by 2f(A) = A, for each A ∈ 2X . 2f is called the
induced function, it is well known that if f : X → X is a continuous function, then 2f is also a
continuous function. In 2005, J. Banks in [4], showed that for any dynamic system (X, f), the
density of Per(f) implies the density of the set Per(2f ); Banks also gives a counterexample in
order to show that the reciprocal affirmation is not always true.

The purpose of this work is to study conditions either on the space X or on the continuous
function f : X → X , in order to have the following claim: if Per(2f) is dense in the hyperspace
2X , then Per(f) is dense in X . Our work is composed of three chapters:

In Chapter 1 we present the definitions and results that we will need to develop our work.
Chapter 2 shows conditions either on the continuum or on the continuous function for the claim
to be true, we will also construct continua where the claim is not given. Finally, in Chapter 3 we
will show two family of continua: one of the type of Knaster, and another of solenoids; where a
homeomorphism is constructed for each continuum and the claim is not true.

***Graduation project
****Faculty of Science. Department of Mathematics. Mastery in Mathematics. Director Ph.D.

Javier Enrique Camargo García.
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Introducción

Un sistema dinámico discreto corresponde a una pareja (X, f), donde X es un
espacio métrico y f es una ley o función que determina cómo los puntos en el
espacio se mueven con el tiempo. El objetivo principal cuándo tenemos un siste-
ma dinámico es determinar el “comportamiento” de los puntos del espacio cuándo
aplicamos reiteradamente la función f . Particularmente, es importante estudiar
sus puntos periódicos de dichos sistemas, que son estados del sistema que se re-
piten en forma cíclica. Según Robert Devaney en [11], un sistema dinámico se
dice caótico si satisface tres condiciones: es sensible a las condiciones iniciales,
es transitivo y la familia de sus puntos periódicos es denso. Esta densidad puede
ser interpretada como orden en todas partes en medio del caos. Existen muchas
investigaciones direccionadas al estudio de los puntos periódicos en un sistema
dinámico. En nuestro trabajo estudiaremos herramientas para encontrar puntos
periódicos y nos enfocaremos en sistemas dinámicos muy particulares que defini-
remos más adelante.

Según W. Tom Ingram en [18], la primera noción del concepto de continuo fue
dada en 1883 por G. Cantor en [9]. Cantor afirmaba que un continuo A es un
conjunto perfecto en Rn tal que para cada dos puntos a, b de A y para cada ε > 0,
le corresponde un conjunto finito de puntos p0 = a, p1, p2, ..., pn = b de A tal que
|pi−pi+1| < ε, 0 ≤ i < n. En presencia de la compacidad, esta definición dada por
Cantor en Rn es quivalente a la definición que se conoce hoy en día de continuo. Un
continuo X es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. Un subcontinuo
es un subespacio de un espacio métrico que a su vez es un continuo. Por ejemplo,
el intervalo cerrado [0, 1] y la circunferencia unitaria son continuos. En [19], [21],
[27] y [28] encontramos gran contenido de conceptos y teoría general de continuos.

Dado un espacio topológico X podemos definir familias de subconjuntos de
P (X) y dotarlos de una topología, estas familias se conocen como hiperespacios.
El estudio de los hiperespacios aparece alrededor del año 1900 con los trabajos
de Hausdorff y Vietoris. En 1905, D. Pompeiu en [32], introduce las primeras
nociones de una métrica en hiperespacios, la cual fue retomada en 1914 por F.
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Hausdorff, redefiniéndola de manera más general [15]. La versión dada por Haus-
dorff es la métrica que más aceptación tiene en la comunidad de investigadores en
el área, y es conocida como la métrica de Hausdorff [28, pág. 1]. Particularmente
trabajaremos con el hiperespacio 2X formado por todos los subconjuntos cerrados
no vaciós de X dotado de la topología inducida por la métrica Hausdorff. En 1922,
L. Vietoris en [37], inicia el estudio de conceptos relacionados con la noción de
hiperespacios, no necesariamente metrizables. En ese mismo año Vietoris, usan-
do la estructura topológica definida por el mismo, prueba que si X es compacto
entonces 2X es compacto. Un año después prueba en [38] que la conexidad es
equivalente para X y 2X . En 1951, E. Michael muestra que en el hiperespacio 2X

de un espacio métrico y compacto y, en particular, de un continuo, la topología de
Vietoris y la topología inducida por la métrica de Hausdorff coinciden, (ver [23]).
Esta propiedad es bien conocida en la teoría de los hiperespacios, una prueba
puede verificarse en [17, Teorema 3.1]. Como acabamos de ver es interesante y
muy estudiado relacionar las propiedades del continuo X con las propiedades de
su hiperespacio 2X . Por ejemplo, sabemos que 2X siempre es un continuo si X es
un continuo; además, X es un continuo localmente conexo, si y solo si 2X es un
continuo localmente conexo, etc.

Dados un espacio métrico compacto X y una función continua f : X → X,
la función f induce una función en el hiperespacio 2X , 2f : 2X → 2X , definida
de la siguiente manera: 2f (A) = f (A) para cada A en 2X . Como f es continua
y cerrada, la función 2f está bien definida. Es conocido además que 2f es una
función continua (ver [17]). Llamamos a 2f : 2X → 2X la función inducida por f.

Dado un espacio métrico compacto X y f : X → X una función continua pode-
mos estudiar propiedades que cumpla la función f y se preserven en la función in-
ducida
2f : 2X → 2X . Por ejemplo, en sistemas dinámicos, existen muchas investiga-
ciones donde se estudian propiedades como transitividad, sensibilidad, puntos
periódicos, recurrencia, etc., sobre continuos particulares y las relaciones entre f
y 2f . En nuestro trabajo, estudiaremos preguntas abiertas relacionadas con los
puntos periódicos del sistema dinámico.

En el desarrollo del presente trabajo, se realizara un estudio de la relación que
existe entre la densidad del conjunto de los puntos periódicos de la función f
en un sistema dinámico discreto (X, f) y la densidad del conjunto de los puntos
periódicos de la función inducida 2f . En el primer capítulo, que titulamos Prelimi-
nares, se establecen algunos conceptos y resultados necesarios para el desarrollo
de los capítulos posteriores. Se demuestra que dado un sistema dinámico discreto
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(X, f) la densidad del conjunto de los puntos peródicos de la función f implica
la densidad del conjunto de los puntos periódicos de la función inducida 2f .

El Capítulo 2 titulado Densidad de puntos periódicos en hiperespacios de con-
tinuos, definimos el concepto de continuo casienrejado y mostramos que dado
un sistema dinámico discreto (X, f), donde X es un continuo casi enrejado, la
densidad del conjunto de los puntos peródicos de la función inducida 2f , implica
la densidad del conjunto de los puntos peródicos de la función f . En la segunda
sección de este capítulo en el Teorema 2.3.2 probamos que la densidad del con-
junto de los puntos periódicos de la función inducida 22

f

, implica la densidad del
conjunto de los puntos periódicos de la función 2f , para cualquier función conti-
nua f : X → X y cualquier continuo X; este teorema muestra un resultado muy
interesante a nuestro problema de investigación. Posteriormente, probaremos que
dado un sistema dinámico (X, f), tal que el conjunto de los puntos periódicos de
la función inducida 2f es denso en el hiperespacio 2X y el conjunto de los puntos
periódicos de la función base f no es denso en X, podemos usando los operadores
cono, cilindro y suspensión, construir nuevos ejemplos con la misma propiedad.
Por último, demostramos que dada una dendrita X y una función monótona
f : X → X, tenemos que la densidad del conjunto de los puntos periódicos de la
función inducida 2f , implica la densidad del conjunto de los puntos periódicos de
la función f .

En el tercero y último capítulo, titulado Dos clases de continuos indescomponi-
bles, presentamos una familias de continuos indescomponibles, tipo arco conocidos
como Continuos tipo Knaster y un homeomorfismo con la propiedead que el con-
junto de los puntos periódicos de la función inducida es denso, mientras que el
conjunto de los puntos periódicos de la función base tiene un único punto perió-
dico. Por último tenemos el Teorema 3.2.2 donde probamos que para cualquier
solenoide es posible construir un homeomorfismo sin puntos periódicos donde la
el conjunto de los puntos periódicos de la función inducida es denso.

Los resultados no referenciados en el desarrollo del trabajo son originales de
nuestra investigación.
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Capítulo 1

Preliminares

En este trabajo todos los espacios serán métricos y compactos. En este capítulo,
iniciamos introduciendo la noción de continuo e hiperespacio de un continuo,
mostrando ejemplos y propiedades. También estudiaremos algunas herramientas
básicas que usaremos para construir continuos; principalmente dedicamos una
sección al estudio de los límites inversos y algunas de sus propiedades. Terminamos
este capítulo, formalizando algunos aspectos relacionados con la teoría de los
sistemas dinámicos discretos.

1.1. Continuos e hiperespacios

En estasección tiene formalizaremos el concepto de continuo, demostraremos que
la intersección encajada de continuos es un continuo e introduciremos los con-
ceptos propios de la teoría de hiperespacios de compactos metrizables. En base a
esto, mostraremos ejemplos de continuos y algunas propiedades que usaremos en
el desarrollo de este escrito.

Definición 1.1.1. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y dife-
rente de vacío. Un subcontinuo es un continuo contenido en un espacio métrico.

Ejemplo 1.1.2. Algunos ejemplos de continuos en R2.

1. Un arco es cualquier espacio X que es homeomorfo al intervalo cerrado
[0,1]. Dado que [0,1] es un continuo entonces un arco es un continuo. Si
h : [0, 1] → X es un homeomorfismo, los puntos h(0) y h(1) en X son
llamados puntos extremos o puntos de no corte de X,(ver Figura 1-a).

2. Una curva cerrada simple, denotada por S1, es un continuo homeomorfo
a la circunferencia unitaria {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}. Dado que S1 es

13



un continuo entonces una curva cerrada simple es un continuo, (ver Figura
1-b).

3. Si W = {(x, sen( 1
x
)) ∈ R2 | 0 < x ≤ 1} entonces X = Cl(W ) es un continuo

llamado la curva senoidal del topólogo. Observe que X = W ∪{(0, y) ∈ R2 |
−1 ≤ y ≤ 1} (ver Figura 1-c).

4. Considere la sucesión armónica ( 1
n
)∞n=1 y formemos con ella la siguiente

sucesión de puntos en R2 : definamos a−1 = (1, 0), a0 = (0, 0) y para n ∈ N,
an = (1, 1

n
). Ahora, para n = 1, unamos cada uno de los puntos an−1 con

el punto a−1 por el segmento de línea (1 − t)an−1 + ta−1. Este continuo se
conoce como el abanico armónico (ver Figura 1-d).

b

b

b

(a) (b) (c) (d)

Figura 1: Continuos en el plano.

Las demostraciones de los resultados que presentamos a continuación, las mos-
tramos para comodidad del lector y las tomamos de [27].

Teorema 1.1.3. Sea (Xi)i∈N una sucesión de espacios métricos compactos tal
que Xi+1 ⊆ Xi para cada i ∈ N. Si X =

⋂

i∈N Xi y U es un subconjunto abierto
en X1 tal que X ⊆ U, entonces existe N ∈ N tal que Xi ⊆ U, para cada i ≥ N.

Demostración. Supongamos que para cada i ∈ N, existe xi ∈ Xi \ U. Dado que
X1 \U es un espacio métrico compacto, podemos suponer que la sucesión (xi)i∈N
converge a un punto p ∈ X1 \ U. Para cada k, tenemos que xi ∈ Xk para todo
i ≥ k. Por lo tanto p ∈ Xk para cada k, y p ∈ X. Como X ⊆ U y p ∈ X \ U
tenemos una contradicción. Por lo tanto, existe N tal que Xi ⊆ U para todo
i ≥ N.

Corolario 1.1.4. Sea (Xi)i∈N una sucesión de espacios métricos compactos no
vacíos tal que Xi+1 ⊆ Xi para cada i ∈ N. Entonces X =

⋂

i∈NXi 6= ∅.
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Demostración. Supongamos que X = ∅. Entonces, basta tomar U = ∅ y, por
el Teorema 1.1.3, existe n tal que Xn ⊆ U . Contradiciendo que Xn 6= ∅. Así,
X 6= ∅.

El siguiente teorema presenta uno de los objetivos de esta sección. Este resul-
tado se conoce como el método de intersecciones anidadas para generar continuos
y lo usaremos más adelante.

Teorema 1.1.5. Sea (Xi)i∈N una sucesión de continuos tal que Xi+1 ⊆ Xi para
cada i ∈ N y X =

⋂

i∈N Xi. Entonces, X es un continuo.

Demostración. Por el Teorema 1.1.3 tenemos que X es un espacio métrico com-
pacto no vacío. Ahora, supongamos que X es disconexo; es decir, existen cerrados
no vacíos y disjuntos A y B, tales que X = A ∪ B. Dado que X1 es un espacio
normal, existen abiertos disjuntos V y W de X1 tales que A ⊆ V y B ⊆ W. En-
tonces, por el Teorema 1.1.3, Xn ⊆ V ∪W para algún n. Por [39, Teorema 26.6],
Xn ⊆ V o Xn ⊆ W . Como X ⊆ Xn, entonces X ⊆ V o X ⊆ W , contradiciendo
que A y B son no vacíos. Por lo tanto X es conexo.

Sea X1 un triángulo cualquiera junto con su interior, es decir “relleno”. De ma-
nera inductiva construimos la sucesion de continuos (Xn)n∈N tal que Xn+1 ⊆ Xn

para cada n ∈ N, de la siguiente forma: Unimos los puntos medios de los lados de
triángulo X1 de modo que su interior queda dividido en cuatro triángulos iguales,
de los cuales eliminamos el triángulo central para obtener X2. A su vez, X2 esta
formado por 3 triángulos, con los cuales aplicamos independientemente el proceso
anterior para obtener X3, es decir, en cada uno de estos tres triángulos unimos los
puntos medios de los lados y eliminamos el triángulo central, obteniéndo nueve
triángulos, este será el continuo X3. La Figura 2 representa estos tres primeros
continuos de la sucesión.

Figura 2: X1, X2 y X3

Continuando de esta manera tenemos la sucesion (Xn)n∈N tal que Xn+1 ⊆ Xn

para cada n y definimos el triángulo de Sierpiński por X = ∩n∈NXn, entonces X
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Figura 3: Triángulo de Sierpiński

es un continuo por el Teorema 1.1.5. Una idea del continuo resultante se puede
observar en la Figura 3

Definición 1.1.6. Una gráfica es un continuo que se puede escribir como la
unión de un número finito de arcos, tales que dos de los cuales o son disjuntos, se
intersectan en un punto final o se intersectan en sus dos puntos finales. Además,
una gráfica se dice que es un árbol si no tiene curvas cerradas simples.

La noción de árbol se generaliza de la siguiente manera.

Definición 1.1.7. Decimos que un continuo D es una dendrita, si D es localmente
conexo y no contiene curvas cerradas simples.

Si D es una dendrita y p ∈ D, entonces el orden de p, que denotamos por
OrdD(p), es el número de componentes conexas de D \ {p}. Si OrdD(p) = 1,
decimos que p es un punto final y si OrdD(p) ≥ 2 entonces decimos que p es
un punto de ramificación. Denotemos por End(D) y Br(D) el conjunto de los
puntos finales y el conjunto de los puntos de ramificación de D respectivamente.
Un punto p ∈ D \ End(D) es llamado punto de corte y al conjunto de todos los
puntos de corte se denota por Cut(D). En [19, VI, Teorema 8] se prueba que el
conjnto Cut(D) es denso en D.

En la Figura 4 se muestran la dendrita D3 en (a), la paleta en (b) y la dendrita
de Gehman en (c). Algunos detalles de las construcciones se mostraran con detalle
más adelante.

Dado X un continuo, podemos definir familias de subconjuntos de P (X) y
dotarlos de una topología, estas familias se conocen como hiperespacios de X.
El hiperespacio formado por todos los subconjuntos cerrados no vacios de X se
denota por 2X . Esto es:

2X := {A ⊆ X | A es cerrado y no vacío} .
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(a) (b) (c)

Figura 4: Algunos ejemplos de dendritas y gráficas.

Definición 1.1.8. Dados A y B dos elementos de 2X , el valor

H (A,B) := inf {ε > 0 : A ⊂ N(B, ε) y B ⊂ N(A, ε)}

define una distancia en 2X conocida como la métrica de Hausdorff, donde N(A, ε) =
{x ∈ X : d (x, a) < ε para algún a ∈ A} y d es la métrica de X.

Dada una colección finita de subconjuntos abiertos de X,U1, U2, ..., Uk, consi-
deramos el siguiente subconjunto de 2X :

〈U1, U2, . . . , Uk〉 :=
{
B ∈ 2X | B ⊆ ∪ki=1Ui y B ∩ Ui 6= ∅ para cada i ∈ {1, . . . k}

}
.

La colección de todos los posibles subconjuntos del hiperespacio 2X de la forma
〈U1, U2, ..., Uk〉 , donde cada Ui es un subconjunto abierto de X, es una base que
induce una topología en 2X . Esta topología es conocida como la topología de
Vietoris. Ella coincide con la topología generada por la métrica de Hausdorff.
Este resultado lo podemos encontrar en [17, Teorema 1.2, pág. 3].

Dados U1, . . . , Um subconjuntos abiertos de X, puesto que

〈U1, . . . , Um〉 = 〈∪
m
i=1Ui〉 ∩ 〈X,U1〉 ∩ . . . ∩ 〈X,Um〉,

entonces S = {〈U〉 | U abierto de X} ∪ {〈X, V 〉 | V abierto de X} es una
subbase para 2X . Además, nótese que 〈U〉 = {B ∈ 2X | B ⊆ U} y 〈X,U〉 = {B ∈
2X | B ∩ U 6= ∅}

Definición 1.1.9. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función
continua y sobreyectiva. Definimos 2f : 2X → 2X como 2f(A) = f(A) para cada
A ∈ 2X . La función 2f la llamamos funció́n inducida.

Como f es continua y cerrada en X, la función 2f está bien definida. A conti-
nuación mostramos 2f es continua.
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Proposición 1.1.10. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una
función continua y sobreyectiva entonces la función inducida 2f : 2X → 2X es
continua.

Demostración. Dado que los abiertos de una subbase en 2X son de la forma 〈U〉
ó 〈X, V 〉, donde U y V son abiertos de X, es suficiente probar que (2f )−1(〈U〉) y
(2f)−1(〈X, V 〉) son abiertos, para todo U y V abiertos en X. Note que (2f)−1(〈U〉) =
〈f−1(U)〉, pues

A ∈ (2f )−1(〈U〉)⇔ f(A) ∈ 〈U〉 ⇔ f(A) ⊆ U ⇔ A ⊆ f−1(U)⇔ A ∈ 〈f−1(U)〉.

Además, (2f)−1(〈X, V 〉) = 〈X, f−1(V )〉, pues

A ∈ (2f)−1(〈X, V 〉)⇔ f(A) ∈ 〈X, V 〉 ⇔ f(A) ∩ V 6= ∅

⇔ A ∩ f−1(V ) 6= ∅ ⇔ A ∈ 〈X, f−1(V )〉.

Así, tenemos que 〈f−1(U)〉 y 〈X, f−1(V )〉 son subconjuntos abiertos de 2X ,
por lo tanto 2f es una función continua.

1.2. Límites inversos

En esta sección definiremos límite inverso como un subespacio del espacio pro-
ducto

∏

i∈NXi de una familia de espacios métricos compactos {Xi | i ∈ N}. Esto
nos permitirá elaborar ejemplos con propiedades interesantes, como veremos en
capítulos posteriores.

Definición 1.2.1. Una sucesión inversa es una "doble sucesión", (Xn, f
n+1
n )n∈N

donde cada Xn es un espacio métrico compacto y fn+1
n : Xn+1 → Xn es una

función continua, para cada n ∈ N. Las funciones fn+1
n se conocen como funciones

de ligadura. Dada una sucesión inversa (Xn, f
n+1
n )n∈N, su límite inverso, denotado

por ĺım←−(Xn, f
n+1
n )n∈N o X∞, se define como

ĺım←−(Xn, f
n+1
n )n∈N = {(xn)n∈N ∈

∏

n∈N

Xn | f
n+1
n (xn+1) = xn, para todo n ∈ N}.

Si Xn es un continuo, para cada n ∈ N, diremos que (Xn, f
n+1
n )n∈N es una

sucesión inversa de continuos.

Las demostraciones de los siguientes resultados fueron tomadas de [27].
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Teorema 1.2.2. Sea (Xn, f
n+1
n )n∈N una sucesión inversa y, para cada k ∈ N,

consideremos Ak = {(xn)n∈N ∈
∏

n∈N Xn | f
n+1
n (xn+1) = xn, para cada n ≤ k}.

Entonces:

I) Para todo knN, Ak
∼=

∏∞
n=k+1Xn y por tanto, Ak es compacto y diferente

de vacío.

II) Para todo knN, Ak+1 ⊆ Ak.

III) ĺım←−(Xn, f
n+1
n )n∈N =

⋂

k∈NAk.

De lo anterior, ĺım←−(Xn, f
n+1
n )n∈N es compacto y no vacío.

Demostración. Sea knN, nótese que φk : Ak →
∏∞

n=k+1Xn, definida para cada
(xn)n∈N ∈ Ak, por

φk((xn)n∈N) = (xn)
∞
n=k+1,

es un homeomorfismo, para cada k ∈ N. Por tanto, por el Teorema de Tychonoff
Ak es compacto y no vacío, para cada k ∈ N. Además, no es dificil ver que
Ak+1 ⊆ Ak, para cada k ∈ N, y ĺım←−(Xn, f

n+1
n )n∈N =

⋂

k∈NAk. Finalmente, como

ĺım←−(Xn, f
n+1
n )n∈N es una intersección de compactos encajados no vacíos, por el

Teorema 1.1.3, ĺım←−(Xn, f
n+1
n )n∈N es compacto y diferente de vacío.

El siguiente teorema muestra que el límite inverso de una sucesión inversa de
continuos es un continuo.

Teorema 1.2.3. Sea (Xn, f
n+1
n )n∈N una sucesión inversa de continuos. Entonces

ĺım←−(Xn, f
n+1
n )n∈N es un continuo.

Demostración. Sea Ak como en el Teorema 1.2.2, para cada k ∈ N. Por [27,
Teorema 2.1], Ak es un continuo, para cada k ∈ N. Ahora nuestra prueba se sigue
de los Teoremas 1.1.5 y 1.2.2.

Denotaremos por fn : X∞ → Xn la restricción de la proyección natural
πn :

∏

i∈N Xi → Xn; es decir, fn = πn|X∞
. A continuación mostramos cómo des-

cribir los abiertos en un límite inverso.

Proposición 1.2.4. Sea (Xn, f
n+1
n )n∈N una sucesión inversa de espacios métricos

compactos con limite inverso X∞. Para cada n ∈ N, sea

Bn = {f−1
n (Un) | Un es un subconjunto abierto de Xn}.

Si B =
⋃∞

n=1 Bn, entonces B es una base para la topología de X∞.
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Demostración. Dado que X∞ es un subconjunto de la topología producto, un
abierto básico de X∞ es de la forma

k⋂

j=1

f−1
nj

(Unj
),

donde Unj
es un subconjunto abierto de Xnj

. Sin pérdida de generalidad, po-
demos suponer que nk = máx{n1, . . . , nk}. Sea U = ∩kj=1(f

nk
nj
)−1(Unj

). Entonces
U es un subconjunto abierto de Xnk

y

f−1
nk

(U) = f−1
nk

(
⋂k

j=1(f
nk
nj
)−1(Unj

)
)

=
⋂k

j=1

(

fnk
nj
◦ fnk

)−1

(Unj
) =

⋂k
j=1 f

−1
nj

(Unj
).

Los siguientes resultados los usaremos en construcciones más adelante. Las
pruebas se pueden consultar en [21, Capítulo 2].

Teorema 1.2.5. Sea (Xn, f
n+1
n )n∈N una sucesión inversa de espacios compactos

con funciones de ligadura sobreyectivas, cuyo limite inverso es X∞. Entonces
fn : X∞ → Xn es abierta para cada n ∈ N si y solo si fn+1

n : Xn+1 → Xn es
abierta para cada n ∈ N.

Teorema 1.2.6. Sean (Xn, f
n+1
n )n∈N y (Yn, g

n+1
n )n∈N sucesiones inversas de espa-

cios compactos, cuyos límites inversos son X∞ y Y∞, respectivamente. Si para ca-
da n ∈ N, existe una función continua kn : Xn → Yn tal que kn◦f

n+1
n = gn+1

n ◦kn+1,
para cada n ∈ N entonces existe una función continua k∞ : X∞ → Y∞ tal que
gn ◦ k∞ = kn ◦ fn, para cada n ∈ N.

Teorema 1.2.7. Sea (Xn, f
n+1
n )n∈N y (Yn, g

n+1
n )n∈N sucesiones inversas de espa-

cios compactos, con funciones continuas sobreyectivas cuyos límites inversos son
X∞ y Y∞, respectivamente. Suponga que para cada n ∈ N, existe una función
continua kn : Xn → Yn tal que kn ◦ f

n+1
n = gn+1

n ◦ kn+1. Si todas las funciones kn
son sobreyectivas, entonces la función inducida k∞ es sobreyectiva.

Terminamos esta sección mostrando cómo construir una clase especial de con-
tinuos usando límites inversos.

Definición 1.2.8. Un continuo X es descomponible si X = A∪B, donde A y B
son subcontinuos propios de X, en caso contrario diremos que X es indescompo-
nible.
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b

b

b

Figura 5: Continuos descomponibles.

La Figura 5 al igual que todos los ejemplos presentados hasta el momento,
muestran ejemplos de continuos descomponibles.

Ahora mostramos, usando límites inversos, como podemos construir ejemplos
de continuos indescomponibles; es decir, mostramos que existen continuos indes-
componibles. Antes, algunos resultados importantes.

Definición 1.2.9. Una sucesión inversa (Xn, f
n+1
n )n∈N de continuos es llamada

una suceción inversa indescomponible siempre que, para cada n ∈ N, Xn+1 =
An+1∪Bn+1 donde An+1 y Bn+1 son subcontinuos de Xn+1, entonces fn+1

n (An+1) =
Xn o fn+1

n (Bn+1) = Xn.

La prueba del siguiente lema puede ser consultada en [27, Lema 2.6].

Lema 1.2.10. Sea (Xn, f
n+1
n )n∈N una sucesión inversa de espacios métricos con

límite inverso X∞. Para cada n ∈ N, sea fn : X∞ → Xn denota la n-ésima
función proyección. Sea A un subconjunto compacto de X∞. Entonces, (fn(A),
fn+1
n |fn+1(A))

∞
n=1 es una sucesión inversa con funciones de ligadura sobreyectivas

y

ĺım←−(fn(A), f
n+1
n |fn+1

(A))∞n=1 = A =
[∏

n∈N

fn(A)
]
∩X∞.

La siguiente teorema se encuentra en [27].

Teorema 1.2.11. Si (Xn, f
n+1
n )n∈N es una sucesión inversa indescomponible con

límite inverso X∞, entonces X∞ es un continuo indescomponible.

Demostración. Por el Teorema 1.2.3, X∞ es un continuo. Supongamos que X∞

es descomponible, es decir X∞ = A ∪ B donde A y B son subcontinuos propios
de X∞. Por el Lema 1.2.10, existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0, fn(A) 6=
Xn y fn(B) 6= Xn. Sea k ≥ n0; nótese que Xk+1 = fk+1(A) ∪ fk+1(B), como
(Xn, f

n+1
n )n∈N es una sucesión inversa indescomponible, entonces fk+1

k (fk+1(A)) =
fk(A) = Xk o fk+1

k (fk+1(B)) = fk(B) = Xk. Esto contradice que fk(A) 6= Xk y
fk(B) 6= Xk. Por lo tanto X∞ es indescomponible.
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A continuación veremos dos ejemplos de continuos indescomponibles.

Ejemplo 1.2.12. Sea P = {pn | n ∈ N} una sucesión de números primos.
Definimos fn+1

n : S1 → S1 por fn+1
n (z) = zpn , para cada n ∈ N. Es claro que

(S1, fn+1
n )n∈N es una sucesión inversa indescomponible. Así, por el Teorema 1.2.11

ĺım←−(S
1, fn+1

n ) es un continuo indescomponible. Este continuo se denota por ΣP y
se conoce como el Solenoide P-ádico.

Ejemplo 1.2.13. Para cada entero positivo n ∈ N, sean r ∈ {0, . . . , n − 1} y
gn : [0, 1]→ [0, 1] la función definida por:

gn(x) =

{

nx− r, si r es par y x ∈ [ r
n
, r+1

n
] ⊆ [0, 1];

−nx+ r + 1, si r es impar y x ∈ [ r
n
, r+1

n
] ⊆ [0, 1].

La Figura 6 representa las gráficas de g2, g3 y g4, respectivamente. Nótese que
por [6], para cualquier par de enteros positivos n y m, gn ◦ gm = gm ◦ gn = gnm.
Si M = {ni ∈ N : i ∈ N}, donde ni ≥ 2 para cada i ∈ N, definimos el continuo
tipo Knaster KM , de la siguiente forma: KM = ĺım←−{[0, 1]; gni

; i ∈ N}; es decir,

KM = {(xi)i∈N ∈ [0, 1]N : xi = gni
(xi+1), para todo i ∈ N}.

g2 g3 g4

Figura 6: Funciones g2, g3 y g4.

Si [0, 1] = A ∪ B, donde A y B son subcontinuos propios de [0, 1] entonces
sin perdida de generalidad supongamos que 0 ∈ A y 1 ∈ B. Si 1

n
∈ A entonces

gn([0,
1
n
]) = [0, 1]; es decir, gn(A) = [0, 1], y si 1

n
∈ B entonces [ 1

n
, 2
n
] ⊆ B

entonces gn([
1
n
, 2
n
]) = [0, 1]; es decir, gn(B) = [0, 1]. Entonces KM es un continuo

indescomponible por el Teorema 1.2.11.

1.3. Sistemas dinámicos

Sean X un espacio métrico y f : X → X una función continua. Dado que el
contradominio y el dominio de f son el mismo espacio, podemos definir nuevas
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funciones a partir de la composición de f consigo misma: f0 será la función identi-
dad, id : X → X ; f 1 = f, f 2 = f ◦ f , f 3 = f 2 ◦ f, . . . , fn = fn−1 ◦ f . Llamaremos
a estas funciones las iteradas de f. Las siguientes dos propiedades son inmediatas:
Si n,m ∈ N donde N representa al conjunto de los números enteros no negativos,
entonces fn ◦ fm = fn+m y (fn)m = fnm. Bajo estas condiciones diremos que la
pareja (X, f) es un sistema dinámico discreto.

Definición 1.3.1. Dado un punto x ∈ X la siguiente sucesión será la órbita de
x bajo f

o (x, f) :=
{
x, f (x) , f 2 (x) , f 3 (x) , . . .

}
.

La interpretación que le damos a la sucesión o(x, f) es la siguiente: en el tiempo
t = 0 un objeto se encuentra en la posición x; en el tiempo t = 1 el objeto
ha cambiado de posición y ahora se encuentra en f(x); en el tiempo t = 2 el
objeto vuelve a cambiar de posición y se encuentra en f (f (x)) = f 2 (x) , y así
sucesivamente.

Definición 1.3.2. Sea f : X → X. Decimos que x es un punto periódico de f ;
o tiene una órbita periódica bajo f ; si existe n ∈ N tal que fn(x) = x. Al menor
de estos números le llamamos el período de x. Si f(x) = x; decimos que x es un
punto fijo (además de ser un punto periódico de período 1). Al conjunto de todos
los puntos periódicos de f lo denotaremos por Per(f).

Sea T : [0, 1]→ [0, 1] dada por

T (x) :=

{

2x si x ∈
[
0, 1

2

]
;

2− 2x si x ∈
[
1
2
, 1
]
.

Esta función se conoce como la tienda, y siempre la denotaremos con la letra T.
Mostremos a continuación la existencia de órbita fija, periódica y no periodica

para la función T.
Comencemos por los puntos fijos de T. Si x ∈

[
0, 1

2

]
y es punto fijo de T,

entonces por un lado tenemos que T (x) = x y, por el otro lado tenemos que,
T (x) = 2x. Por lo tanto, x = 2x, luego x = 0, es decir;

o (0, T ) = {0, 0, 0, . . .} = {0} .

Si x ∈
[
1
2
, 1
]

y es un punto fijo de T, entonces 2− 2x = x, luego x = 2
3
, así;

o

(
2

3
, T

)

=

{
2

3
,
2

3
,
2

3
, . . .

}

=

{
2

3

}

.
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Además estos puntos son los únicos dos puntos fijos de T. Por otro lado como
T
(
1
2

)
= 1 y T (1) = 0, entonces los puntos 1

2
y 1 no son puntos periódicos bajo

T, es decir, 1
2
, 1 /∈ Per (T ) .

Ahora busquemos un punto x0 ∈ [0, 1] tal que T (x0) 6= x0 y T 2 (x0) = x0.
Obsérvese que si un punto x0 ∈

(
0, 1

2

)
cumple estas dos condiciones, entonces

T (x0) = 2x0 luego T (x0) ∈
(
1
2
, 1
)
, entonces T 2 (x0) = 2− 2 (2x0) . Por lo tanto,

T 2 = (x0) = x0 implica 2 − 4x0 = x0, luego x = 2
5
. Como T

(
2
5

)
= 4

5
y T 2

(
2
5

)
=

T
(
4
5

)
= 2

5
, tenemos que

o

(
2

5
, T

)

=

{
2

5
,
4

5
,
2

5
,
4

5
, . . .

}

=

{
2

5
,
4

5

}

.

Es decir, 2
5
∈ Per (T ) y su periodo es 2.

Para ver que T tiene un punto periódico de periodo 3 seguimos un razona-
miento similar. Supongamos que T (x0) 6= x0, T

2 (x0) 6= x0 y T 3 (x0) = x0, y que
tanto x0 como T (x0) están en el intervalo

(
0, 1

2

)
. Como 1

2
< T 2 (x0) , llegamos a

que 2 − 2 (4x0) = x0, luego x0 = 2
9

es un punto periódico bajo la función T de
periodo 3. Además,

o

(
2

9
, T

)

=

{
2

9
,
4

9
,
8

9
,
2

9
,
4

9
, . . .

}

=

{
2

9
,
4

9
,
8

9

}

.

De aquí en adelante X representa un espacio métrico compacto no vacío sin
puntos aislados, y f : X → X una función continua.

El sistema dinámico (X, f) induce nuevos sistemas ahora definidos en los hi-
perespacios de X, recordemos que un hiperespacio de X es un subconjunto del
conjunto de partes de X y el hiperespacio formado por todos los subconjuntos
cerrados no vacíos de X se denota por 2X .

2X := {A ⊆ X : A es cerrado y no vacío } .

A continuación presentamos un resultado que nos facilitará las pruebas de
algunos teoremas más adelante.

Teorema 1.3.3. Sea (X, f) un sistema dinámico. Entonces, el conjunto de los
puntos periódicos de 2f es denso en 2X si y solo si para todo abierto U de X,
existen A ∈ 2X y n ∈ N tales que A ⊆ U y fn(A) = A.

Demostración. Supongamos que Per(2f) es denso en 2X . Sea U un subconjunto
abierto de X tenemos que 〈U〉 es un subconjunto abierto en 2X , entonces existen
A ∈ 2X y n ∈ N tales que A ⊆ U y fn(A) = A.

Ahora supongamos que para todo abierto U de X, existen A ∈ 2X y n ∈ N
tales que A ⊆ U y fn(A) = A. Sea 〈U1, . . . Uk〉 un subconjunto abierto de 2X ,
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como Ui es abierto de X para todo i ∈ {1, . . . , k}, entonces existen Ai ∈ 2X y
mi ∈ N tales que Ai ⊆ Ui y fmi(Ai), para cada i ∈ {1, . . . , k}. Sea B =

⋃k
i=i Ai

y m = m.c.m{m1, . . . , mk}, entonces

fm(B) = fm(

k⋃

i=1

Ai) =

k⋃

i=1

fm(Ai) =

k⋃

i=i

Ai = B.

En el 2005, Banks en [4, Lema 1] muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.3.4. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si el conjunto de los puntos
periódicos de f es denso en X, entonces el conjunto de los puntos periódicos de
la función 2f es denso en 2X

Demostración. Como Per(f) es denso en X, tenemos que dado cualquier abierto
U de X existen x ∈ U y n ∈ N tales que fn(x) = x. Sean A = {x} un compacto
tal que

(2f)n(A) = fn({x}) = {fn(x)} = {x} = A

Así por el Teorema 1.3.3 tenemos que Per(2f) es denso en 2X .

En los capítulos siguientes estudiaremos el problema bajo qué condiciones la
densidad de los puntos periódicos de la función inducida 2f implica la densidad
de los puntos periódicos de la función base f ; es decir, estudiaremos el recíproco
del Teorea 1.3.4.
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Capítulo 2

Densidad de puntos periódicos en

hiperespacios de continuos

Una consecuencia del Teorema 1.3.4 en que si Per(f) es denso en X entonces
Per(2f) es denso en 2X , una pregunta natural seria bajo que condiciones el reci-
proco es cierto, es decir, cuándo la densidad de Per(2f) implica la densidad de
Per(f). En este capítulo Mostraremos algunas condiciones sobre el espacio o la
función para que esta implicación se cumpla. También daremos ejemplos donde
la implicación no es cierta. En la primera sección del capítulo probaremos que
sobre una clase amplia de continuos la implicación es válida.

2.1. Continuos casienrejados

El resultado a destacar en esta sección es el Teorema 2.1.6, donde probaremos
que sobre la clase de los continuos casienrejados, la densidad de Per(f) implica la
densidad de Per(2f). Tambien probaremos que la clase de los continuos casienre-
jados, entre otros, contiene todas las gráficas y dendritas tales que el conjunto de
sus puntos finales es cerrado o numerable; así, por nuestro Teorema 2.1.6 implica
que si el espacio dado es una gráfica o una dendrita con el conjunto de sus puntos
finales cerrado o numerable, nuestra implicación inversa se cumple.

Sea X un espacio métrico compacto. Si A es un arco en X con puntos finales a
y b (a 6= b), entonces decimos que A es un arco libre en X si A \ {a, b} es abierto
en X. Dado X un continuo sea FA(X) = ∪{IntX(J) | J es un arco libre de X}
y F(X) = X \ FA(X).

Definición 2.1.1. Dado un continuo X. Si el conjunto FA(X) es denso en X,
decimos que X es un continuo casienrejado. Un continuo casienrejado X es en-
rejado si X tiene una base de vecindades B tal que para todo B ∈ B se tiene que
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B \ F(X) es conexo.

A continuación mostramos que la curva senoidal cerrada del topólogo, el aba-
nico armónico y el arete hawaiano son ejemplos de continuos casienrejados que
no son enrejados, algunos de estos ejemplos se definierón en la sección 1.1, en el
Ejemplo 1.1.2.

Ejemplo 2.1.2. Sea X = Cl(W ), donde W = {(x, sen( 1
x
)) ∈ R2 | 0 < x ≤ 1}.

Nótese que X \W es abierto de X tal que todo arco contenido en X \W es un arco
libre. Así FA(X) = W, por lo tanto X es casienrejado. Utilizando un argumento
similar al anterior, se puede probar que el abanico armónico es casienrejado, (ver
Fifura 7). Además, si U es abierto de X \ W entonces U \ F(X) = U ∩ W
y claramente U ∩ W no es conexo, por lo tanto X no es enrejado. De manera
similar se puede probar que el abanico armónico no es enrejado.

FA(X) FA(X )

b

b

b

Figura 7: Curva senoidal del topólogo y Abanico armónico.

Ejemplo 2.1.3. Sea Cn = {(x, y) ∈ R2 : x2 + (y − 1
n
)2 = 1

n2}, ∀n ∈ N. Entonces
definamos C =

⋃∞
n=1Cn. El continuo C se conoce como el arete hawaiano. Nótese

que Cn \{(0, 0)} es un abierto de C tal que todo arco contenido en Cn \{(0, 0)} es
un arco libre, para cada n ∈ N. Así, FA(C) = ∪n∈N(Cn \ {(0, 0)}) y por lo tanto
C es casienrejado, (ver Figura 8). Además, sea U abierto de C tal que (0, 0) ∈ U
entonces U \ F(X) = U ∩ FA(C) y claramente U ∩ FA(C) es disconexo, por lo
tanto C no es enrejado.

Ahora veamos dos ejemplos de continuos casienrejados que son enrejados.

Ejemplo 2.1.4. Definamos recursivamente el siguiente continuo. Sea A0 = {0, 1}×
[0, 1]∪ [0, 1]×{0, 1} y An+1 = An∪ (xi)

2n

i=1× [0, 1
2n
]∪ [0, 1]×{ 1

2n+1}, ∀n ∈ N, donde
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FA(X) b

b
b

b

Figura 8: Arete Hawaiano.

xi = 2(n+1−i)+1
n

. Entonces el contino D =
⋃∞

n=1An es casienrejado (ver Figura
9-a). Ahora definamos G = ([0, 1]× {0}) ∪

(⋃{{
1
n

}
×
[
0, 1

n

]
: n ≥ 2

})
, G es un

continuo casienrejado, (ver Figura 9-b). Además, nótese que para todo U abierto
de D \FA(D) se tiene que U \F(D) es un continuo, por lo tanto D es enrejado.
De manera similar se puede probar que G es enrejado.

FA(X) FA(X)

b
b bb

(a) (b)

Figura 9: Dos continuos casienrejados que son enrejados.

El siguiente teorema es de suma importancia para demostrar los Colorarios
2.1.7 y 2.1.8, su demostración se encuentra en [16, Teorema 6].

Teorema 2.1.5. La clase de los continuos enrejados contiene a la clase de las
gráficas y la clase de las dendritas con el conjunto de los puntos finales cerrado o
numerable.

La demostración del siguiente teorema fue tomada de [3, Teorema 6.4].

Teorema 2.1.6. Sea X un continuo casienrejado. Si f : X → X, es una función
continua tal que Per(2f) es denso en 2X , entonces Per(f) ∩ (a, b) 6= ∅.
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Demostración. Sea U un subconjunto abierto no vacio de X. Como X es ca-
sienrejado, el conjunto FA es denso en X, entonces existe p ∈ U ∩ FA. Sea J
un arco libre en X tal que p ∈ IntX(J). Entonces p ∈ U ∩ IntX(J), así existen
a, b ∈ U ∩ IntX(J) tal que p ∈ (a, b) ⊆ [a, b] ⊆ U ∩ IntX(J).

Sean [a, b] un arco libre en X con a 6= b, p ∈ (a, b) y a1, b1 ∈ [a, b] tales que
a < a1 < p < b1 < b. Claramente (a1, p) y (p, b1) son abiertos en X, entonces
〈(a1, p)〉 y 〈(p, b1)〉 son abiertos en 2X . Como Per(2f) es denso en 2X , existen
A1, A2 ∈ 2X y n1, n2 ∈ N tales que

2f
n1
(A1) = A1 ⊆ (a1, p) ⊆ [a1, b1] ⊆ (a, b) y

2f
n2
(A2) = A2 ⊆ (p, b1) ⊆ [a1, b1] ⊆ (a, b).

Ahora miremos los casos en los que A1 o A2 son finitos o infinitos:

Caso 1 Supongamos que A1 es finito entonces fn1|A1
: A1 → A1 es una permu-

tación de los elementos de A1 y como las permutaciones de conjuntos finitos
tienen orden finito, tenemos que existe k ∈ N tal que (fn1|A1

)k = idA1
. De

ahí A1 ⊆ Per(f), por lo tanto Per(f) ∩ (a, b) 6= ∅. Similarmente se prueba
para cuando A2 es finito.

Caso 2 Supongamos que A1 y A2 son infinitos. Sean

c1 = mín(A1), d1 = máx(A1) y c2 = mín(A2), d2 = máx(A2)

entonces c1, d1 ∈ A1 ⊆ [c1, d1] ⊆ (a1, p), c2, d2 ∈ A2 ⊆ [c2, d2] ⊆ (a2, p) y
c1 < d1 < p < c2 < d2. Sea n = m.c.m(n1, n2) entonces 2f

n

(A1) = A1 y
2f

n

(A2) = A2.

Veamos que:

(1) existen c′1, d
′
1 ∈ [c1, d1] tales que fn(c′1) = c1, f

n(d′1) = d1 y (c′1, d
′
1) ∩

(fn)−1({c1, d1}) = ∅.

En efecto: sean

x = máx((fn)−1({c1}) ∩ [c1, d1]) e y = mín((fn)−1({d1}) ∩ [c1, d1]).

Entonces x 6= y. Si x < y definimos c′1 = x y d′1 = y. Entonces c′1 < d′1 y
por la forma en la que se definieron x e y tenemos que los puntos c′1 y d′1
satisface (1).

Ahora supongamos que y < x. Definamos

c′1 = mín((fn)−1({c1}) ∩ [y, x]) e d′1 = máx((fn)−1({d1}) ∩ [y, c′1]).
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Entonces d′1 < c′1 y los puntos c′1, d
′
1 satisfacen (1). Esto completa la prueba

de (1).

Haciendo un proceso similar a la prueba de (1) se puede probar que:

(2) existen c′2, d
′
2 ∈ [c2, d2] tales que fn(c′2) = c2, f

n(d′2) = d2 y (c′2, d
′
2) ∩

(fn)−1({c2, d2}) = ∅.

Por las propiedades de los puntos c′1 y d′1 dadas en (1), por [27, Teorema
8.14] y el hecho que [c1, d− 1] es un arco libre en X, el conjunto fn([c′1, d

′
1])

satisface una de las siguientes dos condiciones:

(3) fn([c′1, d
′
1]) = [c1, d1];

(4) fn([c′1, d
′
1]) es un subcontinuo localmente conexo de X tal que c1, d1 ∈

fn([c′1, d
′
1]) y fn([c′1, d

′
1]) ∩ (c1, d1) = ∅.

Usando un razonamiento similar se prueba que el conjunto fn([c′2, d
′
2]) sa-

tisface una de las siguientes dos condiciones:

(5) fn([c′2, d
′
2]) = [c2, d2];

(6) fn([c′2, d
′
2]) es un subcontinuo localmente conexo de X tal que c2, d2 ∈

fn([c′2, d
′
2]) y fn([c′2, d

′
2]) ∩ (c2, d2) = ∅.

Supongamos que fn([c′1, d
′
1]) = [c1, d1]. Dado que [c′1, d

′
1] es arco conexo

en el [c1, d1] tal que fn(c′1) = c1 y fn(d′1) = d2, existe un punto fijo de
fn en [c′1, d

′
1]. Esto implica que Per(f) ∩ (a, b) 6= ∅. Si fn([c′2, d

′
2]) = [c2, d2],

entonces de manera similar a lo anterior existe un punto fijo de fn en [c′2, d
′
2]

y entonces Per(f) ∩ (a, b) 6= ∅.

Supongamos ahora las condiciones (4) y (6). Por (4) y [27, Teorema 8.14]
el conjunto fn([c′1, d

′
1]) contiene un arco B1 con punto finales c1 y d1 tales

que B1 ⊆ X \ (c1, d1). Como [a, b] es un arco libre en X y los arcos en [a, b]
son únicos, el subarco [d1, b] esta contenido en B1. En particular

[c′2, d
′
2] ⊆ [d1, b] ⊆ B1 ⊆ fn([c′1, d

′
1]).

Procediendo de forma similar a lo anterior, supongamos ahora (6) tenemos
que existe B2 un arco con puntos dinales c2 y d2 asi que B2 ⊆ X \ (c2, d2).
Por lo tanto

[c′1, d
′
1] ⊆ [a, c2] ⊆ B2 ⊆ fn([c′2, d

′
2]).

Por lo que no es dificil ver que existen c∗1, d
∗
1 ∈ [c′1, d

′
1] tales que fn([c∗1, d

∗
1]) =

[c′2, d
′
2]. Por otro lado tambien tenemos que existen c∗2, d

∗
2 ∈ [c′2, d

′
2] tales que

fn([c∗2, d
∗
2]) = [c′1, d

′
1]. Por lo tanto:
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[c∗1, d
∗
1] = fn([c∗2, d

∗
2]) ⊆ fn([c′2, d

′
2])

= fn(fn([c∗1, d
∗
1]))

= f 2n([c∗1, d
∗
1]) ⊆ (a, b).

De aquí se sigue que existe un punto fijo de f 2n en [c∗1, d
∗
1] ⊆ (a, b). Por lo

tanto Per(f) ∩ (a, b) 6= ∅.

Así de los Casos 1 y 2 tenemos que Per(f) ∩ (a, b) 6= ∅. Esto implica que
Per(f) ∩ U 6= ∅, así Per(f) es denso en X.

Los Teoremas 2.1.6 y 2.1.5 dejan como consecuencia los siguentes dos colora-
rios:

Corolario 2.1.7. Sea G un gráfica y f : G→ G una función continua. Si Per(2f)
es denso en 2G, entonces Per(f) es denso en G.

Corolario 2.1.8. Sean D un dendrita con el conjunto de sus puntos finales ce-
rrado o numerable y f : D → D una función continua. Si Per(2f) es denso en
2D, entonces Per(f) es denso en D.

Proposición 2.1.9. Existe una dendrita tal que el conjunto de sus puntos finales
no es denso ni numerable.

Demostración. Sea D3 el continuo definido inductivamente de la siguiente forma:

La gráfica A1 es la unión de tres arcos libres maximales unidos por el punto
(0, 0), A1 = [−1, 0]×{0}∪ [0, 1]×{0}∪{0}× [0, 1]. En cada punto medio de estos
arcos libres unimos un arco de longitud menor obteniendo la gráfica A2 como la
unión de nueve arcos libres maximales, A2 = A1 ∪ [0, 1

4
]× {1

2
} ∪ {−1

2
, 1
2
} × [0, 1

4
],

como se muestra en la Figura 10. De manera similar la gráfica A3 se construye
tomando la gráfica A2 y uniendo una arco libre de longitud más pequeña en cada
uno de los puntos medios de los nueve arcos libres maximales de la gráfica A2

obteniendo la gráfica A3 como la unión de veintisiete arcos libres maximales, A3 =
A2∪{−

3
4
,−1

4
, 1
4
, 3
4
}×[0, 1

8
]∪{1

8
}×[1

2
, 5
8
]∪[0, 1

8
]×{1

4
, 3
4
}∪[−1

2
,−3

8
]×{1

2
}∪[1

2
, 5
8
]×{1

2
},

como se muestra en la Figura 10.
De manera inductiva para cada n ∈ N, definimos la gráfica An y D3 = ∪

∞
i=1Ai.

La Figura 11 muestra una representación de D3. En [27, cap. X] se puede verificar
que D3 es efectivamente una dendrita con las propiedades descritas en nuestra
proposición.
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−→

A1

−→

A2 A3

Figura 10: Paso 1, 2 y 3 de la construción de D3.

Figura 11: Dendrita D3.

Consideramos importante mencionar que D3 se conoce como la dendrita uni-
versal de orden 3. En la teoria de continuos entendemos que dada un clase de
espacios S y un elemento U ∈ S, decimos que U es universal para la clase S si
cada elemento de S se puede encajar en U ; es decir, para todo X ∈ S existe un
homeomorfismo h : X → h(X) ⊂ U. Así, D3 es universal de orden 3 porque para
cualquier dendrita X tal que todos sus puntos de ramificación son a lo más de
orden 3, existe un encaje h : X → D3. Si modificamos la construción de D3 de
tal manera que en cada paso de la construción los puntos de ramificación tengan
orden m, obtenemos la dendrita Dm que es la dendrita universal de orden m. En
particular, podemos imaginar este proceso uniendo una cantidad numerable de
segmentos de manera que no se pierda la conexidad local obtenemos la dendrita
universal, denotada por Dω.

Además las dendritas universales Dn tienen la propiedad de que todos sus
puntos de ramificación tienen orden n y para cualquier arco α ⊂ Dn se tiene
que α ∩ Br(Dn) = α [27]. Otro ejemplo de un espacio universal más conocido
es el Cubo de Hilbert, definido por el producto numerable del intervalo [0, 1]
y denotado como I∞. El Cubo de Hilbert es un continuo y además para todo
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continuo X existe un subcontinuo Y de I∞ tal que X es homeomorfo a Y [39,
Teorema 23.1]. Las dendritas universales de orden n son continuos que no tienen
arcos libres por lo tanto estas dendritas no son casienrejados. Además el conjuntos
End(f) es denso en D; es decir, End(f) no es cerrado.

En el 2009, en [25] el profesor Héctor Méndez plantea la siguiente pregunta:

Pregunta 2.1.10. Sea D un dendrita y f : D → D una función continua. ¿Si
Per(2f) es denso en 2D, entonces Per(f) es denso en D?

En el 2017, en [1], los autores muestran una función continua de una dendrita
en si misma con la propiedad de que el conjunto de los puntos periódicos de la
función inducida es denso mientras que el conjunto de los puntos periódicos de la
función base no lo es. Esto responde de manera negativa a la conjetura planteada
por el profesor Héctor Méndez en [25].

2.2. Odómetro

En esta sección daremos un ejemplo de un sistema dinámico discreto (C,O) tal
que el conjunto de los puntos periódicos de la función inducida es denso mientras
que el conjunto de los puntos periódicos de la función base es vacío. Dicha función
es conocida como la máquina sumadora o en algunos casos como el odómetro y
C como el espacio de Cantor. También mostraremos algunas propiedades que nos
serán de gran útilidad para construir nuestro ejemplo de que no siempre se tiene
el reciproco del Teorema 1.3.4.

La siguiente definición que presentaremos fue tomada de [27, Definición 7.5]

Definición 2.2.1 (Conjunto Ternario de Cantor). El conjunto ternario de Cantor
o espacio de Cantor es un subespacio C de [0, 1], definido por

C =
∞⋂

i=1

Ci,

donde C1 = [0, 1] \ (1
3
, 2
3
) y asumiendo de forma inductiva que hemos definido

Ci, Ci+1 se define mediante la eliminación en Ci del tercio-medio del intervalo
abierto de cada componente de Ci. Un espacio de Cantor es cualquier espacio
homeomorfo al espacio producto {0, 1}N, los detalles se pueden consultar en [19]
y [39].

Lema 2.2.2. Sea C el conjunto de Cantor. Entonces
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(1) Dado cualquier n ∈ N, C =
⋃n

i=1Di donde cada Di es un subconjunto no
vacio y compacto, y Di ∩Dj = ∅ para todo i 6= j.

(2) Dado cualquier m ∈ N, y cualquier Di en (1), Di =
⋃m

j=1Di,j donde cada
Di,j es un subconjunto no vacio y compacto, y Di,j ∩ Di,k = ∅ para todo
j 6= k.

Demostración. Supongamos que n > 1. De la construcción intersección anidada
utilizada para definir C en la Definición 2.2.1. Es fácil encontrar un l suficiente-
mente grande tal que para todo Cl, dado en la Definición 2.2.1, existan n − 1
puntos t1, t2, · · · , tn−1 en [0, 1] \ Cl, con la propiedad de que cualesquiera dos de
estos puntos estan en diferentes componentes de C \ Cl y

t0 = 0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < 1 = tn.

Sea Di = [ti−1, ti] ∩ C para cada i ∈ {1, · · · , n}. Entonces, es fácil ver que los
D1, · · · , Dn satisfacen (1).

Para demostrar (2) simplemente observe que la idea usada en la prueba de
(1) puede aplicarse a cualquiera de los intervalos [́ınfDi, supDi], 1 ≤ i ≤ n para
obtener los conjuntos deseados Di,1, Di,2, · · · , Di,m.

Esto completa la prueba del lema.

A continuación definiremos una función del conjunto de Cantor en si mismo y
una base para la topología de Cantor que será de gran utilidad más adelante.

Definición 2.2.3. Sean C = {0, 1}N y O : C → C una función dada por

O((xi)
∞
i=1) =







(0, 0, 0, 0, . . .) si xi = 1, ∀i ∈ N

(0, . . . , 1
︸︷︷︸

xi

, xi+1, xi+2, . . .) si i = mín{i ∈ N : xi = 0}.

Esta función se conoce como la máquina sumadora y en algunos casos como el
odómetro. El siguiente conjunto

(1)
B = {[ω] | ω ∈ {0, 1}n para algún n ∈ N}

donde [ω] = {(xi)
∞
i=1 ∈ C | xi = ωi, para cada i = {1, 2, . . . , n}} es una base

para la topología de C.
En la Figura 12 tenemos el comportamiento del odómetro sobre los abiertos

básicos de longitud 1 y 2 descritos en (1). Note que si la longitud del abierto básico
es 1 tenemos los abiertos [0] y [1], donde C = [0] ∪ [1]. Si aplicamos el odómetro
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a cada uno de los abiertos básicos tenemos que O([0]) = [1] y O([1]) = [0]; es
decir, O2([0]) = [0], (se forma un ciclo de orden 2). Además [0]∩ [1] = ∅, como se
muestra en la Figura 12.

De manera similar cuando la longitud del abierto básico es 2 obtenemos los
abierto [00], [01], [10] y [11], donde C = [00]∪ [01]∪ [10]∪ [11]. Entonces O([00]) =
[10], O([10]) = [01], O([01]) = [11], y O([11]) = [00]; es decir, O4([00]) = [00],
formando un ciclo de orden 4. Además los abiertos básicos [00], [01], [10] y [11]
son disjuntos dos a dos, como se muestra en la Figura 12.

Así si la longitud de los abiertos básicos es k ∈ N, obtnemos 2k abiertos básicos

denotatos por [ωi] con i ∈ {1, . . . , 2k} donde C =
⋃2k

i=1[ωi], O
2k([ωi]) = [ωi], para

todo i ∈ {1, . . . , 2k} y si N < 2k se tiene que ON([ωi]) = [ωj], donde i 6= j.
Además [ωi] ∩ [ωj] = ∅, si i 6= j.

Esta observación que se puede extrapolar a abiertos de cualquier longitud nos
será de gran ayuda para la demostración de la sigueinte proposición.

Longitud 1:

[0]

b bb bb b b b

[1]

bb b bb b b b

Longitud 2:

[00]

b bb b

[01]

bb b b

[10]

b bb b
[11]

bb b b

Figura 12: Comportamiento del odómetro sobre los básicos de longitud 1 y 2.

En el resto de la sección a continuación mostraremos una serie de propiedades
que nos llevarán a clasificar el odómetro como un ejemplo sobre un compacto
tal que el conjunto Per(2O) es denso en 2C y el conjunto Per(O) es vacío. Estas
propiedades las usaremos para construir nuevos ejemplos más adelante.

Proposición 2.2.4. Si C es el espacio de Cantor y O : C → C el odómetro,
entonces O es un homeomorfismo.

Demostración. Observe que para probar que O : C → C es un homeomorfismo es
suficiente con mostrar que la función O es biyectiva y continua. En efecto.

O es inyectiva:

Sean (xi)
∞
i=1, (yi)

∞
i=1 dos elementos de C con (xi)

∞
i=1 6= (yi)

∞
i=1 entonces existe

j ∈ N tal que j = mín{i | xi 6= yi}. Supongamos sin pérdida de generalidad
que xj = 0 y yj = 1. Sea k = mín{i | xi = 0} entonces tenemos dos caso:
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Caso 1 Si k < j tenemos que:

O((xi)
∞
i=1) = (0, . . . , 0, 1, xk+1, · · ·xj , · · · ) y

O((yi)
∞
i=1) = (0, . . . , 0, 1, xk+1, · · · , yj, · · · )

así O((xi)
∞
i=1) 6= O((yi)

∞
i=1)

Caso 2 Si k > j y j < l = mín{i | yi = 0} tenemos que:

O((xi)
∞
i=1) = (0, . . . , 0, 1, xj+1, · · · ) y

O((yi)
∞
i=1) = (0, . . . , 0, 0

︸︷︷︸

yj

, · · · , 1, yl+1, · · · )

así O((xi)
∞
i=1) 6= O((yi)

∞
i=1)

O es sobre:

Sean (yi)
∞
i=1 ∈ C y j = mín{i | yi = 1}. Entonces

∃(xi)
∞
i=1 = (1, 1, · · · , 0

︸︷︷︸

xj

, yj+1, · · · ) ∈ C tal que O((xi)
∞
i=1) = ((yi)

∞
i=1).

O es continua:

Sean (xi)
∞
i=1 ∈ C y U un abierto de C tal que O((xi)

∞
i=1) ∈ U. Como B es

base, existe ω ∈ {0, 1}l tal que O(x) ∈ [ω] ⊂ U para algún l ∈ N. Dado
k > l sabemos que

⋃

|s|=k[s] = C, existe s ∈ {0, 1}k tal que x ∈ [s], además

como O([s]) ∩ [ω] 6= ∅ tenemos que O([s]) = [ω]. Así O es continua.

Por lo tanto O es un homeomorfismo.

Proposición 2.2.5. Si C es el espacio de Cantor y O : C → C el odómetro en-
tonces el conjunto Per(2O) es denso en el hiperespacio 2C.

Demostración. Sea 〈U〉 un abierto en 2X , donde U es un abierto de C. Sean
ω ∈ {0, 1}k tal que [ω] ⊂ U y A = [ω] ∈ 2C. Entonces A ∈ 〈U〉 ∩ Per(2O) pues

(2O)2
k

(A) = O2k([ω]) = [ω] = A.

Así, por el Teorema 1.3.3 tenemos que Per(2O) es denso en 2C.

Proposición 2.2.6. Si C es el espacio de Cantor y O : C → C el odómetro en-
tonces el conjunto Per(O) es vacío.
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Demostración. Supongamos que existe x ∈ C y N ∈ N tal que ON(x) = x. Sea
k ∈ N tal que 2k > N. Existen ω1, ω2, · · · , ω2k ∈ {0, 1}

k tales que

C =
2k⋃

i=1

[ωi] y [ωi] ∩ [ωj] = ∅, ∀i 6= j.

Existe m ∈ {1, 2, · · · , 2k} tal que x ∈ [ωm]. Sabemos que O2k ([ωm]) = [ωm] y
Ol ([ωm]) = [ωj], ∀l < 2k y algún j 6= m, entonces

fN ([ωm]) = [ωi] 6= [ωm]

por lo tanto ON(x) 6= x y así Per(O) = ∅.

Puesto que la demostración del siguiente teorema se tiene de manera inmediata
de las Proposiciones 2.2.5 y 2.2.6, la omitiremos.

Teorema 2.2.7. Sea C el espacio de Cantor y O : C → C el odómetro. Entonces el
conjunto Per(2O) es denso en el hiperespacio 2C, mientras que el conjunto Per(O)
es vacío, luego no es denso en C.

2.3. Densidad de Per(22
f
)

El resultado principal de esta sección se resume en el Teorema 2.3.2, en donde
probamos que la densidad de Per(22

f

) implica la densidad de Per(2f) para cada
función f : X → X y cada continuo X.

Sea X un continuo. Definimos ∪X : 22
X

→ 22
X

por

∪X(A) = ∪{A | A ∈ A} para cada A ∈ 22
X

.

Del Ejercicio 11,5 dado en [17], se prueba que ∪X es una función continua.
El siguiente lema se sigue de [35, 3.2.2 pág. 108].

Lema 2.3.1. Sea f : X → Y una función continua entre continuos. Entonces el
diagrama

22
X

22
Y

2X 2Y

∪X ∪Y

22
f

2f

es conmutativo; es decir, ∪Y ◦ 2
2f = 2f ◦ ∪X .
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El siguiente resultado muestra una situación particular donde la densidad de
los puntos periódicos de la función inducida implica la densidad de la función
base.

Teorema 2.3.2. Sean X un continuo y f : X → X una función continua. Si
Per(22

f

) es denso en 22
X

, entonces Per(2f) es denso en 2X .

Demostración. Sea U un subconjunto abierto no vacio de 2X . Veamos que U ∩
Per(2f) 6= ∅. Como Per(22

f

) es denso en 22
X

, existe A ∈ 〈U〉 ∩ Per(22
f

). Así,
existe un entero positivo n tal que (22

f

)n(A) = A. Note que, por Lema 2.3.1,

(2f)n(∩A) = ∩((22
f

)n(A)) = ∩A.

Como A ∈ U , tenemos que ∩A ∈ U .
Por lo tanto ∩A ∈ U ∩ Per(2f) y Per(2f) es denso en 2X .

Para cada n ≥ 2, denotemos

2Xn = 22
·
·
·
2
X

(n-veces) y 2fn = 22
·
·
·
2
f

(n-veces).

Con esta notación, del Teorema 2.3.2 se tiene la sigueinte proposición:

Proposición 2.3.3. Sean X un continuo y f : X → X una función continua. Si
Per(2fn) es denso en 2Xn , para algún n ≥ 2, entonces Per(2f) es denso en 2X .

Además, por el Teorema 1.3.4, tenemos lo siguiente:

Teorema 2.3.4. Sean X un continuo y f : X → X una función continua. En-
tonces, Per(2f) es denso en 2X si y solo si Per(22

f

) es denso en 22
X

.

2.3.1. Construcciones generales

En esta sección a partir de un continuoXn y f : X → X una función continua
tal que el conjunto Per(2f) es denso en 2X y Per(f) no es denso en X construi-
remos nuevos continuos con la misma propiedad. Hasta este momento solamente
hemos construido un solo ejemplo (el odómetro) donde no tenemos el recíproco
del Teorema 1.3.4. En el Capítulo 3 construiremos nuevos ejemplos que a su vez,
les podremos aplicar la teoría que desarrollaremos esta sección.

Iniciamos esta sección con el siguiente teorema que usaremos con frecuencia
para desarrollar los principales objetivos de esta sección.
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Teorema 2.3.5. Sean X un espacio métrico compacto, A un subconjunto cerrado
de X y f : X → X una función continua. Si f(A) ⊂ A, Y = X/A y q : X → Y es
la función cociente, entonces g : Y → Y definida por q ◦ f = g ◦ q es una función
continua que cumple las siguientes condiciones:

1. Si Per(f) es denso en X, entonces Per(g) es denso en Y .

2. Si IntX(A) = ∅ y Per(g) es denso en Y , entonces Per(f) es denso en X.

Demostración. Note que, por [12, Teorema 4.3], g es una función continua.
Probemos 1. Sea V un subconjunto abierto no vacio de Y . Como q es una

función continua, entonces q−1(V ) es abierto. Puesto que

q−1(V ) ∩ (X \ A) 6= ∅.

Per(f) es denso en X, existe x ∈ Per(f)∩ (q−1(V )∩ (X \A)). Sea m ∈ N tal que
fm(x) = x. Así, (q ◦ fm)(x) = q(x). Como q ◦ f = g ◦ q, entonces q ◦ fm = gm ◦ q,
entonces

(q ◦ fm)(x) = (gm ◦ q)(x) = q(x),

con lo que, gm(q(x)) = q(x). Es claro que q(x) ∈ V . Por lo tanto, V ∩Per(g) 6= ∅
y Per(g) es denso en Y .

Ahora, probemos 2. Sea U un subconjunto abierto no vacio de X. Como

IntX(A) = ∅,

W = U ∩ (X \ A) es un subconjunto abierto no vacio de X. Observe que

q|X\A : X \ A→ Y \ {q(A)},

es un homeomorfismo, así

Per(g) ∩ (q(U ∩ (X \ A))) 6= ∅.

Como q ◦ f = g ◦ q, no es dificil ver que Per(f)∩ (U ∩ (X \A)) 6= ∅. Por lo tanto
Per(f) es denso en X.

Sea X un espacio métrico compacto, definimos Cylin(X) = X×[0, 1], Cone(X) =
Cylin(X)/(X × {1}) y Sus(X) = Cone(X)/(X × {0}).

Si f : X → X es una función continua, entonces la función

Cylin(f) : Cylin(X)→ Cylin(X)

esta definida por Cylin(f)((x, t)) = (f(x), t), para cada (x, f) ∈ Cylin(X), es
continua.
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Las funciones q1 : Cylin(X)→ Cone(X) y q2 : Cone(X)→ Sus(X) denotan la
funciones cociente. Además v = q1(X × {1}), v1 = q2(v) y v2 = q2(X × {0}) se
llaman los vértices de Cone(X) y Sus(X), respectivamente. Las funciones Cone(f)
y Sus(f) están definidas por q1 ◦ Cylin(f) = Cone(f) ◦ q1 y q2 ◦ Cone(f) =
Sus(f) ◦ q2, respectivamente.

Proposición 2.3.6. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una
función continua. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Per(f) es denso en X;

2. Per(Cylin(f)) es denso en Cylin(X);

3. Per(Cone(f)) es denso en Cone(X);

4. Per(Sus(f)) es denso en Sus(X).

Demostración. Supongamos que ClX(Per(f)) = X. Sea U × V un subconjun-
to abierto no vacio de Cylin(X). Como U es un subconjunto abierto de X y
ClX(Per(f)) = X, entonces existe x ∈ U tal que fn(x) = x, para algún n ∈ N.
Sea s ∈ V . Claramente

Cylin(f)n((x, s)) = (fn(x), s) = (x, s),

es decir, (x, s) ∈ (U × V ) ∩Per(Cylin(f)) y Per(Cylin(f)) es denso en Cylin(X).
Ahora, supongamos 2 y probemos 1. Sea U un subconjunto abierto no vacio

de X. Entonces existe

(x, t) ∈ (U × [0, 1]) ∩ Per(Cylin(f)),

tal que Cylin(f)m((x, t)) = (x, t) para algún m ∈ N. Así, fm(x) = x y Per(f) ∩
U 6= ∅. Por lo tanto, Per(f) es denso en X.

Las afirmaciones 2, 3 y 4 son equivalentes por el Teorema 2.3.5.

Un resultado similar de la Proposición 2.3.6 para las implicaciones de las fun-
ciones inducidas, se da en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.7. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función
continua. Si Cl2X (Per(2

f)) = 2X , entonces:

1. Per(2Cylin(f)) es denso en 2Cylin(X).

2. Per(2Cone(f)) es denso en 2Cone(X).

3. Per(2Sus(f)) es denso en 2Sus(X).

40



Demostración. Probemos 1, la prueba de 2 y 3 son similares.
Sea 〈U×V 〉 un subconjunto abierto básico de 2Cylin(X). Como Cl2X (Per(2

f)) =
2X y 〈U〉 es un subconjunto abierto de 2X , existen A ∈ 〈U〉 y n ∈ N tal que
fn(A) = A. Sea t ∈ V, nótese que A×{t} ∈ 〈U×V 〉 es un subconjunto compacto
de Cylin(X). Así, por el Teorema 1.3.3, tenemos que Per(2Cylin(f)) es denso en
2Cylin(X).

Veamos ahora un ejemplo de un continuo X y un homeomorfismo h : X → X
tal que el conjunto Per(2h) es denso en 2X mientras que el conjunto Per(h) consta
de un solo punto.

Ejemplo 2.3.8. Existe un homeomorfismo H : Cone(C) → Cone(C) tal que
Per(2H) es denso en 2ConeC y el conjunto Per(H) = {v}, donde v es el vértice
del Cone(C).

Sea O : C → C la función odómetro dada en la Definición 2.2.3, de la Proposi-
ción 2.2.4 tenemos que el odómetro es un homeomorfismo. Ahora como Per(O) =
∅, de la Proposición 2.2.6 tenemos que Per(Cylin(O)) = ∅. Así, Per(Cone(O)) =
{v}, donde v es el vértice de Cone(C). Como Per(2O) es denso 2C, por el Teorema
2.3.7, Per(2Cone(O)) es denso en 2Cone(C). Por lo tanto, H = Cone(O) satisface las
condiciones del Ejemplo 2.3.8, (ver Figura 13).

t
U

([ω], t)

v

b bb bb b b bb b b bb b b b

b

b b b b b b bb

Figura 13: Cone(C))

Además, por el Teorema 2.3.7, deducimos que la función Sus(O) : Sus(C) →
Sus(C) es una función continua tal que Per(2Sus(O)) es denso en 2Sus(C), pero
ClSus(C)(Per(Sus(O))) es diferente de Sus(C). Por lo tanto tenemos el siguiente
resultado, su demostración es consecuencia la Proposición 2.3.6 y el Teorema
2.3.7 por lo tanto la omitiremos.
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Teorema 2.3.9. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función
continua tal que Cl2X (Per(2

f)) = 2X y ClX(Per(f)) 6= X. Lo siguiente es válido:

1. Per(2Cylin(f)) es denso en 2Cylin(X) y ClCylin(X)(Per(Cylin(f))) 6= Cylin(X).

2. Per(2Cone(f)) es denso en 2Cone(X) y ClCone(X)(Per(Cone(f))) 6= Cone(X).

3. Per(2Sus(f)) es denso en 2Sus(X) y ClSus(X)(Per(Sus(f))) 6= Sus(X).

2.4. Monótona y dendritas

En busca de dar respuesta a la Pregunta 2.1.10 planteada por Héctor Méndez
en [25], tenemos como resultado central de esta sección el Teorema 2.4.10, donde
debilitando la hipótesis de la función, por función monótona, obtenemos una
respuesta afirmativa a la Pregunta 2.1.10; es decir, dada una dendrita D y una
función continua monótona f : D → D, se tiene que si el conjunto Per(2f) es denso
en 2D, entonces el conjunto Per(f) es denso en D. Este resultado fue demostrado
por Haithem Abouda y Issam Naghmouchi en [2].

Definición 2.4.1. Sean X y Y dos espacios topológicos. Una función f : X → Y
es monótona si para cualquier subconjunto conexo C de Y, f−1(C) es conexo.

Note que si f : X → X entonces fn es monótona para cualquier n ∈ N cuando
f es monótona.

Definición 2.4.2. Sea (X, f) un sistema dinámico. Definimos el conjunto ω-
límite de un punto x ∈ X como el siguiente conjunto

ωf(x) = {y ∈ X | ∃ni ∈ N, ni →∞, ĺımi→∞ d(fni(x), y) = 0}

=
⋂

n∈N {f
k(x) | k ≥ n}.

Un punto x ∈ X se llama recurrente para f si x ∈ ωf(x).

Un conjunto A ⊆ X se llama f -invariante si f(A) ⊆ A. El conjunto ωf(x) es un
conjunto no vacio, cerrado y fuertemente invariante, es decir, f(ωf(x)) = ωf(x).
Si ωf(x) es finito entonces este es una órbita periódica. Si ωfm(x) es finito para
algún m ∈ N entonces ωf (x) es también finito (ver [8] para más detalles). Sean
Fix(f), Per(f), R(f) y Λ(f) los conjuntos de puntos fijos, puntos periódicos,
puntos recurrentes y la unión de todos los conjuntos ω-límite respectivamente.
Entonces tenemos la siguiente relación de inclusiones:

Fix(f) ⊆ Per(f) ⊆ R(f) ⊆ Λ(f).
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Recordemos que cualesquiera dos puntos distintos x, y de una dendrita D pue-
den unirse mediante un único arco con puntos finales x y y, denotamos este arco
por [x, y] y sea [x, y) = [x, y]\{y}(resp.(x, y] = [x, y]\{x} y (x, y) = [x, y]\{x, y}).
A continuación, daremos algunos resultados que nos llevarán a demostrar el Teo-
rema 2.4.10, algunas de sus pruebas fueron tomadas de [2].

Lema 2.4.3. [22, Lema 2.3] Sea (Ci)i∈N una sucesión de subconjuntos conexos
de una dendrita (D, d). Si Ci ∩ Cj = ∅ para todo i 6= j, entonces

ĺım
n→+∞

diam(Cn) = 0.

Lema 2.4.4. Sea (D, d) una dendrita y f : D → D una función continua monó-
tona. Entonces para cualesquiera x, y ∈ D, f([x, y]) = [(f(x), f(y))].

Demostración. Como f es continua y monótona, tenemos que [(f(x), f(y))] ⊆
f([x, y]) y f−1([(f(x), f(y))]) ⊇ [x, y] respectivamente. Por lo tanto, f([x, y]) ⊆
[(f(x), f(y))] y por lo tanto f([x, y]) = [(f(x), f(y))].

Lema 2.4.5. Sea (D, d) una dendrita y f : D → D una función continua monó-
tona. Supongamos que a ∈ Fix(f) y sea x ∈ D. Para algún n ∈ Z+ y m ∈ N, se
tiene que (a, fn(x)] ∩ (a, fm+n(x)] 6= ∅ y (a, x] ∩ (a, fm(x)] 6= ∅.

Demostración. Sea z ∈ (a, fn(x)] ∩ (a, fn+m(x)]. Como

fn([a, x]) = [a, fn(x)] y fn([a, fm(x)]) = [a, fm+n(x)]

por Lema 2.4.4, existe y1 ∈ (a, x] y y2 ∈ (a, fm(x)] tales que fn(y1) = fn(y2) =
z. Por Lema 2.4.4, fn([y1, y2]) = {z} asi a /∈ [y1, y2] como z 6= a. Entonces
necesariamente, (a, x] ∩ (a, fm(x)] 6= ∅.

Lema 2.4.6. Sean D una dendrita y f : D → D una función continua monótona
de una dendrita en si misma, a ∈ Fix(f) y x ∈ D. Si [a, x] ⊆ [a, f(x)] entonces
existe b ∈ Fix(f) tal que ĺımn→∞ fn(x) = b y [a, fn(x)] ⊆ [a, b] para todo n ∈ Z+.

Demostración. Probaremos por inducción sobre n que [a, fn(x)] ⊆ [a, fn+1(x)]
para todo n ∈ Z+ :

Para n = 0, tenemos que [a, x] ⊆ [a, f(x)]. Supongamos que para algún n ∈ Z+,
[a, fn(x)] ⊆ [a, fn+1(x)] entonces por el Lema 2.4.4, [s, fn+1(x)] ⊆ [a, fn+2(x)].
Asi la clausura I del conjunto I =

⋃

n∈Z+
[a, fn(x)] es un arco f -invariante y la

sucesión (fn(x))n∈Z+
es monótona en este arco, asi esto converge a un punto fijo

b ∈ I, y obtenemos que [a, fn(x)] ⊆ [a, b] = I, para todo n ∈ Z+.

Lema 2.4.7. Sea D una dendrita, f : D → D una función continua monótona,
a ∈ Fix(f) y x ∈ D tales que [a, x] ∩ Fix(f) = {a} y [a, x] ∩ [a, f(x)] = [a, u1]
donde u1 ∈ (a, x). Entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas:
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(i) Si f(u1) ∈ [x, ui] entonces ωf(x) = {a}.

(ii) Si f(u1) ∈ (u1, f(x)] entonces existe b ∈ Fix(f) tal que ωf(x) = {b}.

Demostración. Por el Lema 2.4.4 tenemos que f([a, x]) = [a, f(x)], entonces co-
mo u1 ∈ (a, f(x)], existe u0 ∈ (a, x] tal que f(u0) = u1. Denotemos para todo
n ∈ N, un = fn(u0).

Probemos (i). En este caso u0 ∈ (u1, x] y como [a, x]∩Fix(f) = {a}, entonces
para cada y ∈ [a, u0], ωf(x) = {a}. Si para algún k ∈ Z+, f

k(x) ∈ [a, u0], entonces
es claro que ωf(x) = {a}. Supongamos que para todo k ∈ Z+, f

k(x) /∈ [a, u0]. En
este caso, podríamos ver que para cada k ∈ N,

[uk, f
k(x)] ∩ [a, x] = {uk}.

Procedemos por indución sobre k :

Para k = 1, [u1, f(x)] ∩ [a, x] = {u1} (ver Figura 14).

ba b xb b
u0

b

f(x)

Figura 14: El conjunto [a, x] ∪ [a, f(x)]

Ahora supongamos que para algún k ∈ N, [uk, f(
k(x)] ∩ [a, x] = {uk}. Si

{uk+1} * [uk+1, f
k+1(x)] ∩ [a, x], entonces existe y ∈ (uk+1, f

k+1(x)] ∩ [a, u1].
Como f([a, u0]) = [a, u1] y f([uk, f

k(x)]) = [uk+1, f
k+1(x)], existen w ∈ [a, u0] y

v ∈ [uk, f
k(x)] tales que f(w) = f(v) = y. Por el Lema 2.4.4, f([w, v]) = {y}.

Como [uk, f
k(x)] ∩ [a, x] = {uk}, obtenemos uk ∈ [w, v] y así f(uk) = y 6= uk+1,

que es una contradicción. Por lo tanto [uk+1, f
k+1(x)] ∩ [a, x] = {uk+1}.

Probemos ahora que la colección de conjuntos (uk, f
k(x)], k ∈ N, son disjuntos

dos a dos.

Supongamos que existe i, j ∈ N y z ∈ D tal que z ∈ (ui, f
i(x)]∩(ui+j , f

i+k(x)].
Como f i([u0, x]) = [ui, f

i(x)] y f j([uj, f
j(x)]) = [ui+j, f

i+j(x)], existen y1 ∈ [u0, x]
y y2 ∈ [uj , f

j(x)] tales que f i(y1) = f i(y2) = z; así por Lema 2.4.4, f i(uj) = z,
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una contradición. Concluimos que los conjuntos (uk, f
k(x)), k ∈ N, son disjuntos

dos a dos, así por Lema 2.4.3, tenemos que,

ĺım
k→+∞

diam([uk, f
k(x)]) = 0.

Por lo tanto, ωf(x) = ωf(u0) = {a}.

Probemos (ii). Por el Lema 2.4.6, existe b ∈ Fix(f) tal que ĺımk→+∞ fn(x) = b
y [a, un] ⊆ [a, b] para todo n ∈ N. Claramente, [u1, b]∩Fix(f) = {b} (Lema 2.4.6).
Distinguimos tres casos:

Caso 1 b ∈ [u1, f(x)] : En este caso b = u2, de hecho, tenemos u1 ∈ [x, b], así por
Lema 2.4.4, u2 = f(u1) ∈ [f(x), b]. Por lo tanto, u2 ∈ [f(x), b]∪ [a, b] = {b},
así u2 = b y f([u1, b]) = {b}.

Ahora, si los conjunto (b, fn(x)], para n ∈ Z+, son disjuntos dos a dos
entonces por Lema 2.4.3, ĺımk→∞ diam([b, fn(x)]) = 0 y así ωf(x){b}. De
otra manera, existe n ∈ Z+ y m ∈ N tal que (b, fn(x)] ∩ (b, fm+n(x)] 6= ∅.
Así por Lema 2.4.5, [b, x] ∩ [b, fm(x)] = [b, v] para algún v ∈ (b, x]. Veamos
que v ∈ [b, u1]. Tomemos b ∈ [a, f(x)], y como b ∈ Fix(f), entonces b ∈
[a, fm(x)] (Lema 2.4.4). Así {a, b, v} ⊆ [a, fm(x)], entonces v /∈ (u1, x](de lo
contrario el conjunto {a, b, v} no puede ser incluido en un arco). Tomemos
v ∈ (b, u1] y f([u1, b]) = {b}. En consecuencia, [b, x] ∩ [b, fm(x)] = [b, v]
dónde v ∈ (b, u1] ⊆ (b, x) y fm(v) = b. Aplicando Lema 2.4.7(i) a la función
continua fm y considerando el punto fijo b de fm en lugar de a y el punto
v en lugar de u1, obtenemos ωfm(x) = {b} y como b ∈ Fix(f), ωf(x) = {b}.

Caso 2 b /∈ [u1, f(x)] y f(x) ∈ [u1, b] : En este caso, tenemos por el Lema 2.4.6,
ωf(x) = ωf(f(x)) = {b}.

Caso 3 b /∈ [u1, f(x)] y f(x) /∈ [u1, b] : En este caso, [b, x]∪[b, f(x)] = [b, v] donde
v ∈ (u1, b]. Así f(v) ∈ (v, b] (Lema 2.4.6). Aplicando el Lema 2.4.7(i) a la
función continua f considerando b en lugar de a y el punto v en lugar de u,
obtenemos ωf(x) = {b}.

Esto completa la prueba.

Lema 2.4.8. Sean D una dendrita, f : D → D una función continua monótona,
a ∈ Fix(f) y x ∈ D. Si ωf(x) es infinito entonces para cada n ∈ N, [a, x] ∩
[a, fn(x)] = [a, un] donde un ∈ Fix(fn).

Demostración. Podemos suponer que [a, x] ∩ Fix(f) = {a}. Sea n ∈ N y [a, x] ∩
[a, fn(x)] = [a, un]. Entonces un ∈ [a, x), en efecto, si un = x, entonces por Lema
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2.4.6 aplicando a fn, obtenemos ωfn(x) = {b} ⊆ Fix(fn) y así ωf(x) es finito, una
contradición. Resulta que un ∈ Fix(fn) si un = a y, si un ∈ (a, x), el resultado se
sigue por el Lema 2.4.7.

Teorema 2.4.9. Sean D una dendrita f : D → D una función continua monó-
tona. Entonces Λ(f) ⊂ Per(f).

Demostración. Si ωf(x) es finita, entonces Λ(f) ⊂ Per(f). Supongamos que ωf(x)
es infinito. Sea a ∈ Fix(f) tal que [a, x] ∩ Fix(f) = {a}. Por el Lema 2.4.3, el
conjunto (a, f 2n(x)], para n ∈ N, no pueden ser disjuntos dos a dos (de lo con-
trario, ωf2(x) = {a} y así ωf(x) es finito). Así por el Lema 2.4.5, existe no ∈ N
con n0 > 1 y u0 ∈ D tal que [a, x] ∩ [a, fn0(x)] = [a, u0] donde u0 ∈ (a, x].
Por el Lema 2.4.6, u0 ∈ (a, x) y por el Lema 2.4.8, u0 ∈ Fix(fn0). Si conside-
ramos ahora la fución continua fn0 entonces del mismo modo, podemos probar
que existe un entero n1 ∈ N con n1 > 1 y un punto fijo u1 de fn0n1 en el ar-
co (u0, x) tal que [a, x] ∩ [a, fn0n1(x)] = [a, u1]. Por inducción, encontrammos
una sucesión de enteros (ni)i∈Z+

y una sucesión de puntos (ui)i∈Z+
en D tales

que para cada i ∈ Z+, tenemos que ni > 1, ui ∈ Fix(fNi), ui+1 ∈ (ui, x), y
[a, x] ∩ [a, fNi(x)] = [a, ui], donde Ni =

∏i
j=0 nj . Entonces ui ∈ Per(f) para

todo i ∈ N. Ahora como ĺımi→+∞ fNi(x) = u∞, tenemos u∞ ∈ Per(f). Como
f(Per(f)) = Per(f), entonces ωf(x) = ω(u∞) ⊆ Per(f).

Teorema 2.4.10. Sean X una dendrita y f : X → X una función continua
monótona. Si Per(2f) es denso en 2X , entonces Per(f) es denso en X.

Demostración. Como Per(2f) es denso en X, entonces R(2f) es denso en 2X . Sea
V un subconjunto abierto no vacío de X y tomemos U un subconjunto abierto
no vacío de X tal que U ⊆ V. Claramente 〈U〉 es un abierto en 2X . Sea F ∈
R(2f) ∩ 〈U〉, entonces para una cantidad infinita de n ∈ N, fn(F ) ∈ 〈U〉 así
fn(F ) ⊆ U. Entonces para cualquier x ∈ F, fn(x) ∈ U para una cantidad infinita
de n ∈ N, se sigue que ωf(x) ∩ U 6= ∅. Así, Λ(f) ∩ U 6= ∅. Luego por el Teorema

2.4.9, Per(f) ∩ V 6= ∅, por lo tanto Per(f) ∩ V 6= ∅.

Observación 2.4.11. Recientemente demostramos el Teorema 2.1.6 que si Per(2f )
es denso en 2X entonces Per(f) es denso en X para la clase de continuos llama-
dos casienrejados (que contiene en particular las dendritas con el conjunto de los
puntos finales cerrado. Por el Teorema 2.4.10, esto también se aplica para cada
función continua monótono en cualquier dendrita.)
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Capítulo 3

Dos clases de continuos

indescomponibles

Hasta el momento tenemos que para cualquier función continua f : X → X la
densidad de los puntos periódicos de la función inducida 2f : 2X → 2X implica
la densidad de los puntos periódicos de la función base f siempre y cuando X
sea un continuo casienrejado; en particular dendritas con el conjunto de puntos
finales cerrado, árboles o gráficas. Además, si la función base f es monótona
y X es cualquier dendrita, nuestra afirmación es verdadera. En este capítulo
construiremos familias de continuos y homeomorfismos donde la densidad de los
puntos periódicos de la función inducida no implica la densidad de los puntos
periódicos de la función base, con lo que tenemos ejemplos que no satisfacen el
reciproco del Teorema 1.3.4.

Formalmente, construiremos dos familias: una de continuos tipo Knaster; este
es, encadenable e indescomponible, y otra donde mostraremos que para cualquier
solenoide, podemos construir un homeomorfismo con esta propiedad.

3.1. Una familia de continuos de Knaster

En esta sección presentamos una familia de continuos indescomponibles, tipo
arco y hereditariamente unicoherentes; conocidos como Continuos tipo Knaster.
Dado M una sucesión de números naturales mayores o iguales a 2, definimos KM

como el límite inverso de arcos con funciones de ligadura abiertas, asociadas a la
sucesión M , que no son homeomorfismos.

Para cierta sucesión M , construimos un homeomorfismo G : KM → KM con
la propiedad que el conjunto de los puntos periódicos de la función inducida,
Per(2G) es denso en 2KM , mientras que el conjunto Per(G) tiene un único punto
periódico.
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Para cada entero positivo n ∈ N, sean r ∈ {0, . . . , n − 1} y gn : [0, 1] → [0, 1]
la función definida por

gn(x) =

{

nx− r, si r es par y x ∈ [ r
n
, r+1

n
] ⊆ [0, 1];

−nx+ r + 1, si r es impar y x ∈ [ r
n
, r+1

n
] ⊆ [0, 1].

La Figura 15 representa las gráficas de g1, g2 y g3, respectivamente. Nótese
que para cualquier par de enteros positivos n y m, gn ◦ gm = gm ◦ gn = gnm, ver
detalles en [6].

g1 g2 g3

Figura 15: Las funciones g1, g2 y g3 respectivamente.

Como mencionamos en la introducción, dada una sucesión de enteros positivos
mayores o iguales a dos M , definiremos un continuo de Knaster KM , de la siguiente
forma: si M = {ni ∈ N : i ∈ N}, donde ni ≥ 2 para cada i ∈ N. Definimos
KM = ĺım←−{[0, 1]; gni

; i ∈ N}; i.e.,

KM = {(xi)i∈N ∈ [0, 1]N : xi = gni
(xi+1), para todo i ∈ N}.

En particular, si M es una sucesión constante n, escribiremos KM como Kn.
En este caso

Kn := {(xi)i∈N ∈ [0, 1]N : xi = gn(xi+1), para todo i ∈ N}.

Como KM ⊆ [0, 1]N, recordemos que la métrica en KM , para cada x, y ∈ KM ,
esta dada por la fórmula

d(x, y) = d((xi)i∈N, (yi)i∈N) =
∞∑

i=1

‖xi − yi‖

2i
.

Sea n ∈ N\{1}. Para cada m ∈ N, como gn◦gm = gm◦gn, por el Teorema 1.2.6,
podemos inducir una función continua Gm : Kn → Kn, para cada (xi)i∈N ∈ Kn,
definida por

Gm(xi)i∈N = (gm(xi))i∈N.
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Note que KM es un continuo tipo arco (ver [27]). Dado que para cada n ≥ 2,
gn y g2 conmuta, g2 induce una función de KM en si mismo G2 : KM → KM , dada
por G2(x1, x2, . . .) = (g2(x1), g2(x2), . . .).

Para cada i ∈ N, πi : KM → [0, 1] denota la proyección correspondiente. Note
que para cada i ∈ N el siguiente diagrama conmuta (ver Figura 16); es decir,
πi ◦Gm = Gm ◦ πi.

KM KM

[0, 1] [0, 1]

πi πi

Gm

gm

Figura 16: Diagrama conmutativo.

Además, nótese que para cada l ∈ N, tenemos que

πi ◦G
l
2 = gl2 ◦ πi.

Como gnk
: [0, 1] → [0, 1] es una función abierta, para cualquier nk ∈ M,

tenemos por Teorema 1.2.5que las proyecciones πi son abiertas, para cada i ∈ N.
En lo que sigue de esta sección probaremos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.1. Dado M = {2, 4, 6, . . .}, la función G2 : KM → KM definida por
G2((xi)i∈N) = (g2(xi))i∈N es tal que:

1. G2 es un homeomorfismo.

2. Per(G2) = {(0, 0, . . .)}.

3. Per(2G2) es denso en 2KM .

Demostración. Del Teorema 1.2.7 tenemos que G2 : KM → KM es una función
continua y sobreyectiva. Además, como g2 es abierta, G2 es abierta. Así, por [39,
Teorema 7.9], solo faltaría mostrar que G2 : KM → KM es inyectiva para concluir
que G2 es un homeomorfismo.

Sean x, y ∈ KM , tales que G2(x) = G2(y). Denotemos x = (xi)i∈N, e y =
(yi)i∈N. Así, g2(xi) = g2(yi), para todo i ∈ N. Supongamos que x 6= y; es decir,
existe i0 ∈ N, xi0 6= yi0 . Obsérvese que como x, y ∈ KM , tenemos que xi 6= yi,
para cada i ≥ i0. Además, como g2(xi) = g2(yi), tenemos que xi e yi son puntos
simétricos respecto a 1

2
, para todo i ≥ i0; esto es xi = 1− yi para todo i ≥ i0 (ver

Figura 17).

49



yixi

f(yi) b bb

b b

Figura 17: Puntos simétricos respecto al punto 1
2
.

Sea y ∈ [0, 1]. Usando un argumento similar, no es difícil ver que g−1
2j (y) es

un conjunto simétrico con respecto a 1
2
; esto es, si x ∈ g−1

2j (y), entonces 1 − x ∈

g−1
2j (y). Como xi0+1 ∈ g−1

2i0
(xi0), yi0+1 ∈ g−1

2i0
(yi0) y g−1

2i0
(xi0) ∩ g−1

2i0
(xi0) = ∅, no es

posible que xi0+1 = 1−yi0+1. Contradicción. De lo anterior (xi)i∈N = (yi)i∈N. Así,
G2 : KM → KM es inyectiva. Por tanto, G2 es un homeomorfismo y concluimos la
prueba de 1.

Ahora probemos que Per(G2) = {(0, 0, . . .)}. Sea (xi)i∈N ∈ Per(G2). Suponga-
mos que k es el periodo de (xi)i∈N bajo G2 es decir,

Gk
2((xi)i∈N) = (gk2(x1), g

k
2(x2), . . .) = (x1, x2, . . .) = (xi)i∈N.

De lo anterior, xi ∈ Per(g2) y el periodo de xi bajo g2 es menor o igual a k.

Sea Ak = {t ∈ [0, 1] | gk2(t) = t}. Por la definición de g2 tenemos que Ak es
un conjunto finito y Ak ⊆ Q ∩ [0, 1]. Así, existe r ∈ N tal que Ak ⊆ {0,

1
r
, . . . , 1}.

Luego existe ri ≤ r tal que xi =
ri
r
, para todo i ∈ N. Luego,

xr = g2r(xr+1) = g2r(
ri
r
) = 0.

De la definición de KM , xi = 0 para cada i ≤ r. Además, para cualquier l ∈ N,
tenemos que

xlr = g2lr(xlr+1) = g2lr

(s

r

)

= 0.

Por lo tanto xi = 0 para cada i ∈ N y completamos 2.

Por último probemos que Per(2G2) es denso en 2KM . Sean k ∈ N y Uk un
abierto diferente de vacío de [0, 1]. Veremos que Per(2G2) ∩ π−1

k (Uk) 6= ∅. Como
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Per(g2) es denso en [0, 1], podemos tomar y ∈ Uk, tal que gn2 (y) = y para algún
n ∈ N. Sea

A = π−1
k (y) = {(xi)i∈N ∈ KM | xk = y}.

Probemos que Gn
2 (A) = A. Nótese que si (xi)i∈N ∈ A, entonces Gn

2 ((xi)i∈N) =
(gn2 (xi))i∈N, donde gn2 (xk) = gn2 (y) = y; así, Gn

2 ((xi)i∈N) ∈ A y A ⊆ G2(A).
Por otra parte, dado (xi)i∈N ∈ A, encontremos un (yi)i∈N ∈ A tal que Gn

2 ((yi)i∈N) =
(xi)i∈N. Como yk = y, definimos cada yi, i ≤ k, de una única manera de acuer-
do con la definición de KM . Para completar la definición de (yi)i∈N usaremos el
diagrama conmutativo dado en la Figura 18:

KM

[0, 1] [0, 1]

[0, 1] [0, 1]

πk πk+1

gk2 gk2

g2k

g2k

Figura 18: Diagrama conmutativo

Definamos una sucesión de conjuntos compactos B1, B2, B3, . . . en KM de la
siguiente manera:

B1 = π−1
k (y), B2 = π−1

k+1((g
n
2 )

−1(xk+1)), B3 = π−1
k+2((g

n
2 )

−1(xk+2)) . . .

es decir, Bi = π−1
k+i−1((g

n
2 )

−1(xk+i−1)) para cada i ∈ N. Nótese que Bi+1 ⊇ Bi, para
todo i ∈ N. Entonces

⋂

i∈N Bi 6= ∅. Basta tomar (yi)i∈N ∈
⋂

i∈N Bi y claramente,
Gn

2 ((yi)i∈N) = (xi)i∈N; es decir, A ⊆ Gn
2 (A). De lo anterior, A es un compacto

contenido en π−1
k (Uk) tal que Gk

2(A) = A. Así, Per(2G2) es denso en 2KM , por el
Teorema 1.3.3.

Observe que si hacemos una procedimiento similar al anterior se puede demos-
trar el siguiente teorema:

Teorema 3.1.2. Dado m ∈ N y M = {m, 2m, 3m, . . .}, la función Gm : KM →
KM definida por Gm((xi)i∈N) = (gm(xi))i∈N es tal que:

1. Gm es un homeomorfismo.

2. Per(Gm) = {(0, 0, . . .)}.

3. Per(2Gm) es denso en 2KM .
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A continuación presentamos una pregunta que aún permanece abierta, plan-
teada por el profesor Héctor Méndez Lango en [25].

Pregunta 3.1.3. Sea X un continuo encadenable hereditariamente descompo-
nible. ¿Para toda función f : X → X la densidad del conjunto Per(2f) en 2X

implica la densidad de Per(f) en X?

3.2. Solenoides

En esta sección probaremos que para cualquier solenoide es posible definir un
homeomorfismo sin puntos periódicos, tal que la función inducida tiene como
subconjunto denso a la familia de sus puntos periódicos.

Definición 3.2.1. Sea P = {pn | n ∈ N} tal que pn es un número primo, para
todo n ∈ N. El solenoide P-adico, denotado por ΣP , esta definido por,

ΣP = ĺım←−{S
1; fn+1

n }∞n=1,

donde fn+1
n : S1 → S1 esta dado por fn+1

n (z) = zpn , para cada n ∈ N.

Los homeomorfismos que describimos a continuación los tomamos de [20, pág.
5]. Para cada solenoide ΣP , donde P = {pn : n ∈ N} es la sucesión de números
primos, definimos la familia de rotaciones {hn : S

1 → S1 | n ∈ N} inductivamente
por:

1. h1(z) = z, para cada z ∈ S1;

2. hn(z) = ze2πi(1/(p1 ...pn−1)), para cada z ∈ S1 y n ≥ 2.

Si z = eαi ∈ S1, note que:

(hn ◦ f
n+1
n )(z) = hn(z

pn) = hn(e
αpni) = ei(αpn+2π/(p1...pn−1)) =

= epni(α+2π/(p1...pn)) = (ei(α+2π/(p1...pn)))pn =

= (hn+1(z))
pn = (hn+1 ◦ f

n+1
n )(z), para cada n ≥ 1.

Así, por [21, Teorema 2.1.31], la sucesión (hn)
∞
n=1 induce una función continua

h : ΣP → ΣP definida por h((zn)
∞
n=1) = (hn(zn))

∞
n=1. Como, para cada n ∈ N, hn

es un homeomorfismo, tenemos que h es un homeomorfismo, por [21, Teorema
2.1.32].

Teorema 3.2.2. Sean ΣP un solenoide y h : ΣP → ΣP el homeomorfismo definido
anteriormente. Entonces, Per(2h) es denso en 2ΣP y Per(h) = ∅.
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Demostración. Veamos que Per(h) = ∅. Sean w ∈ ΣP y m ≥ 1. Es claro que
hm(w) = (hm

k (wk))
∞
k=1, donde w = (wk)

∞
k=1. Sea k0 > 0 tal que p1...pk0−1 > m.

Por lo tanto,

hm
k0
(wk0) = wk0e

2πmi(1/(p1...pk−1)) 6= wk0.

Así, hm(w) 6= w, para cualquier w ∈ ΣP y m ≥ 1. Por lo tanto, Per(h) = ∅.

Veamos que Per(2h) = 2ΣP . Sea U un subconjunto abierto no vacio de ΣP .
Note que, por la Proposición 1.2.4, existen m ≥ 1 y un subconjunto abierto Um

de S1 tal que π−1
m (Um) ⊂ U . Sea wm ∈ Um. Como

hm(wm) = wme
2πi(1/(p1...pm−1)),

entonces

hp1....pm−1

m (wm) = wm.

Sea A = π−1
m (wm). Es claro que A ⊆ π−1

m (Um) ⊆ U . Finalmente mostre-
mos que hr(A) = A, donde r = p1...pm−1. Sea (zn)n∈N ∈ A; es decir, zm =
wm. Así, hr((zn)n∈N) = (hr

n(zn))n∈N. Como hr
m(wm) = wm, (hr

n(zn))n∈N ∈ A y
hr(A) ⊆ A. Recíprocamente, si (zn)n∈N ∈ A, existe un único (xn)n∈N ∈ ΣP tal
que hr((xn)n∈N) = (hr

n(xn))n∈N = (zn)n∈N. Como zm = wm y hr(wm) = wm,
xm = wm y (xn)n∈N ∈ A. Es decir, A ⊆ hr(A). Por tanto hr(A) = A. Así, por el
Teorema 1.3.3, Per(2h) es denso en 2ΣP .
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Conclusiones y preguntas

El presente trabajo tuvo como objetivo principal mostrar continuos X y funcio-
nes continuas f : X → X, donde la densidad de Per(2f) en el hiperespacio 2X ,
implicara o no la densidad de Per(f) en X, donde Per(f) denota el conjunto de
los puntos periódicos de la función f. Concluimos los sigueintes resultados:

† El Teorema 2.3.2, donde probamos que dado X un continuo y f : X → X
una función continua. Entonces, Per(2f) es denso en 2X si y solo si Per(22

f

)
es denso en 22

X

.

† El Teorema 2.3.9, donde probamos que dado X un espacio métrico com-
pacto y f : X → X una función continua tal que Cl2X (Per(2

f)) = 2X y
ClX(Per(f)) 6= X. Lo siguiente es válido:

i. Per(2Cylin(f)) es denso en 2Cylin(X) y Per(Cylin(f)) 6= Cylin(X).

ii. Per(2Cone(f)) es denso en 2Cone(X) y Per(Cone(f)) 6= Cone(X).

iii. Per(2Sus(f)) es denso en 2Sus(X) y Per(Sus(f)) 6= Sus(X).

En particular si X es el cono de Cantor Cone(C) y f es el odómetro O,
tenemos que los conjunto de los puntos periódicos de las siguientes fun-
ciones 2Cone(Sus(O)), 2Cylin(Cone(O)), 2Sus(Cylin(O)), etc. son densos en
los hiperespacios 2Cone(Sus(C)), 2Cylin(Cone(C)), y 2Sus(Cylin(C)), etc. respectiva-
mente, mientras que los conjunto de los puntos periódicos de las funciones
Cone(Sus(O)), Cylin(Cone(O)), Sus(Cylin(O)), etc. no son densos en los
continuos Cone(Sus(C)), Cylin(Cone(C)), y Sus(Cylin(C)), etc. respectiva-
mente.

† El Teorema 3.2.2, donde probamos que dado ΣP un solenoide, donde P =
{pn | n ∈ N} es una sucesión de números primos, existe un homeomorfismo
h : ΣP → ΣP tal que Per(2h) es denso en 2ΣP y Per(h) = ∅.

Terminamos nuestro trabajo con algunas preguntas que permanecen abiertas
y pueden dar origen a futuras investigaciones en el área de los sistemas dinámicos
discretos y las funciones inducidas entre hiperespacios de continuos.
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Definición 3.2.3. Sean X y Y espacios topológicos y f : X → Y una función
continua. Diremos que f es confluente si para cada continuo K ⊆ Y y cada
componente C de f−1(K), se tiene que f(C) = K.

Pregunta 1. Sean D una dendrita y f : D → D una función continua. ¿Qué
condiciones debe tener la función f para que siempre que Per(2f) = 2X , tenga-
mos que Per(f) = X?

En particular:

Pregunta 2. Sean D una dendrita y f : D → D una función abierta o confluen-
te. ¿Si Per(2f) = 2X entonces Per(f) = X?

La siguiente pregunta fue planteada por el profesor H. Méndez en [25].

Pregunta 3. Sea X un continuo encadenable hereditariamente descomponible.
¿Para toda función f : X → X se tiene que la densidad del conjunto Per(2f) en
2X implica la densidad de Per(f) en X?
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