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RESUMEN

TITULO: FORMAS DE RAZONAMIENTO COVARIACIONAL INFORMAL
ALREDEDOR DE LA RECTA DE MEJOR AJUSTE EN UN AMBIENTE
COMPUTACIONAL EN ESTUDIANTES DE OCTAVO GRADO.

AUTOR: ANA PATRICIA GARCIA AMADO™

PALABRAS CLAVES: RAZONAMIENTO COVARIACIONAL INFORMAL, RECTA DE
MEJOR AJUSTE, TRAYECTORIAS HIPOTETICAS DE APRENDIZAJE.

DESCRIPCION:

En investigaciones acerca del razonamiento de los estudiantes surge la necesidad de explorar
y aprovechar sus conocimientos previos, ya sean formales o informales, asi como sus
creencias, experiencias, intuiciones e inclusive errores para disefiar el camino que, teniéndolos
en cuenta, los conduzca hacia la comprensién de conceptos matematicos. Por otra parte,
recientemente existe una tendencia en la investigacion estadistica que se caracteriza por el uso
de programas computacionales como una respuesta a la necesidad de generar diversas
muestras, u obtener diferentes tipos de representacion, que permitan a los estudiantes una
mejor comprension de los fendmenos estocasticos.

En este documento presentamos los resultados de una investigacion que tuvo como objetivo
analizar las formas de razonamiento covariacional informal de estudiantes de octavo grado,
alrededor de la recta de mejor ajuste a partir del disefio, implementacion y analisis de una
serie de actividades. Como parte de los resultados se sugiere una Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje (THA) (Simon, 1995) basada en actividades computacionales y que va desde un
analisis univariado con la media hasta un andlisis bivariado con la ubicacion de la recta de
mejor ajuste.

En esta investigacion se ratifican algunos de los resultados descritos en los antecedentes, pero
también se evidencia cierto control sobre concepciones y estrategias erroneas ya reportadas en
cuanto a la ubicacion de la recta de mejor ajuste, lo anterior debido a ideas desarrolladas en la
parte univariada que permitieron una extension al caso bivariado.

Finalmente, la THA propuesta, alrededor de la recta de mejor ajuste, con un enfoque informal,
es solo una de las muchas que se podrian dar en una clase normal. Por el momento, esta THA
provee a los profesores en ejercicio de actividades para que lleven a sus estudiantes a un
primer acercamiento previo al futuro abordaje formal de la recta de mejor ajuste.

* Trabajo de grado
** Facultad de Ciencias Basicas y Humanas. Escuela de Matematicas. Director: Gabriel Yafez Canal, Doctor
en Ciencias de Especialidad en Matematicas.
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ABSTRACT

TITLE: FORMS OF INFORMAL COVARIATION REASONING AROUND THE LINE
OF BEST FIT IN A COMPUTATIONAL ENVIRONMENT FOR STUDENTS FROM
EIGHT GRADE.*

AUTHOR: ANA PATRICIA GARCIA AMADO™

KEYWORDS: INFORMAL COVARIATIONAL REASONING, LINE OF BEST FIT,
HYPOTHETICAL LEARNING TRAJECTORIES.

DESCRIPTION:

In research about the students' reasoning, there is a need to explore and take advantage of their
previous knowledge, whether formal or informal, as well as their beliefs, experiences,
intuitions and even their errors to design the path that, keeping them into consideration, leads
them towards understanding of mathematical concepts. On the other hand, recently there is a
trend in the statistical research that is characterized by the use of computer programs as a
response to the need to generate various samples, or obtain different types of representation,
which allow students a better understanding of the stochastic phenomena.

In this document we present the results of a research that aimed to analyze the forms of
informal covariational reasoning from students of eight grade, around the line of best fit from
the design, implementation and analysis of a series of activities. As part of the results a
Hypothetical Learning Trajectory (HLT) is suggested (Simon, 1995) based on computational
activities and that goes from a univariate analysis with the mean, to a bivariate analysis with
the location of the line of best fit.

This research confirms some of the results described in the background, but also shows some
control over conceptions and erroneous strategies already reported regarding the location of
the line of best fit, the previous due to ideas developed in the univariate part that they allowed
an extension to the bivariate case.

Finally, the proposed HLT, around the line of best fit, with an informal approach, is just one
of many that it could be given in a normal class. At the moment, this HLT provides teachers
in practice with activities to take their students to a first approach prior to the future formal
approach of the line of best fit.

* Degree work
** Faculty of Basic and Human Sciences. School of Mathematics Director: Gabriel Yafiez Canal, PhD in
Mathematics Specialty Sciences.
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Introduccion
Es inevitable la inmersion de la estadistica en nuestro diario vivir, tanto en la vida profesional
como personal, debido a las situaciones de incertidumbre que enfrentamos dia a dia.
Encontrar una manera de controlar estas situaciones ha sido un tema de gran interés desde
tiempos remotos. Para mencionar un ejemplo de ello, extraido del MEN (2004), podriamos
hablar de la civilizacion egipcia. En ese momento, la situacion de incertidumbre era saber
cuéndo el rio Nilo creceria e inundaria sus cosechas. Para hacerle frente a esta situacion, los
egipcios observaron los cambios de posicién de una estrella, Ilamada Sirio, en relacion al Sol,
cuéndo salia y cuadndo se ocultaba; y estimaron asi, de manera empirica la duracién de un afo.

De igual manera, elaboraron un calendario que les permiti6 controlar este tipo de situaciones.

Estas situaciones de incertidumbre se deben a que nada permanece igual, todo cambia,
vivimos rodeados de fendmenos cambiantes y en su prediccion y control juegan un papel

importante la union de las matematicas con la estadistica.

Lo anterior nos lleva a cuestionarnos sobre las destrezas y conocimientos estadisticos que
debe tener un individuo para enfrentar situaciones de incertidumbre, asi como para desarrollar
un pensamiento interpretativo y critico sobre la informacién que le proporcionan los medios.
De igual manera surgen cuestiones sobre como lograr que la comprensién de conceptos
estadisticos, tan sofisticadamente presentados hoy en dia, sea factible y atil para los
estudiantes desde sus primeros grados escolares. ¢Acaso todo debe reducirse a un banal
recetario de formulas? Organismos nacionales como el Ministerio de Educacion Nacional
(MEN), e internacionales como el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, por
sus siglas en inglés) y el Proyecto Guidelines for Assessment and Instruction in Statistics

Education (GAISE) dan orientaciones respecto a las cuestiones anteriores.
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En cuanto a la formalizacion de objetos estadisticos sefialan que:

...hoy dia ya no es tan importante para los estudiantes el recuerdo de las formulas y la
habilidad para calcular sus valores, como si lo es el desarrollo del pensamiento aleatorio...
con el fin de intentar predecir dentro de ciertos rangos el curso de los acontecimientos
respectivos y de tomar decisiones lo mas razonables posibles ante la imposibilidad de saber

con certeza lo que va a pasar (MEN, 2004, pp. 65 - 66).

Por otra parte, entre los procesos generales presentes en la actividad matematica que
contemplan los Lineamientos Curriculares de Matematicas se encuentra el de razonar qué
subyace a la memorizacion de reglas y formulas al darles sentido y légica a su aplicacion.
Dentro de las actividades que permiten el desarrollo de un razonamiento critico se encuentran:
predecir, conjeturar, justificar o refutar conjeturas, explicar coherentemente, responder con

argumentos y razones (MEN, 2004).

Desde una perspectiva internacional, los Principios y Estandares para la Educacion
Matematica (NTCM, 2000), en cuanto al Analisis de Datos y Probabilidad, hacen énfasis en
que “los estudiantes necesitan saber hacer analisis de datos y otros aspectos relativos a la
probabilidad para poder razonar estadisticamente” (NCTM, 2000, p.51). Para ello, necesitan

capacitarse en:

e Formular preguntas que los conduzcan a recoger datos, organizarlos, representarlos. Ya a
partir del nivel medio, los estudiantes deberian trabajar con datos generados por simulaciones

o extraidos de otras fuentes.



25

¢ Analizar datos con métodos estadisticos apropiados. En cuanto a los datos bivariantes, a

partir de los niveles medios los estudiantes deberian investigar asociaciones y tendencias.

eHacer inferencias y predicciones basandose en los datos. Los estudiantes deberian
desprenderse de sus juicios y creencias y observar lo que informan los datos, al igual que
deberia surgirles la necesidad de modelar situaciones reales y hacer simulaciones para obtener

un conjunto mayor de datos que resultaria costoso hacerlo en la vida real.

e Manejar conceptos basicos de probabilidad y comprenderlos. En cuanto a la simulacion, a
partir de los niveles medios, los estudiantes deberian hacer simulaciones que les permitan
cuantificar la probabilidad de ocurrencia de un evento, pasar de las simulaciones fisicas a las

computacionales.

Como complemento a lo propuesto por el NCTM (2000) respecto al estandar Analisis de
datos y Probabilidad, nace el proyecto GAISE elaborado por Franklin et al (2007). Este
proyecto proporciona un marco para la educacién estadistica el cual utiliza tres niveles de

desarrollo de la alfabetizacion estadistica: A, By C. Sefialan, para cada nivel, que:

eNivel A: Los estudiantes deberian ser capaces de observar una posible asociacién entre
dos variables, una numérica y una categorica, por ejemplo, al observar un diagrama de puntos.
O la de dos variables numéricas, en un diagrama de dispersion para buscar tendencias y

patrones. O también observar el cambio de una variable numérica con el tiempo.

eNivel B: Para este nivel los estudiantes deberian usar representaciones mas sofisticadas
que impliquen la relacion entre dos variables numeéricas, asi como la intensidad de la

asociacion entre dos variables, posteriormente la cuantificacién de las tendencias y patrones
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observados en el nivel y hasta modelos sencillos que den cuenta de la relacion entre dos

variables, por ejemplo una linea recta.

eNivel C: Los estudiantes deberian reconocer cudndo la relacion entre dos variables
numéricas es lineal, comprender que el coeficiente de correlacion de Pearson mide la fuerza
de la relacion lineal entre dos variables numéricas. También deberian contemplar que la
asociacion a veces se debe simplemente al azar. Deberian interpretar resimenes estadisticos,
como el coeficiente de correlacion asociados a los datos y en el contexto de los mismos

(Franklin et al, 2007).

Lo anterior justifica en parte las investigaciones que se han realizado alrededor de la

ensefianza y el aprendizaje de la asociacion estadistica.

Recientemente, algunas investigaciones se han encaminado hacia la exploracion del
razonamiento informal de los estudiantes antes de la presentacion formal de los conceptos
estadisticos. Con base en los resultados de estas investigaciones planteamos nuestro problema

de investigacion que se describe a continuacion:

Problema de investigacion y justificacion

La necesidad por buscar explicaciones de lo que pasa a nuestro alrededor nos lleva a
relacionar unos eventos con otros. Sin embargo algunas explicaciones podrian ser equivocas
debido a interpretaciones incorrectas o ideas falsas alrededor de la asociacion estadistica en

general, inclusive entre aquellos que estan muy familiarizados con el tema (Borovcnik, 2012).

Borovcnik (2012) seiiala que, para aquellos que buscan interrelacionar variables, es

importante comprender, dar uso, evaluar e interpretar resultados de asociacion estadistica.
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Sefiala, ademas, que no es sencillo hacerlo ya que detras de conceptos como los de
covariacion y regresion se esconden algunos errores y trampas que impiden una interpretacion
acertada. Respecto a la justificacion matematica, dice que su comprension debe ir mas alla del
hecho de aplicar o explicar un algoritmo matemaético y que ésta comprension debe reflejarse

en el contexto al que pertenecen los datos.

Estepa, Gea, Cafiadas y Contreras (2012, p. 1) también hacen énfasis en que "entre las
nociones estadisticas fundamentales, cuya ensefianza debe optimizarse, se encuentran las de
correlacion y regresion™ ya que "conocer si los sucesos se relacionan y, con qué intensidad lo
hacen, facilita a las personas explicar el pasado, controlar el presente y predecir el futuro”

(Estepa et al., 2012, p. 1. Tomado de Crocker, 1981, p.272).

La investigacion que aqui se desarrolla tiene como tema de interés el Razonamiento
Covariacional Informal, en particular sobre la recta de mejor ajuste, ya que "explicar,
controlar y predecir los sucesos que se presentan en nuestro dia a dia, depende de habilidades
para detectar covariaciones” (Gea, 2012, p.17. Tomado de Alloy y Tabachnik, 1984) que
incluye encontrar tendencias o patrones, asi como el modelo de ese patron, por ejemplo la

recta de mejor ajuste.

Por otra parte, recientemente existe una tendencia en la investigacion estadistica que se
caracteriza por el uso de programas computacionales como una respuesta a la necesidad de
generar diversas muestras que permitan a los estudiantes una mejor comprension de los

fendmenos estocasticos.

Dada la dificultad de las estrategias formales en la ensefianza de la estadistica, en los afios

recientes se ha venido investigando alrededor del razonamiento informal que utilizan los
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estudiantes, con el &nimo de impulsar su desarrollo asumiendo que es el paso previo para la

comprension posterior de los modelos formales.

De manera que esta investigacion buscé responder las siguientes preguntas:

¢ Cuadles son las formas de razonamiento covariacional informal de los estudiantes
alrededor de la recta de mejor ajuste como producto de una secuencia de actividades en un

ambiente computacional?

« ; Como evoluciona el razonamiento informal de los estudiantes, alrededor de la recta de

mejor ajuste, a lo largo de la implementacién y discusion de las actividades?

« ., Cudl podria constituir una THA para la ensefianza informal de la Recta de mejor

ajuste?

Adoptamos por razonamiento covariacional el asociado a la relacion entre dos variables
continuas y que, ademés del coeficiente de correlacion de Pearson, se expresa a través
modelos de regresion. En particular, la investigacion hard énfasis en el analisis de los

diagramas de dispersién y la recta de mejor ajuste.

En sintesis, en este trabajo nos propusimos investigar acerca del desarrollo del
razonamiento covariacional informal en estudiantes de octavo grado cuando se enfrentan a
tareas soportadas en programas computacionales. Para el desarrollo de esas tareas, los
estudiantes disponian solo del conocimiento informal y del razonamiento informal que de
alguna manera habian adquirido en experiencias previas dentro y fuera del aula de clase. Lo
anterior porque hemos conjeturado que es posible, favorable y recomendable acercarse de

manera informal a conceptos estadisticos como la regresion, antes de una presentacion formal
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que poco sentido tiene para el estudiante. Ademas, como sefiala Casey (2015), “el aprendizaje
informal de la regresion, sienta las bases para futuros estudiantes sobre el estudio de regresion
formal (por ejemplo, la recta de regresion de minimos cuadrados)” (p.2). Por otro lado, un
aprovechamiento de programas computacionales, como Fathom o Geogebra, constituye una

herramienta potente para ese primer acercamiento al que nos referimos.

Consideramos que los resultados de esta investigacion redundan no solamente en mayor
conocimiento de una ensefianza basada en actividades computacionales, sino que provee a los

profesores en ejercicio de actividades debidamente elaboradas para su ejercicio profesional.

La presentacion de este documento se ha organizado en cinco apartados que se describen

brevemente a continuacion:

1. Antecedentes. Debido a que existe una vasta gama de investigaciones enfocadas
hacia el razonamiento covariacional, en esta seccion se muestra una sintesis de la revision
bibliografica realizada. Esta sintesis a su vez esta sujeta a las diferentes disciplinas desde
donde se ha estudiado el razonamiento covariacional: sicologia, matematicas, educacion

matematica y educacion estadistica y formacion de profesores.

2. Referentes conceptuales. Como se menciono anteriormente, hay una tendencia en
la investigacion en educacion estadistica hacia el estudio del razonamiento informal y hacia el
uso de la simulacién computacional como apoyo para la ensefianza y el aprendizaje de temas
estadisticos, razon por la cual, en esta seccion se caracterizan estos conceptos,
especificamente, lo que se entiende en esta investigacion por razonamiento covariacional
informal. También se expone lo que se entiende en esta investigacion por Recta informal de

mejor ajuste.
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3. Metodologia. Esta seccién se divide a su vez en cuatro apartados: i) Marco
metodolodgico, basado en elementos del ciclo de ensefianza de las matematicas que propone
Simon (1995), principalmente en una parte de este ciclo que corresponde a las Trayectorias
Hipotéticas de Aprendizaje (THA); ii) Descripcion de la Poblacion y muestra en donde se
llevd a cabo la investigacion; iii) Descripcion de las Herramientas computacionales y; iv)

Descripcion de las Fases de la investigacion.

4. Analisis de resultados. En esa seccidn se describen las actividades y pruebas, y el
andlisis detallado de las mismas. Estos analisis incluyen transcripciones del material (hojas de
trabajo, videograbaciones, entrevistas, videos de pantalla) recolectado durante Ia
implementacién, desarrollo y discusion de las actividades, y que ademas consideramos claves

ya que evidencian algunas formas y/o cambios de razonamientos en los estudiantes.

5. Conclusiones. Para finalizar, exponemos en esta Gltima seccién las conclusiones
generadas de los andlisis de resultados. Esta seccion se divide a su vez en dos apartados: i)
Una THA del concepto de Recta de mejor ajuste y ii) Formas de razonamiento informal
alrededor de la recta de mejor ajuste en estudiantes de octavo grado al finalizar la
implementacién de la THA. También incluimos en esta seccion algunas sugerencias para
posibles futuras investigaciones dirigidas en este mismo sentido, la ensefianza informal de la

recta de mejor ajuste.

1. Antecedentes

Aunque nuestro tema de interés es la recta de mejor ajuste, consideramos pertinente resaltar

algunas investigaciones que se han hecho alrededor de lo que podriamos llamar como un todo,
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asociacion estadistica o covariacion, que incluye diagramas de dispersion, correlacion y recta

de mejor ajuste.

Como sefalan Zieffler (2009) y Garfield y Ben-Zvi (2008) la covariacion ha sido un tema
de gran interés desde diferentes disciplinas como la psicologia, las matematicas, la estadistica,
la educacién matematica, la educacién estadistica, y en general, para aquellos que hacen
investigaciones empiricas para buscar establecer, justificar y describir relaciones entre dos o
més variables (Borovcnik, 2012). Como resultado de este tipo de investigaciones se han
identificado sesgos, concepciones, dificultades, errores e incluso trampas alrededor de la
covariacion (Borovcnik, 2012). Asi mismo, se han identificado formas de razonamiento

covariacional que, posteriormente, han generado instrumentos y trayectorias de aprendizaje.

Por lo anterior, esta seccion estara dividida en tres partes: i) Concepciones de los
estudiantes sobre la asociacién estadistica, en particular una subseccion para la recta de mejor
ajuste; ii) Razonamiento covariacional de los estudiantes y; iii) Disefios de instruccion para la

ensefianza y el aprendizaje de la covariacion.

1.1 Concepciones de los estudiantes sobre la asociacion estadistica

En cuanto a asociacion estadistica en general, Estepa y Batanero (1995) clasificaron las
concepciones previas que tienen los estudiantes en cuatro grupos: causalista, determinista,

unidireccional y localista.

e Causalista: Cuando se considera que existe dependencia entre las variables solo cuando

se identifica una relacion de tipo causal entre ellas.
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e Determinista: Cuando se espera una relacién de tipo funcional entre las variables, es
decir, para un valor de la variable independiente se espera un solo valor de la variable

dependiente.

e Unidireccional: Cuando se considera un solo sentido de asociacién entre las variables,
generalmente no se admite el de tipo dependencia inversa, inclusive llegandose a considerar

como independencia en esos casos.

e Localista: Cuando los juicios de asociacion se justifican en datos aislados.

Concepciones como las anteriores también se evidencian en estudiantes que ya han
estudiado el tema, en particular la correlacion. Sanchez, Estepa y Batanero (2000) realizan un
estudio experimental acerca de la estimacién de la correlacion a partir de diferentes
representaciones. Dentro de sus resultados esta que no todos los estudiantes actan de manera
similar frente a problemas relacionados con el concepto de correlacion, pero que muestran
una buena capacidad para estimar la correlacion y que ésta es mas precisa cuando se tiene un
diagrama de dispersion. Las mayores dificultades se presentan en la tarea de construir una
nube de puntos a partir de una descripcion verbal, asi como estimar el coeficiente a partir de
una tabla numérica. Por otra parte, hay mayor precision en la estimacion de la correlacion
cuando es mas intensa, aunque se evidencian problemas de comprension en el concepto de
correlacion asi como en el significado del coeficiente de correlacion. Respecto a esto ultimo,
el significado del coeficiente de correlacion, Truran (1995) muestra algunas interpretaciones

que los estudiantes hacen:

¢ Algunos manifestaron que el valor positivo en r significaba que un aumento de X

implicaba una caidaen Y.
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¢ Otros decian que r estabaentre O y 1.

e No existe un acuerdo entre los estudiantes sobre lo que se entiende por una asociacion

fuerte o significativa.

Por otro lado, la dependencia estadistica de dos variables no es tan familiar como si lo es la
dependencia funcional o determinista; inclusive entre los profesores, ya que muchos de ellos
tienen un pensamiento determinista sobre datos bivariados. De manera que, para una
comprension adecuada de la correlacion y la regresion se necesita una comprension no solo
acerca de las funciones sino también de la variacion (Engel y Sedlmeier, 2011). En ese
sentido, aunque algunas personas creen gque un coeficiente de correlacion de £ 1 supone una
relacion funcional entre dos variables X e Y, por otro lado consideran que solo hay una
dependencia determinista entre estas variables si el coeficiente de correlacion es diferente de
cero, cuando puede haber dependencia determinista en relaciones no lineales con un

coeficiente de correlacion igual a cero (Tomado de Estepa y Sanchez, 2001).

1.1.1 Concepciones de los estudiantes sobre la recta de mejor ajuste. Casey (2015)
investiga las concepciones que tienen los estudiantes sobre la recta de mejor ajuste antes de
una introduccién formal del concepto. El estudio, bajo un enfoque informal, se realizd con 33
estudiantes de octavo grado quienes tenian que resolver tareas en contextos familiares que
implicaban colocar la recta de mejor ajuste en un diagrama de dispersion, siempre explicando
el razonamiento que hacian. Investigaciones de este tipo son determinantes ya que informan a
los profesores de estadistica y a los escritores del plan de estudios sobre como los estudiantes
piensan de manera natural sobre temas especificos, como la recta de mejor ajuste, y de esta

forma anticiparse a las respuestas de los estudiantes, lo cual constituye un elemento clave en
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la préctica docente (Casey, 2015). Para el andlisis de datos usan el método de la teoria
fundamentada (Glaser y Strauss, 1967) y los resultados se sintetizan en cuatro aspectos, todos
respecto a la recta de mejor ajuste: i) Significados; ii) criterios y métodos para la posicion; iii)

precision en la posicion y; iv) la interpretacion.

Significados. Se identifican cuatro categorias: i) representacion donde se espera ver la
relacion entre las variables; ii) muestra la apariencia de los datos; iii) algo que se usa para

acercarse a predicciones y; iv) el promedio de los puntos.

Criterios y métodos para la posicion. Se identifican siete métodos, ordenados de mayor a
menor frecuencia: i) a través de tantos puntos como sea posible; ii) igual nimero de puntos a
ambos lados; iii) cerca de todos los puntos como sea posible; iv) reflejar la relacion que tienen
las variables con base al conocimiento del contexto; v) a mitad de camino entre los puntos
minimo y maximo; vi) a través de los puntos primero y Gltimo y; vii) comenzando desde el

primer punto y luego trazar maximizando el nimero de puntos.

Precision en la posicion. Existe una considerable variabilidad entre los estudiantes para
ubicar la recta. Algunos la ubican muy cerca y paralela a la recta de regresion. Otros utilizan
el criterio de que pase por la mayoria de puntos, inclusive un estudiante llama la atencién de
que la recta debe pasar por el origen. Algunos, reflejando un razonamiento univariado, trazan
rectas horizontales para dejar igual namero de puntos a cada lado, es decir buscando una
aplicacion para la media o mediana. En general, la precision va muy de la mano con los

criterios descritos anteriormente.

Interpretacion. Se evidencio que 25 de 33 estudiantes interpretaron ampliamente la recta

de mejor ajuste al presentar argumentos como “Muestra que cuanto mayor es la altura de la
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cual se deja caer la pelota, mas alto rebota” o “A medida que el precio subid se podia ver que
la cantidad de personas bajo”. Otras interpretaciones fueron como “no muestra nada” sobre la

relacion, y otras como una evidencia de una relacion causal.

1.2 Razonamiento Covariacional de los estudiantes

Un razonamiento covariacional implica la interpretacion y juicio de una relacion entre dos
variables y puede darse de tres maneras: i) Matemaética: a través de una funcién lineal; ii)
Estadistica: por medio de un diagrama de dispersién o iii) Cualitativa: predicciones causales

sobre eventos con base en asociaciones observadas Zieffler & Garfield (2009).

En un sentido matematico o funcional se destaca el trabajo de Carlson et al., (2002)
quienes entienden por comprension de la covariacion como “mantener en la mente, de
manera simultanea, una imagen sostenida de dos valores de cantidades (magnitudes)” y
agregan que “esta actividad mental involucra la coordinacion de las dos cantidades, es decir,
hacer seguimiento al valor de cada cantidad y darse cuenta de que la otra cantidad también
tiene un valor en cada instante”. Asi mismo, definen razonamiento covariacional “como las
actividades cognitivas implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se
atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra” (p.354) y
muestran que el desarrollo de este tipo de razonamiento es fundamental para la comprension

de algunos conceptos en el célculo, por ejemplo la derivada.

En un sentido estadistico o aleatorio, Moritz (2004) sefiala que

El razonamiento sobre la covariacion comprende los procesos de traduccion entre datos
numéricos crudos, representaciones graficas, y las declaraciones verbales sobre covariacion

estadistica y asociacion causal. Otros procesos pueden incluir el calculo y la interpretacion
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de las pruebas estadisticas de asociacion, el modelado matematico para ajustar los datos a
una ecuacion funcional especifica, y la traduccién desde y hacia las expresiones simbolicas

de funciones algebraicas (p.228).

Por lo que considera como habilidades de razonamiento covariacional las asociadas a: i)
Generar datos de forma especulativa, es decir, traducir de una representacion verbal a una
grafica; ii) Interpretar verbalmente un gréfico, es decir, traducir de una representacion gréafica
a una verbal e; iii) Interpretar numéricamente un grafico, esto es, leer valores e interpolar. En
ese sentido, realiza un estudio del razonamiento covariacional en estudiantes de dos escuelas
privadas en los grados tercero, quinto, séptimo y noveno. Este estudio tuvo como objetivo

explorar esas tres habilidades.

Entre los resultados se muestran las asociaciones entre las tres habilidades bajo estudio
concluyendo que la interpretacion numérica de un grafico esta altamente correlacionada con la
interpretacion verbal y con la generacion de datos de forma especulativa, mientras que la
correlacion entre la interpretacion verbal de un grafico con la generacion de datos de forma
especulativa es baja. Esta investigacién muestra que los estudiantes pueden llegar a diferentes
representaciones tanto graficas como verbales de la covarianza antes de su normalizacién

convencional; lo anterior a partir de contextos familiarizados.

Por otro lado, cuestiones pertinentes que abordan Zieffler y Garfield (2009) tienen que ver
con la naturaleza, o el patrén de cambio, en el desarrollo del razonamiento covariacional de
los estudiantes a lo largo de un curso; también sobre si la secuencia de conocimientos
alrededor de datos bivariados se asocia al patron de cambio en el razonamiento o si los

cambios en el razonamiento en conceptos fundamentales, como en la distribucion de una
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variable, se asocia con las diferencias en el patron de cambio del razonamiento covariacional.
Como respuesta a estas cuestiones, evidencian que los estudiantes tienen cierta capacidad de
razonamiento covariacional antes de cualquier ensefianza formal sobre datos bivariados. Asi
mismo, concluyen que el desarrollo del razonamiento distributivo univariante fue mayor al del
covariacional, mostrando asi la dificultad que tienen los estudiantes para razonar sobre datos
bivariados, aunque existe una relacién positiva entre el razonamiento distributivo y el
covariacional, de manera que si los estudiantes muestran mayores cambios en su
razonamiento distributivo univariado tenderan a tener mayores cambios en su razonamiento
sobre datos bivariados; asi que vale la pena invertir suficiente tiempo y atencion para
potenciar el razonamiento de los estudiantes sobre la distribucion de una variable. En cuanto a
la secuenciacion de conocimientos, no se vio una influencia sobre estos tipos de

razonamiento.

1.3 Disefios de instruccion para la ensefianza y el aprendizaje de la covariacion

Lavalle, Micheli y Rubio (2006), hacen énfasis en que el conocimiento y la identificacion de
los errores y dificultades tanto en la ensefianza como en el aprendizaje, asi como el analisis de
contenido antes de abordar un tema especifico, permite el disefio de actividades didacticas
para superar o prevenir esas dificultades. En ese sentido describen los conocimientos previos

que se deben tener antes de abordar la correlacion y la regresion:

e Conocimientos matematicos: Puntos en el plano, variable, funcion, funcién lineal,
ecuacién de la recta, pendiente, ordenada al origen, representacion grafica de la recta,

ecuacion de la recta que pasa por un punto con pendiente conocida.

¢ Conocimientos estadisticos: Datos bivariados, media, desviacion estandar y variabilidad.
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De igual manera, para favorecer la comprension de la correlacion y regresion lineal en un
andlisis de contenido consideran tratar los siguientes conceptos: variable, datos, gréfico de
dispersion, recta de regresion, estimacion de valores de la variable respuesta y coeficiente de
correlacion lineal. A lo anterior se suma Gea (2013) quien sugiere hacer una presentacion méas
equilibrada de situaciones que involucren el sentido, la intensidad y los tipos de dependencia,
asi como el uso de datos reales, recursos interactivos (applets) y el planteamiento de proyectos
completos donde se parta de una pregunta que le permita al estudiante recorrer uno a uno los
pasos del proceso de pensamiento estadistico: transnumeracion, consideracion de la variacion,
razonamiento con modelos estadisticos e integracion de la estadistica y el contexto (Wild y

Pfannkuch, 2009).

1.3.1 Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje para desarrollar el razonamiento
covariacional. Como se menciond anteriormente, la identificacion de errores, concepciones y
formas de razonamiento, asi como el andlisis de contenido alrededor de la covariacion, ha
tenido implicaciones en la ensefianza de este tema. Dentro de las implicaciones estan las
investigaciones que tienen como resultado final el disefio de una trayectoria de aprendizaje o
de una secuencia de actividades que permiten desarrollar el razonamiento covariacional de los
estudiantes. Ejemplos de este tipo de investigacion son los trabajos de Cobb, McClain y

Gravemeijer (2003), Garfield y Ben-Zvi (2008) y Casey (2014, 2015).

Las trayectorias hipotéticas de aprendizaje (THA) (Simon, 1995) constituyen un constructo
donde se consideran, de manera simultanea, la meta de aprendizaje, las formas de
pensamiento y razonamiento de los estudiantes, los modelos de pensamiento de los
estudiantes, profesores e investigadores, una secuencia de instrucciones y la interaccion de

todo lo anterior para un andlisis detallado de los procesos (Clements y Sarama, 2004). A
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continuacion presentamos una sintesis de estas investigaciones, centrandonos en la trayectoria

que cada uno de estos estudios propone.

Cobb, McClain y Gravemeijer (2003) proponen una THA alrededor de las formas de
razonamiento de los estudiantes sobre datos bivariados, a partir de la lectura de diagramas de
dispersion, con el fin de que los estudiantes desarrollen una vision global de los datos y asi
evitar una concepcion de tipo localista. La THA que proponen tiene las siguientes

caracteristicas.

¢ El punto de partida, para una secuencia de instruccion que apunte hacia la distribucion de
datos bivariados, es la distribucion de conjuntos de datos univariados y sus formas de
inscripcion: en grupos de un tamafio especifico, en intervalos de igual anchura, en dos grupos

iguales o en cuatro grupos iguales. La inscripcién inicial presentada se muestra en la Figura 1.
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Figura 1. Distribucion de datos univariados (Tomado de Cobb, McClain y Gravemeijer,

2003)

e Seguidamente, enfocarse en el desarrollo de las formas de inscripcion de datos
bivariados, las cuales constituyen una extensién de las formas de inscripcién para datos

univariados, como se observa en la Tabla 1.

Tabla 1.
Formas de inscripcion para datos bivariados. Cobb, McClain y Gravemeijer (2003)
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Cuatro grupos iguales. Como en Dos grupos
con el mismo numero de datos, con la
diferencia de que los datos de cada particion

se dividen

en cuatro grupos iguales, es decir

que muestra los cuartiles para cada rebanada.

e Luego, usar los datos apilados como distribuciones de datos bivariados (ver Figura 2).

40
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Figura 2. Ejemplo de datos apilados. Cobb, McClain y Gravemeijer (2003)

e Finalmente hacer la transicion a los diagramas de dispersién como una distribucion de

datos bivariados.

Garfield y Ben-Zvi (2008) también proponen una secuencia de ideas y conceptos para
desarrollar el razonamiento covariacional considerando las seis caracteristicas, que proponen
Watkins et al., (2004), que pueden guiar a los estudiantes para que aprendan a razonar sobre
datos bivariados y que ademas pueden ser desarrolladas de manera informal: i) Las variables
individuales y su variabilidad; ii) La forma de un patron revelado en un gréafico de dos
variables en términos de linealidad, agrupaciones, y valores atipicos; iii) La tendencia si hay
una (positiva o negativa); iv) La fuerza de la tendencia: fuerte o débil, variable o constante; v)
Si el patrén puede generalizar a otras situaciones (se puede probar con los métodos de
inferencia, y también se basa en la forma en que se obtuvo la muestra) y; vi) Si hay

explicaciones plausibles para el patron.

Lo anterior apoyandose en la tecnologia ya que las investigaciones revelan que los
diferentes tipos y usos de la tecnologia ayudan a que los estudiantes hagan juicios mas

precisos de covariacion (Garfield y Ben-Zvi, 2008).
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Por otra parte en Casey (2014) se sintetiza una THA para la ensefianza y el aprendizaje de
la regresion lineal en secundaria y en el nivel medio como resultado de tres investigaciones de
las cuales dos, se enfocaron en cémo los estudiantes de octavo grado progresan en su
aprendizaje de la regresion lineal a partir de sus concepciones iniciales hasta la compresion
que se espera que tengan en el grado doce. La tercera investigacion, con estudiantes de
noveno grado, tenia como objetivo describir el conocimiento didactico del contenido que
necesitan los profesores para la ensefianza informal de la recta de mejor ajuste. “Una THA
proporciona un modelo para el sucesivo y gradual pensamiento por el que el estudiante debe

pasar para la comprension de un tema” (p.1).

De manera que existen dos componentes necesarios que hacen parte del conocimiento para
la ensefianza estadistica: i) las concepciones iniciales que tienen los estudiantes y ii) como
estas concepciones pueden convertirse en una sélida comprensién del tema con un disefio y
una implementacién de aprendizaje adecuado (Casey, 2014). Estos dos componentes
constituyen una base para el disefio de la THA, la cual, estructuralmente corresponde a un
bucle que progresa a travées de cinco bucles donde cada bucle tiene como base el aprendizaje
que se ha producido en el bucle anterior. Para intereses propios, haremos alusion solo al
primer bucle: recta de mejor ajuste de manera informal. En la Tabla 2, la THA que propone
para este primer bucle.

Tabla 2.

Primeros dos bucles para la ensefianza y el aprendizaje de la regresion lineal (Tomado y
adaptado de Bargagliotti et al. 2012)

SOl Recolectar : Interpretar St
la Analizar datos desarrollo de
datos resultados .
pregunta entendimientos
¢Como a. a. Representar a. Interpretar la Los datos

podemos Determinar graficamente los pendiente y la bivariados pueden
mostrar una un metodo datos  en un interseccion con y ser visualizados en

Bucle 1
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distribucion
cuantitativa
de dos
variables y
ampliar los
conceptos
de forma,
centro y la
variabilidad
para
resumirlo?

para
obtener las
mediciones
/  conteos
para cada
variable de
cada
miembro
del grupo.

diagrama de
dispersion.

b. Discutir las
razones de por qué
hay "dispersion™
en el gréfico.
C. Determinar
visualmente y
describir la
tendencia del
grafico.

d. Analizar
maneras de
modelar los datos.
e. Examinar los
diagramas de

dispersion y hacer
intentos para sacar
un  modelo del
gréafico (por
ejemplo, esto
podria hacerse
mediante la
elaboracion de una
recta 0 una curva
en el diagrama de
dispersion).

f. Para esos datos
donde un modelo
lineal es
apropiado, discutir
donde la "recta de
mejor ajuste™ se
podria ubicar.

en el contexto de la

pregunta planteada
para la  recta
colocada en el
diagrama de
dispersion.

b. De manera
informal  describir
la correlacion
mediante el

examen de qué tan
cerca estan  los
puntos a la recta.
c. Predecir valores
de y usando valores
de la variable
independiente
dentro del rango de
los valores del
conjunto de datos
de la  muestra
(interpolacion).
d.  Analizar
limitacion
predicciones
usando los valores
de la variable
independiente fuera
de los datos de la
muestra
(extrapolacion).

la
de

e. Analizar la
viabilidad de
examinar los
diagramas de
dispersién en el

caso de un gran
conjunto de datos.

un diagrama de
dispersion.

Una relacion se
dice que es
"lineal™ si los
puntos se agrupan
en una  nube
eliptica.

Cuando la relacion
es lineal, el centro
puede ser
modelado por una
recta, la cual
puede ser utilizada
para la prediccion.
El error en la
prediccion se
puede estimar a
partir del tamafio
de los residuos, los
cuales se miden en
sentido  vertical.
La variabilidad de
la recta se mide
por la correlacion.

1.4 Resumen de la revision de la literatura

Las investigaciones descritas dan cuenta de las dificultades, errores y sesgos que tienen no

solo los estudiantes, sino las personas que, en general, buscan relacionar dos o mas variables,
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es decir, alrededor de la covarianza. En este sentido, para hacer frente a esas dificultades
otras investigaciones, tanto en Educaciéon Matemética como en Educacion Estadistica, han
tenido como foco el estudio del razonamiento covariacional antes (razonamiento informal) y
después de una instruccion formal. Identificadas las concepciones y formas de razonamiento
covariacional de los estudiantes, otras investigaciones proponen trayectorias de aprendizaje,
que incluyen el uso de herramientas tecnoldgicas y que tienen como fin la comprension
gradual, algunas partiendo desde lo informal, de estos conceptos: covariacion, correlacion y

regresion, en particular la recta de mejor ajuste.

Investigaciones que identifican concepciones alrededor de la
asociacion estadistica (Estepa y Batanero (1993); Sanchez,
Estepa y Batanero (2000); Estepa y Sanchez (2001); Casey

(2015)).

Investigaciones que identifican formas de razonamiento

Investigaciones que hacen un andlisis didactico y proponen
trayectorias de aprendizaje asociadas a la covariacion (Lavalle,
Micheli y Rubio (2006); Cobb, McClain y Gravemeijer (2003);

Garfield y Ben-Zvi (2008); Casey (2014, 2015)).

Figura 3. Investigaciones alrededor de la asociacion estadistica

A manera de resumen, presentamos algunas conclusiones obtenidas de la revision de la

literatura:

ela covariacion, su comprension e interpretacion, ha sido el foco de estudio de

investigaciones que van desde la sicologia y la educacién hasta investigaciones empiricas.
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e L as concepciones previas (causalista, determinista, unidireccional y localista) que tienen
los estudiantes alrededor de la asociacion estadistica influyen en la estimacion y estrategias

para establecer una relacion entre dos variables.

eLos estudiantes presentan dificultades en la interpretacion del significado de la

correlacion y del coeficiente de correlacion aun cuando logran calcularlo matematicamente.

eLa estimacion de la correlacion es mas precisa cuando ésta es mas fuerte, positiva y
ademas se tiene un diagrama de dispersion, aunque llegar a esa representacion, a partir de una

expresion verbal, presenta dificultades en los estudiantes

e Las creencias previas pueden llevar a emitir una correlacién donde no la hay o a que las

personas entren en conflicto con lo que muestran los datos.

¢ Existe una dificultad para identificar la variable explicativa y la variable respuesta.

e Dentro de las habilidades que identifican un razonamiento covariacional correcto esta la
traduccion de una representacion a otra, asi como la interpolacion y la extrapolacion. Estas
habilidades pueden ser desarrolladas usando datos reales que tengan sentido para los

estudiantes, y usando tecnologia.

¢ L os estudiantes tienen cierta capacidad de razonamiento covariacional antes de cualquier

ensefianza formal sobre datos bivariados.

e E| desarrollo adecuado de un razonamiento sobre datos univariados favorece la transicion

hacia el razonamiento sobre datos bivariados.
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e Conocer las concepciones iniciales que tienen los estudiantes alrededor de un tema
enriquece el disefio y la implementacion de trayectorias hipotéticas de aprendizaje que

conduzcan a los estudiantes hacia una sélida comprension del tema.

oEn el caso del estudio de la regresion lineal, los estudiantes deberian desarrollar ideas
intuitivas acerca de datos bivariados usando datos apilados, pendiente, ordenada en el origen y

ecuacion de una recta.

Teniendo en cuenta el panorama descrito, asi como las reflexiones finales resultado del
estudio de la literatura, el objetivo principal de esta investigacion fue: Analizar las formas de
razonamiento informal de estudiantes, de octavo grado, alrededor de la recta de mejor ajuste

mediante la implementacion de una THA basada en actividades computacionales.

2. Referentes conceptuales
Investigaciones alrededor del razonamiento de los estudiantes surgen de cuestiones sobre
cémo explorar y aprovechar sus conocimientos previos, ya sean formales o informales, asi
COMoO Sus creencias, experiencias, intuiciones e inclusive errores para facilitar el camino hacia
la comprension de conceptos estadisticos. Lo anterior antes de hacer un primer acercamiento

formal.

Para nuestra investigacion tomaremos algunos de los conceptos que Zieffler (2006),
Zieffler Garfield, delMas y Reading (2008), Carlson et al. (2002), Moritz (2004) y Zieffler y
Garfield (2009) proponen para definir el Razonamiento Covariacional Informal (RCI). Para
llegar a esta definicion antes debemos definir o hacer distinciones entre otros términos como
Razonamiento Estadistico y Pensamiento Estadistico, Conocimiento Informal vy

Razonamiento Informal, Recta de mejor ajuste y Recta Informal de mejor ajuste.
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2.1 Razonamiento Estadistico y Pensamiento Estadistico

Conocer como los estudiantes razonan y piensan estadisticamente ha sido el foco de muchos
investigadores en educacion estadistica; lo anterior, argumentandose en que la ensefianza
tradicional de la estadistica se reduce a procedimientos y calculos en donde los estudiantes no
desarrollan estos procesos: pensar y razonar estadisticamente (Ben-Zvi y Garfield, 2004). Sin
embargo no hay consenso, entre los investigadores en este campo, de lo que significa el
Razonamiento Estadistico y el Pensamiento Estadistico, algunos inclusive hacen referencia a

estos términos de manera indistinta (delMas, 2004).

De manera que el interés por definir o caracterizar estos términos se ha evidenciado en
investigadores como Ben-Zvi y Garfield (2004), Pfannkuch y Wild (1999, 2004), delMas

(2004), entre otros. Lo anterior porque

las similitudes y diferencias entre estos procesos son importantes al considerar formular
metas de aprendizaje para los estudiantes, disefiar actividades de instruccion y evaluar el
aprendizaje usando instrumentos de evaluacion apropiados (Ben-Zvi y Garfield, 2004, p.

6).

Aunque no se ha llegado a un acuerdo sobre las definiciones y distinciones entre estos dos

procesos, Garfiel y Ben-Zvi (2004, p. 7) lo resumen de la siguiente manera:

¢ El razonamiento estadistico puede definirse como la forma en que las personas razonan
con ideas estadisticas y le dan sentido a la informacién estadistica. Lo que implica realizar
interpretaciones basadas en conjuntos de datos, representaciones de datos o resumenes

estadisticos de datos. Implica también la conexion de un concepto con otro (por ejemplo el
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centro y la variabilidad), o combinar ideas sobre datos y el azar. Razonar significa entender y
ser capaz de explicar los procesos estadisticos y ser capaz de interpretar completamente los

resultados estadisticos.

eEl pensamiento estadistico implica comprender por qué y cémo se realizan las
investigaciones estadisticas y las “grandes ideas” que subyacen a las investigaciones
estadisticas. Estas ideas incluyen la naturaleza omnipresente de la variacion y cuando y como
usar métodos apropiados de analisis de datos tales como resumenes numéricos. Incluye una
comprension de la naturaleza del muestreo, de como se usan los modelos para simular
fendmenos aleatorios. Incluye poder entender y utilizar el contexto de un problema para
formar investigaciones, sacar conclusiones, reconocer y comprender todo el proceso, es decir
desde la presentacion de preguntas hasta la recopilacion de datos, la eleccion del método de

analisis para probar suposiciones, etc.

A lo anterior su suman Wild y Pfannkuch (1999, 2004) quienes identifican cinco tipos de
pensamiento fundamentales para la estadistica: i) Reconocimiento de la necesidad de los
datos; ii) Transnumeracion; iii) Consideracion de la variacidn; iv) Razonamiento con modelos

estadisticos e; v) integracion de la informacion estadistica y contextual.

Finalmente delMas (2004) argumenta que, tanto el pensamiento estadistico como el
razonamiento estadistico pueden involucrarse en una misma tarea, pero que no
necesariamente se pueden distinguir de acuerdo al contenido de un problema. ;Como podrian
distinguirse entonces? Segun delMas (2004), es posible distinguirlos por la naturaleza de la
tarea y ejemplifica: Una persona manifiesta un pensamiento estadistico si sabe cuando y como

aplicar el conocimiento y los procedimientos estadisticos; mientras que manifiesta que esta
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razonando estadisticamente cuando es capaz de explicar y argumentar el por qué se
produjeron los resultados o por qué se justifica cierta conclusién, también cuando se justifica

un modelo seleccionado para ver si representa un ajuste razonable a un contexto especificado.

2.2 Conocimiento Informal y Razonamiento Informal

Zieffler et al. (2008) desarrollan un marco para investigar el Razonamiento Inferencial
Informal (RII) de los estudiantes y consecuentemente hacen sugerencias sobre los tipos de
tareas que se deben usar para este tipo de exploracion. Otros autores como Garfield y Ben-Zvi
(2008) identifican dos temas principales que caracterizan la estadistica inferencial: i)
Generalizar a una poblacion mayor a partir de una pequefia muestra y ii) Determinar si a un
patron encontrado en los datos se le puede atribuir un efecto real. Sefialan ademéas que son
muchas las investigaciones que se han llevado a cabo para la comprension de estos temas por
parte de los estudiantes, asi como las dificultades que estos presentan. Investigaciones que a
su vez han dado paso a dos lineas de investigacion en educacion estocastica: La Inferencia
Estadistica Informal (IEI) y el RIl. Dado que estas lineas de investigacion son relativamente
recientes, su significado no era del todo claro, constituyéndose asi el principal objetivo de
Zieffler et al. (2008): Proporcionar una definicion asi como un marco para el disefio de tareas
para estudiar el razonamiento de los estudiantes respecto a la inferencia estadistica. Para el
cumplimiento de este objetivo, los autores consideran pertinente definir, a su vez, dos

términos: Conocimiento Informal y Razonamiento Informal.

¢ El Conocimiento Informal, hace referencia, por una parte, a ese conocimiento cotidiano y
experiencias que se adquieren fuera del salon de clases, y, por otra parte, a ese conocimiento

no tan formalizado que resulta luego de una instruccion formal previa. Los autores hacen
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hincapié en la importancia y uso que se le debe dar a este tipo de conocimiento para el estudio
posterior formal de un tema. Tal como ellos sefalan “el conocimiento informal es un punto de

partida para el desarrollo del conocimiento formal” (Zieffler et al., 2008, p.3).

oEl Razonamiento Informal, se emplea en situaciones no deductivas como tomar una
decision asi como en argumentacion de la misma. Los autores sefialan que la mejora de este
tipo de razonamiento no necesariamente ocurre con el aumento del conocimiento de
contenidos, tampoco con el nivel de maduracion del individuo, la experiencia o el grado de
escolaridad, pero si a través de instrucciones. Aungue no hay consenso en la definicion de este
tipo de razonamiento, se esta de acuerdo en que la argumentacion constituye una forma de

razonamiento informal, en ese sentido Sanz de Acedo (2001) sefiala que

...una cualidad, quizd la mas importante del razonamiento informal es la capacidad que
tiene para elaborar argumentos intencionados, defenderlos frente a otros posibles y
evaluarlos en relacion con la informacién disponible para llegar a una conclusion (Sanz de

Acedo, 2001, p. 356).

De manera que el RIl es definido “como la forma en la que los estudiantes usan su
conocimiento estadistico informal para elaborar argumentos que apoyen inferencias sobre

poblaciones desconocidas a partir de muestras observadas” (Zieffler, et al. 2008, p. 44).

Zieffler, et al. (2008) sefialan que son tres los componentes que distinguen un RII:

e Hacer juicios o predicciones sobre las poblaciones a partir de muestras, pero sin usar

procedimientos 0 métodos estadisticos formales.
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eHacer uso e integrar los conocimientos previos en la medida de que estos estén

disponibles.

e Articular argumentos basados en la evidencia para hacer y defender juicios o predicciones

sobre las poblaciones basadas en muestras.

Por otra parte, si se quiere estudiar el RIl asi como su desarrollo, es importante tener en

cuenta los siguientes dos enfoques que orientan el disefio de tareas o actividades:

eCentrarse en la naturaleza de este razonamiento o en los métodos ingenuos de
razonamiento. En otras palabras, caracterizar este tipo de pensamiento asociado a la tematica

en estudio y su estado actual de los individuos que participan en el estudio.

eCentrarse en los cambios o desarrollos que puedan ocurrir en la naturaleza de este
razonamiento cuando los individuos son sometidos a procesos instructivos y con cierto tipo de

recursos o herramientas. En nuestro caso se dispondra de la simulacion computacional.

2.3 Asociacion estadistica. La recta de mejor ajuste

Dado que nuestra investigacion se centra en la covariacion o asociacion estadistica alrededor

de la recta de mejor ajuste, en esta seccidn se abordara, grosso modo, tedricamente.

Hablar, en un sentido estadistico, de la relacion entre dos o méas variables continuas, nos
lleva a hablar de técnicas estadisticas como las de correlacion y regresion. Y en un sentido
general, es decir la relacion entre dos o mas variables cualesquiera, cuantitativas o
categoricas, nos conduce a hablar de asociacion estadistica. De manera que la asociacion
estadistica extiende la nocion de correlacion (Estepa, 1993; Estepa y Batanero, 1995). El

siguiente mapa conceptual (ver Figura 4) de la nocion de asociacion estadistica, corresponde a
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una parte del que propone Casey (2008, p. 94) ya que nuestra investigacion se limita a datos

cuantitativos, ademas continuos, y hacia la comprension de la recta de mejor ajuste de manera

informal usando simulacion computacional.
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Figura 4. Mapa conceptual de la nocion de asociacion estadistica (Tomado

Casey, 2008, p.94).

Diagrama de dispersion

y adaptado de

Existen fendmenos en los que no es posible encontrar una expresion que relacione, de manera

funcional, todas las parejas (x;, y;) de las variables que determinan dicho fenémeno.

Si dichos pares de valores los representamos en un sistema cartesiano, los puntos, en

general, no se ajustan de un modo preciso a una curva plana, sino que se obtiene un conjunto
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de puntos mas o menos dispersos. Una representacion de ese tipo recibe el nombre de nube de

puntos o diagrama de dispersion (Batanero y Godino, 2001, p. 60).

La Figura 5 proporciona un ejemplo de un diagrama de dispersion.

150 -

T T T T T T T T T 1
0 110 120 130 M0 150 1s0 17D 1ED 190 200

Calorias

Figura 5. Diagrama de dispersion que relaciona las calorias y el contenido de sal de 17

marcas de salchichas (Tomado de Moore 2005, p. 115)

Recta de mejor ajuste formal — Método de regresion por minimos cuadrados

Observando el diagrama de dispersion anterior, una pregunta natural es ;de qué manera se
relaciona las calorias con el contenido de sal? “Las relaciones lineales son especialmente
importantes, ya que una recta es una figura sencilla bastante comun” (Moore, 2005, p. 120).
Ahora, si los datos manifiestan una relacién de tipo lineal, ;cdmo encontrar la recta que mejor
se ajusta? ¢Y para qué encontrarla? Estepa (1993, p.36) proporciona dos razones para hacer
un analisis de regresion: i) se desea obtener una descripcion de la relacion entre las variables,
como una indicacion de una posible causalidad y ii) se puede desear obtener un predictor de la

variable dependiente, a partir de los valores de las variables independientes. Ahora, ¢con qué
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intensidad se da esa relacion lineal? La respuesta a esta pregunta corresponde ya a un

problema de correlacion.
Método de regresion por minimos cuadrados

El método de regresion por minimos cuadrados nos permite encontrar la recta de regresion la
cual “es una recta que describe cOmo cambia una variable respuesta y a medida que cambia
una variable explicativa x” (Moore, 2005, p. 132). Por este método, “la recta de regresion
minimo-cuadréatica de y con relacién a x es la recta que hace que la suma de los cuadrados de
las distancias verticales de los puntos observados a la recta sea lo mas pequena posible”
(Moore, p. 135). Ahora, para encontrar, matematicamente, la ecuacién de la recta de regresion
por minimos cuadrados que relacione la variable explicativa x con la variable respuesta y,
teniendo n puntos, se calcula: i) X e y, que corresponden al valor promedio de cada variable;
ii) s, ¥ sy, €s decir las desviaciones tipicas para cada variable y; iii) la correlacion, r, entre x e

y. De manera que la recta de regresion por minimos cuadrados esta dada por:
y =a+ bx,

donde b, la pendiente, es b = ri—y y a, la ordenada en el origen, es a = y — bx (Moore, 2005,

p. 135).

Calcular manualmente lo anterior puede resultar ser una tarea bastante tediosa, como
sefiala Moore (2005) cualquier programa estadistico resuelve esa tarea, lo importante es

comprender la recta de regresion.

Recta informal de mejor ajuste
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Finalmente, expondremos brevemente a lo que hacemos referencia con Recta informal de

mejor ajuste.

Para Casey (2015), ajustar de manera informal la recta, significa que, dados unos datos
representados en un diagrama de dispersion, los estudiantes ajusten a ojo o intuitivamente, sin
calculos ni tecnologia, la recta que mejor se ajusta para ellos. Concordamos con lo anterior, a
diferencia de que el estudiante si puede usar tecnologia pero sin ir directamente a la

herramienta “regresion”.

De manera que nos tomamos la licencia de definir Recta informal de mejor ajuste, como lo
Ilamaremos de aqui en adelante, a la recta que el estudiante ubica como producto de un

razonamiento informal.

2.4 Razonamiento Covariacional

Para Zieffler (2006), después de examinar las definiciones que se le han dado al
Razonamiento Covariacional desde los diferentes campos en que se ha estudiado (sicologia,
ensefianza de las ciencias, educacion matematica y educacion estadistica), “el razonamiento
covariacional se refiere a la forma en que la gente piensa acerca de, 0 razona acerca de la

relacion entre dos o mas variables” (p. 6).

Para Moritz (2004) el “razonamiento sobre covariacion general comprende los procesos de
traslacion entre los datos numéricos crudos, representaciones gréaficas, y las declaraciones

verbales sobre covariacion estadistica y asociacion causal (Moritz 2004, pag. 165).

Ziffler (2006) afirma que las investigaciones en educacion estadistica sobre el

razonamiento covariacional se interesan en como los estudiantes razonan a partir de la lectura
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de un diagrama de dispersion, o en la interpretacion de las correlaciones y en otras tareas que
conlleven al andlisis de dos variables asi como la interpretacion de los resultados arrojados en

ese analisis.

Los sicologos definen la covariacion como una expresion informal de la correlacion. Estos
examinan, haciendo uso de tablas de contingencia y gréaficos, el juicio covariacional de la
gente, su deteccion y evaluacion del grado de asociacion entre dos o mas variables. En cuanto
a los educadores de ciencias, estos lo hacen en el mismo sentido en que lo hacen los sic6logos
solo que difiere el contexto en que lo hacen, es decir, se interesan en como los estudiantes
usan su razonamiento covariacional en el momento de realizar un experimento cientifico, por

ejemplo (Zieffler, 2006).

Por otra parte los educadores en matematicas han estudiado el razonamiento covariacional
desde un punto de vista determinista o funcional. En este sentido, Carlson et al. (2002)
definen el razonamiento covariacional “como las actividades cognitivas implicadas en la
coordinacion de dos cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada una

de ellas cambia con respecto a la otra” (p.354).

En acuerdo con Ziffler (2006) debido a que la investigacién en la ensefianza y el
aprendizaje de la educacion estadistica es relativamente reciente en comparacion con otras
areas, entonces tanto las investigaciones como la publicacion de sus resultados sobre el
razonamiento covariacional se hacian desde otras disciplinas como las mencionadas
anteriormente, excepto desde la educacion estadistica. ES asi, como nuestra investigacion
constituye un aporte para enriquecer la investigacion en educacion estadistica, en particular en

el tema de Razonamiento Covariacional, de manera aleatoria, el cual definimos en el sentido



57

en que lo hace Ziffler: “El Razonamiento Covariacional se refiere a la forma en que la gente
piensa acerca de, 0 razona acerca de la relacion entre dos 0 mas variables” (Zieffler, 2006,
p.6). Esta definicion abarca el saber como juzgar e interpretar esa relacion (Zieffler y

Garfield, 2009).

2.5 Razonamiento Covariacional Informal

En un intento por aunar las definiciones que Zieffler et al. (2008) hacen sobre Conocimiento
Informal y Razonamiento Informal con la definicion de Razonamiento Covariacional
adoptamos la definicion de Razonamiento Covariacional Informal (RCI) como la forma en
que la gente razona y argumenta acerca de la relacién entre dos o mas variables haciendo
uso solo de su conocimiento cotidiano, experiencias previas fuera de clase y el conocimiento
formal, o no tan formal, que ya ha adquirido en una instruccion previa. Y en el mismo
sentido en el que lo hacen Zieffler et al. (2008) con el RII, identificamos los siguientes

componentes que sefialan que un individuo esta haciendo uso de su RCI cuando:

Infiere sobre las relaciones entre dos variables.

e Infiere sobre si una variable explica o causa los cambios de la otra (variables explicativas

y variables respuesta).

e Infiere si la relacion tiene un patrén o comportamiento.

e Infiere sobre la medicion (fuerza y sentido) de la relacion entre dos variables.
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2.6 Herramientas computacionales

Uno de los principios para las matematicas escolares que sefiala el NCTM (2000) es El
principio tecnoldgico. El uso de calculadoras, computadores, software y applets facilitan y
permiten una mejor visualizacion de propiedades en objetos mateméticos que, en algunos
casos, con mucho esfuerzo se verian en papel y lapiz. Cuando se dispone y se usan
herramientas tecnoldgicas “los alumnos pueden centrar su atencion en tomar decisiones,
reflexionar, razonar y resolver problemas... formular y explorar conjeturas” (NCTM, 2000, p.
26), més que en la tediosa tarea de hacer célculos o cuentas, imaginar movimientos o
representaciones. Por otra parte, dentro de los Estandares de contenidos para las matematicas

escolares que propone el NCTM (2000) esta el Andlisis de Datos y Probabilidad.

Este Estandar recomienda que los alumnos formulen preguntas que puedan contestarse
mediante datos y que afronten lo que esto requiere: la recogida de los datos y su acertado uso.
Deberian aprender a recoger datos, organizar los propios y los ajenos, y representarlos en
graficos y diagramas que resulten Gtiles para responder a las preguntas. Incluye también el
aprendizaje de algunos métodos para analizar los datos y algunas formas de hacer inferencias

y obtener conclusiones a partir de ellos (p. 58).

En estadistica para enriquecer y hacer frente a lo que se propone en el parrafo anterior, se
disponen de mediadores semidticos (Moreno, 2014) como: SPSS, STATGRAPHICS, Fathom,
EXCEL, Geogebra entre otros, los cuales permiten analizar conjuntos de datos grandes,
simularlos, representarlos, graficarlos; en otras palabras como la esencia misma de la

estadistica, ver mas alla de los datos y asi razonar estadisticamente.
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Como ya se ha mencionado, en esta investigacion se desarrollaron actividades basadas en
programas computacionales como Fathom y Geogebra para analizar las formas del

razonamiento covariacional informal de los estudiantes.

3. Metodologia
En esta seccion presentamos la metodologia que llevé a cabo esta investigacion. Esta dividida
en cuatro apartados: i) Marco metodologico; ii) Descripcion de la poblacion y muestra; iii)

Herramientas de simulacién y; iv) Descripcion de las Fases de la investigacion.

3.1 Marco metodolégico

El marco metodoldgico para esta investigacion se basa en uno de los elementos del Ciclo de
ensefianza de las matematicas que propone Simon (1995). Ese elemento corresponde a las

Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje (THA).

Las THA fueron introducidas por Martin A. Simon en el afio 1995 como una
complementacion de su “Ciclo de enserianza de las matemdticas” el cual constituye un
modelo esquematico que relaciona de manera ciclica los siguientes elementos: El
conocimiento del profesor de matematicas; el conocimiento de las representaciones
matematicas, materiales y actividades; la evaluacion de los conocimientos de los estudiantes;
las hipotesis del profesor acerca del conocimiento de los estudiantes; las teorias del profesor
sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas; el conocimiento del profesor sobre el

aprendizaje de los estudiantes de un contenido particular y; las THA.

Tal como lo sefiala Simén (1995), un principio en la ensefianza, y no solo de las
matematicas, es que “la inica cosa predecible en la ensefanza es que las actividades de clase

no iran como se predicen” (p.133), es decir, se pueden tener bien definido dos cosas: Primero;
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el objetivo de ensefianza (el concepto como tal, en nuestro caso covariacion) y segundo; el
plan de aula (o de instruccion) para alcanzar dicho objetivo. Pero tanto el primero como el
segundo se veran modificados, y no solo una vez sino de manera constante cuando los
estudiantes se involucren en la ejecucion del plan, es decir; esa modificacion se da como
producto de la interaccion entre el profesor y los estudiantes y en general, de la interaccion
entre todos los elementos del Ciclo de ensefianza de las matematicas previamente

mencionado. La Figura 6 muestra como se da la relacion ciclica entre esos elementos.

El conocimiento Trayectoria Hlp?tcmsdd?l
del profesor de hipotética de profesor ¢e
. matematicas \ aprendizaje mn[;;tu;lsﬁiic fos —
——————— Ll Objetivo de
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aprendizaje *\ contenido en
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Evaluacion del
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Figura 6. Ciclo de ensefianza de las matematicas (Simon, 1995, p. 137) (Contorno punteado
agregado “constitucion interactiva de las actividades de clase”, el cual corresponde a la

version abreviada del ciclo).
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Para nuestro interés, solo entraremos en detalle en la version abreviada del ciclo, donde la

THA constituye una parte central del ciclo de ensefianza de las matematicas pero ¢qué se

entiende por trayectoria hipotética? Para darle un sentido figurativo y un mejor entendimiento

vamos a tomar la analogia que hace Simén (1995, p. 136):

Imagina que has decidido navegar alrededor del mundo con el fin de visitar lugares que
nunca has visto. Lo anterior no se hace al azar (por ejemplo, ir a Francia, luego a Hawai, a
continuacidn a Inglaterra), pero tampoco hay un itinerario fijo a seguir. De manera que hay
que adquirir el mayor conocimiento relevante como sea posible para la planificacion de tu
viaje. Dado lo anterior, haces un plan. Es posible planificar inicialmente el viaje, o solo
parte de él. Propones la navegacion de acuerdo a tu plan. Sin embargo, se debe ajustar
constantemente debido a las condiciones que encuentres. Luego se continia para adquirir
conocimientos sobre la navegacion, sobre las condiciones actuales, y sobre las areas que
desees visitar. Cambias de planes con respecto al orden de los destinos. Modificas la
duracion y la naturaleza de tus visitas como resultado de la interaccion con la gente en el
camino. Agregas destinos que eran desconocidos antes del viaje para ti. EI camino que
viajas es tu “trayectoria”; el camino que se anticipa en cualquier punto en el tiempo es tu

“trayectoria hipotética”.

De manera que la THA se refiere al “camino” que podria dar paso al aprendizaje, también

describe como los estudiantes entienden un concepto en particular y como este debe progresar

(Bargagliotti, 2014); y es hipotética porque se desconoce la trayectoria real de aprendizaje.

Tres elementos la componen:

La consideracion del objetivo de aprendizaje; el cual direcciona la THA.
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ii. Las actividades de aprendizaje y;

iii. El aprendizaje y el pensamiento en el que los estudiantes pueden participar (hip6tesis del

proceso de aprendizaje)

A partir del objetivo se decide, disefia y redisefia la THA basandose en lo que acontece en
el momento de la implementacion de la misma y en las nuevas hipétesis de aprendizaje o
razonamiento que van surgiendo. Por hipotesis nos referimos a codmo se espera que tanto el
razonamiento como la comprension de los estudiantes mejoren cuando se vean enfrentados a
las actividades de aprendizaje disefiadas bajo simulacién computacional. Notemos, ademas,
en la Figura 6 el sentido con el que se relacionan los Gltimos dos elementos de la THA; Simon

(1995) llama a esta relacion una relacion simbidtica, es decir, una depende de la otra.

Por otra parte, Simon y Tzur (2004, p.93) consideran los siguientes supuestos para la

construccion de una THA:

1. La generacion de una THA se basa en la comprension de los conocimientos

actuales de los estudiantes involucrados.

2. Una THA es un vehiculo para el aprendizaje de la planificacion de determinados
conceptos.
3. Las tareas proporcionan herramientas para promover el aprendizaje de

determinados conceptos y son, por lo tanto, una parte clave del proceso de instruccion.
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4. Debido a la naturaleza hipotética e inherentemente incierta de este proceso, el
profesor (investigador en nuestro caso) participa regularmente en la modificacion de todos los

aspectos de la THA.

Tal como lo hicieron Cobb, McClain y Gravemeijer (2003), tomaremos como unidad de
andlisis la microcultura, establecida por la comunidad de clase. Lo anterior para documentar
la evolucion y formas del razonamiento alrededor de la recta de mejor ajuste que sean
comunes en el aula. Por microcultura los autores hacen referencia, y adoptamos, al contexto
social inmediato donde acontece el aprendizaje de los estudiantes. Este tipo de enfoque

analitico diferencia tres tipos de normas en el aula:

1. Las normas sociales en el aula, que sirven para documentar la estructura de la
participacion en clase. Estas normas incluyen que el estudiante justifique y explique sus
respuestas, también incluye que los estudiantes le den o le encuentren sentido a las
explicaciones de sus compafieros manifestando asi su comprension o no compresion de la
explicacion del otro. Dentro de estas normas también esta la de hacer preguntas aclaratorias y

desafiar los diferentes razonamientos que se evidencien en los estudiantes.

2. Las normas sociomatematicas, por ejemplo, las que incluyen los criterios que se
establecen para lo que se considera una solucion matematica diferente, sofisticada o eficiente,
asi como lo que se considera como una explicacion o razonamiento matematico coherente. Se

centran en las acciones e interacciones especificas de las matematicas.

3. Los significados matematicos normativos, los cuales son méas especificos ya que
se centran en las ideas matematicas que conducen a la aparicion de contenidos matematicos

bajo estudio. Al igual que lo hacen Cobb, McClain y Gravemeijer (2003) nos enfocaremos en
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las formas de hablar y razonar de los estudiantes acerca de datos bivariados. Se toma como
normativo los significados matematicos que se constituyen como legitimos en el aula, es decir
que son comunes 0 aceptables en la comunidad de la clase y que no genera discusion o

justificacion sobre esa forma de razonar en particular.

3.2 Poblacién y muestra

La poblacion sobre la cual se realizd el estudio fueron estudiantes de bachillerato,
especificamente de octavo grado; la seleccion de este grado se debid a que, para este nivel, los
estudiantes no han recibido ningun tipo de ensefianza formal en los temas de covariacion,
correlacion y regresion, inclusive, matematicamente hablando, sobre rectas. La muestra
constituyd un grupo de estos estudiantes de la Institucion Educativa San Francisco

(Piedecuesta).

3.3 Herramientas computacionales

Para la construccion de las actividades involucradas en la THA se utilizaron los programas
Geogebra y Fathom.

3.4 Fases de la investigacion

Las fases de esta investigacion son cuatro: i) Implementacién y analisis de dos pruebas
diagnosticas, ii) Elaboracion de las actividades de la THA, iii) Implementacion de la THA y,

vi) Analisis de resultados.

3.4.1 Implementacion y andlisis de dos pruebas diagnosticas. En primer momento, se
elabord y aplicd una prueba inicial de concepciones informales con el fin de diagnosticar y

caracterizar el razonamiento covariacional informal de los estudiantes, los estudiantes
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disponian de dos horas para responderlo. También con este test se pretendid evaluar el
conocimiento actual, formal o informal, que tenian los estudiantes. EI anélisis posterior de las
respuestas a este test nos llevd al disefio y aplicacion de un segundo test para ratificar algunas
conjeturas acerca del razonamiento de los estudiantes en tareas de prediccion y ubicacion de
la recta de mejor ajuste. Este segundo test se aplicd en menos de un mes, respecto al primero,
a una muestra de estudiantes con las mismas caracteristicas de la que se aplico el primer test,
con una disponibilidad también de dos horas para responderlo. De manera que los resultados
del anélisis de las dos pruebas iniciales, junto con el desarrollo de la fase 1, nos permitid
generar y validar hipdtesis sobre el conocimiento de los estudiantes alrededor de los objetos

estadisticos que se abordaron.

3.4.2 Elaboracion de las actividades de la THA. Con base en los resultados obtenidos en la
fases | y la revision bibliografica sobre concepciones y/o errores de los estudiantes alrededor
de la recta de mejor ajuste, se construy6 un plan de actividades asi como el planteamiento de
hipotesis y/o conjeturas alrededor de la forma como los estudiantes razonan de manera
informal sobre variables que estan conjuntamente relacionadas y cémo este razonamiento se
desarrollara a lo largo de la implementacion de las mismas. Esta fase no fue otra cosa méas que
el disefio de la THA que estaba direccionada de acuerdo al objetivo del aprendizaje: la recta
informal de mejor ajuste. Esta etapa duré aproximadamente cuatro meses, sin embargo las
actividades fueron continuamente redisefiadas y/o ajustadas de acuerdo a las formas de
razonamiento de los estudiantes y a las discusiones que se hacian con ellos a lo largo de la

implementacion de las mismas.

3.4.3 Implementacion de la THA. En esta fase se llevo a cabo la implementacion de la THA

trazada en la fase anterior. Fue en esta etapa donde se interactué con los estudiantes v,
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resultado de esta interaccion, en algunos momentos surgié la necesidad de redisefiar o ajustar
la THA para la siguiente sesion de trabajo. Esta implementacion durd, aproximadamente, tres

meses.

3.4.4 Andlisis de resultados. El disefio y posterior ajuste (para cada sesion) de la THA,
basada en actividades computacionales, permitié un andlisis retrospectivo que finalmente nos
llevd a describir las formas de razonamiento covariacional informal de los estudiantes asi
como su desarrollo desde la prueba diagnéstica hasta el final de la implementacion de la

THA.

La recoleccion de los datos analizados se hizo de diferentes maneras: En primer lugar,
contdbamos con las respuestas escritas por los estudiantes, adicional a ello, debido a que las
actividades tenian gran parte computacional, en todo momento se grabé cada una de las
pantallas que incluia, ademas, video cdmara y voz para observar los ademanes que hacian los
estudiantes o, si hacian algin comentario. Por otra parte, contdbamos con otra camara que
grababa, en general, el discurso que se tenia en clase con los estudiantes. Al final, contamos
también con dos entrevistas: La primera se hizo de manera grupal y la segunda de manera
individual, alrededor de la prueba final, con el fin de obtener mas conocimiento del
razonamiento informal actual de los estudiantes, alrededor de la recta de mejor ajuste,
finalizada la implementacion y discusion de las actividades; estas entrevistas también fueron

video grabadas.

El anélisis fue de manera retrospectiva en el sentido de que para el disefio de una actividad
especifica, se tenian una serie de hipotesis y el posible discurso que se daria en clase. Ahora,

el analisis de los discursos y de las respuestas los estudiantes, validaria o refutaria las
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hipébtesis que se tenian llevandonos a redisefiar o ajustar la actividad que venia y a plantear
nuevas hipdtesis. La modificacion de la THA es inherente dado lo anterior. En el analisis se
buscaban formas comunes de razonamiento alrededor de nuestros ejes teméticos principales
como eran variabilidad y prediccion tanto en el caso univariado con la media, como en el caso
bivariado con la recta de mejor ajuste. Lo anterior con el fin de llevar un seguimiento de estas
formas y como estas iban cambiando en los estudiantes a lo largo de la implementacion de las
actividades. Estas mismas formas, de alguna manera, direccionaban, validaban o cambiaban el

rumbo de la THA.

4. Analisis de Resultados
4.1 Anélisis de la prueba diagndstica 1: Interpretando gréaficos

A continuacion el andlisis de la prueba diagnostica que se aplico a 39 estudiantes de octavo
grado quienes no habian visto previamente conceptos de estadistica como diagramas de
dispersion y recta de mejor ajuste. La prueba constaba de doce items, de opcién mudltiple,

relacionados con cinco diagramas de dispersion.

Los cinco diagramas de dispersion presentaban caracteristicas diferentes, como se
describird méas adelante, y lo que se pretendia evaluar era: i) si los estudiantes establecian o no
una relacién entre las dos variables; ii) conocer sus concepciones sobre la variabilidad; iii) los
criterios que utilizan para predecir el valor de la variable respuesta dado un valor para la
variable explicativa y; iv) conocer los criterios con que trazan la recta que mejor se ajusta a
los datos y con qué precision lo hacen. En pocas palabras, su nivel de razonamiento

covariacional informal actual.

items1la3
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Para los items 1 a 3 se mostraba un diagrama que relacionaba las variables estatura y peso de
30 nifios entre los 12 y 13 afios (Figura 7) las cuales tenian una fuerte asociacion lineal
positiva (r=0,98). Aqui se pretendia evaluar las ideas intuitivas y las estrategias de los
estudiantes para describir un grafico de dispersidn con este tipo de asociacion, en tareas que

involucran asociacion y la prediccion.

Estatura_Peso [ Scatter Piot + !
43
@ o
o
46 o
o
o °
e o
o
=
44 . I
o
=]
H a
& o
42 H

40

38

144 145 148 150 152 154 156 158 160 162
Estatura

Figura 7. Estatura (en cm) y peso (en kg) de 30 nifios de un curso de octavo grado entre 12 y

13 afios.

Tabla 3.
item 1 Prueba diagnostica 1
1. Respecto a la relacion entre la estatura y el peso de un nifio entre 12 y 13 afios se
puede concluir que

los estudiantes con menor estatura tendran un peso mayor.

los estudiantes con mayor estatura tendran un peso mayor.

un estudiante con determinada estatura puede tener mas de un peso.

no es posible establecer una relacion entre la estatura de los estudiantes y
el peso.

e. Otra opcion ¢;cual?

o0 ow
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Para el item 1, 21 (54%) estudiantes aciertan en la respuesta (b); sin embargo 19
estudiantes basan sus argumentos en sus creencias previas, en su contexto, en decir, tienen
una concepcion causalista (Estepa & Batanero, 1995): “Porque a medida que van creciendo
se van alimentando mas y van aumentando su peso, energia” 0 “Porque un estudiante
cuando es mas alto pesa mas, porque sus huesos son mas largos y més pesados que los de
una persona pequeiia y tienen mads masa muscular”. Solo 2 estudiantes se apoyan en el
grafico para dar solucién a la pregunta, sin embargo en sus argumentos se evidencia una
concepcion local (Estepa & Batanero, 1995) ya que sus juicios se justifican en algunos datos
del gréfico, por ejemplo: “Porque en la grdfica se ve que entre los que miden 1.52 a 1.58
tienen un peso entre 44 a 48 kg el mayor peso entre estudiantes de 8 0 “Porque el estudiante
que tiene de estatura 158 tiene 48 de peso en cambio el estudiante que tiene de estatura 144
pesa entre los 40 a los 41 o sea entre menos estatura menor peso y entre méas estatura mayor

peso”.

La segunda opcion con mayor escogencia fue la c. El siguiente argumento refleja un
sentido de la variabilidad “La ¢ porque un estudiante que por ejemplo la estatura sea de 151
cm puede pesar méas de un peso. Lo cual quiere decir que el peso de un estudiante puede ser

variado segun la estatura’.

Tabla 4.
item 2 Prueba diagnostica 1
2. Para un estudiante que mide 154 cm, se puede predecir que su peso,
aproximadamente,

seria de 44 kg

seria de 46 kg

estaria entre 44 kg y 46 kg

El gréfico no proporciona informacion para predecir ese valor.
Otra opcidn ¢cual?

®o0 o
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En el item 2, se pedia predecir el peso de un estudiante que mide 154 cm. En un sentido
formal, evaluando 154 cm en la ecuacion de la recta que mejor se ajusta, el peso para el
estudiante seria de aproximadamente 45,6 kg aproximadamente. En ese sentido 27 (70%)
estudiantes se acercaron muy bien a este valor al escoger la opcién a, b o ¢. Sin embargo sus
argumentos se basan en sus creencias 0 en su contexto méas cercano, por ejemplo la estatura y
el peso de ellos mismos: “;Cudnto puede pesar un estudiante de estatura de 154? Yo creo
que 45 kg porque yo mido 150 y peso 40 kg”. Nuevamente se evidencia una concepcion
causal cuando se presentan argumentos como: “Porque estos pesos pueden ser su peso
correspondiente para un nifio de esta edad”. Algunos estudiantes manifiestan que aunque ese
valor no se muestre en el grafico si es posible predecir el peso: “En el grdfico no muestran el
peso, pero se puede decir que estd entre ese peso 44 y 46 kg~ lo anterior lo hacen ubicando
154 en el eje horizontal y observando los valores que podria tomar en el eje vertical. Otros
estudiantes basan sus argumentos en lo que esta pasando en el grafico para valores cercanos a
la estatura dada: “Porque no estd definido cuanto pesa segiin los otros estudiantes que miden

casi lo mismo entre 44 kg y 46 kg .

Dentro de los argumentos de los estudiantes que escogieron la opcion d (26%) consideran
que la unica manera de predecir este valor es ver al estudiante cuya estatura es de 154 cm, por
ejemplo: “Porque no me concluye bien la altura para sacar el promedio porque necesito
saber como es el chico” 0 que necesariamente ese valor deberia estar en la gréfica para dar
una respuesta acertada: “Ninguna porque en la grdfica no me estd dando algunos de los
valores que pueda pesar” 0 “Porque en el grafico no hay una informacion, de lo que aqui se

pregunta para nosotros poder [dar] una respuesta clara’.
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Tabla 5.
item 3 Prueba diagnostica 1
3. Si alguien te pregunta “;cudnto podria pesar un estudiante que mide 151 cm?”Y
tuvieras que dar un solo valor ¢cual de las siguientes opciones escogerias? (Nota:
Para 151 cm el gréfico proporciona los siguientes cinco valores (en Kg),
aproximadamente: 45,24; 45,02; 44,50; 44,34 y 43,80).

45,24 kg porgue es el mayor valor.

43,80 kg porque es el menor valor.

44,50 kg porque esta “en el medio” de los cinco valores.
44,58 kg porque es el valor promedio de los cinco valores.
Otro valor ;cual y por que?

P00 T

Para el item 3, como se observa en la Figura 7, hay 5 estudiantes que miden 151 cm vy
tienen diferente peso. Dentro de las estrategias que los estudiantes usan para emitir un solo
valor estan:

Tabla 6.

Estrategias que los estudiantes usan para emitir un solo valor en el item 3 de la Prueba
diagnostica 1

Porcentaje (%) Criterio

26 El mayor valor
15 El menor valor
33 La mediana

21 El promedio

Sin embargo los argumentos no se basan en lo que muestra el grafico sino en su contexto y
creencias previas: “Escogi la respuesta d porque un estudiante que pesa 151 debe tener un
promedio de peso de 44 a 58 balanceado a su estatura”. Algunos estudiantes que escogieron
la opcién c si basan sus argumentos en la grafica y en particular en la mediana al emitir
juicios como: “44.50 Porque estd en medio de los dos valores: Esta en medio de los cuatro
valores en la grafica se ve que esta entre 44 y 45y el punto esta en la mitad y como en los

resultados estaba en las respuestas 44.50 era la mds acertada”. Otros manifiestan una
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concepcién determinista (Estepa & Batanero, 1995) al manifestar que deberia existir para un
valor de la variable independiente, un solo valor para la variable dependiente: “Porgue en la
grafica el 51 [151] est4 en la mitad y se supone que de acuerdo a la estatura hay un

’

determinado peso..." .
Items4y5

Para los items 4 y 5 se mostraba un diagrama que relacionaba las variables afio y tiempo (en
segundos) de los medallistas olimpicos (hombres) en atletismo en los 100 metros planos
(Figura 8), con una fuerte asociacion lineal negativa (r=-0,89). Al igual que en los items 1 a 3,
aqui se pretendia evaluar las ideas intuitivas y las estrategias de los estudiantes para describir
un gréfico de dispersion con este tipo de asociacion, asociacion negativa fuerte, en tareas que

involucran asociacion y prediccion.
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Figura 8. Afio y tiempo (en segundos) de los medallistas olimpicos (hombres) en atletismo en

los 100 metros planos
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Tabla 7.
item 4 Prueba diagnostica 1
4. Respecto a la relacién entre el afio y el tiempo en que tardan en correr 100
metros planos los medallistas olimpicos, se puede concluir que

a. el tiempo en el que los medallistas olimpicos corren 100 metros planos
ha disminuido a lo largo del tiempo.

b. el tiempo en el que los medallistas olimpicos corren 100 metros planos
ha aumentado a lo largo del tiempo.

c. el tiempo en el que los medallistas olimpicos corren 100 metros planos
no ha cambiado a lo largo del tiempo.

d. No es posible establecer una relacion entre el afio de los juegos
olimpicos y el tiempo en que tardan los medallistas olimpicos en correr
100 metros planos.

e. Otraopcion ¢cudl y por qué?

En el item 4, 67% (26) de los estudiantes responden acertadamente, opcién a. Al igual que
en el item 1, en un intento por justificar lo que observan en el diagrama, algunos basan sus
argumentos en sus creencias e intentan, asi, explicar la razén del por qué se da esa relacion,
por ejemplo: “La a porque a través de los afios van progresando mas y tardan menos tiempo
para recorrer 100 metros y esto se logra por medio de entrenamientos” o “Porque se han
ejercitado y cada afio disminuyen el tiempo”. A otros les resulta mas que suficiente lo que el
grafico evidencia y tienen ademas una vision global de los datos, por ejemplo: “El tiempo en
el que corren los medallistas ha disminuido porque en la gréafica se ve que a los largo del
tiempo corren mas rapido y tardan menos en los 100 metros planos”.

Un estudiante hablé en términos de promedio cuando en realidad cada punto representaba
un deportista: “Si porque antes en un promedio de 12,5 segundos corrian 100 metros ahora
en un promedio de 11,5 segundos corren los 100 metros”. El siguiente argumento se centr6 en
el que resultaba ser un dato atipico, (1896; 12): “Porque el primer punto esta mas arriba que
los demas puntos”’; aunque su mirada es global, lo hace en el sentido de mirar lo extrafio, o lo

mas grande respecto a lo demas.
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Tabla 8.
item 5 Prueba diagnostica 1
5. Debido a la primera y segunda Guerra Mundial, los juegos olimpicos no se
celebraron en los afios 1916, 1940 y 1944. De acuerdo a lo que se observa en el
Gréfico B, si se hubieran realizado los juegos olimpicos para el afio 1944, se
puede predecir aproximadamente, que el tiempo que hubiera tardado el
medallista olimpico de ese afio en correr los 100 metros planos

es de 10,47 segundos.

es de 10,30 segundos.

esta comprendido entre 9,63 y 12 segundos.

El grafico no proporciona informacion para predecir ese valor.
Otra opcion ¢cuél y por qué?

®o0 oW

En el item 5, el 79% (31) de los estudiantes escogen entre la opcion a, b y ¢ las cuales se
consideran acertadas ya que en, un sentido formal, al evaluar este valor en la ecuacion de la
recta que mejor se ajusta se tiene que para el afio 1944 el medallista olimpico tardaria
aproximadamente 10,47 segundos en correr los 100 metros planos. Dentro de las estrategias
para dar un valor aproximado esta observar lo que pasa alrededor del valor que se pedia:
“Porque en los afios anteriores el promedio de los corredores era de mas o menos de 10,52,
10,27 y esa era la capacidad que tenian los corredores en el aiio 1944” o “Es de 10,30
porque entre 1940 y 1960 hay un punto que esta cerca de los 10 segundos y muy cerca del
1940 deduje que los 10,30 es la respuesta correcta”. Esta estrategia de observar lo que pasa
alrededor del valor para el cual se quiere predecir, considera, de alguna manera, rectas

ajustadas parciales.

Items6a9
Los items 6 a 9 se correspondian con un diagrama que relacionaba las variables minutos y

pulsaciones de 23 sesiones de natacion del profesor Moore (Figura 9). Las variables tenian un
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nivel de asociacion negativa (r=-0,75). Ademas de evaluar lo descrito en los items anteriores,

en particular con el item 8 se pretendia que los estudiantes reflexionaran sobre como se podria

predecir el valor de la variable respuesta para cualquier valor dado en la variable explicativa;

es decir, con este item se queria sembrar la necesidad de la construccion de una recta para

sefialar la tendencia lineal que mostraba el diagrama.
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Figura 9. Tiempos (en minutos) que tarda el profesor Moore en nadar 1800 metros y

pulsaciones por minuto después de bracear en 23 sesiones de natacion

Tabla 9.

ftem 6 Prueba diagnostica 1

6. Respecto a la relacion entre el tiempo que tarda el profesor Moore en nadar los
1800 metros y su ritmo cardiaco, se puede concluir que

a.

b.

un ndmero mayor de pulsaciones indica que el profesor Moore tardd mas
tiempo en nadar los 1800m.

entre mas tiempo tarde el profesor Moore en nadar los 1800m su rimo
cardiaco sera mayor.

un numero menor de pulsaciones indica que el profesor Moore tardo
menos tiempo en nadar los 1800m.

entre menos tiempo tarde el profesor Moore en nadar los 1800m su ritmo
cardiaco sera mayor.
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e. Otra opcion. ¢cudl y por qué?

Para el item 6, el 46% (18) de los estudiantes escogen la opcion acertada (d) y sus
argumentos son del mismo tipo como en los items anteriores donde se pedia la relacion entre
las dos variables. Puede pensarse que entre los estudiantes que escogieron la opcion a, b y/o c,
20 de 39, comprendieron de otra manera el enunciado del problema o que no tuvieron en
cuenta toda la informacion, por ejemplo: “b. Porque si el profesor nada mas sus pulsaciones
cardiacas seran mas y mas. c. Porque si nada menos pues sus pulsaciones serian menores a
las que sucederian si nadara mds”, €s decir, no tomaron en cuenta que era el tiempo en nadar

los 1800 metros.

Tabla 10.
ftem 7 Prueba diagnostica 1
7. Juan, un alumno del profesor Moore, asegura que si para la siguiente sesion el
profesor Moore tarda 34,30 minutos en nadar los 1800m, entonces su ritmo
cardiaco sera de 152 pulsaciones por minuto, aproximadamente. Respecto a la
afirmacion que hace Juan, tl estarias

a. de acuerdo ya que para 34,30 minutos le corresponde exactamente 152
pulsaciones.

b. en desacuerdo, ya que el grafico no me proporciona informacion para
ese valor.

c. de acuerdo, ya que el grafico me proporciona informacion para predecir
ese valor.

d. en desacuerdo, ya que la Gnica manera de saber esa informacién es que
el profesor tarde exactamente 34,30 minutos en nadar los 1800m.

e. Otra opcion ¢cual?

El item 7 tenia que ver con prediccidn, 5 estudiantes (13%) responden acertadamente (C) v,
a diferencia de los items anteriores, pareciera que abandonan la estrategia de mirar lo que
ocurre con los puntos “vecinos” al que se esta pidiendo: “Si porque el cuadro me ayuda a

saber si es verdad”, “El gréafico nos proporciona mas de los valores que se encuentran en el
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grafico”. Un poco mas de la mitad de los estudiantes estuvieron en desacuerdo (52%)
considerando que la unica manera de saber esa informacion era que el profesor tardara
exactamente ese tiempo y medir sus pulsaciones, o que ese dato no estaba en el gréfico, es
decir que no es posible interpolar. Lo anterior pudo darse tal vez por el grado de dispersion

del diagrama mostrado en la Figura 9.

Tabla 11.
item 8 Prueba diagnostica 1
8. Maria, una alumna del profesor Moore, asegura que es posible predecir el ritmo
cardiaco del profesor Moore para cualquier tiempo, comprendido entre 33,8 y
36,2 minutos, que tarde en nadar los 1800m. Respecto a la afirmacion que hace
Maria, tu estarias

a. de acuerdo, ya que para cualquier tiempo se puede tomar un valor cercano
a éste y observar el correspondiente nimero de pulsaciones, el cual sera
muy similar al que se busca.

b. en desacuerdo, porque para algunos valores de tiempo el gréfico no
muestra el correspondiente nimero de pulsaciones.

c. de acuerdo, ya que se puede establecer el aspecto general de la relacion
entre las dos variables.

d. en desacuerdo, ya que no se puede establecer el aspecto general de la
relacion entre las dos variables.

e. Otraopcion ¢cudl y por qué?

Aqui, item 8, 49% de los estudiantes estuvieron de acuerdo (opciones a y c), aungque
reflejan una concepcion local en los argumentos que emiten, al escoger la opcion a: “Se puede
tomar un valor cercano a lo que se da es mas los nimeros eran 33,8 y 36,2 y ya los habia
hecho el profesor Moore” 0 “Escogi la a porque se puede acercar a el valor mas cercano que
se desea simular” 0 “De acuerdo porque podemos tomar un valor cercano a este y

comprobar aproximadamente las pulsaciones y ver si es similar al que necesitamos encontrar
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para poder estar seguros”. Dentro de los que escogieron la opcion c, 8 estudiantes, ninguno
evidencia como seria el aspecto general de esa relacion, es decir una recta, es mas, ninguno de

ellos emite un argumento coherente, puesto que no es una tarea sencilla de hacer.

El item 9 se disefidé con base en las concepciones encontradas por Casey (2015) sobre los
criterios que usan los estudiantes para ubicar la recta que mejor se ajusta a los datos. Con este
item se queria indagar sobre cdmo nuestros estudiantes ubicaban la recta que mejor se ajusta,
es decir, si estadn de acuerdo con algunos de los criterios encontrados por Casey (2015) o si

proponen algun otro criterio como se considera en la Gltima opcidn de respuesta.

Tabla 12.

item 9 Prueba diagnostica 1
Se les pidié a cuatro estudiantes que trazaran una recta sobre el Grafico C teniendo en
cuenta que la recta se ajustara de la mejor manera a los datos del grafico. Las
siguientes graficas muestran la respuesta de los cuatro estudiantes.
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9. Respecto a lo solicitado en la tarea, tu estarias de acuerdo con la recta trazada por
[Justifica tu respuesta]

a. Susana
b. Julieta
c. Pablo
d. Felipe
e. Otra opcion (traza tu recta y justifica)
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Para el item 9, 11 (29%) de 38 estudiantes estuvieron de acuerdo con Susana (a) que, entre
las opciones dadas, correspondia a la recta que mas puntos tocaba. Entre los argumentos
estan: “Porque tuvo mas en cuenta los puntos sobre la gréafica” o “Susana, porque es la que

mejor se adapta a el grafico y utiliza mayor cantidad de puntos en el grafico que se le dio”.

4 (11%) estudiantes escogieron la recta dada por Julieta (b), la cual dejaba igual numero de

puntos a lado y lado de la recta.

4 (11%) estudiantes acertaron al escoger la recta de Pablo (c), que era la recta que estaba
mas cerca, de manera simultanea, a todos y cada uno de los puntos. Un estudiante cree que es
esta porque es la unica que no toca los puntos: “Pablo porque no pasa por encima de los
puntos”. Solo un estudiante se expresa en términos de cercania: “Porque sus datos son los

mas cercanos a la recta”.
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10 (26%) escogieron la opcién d (Felipe), la cual se traz6 a través del punto minimo y
maximo respecto a la variable respuesta y 9 (24%) estudiantes decidieron trazar su propia

recta pero sin justificacion alguna.

item 10

El item 10, tomado y adaptado de Moritz (2004), se relaciona con un diagrama (Figura 10) en
donde las variables Numero de personas en el salon de clase y Nivel de ruido tenian una
asociacion positiva (r=0,89). En una tarea similar a la que hace Casey (2015), aqui se
pretendié indagar sobre qué tanto influye el contexto y las creencias previas que tienen los
estudiantes para dar respuesta a la pregunta, ya que en el grafico se muestra una asociacion

entre las variables contraria a lo que realmente se esperaria.
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Tabla 13.
Item 10 Prueba diagndstica 1
10. Escoja la opcidn que mejor describe el grafico anterior y justifique su eleccion.

a. Entre més personas haya en un salén de clases el ruido sera mayor.

b. Entre mas personas haya en un saldn de clases el ruido serd menor.

c. El grafico muestra que el nivel del ruido no esta relacionado con el
numero de personas en la clase.

d. El gréfico no proporciona informacion para establecer si existe una
relacion o no entre el nimero de personas en un saldn de clases y el nivel
de ruido.

e. Otra opcion ¢cudl y por qué?

Para el item 10, el 32% (12) de los estudiantes escogieron la opcion a, la cual no es cierta
segun lo que se evidencia en el gréafico, aunque si es la més natural dentro del contexto de los
estudiantes y eso se refleja en sus argumentos: “Si porque mds nifios hacen mds ruido” 0
“Entre mas personas el ruido sera mayor porque cada persona hace mucho ruido y si hablan
todos a la vez se hace mucho mads ruido”. Aungue el 45% (17) de los estudiantes escogen la
opcion b sus argumentos se limitan al contexto y a sus creencias, buscando dar una
explicacion del hecho observado: “Donde hay mds alumnos el ruido serd menor porque todos
estan mas cerca y no tienen que alzar mucho la voz”. Otros estudiantes si basan sus
argumentos en lo que la gréfica les informa, por ejemplo, se enfocan en un par de puntos: “La
b porque en la grafica se ve que hay 21 personas que hacen un ruido de 70 y en otro salén de
mdas personas hay 30 y el ruido es mucho menor por esto escogi la b”. Solo un estudiante se
expresa de manera global aunque sin dejar a un lado el contexto: “Porque en el grdfico
muestran que entre mas personas menos ruido y entre menos personas mas ruido porque

algunos grados los estudiantes son mas hiperactivos”.

Items 11y 12
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Los items 11 y 12 se relacionaban con un diagrama (Figura 11) en donde las variables IRM y
Cl tenian una baja asociacion positiva (r= 0,33). Con el item 11 queriamos determinar cémo
los estudiantes describen un gréfico en donde no se percibe una asociacion fuerte entre las

variables.
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Figura 11. Peso del cerebro y coeficiente intelectual (Cl) de 20 mujeres. El peso del cerebro

se determind mediante una imagen obtenida por resonancia magnética (IRM)

Tabla 14.
item 11 Prueba diagnostica 1
11. Respecto a la relacion entre el peso del cerebro de una mujer y su coeficiente, se
puede concluir que

a. las mujeres que tienen un cerebro con mayor peso tienen un
coeficiente intelectual mayor.

b. las mujeres que tienen un cerebro con mayor peso tienen un
coeficiente intelectual menor.

c. no existe una relacion entre el peso del cerebro de una mujer y su
coeficiente intelectual.

d. EIl gréafico no proporciona informacion para establecer si existe una
relacion o no.

e. Otra opcion ¢cudl y por qué?
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Respecto al item 11, el 29% (10) de los estudiantes escogieron la opcion a 'y el 26% (9) la
opcion b, pero también aqui sus argumentos se basan en sus creencias, por ejemplo: “Si
porque se le graban mas las cosas”, “Pues creo que entre mas grande debe ser mas
inteligente” 0 “Me parece que piensan mas que los otros”.

Algunos ademés de tener una concepcion local, confunden la variable dependiente con la
variable independiente: “Porque en la grdfica se muestra que hay un peso del cerebro que es
de 140 y tiene un coeficiente intelectual de 860 por eso estoy de acuerdo con la opcion b”.
Otros incluyen otra variable como la edad para argumentar: “Las mujeres con mayor edad
tienen menos coeficiente intelectual ”.

El 29% (10) escogi6 la opcion ¢ que era la correcta. Un argumento basado en sus creencias
previas es, por ejemplo: “Porque no existe la relacion entre el peso y el coeficiente intelectual
porque no importa el peso o el coeficiente intelectual, eso depende de la persona porque si
pone cuidado entiende mds”. El siguiente argumento refleja un sentido de la variabilidad:
“Porque hay cerebros del mismo peso pero con diferente inteligencia”.

Al igual que en la pregunta 9, con la pregunta 12 queriamos indagar sobre como nuestros
estudiantes ubican la recta que mejor se ajusta, es decir, si esta de acuerdo con algunos de los
criterios encontrados por Casey (2015) o si propone algun otro criterio como se considera en
la Gltima opcidn de respuesta.

Tabla 15.
Item 12 Prueba diagndstica 1
Se les pidid a cuatro estudiantes que trazaran una recta sobre el Grafico E teniendo en

cuenta que la recta se ajustara de la mejor manera a los datos del grafico. Las siguientes
gréficas muestran la respuesta de los cuatro estudiantes.
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Para el item 12, 11 (31%) de 36 estudiantes estuvieron de acuerdo con Susana (a) que,
entre las opciones dadas, correspondia a la recta que mas puntos tocaba.

11 (31%) estudiantes escogieron la recta dada por Julieta (b), que no esta del todo
incorrecta, la cual dejaba igual nimero de puntos a lado y lado de la recta. Aunque la recta se
construyo con ese criterio, los argumentos de los estudiantes evidencias otros: “Porque sus
datos estan lejos de la recta” o “La opcidn correcta es Julieta por separar las respuestas
mayores de las inferiores”. Otros lo relacionan con que tiene que ser completamente
horizontal, o con otro concepto como lo es la recta numérica: “Porque Julieta tiene su linea
recta...” o “Estoy de acuerdo con Julieta la linea estd derecha y si esa es la imaginacion de
ella. Con esa se puede hacer una recta numérica”. Una argumentacion muy interesante es la
siguiente: “La b porque la tarea de Julieta es la mas cercana a la solucién ya que no existe
una relacién”, ya que sabemos que la recta tenderd a ser horizontal cuando el nivel de
asociacion es muy cercano a Cero.

Solo 2 (6%) estudiantes acertaron al escoger la recta de Pablo (c), que era la recta que
estaba mas cerca, de manera simultanea, a todos y cada uno de los puntos. Solo hubo una
argumentacion: “Porque estd mas cerca”.

7 (19%) escogieron la opcién d (Felipe), la cual se trazd a través del punto minimo y
méaximo respecto a la variable respuesta, sin embargo surgieron otros argumentos como:
“Porque me estd indicando que entre menos peso mds coeficiente” o “Porque las mujeres
con el CI mas alto tienen menor IRM como lo muestra Felipe”, estos dos ultimos argumentos

reflejan lo que muestra la recta, asi no se corresponda con los puntos, lo que da indicios a
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pensar que si entienden como seria la tendencia de los datos si existiera la relacion que ellos
dan.

Finalmente, 5 (14%) estudiantes decidieron trazar su propia recta con criterios como que
no togque ningun punto, por ejemplo. Otra estrategia fue unir el valor mayor del eje vertical
con el menor del eje horizontal argumentando “Ninguna porque si la respuesta es que las
mujeres tienen el cerebro méas pesado menor es su coeficiente y ellos muestras es otras cosas.
Yo la trazo asi porque si dice la informacion de la gréfica que si tiene el cerebro mas pesado

Menos es su coeficiente”.

4.2 Anélisis de la prueba diagnéstica 2 Prediccion y tendencia

La prueba que se analiza a continuacion, fue aplicada a 40 estudiantes de octavo grado
quienes no tenian una formacion previa en conceptos estadisticos ni en diagramas de
dispersion y recta de mejor ajuste, inclusive, sus antecedentes sobre el concepto como tal de
recta era nulo, en términos formales. Esta prueba surgié del andlisis de una primera prueba
diagndstica, de la cual resultaron algunas hipétesis, constaba de cinco items y se describe a

continuacion.

Descripcion de la prueba

De la primera prueba diagndstica surgieron algunas hipétesis que se iran mencionando junto

con la descripcion de cada item de esta segunda prueba diagndstica.

1. En el momento de interpretar diagramas de dispersion, especificamente respecto a si los
estudiantes establecian o no una relacion o asociacion entre las dos variables, se observé que

los estudiantes, al parecer, pueden establecer dicha relacion sin la necesidad de observar el
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grafico, es decir, el contexto bajo el cual estaban las variables era muy cercano a ellos. De
manera que, tomaremos como primera hipotesis el hecho de que usar variables sin contexto, o
por lo menos un contexto no cercano o no comprensible para los estudiantes los obliga a usar

un razonamiento “puro’’ en sus interpretaciones.

Por lo anterior, en el item 1 de la siguiente prueba las variables estaban
descontextualizadas, la variable independiente se correspondia con X y la variable
dependiente con Y. Queriamos conocer si los estudiantes establecian, o no, una relacion entre
las variables X e Y. Lo anterior ubicando un punto en el diagrama de dispersion dado para un
valor especifico en X (encerrados en rojo en la Figura 12), esperabamos que el estudiante
identificara el “comportamiento” de los puntos en el diagrama y como consecuencia ubicara
el punto que se le pedia para el correspondiente valor de X siguiendo ese comportamiento

previamente identificado.
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Como se observa en la Figura 12, el primer item constaba de tres diagramas, cada uno con
diferente sentido de asociacion: el Grafico A con una asociacion positiva, el Grafico B con

una asociacion negativa y el Gréfico C sin asociacion.

Para el Gréfico A, donde se esperaba que ubicaran el punto arriba, 27 de los 40 estudiantes
lo hicieron. Argumentos como “Porque conforme asciende el valor de x el valor de y
también” 0 “El valor de y que coloqué es de 440 porque creo que todo tiene un orden, entre
mdas grande el numero en x mads grande el niimero y”, evidencian que reconocen claramente
la existencia de una asociacion entre las dos variables, mientras que otros no necesariamente,
por ejemplo: “Porque me guié por el mas alto para colocarlo mads alto que ese” 0 “Yo
pienso que debe ir alli porque hace conexion con el otro punto que estd a su misma altura”.
Respecto al Grafico B, 29 de 40 estudiantes ubicaron el punto en la parte de abajo, lo cual es
correcto, con algunos argumentos muy similares a los presentados en el gréfico A, esta vez
usando términos como ‘“descendente”, “disminuye”, “de mayor a menor”, es decir, pueden
reconocer la asociacion entre dos variables cuando la hay pero ¢qué pasa cuando no existe tal

asociacion como en el Gréafico C?

Para el Gréafico C solo 2, de 40 estudiantes, explicitan en sus argumentos la no asociacion
entre las dos variables: “Pues porque no veo que tenga un orden respectivo”, “Lo mismo no
estd aumentando ni disminuyendo solo se puede colocar donde sea”. El esfuerzo de los
demas radica en encontrar un patron, una “forma” en la nube de puntos, y justificar de alguna
manera el valor de y que asociaron para el x pedido, por ejemplo: “La puse arriba porque
creo que esta lleva una secuencia de u”. Otros agruparon puntos del gréfico, por ejemplo para
x=80 “Y=215 del 78 hasta el 80 va de manera ascendente” y para x=64 “Y=205 creo que

hasta el 77 va de manera descendente”.
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En general, 21 de 40 estudiantes ubicaron correctamente los puntos sobre el grafico Ay B,
y solo 2 de esos 21, ubicaron y argumentaron correctamente los puntos sobre el gréafico C. Por
lo que la mayoria de los estudiantes, si reconocen de alguna manera la asociacion entre dos
variables y como varian conjuntamente al observar un diagrama de dispersion, mientras que
no reconocen facilmente la no existencia de una asociacion, es decir, buscan si o si relacionar

de alguna manera las dos variables.

2. Respecto a la fuerza de la asociacion entre las dos variables, se establecio la siguiente
hipotesis: los estudiantes asumen la intensidad de asociacion de las dos variables de acuerdo
al engrosamiento de la nube de puntos. Por lo anterior, se presenta el item 2 de la siguiente
(Figura 13) prueba el cual constaba de cuatro diagramas de dispersion cada uno con diferente
coeficiente de correlacion. Los diagramas se generaron con ayuda de un applet que se puede

encontrar en http://www.rossmanchance.com/applets/GuessCorrelation.html. Aqui se pedia

ordenar de mayor a menor los diagramas de acuerdo a la intensidad de asociacion entre las

dos variables las cuales, como en el item 1, no estaban contextualizadas.

B

B0 100
80 100

80
%,
G

o 20 s e s 100 o 20 s e s 100

o 20 s e s 100 0 20 s 80 80 100

Figura 13. Diagramas de dispersion relacionados con el item 2 de la segunda prueba

diagnostica
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Relacionando el “engrosamiento” de la nube de puntos con la intensidad o fuerza de
asociacion de las variables x e y, en el sentido en que a menor engrosamiento mayor es la
intensidad, se puede concluir que, para los cuatro diagramas mostrados en la Figura 13, A
tiene mayor intensidad, seguido de C, luego B y por ultimo D. De los 40 estudiantes, 19
establecieron ese orden, ACBD. Entre los criterios, y con mayor frecuencia, para establecer el
anterior orden esta el de dispersion o proximidad de los puntos: “Yo creo que el mayor es el
que los punticos estdn mas juntos y el menor pues el que tiene los puntos dispersos por todo
el grafico”; el ordenamiento de los puntos, por ejemplo “Porque el D y el B no tienen un
orden respectivo mientras que el C ya se va formando y el A ya tiene un orden”, €l nivel de
rectitud: “Creo que porque la que tenga un nivel recto esta tiene un mayor nivel de
intensidad’’; como se observa en estos dos ultimos criterios los estudiantes hablan implicita y
explicitamente de recta, es decir, que la nube de puntos que se asemeje mas a una recta es la
que tiene mayor intensidad de asociacion, lineal, entre las dos variables.

El segundo orden con mas frecuencia fue DBCA, 8 estudiantes. Si nos fijamos, este orden
es el “opuesto” al que observamos anteriormente, es decir, ese seria el orden correcto para
establecer una intensidad de asociacion de menor a mayor. El criterio mas usado para esta
eleccién coincide con uno ya mencionado: dispersion o proximidad de los puntos cuando
argumentan “Algunos estan mas amontonados y por eso me guié para dar esa respuesta’,
también se evidencian los demas criterios pero con una interpretacion opuesta a la que
esperabamos: “Porque D tiene mds cantidad de puntos esparcidos, B porque tiene la 2
[segunda] méas puntos esparcidos por el recuadro, C porque es el 2 [segundo] que tiene
menos puntos esparcidos que son mas unidos, A porque es mas ordenado de todas y tiene una

linea recta que conforman una recta.
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Otro criterio fue el nimero de puntos en el grafico. De manera que el grafico donde
hubiera mayor cantidad de puntos, las variables tendrian una asociacion mas intensa: “D
porque tiene 30 puntos, B porque tiene 24 puntos, A porque tiene 23 puntos y C porque tiene

21 puntos”. En realidad los graficos A y D tenian 30 puntos y B y C 25 puntos.

Independientemente del sentido de la interpretacion, 27 de 40 estudiantes establecen un
orden en cuanto al grado de dispersion o proximidad de los puntos. Entre esos, 4 estudiantes

relacionan esa proximidad con asemejarse a una recta.

3. Otra hipotesis que establecemos es que, dado que nuestro interés es sembrar la necesidad
de trazar la recta de mejor ajuste, el hecho de observar “vecinos cercanos’ para hacer una
prediccion puntual, lo cual manifiesta una concepcién local, nos permite inferir que los
estudiantes asumen de alguna manera la recta, por lo menos en esa localidad. Lo anterior se
refleja en acciones como observar el antes y el después del valor que se le pide o tomar la
media de los “vecinos cercanos”. Para ratificar lo anterior y explorar otras maneras de usar

esta estrategia, se plantea el item 3 de la siguiente prueba (Figura 14).

Con el item 3, donde las variables si estaban contextualizadas, queriamos ratificar las
estrategias de los estudiantes para predecir el valor de la variable respuesta dado un valor para
la variable explicativa (3a y 3b). Para el 3a, los “vecinos cercanos” son dos, uno a cada lado,

mientras que para el 3b, los “vecinos cercanos” son tres, uno a un lado, y dos al otro lado.
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Figura 14. Tabla y diagrama de dispersion relacionado con el item 3 de la segunda prueba

diagnostica

En pocas palabras, se pedia predecir el nivel de ruido para un salén con 28 personas y para

uno con 25 personas.

Para el de 28 personas, 30 de los 40 estudiantes eligieron un nivel de ruido entre 50 y 80
que podria considerarse como acertada. Dentro de esos 30, 8 estudiantes tomaron como
estrategia la media de los “vecinos cercanos”, D y F, por ejemplo: “El nivel de ruido es 65 el
valor lo encontré mirando el Dy F y en la mitad de D y F encontré el valor de 65” 0 de otros
vecinos: “60 porque 28 esta después de 26 y 26 es de 50 y estd antes de 29 es de 70 entonces
la mitad de 70 y 50 es 60”. Otros aunque no usaron la media de los vecinos cercanos, si se
guiaron por los mismos para emitir un valor: “Nivel de ruido seria 61 ya que me guie por el
que tenia 27 personas pero porque tenia uno mas le subio mas la altura” 0 “60 Porque el
salon D se acerca a los 28 estudiantes”.

Un estudiante puso dos puntos, entre 50 y 65, manifestando un sentido de la variabilidad:
“Pues entre mas personas hay mas ruido, pero puede que hayan muchas personas y no tanto

ruido, varia la respuesta”.
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Para el de 25 personas se tenian tres vecinos con ciertas caracteristicas, es decir, 24 tenia
dos iméagenes y, a su vez, una imagen de 24 coincidia con la imagen de 26 (Figura 14). El
criterio de mayor frecuencia para predecir el nivel de ruido, donde 32 estudiantes lo estimaron
entre 31 y 55, fue también el de observar los vecinos cercanos, sin embargo muchos ignoraron
el hecho de que 24 tenia dos imagenes, solo tomaron una de ellas para emitir un valor para 25,
0 un solo vecino: “Me guie por el que tenia 24 personas y le puse como ruido 31" 0 “El de
25 personas es de 50 porque el de 24 y 26 también lo son”; implicitamente lo ubicaron en la

media de los vecinos cercanos.

4. Siguiendo en linea con la hipdtesis 3, nuestra cuarta hipotesis es que la extension de una
concepciodn local podria conducirnos, en un principio, al ajuste de una recta poligonal, o
ajuste parcial, que bien podria ‘“enderezarse” y convertirse en la recta que queremos
encontrar, la que mejor se ajusta.

Por lo anterior, en el item 4 (Figura 15), donde las variables también estaban
contextualizadas, partimos preguntando sobre la recta que mejor se ajusta a dos puntos (4a)
[serad “trivial” para los estudiantes que esta recta corresponde a la recta que pasa por los dos
puntos? Enseguida queremos indagar sobre cémo trazan la recta que mejor se ajusta para tres
puntos no colineales (4b y 4c) y finalmente se les presenta todo el conjunto de puntos y se
pide la misma tarea, trazar la recta que mejor se ajusta. En ultimas lo que queremos conocer

con este item es qué entienden por “la recta que mejor se ajusta”.
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Figura 15. Diagramas de dispersion relacionados con el item 4 de la segunda prueba

diagnostica

Entre las estrategias para responder 4a la mas utilizada fue trazar el segmento que unia los
dos puntos, algunos trazaron dos segmentos, uno partiendo del origen y luego el que unia los
dos puntos del gréfico, otros trazaron lineas verticales y horizontales hasta cada punto. En
total, 7 estudiantes trazaron una recta, donde 3 de ellos trazaron la recta que unia los dos
puntos con argumentos como “... se ajusta porque solo hay dos puntos y es la unica recta que
se puede trazar”. Otra estrategia fue trazar la recta de manera que pasara por un punto pero
muy cerca al otro. 3 estudiantes trazaron la recta entre los dos puntos y partiendo del origen,

argumentando de la siguiente manera: “la pasé sin que tocara G o B”.
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Para 4b, 4c y 4d la estrategia con mayor frecuencia fue la de unir los puntos con
segmentos. De los 7 estudiantes que trazaron una recta en el inciso 4a, 2 trazaron varias rectas
uniendo dos puntos, mientras que los otros 5 trazaron una sola recta. Con estos 5 estudiantes
se identifican algunas de las estrategias reportadas ya en la literatura (Casey, 2015) por
ejemplo: la que toque la mayor cantidad de puntos; la que pasa por el “medio” dejando igual
numero de puntos a cada lado de la recta: “porque asi reparto mejor los puntos”’. Respecto al
inciso 4e, donde se les preguntaba que por qué creian que la recta trazada en 4d era la que
mejor se ajustaba, solo 2 estudiantes argumentaron en términos de “cercania”: “porque los
puntos quedan mads cerca a la linea” 0 “porque es como la que mds se acerca a los datos”.
En general, tal como se esperaba, la mayoria de los estudiantes trazaron “rectas poligonales”

al unir los puntos por segmentos.

5. Un criterio muy usado es que la recta que mejor se ajusta es la que pasa por mas puntos.
Lo anterior se evidencié en una tarea propuesta por Casey (2015) en la que se daba un
diagrama de puntos y los estudiantes ubicaban la recta, representada por un alambre, que
mejor se ajustaba para ellos. Con el item 5 (Figura 16) de esta prueba nos preguntamos qué
pasa con “el regreso”, es decir suponemos una recta que se ajusta a seis puntos € indagamos
sobre como deberian ir los puntos. La hipotesis 5 que establecemos aca es que el criterio
mencionado anteriormente no va a cambiar, aunque expresado de otra manera: la nube de
puntos que se corresponde con la recta que mejor se ajusta, es la que méas puntos toca la

recta.
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Figura 16. Diagramas de dispersion relacionados con el item 5 de la segunda prueba

diagnostica

De manera que en el item 5 se mostraban cuatro diagramas con la misma recta pero seis
puntos distribuidos de manera diferente en cada grafico (Figura 16). Se pedia ordenar, de
mayor a menor, los graficos de acuerdo al nivel de ajuste de la recta a los seis puntos. Para
elaborar este item usamos la herramiena Fathom que nos permite ver los cuadrados y la suma
de las areas de los mismos que se forman de cada punto a la recta (Figura 17); sabemos que si
esta suma es minima, tendremos, en este caso, la nube de puntos para la cual la recta dada es

la que mejor se ajusta.
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Figura 17. Suma de cuadrados realizada con Fathom para la opcién A del item 5

Asi, la suma de las areas de los cuadrados para las opciones A, B, C y D eran,
aproximadamente, 88, 15, 75 y 381, respectivamente, por lo que la respuesta correcta era
BCAD, solo un estudiante respondié correctamente, y su estrategia fue unir los puntos por
segmentos y observando que: “BCAD porque el B y C son los que estan mas cerrados
mientras que A y D estan abiertos”.

ACBD fue la respuesta con mayor frecuencia, 19 estudiantes, que si observamos la Figura
16 ese seria el orden en cuanto al nimero de puntos que toca la recta o que estan muy
préximos a tocarla. Sin embargo de esos 19, solo 11 hablaron en esos términos y 8 hablaron
en términos de “alineamiento” u “organizacion™: “Porque desde A los puntos estan mds
alineados y desde C B y D empiezan a desalinearse”.

11 estudiantes que aungue no eligieron la respuesta correcta, basaron sus argumentos en
términos de “cercania” pero al parecer entendido como el nimero de puntos mas cercanos a la
recta, por ejemplo: “Empezamos con los seis puntos cerca a la linea luego se alejan dos,
luego se alejan 3 y luego se alejan 4 quedando B, A, C, D”. Otro argumentos no dejan muy en
claro qué es lo que ellos entienden por cercania, por ejemplo: “Yo escogi ese orden [ACBD]

porque miré que los puntos de A estan mas cerca a la recta que los puntos de el D"
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En general, con este item se ratifica nuestra hipétesis 5 pero ademas se abre la reflexion
sobre qué entienden o como conciben los estudiantes la “cercania” de los puntos a una recta,
ya que fue uno de los argumentos con mayor frecuencia, pero estableciéndose un orden

diferente.

4.2.1 Sobre el andlisis de las dos pruebas diagndsticas. El anélisis de los resultados de estas
pruebas nos proporciond informacion sobre el Razonamiento Covariacional Informal (RCI)
actual de los estudiantes. Se ratificaron algunas estrategias y concepciones ya reportadas en
investigaciones anteriores y algunas novedades que nos orientaron para establecer mas
hipotesis de aprendizaje y, consecuentemente, disefiar el plan para el disefio de actividades

computacionales para el aprendizaje de la recta informal de mejor ajuste:

» Construir actividades sin contexto, o por lo menos no comprensible al estudiante, podria
evitar que el estudiante tenga una concepcion causal. En su lugar, se obligaria a tener un
razonamiento “puro” en tareas de asociacion y prediccion.

* La mayoria de los estudiantes, si reconocen de alguna manera la asociacion entre dos
variables y como varian conjuntamente al observar un diagrama de dispersion, mientras
que no reconocen facilmente la no existencia de una asociacion, es decir, buscan si o si
relacionar de alguna manera las dos variables.

« La mayoria de los estudiantes si establecen un nivel de asociacion en cuanto al grado de
dispersion o proximidad de los puntos pero pocos, ademas de eso, en cuanto a la forma.

* La estrategia de los “vecinos cercanos”, manifiesta una concepcion local, que si se
extiende conduce al ajuste de una recta poligonal que bien podria “enderezarse” y

convertirse en la recta de mejor ajuste global.
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4.3 Actividad 0. Obteniendo datos del curso al que pertenezco

Con el fin de que los estudiantes se familiarizaran y se motivaran con el manejo del
software Fathom, la Actividad O consisti en generar la necesidad de tomar datos, datos reales
y cercanos a los estudiantes como, por ejemplo: edad, género, peso y estatura de sus
compaferos de curso. Lo anterior motivados por preguntas como ¢Cuéntos nifios y cuéntas
nifias hay en el curso de octavo grado? ¢(Qué edades tienen los estudiantes? ;Qué peso y

estatura? ¢Son mas altos los nifios o las nifias?

Obtenidos los datos, con el &nimo de facilitar la respuesta a las anteriores preguntas, se

procedi6 a registrarlos en una tabla en Fathom asi como visualizarlos en gréficos.

Los datos fueron tomados en grupos con el proposito de que para los atributos “peso” y
“estatura”, cada grupo obtuviera mediciones diferentes. Lo anterior dado que cada grupo
contd con sus propios instrumentos de medicion (bascula y metro), como se muestra en la
Figura 18. Esto nos permitiria mas adelante generar una primera discusion alrededor de la

variabilidad y sobre la decision de quedarnos con una sola medida, un solo valor.

Figura 18. Estudiantes tomando datos para la Actividad 0
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Andlisis

El desarrollo de esta primera actividad gir6 alrededor de una tabla como la que se muestra en
la Figura 19, producto de la experiencia que ellos vivieron recolectando y registrando datos de
cada uno de sus compaferos de curso. Hecho lo anterior se gener6 una primera discusion
sobre los datos en cuestiones como cuantos estudiantes aparecen en los datos; cuéntas

variables y como esos datos describen a su curso.

N No mbre Lidad (afos) | Género (F o M) | Peso (Kg) ) | Est
1 « _Dubag A\(ne\éq"_'[“ g "Moo | 58.5 | Mf_
i g\tmy_r\za Vorgad ] Femenmo 42.3 [ 1495
_‘Jlsgven Tahano Pafoyas | 13 Pede0n0 60.5 | 166 2
4 _1Cleex Dovid Bachata |[¥] Maseulino 54 J_ 195¢
5 Bueno Hedina 1% Femeano .8 a9 '
6 Cdud\a Julann  Butgob 13 FemeninO Ho ’H 4 153 "
7_|Mana Feynondd Cabg ) Femenno [ 165
8 _|Wendy Natala Cdceres 13 Feenenmno 5 | 158 i
9 Mool Pndvet Duvon | Maswhno 524 AEL
19 |Mcna Yernanda 6edoy M| Fememno 60 Lel
L [Movia  Pavhing B U | fFemening 4¢ Isz |
12 [kateine Mordes C. 1% Femenwo 54 155 ‘
12 [W Fabian ™e)ig 13 Aosno qy.g8 | 154 |
| 14 [Andrea Mor dd__ 13 Tememino  [SOAHR | 149
15 [JWho Cesar _ovhe ~ 13 Acunng 66.72 | 13g
16 |Ju vi [EY Masculino 4.3 | 156
17 Yol wen Gudi '3 Masln o 50.5 166
18 [Tama m:}h_fg_mwn 14 Femenno 52 156
19 1Juan T‘e\‘Pg a_@a 19 Mazcohng 29,5 | 150
20 15 Maeculing 52.1 [ 194 |
21 5|\v\g_fzmmda_mgm 1y Femenwd 54.8] 1¢60 '

Figura 19. Datos registrados por uno de los estudiantes para la Actividad 0

Respecto a las cuestiones anteriores, los siete estudiantes estuvieron de acuerdo en cuanto

al nimero de estudiantes y seis de ellos en que las variables que se midieron fueron cinco.

En cuanto a la descripcion de los datos, es decir, qué informacion se podia extraer de la
tabla que caracterizara el curso al que pertenecian, la mayoria de los estudiantes describieron,
0 bien entre qué valores se encontraba alguna variable, o cual era el valor maximo que
alcanzaba, por ejemplo: “Que en ¢l grado octavo hay una cantidad de 21 estudiantes donde la

mayoria son nifias, que la edad promedio es de 16 a 13 afios, que el peso esta entre 67 y 39 kg
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y la estatura ronda 182 cm y 145 cm” o “Que hay mas niflas que nifios, que la moda en edad

es de 13 afos, el peso de algunos estudiantes no sobrepasa de 62 kg”

Por otra parte, cinco de ellos hablaron implicita o explicitamente de la moda de alguna de
las variables al usar expresiones como “hay mas”, “la mayoria” o, directamente, “la moda”,
por ejemplo: “Que hay mas nifias que nifios, que la moda en edad es de 13 afios, el peso de
algunos estudiantes no sobrepasa de 62 kg”. Cabe destacar que los estudiantes ya tenian

algunos conocimientos previos sobre medidas de tendencia central.

Finalmente, solo dos estudiantes hablaron en términos de promedio, pero, segiin como lo
argumentan, entendido como un intervalo y no como un solo valor: “...que la edad promedio

2

es de 16 a 13 anos...” o “Que los estudiantes del grado octavo estdn en un promedio de

estatura de 1,45 my 1,82m”.

Otro tema para abordar, que justific esta actividad, es la variabilidad, la cual se hizo muy
natural por el hecho de que ellos mismos recolectaron los datos. De manera que a la pregunta
¢Por qué tenemos diferentes mediciones, en peso y estatura, por ejemplo, para un mismo
estudiante? Sus respuestas fueron inmediatas y muy validas, por ejemplo: “En el peso porque
no se paraban derechos, o los compafieros metian la mano en el peso y esto alteraba el peso y
en la estatura porque tal vez se sumo6 mal” o “Tenemos diferentes medidas porque en algunos
metros se pudo haber colocado recto y en otros encorvado. En el peso de pronto por las pilas o

algunos mirando hacia el suelo”.

Ahora, una vez hecha la discusion sobre por qué un mismo estudiante habia tenido

diferentes mediciones, se tentd a los estudiantes a quedarse con un solo valor, uno para peso y
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otro para estatura. Por ejemplo, la Tabla 16 muestra las medidas que tuvo Julio, un compariero

de ellos, en cada uno de los grupos (G) donde fue medido.

Tabla 16.

Medidas de un estudiante del curso en cada uno de los grupos para la Actividad 0
JULIO Gl G2 G3

Peso (kg) 67 66,2 66

Estatura (cm) 182 178 181

Entre las estrategias para quedarse con un solo valor estan las siguientes:

oEl promedio: Tres estudiantes argumentaron en términos de promedio, “Me quedaria el
peso 66 kg. Estatura 181 porque es el promedio entre los tres valores”.

e Un valor entre el minimo y el maximo: “Yo escogeria el peso (kg) 67 por su forma fisica.
Y la estatura 181 porque estd en un promedio de 178 cm y 182 cm”.

e Creencias: Algunos basaron sus argumentos en sus creencias de lo que pudo haber
pasado en el momento de la medicion: “Me quedaria con el peso del grupo N°1 porque creo
que este grupo pudo medir la estatura de Julio mejor, tal vez porque era el primer grupo y los
alumnos debian pasar primero por este. Y creo que mi grupo Yy el segundo grupo ibamos un
poco apresurados porque los estudiantes no pasaban en orden y debiamos llamarlos”.

o El que més se repite: Aunque se pedia por estatura y peso, un estudiante argumentd en
términos de edad: “Con la edad de 13 afios porque es la que mas se repite y es de 13,0, es

decir hay 10 nifios de 13 afios”.

Para abordar un poco el tema de prediccion, se propuso predecir la estatura para un nuevo
estudiante, hombre, de 13 afios que llega al curso. Todos estuvieron de acuerdo en que si era

posible predecir la estatura, aunque difirieron en sus estrategias de la siguiente manera:
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e Cuatro estudiantes decidieron extraer de los datos a los nifios hombres de 13 afios, sin
embargo, tres de ellos no especifican como usarian esos datos para hacer la prediccion: “Si,
porque tendria en cuenta la estatura de mis otros comparieros (hombres) de 13 afios para poder
darle una estatura”. Solo uno de ellos toma el promedio de la estatura de esta extraccion:
“Total si podria porque tomaria la estatura de los compafieros de 13 afos y sacaria su
promedio”.

¢ L0s otros tres estudiantes usan como estrategia o bien medirlo o preguntarle directamente
por su estatura o bien compararlo con alguno de sus comparieros del que ya conocen ese dato:
“Le preguntaria o si hubiese posibilidad de medirlo lo haria, o lo compararia con alguno de
mis compafieros, puede ser que él y mi compafiero tengan la misma estatura y si se cuanto
mide mi compafiero tal vez pueda saber cuanto mide el estudiante nuevo dependiendo si es

mas alto o mas bajo o tal vez tenga la misma estatura de mi compaiero”.

Las anteriores estrategias fueron discutidas entre ellos y el hecho de que algunos se
enfocaran solo en los estudiantes hombres de 13 afios nos dio paso para visualizar, con ayuda
de Fathom, esos casos especificos y, teniendo en cuenta eso, contestar nuevamente la

situacién de prediccion.

Con lo anterior queriamos ver si después de la discusion y con esa nueva visualizacion
ratificaban, cambiaban, o no, su estrategia de prediccién. Dos de los tres estudiantes que
tenian como estrategia medirlo o preguntarle directamente al estudiante, cambiaron su
estrategia para tomar el promedio de las mediciones. Lo anterior posiblemente porgue, en la
discusion, el estudiante que propuso sacar el promedio refutaba la estrategia de los demas al
decir que ellos no conocian al estudiante nuevo y que no era posible medirlo o compararlo

directamente con otros.
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Por otra parte, en el caso de los cuatro estudiantes que tomaron en cuenta a los hombres de
13 afos, se evidencié mejor cobmo usarian esos datos para hacer la prediccion: Tres, sacando
el promedio y uno, describiendo un intervalo de los valores que toma la estatura de los
hombres de 13 afios. De manera que, al final de esta actividad, cuatro de los siete estudiantes

asumen la media como estrategia de prediccion.

Como se observa, esta primera actividad fue mas alla de una exploracién de los estudiantes
con el manejo de Fathom ya que a su vez nos permitio, a nosotros como investigadores, tener
un primer acercamiento a las intuiciones, concepciones e ideas de los estudiantes en aspectos
como la variabilidad y la prediccion en el caso unidimensional. Creemos que el hecho de que
los datos fueran reales y ademas tomados por ellos mismos, les permitié asumir de manera
natural el tema de la variabilidad ya que fueron testigos de las razones por las que pudo

ocurrir.

También nos permitié ver sus conocimientos previos en medidas de tendencia central en
donde algunos asumen la media, o el promedio, como un intervalo de valores. En cuanto al
tema de prediccion, en primera instancia, solo un estudiante us6 como estrategia la media; los
demas basaron sus juicios en sus creencias 0 en sus “vecinos” mas cercanos, en el sentido de

que tomaban a otro de sus compafieros para compararlos y, asi, hacer una prediccion.

Por otra parte, vimos también cémo después de la discusion entre ellos sobre sus
estrategias de prediccion, algunos cambian o se sienten correspondidos o convencidos con la
estrategia de alguno de sus compafieros, en donde finalmente cuatro concuerdan en que tomar

la media es una buena estrategia.
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4.4 Actividad 1 (Parte 1). EI Machin Machén

Como se observo, en la Actividad 0, algunos estudiantes hablaron de “promedio” (o media,
como se hace referencia en este texto). ¢Pero qué significa ese valor para ellos? ;Como se
calcula? ¢Por qué es el mejor representante en un conjunto de datos univariados? ¢Como esté
ubicado respecto a los demés valores? ;Qué propiedades cumple? Esta actividad pretende

abordar las cuestiones anteriores.

El objetivo es esta actividad fue que los estudiantes establecieran un criterio para, dado un
conjunto de datos univariados, encontrar el mejor representante que finalmente sera la media;
la media como un valor justo, como veremos en un primer momento llamado “Repartiendo
caramelos”, o un punto de “equilibrio” o “balanceador”, como se apreciara en el segundo

momento llamado “Balanceando el Machin Machon”.

Anadlisis

Situacion A: Repartiendo Caramelos

Como ya se dijo, en primera instancia quisimos ver la media como un valor justo, en un
sentido equitativo. Es por lo anterior, que la primera situacién de esta actividad se Ilamé
“Repartiendo caramelos”. Treinta y cinco caramelos fueron distribuidos entre los siete

estudiantes como se muestra en la Tabla 17.

Tabla 17.
Tabla asociada a la Situacion A de la Actividad 1.1

Nombre # de caramelos
Andrea 6
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Miguel

Wendy

Silvia

Duban

Elder

NW N NP>

Maria Fernanda

Cuando se indag06 sobre si consideraban, o no, justa la manera en que se habian distribuido
los caramelos, naturalmente, todos la consideraron injusta argumentando ya fuera en términos
de comparacion como: “Es injusta porque unos tienen menos caramelos que otros” o dando
indicios de como hubiera sido justa: “Es injusta porque a todos no les dieron la misma

cantidad de caramelos”.

El hecho de que todos estuvieran de acuerdo en lo injusto de la distribucién de caramelos
nos dio paso a que dieran o recibieran caramelos de sus compafieros hasta que consideraran
que cada uno de ellos tenia la cantidad justa. Por ejemplo, Wendy, quién tenia siete caramelos
en un principio, procedié de la siguiente manera: “Le di a Maria Fernanda Godoy dos
caramelos porque [ella] tenia tres caramelos”. Lo que da a entender que Wendy buscaba que
tanto ella como Maria Fernanda tuvieran cinco caramelos. De manera similar procedieron los
demas hasta lograr la cantidad justa para todos y cada uno de ellos, tal como lo argumenta un
estudiante: “Ahora todos los compafieros tienen cantidad igual porque dividimos 35
caramelos entre 7 y asi todos quedaron con 5 caramelos que es la cantidad justa por

estudiante”.

Como se observa en esta situacion, el proceso matematico de sumar la cantidad de

caramelos que le correspondio a cada estudiante y dividirlo entre la cantidad de estudiantes
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6+4+7+6+7+3+2_5
5 =

corresponde al calculo de la media, solo que vista como un valor justo y ademé&s en un
contexto muy familiar para ellos, tan natural como cuando promedian la nota definitiva de una
materia, por lo menos cuando cada nota tiene el mismo peso. Es como si el célculo estuviera
implicito en ellos, pero hasta el momento no sabemos si sus propiedades también; es por esto

que se plantea la siguiente situacion: Balanceando el Machin Machdn.

Situacion B: Balanceando el Machin Machon

Para esta situacion, en primera instancia se hizo una discusion sobre la dinamica del juego
Machin Machdn. Aqui, todos manifestaron que ya en alguna ocasion lo habian jugado. De

manera que se inicié con un ejercicio de lapiz y papel, planteado de la siguiente manera:

Dos nifios, Edinson y Gabriel, del mismo peso, se encuentran sentados a una distancia
X1, X, metros, respectivamente, del extremo izquierdo de un Machin Machon en el cual

desean jugar. EI Machin Machdn tiene una longitud de 10 metros, bastante grande.

El primer caso que se propuso fue muy natural para ellos, x; = 0y x, = 10, es decir, cada
uno de los nifios ubicados en un extremo del Machin Machdén, como normalmente se
acostumbra jugar. De manera que la respuesta a ;Donde ubicarias el pivote para que el
Machin Machén quede balanceado? fue unanime, “a cinco metros”, es decir, en la mitad del
Machin Machén. Argumentando que “... porque es la mitad de 10 metros” o tomando la
mitad del extremo derecho: “La ubicaria en la mitad porque si Edinson esta ubicado en el
extremo x; que es igual a 0 y Gabriel estd ubicado en el extremo x, es igual a 10 entonces la

mitad de 10 es 5 entonces el pivote lo ubicaria a 5 metros”. ;Pero donde ubican el pivote en
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los demaés casos es que los dos nifios, no necesariamente, ocupan los extremos del Machin

Machon? Y, en general, ;donde ubican el pivote para cualquier valor de x; y x,?

Pues bien, tal como se esperaba, en los deméas casos las estrategias, y por tanto las
respuestas, variaron. A continuacién presentamos las tres estrategias a las que los estudiantes

Ilegaron y que fueron discutidas para llegar a una expresion algebraica:

eEn la mitad de los dos nifios: Tres estudiantes propusieron esta estrategia. Por ejemplo,
en el caso en que x; =3 Yy x, =9, “A seis metros porque Gabriel esta a seis metros de
Edinson porque 9-3=6 / 2 = 3 metros mas 3 = 6 mt”. Es decir, se toma la semidistancia entre
los dos nifios y al resultado se le suma x;. Tal como lo generaliza un estudiante: “Se restan los
dos valores y el resultado se divide en dos y se suma la distancia de x;” y lo expresa

algebraicamente como:

{x; — x4}

+ x
2 1

Después de que la estudiante simplificara frente a sus comparieros la expresion anterior, el

resultado fue el siguiente:

X1+ Xy
2

Dos de los tres estudiantes, aunque no mostraron una expresion algebraica, se limitaron a

decir que, en general, ubicarian el pivote en el “centro” de los dos nifios.

oEl extremo derecho entre el extremo izquierdo: Tres estudiantes optaron por esta
estrategia, es decir, dividir x,, puesto que x, siempre estuvo a la derecha de x;, entre x;.

Algebraicamente,
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X2
X1

Uno de ellos argument6 de la siguiente manera: Dividir el resultado de la derecha entre la

izquierda y el valor dado es la ubicacion para cada pivote.

¢ El extremo derecho entre el extremo izquierdo, més el extremo izquierdo. Un estudiante
argumentd asi: “Yo tendria en cuenta siempre una division porque asi podria encontrar la
distancia para que el Machin Machon se pueda mantener balanceado. La division seria del
punto x, entre x; por ejemplo x; = 4y x, = 12, entonces la distancia del Machin Machén
seria 3”. Lo que nos podria llevar a pensar en que consiste en la estrategia inmediatamente
anterior: “El extremos derecho entre el extremo izquierdo”, pero, tal como ubica el pivote en
el caso en que x; = 2y x, = 8, se observa que difiere en el sentido de que el resultado de ese
cociente lo cuenta a partir de la ubicacion del nifio de la izquierda, como se muestra en la

Figura 20. Ubicacion del pivote de uno de los estudiantes cuando se tienen dos nifios.

Figura 20. Ubicacién del pivote de uno de los estudiantes cuando se tienen dos nifios

De manera que una vez discutido su estrategia, se llegd a la siguiente expresion

algebraica,
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—+x
x, !

En la Tabla 18, se resumen las tres expresiones algebraicas que proponen los estudiantes para
cualquier valor de x; y x,.
Tabla 18.

Resumen de las expresiones algebraicas que proponen los estudiantes para la ubicacion del
pivote dado dos valores

X2
X1+ X3 X2 —+x;

2 X1 X1

Simulando el Machin Macho6n con Geogebra

Como se observo, los estudiantes llegaron a tres conjeturas para la ubicacion del pivote en
donde se balancea el Machin Machon, de manera que lo que seguia era verificar la que cada
uno de ellos habfa propuesto. Para lo anterior contaban con un archivo® de Geogebra (ver
Figura 21) que podian manipular sin necesidad de estar familiarizados con este software, de

hecho ninguno de ellos lo estaba.

! El archivo de Geogebra puede ser descargado en:
https://www.dropbox.com/s/yiw60I39axf9doh/Mach%C3%ADn%20Mach%C3%B3n.ggb?dI=0



https://www.dropbox.com/s/yiw60l39axf9doh/Mach%C3%ADn%20Mach%C3%B3n.ggb?dl=0
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Achvo Edita Vists Opciones Hemamientas Ventana Ayuda ‘Abir sesién

DER%E SomHAN

ACv

=

caie G 1A qué distancia, del extren ierdo del Machin Alachén, ubicarias el pivate pora que el
Machin Machén quede balanceado? Explora moviendo el picotc.

@ Mostrar Pivote D (Eurekal

UbicaciénPivote = 6.3

Figura 21. Visualizacion Actividad Machin Machdn en Geogebra

Para cada uno de los casos previos realizados en lapiz y papel, debian verificarlo con la
simulacion. Como era de esperarse, en el caso a, donde x; = 0 y x, = 10, todos lo lograron,
es decir, movieron el pivote hasta 5,0 y, dado que efectivamente en esa posicion el Machin

Machon se balancearia, aparecia la expresion jEureka! como se muestra en la Figura 22.

Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda ‘Abri sesion

DRENEomRANER

Figura 22. Visualizacion Actividad Machin Machon en Geogebra (UbicacionPivote y Eureka)

Lo anterior se repitié en cada uno de los casos previos y haciendo uso de su expresién

algebraica conjeturada. Ya en la discusién se habia acordado que si su conjetura no
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funcionaba intentara con las de sus compafieros o planteara una nueva hasta encontrar la
forma general de ubicar el pivote para cualquier valor de x; y x,, como se muestra en la

siguiente discusion.

I: Vamos a poner a x, en 0 y a x; vamos a ponerlo en 4... Entonces Miguel, donde cree usted
que va el pivote.

M: Dos metros.

I: (En dos? ... Silvia...

S: Entres

I: Elder...

E: En dos

I: Elder en dos y Elber...

D: En tres.

Después cada quien ubicé el pivote donde creia que se nivelaria el Machin Machon.

I: ¢ Donde se niveld?

A: En dos

I: ¢ De qué nos estamos dando cuenta?

A: De que teniamos que sumarlos y dividirlos en dos.

I: Sumarlo y dividirlo en dos... Andrea dice que sumarlo y dividirlo en dos, Mafer. Mafer,
deme un nimero de cero a diez.

M: Ocho

I: Buen entonces vamos a ubicar x; en ocho. Silvia deme un nimero de cero a diez...

S: Seis

I: Seis, x; en 8y x, en 6. Entonces segtn lo que dice Andrea, Mafer, donde iria el pivote...
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I: Mafer, donde iria el pivote... Andrea que es lo que usted dice...
A: Sumar y dividirlo en dos.
I: Sumar qué.
A: Los dos valores... osea 8§ +6...
E: En siete
I: Entonces en siete, muévalo hasta siete. ¢Si se balancea?
W: Si
Asi mismo se verifico en otros casos y todos estuvieron de acuerdo en que la forma general
para encontrar la ubicacion del pivote correspondia a la expresion

X1+ X,
2

Quedando asi descartadas las otras dos expresiones algebraicas propuestas.
Descubriendo una propiedad de la media.

Es claro que hasta el momento ninguno de los estudiantes, dio cuenta de que ese célculo
correspondia al célculo de la media entre x; y x,, tampoco se habl6 en términos de la misma
puesto que mas adelante queriamos ver como encontraban la ubicacion del pivote en el caso
de tres nifios 0 méas. Acaso ¢sumando los tres y dividiéndolo en tres? No obstante, queriamos
indagar, o tener un primer acercamiento a una de las propiedades que tiene la media: “La
suma de las desviaciones sobre la media es cero” o “la suma de las distancias a la derecha

sobre la media, es igual a la suma de las distancias a la izquierda sobre la media”.

Para lo anterior, en el simulador del Machin Machén, una vez que se encontraba

balanceado, es decir, cuando aparecia a la expresion jEureka!, se activaba, a su vez, una
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casilla nombrada “ON” que, por defecto, tenia el valor de 0. Con los estudiantes se discutid
sobre lo que ocurria en la simulacion teniendo balanceado el Machin Machén para el caso c,

x1:3y yx2=9.

I: Entonces Wendy, dénde iria el pivote.

W: En seis.

I: ¢ Estan todos de acuerdo?

Todos: Si

I: ;Si ven que cuando ustedes lo balancean aparece una palabra que dice “ON”?

Todos: Si

I: ¢ Y dice cero?

Todos: Si

I: Entonces vamos a cambiar cero por uno. ¢Qué sali6? Elder, qué salié cuando cambié cero
por uno.

E: Pues tres y tres y las flechitas

Lo anterior se muestra en la Figura 23.
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Edinsonx, 3
Gabrielx, 8

A qué distancia, del extremo izquierdo del Machin Machén. ubicarias el pivote para que el
Machin Machén quede balanceado? Explora moviendo el pivate.

Mostrar Pivote |Eurekal

bicaciénPivote = 6

Figura 23. Visualizacion Actividad Machin Machon en Geogebra asociado a una

conversacion sobre las distancias del pivote a dos nifios

I: Qué creen que sean esas flechitas.

A: La distancia que hay desde el nifio al pivote.

I: La distancia que hay del nifio al pivote ¢cierto? ¢y como son esas distancias?
M: lguales.

Lo anterior se verifico con otros valores para x; y x,.

Hasta el momento, de manera intuitiva e implicita, vimos como se calcula la media para
dos valores y qué propiedad cumple. Nuestro objetivo final era extender lo anterior, para el
caso de tres nifios 0 mas, por lo que el objetivo siguiente era encontrar una forma general de
balancear el Machin Machon en donde se encuentran jugando tres nifios, como se muestra en
la Figura 24. En primera instancia tenian que x; =1, x, =3 y x3 = 8 y debian encontrar la

ubicacion del pivote antes de usar el simulador.
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Figura 24. Visualizacion Actividad Machin Machon en Geogebra con tres nifios

Cinco estudiantes acertaron en que la posicion del pivote era a cuatro metros del extremo
izquierdo, sin embargo, difirieron en sus estrategias. Por ejemplo, uno de ellos dijo lo
siguiente: “Ubicaria el pivote a cuatros metros porque 1 mt mas 3 mt = cuatro metros. Y

Cristian esta a ocho metros entonces 8m — 4m = 4 metros”, que algebraicamente es
x3 — (%1 + x3)

Otros tres coincidieron en que debian sumar x; y x,, luego dividir x5 en la suma anterior y

al resultado sumarle lo que sobraba a la derecha del Machin Machén, en decir 2.

X3
—+2
Xy + Xy

El razonamiento de otro se enfoco en la logica del juego, argumentando que debia estar

cerca a x; Y a x, para poder “levantar” a x5, de manera que sumo x; y x,, obteniendo asi

cuatro.
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Otro estudiante dijo que a seis metros argumentando asi: “Calculo las dos distancias y
después las sumo y las divido por 2 y asi me da el resultado donde colocaria el pivote” con las
“dos distancias” se referia a la distancia de x; a cada uno de los otros dos nifos.
Algebraicamente es

(23 — x1) + (x3 — x3)
2

Finalmente, otra opcion fue a cinco metros procediendo de la siguiente manera: “Ubicaria
el pivote a 5mt. Sumando las tres cantidades que me dieron que daria un total de 12, esta
cantidad lo dividiria en la cantidad de nifios que seria en 3 y a este resultado le sumaria x, y el
resultado que me de ubicaria el pivote que seria a Smt” que algebraicamente es:

X1+ x, + X3

+x
3 1

Dado que la respuesta correcta era cuatro, entonces, en comun acuerdo, las estrategias de
los estudiantes que dijeron cinco y seis fueron descartadas, ahora ellos debian probar las

estrategias de sus compafieros o encontrar su propia estrategia.

Como la idea era generalizar, cada uno de los estudiantes manipuld la simulacién en
diferentes casos para x4, x5, Y x5, hasta que, por ensayo Yy error, llegaron a un procedimiento
que funcionaba. De los siete estudiantes, seis concluyeron que la ubicacion del pivote se
calculaba procediendo de la siguiente manera:

X1+ xy + x3
3
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El otro no llegé a una generalizacion puesto que solo se limitd a un caso. Entre los
argumentos de los que acertaron estan: “El procedimiento: primero se tiene en cuenta
X1, X5, X3 Y después los resultados se suman y se divide por la cantidad de nifios que haya en
el Machin Machon” o “en general: se puede utilizar mi procedimiento porque funciona en
todos los ensayos que hice, en general el procedimiento seria: Sumar las cantidades dadas y

dividirlas en la cantidad de nifios (3) y el resultado de la division es la ubicacion del pivote”.

Al igual que como se hizo en el caso de dos nifios, los estudiantes observaron las distancias
de los nifios al pivote, tanto a la derecha como a la izquierda, acordando en que la suma de las

distancias a la derecha del pivote era la misma que a la izquierda del pivote.

Por ejemplo, en el caso en que x; = 1, x, = 3y x3 = 8, como se observa en la Figura 25,
vemos que “al sumar la distancia de un lado da 4 porque 3 + 1 =4 y el otro da 4”, como lo
expresa uno de ellos. En general todos dieron cuenta de ello con otros ejemplos, sin embargo,
para ninguno le fue posible expresarlo algebraicamente, por lo que fue necesario intervenir y

discutir este hecho entre todos.

Figura 25. Visualizacién Actividad Machin Machon en Geogebra asociado a las distancias

del pivote a tres nifios

De manera que si P es la ubicacion del pivote, se tiene que:

(P=—x)+ (P —x3) =x3—P
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P—x;+P—x,=x3—P
P+P+P=x3+x+x;
3P =x1 +x; + X3

_ Xp+ Xyt X3
B 3
Es decir, aca se pretendid hacer énfasis en que, partiendo de la propiedad que cumple la

media se encuentra la expresion que la define.

Después de lo anterior, se hizo una retroalimentacién de lo que habiamos estado haciendo

desde la actividad 0 hasta el momento y hacer mencion, por primera vez del término “media”.

I: Cuando veiamos el caso de Luis (en la Actividad 0) y que teniamos tres mediciones
nosotros qué haciamos, para quedarnos con una sola.

A: Las sumaba y las dividia en tres.

I: Cuanto teniamos el caso de los caramelos, que yo les daba a ustedes cierta cantidad de
caramelos, diferentes a cada uno, qué haciamos al final.

M: Encontrar una cantidad justa.

I: Como calculabamos esa cantidad justa, Miguel.

M: Los sumabamos todos y los dividiamos en siete.

I: Ahora aca qué hacemos, tenemos tres individuos en un Machin Machon a cierta distancia
del extremo izquierdo y como encontramos el pivote.

M: Sumando los tres y dividiéndolo entre tres.
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I: Entonces qué tiene en comdn lo que hicimos con Luis, con las medidas de Luis, lo que
hicimos con los caramelos, y lo que hicimos acé [con el Machin Machdn]...

M: Que se suma y se divide

I: Que se suma todo y se divide...

A: Se divide por la cantidad

I: Bueno, y eso como se llama... es decir, en el caso de la actividad 0, ese valor nos ayudo a
predecir, en el caso de los caramelos, ese valor fue un valor qué...

MEF: Justo

I: Y en el caso del Machin Machoén... qué pasa cuando yo encuentro ese valor, qué pasa con
el Machin Machén

M: Se equilibra

I: O sea que también me sirve como un valor para equilibrar. Pero al final estamos haciendo la
misma operacion ¢ cierto?

M: Si

I: Bueno pero ustedes... ;Ustedes han visto Estadistica? ;Qué han visto?

(En algun momento hicieron alusion a la media)

I: La media, qué era eso de la media.

A: Sumar todos los datos y dividirlo... igual que esto.

I: Igual que esto jcierto? O sea, todo lo que hemos estado haciendo es calcular la... la media.

Como se observa en la anterior discusion, ellos hacen alusion a la media como un célculo,
pero en el desarrollo de estas actividades pudieron explorar o experimentar, que la media va
maés alla de un algoritmo y que cumple ciertas caracteristicas: como un valor justo, en el caso

de los caramelos; como un valor que nos ayuda a predecir, en el caso de Julio; y como un
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punto de equilibrio, en el caso del Machin Machén y, de igual manera, que su ubicacién entre
los datos no es al azar, como la propiedad que se evidencié en la actividad del Machin
Machén al observar la suma de las distancias a lado y lado de la media, que también fue vista

en términos de desviaciones o diferencias, donde la suma es cero.

De manera que, en esta actividad, se acord6 que la media nos indica donde deberia ir el
pivote, el siguiente paso fue trabajar con un archivo en Fathom, manteniendo el contexto del
Machin Machon, para descubrir una segunda propiedad: “La suma de los cuadrados de las
distancias de los valores observados a la media, es la mas pequefia”, tal como se desarrollé en

la siguiente actividad, 1.2.

4.5 Actividad 1 (Parte 2). EI Machin Machon

La Actividad 1.1 concluyé con el descubrimiento de una propiedad de la media: “la suma de
las desviaciones sobre la media es cero” o “la suma de las distancias a la derecha sobre la
media, es igual a la suma de las distancias a la izquierda sobre la media”. De manera que el
principal objetivo en esta segunda parte fue el descubrimiento de una segunda propiedad: “La
suma de los cuadrados de las distancias de los valores observados a la media es la mas
pequefia” es decir, dicho de otra manera, es la media el valor mas cercano a todos y cada uno

de los demas valores.

Para facilitar una mejor visualizacion de esta propiedad, la herramienta computacional

usada en esta parte fue Fathom.

Analisis
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Puesto que en la Actividad 0, los estudiantes habian tenido un primer acercamiento con
Fathom, esta actividad se inici6 creando una coleccion, llamada Machin Machén, una tabla y

un grafico como se muestra en la Figura 26

) File Edit Object Collection Window Help

o o e e ey A |

Collection  Table Graph  Summary Estimate Test Slider Text

L ==

Machin Machén Machin Machén (Dot Pti3)

Machin Machin

Nifio Posicion | Distancia | <ne

1 Edinson ® 1 7m
2 Gabriel x_ 2 1m

0 2 4 ] 8 10 12
Distancia (meters)

Posicion
ex_1 mx 2

Figura 26. Pantalla de Fathom asociada a la Actividad 1.2

La columna “Distancia” estaba bajo la funcién “randomlInteger(10)” de manera que cada
vez que ellos oprimieran “Ctrl+y”, los valores cambiaban aleatoriamente. Lo anterior fue

realizado por ellos bajo indicaciones del taller.

En primera instancia, debian calcular la ubicacién del pivote cada vez que oprimieran
“Ctrl+y”. Como ya se habia discutido en la Actividad 1.1, todos coincidieron en que se
sumaban los dos valores y se dividia en dos, es decir, la media, por lo que el siguiente paso

era visualizar este valor en la gréfica.

Después de ubicar la media (linea azul en la Figura 27) y de hacer una retroalimentacion
sobre las distancias de los valores a la media, lo siguiente fue ubicar una linea movible (linea
café en la Figura 27) y asociar cada distancia con un cuadrado como se observa en la Figura

27.
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J File Edit Object Collection Window Help
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Figura 27. Pantalla de Fathom asociada a la Actividad 1.2 (media y suma de cuadrados).

Las preguntas asociadas a la Figura 27 fueron las siguientes:

1. ¢ Coémo se forma cada cuadrado?

2. ¢ Como se calcula el area de cada cuadrado?

3. ¢ Qué significa la suma de las areas de todos los cuadrados?
4. ¢Para qué posicion de la linea café esa suma es minima?

Las tres primeras preguntas anteriores, sirvieron de predmbulo para acercarnos a la
propiedad que queriamos evidenciar. Estas fueron discutidas entre todos, acordando que la
suma de las areas de todos los cuadrados equivalia a la suma de los cuadrados de las

distancias de cada punto a la linea movible.

Para la cuarta pregunta bastaba con que prestaran atencion a lo que pasaba con el valor de
“Sum of squares” (ver Figura 27) cuando movian la linea café a lado y lado de la linea azul, la
media, especialmente cuando estas dos lineas coincidian. De los siete estudiantes, solo dos

afirmaron que cuando las dos lineas coincidian, la suma era minima: “Cuando la linea café
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llega a la linea azul que es la media el resultado de la suma es minima” o “En la misma
posicion de la azul porque si la movemos a la izquierda o la derecha es mayor que 18”. Los
demés decian, por ejemplo, que a la izquierda aumentaba y a la derecha disminuia, o que
cuando se acercaba a uno de los valores de x; 0 x, era minima, 0 comparaban como era la

suma cuando estaban sobre x; 0 x, y escogian la minima entre las dos.

Las anteriores respuestas fueron discutidas en grupo con el fin de observar cobmo éstas
cambiaban para cuando se repitiera la cuarta pregunta en el caso de tres valores, x;, x, Yy x3.
Los dos estudiantes que decian que la suma era minima cuando las dos lineas coincidian,
ratificaron su respuesta para este caso, como es natural. Sin embargo, entre los demas
estudiantes solo uno sumo a este hecho argumentando que “cuando coinciden el valor de las
sumas es el minimo” cuando antes de la discusion decia que “Para el lado derecho de la linea

azul”.

Lo anterior se volvio a discutir entre todos con el &nimo de convencer a los demas de que,
efectivamente, la suma era minima cuando las dos lineas coincidian. Lo anterior no tendria
por qué ser dificil puesto que, como se dijo anteriormente, bastaba con ver el valor de “Sum
of squares” que Fathom nos proporcionaba. Al final, después de relacionar las respuestas a las
cuatro preguntas previas, cuando se les pidié describir la propiedad de la media que
acababamos de observar solo cuatro estudiantes la enunciaron correctamente: “La suma de los
cuadrados de las distancias a la media es el valor minimo”. A continuacidn, un fragmento de

la discusion que se hizo para llegar a esa conclusion.

I: ;Qué se puede decir del valor de la suma de los cuadrados antes y después de la... es decir,

si usted aleja la linea café de la media, qué pasa con la suma de los cuadrados?



125

W: Va aumentando

I: Va aumentando ¢cierto? Y cuando se acerca a la linea azul, qué pasa con la suma de los
cuadrados.

M: Disminuye

I: Disminuye ¢cierto? ;Qué pasa exactamente cuando la linea azul y la linea café coinciden?
A: Es el valor minimo.

I: La suma es el valor minimo... Entonces, en la actividad pasada nosotros habiamos visto
una propiedad de la media, ¢se acuerdan cudl era? Que la suma de las qué... en el Machin
Machon...

A: De las distancias...

I: Pero luego vimos otra, que si nos daba negativo cémo se llamaba eso.

A: De las... ;desviaciones?

I: Desviaciones... Que la suma de las desviaciones a la media daba cuanto.

Todos: Cero

I: Cero (si? ;Qué podemos decir aca? Qué propiedad podemos encontrar acé... Muchachos a
ver, tratemos de observar la propiedad que estamos viendo ahi. Estamos viendo que la linea
café es movible ¢si?

E: Si

I: 'Y nos estd dando unos cuadrados y la suma de las areas de esos cuadrados, que viene siendo
la suma de los cuadrados de las distancias. Pero qué pasa cuando esa linea viene siendo la
media... Qué pasa con esa suma.

A: Es el valor mas pequefio.

I: Entonces Andrea qué podriamos decir... ;qué propiedades podriamos decir de la media?
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A: (risas)

I: En la anterior... la suma de las desviaciones a la media es...

Todos: Cero

I: Entonces qué podemos decir aca... la suma de qué, Miguel...

A: La suma de los cuadrados es minima cuando esta... ;en la media?

I: Algo asi, la suma de los cuadrados es minima cuando esta en la media, es decir, la suma de
los cuadrados de las distancias a la media es...

Todos: Minima.

¢Pero que significado tiene esa propiedad, en términos de la ubicacién de la media respecto
a los demas valores? ;Acaso es “natural” para los estudiantes que este hecho implica que la
media es el valor mas cercano, en términos de distancias al cuadrado, a todos y cada uno de
los demaés valores? Pues no, no lo fue, por lo menos en nuestros estudiantes. Cabe destacar
que era importante para nosotros que los estudiantes dieran cuenta de este ultimo hecho
puesto que, en el caso bivariado, es analogo cuando se habla de la recta de mejor ajuste. Lo
anterior se evidencio en la siguiente situacion que surgié en clase y que buscaba, en Gltimas,

hablar de la media en términos de cercania.

Situacion: ¢Donde ubicar la tienda?

A continuacion, un fragmento de la discusion alrededor de la situacion problema.

I: Imaginemos la siguiente situacion: Cinco casitas que estan sobre una carretera, que es recta,
vamos a imaginarla asi ¢listo? (Ver Figura 28)

E: Listo
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Figura 28. Figura asociada a la situacion ¢Donde ubicar la tienda?

I: Tenemos que ubicar una tienda, ustedes ya mas o menos saben que, por su experiencia, ir a
una tienda es lejos ¢si? Puede que quede lejos, ¢si 0 no? (A quién les queda cerca una tienda
desde su casa?

E:Ami

I: ¢Usted tiene la tienda?

Todos: (Risas)

I: (Los demas? Lejos... ;Es complicado, cierto? Lo digo porque yo también vivi como afo y
medio en zona rural, trabajaba en un colegio, e ir a una tienda era complicado... Entonces,
estan las cinco casitas... Vamos a ubicar una tienda de manera que les quede mas cerca a
todos. ; Donde ustedes ubicarian la tienda?

I: A algunos les va quedar lejos, a otros les va quedar cerca, pero... denme valores y vamos
mirando.

A, M, W: Seis

I: ¢ Todos dicen que seis?

Todos: Si

I: ¢por qué?

M: La suma de todos...

A: Daria treinta, dividido entre seis... cinco.
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I; Ahora convénzanme, por qué. ¢Aca iria la tienda? (Ver Figura 29, tienda en rojo)
E: No

M: Si

Figura 29. Ubicaciones propuestas por los estudiantes en la situacion ;Donde ubicar la

tienda?

I: Bueno, Elder dice que no ¢por qué no?

E: Porque no va en la mitad.

I: ¢ Usted dice que en la mitad? ;En la mitad de qué?

E: En la mitad de nueve y cinco.

I: ¢En toda la mitad de nueve y cinco? O sea, en donde... ¢En siete? De cinco a nueve hay
cuatro, dividido en dos, dos. Entonces segun Elder, la tienda quedaria acé ¢listo? (Ver Figura
29, tienda en azul).

E: No seria justo que los otros caminaran mas...

I: Unos van a quedar mas cerca y otros van a quedar mas lejos, eso si. Pero entonces, vamos a
mirar que los que queden mas lejos...

E: Se ubiquen en... que quede mas cerca.
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I: Que los que queden mas lejos, les convenga la mas cerca... de alguna manera. Entonces

vamos a mirar las distancias para la tienda roja y para la tienda azul.

A continuacion, para facilitar la escritura, se denomind cada casa y cada tienda, siendo la
tienda roja T; y la tienda azul T,, y las casas C;, C,,C3,C, Y Cs, de izquierda a derecha; y se

calcularon las respectivas distancias de cada tienda a cada casa (ver Figura 30).

e
T1 \\e‘l\clo
f 1l

G (’1- G Cy

Figura 30. Figura asociada a la situacion ¢Ddnde ubicar la tienda?

El estudiante que escogio ubicar la tienda en 7, justifico su razonamiento de que ahi porque
estaba en la mitad de cinco y nueve, y cuando se le indag6 de que por qué no en la mitad de
nueve y doce, dijo que porque ahi le quedaba muy lejos a las casas C;,C, y Cs, y de forma
analoga si la ubicabamos en la mitad de tres y cinco, quedaria muy lejos de 9 y 12. De manera
que este estudiante estaba, de alguna manera, justificando el porqué de su eleccion, pero los

otros seis estudiantes, no, ademas del calculo de la media.
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I: Miguel, por qué seis... ademas de que sumo y divido entre cinco y me da seis. Ademas de
eso por qué seis. ¢ Qué le garantiza a usted que esa posicidn es la mas cercana a todos?

W: Pues porque esté en la mitad de 1y 12.

I: ¢Y los demés? La idea es que el recorrido que haga cada persona hasta la tienda sea qué...
Algunos: Igual

I: ¢Igual?

Otros: Justo

E: Y que no les quede tan lejos a los que viven...

J: Pero si fuera justo, significaria que... en este caso de justo, todos tendrian que recorrer lo
mismo... ;Pero serd que eso ocurre?

E: No, porque unos viven més cerquita.

I: Pero que si recorra lo minimo ¢cierto? Que cada uno recorra lo minimo. Unos van a tener
que recorrer mas que otros, nada qué hacer ¢cierto?

M: Si

I: Pero hay una manera de que cada uno recorra lo minimo... la minima distancia.

Una vez calculadas las respectivas distancias, se gener6 la duda sobre qué hacer con esos

valores y algunos de los estudiantes comenzaron a hacer sus calculos.

I: Qué operacion esta haciendo, Elder.

E: Yo intento sumar el nimero de la distancia de cada casa hasta su tienda y dividirla por el
numero de casas que hay.

I: O sea esta sumando acé esto (las distancias a T;) Y cuanto suma eso...

E: Dieciocho

I: Suma dieciocho, y lo va a dividir en cuanto...
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E: En cinco.

I: (En cinco? O sea, eso seria mas o menos... ;tres coma algo? ;Y aca? (para T,)

M: Diecinueve, dividido en cinco...

W: Tres coma...

I: ¢ Daria mas que aca (en T;) 0 menos?

A: Mas

I: Mas... ;Y de acuerdo a eso, Elber, entonces...? Ya le ayudamos a hacer la operacion que
usted estaba haciendo, que es sumando y dividiéndolo en cinco. Y aca (en T,) dio mas que aca
(en T;) ¢y entonces?

E: Entonces mi tienda fracaso (risas)

I: O sea que con hacer esa operacion... jpero por qué se le ocurre hacer esa operacion?

E: Porque asi puedo sacar las distancias... de cada casa... de cuanto es de cada casa a la
tienda.

I: Pero aqui ya sacamos cuanto es la distancia a cada casa.

Cabe resaltar que el hecho de considerar las distancias de cada casa a la tienda es muy valido,
es decir, considerar las distancias al punto que se crea que va a producir el valor mas pequefio.
El punto buscado es la mediana. El elevar al cuadrado las desviaciones es para evitar el asunto
de los negativos, el problema es que ya cuando se comparan las distancias al cuadrado el
mejor punto se desplaza de la mediana a la media. Hecho que se recordd de lo que haciamos

en la actividad pasada, al considerar la suma de los cuadrados de las distancias a la media.

I: ¢ Que haciamos nosotros ahorita en el taller que pas6? Qué calculabamos. ..
A: La media.

I: Si, la media que fue lo que usted calculd aca (seis). Pero qué mirabamos luego.
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A: La distancia de cada punto hasta la linea. De un punto hasta la media.

I: Bueno, hasta la linea movible que, en este caso, viene siendo la media. En este caso, esta
tienda roja (T;) vendria siendo qué.

E: La media...y la otra la linea movible.

I: Y la azul como la linea movible. Porque aca no hay manera de que haya otra tienda porque
ya sabemos que la media es un solo valor ¢cierto? Porque ustedes al principio decian “No, el
promedio esta entre tanto y tanto” ;Eso esta bien decirlo?

E: No... porque toca sacar la operacion primero.

I: Porque la media viene siendo un solo valor.

I: Entonces acé esta roja (T;) no hay manera, o sea... esta ahi, no se puede quitar porque es el
promedio de los cinco. Pero la azul si se podria cambiar porque dice “no, esta en la mitad de
cinco y nueve” pero, usando el mismo criterio, yo podria ubicarla en la mitad de nueve y
doce, la podria mover alla, o en la mitad entre uno y cinco... la puedo cambiar. Pero si
alguien me dice “es sumar y dividir en cinco” es seis y ya, no puedo hacer nada mas.
Entonces vamos a tomar esta (T;) como la media y esta (T,) como la linea movible. Entonces
nosotros mirabamos las distancias... ;y qué pasaba justo en la media?

E: El minimo

I: El valor minimo de qué...

E: De las distancias... de los cuadrados

I: La suma de los cuadrados de las distancias... Es decir, yo puedo tomar aca una distancia,

entonces ahora vamos a tomar los cuadrados.
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De manera que se tomaron los cuadrados de las distancias que ya se habian calculado y se
sumaron para cada una de las dos tiendas propuestas, dando 85 para T, y 80 para T; (ver

Figura 31).

TS Y

Figura 31. Figura asociada a la situacion ¢;Donde ubicar la tienda?

I: Entonces donde la suma de los cuadrados de las distancias dio minima.
Ay M: En la de la tienda uno.
I: ¢ Entonces donde ubicamos la tienda?

A: En seis.

Con esta actividad se dio por cerrado el caso univariado, es decir, hasta el momento nuestra
intencion fue darle un significado a la media mas alla de su calculo, concluyendo que, en
primera instancia, es un representante del conjunto de datos, en el sentido de que nos permite
resumir el conjunto de datos a un solo valor que, a su vez, nos ayuda a predecir. Ademas, es

un valor que se encuentra entre los demas valores y que tiene algunas propiedades que la
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hace, como se vio en el caso de la tienda, la mas cercana a todos y cada uno de los demas

valores, cuando se considera los cuadrados de las distancias.

Lo que se resalta en cursiva, son ideas que pretendimos extender para el caso bivariado,

como se mostrara en los analisis de las siguientes actividades.

4.6 Actividad 2. Actividades del profesor Gabo

Esta actividad, 1lamada “Actividades del profesor Gabo”, fue nuestro primer acercamiento al
caso bivariado. Como se dijo anteriormente, de aqui en adelante nuestro objetivo fue extender
las ideas a las que habiamos llegado con datos univariados, a dos variables que, de alguna

manera, se relacionaban.

Esta actividad se dividio en dos partes: Con la primera parte, que se llamé “De la casa a la
universidad”, y que seguia siendo un caso univariado, quisimos ratificar nuestra hipotesis de
que, con lo visto en las actividades anteriores, los estudiantes asumirian la media como un
buen predictor. Ademas de lo anterior, quisimos retomar el tema de la variabilidad. De

manera que el primer ejercicio fue uno de prediccién como se enuncia a en la Tabla 19

De la casa a la universidad



Tabla 19.

Tabla asociada a la situacién "De la casa a la universidad" de la Actividad 2
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El profesor Gabo, quien vive a unos kilometros del
campus universitario de la Universidad Industrial
de Santander, ha registrado durante 10 dias
consecutivos, excepto uno, el tiempo en minutos
que tarda conduciendo desde su casa hasta la
universidad. En la siguiente tabla se muestran los
registros del profesor Gabo.

O
m\

Tiempo
(minutos)

15.0

10.0

8.5

7.6

8.7

7.8

10.4

OO |IN[O|OTDW|IN|F-

8.9

[HEN
o

9.5

Como primer ejercicio, los estudiantes dieron razones del por qué el profesor Gabo no

siempre demora la misma cantidad de tiempo, es decir, justificaron la variabilidad de los

datos. Por ejemplo: “Que unos dias se gasta menos tiempo en llegar y otros méas. No se

demora siempre la misma cantidad de tiempo porque puede haber congestion vehicular o a

veces sale temprano o tarde” o “Que unos dias tarda mas que otros porque tal vez a veces hay

algin accidente en la via en que transita o porque se olvido algo y se regresé a la mitad de

camino, etc”.

A continuacién, un fragmento de lo que se discutié en cuanto al reconocimiento de los

datos y la variabilidad de los mismos.

I: Silvia, ¢cuantos registros vemos?
S: Diez
I: ¢ Qué se esta registrando? Elber.

D: El tiempo que gasta en ir a la universidad.
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I: Pero hubo un dia que no lo registro.

W: El cuatro.

I: El cuatro, ¢por qué pudo pasar esto, Elder?

E: Porque de pronto no fue, estaba enfermo.

A: Se le olvidd

I: Miguel, el profesor Gabo, no se ha cambiado de casa, tiene el mismo carro, se va por la
misma ruta... /por qué cree que hay tiempos diferentes?

M: Porque pudo haber un trancén.

MF: Porque a veces se va tarde, y a veces se va temprano.

I: Por muchas razones hay esa variabilidad.

Otra discusion que se hizo fue sobre los valores “extrafios” o atipicos, por ejemplo, en el dia
uno (ver Tabla 19).

I: ¢ Qué opinan del dia uno? El dia uno cuénto tard6?

A: 15 minutos

I: ¢Es un dato muy similar a los demas o es un dato muy raro?

A: Mayor

I: ¢ Muy mayor?

A: Por cinco minutos.

I: Por cinco minutos, pero los otros, mas o menos... /estdn entre cuanto y cuanto?

A: Entre 7y 10...

I: Méas 0 menos ¢si? Pero ahi (dia 1) decia que tardo 15 minutos ¢es muy similar a los otros?
A, Sy D: (niegan)

I: Es algo raro ¢si? Tarda mucho mas de lo normal, pudo haber pasado algo ahi.
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Hecho lo anterior, el siguiente ejercicio fue uno de prediccion. Se pedia predecir el tiempo
que pudo haber tardado el profesor Gabo para el dia 4 que, como se observa en la Tabla 19,

no fue registrado y el tiempo que podria tardar el dia 11.

El procedimiento para hacer la prediccion tanto para el dia 4 como para el dia 11 fue
unanime, la media. Sin embargo, para el dia 4, un estudiante dividié la suma de todos los
datos en 10 y no en 9, es decir incluye el valor que se esta prediciendo: “Se sumaria, el
resultado lo dividiria entre 10, si hay mas de dos decimales tomaria el primero” mientras que

para el dia 11 si dividi6 en 10.

Para el dia 11 bastaba con incluir el valor predicho para el dia 4, sumar todos los valores y
dividirlos en 10, tal como lo hicieron cinco estudiantes: “Se tiene en cuenta el dia cuatro y se
suman todos los valores y se dividen en 10, en el dia 11 tardaria 9,6”. Los otros dos
estudiantes difirieron de los demas al dividir entre 11: “El tardaria 8,7 minutos. Yo sumé
todos los datos agregandole 9,6 y dividiéndolo en 11 que es el dia que me piden porque es el

procedimiento que vengo haciendo desde un principio”.

Lo anterior fue discutido, trayendo siempre a colacion lo visto en actividades anteriores,
hasta acordar que lo correcto es dividir entre el nimero de datos que se tenga: para el dia 4 en

9y, para el dia 11, en 10, incluyendo el del dia 4.

Ahora, ¢por qué proceder de esa manera, es decir calculando la media, y no de otra? La
siguiente discusion pretendia indagar un poco mas sobre sus razones al confrontarlos con

otras estrategias que el investigador proponia.
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I: Bueno, ¢pero por qué hacer ese procedimiento, Andrea? Por qué no escoger... no sé, si en
el dia 10 gastd 9,5 pues en el dia 11 gastara... no sé, 9,6. ;Por qué no hacer algo asi? O
bueno... si mas o0 menos esta entre 7 y 10 pues... no sé, la mitad, 8,5. Por qué ese es mejor del
que yo estoy diciendo, Andrea?

A: Porque con la media se puede reducir muchos valores a uno solo... eh... es mas facil...
(risas)

I: Ayudenle a Andrea, porque todos hicieron eso. Y yo estoy diciendo “jNo! Si para 10 fue
9,5 para 11 es 9,6”. O “;No!, cojo el de la mitad, 8,5”. Y ustedes estan diciendo eso, entonces
defiendan su argumento, ¢por qué ese valor?

Todos: (Silencio)

I: Ya Elber dijo algo... ;Cual es la diferencia entre lo que ustedes dicen y lo que yo estoy
diciendo? ¢ Yo estoy tomando cuéntos valores?

M: Uno solo.

I: Uno solo ;cierto? Mientras que ustedes estan tomando. ..

My A: Todos los valores.

I: Ustedes estan teniendo en cuenta todos los... valores ;cierto?... Inclusive, ;la media tiene
que ser un valor de los que me muestran en la tabla? Mafer...

MF: No

I: ¢Cuanto le dio a usted para el dia 4?

MF: 9,6

I: ¢Ese valor estaba en la tabla?

MF: (niega)

I: Es decir, la media no necesariamente. ..
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M: Tiene que estar en la tabla.

Hasta el momento, el hecho de que siguiendo el mismo procedimiento, el valor de la
prediccion hubiera dado el mismo en los dos dias, no les inquietd a los estudiantes y, por
nuestra parte, tampoco se indagd ya que, algebraicamente, se puede mostrar por qué pasa €so.
Sin embargo, no fue hasta la Actividad 4 donde surge la necesidad de hacerlo, como se

mostrard mas adelante.

La segunda parte de esta actividad se llamé “Practicando natacion” y se basd en la

siguiente informacion:

Practicando natacién

Tabla 20.
Tomado y adaptado de Moore (1995 p. 117-118)
Minutos Pulsaciones por minuto

1 34 152
2 36 124
3 35 140
4 34 152
5 34 155
El profesor Gabo, quien en su tiempo libre s 20 =
practica natacién, ha registrado durante 23 8 35 144
sesiones consecutivas, el tiempo, en N = =
minutos, que tarda en nadar 1800 metros y 11 35 136
su ritmo cardiaco, en pulsaciones por 12 36 124
. 13 35 148
minuto, una vez ha completado los 1800 12 35 144
metros. Los tiempos y las pulsaciones se 15 35 140
: : : 16 34 156
registran en la siguiente tabla. = = 36
13 34 148
19 34 148
20 36 132
21 36 124
22 35 132
23 36 130
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Como se observa en la Tabla 20, se tienen dos variables. El primer ejercicio fue uno de
prediccion, queriamos ver como lo hacian cuando tenian dos variables, de manera que se les

pidi6 predecir el tiempo y las pulsaciones del profesor Gabo para la siguiente sesion.

Dado que para este momento aun no se habia hecho la discusiébn mencionada en el
ejercicio anterior, es natural que los mismos estudiantes que calcularon correctamente la
media arriba lo hicieran también ahora, es decir, sumar y dividir en 23: “El tiempo seria 35
porque se suman los tiempos y se divide por la cantidad, 23. En la siguiente sesion se suman
todas las pulsaciones que da como resultados 3199 y se divide en 23 que son la cantidad de

pulsaciones y da como resultado 139”.

Otro estudiante siguid con su proceso de dividir entre el dato siguiente, que en este caso
seria 24: “El tiempo seria 35 minutos y sus pulsaciones serian 138 porque sumé y dividi sus
minutos y pulsaciones y lo dividi por 24 que es el nimero de la sesion que sigue” Y,
finalmente, una estudiante mostrd otra estrategia al escoger el maximo valor en cada una de
las dos variables: “Tendria en cuenta la méxima pulsacion y el maximo de minutos o sea 156

y minutos 36”.

Como se muestra, los estudiantes que tomaron como estrategia sacar la media, trataron las
dos variables de manera aislada. Es decir, el hecho de que en minutos les hubiera dado 35 no
los detuvo para prestar mas atencion en los casos en que el profesor Gabo tardé 35 minutos,
para observar como variaban las pulsaciones en ese caso en particular. Cabe resaltar que no
esperabamos que pasara lo anterior, sino que asumieran la media como un buen predictor;
pero independientemente de lo anterior ;Qué ventajas tiene para ellos asumir la media? A

continuacion, algunas de sus respuestas:
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e Es (til y facil de calcular:

“Que siempre me va a dar un resultado correcto al sumar los valores y dividir entre los
valores para predecir el valor oculto o desconocido. Este procedimiento es Util y facil de usar.
Reduce los valores a uno solo”. Al sefialar que es correcto, esta obviando la variabilidad.

“Que nos ayuda a encontrar un valor mas rapido y sin tanto problema para hacer las
operaciones y nos ayuda de tantos valores a predecir solo uno. Y nos ayuda a predecir muy
bien porque si uno hace bien la operacion le queda bien y ademés de eso nos ayuda a
distribuir cosas de la vida cotidiana o diaria porque podemos hacer la operacion y quedar con
una misma cantidad para todos, por igual. Y para mi esta es mejor que todas para calcular”.

e Resume los datos a uno solo:

“Que podemos saber de muchos resultados un valor predictor. Sumando y dividiendo los
valores dados”.

e Es un valor preciso y seguro:

“La media es un procedimiento el cual nos puede ayudar a predecir algo que necesitamos,
nos ayuda a dar un resultado seguro y preciso el que nos ayuda también a dar una afirmacion
para cualquier operacion o cualquier caso en la vida real para predecir algo que necesitamos

saber”.

Como se observa en los anteriores argumentos, los estudiantes le adjudican a la media
mucho méas que un calculo. Se refieren a ella en términos de un solo valor y no como un
intervalo, como lo consideraban algunos en un principio. Un valor que toma en cuenta los
demas valores, por la manera como se calcula. Un valor atil en situaciones cotidianas, como
de reparticion. Y un valor preciso y seguro, aunque este ultimo argumento esta obviando la

variabilidad. Esto ultimo también fue discutido como se muestra a continuacion:
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I: ¢ El mejor predictor para la siguiente sesion podria ser la media?

Todos: (Asienten)

I: Ahora... ;sera que va a ocurrir eso necesariamente?

Todos: (Silencio)

I: Estamos prediciendo... ;sera que ese valor que yo predigo... necesariamente va a ocufrir al
siguiente dia?

MF: Puede ser

I: Puede ser... podria ser, pero no necesariamente. Pero si no ocurri6 ese valor... ;podria ser
muy parecido o muy diferente?

M, A, Dy E: Parecido.

Continuando con el tema de prediccion, quisimos “sembrar” la primera semilla sobre
predecir un valor de la variable respuesta (pulsaciones) para un valor de la variable explicativa
(minutos). Por lo que se les pidié predecir las pulsaciones si un dia, el profesor Gabo,
completa los 1800 metros en 34 minutos. Ya sabemos que un experto en el tema, procederia
con el método de minimos cuadrados, calcularia la recta de regresion y remplazaria x = 34y

encuentra el valor de y. ¢;Pero como lo hacen los estudiantes a este nivel?

Bueno, cabe destacar que el hecho de que se les haya pedido especificamente para 34
minutos “encendi¢” la alarma de los estudiantes para buscar otra estrategia diferente a sacar la

media de los 23 datos. Se destacan tres estrategias:

e Cinco estudiantes tomaron como estrategia extraer de los datos los casos en que el
profesor Gabo tardé 34 minutos y sacar la media de esos datos: “Busco los dias que gasta 34

minutos y los divido entre el nimero de valores que es 6 y me da como resultado 147
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entonces las pulsaciones si un dia el profesor Gabo completa los 1800 metros en 34 minutos
seria 147 pulsaciones por minuto” o “Seria de 151 pulsaciones porque si sumamos las
pulsaciones de los dias que el profesor hizo 34 minutos que fueron 5 dias entonces sumé las
pulsaciones de esos cinco dias y los dividiria por 5 y el resultado seria 151. Pues eso seria la

media la cual me ayudaria a dar esa afirmacion”.

e Un estudiante dividié los metros recorridos por el profesor Gabo entre el tiempo que
tardo, es decir, que en realidad calcul6 los metros por minutos, sin embargo, dijo que 152
cuando esa operacion da 52, aproximadamente: “La pulsacion del profesor Gabo es 152 saqué
ese resultado colocando 1800 dividido en 34 y me dio 152, porque 1800 son los metros y 34

minutos”.

El hecho de que haya modificado su respuesta de 52 a 152 nos permite inferir que este
estudiante comprende que su prediccion no deberia ser un valor “extrafio” frente a los demas
valores, como lo seria 52. O, por lo menos, que su prediccion deberia estar entre los valores

que se tiene, como ya se habia discutido previamente.

e Finalmente, una estudiante dio un intervalo tomando, de la tabla, el minimo y el maximo
valor en pulsaciones: “Las pulsaciones fueron 156, con respecto a la tabla y a las pulsaciones

hechas en ese tiempo pudieron ser de 124 a 148 o 156, como lo dije anteriormente”.

Como se observo en el desarrollo de esta actividad, el eje tematico fue Prediccion, en
primera instancia con una variable, en seguida con dos, y finalmente, ya de manera mas

especifica, predecir el valor de la variable respuesta para un valor de la variable explicativa
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dado. Tanto en el caso univariado como en el caso bivariado se ratifico, en la mayoria de los

casos, la estrategia de la media.

Por otra parte, si vieramos los datos de la Tabla 20 en un gréfico de dispersion se
observarian datos apilados, de manera que, por lo que observamos hasta este momento,
podriamos inferir que, en un gréfico de dispersion, donde los datos se encuentran apilados, los

estudiantes los resumirian tomando la media de cada pila, siendo, asi, viable nuestra THA.

4.7 Actividad 3. El profesor Gabo y la natacion

Esta actividad tuvo como principal objetivo explorar la relacion entre dos variables
cuantitativas, en particular, las de la actividad prevista: “Practicando natacion”. Es decir, la

relacion entre las variables Minutos y Pulsaciones por minuto.

Debido a que hasta el momento solo habiamos graficado para una sola variable, se les
pidi6 a los estudiantes que hicieran, con ayuda de Fathom, un gréfico para cada una de las
variables (ver Figura 32). Asi, una manera de observar la relacion entre las dos variables fue
seleccionando una parte de los datos en el grafico de Minutos y observar lo que pasaba en el

de Pulsaciones por minuto.

Practicando Natacién [ Dot Piot| 3 Practicando Natacidn [ Dot Piot )
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Figura 32. Gréficos asociados a la Actividad 3
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Por ejemplo, se les indicd que seleccionaran los valores mas pequefios en Minutos, es
decir, los casos en que vale 34, y que indagaran sobre los datos que se seleccionaban en
Pulsaciones por Minuto (ver Figura 33): ¢Cuales y cuantos datos se seleccionaron? ;Como
eran esos datos en Pulsaciones por minuto respecto a los deméas? Una ventaja de Fathom es
que, al seleccionar los valores en 34, automaticamente se seleccionan también en la tabla,
permitiéndoles a los estudiantes dar cuenta de que los valores que se seleccionan en

Pulsaciones por minuto se corresponden con los seleccionados en Minutos.

. [ . [
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Figura 33. Relacién entre Minutos y Pulsaciones por minuto desde diagramas separados.

Acitivdad 3

Ahora, frente a la accion de seleccionar los valores mas pequefios en Minutos estan las

siguientes explicaciones por parte de los estudiantes:

e Aquellos que se limitan a la accion que ocurri6é automaticamente en la pantalla como: “Se
seleccionan automaticamente y se colocan en rojo”.

eL0s que dan cuenta de que corresponden a las pulsaciones en los casos de 34 minutos:
“En la grafica de pulsaciones, también se marcan las pulsaciones que tuvo el profesor Gabo

por las veces que utiliz6 34 minutos de natacion” u “Observo que en el grafico de pulsaciones
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aparecen las pulsaciones hechas en los seis valores seleccionados en el primer gréafico de
minutos...”.

e Aquellos que ademas sefialan entre cudnto y cuanto van esos valores seleccionados:
“Ocurre que se seleccionan los datos automaticamente en pulsaciones, hay 3 valores de 148, 2
de 152 y 1 de 155 y otro de 156 ubicados en el grafico de pulsaciones” o “...Entonces en los
valores mas pequefios en minutos hay desde 148 pulsaciones a 156 pulsaciones”.

eLo0s que, ademas, dan un primer indicio de la relacion existente entre las dos variables:
“Al seleccionar los cinco valores en el grafico de minutos; en el grafico de pulsaciones se
muestran las pulsaciones correspondientes a los minutos pequefios que son 34 minutos. Los

valores en pulsaciones son los mas grandes, y en minutos los més pequefios”.

Puesto que el objetivo principal era que evidenciaran la relacion que habia entre las dos
variables, entonces, se les pidié especificamente que compararan los valores seleccionados en
Pulsaciones por minuto con los demas valores, cuando seleccionaban los méas pequefios en
Minutos: “Son los mas mayores porque en el grafico muestra 148, 148, 152, 152, 155, 156 y
son las pulsaciones mayores”. Un estudiante los compara directamente con los casos en que el
profesor Gabo gasta 35 y 36 minutos: “Algunos valores son mayores y otros menores: cuando
seleccionamos los valores mas pequefios en minutos se seleccionan los valores mas grandes
en pulsaciones. Los valores seleccionados son mayores que las pulsaciones hechas en los

minutos 35y 36”.

Lo anterior se repitid seleccionando ahora los casos en los que Minutos eran mayores y, a
manera de conclusion, se les preguntd si existia algin patron o relacién entre las dos

variables, o como variaban las pulsaciones a medida que variaban los minutos.
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Por ejemplo, al seleccionar los minutos mayores un estudiante sefiala que: “Ahora en la
grafica muestra las pulsaciones menores, no es nada igual a lo anterior porque ahora es lo
contrario las pulsaciones son menores, 124, 124, 124, 128, 128,130, 130, 132 las pulsaciones
menores” y concluye que: “A medida que los minutos van avanzando las pulsaciones van
disminuyendo”. Por otra parte, otro estudiante, al no encontrar un patrén claro entre las dos
variables, no aceptaba el hecho de que estuvieran relacionadas. Lo anterior se discutio entre

todos como se muestra a continuacién, hasta llegar a un consenso de que si existe tal relacion:

I: ¢ Existe algun patrdn o relacién entre las dos variables?

E: Pues no porque si no entonces... porque entonces serian... siempre numeros pares.
Digamos, en 36 tendria su nimero par, mas grande.

I: ¢Cémo asi?

E: Pues digamos, si existiera algun patréon o relacion... Entonces en 36, como es en los
minutos, entonces tendria que ser el doble de 36. Que seria el par... entonces no puede haber
esto...

I: Por ejemplo, en 36, el doble seria 72... 72 en qué...

E: En pulsaciones... Pero no creo que haya algin patron.

I: ;Los demas? Elber... ;Existe alguna relacion o algin patron?

D: No

I: (Por qué?

E: Porque entre menos minutos, mayor pulsacion y entre mayor pulsacion menos minutos.

I: ¢ Y eso que esta diciendo no me estd mostrando una relacion?

A: Si

I: ¢Si ono?
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M: Si

I: Eso que estd diciendo ahi, precisamente me estd mostrando la relacion entre las dos
variables.

I: ¢En general como se relaciones las variables minutos y pulsaciones sin tener que decir
nameros?

M: Estan variando.

I: Si, estan variando, pero de qué manera.

M: De manera que cuando hay mayores minutos hay menos pulsaciones.

Siguiendo la conversacion anterior, también se evidencia que los estudiantes siguen

asumiendo la media como una manera de resumir datos que se encuentran de manera apilada:

I: Pero pues acd no es tan facil verlo... es decir, encontramos la relacion “que a menos
minutos mas pulsaciones o que a mas minutos menos pulsaciones” pero, encontrar el patrén
pues no es tan sencillo ;si? No es tan sencillo porque, empezando para 34 tenemos muchos
valores... ;cuantos valores hay para 34, cuantas pulsaciones hay?

A: Seis.

I: Entonces en 34 qué valores habia

M: 148, 152, 155, 156, 148 y 152.

I: Porque hay variabilidad... Entonces Elder... Usted estaba intentando encontrar alglin
patron. Y, para empezar, 34 tiene muchos valores acd. Si nos queremos quedar con uno
solo... justed qué haria?

E: ¢los sumo y los divido?

I: Ah listo, suma y divide entre cuanto...

A: Entre seis.
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I: Cuanto da eso...

M: [después de hacer el calculo] 151.

I: 151 ¢ven que 151 no es ninguno de los que estan aca, ¢no? Porque no necesariamente la
media tiene que ser alguno de eso, estamos recordando. Pero si esta. ..

A: Ente los valores.

I: Entonces podriamos quedarnos con que para 34, mas o menos es 151.

De la misma manera se procedio para 35 y para 36. Siendo para 35 la media 141, y para 36,
127.

I: Aca se ve la relacion, Elder. Que al aumentar minutos, qué pasa con pulsaciones...

E: Disminuye.

I: Pero el patron. ..

E: No lo encontramos...

I: No tanto... Porque para 34, 151: para 35, 141 ;cuanto disminuyg?

M: Diez.

I: Para 36, 127... cuanto disminuyo.

E:14

I: Si va disminuyendo, pero no sabemos exactamente cuanto disminuye, si una

aproximacion... es una aproximacion. Pero la relacion si se puede ver.

Ahora, una vez identificada esa relacion entre las variables, se les pidié que graficaran en
un solo grafico las dos variables, siendo asi, nuestro primer acercamiento al grafico de

dispersion.
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Curioseando un poco, los siete estudiantes lograron elaborar un solo grafico. Tal como lo
esperdbamos, los gréficos se dividieron en dos grupos como se muestran en la Figura 34,

donde tres estudiantes le apostaron a la forma A y cuatro a la forma B.

. " I a
Practicando Natacién [ scatter Piot| & ! Practicando Natacion Scatter Plot ' !
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Figura 34. Formas en que graficaron los estudiantes dos variables en un solo grafico

Una vez generada la discusion sobre qué significa cada punto en los graficos se les
preguntd lo siguiente: Cémo se refleja, en esos dos gréaficos, la relacion o la variacion entre
las dos variables? En realidad, ante esta pregunta los estudiantes no respondieron otra cosa
diferente a lo que ya habian dicho anteriormente respecto a como variaban las pulsaciones a

medida que variaban los minutos, como es natural.

Ahora, al observar la Figura 34A, lo més correcto seria hablar en términos de cémo varian
los minutos a medida que varian las pulsaciones y viceversa para la Figura 34B, cOmo varian
las pulsaciones a medida que varian los minutos. Y, yendo un poco mas alla, lo mas comodo
seria graficar como en la Figura 34B identificando la variable explicativa y la variable

respuesta.
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Pero hasta el momento pues no sabiamos nada de lo anterior, por lo que era natural que los
estudiantes graficaran de esa manera, como en la Figura 34A; y también el hecho de que, un
estudiante que grafico como en la Figura 34B, argumentara de esta forma: “Que en cada vez
que las pulsaciones son mayores los minutos descienden” o que combinaran los dos graficos:
“Entonces mientras las pulsaciones aumentan, los minutos disminuyen y asi también pasa

cuando los minutos aumentan las pulsaciones disminuyen”.

Por otra parte, lo anterior no era relevante, puesto que, de una manera u otra, todos los
estudiantes dieron cuenta de la relacion que habia entre las dos variables. Sin embargo,
ninguno habl6 sobre como se reflejaba esa relacion en el gréafico, o por lo menos no como
nosotros lo esperdbamos. Por lo que debimos indagar mas en términos de forma, por ejemplo:
cémo van los puntos, o hacia déonde van a medida que avanzamos hacia la derecha, etc...

Como se discute a continuacion:

I: Como se refleja el hecho de decir: “Al aumentar los minutos disminuyen las pulsaciones”
¢De qué manera van los puntos en este grafico (como en la Figura 34B)?

W: Porque entre menos minutos hay mas pulsaciones y por eso los puntos estan mas arriba.

I: Aj4, y aca... entre mas minutos...

M: Menos pulsaciones, estaran mas abajo.

I: Y en este (como en la Figura 34A), entre menos pulsaciones...

M: Mayores minutos...

I: Eso como se refleja ahi.

A: Estan maés arriba los puntos.

I: Y aca, entre mayores pulsaciones...

A: Menos minutos...
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I: Entonces los puntos...

M: Estan mas abajo.

I. Entonces, los puntos, en cualquiera de los dos graficos... ;estan ascendiendo o
descendiendo?

A: Descendiendo.

Aprovechando lo anterior, se indag6 sobre como seria el grafico en el caso en que las dos
variables tienen una asociacion positiva. Y, puesto que hasta el momento habiamos visto
datos apilados, esperabamos que graficaran de igual manera como, finalmente, lo hizo una

estudiante:

I: Como seria el grafico si las variables tuvieran una “relacion ascendente”. Por ejemplo,
tengo dos variables x e y... ¢qué significa que esas dos variables tengan una relacion
ascendente?

A: Que las dos van a subir.

I: Entonces cémo seria el grafico, Wendy.

En un principio marca un solo punto (ver Figura 35), como si lo comparara con los ejes x y y,

es decir, a un valor grande en x, le corresponde un valor grande en y.
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Figura 35. Forma en la que una estudiante grafica dos variables que tienen una asociacion

positiva

I: Pero ese es un solo punto... ;ese solo punto me estd diciendo algo?
M: No

I: Tengo que compararlo con otro.

De manera que se le pidié que marcara siete puntos (ver Figura 36) que, como se observa,

los ubica de manera apilada.

Figura 36. Forma en la que una estudiante grafica dos variables que tienen una asociacion

positiva (segunda vez)

I: Acda, a medida que aumenta x se ve que va aumentando y.
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Finalmente, se hizo un paréntesis entre lo que habiamos estado haciendo en actividades
anteriores respecto a la media y lo que estabamos haciendo ahora, que era relacionar dos
variables y que una manera de ver esa relacion era visualizando los datos en un gréfico de

dispersion:

I: Entonces muchachos, cuél es la diferencia entre los que estamos viendo acd, y lo que vimos
con la media...

A: Como asi.

I: O sea, aca estamos relacionando cuantas variables. ..

A: Dos.

I: Estamos relacionando dos variables... Entonces, una manera de mirar la relacion entre dos
variables es graficarlo en un plano cartesiano... Esto se llama un grafico de dispersion.
Entonces, si los puntos van asi [como en la Figura 34B], como hacia abajo... significa que las
dos variables tienen una relacion...

A: Descendente.

I: Descendente ¢si? O una relacion inversa. Que al aumentar una, disminuye...

M: La otra.

I: Ahora, si tienen una relacion ascendente, significa qué...

A: Que van subiendo.

I: Que al aumentar una... qué pasa con la otra.

M: Va disminuyendo...

A: Va aumentando.

I: También aumenta...

M: jAy si!
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I: Tienen una relacion directa, una relacion ascendente. ..

Ahora, después de discutir la forma como van los puntos cuando tienen una relacion
“ascendente” o “descendente” sin temor alguno, se indagd sobre cémo irian los puntos si las

dos variables no se relacionan.

Es decir, grosso modo, si las dos variables se relacionan, esa relacion se refleja de alguna
forma en el gréafico, por lo que era natural que los estudiantes pensaran que, si las dos
variables no se relacionaban, los puntos iban a estar “desordenados” como lo muestra una

estudiante:

I: ¢Como creen ustedes que seria el gréfico si las dos variables no tienen ninguna relacion?

A: Seria...

I: Andrea, si... Vamos a pensar en dos variables que no tienen ninguna relacion. Cuales dos...
porque por ejemplo la estatura y el peso... jtienen alguna relacion esas dos variables?

E: (asiente)

I: Como, Elder.

E: Cuando uno va al médico siempre le dicen eso... que tiene que... que depende de la
estatura eso es lo del peso, lo que debe tener.

I: 'Y qué relacion tiene, ascendente o descendente... ¢directa o inversa?

E: (silencio)

I: Por ejemplo, Miguel y Elber... quién es mas alto.

A: Miguel.

I: Quién cree que pese mas, ¢Elber o Miguel?

E: Elber.
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A: Nooooo, Miguel.

I: ¢Por qué?

A: Porque depende de la estatura pues va aumentando.

I: Ojo a lo que dice Andrea aca... si la persona es mas alta, qué se espera del peso.

W: Que sea més.

I: Que sea mayor, es decir, hay una relacion entre el peso y la estatura. Por ejemplo, si aca
fuera la estatura [eje x] y acé fuera el peso [eje y], como iria... si yo le tomo la estatura y el
peso a muchas personas, no solamente a estudiantes de octavo, sino... no sé... desde Kinder
hasta once... como iria el grafico, como irian los puntos, de qué forma.

A: [sefiala con su mano una recta diagonal con pendiente positiva]

I: Aja, como asi [imitando su sefia] Ahora, yo les digo... hay dos variables que no se
relacionan... como creen que irian los puntos. No sé... voy a inventarme dos variables: La
edad con el nimero de mascotas.

I: Es decir, si dos variables se relacionan de manera directa, los puntos tienen una forma,
tienden hacia donde...

A: A ascender.

I: Ahora, si dos variables se relacionan de manera descendente, si... que al aumentar una
disminuye la otra... como se ve esto en el grafico... [los estudiantes sefialan como una recta
con pendiente negativa] Se ven como de esta forma [imitando sus sefias] ¢si? Como hacia
abajo, descendente, empiezan como a bajar... Ahora, si dos variables no se relacionan...

A: Pues estarian como en desorden...

I: Como... cdmo estarian si dos variables no se relacionan.
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A continuacion, se le pidio a la estudiante que graficara como irian los puntos si las dos

variables no se relacionan (ver Figura 37).

Figura 37. Forma en la que un estudiante grafica dos variables que no tienen ninguna

asociacion

I: Miren aca... estos puntos aca no tienen ninguna forma. ;No podemos decir que al aumentar
X aumenta y?

A: No

I: ¢0 que al disminuir x aumenta y?

A: No

I: Entonces, esas dos variables no tienen una...

Ay M: Relacion.

Si observamos la Figura 37, podemos darnos cuenta que la estudiante abandona los datos
apilados, puesto que pudo haberlos puesto de esa manera y, aun asi, no reflejar ninguna
relacion. El hecho de que los haya ubicado asi podria llevarnos a pensar que se esta olvidando

del tema de la variabilidad o que estéa reflejando un pensamiento determinista.



158

Como pudimos darnos cuenta, esta actividad fue nuestra llave para comenzar a trabajar con
graficos de dispersion. Se evidencio que los estudiantes resumen los datos apilados a un solo
valor calculando la media de los mismos, por lo que nuestra THA era viable en cuanto a

seguir trabajando con datos presentados de esa forma.

Respecto a la relacion, de aqui en adelante los estudiantes hablaron en términos de
“relacion ascendente” o “relacion descendente” cuando las dos variables tenian una
asociacion positiva o negativa, respectivamente. Un primer indicio de que tal relacién puede
ser resumida con una recta, fue el hecho de que los estudiantes sefialaran con sus manos la

forma de esa relacion, como una recta con pendiente positiva o negativa.

Como vimos en actividades anteriores, los estudiantes asumen la media como un predictor
en el caso univariado, pero ¢cémo predicen en un diagrama de dispersion, es decir, en el caso
bivariado? Las Actividades 4 y 5 buscan dar respuesta a esa pregunta, para datos apilados y

no apilados, respectivamente.

4.8 Actividad 4. Nivel de ruido

La prediccion es uno de los ejes tematicos principales en el disefio de las actividades. Ahora,
en un diagrama de dispersion donde se observa una relacion lineal entre dos variables,
predecir un valor de la variable respuesta para cualquier valor de la variable explicativa se

resume en encontrar la mejor recta.

Para el caso bivariado, quisimos comenzar con la prediccion entre dos puntos, luego dados
tres, y aumentando asi la cantidad de puntos hasta finalmente obtener varias pilas de datos

que, de manera global, reflejaban ya fuera una asociacion positiva 0 negativa. ¢Como
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predicen los estudiantes en un diagrama de dispersion, entre dos o tres puntos y entre datos

apilados? A continuacion, unas primeras formas de prediccion.

Esta actividad que llamamos “Nivel de ruido”, fue tomada y adaptada de Moritz (2004,
p.238). En un principio los estudiantes debian predecir, con base a unos datos mostrados en
una tabla y, en seguida, validar sus respuestas con un archivo en Geogebra en donde ahora los
datos se mostraban en un diagrama de dispersion, de manera que adicionaban sus

predicciones al diagrama y decidian si movian o no sus valores predichos.
Anélisis
Prediccidén dados dos puntos

Como se dijo anteriormente, un ejercicio inicial fue el de prediccion dados dos puntos como

se enuncia en la Tabla 21.

Tabla 21.

Tabla asociada a la Actividad 4 (prediccion dados dos puntos)
Gabo, Edinson y Cristian
hacen parte de un proyecto 16 # de | Nivel de
sobre el ruido. El proyecto Salon Personas ruido ’

consiste en visitar salones, || | 21 23 L
contar el numero de | F 29 75 :
personas y medir el nivel de | | W 25 .
ruido en la clase con un ||z 28

medidor de sonido.

Se pedia predecir el nivel de ruido para un valor que estaba justo en la mitad de 21 y 29, es
decir para el salon W y luego se pedia predecir para el salon Z, que también estaba entre los

valores dados, pero no en la mitad de ellos.
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Para este punto de la THA ya el tema de la media era tan familiar para los estudiantes que
todos, de manera unanime, procedieron de la siguiente manera: Para el salon W, con 25
personas, sacaron la media de los dos valores mostrados, 23 y 75, y para el salén Z, con 28
personas, sacaron la media de los tres valores, es decir, adicionando ahora el hallado para el
salon W. Algunos argumentan de la siguiente manera: “Para predecir el valor del saléon W
debo que tener en cuenta los datos I, F, y sumo el nivel del ruido y me da 98 y ese resultado lo
divido por 2, esta forma porque seria algo facil para predecir” o “Para predecir el valor del
salén Z, hice el mismo procedimiento, sumar todos los valores sobre el nivel del ruido y
dividirlos entre 3 y obtuve un valor de 49. Porque creo que esta operacion puede ayudarme a

calcular el valor y asi poder predecir”.

El hecho de que les haya dado el mismo valor tanto para W como para Z no fue extraio
para ellos, es decir, ignoraron completamente la variable # de personas e inclusive se salieron

del contexto, despreciando la relacion que habia entre las dos variables.

Puesto que habiamos previsto que algo asi ocurriria, se les pidié a los estudiantes que
observaran el diagrama de dispersion generado por los datos de la Tabla 21, incluyendo sus
valores predichos. Y en seguida se les indag6 sobre si consideraban cambiar los valores que
habian predicho para los salones W y Z. Lo que todos observaron se muestra en la Figura 38,

siendo los puntos en rojo, las predicciones de los estudiantes.
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Figura 38. Gréafico de dispersion asociados a los datos y predicciones de los estudiantes de la

Tabla 21

Aun asi, visualizando los datos de esta manera, todos los estudiantes, a excepcion de uno,
consideraron que no deberian mover los puntos. Algunos, basando sus argumentos en la
operacion que hicieron: “Creo que no porque esa es la prediccion de acuerdo a la operacion de
suma y dividido por la cantidad de los valores sumados de acuerdo a la media” y otros de
acuerdo a la forma en que se encontraban los puntos: “No, porque quedaria como forma de
escala y esa para mi quedaria también como una forma organizada”. El estudiante que
considerd mover sus puntos argumentd de la siguiente manera: “Si, porque me hubiera
gustado que Z tuviera mayor nivel de ruido” donde, este ultimo, implicitamente, estd
considerando la relacién entre las dos variables donde al aumentar el nGmero de personas, se

espera que aumente el nivel de ruido.

Dado lo anterior, se hizo necesario la intervencién del investigador incitandolos a predecir
para otras cantidades de personas. Con estos nuevos valores los estudiantes continuaron
haciendo la operacion de sacar la media, obteniendo siempre el mismo nivel de ruido. En la

siguiente discusion se llega a un acuerdo de que lo anterior no parece muy ldgico.
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I: En el salon... es decir, para el salon W, ustedes sumaron los dos anteriores, [ y F y
dividieron en dos.

M: Si.

I: ¢Listo? Para el salén Z, sumaron los tres y dividieron en tres. Para un salén X, sumaron los
cuatro y dividieron en...

A: Cuatro

I: Cuatro y va dar... va seguir dando qué...

A: Cuarenta y nueve.

I: ¢ Y eso esta bien? ;Suena bien?

Ay E: No (Risas)

I: Es decir, si seguimos haciendo ese procedimiento y llegamos no sé... a la letra “XXF” no
sé... que tiene 50 personas... ;/Entonces sumo los 49 anteriores y divido entre 49?

A: No

I: ¢ Siempre va dar 49 cierto? Es decir ;qué no estoy teniendo en cuenta ahi?

D: ¢El nimero de personas?

I: EI nmero de personas, ¢si? EI nGmero de personas no lo estoy teniendo en cuenta. Es
decir, ustedes estan aplicando... ;Qué estan sacando en realidad ahi?

A: La media.

I: La media ¢cierto, Andrea? Pero ac4d la media como que no me esta dando mucha
informacidn. Entonces si yo les pregunto a ustedes para uno que esté aca (sefialando en un
grafico) en 28, en 25, en 24... siempre me va dar 49 ;cierto? ;Y ese grafico les suena o no les
suena?

A, Wy MF: (niegan)



163

I: Aaah, entonces en el 2a, ya todos dijeron que en... “;Consideran cambiar los puntos?”
dijeron... qué dijeron...

Todos: No

I: 'Y de acuerdo a lo que discutimos ahorita ¢ustedes qué creen?

Todos: Que si.

I: Es decir, un salén con 50 personas...

A: No va hacer el mismo ruido que uno por ahi de 23.

I: Uno qué esperaria

M: Que hiciera mayor ruido

Otra discusion que se hizo alrededor de lo anterior fue sobre ¢por qué esta pasando eso?
Es decir, por qué al operar como ellos lo estaban haciendo, siempre daba el mismo valor,

cuarenta y nueve.

I: ¢ No sabemos por qué esta pasando eso?

E: ¢No sera porque la media sirve para algunas cosas y para otras no?

I: Es decir ¢si todos los salones tuvieran 25 personas serviria ese procedimiento?

Ay M:Si

I: ¢Por qué?

M: Hay el mismo nimero de personas.

I: Todos tienen en comun la cantidad de personas. Entonces vamos a mirar por que esta

pasando eso.

La profesora-investigadora, demostro algebraicamente la razon de la igualdad de las

predicciones cuando se usan los resultados previamente calculados.
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Se observa en las respuestas de los estudiantes como han asumido la media como la
respuesta automatica a toda pregunta que se relacione con prediccién como bien lo hicieron
en el caso univariado, sin hacer ninguna referencia a la variable nimero de personas. Logran
relacionar las dos variables cuando la profesora les hace caer en cuenta de lo absurdo que
seria que el ruido fuera igual en grupos de diferente tamafio. En este caso, el contexto ayudd
claramente a asumir un punto de vista bivariado en el que, claramente, las dos variables estan

relacionadas.

Finalmente, los estudiantes aceptaron el hecho de que este procedimiento no les permitiria
predecir y que si debian mover los puntos, por ejemplo: “Si, porque si en unos salones hay
mas personas pues es mayor cantidad de ruido y en donde hay menos personas el ruido es
menor” o “Si, porque como vamos a esperar que todo lo sigamos dividiendo y sumando y nos

daria el mismo resultado y eso no seria 16gico”.

¢Pero y entonces como? Claro, lo que resultaba ser una buena prediccion en el caso
univariado, no lo era aca, en el caso bivariado. De manera que se les pidié que buscaran otra
manera para mejorar sus predicciones y que movieran los puntos hasta donde consideraran
que estaban bien ubicados. Los siete estudiantes reflejaron en sus graficos una asociacion
positiva entre las variables, como se observan algunos en la Tabla 22. Segun los argumentos,
la estrategia de ellos fue mover libremente los puntos para que al aumentar el nimero de
personas el nivel de ruido también aumentara. Observemos también que, en cuanto a forma,

casi que buscan que los puntos sean colineales.

Tabla 22.
Gréficos de dispersion asociados a los datos y nuevas predicciones de los estudiantes de la
Tabla 21

| Nuevo diagrama de dispersion | Argumento \
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Porque considero que a medida que hay
mas personas el nivel de ruido sube.

Estoy de acuerdo porque: Los valores
obtenidos son diferentes y en el salon
con 28 personas hay mas ruido que en el
salon con 25 personas. El valor con 28
personas tendria 42 (valor de ruido) y
para las 25 personas 32. Estoy de
acuerdo porque cada valor varia de
acuerdo al niamero de personas.

Porque creo que es asi por su orden.

Las predicciones para un salon con 25 y otro con 28 personas se discutieron entre todos
acordando que para 25 estaba bien pero que para 28 si deberiamos moverlo. En la Figura 39
se observan las predicciones de todos los estudiantes para 28, en las que algunos coincidieron,

y también la prediccion que propone el investigador para 28 que es 10, el punto mas bajo.
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Figura 39. Predicciones de los estudiantes para un salén 28 personas. Actividad 4

La siguiente discusion se hace alrededor de la Figura 39 e incluye una reflexion sobre datos
atipicos como el que se observa para 28. También con qué valor, entre los que ellos predicen

para 28, nos quedamos.

I: Entonces ¢todos esos valores [para 28 en la Figura 39] que estan ahi son posibles?
A: No

I: ¢ Cual no es posible, Andrea?

A: El que usted colocd

E: EI 10.

I: Pero si yo soy la profe... ;por qué no?

M: Porque no se puede

E: Porque usted se puede equivocar

W: Entonces cOmo va a ser eso.

I: Aja... ;Y todos esos valores que ustedes dijeron esos si son posibles?
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E,MyA:Si.

I: ¢Por qué?

A: Porque esté entre el valor de 25 y el de 29.

I: Definitivamente este valor que esté acé [el punto mas bajo en la Figura 39] es un valor raro.
En estadistica se Ilama dato atipico, es un dato raro, extrafio. Que puede pasar debido a
algunas razones, podria pasar porque... Esto podria pasar, es raro pero podria pasar.

I: ¢Qué podemos hacer con esos datos raros? Si yo ya sé que la relacién que hay entre las dos
variables es “ascendente” Qué puedo hacer yo con este dato...

Todos: [Silencio]

W: Descartarlo

I: Descartarlo, es decir, podria ignorar ese dato porque ese dato es raro. Es decir, cuando se
hizo la medicion qué pudo haber pasado.

E: Midieron mal

I: Midieron mal, el aparato no tenia pilas

M: Estaban muy callados

I: De pronto estaban regafiados los estudiantes de ese salon.

I: Entonces, tengo cinco valores [en 28], quiero solamente un valor... ;Cual es el mejor de
todos esos?

E: Profesora se puede sacar entonces la media ahi.

Prediccion dados tres puntos

Lo anterior se repitié para el caso de tres puntos, en donde, como se observa en la Tabla 23,

para un valor de la variable explicativa, # de personas, se tenian dos valores en la variable
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respuesta, Nivel de ruido. Nuevamente se pidié predecir el nivel de ruido para los salones W'y

Z.
Tabla 23.
Tabla asociada a la Actividad 4 (prediccion dados tres puntos)
Salon # de Personas  Nivel de ruido
N 21 25
J 29 81
M 29 85
W 25
Z 28

Entre las formas de prediccion de los estudiantes se rescatan las siguientes:

Calculando: Cuatro estudiantes hicieron calculos diferentes para predecir. Por ejemplo,

una estudiante procedié de la siguiente manera:

e Para el salon W: “Sumé los valores anteriores del numero de las personas del salon N, J,
My el nivel del ruido del salén N, J, M y los dividi en 6 y me da como resultado 45 que es un
valor coherente porque hay 25 personas y el ruido puede ser 45. W=45

e Para el salon Z: “Sumar los valores anteriores pero esta vez incluyendo los valores del

salon W y dividir en 8 y da 42. Z=42”

Ya, en el ejercicio anterior, se habia discutido la relacion entre las dos variables, es decir
coémo varian de manera conjunta y que era necesario tener en cuenta las dos variables para
hacer una prediccion. Por lo que, como se puede apreciar en sus argumentos, su prediccion no
obedece a esa relacion, Es decir, su esfuerzo por tener en cuenta las dos variables, radico en
calcular con todos los datos de una u otra manera. Y no es hasta que observa los datos en un

diagrama de dispersion cuando acepta el hecho de que sus predicciones no son las mejores.
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Sin duda la representacion geométrica juega el papel de juez del procedimiento algebraico
utilizado gracias a que permite una percepcién conjunta de los valores en juego, algo que es
muy dificil con el solo trabajo algebraico. Se nota que los estudiantes, si bien tienen en claro
que la prediccion que se haga debe tener en cuenta las dos variables no logran concretarla en

una operatividad adecuada.

Por lo que a la pregunta de si considera o no cambiar de posicion sus predicciones contesta
que: “Si, porque el nivel del ruido para 28 personas no puede ser menor que el nivel de ruido
para 25 personas, debe ser un poco mayor”, es decir, esa forma de representacion tabular no le
permitio apreciar que los puntos siguieran una “forma”, ascendente en este caso, como si lo
hizo el diagrama de dispersion. En la Figura 40 se observa cémo esta estudiante finalmente

ubica los puntos, donde deja igual para 25 y cambia su prediccion para 28.

Figura 40. Predicciones finales de una estudiante asociadas a los datos de la Tabla 23
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Argumentando que ahora si estd bien: “Considero que estd bien porque estd de manera
ascendente”. De igual manera, otra estudiante también movi6 los puntos al observar que, en

su gréfico de dispersion, W estaba més arriba que Z.

De los otros dos estudiantes, que también hicieron algun tipo de célculo, uno considerd no
cambiar de ubicacion sus predicciones puesto que en el gréfico de dispersion conservaban una
forma ascendente. Mientras que el otro, a pesar de que en su grafico (ver Figura 41) se
observa que sus predicciones (las dos del centro), junto con los otros dos puntos, no respetan
la relacion entre las dos variables considera que estan bien: “No, porque considero que, asi

como esta, [estd] bien... asi que no veo la necesidad de cambiarlo”.

Figura 41. Predicciones de un estudiante asociadas a los datos de la Tabla 24

Aproximaciones: La otra manera de proceder de los otros tres estudiantes, se puede
resumir en que hicieron aproximaciones teniendo en cuenta la relacion entre las dos variables
y los datos mostrados en la tabla. A continuacion, el argumento de uno de ellos: “Mis valores
dados son una aproximacién a los valores que me estan mostrando en la tabla, con respecto a
los demas salones: Para el salon W aproximadamente 30, para el saléon Z aproximadamente

75. Con respecto a la cantidad de personas y el ruido de los demas salones” y decide no
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cambiarlos “porque los valores acerca del ruido ascienden de acuerdo con el niimero de

personas’.

Es decir, independientemente del procedimiento que hayan utilizado los siete estudiantes,
todos, a excepcion de uno, validan sus predicciones al observar que, en el grafico de
dispersion, reflejen la relacion existente entre las dos variables, de no ser asi, mueven los

puntos.

Prediccién con pilas de datos

Ahora se les presentaron a los estudiantes datos repetidos, esto es, pilas de datos para cada
valor de la variable explicativa. Inicialmente dos pilas, luego tres pilas. Se pedia predecir para
valores entre las pilas e inclusive predecir para un valor donde se tenia una pila de datos,

¢seguirian asumiendo la media y, de ser asi, de qué manera?

En el caso de dos pilas de datos, los datos se presentaron organizados en tablas como en la
Tabla 24, pero también se podian visualizar en un diagrama de dispersion en un archivo de
Geogebra. Ya para el caso de tres pilas, y en adelante, solo se contaba con el archivo de

Geogebra. Se pedia predecir el nivel de ruido para un salén con 25 personas y para uno con

28.
Tabla 24.
Tabla asociada a la Actividad 4 (prediccidn con dos pilas de datos)
Salon # de personas  Nivel de ruido
A 21 11
E 21 19
F 29 75
I 21 23
J 29 81
M 29 85
N 21 25




172

¢Hacia donde ibamos? Pues el objetivo final era que los estudiantes encontraran una
estrategia para predecir el nivel de ruido para cualquier salén que tuviera entre 21 y 29
personas. A continuacion, vamos a mostrar el proceso llevado por una estudiante (sefialado
por v') junto con su estrategia y predicciones. También mostraremos, en linea, “Otras

formas” de prediccion (sefialado por *) destacadas en los otros estudiantes.

Prediccion para un salon con 25 personas

v Con los datos de la Tabla 24, para predecir el nivel de ruido de un salén con 25
personas, procedié de la siguiente manera: “El nivel del ruido para un salén que tiene 25
personas seria 35 porque al sumar todos los valores de la tabla da 490 y este valor dividido en
14 da 35”. Es decir, saco la media de todos los datos como si correspondieran a una sola

variable.

Otras formas:

e Calculando la media de la variable “Nivel de ruido”: “El nivel de ruido para un salén
que tiene 25 personas es 45, calculé este resultado sumando el nivel de ruido de la tabla
anterior y después el resultado que me dio lo dividi por 7 y me dio 45”.

e Un valor mayor al nimero de personas dado: “El nivel del ruido para el salon que tiene
25 personas seria 38 el nivel del ruido, ya que seria algo coherente para predecir para un salon
de 25 personas y seria coherente ya que seria un valor mas alto que 25, es decir mas mayor”.

e Observando los vecinos y aproximando: “Tendria en cuenta la cantidad de personas que

hay en los otros salones y el nivel de ruido y teniendo en cuenta eso yo ubicaria el punto en
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Z=(25,56). Lbgicamente teniendo en cuenta las posiciones de los puntos con 21 y 29

personas’.

Como se observa, se identifican tres formas: la media, ya sea del conjunto de todos los datos,
o0 del conjunto de datos de la variable dependiente; un valor mayor al valor de la variable
dependiente y, por altimo, observando lo que pasa alrededor del valor que se quiere predecir.
Esta ultima forma refleja, de manera implicita, una consideracion de la relacion entre las dos

variables, al observar de qué manera se estan comportando los valores vecinos.

Prediccién para un salon con 28 personas

v Con base en los mismos datos de la Tabla 24, para predecir el nivel de ruido en un
salon con 28 personas cambi6 su estrategia: “El nivel del ruido para 28 personas seria 78
porque debe ser un valor menor que el nivel del ruido en promedio de los tres valores de 297,
es decir, tomd el vecino més cercano, que correspondia a la pila de 29 y promedid. Y, dado
que conocia la relacion entre las dos variables, entonces su prediccién fue un valor menor al

promedio que le dio en 29, puesto que el nimero de personas era menor.

Otras formas:

= Sumando las dos columnas y dividiendo en el proximo dato, ocho: “El nivel de ruido para
un salén que tiene 28 personas es 57, calculé ese resultado sumando el nimero de personas
gque me da como resultado 117, después sume el nivel de ruido que me dio 343 y esos dos
resultados los sumé, después los dividi por 8 y me dio 57”. El estudiante sabe que deberia
tener en cuenta de alguna manera las dos variables, por lo que involucra en su calculo todos

los datos.
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= Sumar los datos de la pila mas cercana y dividirlo entre el nimero de personas del que
tenia que predecir: “Sumar los datos sobre el ruido de los salones con 29 personas y
dividirlos en 28. Cuando lo hice en el grafico me di cuenta de que estaba mal el resultado, no
es coherente”. Como se lee en este argumento, la estudiante valida su prediccion
observandolo en el grafico, pareciéndole poco coherente.

= Observando los vecinos y aproximando: “Tendria en cuenta la ubicacion del nivel de
ruido de los salones con 21, 25 y 29 y podria dar un valor que seria 69 el nivel de ruido W =

(28,69). Teniendo en cuenta la cantidad de personas que hay en el salon”.

Es decir, hasta el momento, de los siete estudiantes, solo dos abandonan los calculos para
utilizar como estrategia la aproximacion de acuerdo a lo que observan en los datos y a la
relacion entre las dos variables. Aunque una de ellas, como hemos visto, calcula la media de
las pilas, finalmente su prediccion es una aproximacion teniendo en cuenta la media (0

medias) calculada.

Prediccion sobre una pila de datos

v En seguida, se adicionaba una pila de datos, la de 25 personas (ver Figura 42).
Esas tres pilas se observaban en un diagrama de dispersion. En primera instancia, se pedia
predecir el nivel de ruido para un salon con 25 personas: “El nivel del ruido para un salon que
tiene 25 personas seria 55 porque este valor estd entre los valores anteriores.

64+58+52+47=221/4=55".
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Nivel de ruido

e o o o

Ndmero de personas
32

Figura 42. Gréafico asociado a la Actividad 4 (prediccion dados tres pilas de datos)

Es decir, para una pila de datos, saco la media de los datos y esta fue su prediccién, tal
como lo habiamos predicho de acuerdo a discusiones anteriores en otras actividades; de la
misma manera procedieron tres estudiantes mas. Méas adelante veremos como lo haria entre

pilas de datos.

Otras formas:

o El promedio de todos los datos en Nivel de ruido: “El nivel de ruido para un salén que
tiene 25 personas es 48. Calculé este resultado sumando el nivel de ruido de los salones 21, 25
y 29 después los dividi por 12 el nimero de salones y me dio 48. Es coherente ese resultado
teniendo en cuenta los anteriores niveles de ruido. C=(25,45), D=(25,47), 0=(25,52),
T=(25,58), L=(25,64)".

e Intervalo aproximado tomando como referencia a un vecino: “Aproximadamente: 15 a
38 de nivel de ruido. De acuerdo a los valores de 21, donde algunos estan de 11 a 25. Porque
creo que estaria entre esos valores”.

eUna aproximacion de acuerdo a los valores de la misma pila de datos: “Tendria en

cuenta los valores de los otros salones con 25 personas y pondria un valor que se encuentre
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entre 64 y 46 en nivel de ruido, pondria en 61 para el nivel de ruido del otro salén con 25

personas. Z=(25,61)”.

El ejercicio de predecir el nivel de ruido para un valor en donde se tenia una pila de datos (25
personas) se reducia a un analisis univariado. Como vimos, la estudiante que seguimos dio
cuenta de ello al fijar su atencién en los salones que solo tenian 25 personas, siendo la media su
prediccion. Otros estudiantes también fijaron su atencion en la pila de 25 personas aunque
difiriendo en su estrategia: Aproximaciones e intervalos. Respecto a dar un intervalo como una
prediccidn, podriamos pensar que existe cierta reserva para dar una prediccion cuando se percibe
la aleatoriedad que existe en el ruido para la misma cantidad de personas. Esta actitud de los
estudiantes evidencia la necesidad de una forma de control de la variabilidad como es esa: dar un

intervalo de posibles valores y no un solo valor.

Prediccidn entre pilas de datos

Se pedia predecir el nivel de ruido para un salén con 23 y 27 personas, que se ubican en la mitad

de 21y 25,y 25y 29, respectivamente.

v Para 23: “El nivel del ruido para un sal6n que tiene 23 personas seria 49 porque si
en un salén con 25 personas el nivel del ruido es 55 para el salon de 23 personas seria un
valor menor que 55 entonces 49 es un valor coherente”. Es decir, procedié de la misma
manera que cuando predijo el nivel de ruido para un salon con 28 personas, observando la
media de un vecino cercano, para 25 personas, Yy teniendo en cuenta la relacion entre las dos
variables.

v Para 27: “El nivel del ruido para un salon que tiene 27 personas seria 70 porque si

en un salén con 29 personas el nivel del ruido es 79 y en un salon que tiene 25 personas el
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nivel del ruido es 55, entonces 70 seria un valor que esta entre 29 y 79. En este caso, la
estudiante observd que 27 se encontraba entre dos pilas de datos, de manera que su prediccion
fue un valor entre la media de cada pila de datos, la de 25 y la de 29, pero no necesariamente

la semisuma de las medias.

Otras formas:

eSacando la media de los valores de Nivel de ruido de las pilas entre las que se
encontraba 23 o 27: “El nivel de ruido para un salon que tiene 27 personas es 63. Este
resultado lo encontré teniendo en cuenta el nivel de ruido de los salones 25 y 29. Sumé el
nivel de ruido de los salones 25 y 29. Sumeé el nivel de ruido de los dos salones y ese resultado
lo dividi en 8 y me dio 63. No utilicé el salon de numero de estudiantes 21 personas porque no
era coherente al resultado que me dio”.

e Intervalo aproximado tomando como referencia a un vecino: Para 23, por ejemplo,
“Aproximadamente: 15 a 45 segun los valores dados anteriormente sobre un salén con 25
personas’.

e Un valor aproximado de acuerdo a la media de una de las pilas de datos cercana: Para
23, por ejemplo, “11+19+23+25=78/4=19 observé en la vista algebraica la lista con 21
observé los valores los sumé y dividi por la cantidad que es 4, lo dividi y ese resultado seria
aproximadamente el valor del salon. Que el punto no sea menor que 21 y que no sea mayor
que 25 porque entre mas personas mayor ruido, entre menos personas es menor el ruido lo

ubiqué en (23, 31) de acuerdo a lo anterior”.
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e Teniendo en cuenta los datos de las tres pilas: Para 27, por ejemplo, “Como he estado
haciendo en los casos anteriores tendria en cuenta la ubicacion de los valores de los otros

salones y lo pondria en 67 para el nivel de ruido para un saléon con 27 personas. W= (27,67)”.

Como se observa, a lo largo de las predicciones, desde los datos mostrados en tablas, hasta los
datos observados en diagramas de dispersion, los razonamientos de algunos de los estudiantes
fueron evolucionando. En un principio los estudiantes no son muy razonables en los célculos que
realizan, por ejemplo cuando calculan la media de todo el conjunto de datos, reflejando asi que
algunas ideas, como la relacion entre las dos variables, no han terminado de estructurarse
adecuadamente. Sin embargo después evaltan la razonabilidad que tiene el valor encontrado
frente a los valores que ya se poseen, con expresiones como: “No es coherente el resultado que

me dio”.

Una prediccion de forma general

¢Como seria una forma general para predecir el nivel de ruido para cualquier salon en donde hay

entre 21 y 29 personas?

v Pues bien, para esta estudiante una forma general seria como la que enuncia: “El
nivel del ruido para 21 seria 19 y para 29 seria 79 porque es un valor coherente. En donde
elegi el nivel del ruido de los salones con 21 personas y saqué la media y con el salén de 29
personas hice lo mismo. El nivel del ruido para los demas salones entre 21 y 29 personas seria
un valor que esta entre 19 y 79 el nivel del ruido” Es decir, toma la media de las dos pilas y
sus predicciones estaran entre esos dos valores, pero siempre teniendo en cuenta la relacién
entre las dos variables como se observa en la Tabla 25 que corresponde a sus predicciones. De

igual manera procede otro estudiante.
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Tabla 25.
Predicciones, de la estudiante, del nivel de ruido para salones entre 21y 29 personas
Numero de Nivel de ruido Argumento
personas

21 19
22 25 Al completar la tabla tuve en
23 49 cuenta la media del nivel de
24 52 los salones que tienen 21
25 55 personas y luego lo mismo
26 67 con los salones que tienen 29
27 70 personas y busqué valores
28 75 que estuvieran entre 19 y 80.
29 80

Otras formas:

e Para un valor entre dos pilas, calculando la media de las dos pilas y luego la semisuma
de las dos medias: “Lo que queria en este punto era sumar y dividir por dos, hallar la media
de todos los salones y los dividia en dos, asi me parecié como una forma para hallar el
término que me preguntaban”.

Por ejemplo, si se tenia una pila de datos para 21 y otra para 24, entonces saca la media
para cada una de las pilas, suma y divide en dos y esa seria su prediccion para 22, luego,
tomando en cuenta este ultimo valor, lo suma con la media que le dio en 24, divide en dos y
ese nuevo valor seria su prediccion para 23 y asi sucesivamente sigue operando para predecir

el nivel de ruido en los otros salones.

e Teniendo en cuenta la relacion entre las dos variables y aproximando: “Se tendria en
cuenta el nimero de personas que hay en cada salén y asi podria predecir el valor para el nivel
de ruido de ese salén. Porque entre mas personas haya mayor es el nivel de ruido y entre

menos personas, menor es el nivel de ruido. Por qué creo que son buenas, porque las variables
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tienen una relacion ascendente y esta nos puede afirmar que si una de las variables sube la
otra también tiende a subir porque existe variabilidad”.

Este estudiante asume que la causa de la tendencia de la curva es la existencia de
variabilidad, como una forma de explicitar el hecho de que la tendencia no es constante, es
decir, una forma de decir que la variabilidad en los valores de la variable respuesta se podrian
explicar por cambios en la variable explicativa, en otras palabras, existe asociacion entre las

dos variables.

Independientemente de la forma general que los siete estudiantes propusieron, al momento
de llenar la tabla todos tuvieron en cuenta la relacion que habia entre las dos variables (ver

Tabla 26), una “relacion ascendente”.

Tabla 26.
Predicciones de los otros seis estudiantes del nivel de ruido para salones entre 21 y 29
personas

Predicciones de los otros seis estudiantes

D E MF M S W

21 23 195 22 19 29 25
22 38 30,625 27 31 30 31
23 42 36,35 34 40 39 34
24 53 41,75 38 42 41 52
25 61 53,2 42 53 45 61
26 72 59,85 48 54 50 64
27 85 66,5 56 66 55 67
28 92 73,415 68 72 60 69
29 97 80,33 74 80 66 75

NUmero de personas

Hechas sus predicciones, se les pedia que las observaran en un grafico de dispersion y que

decidieran si cambiaban o no sus predicciones. El grafico de dispersion de la estudiante que
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seguimos se observa en la Figura 43. Los de los otros seis estudiantes se resumen en la Figura

44,

Nivel de ruido

10 Numera de personas
20 21 22 23 24 25 26 27 28 20 a0 a1 32

Figura 43. Diagrama de dispersion asociado a la Tabla 25

Mivel de ruido

L
™ oo

®
ee e
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@ e ©

10 Numero de personas
20 21 22 23 24 25 206 27 E 20 30 a1 32 33

Figura 44. Diagrama de dispersion asociado a la Tabla 26
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Como se aprecia en la Figura 43 y en la Figura 44 (los colores se relacionan con la Tabla
26), las predicciones de los estudiantes respetan la relacion entre las dos variables, tal como
uno de ellos lo justifica para decidir no cambiarlos de posicion: “No, porque son valores que
cumplen una relacion porque entre méas personas haya el nivel del ruido es mayor, se cumple

una relacion ascendente”.

Finalmente, para que los estudiantes validaran sus respuestas, se les pidié exponer las
ventajas y desventajas de la forma general que habian propuesto, es decir, por qué lo que ellos
proponian era valido: “Porque se tiene en cuenta la relacion en donde el niimero de personas
se relaciona con el nivel del ruido y es facil por[que] se buscan valores coherentes que estén
entre los valores. Este procedimiento tiene algunas desventajas. Las desventajas es que en
algunos casos no podrian estar bien las predicciones porque podria ser que los valores que
busco son varios y debo elegir uno solo que se aproxime o esté en los valores y en algunos

casos el valor tal vez no sea el apropiado”.

Es decir, una de las ventajas es que su forma general conserva la relacion entre las dos
variables y entre las desventajas esta su preocupacion al tener que escoger un solo valor para
cada numero de personas, y que éste no sea el mejor, manifestando asi un sentido de

variabilidad.

A continuacion, en la Tabla 27, se muestran las ventajas y desventajas de las otras dos

formas generales expuestas anteriormente.
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Ventajas y desventajas que los estudiantes reconocen en sus formas generales de prediccion

con datos apilados

Forma general

Ventajas

Desventajas

Para un valor entre dos
pilas, calculando la media
de las dos pilas y luego la
semisuma de las dos medias

La ventaja es que para
un caso de que faltan
valores se podra hacer la
misma operacion.

Pero las desventajas es que
para algunos casos sirve y
para otros no, no siempre va
a dar un valor preciso ni un
valor exacto pero siempre va
haber variabilidad eso es una
desventaja.

Teniendo en cuenta la
relacion entre las dos
variables y aproximando:

Podemos dar una
respuesta a lo que se nos
pregunta.

No podemos dar un valor
preciso.
Puede casi
funcionar.

siempre  no

El ejercicio de predecir el nivel de ruido para salones entre 21 y 29 personas se discutio

entre todos. Como se mostrd en una discusion anterior alrededor de la Figura 39, se acordd

que, entre las predicciones que ellos habian hecho para un salén con 28 personas, tomariamos

la media para asi quedarnos con uno (ver Figura 45, punto amarillo).

Figura 45. Diagrama de dispersion asociado a la Figura 39
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De ahi en adelante cada uno de ellos fue prediciendo para cada uno de los salones. En la

siguiente discusion se muestra como fuimos mas all4, en cuanto a forma, por ejemplo.

I: Ahora si ¢como se ve? [Figura 45] ¢Si les suena o no les suena?
Todos: Siiii

A: Sii, tan bonito.

I: ¢Por qué se ve bonito?

M: jCuadl bonito, hala! Se ve ascendente.

Todos: (Risas)

I: Se ve ascendente y qué mas.

E: Que se ve alineado profesora

M: Que esta en recta.

I: ¢COMo?

M: Que esta en recta.

I: ¢Esta casi en una recta? Elder dice que estan alineados, ¢se ven alineados? ¢;mas 0 menos
alineados?

E: Mas 0 menos si.

I: Yo puedo trazar una recta para ver si estan alineados (ver Figura 46). No se ven alineados pero

estan casi alineados ¢ cierto?



Nivel de

ruido

\/ Datos Tabla 1

[ ] Datos Tabla 2
jcon 21 person
"'Con 24 person|
j Con 25 person|
Con 27 person|

Con 29 person|

Numero de personas
2

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

Figura 46. Recta asociada al diagrama de dispersion de la Figura 45
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I: Es decir [quitando la recta] si yo les pido a ustedes para 22, para 23, para 28... ;justedes

cdmo esperan que se vea ese grafico?

Como los estudiantes estaban visualizando en un televisor lo que el investigador hacia

desde su computador, entonces entre todos ubicaron los puntos restantes en el diagrama de

dispersion (ver Figura 47).

8

a 8B 8B 8

Nivel de ruido
/| Datos Tabla 1
[ |oatesTabia2
| con 21 person
| con 24 person
| con 25 person
° [ |con27 person

° Con 29 person

Numero de personas

20 21 22 23 24 25 26 27 28 20 30 31 a2

Figura 47. Predicciones de los estudiantes de manera grupal
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¢Pero por qué ubicarlos asi? (Qué buscaban o tenian en cuenta para ubicarlos de esa

manera? A continuacién una discusion alrededor de la Figura 47.

I: Yo sé que en un salon no pueden haber veintinueve personas y media, pero entonces ya no
pensemos en numero de personas, sino en cualquier variable x ¢listo? Es decir, ese valor x
puede tomar cualquier numero real. Miguel, entonces si x vale 28,5 mas o menos cuanto

valdria y siguiendo lo que estamos viendo.

I: [Entonces se empieza a mover el punto y ¢l indica si mas arriba o mas abajo... inclusive

proponen mover el Gltimo punto un poco mas arriba, como se observa en la Figura 48]

Figura 48. Grafico de dispersion asociado al de la Figura 47

I: ¢ Qué estan buscando ustedes?
My E: La recta (Risas)

I: ¢Que se vea una qué?

M: Una recta

I: ¢Unarecta? [Y se dibuja una recta como en la Figura 49]
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Nivel de ruido

~/‘ Datos Tabla 1
[ ] Datos Tabla 2
Con 21 person
‘:Con 24 person
‘Con 25 person
‘Con 27 person

Con 29 person

10 Namero de personas
20 21 2 23 24 25 2 27 28 2 30 31 a2

Figura 49. Recta asociada al grafico de dispersion de la Figura 48

I: ¢ Y ustedes por qué estan buscando la recta?

A: Porque es mas bonito

I: Es decir ¢podria ser una recta perfecta?

A: (Niega)

I: ¢Por qué?, Andrea.

A: Porque por ejemplo... el 23 no queda bien ahi ¢no? [Ver Figura 49] Entonces podria ser
porque...

I: Porque qué... Ayudenle a Andrea, /por qué no una recta perfecta?

A: Porque puede variar el nivel de ruido en 23 personas.

I: Es decir, siempre va haber...

A: Variabilidad

I: Siempre va haber variabilidad, no estamos en un mundo perfecto ¢no? No podemos decir
que si para 21 es 23 y para 22 es 30... aumento6 cuanto.

M: Siete
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I: Entonces no podemos decir que para 23 va tener cuanto... si de 21 a 23 aumentd 7
centonces para 23 sera 377
My A:No
I: Hay variabilidad. No podemos decir que exactamente 27 pero si algo parecido, miren,
37,93. ;Cierto?
A: Por eso es que una desventaja puede ser que no siempre uno va a dar un valor perfecto
porque siempre hay variabilidad.
I: Aja

Hasta el momento, aunque surgi6 el tema de la recta, al quitarla e indagar o hablar en
términos de la “forma” que reflejaban los puntos, no asumieron la recta como esa “forma”
sino que pensaron en una figura geométrica. Es decir, aunque una estudiante si asume la recta
como una “forma” su idea pasa desapercibida al no ser aceptada por los demas estudiantes,

como Se muestra a continuacion.

I: ¢Y acd [mostrando solo los puntos, sin la recta] se refleja la relacion que hay entre las dos
variables?

Ay M:Si

I: Y en cuanto a forma como se refleja esa relacion ascendente. En cuanto a forma a qué se
parece eso.

M: [Susurra que a un tridngulo]

M: ¢Si hacemos una forma?

I: Si, si hacen una forma cual seria.

A: Una recta.

M: No pero una forma...
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I: ¢Una recta podria ser?

M: No porque va...

A: ¢pero si uno traza asi también se puede tener en cuenta esto asi? [abandona la idea de recta
y ahora se refiere también a los ejes]

I: COmo asi

M: O sea, por ejemplo profesora trazando asi [una recta a través de los puntos] se puede tener
en cuenta asi y asi [rectas paralelas a los ejes].

I: Aaaah... para que se parezca a qué...

A: Un tridngulo

I: Es decir, algo asi... [Ver Figura 50]

Nivel de ruido
85
/| Datos Tabla 1

Datos Tabla 2

| con 21 person|
Can 24 persony
Con 25 persony
| con27 person

Con 29 person|

Namero de personas
20 21 22 23 24 25 26 27 28 20 30 31 32

Figura 50. Forma asociada al grafico de dispersion de la Figura 48

M, AyE:Si

I: Pero bueno, yo acé [en los catetos del triangulo] no tengo nada. Solo esto [la hipotenusa]
aca qué parece, me interesa donde estan los puntos. Qué parece, qué forma tiene.

A: Una recta [retomando su idea inicial]

M: No...
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I: ¢Por qué no, Miguel?

M: Porque no se ven asi, que todos vayan por la linea.

I: Pues no, pero es decir esto aca a que se parece [dibujando un cuadrado no tan cuadrado]

W: Un cuadrado

I: Un cuadrado ¢pero es un cuadrado perfecto?

Todos: No

I: No, asi yo lo haga con mucho pulso [dibujando otro mejor]... ;es un cuadrado perfecto?
My E: No (Risas)

I: O sea, la perfeccién solamente estd aca [sefialando mi sien] Yo sé que un cuadrado es
perfecto si qué...

W: Si tiene todos sus lados iguales...

I: Ajé y si tiene todos sus angulos...

W: Iguales

I: Iguales y ademas son qué...

W: Rectos.

I: Eso es lo que yo tengo aca [sefialando mi sien] pero por méas que yo lo haga con regla y
compas, siempre va haber...

M: Un defecto.

I: Entonces solo los puntos qué forma tienen... entonces cuando ustedes estaban ubicando los

29 ¢¢

puntos, que me decian “mads arriba” “mas abajo” ustedes qué estaban buscando.
M: Una recta
I: ¢ Todos estaban buscando una recta?

Ay M: Sii
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Y, asumiendo la recta, se indagd sobre por qué la recta de esa manera o en esa direccion y

no en otra, esta vez volviendo a datos apilados.

I: ;Como me refleja esa recta la relacion que hay entre las dos variables? Mafer...
MF: Se ve bien
I: ¢Como es que se ve bien? Porque es que miren [mostrando en la pantalla otra recta con una

relacion opuesta a la que tenian los puntos, ver Figura 51], esto también es una recta. ..

Nivel de ruido

Figura 51. Recta propuesta en una discusion para un diagrama con datos apilados

A: Aaaaaah, porgue la recta esta ascendente.

I: Aaaaaah... Bueno y si las dos variables tuvieran una relacion descendente, Silvia... ;Como
creeria usted que iria eso, usted qué buscaria? [Se mostraron varias en la pantalla hasta que
acertaron con una]

I: ¢ Y cdmo seria una recta que no es ascendente ni descendente?

MF: Horizontal

De manera que se mostré cdmo irian las rectas en variables que tuvieran una relacion

ascendente (pendiente positiva), descendente (pendiente negativa) 0 que no tuvieran una
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relacion (pendiente cero). Cabe recordar que estos estudiantes tenian la nocién de recta pero,
hasta este momento de su formacidon, no habian visto nada como pendiente o ecuacion de una
recta, sin embargo lo anterior no fue un impedimento para hablar de la misma y de su relacién

con los puntos en un diagrama de dispersion.

Claro, no negamos el hecho de que nuestra THA tomaria otro rumbo si elementos como
pendiente y ecuacion de una recta fueran conocidos por los estudiantes. Sin embargo lo que
hicimos aca podria constituir un trabajo previo a lo que ellos veran més adelante, en su
formacion académica, cuando vean puntos completamente alineados y que pueden ser
expresados, matematica y perfectamente, por una ecuacioén. Lo anterior lo discute Casey
(2015, p.24) al dejar una reflexion abierta sobre como las rectas de mejor ajuste deberian ser
integradas con las rectas que se ven en matematicas, ademas de que cudl seria la mejor
secuencia de ensefianza, es decir ;qué ensefiar primero, rectas de mejor ajuste, en un sentido

estadistico o si rectas en un sentido matematico, determinista?

Como se observo, el desarrollo y discusion de esta actividad superd nuestras expectativas
ya que nos permitié ir mas alla y nos abri6 las puertas para empezar a hablar en términos de
rectas. Es decir debemos reconocer que en realidad, luego de esto, nuestra THA estaba
encaminada hacia las nubes de puntos, ya no con datos apilados, y hablar en términos del
engrosamiento de la nube de puntos para concluir que la nube méas delgada, con una
correlacion muy cerca de 1 o -1, se asemejaria a una recta, pero como se observo nuestra
THA tomo otra direccion para pasar a hablar directamente de recta, de la mejor, como se vera

en las siguientes actividades.
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4.9 Actividad 5

Continuando con nuestro eje tematico, Prediccidn, en esta actividad, a diferencia de la
anterior, las predicciones se hicieron inmediatamente sobre diagramas de dispersion y no
sobre tablas. Lo anterior debido a que queriamos que los estudiantes centraran su atencion en
la ubicacion de los puntos y que abandonaran la estrategia de hacer calculos que, como vimos
en algunos casos, resultaban pocos razonables. Adicional a lo anterior, los diagramas no
estaban contextualizados para evitarnos concepciones de tipo Causal (Estepa y Batanero,
1995), por ejemplo. Sumado todo lo anterior, esta actividad nos permitiria observar sus

formas de razonamiento de una manera més limpia o pura.

Por otro lado, esta actividad no se soport6 en ningun software y el objetivo final era que,
nuevamente, pero ahora sobre un diagrama de dispersion, encontraran una forma general que
les permitiera predecir un valor de y para cualquier valor que tomara x. Es decir, como
ejercicios final, se les motivd a que, tal como lo haciamos en el caso univariado donde
podiamos reducir un conjunto de datos a un solo valor, la media, con el cual podiamos
predecir, encontraran una forma para reducir una nube de puntos y que esa forma diera cuenta
de dos cosas: i) la relacion que se observaba entre las dos variables y ii) que les facilitara el

ejercicio de prediccion.

Anadlisis

Ya en la actividad pasada vimos como los estudiantes muestran una coordinacion entre la
forma como van los puntos, si van “subiendo” o “bajando”, con la relacion entre las dos

variables, “ascendente” o “descendente”, respectivamente”. ;Pero cOmo reconocen que esa
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relacion se refleja mas en unos graficos que en otros? Pues bien, ese fue el primer ejercicio en

esta actividad, como se enuncia en la Tabla 28.

Tabla 28.

Tabla asociada al item 1 de la Actividad 5

Grifico A

o

80

Grifico B

60 80 w0

Grifico D

Lee la siguiente afirmacion y
responde: “En los grdficos
A, B, Cy D, se podria decir
que si la variable x aumenta
la variable y aumenta” ¢(En
cual de los cuatro graficos
podrias dar esa afirmacion
con mayor seguridad y en
cual con menor seguridad?
Explica tu respuesta.

Cinco estudiantes escogieron el gréfico C, uno el gréfico A y otro los gréaficos A y C. Estos

dos ultimos estudiantes eligieron A en primera instancia, pero luego se inclinaron también por

el gréfico C, sin embargo mostramos sus criterios de eleccidn iniciales. Por otra parte, de

manera unanime, todos concluyeron que con el grafico D esa afirmacion se podia dar con

menor seguridad. A continuacién se destacan algunos criterios de eleccion.

eL0s puntos se asemejan a una recta 0 se ven rectos: Dos estudiantes argumentaron en

términos de recta, por ejemplo: “En el cuadro que se refleja mas es el C y en el que menos se

refleja es el D porque nos estan diciendo que X y Y son una pareja entonces si uno de los dos

aumenta el compafiero también debe aumentar y yo digo que es C porque es el cuadro que

estd mas reflejada una recta que el en grafico D porque ahi estdn como si los puntos los

hubieran ubicado al azar sin tener en cuenta la relacion entre las dos variables”.
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e 0s puntos se ven ordenados: “En el grafico C porque a medida que va aumentando los
valores de X en el grafico se va representando mejor en forma ascendente. Y en el grafico D
es el que menor seguridad podemos tener porgue no tiene como un orden comparandolo con
el grafico C. Comparando al grafico C al aumentar X va aumentando Y y en el grafico D no

se muestra igual”.

eVariabilidad: Un estudiante, en primer momento, se inclin6 por el grafico A
argumentando de la siguiente manera: “Con mayor seguridad el grafico “A” porque es como
la afirmacion méas segura que me ha parecido, con menor seguridad es el grafico D ya que el
que no cumple con las condiciones dadas, es de mayor seguridad es el grafico A porque tiene
variabilidad y tiene que ver que si x aumenta “Y” entonces cumpliria el requisito que me
piden, el de menos seguridad es el grafico D no me parecié porque si “X” aumenta la variable
“Y” deberia que aumentar y hay unos puntos que no cumple la condicidn por iniciar muy alto
y no deberia iniciar tan alto, deberia que iniciar el punto “O” [se refiere al origen] la

coordenada muy baja para que fuera subiendo los puntos a lo que se alejan las variables de 0”.

Es decir, este estudiante considera que el grafico C es demasiado “perfecto” como para que
se dé y que, debido a la variabilidad, siempre presente, algo como C no deberia ocurrir. Sin
embargo, luego cambid su respuesta por C, al enfrentarse con el siguiente ejercicio que ya
veremos en queé consistia. Es como si el tema de la variabilidad se hubiera convertido en un

obstaculo para él.
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e De acuerdo al grado de dispersion: “En el grafico C porque se ve mas claramente el
valor que va aumentando de (X) y (). Con menor seguridad seria el grafico con la menor es:
El grafico D, porque hay valores con la variable (X) aumentada pero con la variable ()
disminuye al valor superior a (X) y estan mas dispersos en la grafica de acuerdo a la

afirmacion”.

Como se observa, entre los criterios para decidir la intensidad de relacion entre las dos
variables, el de mayor frecuencia es que los datos reflejen un orden, como en el gréfico C en
donde los puntos seguian un orden semejandose a una recta. Mientras que para decidir el de
menor grado de intensidad de la relacion se inclinan por el grado de dispersion que,
comparandolos con el grafico C, no siguen una relacion: “como si los puntos los hubieran
ubicado al azar”. Se observa también un hecho interesante cuando un estudiante deja de lado
el gréfico C para escoger el grafico A en donde se refleja cierto grado de variabilidad pero,
aun asi, se evidencia la relacién entre las dos variables. Recordemos que, en actividades
anteriores, cuando se pedia predecir sobre una pila de datos un criterio fue tomar un intervalo,
de alguna manera acé estd pasando lo mismo, pues el estudiante siente la necesidad de

controlar la variabilidad al inclinarse por el gréafico de A en lugar de C.

Prediciendo sobre los cuatro diagramas de dispersion de la Tabla 28

En seguida se les pidié predecir, en cada uno de los cuatro graficos, un valor de y si x era
72 y que indicaran cudl grafico les permitia hacer una mejor prediccion para cualquier valor

de x.

En los cuatro graficos las predicciones de los siete estudiantes estuvieron bastante

razonables en el sentido en que, por lo menos en los graficos A, B y C donde se refleja una
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asociacion positiva, respetaron la relacion que habia entre las dos variables. Y bueno, en el
grafico D, donde la correlacion era casi 0, la ubicacion del punto era al azar. Solo una
estudiante hizo predicciones de otro valor al que se le habia pedido, sin embargo tuvo en

cuenta la relacion que observo entre las dos variables (ver Figura 52).

Grifico A Grifico B
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Figura 52. Predicciones de una estudiante sobre los diagramas de la Tabla 28

Haciendo énfasis en la prediccion sobre el grafico C donde la correlacion era 1, es decir
que, como los puntos se mostraban colineales, esperabamos que la prediccion estuviera “en
linea” con los demas puntos y, esto es, y = 72. Claro, como los estudiantes no contaban con
tablas de datos, no era tan facil hacer una prediccidn exacta, de manera que, aunque variando
sus valores entre 70 y 73, cinco, de los siete estudiantes, ubicaron el punto como lo
esperabamos, en linea con los demas puntos, donde dos, de esos cinco, predijeron que y era

72. En la Figura 53 se observa la prediccion en el grafico C de uno de ellos.
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Figura 53. Prediccion de uno de los estudiantes sobre el Grafico C de la Figura 52

Las predicciones de los otros dos estudiantes fueron 75y 79 y, como se observa en el
grafico de uno de ellos (ver Figura 54), no estaban preocupados por conservar esa
“colinealidad”, pero si en que se respetara la relacion creciente entre las dos variables. Cabe
destacar que estos dos estudiantes siempre manifestaron su afan por la variabilidad, es decir

que algo tan perfecto, como poner el punto en linea con los demas, no podria darse, pero si

muy cerca.
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Figura 54. Prediccion de uno de los estudiantes sobre el Grafico C de la Figura 52
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Entre los criterios para ubicar la prediccion en los cuatro graficos se destacan dos:

eOrden u organizacion: Cinco, de los siete estudiantes, argumentaron en términos de
orden u organizacion, por ejemplo: “Para ubicar los puntos tuve en cuenta como iban los
puntos o0 como iba su organizacion, es decir como seguia el orden de los puntos, y decidi
colocar los valores que fueran coherentes es decir, segin como estaban ordenados los puntos

y que no fueran valores tan bajos”.

Inclusive una estudiante, se animd a dar un orden en cuanto a la dificultad de hacer una
prediccion en los cuatro graficos: “Para el grafico A=(72, 66), B=(72, 66), C=(72, 73), D=(72,
77). Decidi hacerlo asi porque a medida que aumenta X aumentaria Y. A diferencia de que el
valor que me dan es el mismo para cada uno, entonces la variable Y aumenta a medida que la
variable X aumenta. Pero solo esta claro en el grafico A y C. A diferencia que en el grafico B
y D los puntos estan un poco desordenados... Los ordenaria asi: C, A, B y D porque el gréfico

D estd méas desordenado que el grafico B”.

eLa relacion: “Predije un valor de Y que fue 70 porgue de acuerdo a la relacion entre las

dos variables 70 cumple una relacioén ascendente de acuerdo a los otros puntos”.

Criterios de eleccidn entre los cuatro diagramas de dispersion de la Tabla 28 para hacer

una mejor prediccion



200

Por otra parte, respecto a qué grafico les permitiria hacer una mejor prediccién de un valor
de y para cualquier valor de x, en este caso entre 0 y 100, seis estudiantes acordaron con C y

uno con A, teniendo en cuenta los criterios mencionados anteriormente.

eOrden u organizacion: Cinco, de los siete estudiantes, argumentaron en términos de
orden u organizacion, por ejemplo: “En el grafico C porque es el mas ordenado y me ayuda a
predecir mejor” o “El grafico C ya que aqui se muestra que los valores estan organizados de
una manera ascendente y por eso de da que si un valor aumenta el otro también debe
aumentar. Organizado en el sentido de que en los otros graficos no se ve tanto una forma

ascendente”.

eLa relacion: “En el grafico C porque se ve mejor la relacion esto hace que permita una
mejor prediccion para cualquier valor y se dificultdo en el grafico D porque no [hay] una

relacion y es un poco dificil ubicar cualquier valor”.

Podemos apreciar que dentro de los criterios de los estudiantes para decidir cual de los
graficos les permite hacer una mejor prediccion, uno de ellos se corresponde con los criterios
para seleccionar el grafico en donde se refleja mayor intensidad de relacion entre las

variables: Orden u organizacion, y en mayor frecuencia de eleccion.

A continuacion mostramos una discusion que se hizo alrededor de estas primeras tareas de

la Actividad 5:
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I: Entonces Miguel, si tuviera que ordenar los cuatro graficos [ver Tabla 28], de mayor a
menor, es decir, donde se refleja mas la relacion a donde se refleja menos la relacion, ¢como
los ordenaria, Miguel?

M:C,A,ByD.

I: Los demas qué dicen, ¢estan de acuerdo?

Todos: Si

I: Si yo tuviera que predecir un valor de y para un valor de x cualquiera, Elder... ;donde seria
mas facil predecir?

E: En el grafico... enel C.

I: ¢En el C, seria mas facil? ¢;Por qué?

E: Porque se ven los puntos ordenados.

I: ¢Y si tuviéramos que ordenar, en la dificultad de prediccion, entonces como seria del més
facil al mas dificil?

E: Lo mismo profesora, C, A, B, D.

I: Es decir, donde se refleje mejor la relacion que hay entre las dos variables ¢va ser mas facil
predecir?

E: Si

I: Qué dicen los demaés

Todos: [Asienten]

De manera que los estudiantes relacionan el grado “del orden” de los puntos, con la
dificultad de prediccion, o sea, que el hecho de que en un grafico los puntos se ven mas
“ordenados”, facilita la prediccion. Es decir, a mayor correlacion entre las variables mejor la

prediccion.
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También se hizo una pequefia discusion frente al grafico D en la Tabla 28, donde no se
percibia ninguna relacién entre las dos variables, quisimos indagar sobre cdmo predecir en ese

caso. Veamos que asumen cualquier valor.

I: Elder, ¢en el grafico D las dos variables estan relacionadas o no?

E: Mmm... no.

I: No se refleja una relacion, entonces si x vale 64, qué valor pudo haber tomado y.
E: 80

M: Bueno si, porque dice que no hay variabilidad.

A: Si hay variabilidad pero no hay una relacion.

M: Ah si.

I: Entonces si no hay una relacién y puede tomar...

A: Cualquier valor.

Por lo que en un grafico donde las variables no manifiesten ningdn tipo de relacion, se
asume que, para un valor de la variable explicativa, la variable respuesta puede tomar
cualquier valor. Es decir, en el caso de correlacion cercana a 0, la prediccién no se puede

garantizar, en principio, cualquier resultado es posible.

Predicciones sobre diagramas de dispersion sin contexto

El siguiente ejercicio consistio en predecir sobre diagramas de dispersién, sin contexto, que
iban aumentando su cantidad de puntos, no apilados, y variando la asociacion entre las dos
variables, a veces positiva y a veces negativa. Como ya lo dijimos al inicio del analisis de esta

actividad, esta fue muy similar a la anterior difiriendo en la representacion de los datos y en la
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ausencia de un contexto. Pero el objetivo final era el mismo: Encontrar una forma general que

les permitiera predecir un valor de y para cualquier valor que tomara x.

Prediccidn con dos puntos

En la Figura 55, se pedia predecir un valor de y si x era 50. Observe que 50 no estaba justo en

la mitad de 10 y 80.
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10 20 30 40 20 60 70 a0 50

Figura 55. Diagrama asociado al item 2 de la Actividad 5. Prediccion dados dos puntos

A continuacion, algunas formas de razonamiento para predecir dados dos puntos.

e En la mitad de los dos puntos (ver Tabla 29, omita la recta):

Tabla 29.
Tabla asociada a la forma de razonamiento de prediccion "En la mitad de los dos puntos™

Prediccion Argumento
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Grifico E
25
'or e
//
© Marqué el punto en el valor de 30
'30 para Y por de acuerdo a los dos
e LR puntos que estan en el grafico E 30
& seria como tomar un valor central
- o entre los dos puntos.
10 :
7
—
10 20 N 4 S &®© O 0 0
x
e Conservando la forma (ver Tabla 30):
Tabla 30.
Tabla asociada a la forma de razonamiento de prediccion "Conservando la forma™
Prediccion Argumento
Grafico &
50 by
40
El valor de Y que predeci es 25.
."’_ % Coloqué ese valor para que asi con
o ' los dos puntos que tengo ahi me
| ayude a hacer una forma ascendente.
ww
°

-----

eSiendo y la mitad de x (ver Tabla 31):

Tabla 31.
Tabla asociada a la forma de razonamiento de prediccion "Siendo y la mitad de x"

Prediccion Argumento
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Grifico £
o Para el grafico C aproximadamente 25
% s porque tomé la mitad de 50 y ubiqué
2 ' el punto.
" :
. |
i

---------

e Entre el minimo valor y el maximo valor de y (verTabla 32):

Tabla 32.
Tabla asociada a la forma de razonamiento de prediccion "Entre el minimo valor vy el
méaximo valor de y"

Prediccion Argumento

Grifico E

! : Predije este valor teniendo en cuenta
que si uno de los valores esté en (80,
50) y el otro esta en (11, 12),
"o entonces el valor que debo ubicar
para (50, Y) es (50, 33) porque estan
entre los valores. Hay variabilidad.

AT g T e (50, 33)

Enfocandonos en la ubicacion del punto de la Tabla 29 a la Tabla 32, independientemente
de la forma de razonamiento que cada uno de ellos expreso haber utilizado, seis de los siete
estudiantes lo ubican casi de manera colineal con los otros dos. Solo una estudiante no lo hizo
asi (ver Figura 56), aunque su argumento no se refleja del todo en su prediccion: “(Y) Valdria
50 igual que (X)=50 porque tengo en cuenta que la variable (X) aumenta, y la variable ()

también aumenta”. Es como si hubiera olvidado el tltimo punto cuyo valor x es 80.
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Figura 56. Prediccion de una estudiante en un diagrama de dispersion con dos puntos
Prediccidn con tres puntos

En el siguiente diagrama de dispersion se tenian tres puntos que reflejaban una asociacion
negativa (ver Figura 57), y aunque ya se habia discutido sobre la forma de los puntos cuando
las variables tenian una “relacion descendente”, era la primera vez que predecian sobre un

grafico con estas caracteristicas. En la Figura 57 se pedia predecir para 24 y para 28.

a0

70 °

80

40

30

Figura 57. Diagrama asociado al item 2 de la Actividad 5. Prediccion dados tres puntos y con

una asociacion negativa

Cuatro de los siete estudiantes ubicaron los puntos de manera que, globalmente, los puntos

conservaran una asociacion negativa, como en la Figura 58.
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Figura 58. Prediccion de un estudiante sobre el diagrama de dispersion asociado al de la

Figura 57

Los otros tres estudiantes ubicaron los dos puntos donde se aprecia una asociacion positiva,
es decir, que localmente esos dos puntos evidencian una “relacion ascendente” como en la
Figura 59. Se podria inferir que este ultimo hecho ocurri6 debido a lo que dijimos
anteriormente, era la primera vez que se enfrentaban con este tipo de prediccion, no podemos
negar del todo que reconocieran la asociacion de los tres puntos dados inicialmente. Se
podria pensar que hicieron caso omiso de la relacidn existente entre los puntos iniciales que

estaban en el grafico asumiendo que debian colocar los dos puntos en forma ascendente.
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Figura 59. Prediccion de un estudiante sobre el diagrama de dispersion asociado al de la

Figura 57

Entre las formas de razonamiento del grupo de estudiantes que predijeron como en la

Figura 58 se encuentran las siguientes:

e En la mitad de los dos puntos (ver Tabla 33, omitir la recta):

Tabla 33.
Tabla asociada a la forma de razonamiento de prediccion "En la mitad de los dos puntos”
dados tres puntos

Prediccion Argumento
Grifico F C |
L] .
4 El valor de Y si X vale 24
o 14,65 aproximadamente  seria 65
& : porque este punto esta en medio
1 de los dos puntos y seguiria la
- | .z
“| o 28,35 relacion  de  una forma}
% ascendente. Y el valor de Y si

X vale 28 aproximadamente
seria 35 porque se sigue
cumpliendo la relacion.

e Conservando la forma (ver Tabla 34):
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Tabla 34.

Tabla asociada a la forma de razonamiento de prediccion "Conservando la forma™ dados tres
puntos

Prediccion Argumento

Grifico F
0]
70 o
i . 4 El valor de Y para los dos
% puntos son 60, 40. Coloqué
i t esos dos puntos ahi para tener
0 como una forma o una recta
2 ° descendente.

e Observando uno de los vecinos (ver Tabla 35, omitir la recta):

Tabla 35.

Tabla asociada a la forma de razonamiento de prediccion "Observando uno de los vecinos"
dados tres puntos

Prediccion Argumento
Grifico I
—————
70 L}
. El valor que yo le daria a 24
w seria de 10 porque tuve en
™ cuenta el valor de 30 y el de
2 3 28 seria de 35 porque tuve
a0 o en cuenta el valor de 26.
10 -
T m 2% | 2 8 30

Observemos que entre la prediccion dado dos puntos y la de tres puntos algunas formas de

razonamiento fueron abandonadas (“Siendo y la mitad de x”, “Entre el minimo valor y el
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maximo valor de y”), lo anterior debido a que el resultado de esas estrategias no satisfacian,
por ejemplo, la relacion de las variables que evidenciaban los tres puntos dados, obligando asi
a los estudiantes a abandonar su estrategia para buscar otra. Por otra parte vemos que otra
forma de razonamiento resurgid: “Observando uno de los vecinos” que ya habia sido

reconocida en actividades anteriores.

Prediccién con mas de tres puntos:

Como vya se dijo, la cantidad de puntos en los diagramas de dispersion fue aumentando asi
como la cantidad de predicciones que se pedia. Lo anterior con el fin de encontrar una forma
general, es decir, una que funcionara para cualquier nube de puntos que reflejara ya fuera una
asociacion positiva 0 negativa. Los siguientes diagramas en los que se pedia predecir se

muestran en la Tabla 36, el primero con una asociacién positiva y el segundo con una

negativa.
Tabla 36.
Diagramas asociados a la Actividad 5 en los que se pedia predecir
80
400
380 . ° ol e
360 -]
o
340 40 o
320 o
:Hsnu o > 30 o
280 ]
20 o
260
240 10 °
220 °
8 0 1z & 6 18 20 10 20 30 40 S0 60 70 80 g0
x

x

Se pedia predecir un valor de y si x vale - Se pedia predecir un valor de y si x vale
11,14y 17. 20, 35,45y 75.




Algunas formas de razonamiento se muestran a continuacion:
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eEn la mitad de dos puntos: Cabe destacar que la estudiante que utilizé esta forma, la

conservé hasta el Gltimo diagrama donde se le pedia predecir. Esta estudiante es la misma

que, por ejemplo para predecir entre pilas de datos, sacaba la media de cada pila y luego la

semisuma entre las medias, siendo este resultado su prediccion. De manera que su estrategia

es una extension a datos no apilados.

predicciones en uno de los diagramas.

Gréafico H
80
1
0 o ‘2"5,'4?
| . ®
“© o
e
0 ’3“.“
20 . ‘Q\
% -\'\.—_}H,"Q
o5
e 1 — " 2
20 30 @ S0 60 7w 80 9%
x

En la Figura 60 (omita la recta), se muestran sus

Figura 60. Figura asociada a la forma de razonamiento de prediccion "En la mitad de dos

puntos™ con mas tres puntos

e Entre el minimo valor y el maximo valor de y (ver Tabla 37):

Tabla 37.

Figura asociada a la forma de razonamiento de prediccion "Entre el minimo valor y el
maximo valor de y" con mas tres puntos

Prediccién

Argumento
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Grifico G
<00
380 2
i ° El valor de Y para los tres
° X puntos son 260, 300, 340. En
i este grafico tuve en cuenta
o : los puntos 230 y 380 para con
1 . los dos puntos me ayude
£ < mejor a predecir teniendo en
260 $ cuenta que me dé una forma
A0 . ascendente.
220 : 1 A
B A0t A% STHEE a2y

e Entre los valores y/o de acuerdo a la relacién (verTabla 38):

Tabla 38.
Figura asociada a la forma de razonamiento de prediccion "Entre los valores y/o de acuerdo
a la relacion" con mas tres puntos

Prediccion Argumento
Grifico H
€0
<0 ° .
% De acuerdo a que los puntos
“’ 41 desciendan como Se muestra
R ’ ’ en el gréfico y que mis valores
dados se ubiquen entre los
20 ° valores.
10 p (]

......

© 20 30 4 S € 70 8 20
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Grifico H
&0 Lo ubiqué de manera que si
uno de los valores X aumenta
ced el Y disminuye y si X
i disminuye el Y aumenta.
20 , 7
iy Segin estén ordenados de
b K7 ascendente 0 descendente.
Hay variabilidad.
20 o
- (20, 48)
12 e (35, 45)
° (45, 30)
10 20 3 40 S0 60 70 80 90 (75, 10)

¢ Observando uno de los vecinos (ver Tabla 39, omitir la recta):

Tabla 39.
Figura asociada a la forma de razonamiento de prediccion "Observando uno de los vecinos"
con mas tres puntos

Prediccion Argumento
Grifico H =
LOR R
o Para 20 seria 48 porque tuve
; L en cuenta el valor mas alto,
@ i para 35 seria 37 porque tuve
LS en cuenta el valor anterior,
= 30 ""n. para 45 seria de 30 porque
M tuve en cuenta el valor que
" . T estaba delante de ese y para
= o . 75 seria de 10 porque tuve en
\ cuenta el valor mas pequefio.

{0 20 30 40 S0 6 70 B0 8

Observemos que independientemente de las cuatros formas mostradas anteriormente, la
estrategia para cada estudiante resulta ser coherente para ellos, puesto que la ubicacion de sus
puntos conserva la forma que siguen los puntos dados, ya fuera ascendente o descendente. Es

decir, que conservan la relacion de las variables que percibieron de manera global. Inclusive
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si observamos con mas detalle de la Tabla 37 a la Tabla 39, se refleja que los estudiantes

buscan que sus predicciones sean colineales, entre ellas.

A continuacion mostraremos parte de una discusion que se hizo sobre el ejercicio de
prediccion inmediatamente anterior. Veremos la opinion de algunos de los estudiantes frente a

las predicciones que hizo uno de sus comparieros.

Grifico E Grifico F Grifico G

| . . :I . £ asef

0

2 B x ® % L} 0 2 " ® » »

Grifico H ‘Grifico H
: ST A "
A
B e 0 .
] e G
0 . “ .
| 3 .
- 304 »~ 304 4
-
2 201 .
© "4 7
- .
1 2 % & % & N © % BRI I )
x
e a_R whd o d.d

Figura 61. Predicciones de un estudiante en diferentes diagramas de dispersion

I: Miguel, qué podriamos decir ahi (ver Figura 61).

M: Decir sobre qué.

I: Sobre la ubicacién de los puntos que esa persona hizo.

M: Que no tuvo en cuenta la relacion.

I: ¢En cuél por ejemplo no esta teniendo en cuenta la relacion?

A:EnelE, FyH.
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I: ¢Por qué en el E no? ¢ Usted donde esperaria que estuviera ese punto, Andrea?
A: Por ahi en 30.
I: Aca en el F, por ejemplo para 28 ¢esa es una buena prediccion?
Todos: Si
M: Pero para el otro no.
I: En 24 donde deberia ir.
D: Més arriba.
I: Elder, qué pasa en el grafico H (el de la izquierda).
E: Quedd mal.
I: ¢Por qué qued6 mal?
E: Porque los puntos que él coloco van en sentido contrario de los que se plantean.
I: Qué estaria buscando...
M: ¢Esa persona?
W: Pues estaria buscando que estuvieran en una forma ascendente.
I: Aja.
Finalmente, se les pedia que encontraran una forma general para predecir y que la
mostraran, primeramente, sobre el grafico de la Figura 62 y, después, en cada uno de los

graficos en los que habian predicho antes.
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Figura 62. Diagrama de dispersion donde debian mostrar una forma general para predecir

Puesto que el ejercicio podria resultar algo confuso, se introdujo haciendo alusion al caso

univariado de la siguiente manera:

“En el caso de una variable vimos como un conjunto de datos podia reducirse a un solo
valor, la media, el cual nos ayudaba a predecir. Para cada uno de los gréaficos anteriores
(A-H) traza la forma en que podria reducirse la nube de puntos teniendo en cuenta lo

siguiente:

)] Que refleje la relacion que tienen las dos variables.
i) Que te permita hacer una buena prediccion del valor de y para cualquier valor

que tome X, segln se muestra en cada gréafico. Explica tu respuesta”.

A continuacion mostramos las formas generales que ellos proponen:



e Trazar una recta: Tres estudiantes trazaron una recta (ver Tabla 40 a Tabla 42).
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Tabla 40.
Tabla asociada a la forma general de prediccion "Trazar una recta” sobre un diagrama de
dispersion
Forma Argumento
Grafico H
60
}
o » Tuve en cuenta que los puntos tengan
una relacion ascendente 0
« . descendente, de acuerdo a los puntos
0 la recta que tracé en cada caso es una
2o ‘ aproximacion que estd o pasa cerca
= £ de cada uno de los puntos... Esta
recta me estd permitiendo predecir
0 . para los valores faltantes de y.
B B R R A

Como podemos observar, esta estudiante centra su atencion en que su recta o bien pase

cerca de cada uno de los puntos o sobre los puntos. Es decir, implicitamente esta haciendo

alusion al método formal que se acostumbraria hacer. Adicional a ellos, admite que la recta le

permitiria predecir, aungue no enuncia de qué manera.

Tabla 41.

Tabla asociada a la forma general de prediccion "Trazar una recta” sobre un diagrama de
dispersion

Forma Argumento
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Mis pasos para poder desarrollar

graficos:

1. Se mira y se detalla la

grafica, es muy importante tener

todo en cuenta.

2. Se observan los puntos

dados a ver cOmo estan

ordenados si en  forma

ascendente o descendente.
Grifico I 3. Se tiene en cuenta el

g paso dos y respecto como estan

ordenados los puntos usted
ordena los puntos como sigue el
grafico o como estan.

El por qué asi, ya que asi seria
una forma mas facil, solo
tendria en cuenta cOmo estan
ordenados los puntos dados si de
manera ascendente 0
descendente.

Para poder hacer el tercer punto
tuve en cuenta si los puntos iban
de forma  ascendente o
descendente y decidi hacer de
forma una linea ya que con eso
podria tener mas claro si me
habia quedado bien mi hipotesis
entonces con esa linea podria
saber mas cosas del grafico sin
complicarme.

Este estudiante tomaba como referencia dos puntos (puntos en rojo), que no hacian parte de
los datos, y trazaba la recta. Vemos cOmo crea una secuencia de pasos, en primera instancia
para predecir. Al referirse que “es muy importante tener todo en cuenta” se evidencia una
vision global del gréfico, en cuanto a su forma si es ascendente o descendente. Hecho lo
anterior, procede a ubicar sus predicciones respetando el “orden” o la “forma” que llevan los

puntos. De la misma manera procedid para trazar la recta, asumiéndola, a la vez, como una



219

manera de ratificar su forma de razonamiento, en cuanto a prediccion. Es decir, su recta se

ajusta tanto a los datos dados, como a los valores predichos.

Tabla 42.

Tabla asociada a la forma general de prediccion "Trazar una recta" sobre un diagrama de
dispersion

Forma Argumento
Grifico H
an
1
&0 L]
o
40 a , ,
. La forma general para mi seria
=20 ¥ tratar de buscar una recta entre
& & cualquier valor que tenga X 0 Y.
L]
10 \\.

fo 20 30 40 B0 80 70 gy 80

Como se lee en el argumento de este estudiante, hay una extension de lo que se observo en
el caso univariado ahora para el caso bivariado, al usar la expresion “entre”. Es decir, asi
como la media es un valor que se encuentra entre el maximo y el minimo valor de los datos, la

recta también esta entre los datos.

Ninguno de los tres estudiantes sefiald6 como o de qué manera la recta que habian trazado
les permitiria predecir un valor de y para un valor de x dado. Estos tres estudiantes trazaron
una recta con pendiente positiva 0 negativa, en donde las variables tenian una asociacion
positiva 0 negativa, respectivamente. Es decir, sus rectas reflejaban la relacién entre las dos
variables (Tabla 40 - Tabla 42) tal cual como lo pedia el ejercicio, a excepcién del gréafico en

donde las variables no tenian ningun tipo de relacion (ver Tabla 43).
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Tabla 43.
Tabla asociada a la forma general de prediccion "Trazar una recta™ sobre un diagrama de
dispersion en donde las variables no estan asociadas

Grifico D
B

e Un solo punto (ver Tabla 44): Dos estudiantes procedieron de esa manera

Tabla 44.
Tabla asociada a la forma general de prediccion "Un solo punto” sobre un diagrama de
dispersion

Argumento

La forma en que podria
reducirse la nube de puntos es
coger un valor que a medida que
aumente X aumente [disminuya]
Y asi tener como un mejor orden
sin menos puntos.

Es decir, que al igual que en el caso univariado, donde se reducia el conjunto de datos a un
solo valor, este estudiante lo redujo a un punto, donde se conserve la relacion entre las dos
variables. Lo anterior podria asumirse como que esta buscando el punto medio para ambas

variables, esto es, el conformado por la media de X y lamediade Y.

¢ A dos puntos, casi de extremo a extremo (Ver Tabla 45):



221

Tabla 45.
Tabla asociada a la forma general de prediccion "A dos puntos, casi de extremo a extremo”
sobre un diagrama de dispersion

Forma Argumento

Grifico H
€0 ]
al o o (20, 49)
A ¢ (75, 15)

P> § Lo ubicaria de manera en que
_ h estén ordenados; depende si esta

de manera ascendente 0

10 ‘e descendente. Porque hay

. variabilidad.

0 20 30 4 50 & 70 s 90

Observemos que esta estudiante ubico los dos puntos pero no en la parte mas alta (mayor al
y maximo) ni en la parte mas baja (menor al y minimo). Se podria inferir que, de alguna
manera, esta extendiendo, al caso bivariado, una de las caracteristicas que cumple la media en
el caso univariado, la cual dicta que es un valor que se encuentra entre los valores. En este
caso seran dos puntos que se encuentren entre los demas puntos y que ademas conservan la

relacion entre las dos variables.

e Ubicando el punto de manera aproximada teniendo en cuenta la relacion: “Mi forma
general seria aproximadndome a los valores de acuerdo a que los puntos en el gréafico
asciendan o desciendan pero que concuerden con el gréafico. En cada grafico se busca reflejar
la relacion de las variables ya sea que los valores de esta asciendan o desciendan segun el
grafico. Los valores dados deben encontrarse entre los valores del grafico para que esa

relacion sobresalga”.
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En realidad esta estudiante no esta generalizando, sino que esta emitiendo una forma para
predecir cada valor que se le pida, considerando caracteristicas como la relacion entre las dos

variables y que sus predicciones estén entre los valores dados.

A continuacién mostraremos algunas de las discusiones que se dieron alrededor de esta

ultima tarea que consistia en describir y trazar esa forma general:

Alrededor de la segunda y la tercera forma: A un solo punto y A dos puntos.

I: Entonces aca en este (Tabla 44, grafico H) me marcaron un punto. ;Qué opinan ustedes?

A: No.

I: Por qué.

W: ¢ Deberia haber al menos dos valores?

I: ¢Dos valores?

W: (O sea al menos dos puntos para poder predecir?

I: ¢ Codmo dos puntos me ayudan a predecir para cualquier valor de x?

W: Pues porque se ubicaria entre esos puntos.

I: Es decir, si yo pusiera un punto y otro punto aca... [dos puntos sobre el grafico H] podria
predecir entre esos dos puntos ¢pero y los demas, fuera de esos dos puntos?

I: Acé tengo dos puntos (Tabla 45, grafico H), Wendy ¢esos dos puntos me podrian ayudar a
predecir?

W: Si

I: Para cuales valores de x ¢para cualquier valor de x?

A: No

I: Wendy, qué haria con esos dos puntos.
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W: No sé...

I: Usted dijo “si hubieran dos puntos, mejor” Listo, ya tengo los dos puntos...

W: Pues porque se podria mirar para los valores que hay entre el punto de arriba y el punto de
abajo... dar un valor porque van [sefialando una recta con pendiente negativa con su mano
derecha]... estan como en linea recta, lineales. Y pues para los valores més pequefios pues se
tiene en cuenta que el punto de abajo, tiene menor respecto al eje y y mayor en el eje x,

entonces se pondria menos.

Es decir, tal como lo dijimos anteriormente, para esta estudiante no es suficiente reducir el
conjunto de datos a uno solo como se hacia en la caso univariado, pero si lo es, hacerlo con
dos puntos que conserven la relacion entre las dos variables. De manera que para predecir,
basta con ubicar puntos entre esos dos puntos. Y para los valores que estan por fuera, seguir el
orden o la relacion. Lo anterior no es otra cosa que una descripcion de la forma como trazaria

la recta: toma dos puntos extremos para cobijar mas valores de los dados y después los une.

Alrededor de la primera forma: Trazar una recta.

I: Aca (Tabla 42, Gréafico H), “la forma general para mi seria tratar de buscar una recta entre
cualquier valor que tenga x 0 y. Segun mi forma de trazar la recta si me sirve para la primera
condicion...” ;Esa recta refleja la relacion que hay entre las dos variables?

Todos: Asienten

I: Elder

E: Si

I: ¢Si, por qué?

A: Porque va de una manera...
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I: Elder

E: Ascendente

A, My D: jDescendenteee!

I: A medida que aumenta x, y va bajando. ;Qué opinan ustedes de esa forma muchachos? El
dice “la forma general para mi seria tratar de buscar una recta entre cualquier valor que tenga
x 0y...” ;como asi que entre cualquier valor que tenga x 0 y?

A: Que esté entre x 0 y.

Una pregunta natural y, por lo que veremos, no tan trivial, que surge aca es ¢donde ubicar

la prediccion una vez se asume la recta como esa forma general? Veamos:

I: Ahora, cumple con la primera condicion [refleja la relacion entre las dos variables, Tabla
42, Grafico H] ¢cumple con la segunda? Es decir ;me permite predecir para cualquier valor de
x, el valor de y?

A: Si

I: Elber

D: Si

I: ¢como? Si yo a usted le doy ese cuadro tal como esta (Tabla 42, Gréafico H) y le digo
“prediga un valor de y cuando x vale 20”. Con esa forma usted qué haria, ;como lo ubicaria?
No me diga un valor, sino dénde lo ubicaria.

D: Al pie de la recta

I: ¢al pie de la recta? Los demaés que dicen ¢donde lo ubicarian?

A: Lo ubicaria de manera que, 0 sea se va en 20, cerca de la recta o sobre la recta.

I: Es decir, segun esta forma, para predecir y simplemente me ubicoen x...
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A:Y subo...

I: 'Y pongo el punto en donde...
Ay M: En larecta.

I: ¢ Y me funciona para cualquier x?

Ay W:Si

La mayoria de los estudiantes asumen que la recta es una buena forma, sin embargo, como
pudimos observar, sus predicciones serian sobre la recta 0 muy cerca de la recta, no es trivial
para ellos ubicar su prediccion directamente sobre la recta debido a la variabilidad, es como si
asumieran que sobre la recta seria el valor perfecto, pero, puesto que hay variabilidad, podria

estar muy cerca de la recta.

Enseguida se discutié sobre cudndo seria apropiado, o no, trazar una recta, como lo

hicieron tres estudiantes.

I: Es decir, esos tres estudiantes redujeron esos puntos a una...

A: Recta

I: A una cosa

A: Que cumple la relacion entre esas dos variables

I: Cuando yo veo una nube de puntos, ¢qué me da derecho a trazar una recta?

A: Que haya una relacion

I: Primero que se refleje la relacion... ;o sea que la nube de puntos tenga como forma de qué,
Mafer?

MF: De recta.

I: De recta. No tiene que ser perfecta, pero si tiene que ser muy...
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A: Parecida.

I: Bueno, estos tres estudiantes redujeron la nube de puntos a una recta y yo les decia que
trazaran esa forma en todos los gréficos. Entonces ahi ustedes van a mirar como la trazaron
(se observo que en los gréficos E a H, los tres estudiantes trazaron la recta respetando la

relacion entre las dos variables).

Recordemos que uno de los gréficos, el D (Figura 63), no reflejaba ninguna relacion. A
continuacion, una discusion que se hizo alrededor de este grafico y de cdmo trazaron la recta

en ese caso.

Grifico A Grifico B
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2
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Grifico C
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Grifico D

-1

Figura 63. Diagramas donde se debia trazar una forma general de prediccion

I: Pero veamos ahora este (graficos de A a D, Tabla 43)... Ya nosotros deciamos que en el
grafico A hay una relacion qué...

Todos: Ascendente.

I: Ascendente, igual en el grafico...

Todos: C
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I: En el grafico B mas o menos... ;y en el grafico D?

M: Nada

I: Definitivamente no se ve. Entonces... cuando esos tres estudiantes trazaron la recta, mire
como la trazaron (como en la Tabla 43, dos con pendiente negativa y uno con pendiente
positiva).

A: Yo no hallaba como trazar la del Gltimo [D]

I: Eso... a ustedes tres, ;donde se les dificulto trazar la recta?

M: Enel D

A:Y enel B.

I: ¢Como seria la recta en un grafico donde no hay relacion? ;Ustedes qué creen? Es decir,
miren gue esta recta aca [Figura 63, grafico D], me esta diciendo que al aumentar x aumenta
vy ¢Y eso se ve en los puntos?

Todos: No

I: Eso no se refleja en los puntos... jentonces como seria?

[Silencio]

Es decir, aunque ya se habia discutido en actividades anteriores, y ya habian dado cuenta
de que una recta horizontal refleja la nula relacion entre las dos variables, vemos ahora que

ese hecho no fue aceptado en su totalidad.

Los resultados muestran cémo los estudiantes fueron asumiendo poco a poco a la recta
como una buena forma que cumplia con las dos condiciones fijadas: Que reflejara la relacién

y que permitiera predecir de la mejor manera y de forma global para cualquier valor X.
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Ahora, como tres estudiantes trazaron una recta, quisimos indagar con sus comparieros con

cual de las tres rectas se quedarian, es decir, cudl consideraban mejor. La discusion se hizo

alrededor de la Figura 64.
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Figura 64. Rectas trazadas por tres estudiantes sobre un diagrama de dispersion

I: Pero bueno pregunta... (después de observar las rectas que trazaron los tres estudiantes

sobre el gréfico H) ¢Con cual de esas tres me quedo? ;Cuél es la mejor recta?

E: La de Andrea (en la Figura 64, la tercera de izquierda a derecha)

M: Con las tres

A: Con la recta que esté mas cerca de los puntos. Porque... por ejemplo mire la de Elder (en

la Figura 64, la del medio), ninguna esta sobre los puntos.

I: ;Qué dicen los demas? Es decir, Wendy, si usted tuviera que escoger... ;/con cudl se queda?

Vamos a poner las tres en un solo grafico (como en la Figura 64)... Vamos hacer una

votacion acé... Wendy, con cual se queda... con la primera, con la segunda o con la tercera.

[Cinco estudiantes votaron por la tercera y uno por la segunda]

I: ¢Por qué con la tercera, por qué no con las otras?

[Silencio]

I: ¢Porque es Andrea?
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Todos: Nooo

I: ¢Entonces?

A: Porque es la que esta mas cerca a los puntos.

I: Eso es lo que dice Andrea ¢y los demas?

E: Se refleja una relacion

I: En todos se refleja la relacion descendente. Pero por qué Mafer, por qué la tercera.

MF: Yo creo que esta més clara la relacion.

I: ¢ Estd mas clara la relacion en la tercera?

MEF: Porque estan sobre algunos puntos y otros estan mas cerca... en cambio en la una y en la

dos... mmm...

Aunque no todos argumentaron el porqué de su eleccion, la autora de la tercera recta en la
Figura 64 la defendié argumentando que era la que estaba mas cerca de todos puntos. Otros

argumentos fueron respecto a la relacion y a la cantidad de puntos que tocaba la recta.

Como pudimos observar, a este punto de la trayectoria, la mayoria de los estudiantes
asumen la recta como esa forma de reducir una nube de puntos en donde las variables reflejan

una relacion lineal, evidencidndose las primeras estrategias para trazarla.

4.10 Actividad 6. Juego: Encontrando la mejor recta

En la actividad anterior vimos como tres de los siete estudiantes proponian, como una forma
de reducir una nube de puntos en donde las dos variables tienen una asociacion lineal, trazar
una recta. Vimos también como seis de los siete estudiantes, en el momento de quedarse con
una de las tres rectas, se inclinaron por la recta que fue trazada bajo el criterio de que

estuviera mas cerca de todos los puntos.
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La sexta actividad que relatamos ahora, se dividio en dos partes, 6.1 y 6.2. La primera parte
consistia en un juego llamado Encontrando la mejor recta, el cual fue simulado en Geogebra
y cuyo objetivo final era que los estudiantes encontraran una estrategia para, como su nombre

lo indica, encontrar la mejor recta.

4.10.1 Actividad 6 (Parte 1). Juego: Encontrando la mejor recta. La primera parte de la
Actividad 6 consistidé en un juego, “Encontrando la mejor recta”, en donde los estudiantes
debian trazar rectas en varios diagramas de dispersién, sin contexto y con diferentes
caracteristicas en cuanto a la cantidad de puntos, el sentido de asociacion, y la distribucion de
los puntos (apilados, no apilados, variables relacionadas y no relacionadas) (ver Tabla 46).
Mostraremos la estrategia que proponen para trazar la mejor recta en cualquier diagrama de

dispersion y sus opiniones sobre lo que les permitiria hacer esa recta ¢ Acaso predecir?

Tabla 46.
Diagramas de dispersion asociados a la Actividad 6
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En un principio los estudiantes se encontraban con una pantalla como la que se muestra en

la Figura 65.
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Figura 65. Pantalla de Geogebra asociada a la Actividad 6

En la Figura 65 podemos observar dos casillas: “Numero de puntos”, que ibade 2 a 11,y
“Mostrar recta”. Para empezar, debian trazar la recta cuando se tenian dos puntos, de manera
que en “Numero de puntos” escribian 2 y, en seguida, seleccionaban la casilla “Mostrar recta”
(ver Figura 66). Una vez que trazaban la recta, el investigador pasaba por cada uno de los
puestos revisando la recta e indicaba quién fue el feliz ganador, es decir, el que mas se
aproximara a la mejor recta, éste recibiria los puntos acordados en el principio del juego. Lo
anterior se repitié hasta llegar a los once puntos en el diagrama de dispersién; en algunas
ocasiones los estudiantes tuvieron méas de una oportunidad para acercarse a la mejor recta. Al

final se sumaban los puntos y se hacia la premiacion.



233

Archiva Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

O -

: V] > VOLVER
MNumero de puntos 2 _\/‘ Mostrar Recta
22

20 L]

™

18

10

Figura 66. Pantalla de Geogebra asociada a la Actividad 6.1

Como lo mencionamos anteriormente, en primera instancia quien decidia cual estudiante se
habia acercado a la mejor recta era el investigador. Para lo anterior, el criterio de decision era
la suma de diferencias entre los puntos y la recta; quien mas se aproximara a cero, en esa

suma, era el ganador. Claro, lo anterior no lo sabian los estudiantes.

En cuanto al diagrama de dispersion con dos puntos (ver Tabla 46, 1a), los siete estudiantes
trazaron una linea recta que pasaba por los dos puntos de tres maneras (ver Tabla 47): i)
Cuatro estudiantes trazaron un segmento, uniendo los dos puntos (a); ii) Dos estudiantes

trazaron una recta (b) y; un estudiante traz6 una semirecta (c).

Tabla 47.
Formas en que los estudiantes trazan la recta dados dos puntos
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Si para el caso de dos puntos basté con unir, 0 que pasara por los dos puntos, era natural
que para el caso de tres puntos (ver Tabla 46 b) buscaran lo mismo. De manera que para el

diagrama de dispersion con tres puntos, los siete estudiantes trazaron una linea recta en donde,



235

en todos los casos, pasaba por A. En un primer intento, cuatro estudiantes trazaron la linea
recta de manera que pasara por dos puntos (ver Tabla 48 a). Mientras que los otros tres
estudiantes que pasara por Ay entre B 'y C (ver Tabla 48 b). Estos ultimos tres estudiantes, al
pasar la recta entre B y C reflejan una extension del trabajo realizando en actividades

anteriores cuando se pedia predecir para datos apilados.

Tabla 48.
Formas en que los estudiantes trazan la recta dados tres puntos
a. b.
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Para el segundo intento de trazar la recta sobre el diagrama de dispersién con tres puntos,
cinco estudiantes trazaron la recta por A y entre B y C y dos estudiantes continuaron con la

estrategia de unir dos puntos.

La idea de que pasara por un punto se extendié al siguiente diagrama de dispersion que
tenia cinco puntos (ver Tabla 46 c), es decir, los siete estudiantes pasaron su recta por A que
era el punto que se encontraba més a la izquierda. Para este caso, se pueden identificar dos

estrategias para trazar la recta:
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i) Uniendo dos puntos: En un primer intento, cuatro estudiantes unieron los dos
puntos méas extremos tanto a la derecha como a la izquierda, es decir, el primer y ultimo

punto. Y en un segundo intento unieron el primer punto y otro (ver Figura 67).

Figura 67. Forma "Uniendo dos puntos” en que los estudiantes trazan la recta dados cinco

puntos

i) Partiendo del primer punto y pasando entre los demas puntos: Tres estudiantes

partieron del primer punto y trazaron la recta entre los deméas puntos, sin tocarlos (ver Figura

68).

]
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Figura 68. Forma "Partiendo del primer punto y pasando entre los deméas puntos” en que los

estudiantes trazan la recta dados cinco puntos
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Las anteriores estrategias se fueron repitiendo en el siguiente diagrama de dispersiéon que
tenia ocho puntos (ver Tabla 46 d). A diferencia de los anteriores diagramas, la asociacion de
las variables en éste era negativa. Cabe destacar que en todos los intentos para este diagrama,
los siete estudiantes reflejaron esa asociacién con la recta que trazaron, es decir, con una

pendiente negativa.

Nuevamente, como primer intento cinco estudiantes trazaron la recta por el primer y ultimo
punto y para los siguientes intentos partian del primer o Gltimo punto y trazaban la recta entre

los demaés puntos (ver Tabla 49).

Tabla 49.
Forma "Partiendo del primer punto, o Gltimo punto, y pasando entre los demas puntos™ en
que los estudiantes trazan la recta dados ocho puntos

a. b.
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Para los siguientes diagramas se trabajo en equipo, se formaron dos equipos con dos
estudiantes y uno con tres. La agrupacion se hizo de manera que por lo menos uno de los
integrantes del equipo se estuviera aproximando bastante a la mejor recta en los diagramas
anteriores. Lo anterior se hizo con la intencion de que entre ellos compartieran sus estrategias

para finalmente quedarse con la mejor.
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En el siguiente diagrama de dispersion, con nueve puntos, los datos estaban apilados (ver
Tabla 46 e). A diferencia de los intentos anteriores por encontrar la mejor recta, a este punto
del juego algunos estudiantes empiezan a abandonar la estrategia de que necesariamente la
recta tiene que pasar por algin punto, o dos. Por ejemplo, de la anterior manera, hubo un
equipo, de dos estudiantes, que en su primer intento se acercaron bastante a la mejor recta, por

lo que decidieron no cambiarla para los demas intentos (ver Figura 69).
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Figura 69. Forma en que dos estudiantes trazan la recta dados nueve puntos apilados

Los demas estudiantes seguian aferrados a la idea de que debia pasar por uno o dos puntos,

o en unir el primer y el altimo punto (ver Tabla 50).

Tabla 50.
Forma en que los estudiantes trazan la recta dados nueve puntos apilados
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Puesto que las estrategias se siguieron repitiendo en el siguiente diagrama de dispersion
con diez puntos (Tabla 46 f), pasaremos directamente al Ultimo diagrama en donde los datos

no reflejaban ningun tipo de asociacion (ver Tabla 46 g).

Cabe recordar que en actividades previas se habia discutido sobre como seria la forma de la
recta para un diagrama con estas caracteristicas, es decir, una recta que no reflejara ningan
tipo de relacién entre las variables. Sin embargo, las formas de trazar la recta para este
diagrama, difirié inclusive entre los mismos integrantes de algunos grupos. Solo un grupo

conformado por dos, acordd con que la recta trazada tenia que ser horizontal.



240

)} Horizontal y entre los puntos: Tres estudiantes trazaron una recta de esta manera.
Se podria pensar que los estudiantes identifican la tendencia de los puntos o que una recta asi

no refleja una relacion, ascendente o descendente, entre las variables (ver Tabla 51).

Tabla 51.
Forma "Horizontal y entre los puntos” en que los estudiantes trazan la recta donde no hay
asociacion
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i) Entre los puntos con una leve inclinacion (ver Figura 70):

Figura 70. Forma "Entre los puntos con una leve inclinacion™ en que los estudiantes

trazan la recta donde no hay asociacion

iii) Partiendo del primer punto y pasando entre los demés puntos (ver Tabla 52): Dos
estudiantes trazaron la recta de esta manera, uno mostrando una leve asociacion positiva entre

las variables y el otro una asociacion negativa.
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Tabla 52.

Forma "Partiendo del primer punto y pasando entre los demas puntos” en que los estudiantes
trazan la recta donde no hay asociacion
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iv) Partiendo del origen y entre los puntos (ver Figura 71): Una estudiante trazo la

recta como si las variables tuvieran una asociacion positiva. La manera en que van los puntos
no le estd dando mucha informacién para trazar la recta, puesto que hasta este punto ya se
habia discutido que una recta de esa manera, nos indicaba que al aumentar una variable, la

otra también aumentaba, lo que no se ve, de manera global, en el diagrama.
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Figura 71. Forma "Partiendo del origen y entre los puntos” en que los estudiantes

trazan la recta donde no hay asociacion

Hasta el momento, las formas de trazar la recta por los estudiantes en diferentes diagramas
de dispersion en donde las variables reflejaban una asociacion lineal, ya fuera positiva o
negativa, o ninguna asociacion, son interpretaciones nuestras. Es decir, lo que nos permitié
ver los trazos que ellos hicieron. A continuacidén veremos la estrategia que finalmente ellos

proponen para trazar la recta y lo que les permitiria hacer esa recta.

Finalizado el juego, esta primera parte de la actividad terminaba con dos preguntas:

1. ¢Cual es tu estrategia para trazar la mejor recta?

2. ¢ Qué te permite hace esa recta?

Independientemente de la estrategia, la forma con que trazaron las rectas respet6 la
asociacion, positiva 0 negativa, que tenian las variables. Como ya se mostro, hubo menor

acierto, en trazar la recta, en el diagrama donde las variables tenian una correlacion casi nula.

A continuacion resumimos las estrategias que, finalmente, los estudiantes proponen y

describen para trazar la mejor recta:



244

eCerca de todos los puntos: Cinco estudiantes hablaron en términos de cercania. Sin

embargo, se diferencian, a su vez, cuatro estrategias:

i) Partiendo del primer punto:

“Colocar un punto en la coordenada A y trazarla por donde pasen cerca o entre los

puntos”.

Para este estudiante, una condicidn necesaria es que la recta parta del primer punto.

i) Al lado de los puntos o en los puntos:

“Mi estrategia para trazar la mejor recta fue tener en cuenta la agrupacion de los puntos

y también que la linea que trace pase al lado de los puntos o en los puntos”.

Lo anterior supone que si la recta se pudiera trazar por la mayor cantidad de puntos

posibles, seria mejor, algo asi como una “recta modal”. De lo contrario, lo mas cercano de

todos los puntos o al lado, como el estudiante lo expresa.

i) Cerca de los puntos:



245

“Mi estrategia fue que los puntos quedaran muy cerca o sobre la recta, que no quedaran
alejados de la recta. Para que la relacion se viera a simple vista, que la mayoria de puntos

quedaran mas cerca a la recta”.

“Cuando trazo la recta lo primero que hago es mirar cuél es la relacion entre las dos
variables, luego trato de que la recta que trace vaya acorde con los puntos, es decir, que no
esté fuera de lo normal o que esté muy cerca a los puntos de manera que cuando me den un

valor yo lo pueda ubicar cerca o en la recta”.

El anterior argumento ademas de exponer las consideraciones a tener en cuenta, como la
relacion entre las variables y la tendencia de los puntos, explicita dos formas para predecir,
una vez se tenga la recta: ubicar el punto sobre la recta 0 muy cerca de la recta. Esta Gltima
forma de predecir se justifica con la variabilidad, es decir, es como si el valor real de la
variable respuesta, para un valor de la variable explicativa, fuera sobre la recta, pero, debido a
la variabilidad, es muy dificil que ocurra exactamente ese valor, podria ser ese valor o uno

muy cercano a él.

iv) Uniendo el primer y el tltimo punto:

“Que la recta empiece desde el primer punto al ultimo y que los puntos estén en la recta o

cerca a ella de forma ascendente o descendente”.
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En las cuatro estrategias mencionadas anteriormente, el hecho de hablar en términos de
“cercania” involucra, de alguna manera u otra, el método de minimos cuadrados, pues estan

pensando en minimizar las distancias entre los puntos y la recta.

Las siguientes dos estrategias, toma consideraciones del caso univariado, como las medidas

de tendencia central.

¢ Dejando igual nimero de puntos a lado y lado de la recta:

“La estrategia era unir los puntos que quedara una estrategia para poder unir los puntos,
uno los dos puntos con una linea y que debajo y arriba sea la misma cantidad de puntos, es
decir, la linea separa la mitad de los puntos, y tiene que ser una linea trazada pero gue tenga
relacion”.

Lo anterior podria denominarse como “la recta mediana” haciendo una extension del caso

univariado al caso bivariado, donde se deja igual nimero de puntos a lado y lado de la recta.

e Entre los puntos

“La estrategia que utilicé fue la misma que utilizamos en la actividad de ubicar la tienda

entre las casas, la estrategia es que la recta debe estar ubicada entre los valores ”.

Como se observa en el anterior argumento, esta estudiante extiende, de forma explicita al
traer a colacion un ejemplo visto en el caso de una variable, una caracteristica propia de la

media, que consiste en ubicarla entre los valores.
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Como se observa, las anteriores estrategias se incluyen dentro de los criterios que utilizan
los estudiantes para la ubicacién de la recta de mejor ajuste, en los estudios realizados por

Sorto et al. (2011) y Casey (2015), descrito en los antecedentes.

En cuanto a la segunda pregunta sobre qué les permitiria hacer la recta, en realidad
debimos preguntar directamente sobre si la recta les permitiria, o no, predecir y como, las

respuestas de los estudiantes se relacionaron con:

e Reflejar la relacion entre las variables: Cuatro estudiantes argumentaron en términos de
que la recta permite ver, con mayor claridad, la relacion que tienen la variables, por ejemplo:

“Lo que me permite hacer la recta es que haya una relacion ascendente o descendente,
porque el orden de los puntos me permiten ubicar mejor la recta y si no hay una relacion

i3]

entre las dos variables seria un poco mas complicado la ubicacion de la recta’.

e Para predecir: Solo un estudiante dejé explicito que con la recta se podria predecir un
valor de la variable respuesta, para cualquier valor de la variable explicativa. Adicional a eso,

supone cémo deberia ir la nube de puntos dada la recta.

“Para predecir y encontrar cualquier valor y lograr formar una nube de puntos con los

valores que me dan”’.

Las dos anteriores respuestas se asocian con lo que Casey (2015) hace referencia al

significado que los estudiantes le dan a la recta de mejor ajuste.

Dos estudiantes justificaron sus respuestas mas en la ubicacién de la recta que en lo que les

permitiria hacer la recta.
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e Estar cerca de los puntos: “Que pueda pasar o estar cerca de los puntos asi sea de forma

descendente o ascendente”.

e Entre los puntos: “Lo que me permite hacer esa recta es tener en cuenta que debe estar

ubicada entre los valores”.

Como vimos, el objetivo del desarrollo de la primera parte de esta actividad, fue conocer
las estrategias de los estudiantes para trazar la recta de mejor ajuste asi como sus intuiciones
sobre lo que ésta les permitiria hacer u observar. Vimos que estas estrategias y significados
alrededor de la recta de mejor ajuste se corresponden con resultados de estudios previos en
otras investigaciones. De manera que se identificaron tres estrategias: Cerca de todos los
punto, Dejando igual nimero de puntos a lado y lado de la recta y, Entre los puntos. Respecto
a lo que les permitiria la recta, la mayoria de estudiantes la relaciona con el tipo de asociacion

que tienen las variables y solo uno dice que le permite predecir.

4.10.2 Actividad 6 (Parte 2). Juego: Encontrando la mejor recta. Para la segunda parte de
la actividad seis, los estudiantes debian ubicar nuevamente la recta con la estrategia que ya
habian establecido, en cada uno de los diagramas mostrados en la primera parte.
Seguidamente, en cada diagrama, debian verificar que la ubicacion de la recta. Para lo
anterior, una vez ubicada la recta, en la parte inferior de la pantalla en “Ver” debian escribir

"9

“EK” en donde, con esta accidn, se visualizaba una casilla llamada “jEureka!”, seleccionaban
la casilla y si la posicion de la recta estaba bien, aparecia la palabra “jEureka!” (ver Figura
72). De lo contrario debian mover la recta hasta encontrar la mejor posicion. Esta actividad se

torna valida en la medida en que los estudiantes sean capaces de describir las razones que

identifican la recta correcta.
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Figura 72. Pantalla de Geogebra asociada a la Actividad 6.2

Hecho lo anterior en cada uno de los diagramas, debian cuestionarse sobre la ubicacion de
la recta de mejor ajuste. A continuacion, veremos que algunos de los estudiantes cambian su
estrategia mientras que otros se mantienen firmes en la que ya habian propuesto:

e Cerca de los puntos: Cuatro estudiantes hablaron en términos de cercania, bajo ciertas
condiciones:

i) Tomando en cuenta el primer y ultimo punto: “Que al ubicar la recta trato de que
siempre los dos Gltimos puntos estén en o cerca de la recta mirando la relacion y si no hay
relacion la recta no es ni de forma ascendente ni descendente”. Los dos ultimos puntos a los
que se refiere la estudiante, en realidad corresponden al primer y Gltimo punto en el diagrama
de dispersion.

i) Que toque siempre un punto: “Mi estrategia final para trazar la recta es tener en
cuenta que los puntos estan agrupados, que la recta estd cerca y que pase por un punto

siempre...”.
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i) Por la mitad de los puntos: “La estrategia para la recta seria que esta recta pasara
por la mitad de los puntos y muy cerca de ellos”.

Iv) Sobre algunos puntos: “Mi estrategia de la recta es que la grafica de en la que
estan ubicados los puntos, la recta esté cerca a los puntos segn que en algunos casos pase

sobre el punto o en el punto”.

e [gual numero de puntos a lado y lado de la recta: Aunque algunos diagramas tenian un
numero impar de datos, un estudiante justificd que, para un diagrama con un namero par de
datos, la recta debia dejar a lado y lado, de la misma, igual nimero de puntos. Mientras que
para un diagrama con un namero impar de datos no establecié ninguna estrategia: “Entonces,
yo consideraria que deberia ser: en los numeros pares deberia ser la linea iria por la mitad,
entonces es decir la linea iria en la mitad, entonces los puntos de arriba de la linea son la
misma cantidad de los puntos de abajo de la linea”. En la siguiente discusion se le sugirié que
su estrategia deberia funcionar para cualquier cantidad de puntos, sugerencia que no logré

disuadir al estudiante de cambiar su estrategia.

E: Profesora ya tengo mi estrategia, ahora si la tengo... justed qué ve ahi profesora?

I: A ver, cuénteme.

E: Usted desde su punto de vista qué ve ahi...

I: No, digame usted... (risas) A ver, cudl es su estrategia.

E: Mire... hay un, dos, tres, cuatro... (contando los puntos por debajo de la recta) Entonces,
como tratar de encontrar la variabilidad entre los puntos de abajo y los puntos de arriba.

I: ¢Encontrar la variabilidad? ; Como asi?
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E: Que quede como una balanza, como nivelado.

I: 'Y qué significa nivelado, nivelado en qué sentido.

E: El Eureka es como si fuera la mitad de los puntos, la linea es como si dividiera la mitad de
los puntos.

I: Pero ahi tengo nueve puntos

E: Por eso, ahi no se puede.

I: La idea es encontrar una sola estrategia.

eFijar un punto: “Mi estrategia general seria colocar un punto fijo y mover el otro punto
hasta que me salga la mejor recta” Este estudiante desde la primera parte de esta actividad, se
mantuvo en que necesariamente la recta deberia pasar por un punto, especificamente el
primero. Infortunadamente, debido a la sensibilidad del ajuste de la mejor recta en la
simulacion, esta condicion que €l propone se ajustaba a la mejor recta en varios diagramas,
pero no en el diagrama con once puntos, por ejemplo, como se muestra en la siguiente
conversacion:
I: ¢ Listo, ya con 11?
D: No... No la encuentro
I: Pues intente mover los dos puntos... No necesariamente tiene que mover uno solo.
D: No porque entonces ahi si se irfa “a bote” mis anteriores. ..
I: ¢Su estrategia?
D: Si
I: Es que la estrategia tiene que funcionar para todos

D: Para los otros si me funcion¢ este... entonces como lo voy a cambiar...
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Este estudiante no cambi6 de estrategia.

eEntre los puntos: “La mejor recta se ubicaria entre los valores, no siempre debe pasar
sobre un punto. En estos casos la recta se deberia ubicar entre los puntos y no necesariamente
debe pasar sobre un punto”. Como se observa, esta estudiante extiende ideas desarrolladas en
el caso univariado con la media, que se ubica entre los valores y que, no necesariamente,

corresponde a uno de los datos.

I: ¢ Como esta ubicando la recta?

W: Que quede entre los valores, como lo que hicimos en lo de las tiendas y eso...
I: Que quede entre los... ;estos son valores? (sefialando los puntos)

W: O sea entre los...

I: Estos son puntos ¢si? ¢ Y necesariamente tiene que pasar por algin punto?

W: Pues no necesariamente tiene que pasar por algun punto, en algunos casos.

Como observamos, mas de la mitad de los estudiantes hacen referencia a la cercania ¢pero
que significa ser la méas cercana a todos y cada uno de los puntos? ¢O bajo qué condiciones se
da dicha cercania? No es tan natural e inmediata la respuesta. De manera que el propdésito de
esta actividad era extender las ideas que se habian visto en el caso univariado al caso
bivariado. Una de ellas era observar la suma de las diferencias de los puntos a la recta y el
cuadrado de esa suma. Por lo que, en primera instancia, con ayuda de la simulacion, los
estudiantes pudieron darse cuenta, en cada uno de los diagramas, de que las diferencias por

encima de la recta eran positivas, por debajo negativas y de que, efectivamente, la suma de las
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diferencias de los puntos a la mejor recta era cero, como se hizo por ejemplo con el Machin

Machon.

Por ejemplo, consideremos el caso en que “Numero de puntos” es 3. Los estudiantes
ubicaban la mejor recta y, en la parte inferior de la pantalla en “Ver” escribian MD, la anterior
accion mostraba una casilla llamada “Mostrar diferencias™ que, al ser seleccionada, mostraba

las diferencias de los puntos a la recta (ver Figura 73).

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Figura 73. Pantalla de Geogebra asociada a la Actividad 6.1 donde se muestran las

diferencias de los puntos a la recta

Aunque en la guia de trabajo se hablaba en términos de diferencias, cuatro estudiantes
asumieron esas diferencias como distancias, por ejemplo: “Los valores son la distancia que
hay de la recta a cada punto, cuando los puntos estan debajo de la recta son negativos y
cuando estan arriba de la recta los valores son positivos y si estan sobre la recta es valor es
0, es neutro” 0 “Estos valores se encuentran cuando se mide las distancias de los puntos a la

recta. Son negativos cuando se ubican a la izquierda y como se muestra en la pantalla en la
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parte inferior y positivos cuando se encuentran en la parte superior de la recta. Y las
distancias de la parte negativa debe de ser la misma que la suma de las distancias a las
derechas”, observemos que en este Ultimo argumento la estudiante relaciona negativo con
izquierda y con parte inferior, andlogamente positivo con derecha y con parte superior, lo que
nos da a pensar que la estudiante esta pensando que lo que esta ocurriendo acd, en el caso

bivariado, es semejante a lo que ocurria en el caso univariado en las primeras actividades.

Dos estudiantes asumieron las diferencias como “el signo” de los valores de los puntos:
“Los valores serian que los puntos que estan por encima de la recta son positivos y los puntos
que estan por debajo de la recta son negativos y la recta es neutra” o “Creo que los valores de
los puntos en su diferencia es de acuerdo a la recta de donde empieza y donde termina
contando hacia atrds en lo Gltimo, segin. Los puntos ubicados arriba sobre la recta son

positivos, lo que estan debajo de la recta son negativos y los puntos sobre la recta son neutros

= (0)”.

A otro estudiante le es indiferente los términos distancia y diferencia: “Creo que los
valores que estan por debajo de la recta son negativos y los que estan por debajo (encima) son

positivos. Creo que los valores pueden ser diferencias o distancias”.

En cuanto a la suma de las diferencias, o desviaciones como uno de ellos hace referencia,
todos estuvieron de acuerdo en que era cero: “La suma de las desviaciones es cero. Porque

arriba es positivo y abajo es negativo y si son los mismos valores su suma es cero”.

El siguiente ejercicio consistia en, dada la mejor recta para cierta cantidad de puntos en
donde faltaba un punto, observar las diferencias y ubicar el punto faltante. Si la exploracion

anterior les habia dado alguna informacion, bastaba con sumar las diferencias por encima y
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por debajo de la recta, comparar y hallar el valor faltante para lograr que la suma diera cero y

asi ubicar el punto (ver Tabla 53).

Tabla 53.
Item 3d de la Actividad 6.2

Observa el siguiente grafico en donde se muestra la mejor recta para siete puntos.
Como te darés cuenta falta un punto. Ubica sobre la linea punteada el punto faltante
y, ademads, escribe el valor de la diferencia “d” para ese punto. Explica como lo
encontraste.

Seis estudiantes ubicaron el punto por encima de la recta a una distancia de cuatro
unidades, lo que era correcto. En la Tabla 54 se observa cémo procedidé uno de ellos; los

otros cinco procedieron de manera similar.

Tabla 54.
Respuesta de uno de los estudiantes al item 3d de la Actividad 6.2
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Argumento: “El punto faltante es 4 porque al sumar (-1) + (-2) + (-4) +
(-2) = -9y arriba 3+2 = 5y faltan 4 para llegar a nueve y al sumar -9 +
9=0"

Uno de esos estudiantes continudé hablando en términos de “derecha” e “izquierda”,
ratificando que considera una relacion entre lo que se observaba en el caso univariado y lo
gue observa ahora en el caso bivariado: “Lo encontré teniendo en cuenta que las sumas de las
desviaciones de la derecha, tanto como en la izquierda debe ser cero (0), el punto lo ubiqué
de manera que los puntos de que estan ubicados a la derecha debe ser la misma suma de
distancias tanto de la izquierda, sino que en la de la izquierda deben ser negativos y de

manera que al sumar las desviaciones debe de ser cero (0)”.

Solo una de los siete estudiantes ubica el punto en otra posicion, sobre la recta (ver Figura
74), argumentando que “Mi ubicacion para ese punto es en cero. Su valor es neutro porque
quedaria en la mitad de los seis puntos, entre tres y tres y el punto ubicado en cero es el siete
(el séptimo punto)”. En la discusion alrededor del por qué procedié de esa manera, ella
menciona que no tuvo en cuenta las diferencias, aunque hizo una visualizacion global de los
puntos, su estrategia fue dejar igual numero de puntos a lado y lado del nuevo punto, algo asi

como que este correspondiera a la mediana.
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Figura 74. Respuesta de uno de los estudiantes al item 3d de la Actividad 6.2

Se podria inferir que hay cierto grado de aceptacion con una de las propiedades que debe
cumplir la mejor recta, en donde la suma de los residuos es cero, sin embargo sabemos que no

es condicion suficiente para ser la mejor. En la Figura 75 se observa un contraejemplo.

Nimero de puntos 2 \/ Mostrar Recta YR

@

d=8

° d=-8

Figura 75. Recta para dos puntos donde la suma de los residuos es cero

Toda la exploracion anterior, asi como el Ultimo ejercicio que acabamos de presentar

pretendia darles a entender a los estudiantes de que la mejor recta debe cumplir con ciertas
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propiedades, como la que acabamos de mencionar, es decir, es como irnos hacia atras: si la
recta cumple con que la suma de las desviaciones es cero, es sefial de que vamos por buen
camino. Aprovechando el diagrama de la Tabla 54, discutimos que, por ejemplo, la mejor
recta en este caso no encajaba dentro de algunas estrategias que ellos habian propuesto como
que pasara por el primer punto, o por el primero y el Ultimo, o que dejara igual nimero de
puntos a lado y lado, pues, para empezar, tenia un nimero de puntos impar, pero que si debia

darse que la suma de las diferencias fuera cero.

Continuando con la exploracion, hacia la caracterizacién de la mejor recta, nuestro
siguiente objetivo era dar cuenta de una segunda propiedad: “La suma de los cuadrados de las
diferencias es la mas pequefia”. Para lo anterior, teniamos dos rectas, una movible (de color
negro) y una fija (de color verde) que correspondia a la mejor recta. Las diferencias “d” que
vimos en la exploracién anterior las asociamos con un cuadrado y el objetivo acé era observar
cOmo variaba el valor de “SumaAreasCuadrados” cuando la recta movible se movia alrededor
de la mejor recta y como era ese valor cuando las dos rectas coincidian (ver Figura 76).
Recordemos que una exploracion muy similar se hizo en el caso univariado en las primeras

actividades.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Figura 76. Pantalla de Geogebra asociada a la Actividad 6.1 donde se muestran los cuadrados

y la suma de los cuadrados de las distancias de los puntos a la recta

La mayoria de los estudiantes dieron cuenta de que al alejar la recta movible de la recta de
mejor ajuste, la suma de las areas de los cuadrados aumentaba y que cuando coincidian el
valor era el més pequefio comparado con otras posiciones, por ejemplo: “Lo que pasa es lo ste
[siguiente]. Si la muevo para arriba el valor de la suma de los valores del &rea de los
cuadrados cambia y lo mismo pasa cuando la muevo hacia abajo. Cuando se alinea con la
recta, o coincide el valor cuando coincide con la recta, es el valor mas pequerio” 0 “Cuando
muevo la recta hacia arriba la suma de los cuadrados aumenta y hacia abajo también

aumenta y cuando la recta estd sobre la mejor recta el valor es el mas pequerno”.

Después de la exploracion anterior alrededor de la recta de mejor ajuste, se les pregunté a
los estudiantes sobre qué es lo que hace la mejor recta, la mejor, es decir, ¢qué condicion

deberia cumplir una recta para catalogarla como la mejor recta, o sea, para garantizar que nos
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encontramos ante la mejor recta? Tres de los estudiantes estuvieron de acuerdo en que la suma
de los cuadrados de las diferencias, o que la suma de las areas de los cuadrados, como
aparecia en el archivo de Geogebra, tiene que ser la mas pequefia, ademas dos de ellos
agregan como deberia estar ubicada la recta para darse lo anterior: “Que la suma de las
diferencias al cuadrado es la més pequefia y que la mejor recta tiene el valor mas pequefio,
estd entre los valores” 0 “Que la propiedad que debe cumplir es que en la recta la suma del
drea de cuadrados sea la mads pequena, que no esté tan alejada la recta de todos los puntos”.
Dos se refirieron a la suma de las desviaciones, la cual debe ser o bien cero, o la méas pequefia:
“Que en la mejor recta la suma de las desviaciones es la mas pequena” o “La mejor recta: Que
esté entre los valores, que esté cerca de los puntos y que la suma de los valores sea cero”, pero

lo anterior podria darse no solo en la mejor recta.

Aunque hasta el momento los estudiantes pudieron evidenciar dos propiedades que cumple
la mejor recta, no es natural que los estudiantes piensen que, por ese hecho, nos encontramos
frente a la recta mas cercana a todos los puntos. Ya vimos que varios hablan en términos de
cercania ¢pero qué significado le dan los estudiantes al término “cercania”? Por ejemplo, si se
tiene un diagrama de dispersion, en donde se ha trazado la mejor recta ¢ Qué tendria en cuenta

para catalogarla como tal? A continuacion una discusion al respecto:

I: Si alguien tiene una nube de puntos asi, y le dice “para mi la mejor recta en esa nube de
puntos, es esta” Entonces Silvia, justed como diria que es la mejor recta?

S: Porque esta entre los puntos.

I: Esta entre los puntos, qué mas. Porque si ese fuera el Unico criterio, yo puedo trazar otra...
Esa sigue estando entre los puntos ¢0 no?

A: Si
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I: Entonces tengo que ser mas detallista, qué mas puedo mirar.

A: Que esté mas cerca a todos los puntos.

I: ¢ Y como mido yo que esté mas cerca a todos los puntos?

MF: Que los que estén alejados sean minimos.

I: Como asi, Mafer.

MF: Que estén lejos... o sea que esté mas cerca de los puntos. Por lo menos, yo creo que ahi
no porque los tres puntos estdn méas abajo, o sea solo esté cerca de dos puntos.

I: Entonces donde

MF: Yo creo que mas bajo...

I: ¢ Usted esta mirando ahi que haya una cantidad de puntos cerca de la recta?

MF: Si... O sea, que queden pocos puntos alejados.

I: Por ejemplo, ahi tengo tres cerca y dos alejados...

MF: Y esta entre los puntos.

I: Wendy usted qué diria... ;esta de acuerdo con la recta?

W: [Niega]

I: Por qué

W: Pues porque la suma de las distancias debe que ser... de la parte de debajo, de la

izquierda, son... deben que ser iguales a las de arriba.

En la anterior discusion se muestra, como lo manifestaron dos estudiantes, que, en primer
momento, un criterio para que sea la mejor recta es que esta se encuentre entre los puntos, v,
directamente como lo dice otra estudiante, que esté mas cerca de todos los puntos. Posterior a
eso, se evidencian dos formas de asumir esa cercania: observando que las distancias por

encima y por debajo de la recta sean las mismas, o que la cantidad de puntos alejados de la
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recta sea minima. Evidentemente la primera forma, ademas de que evidencia una mirada
global sobre todos los puntos, produce un valor que es facilmente verificable; es decir, este es
un procedimiento algoritmico que conlleva una respuesta sin dudas. La segunda forma, sigue
siendo intuitiva y poco practica porque no es para nada claro el significado de “puntos

alejados” ni que la cantidad de ellos sea minima.

¢Como predecir teniendo la mejor recta?

Finalmente, retomamos la cuestion sobre como predecir teniendo la mejor recta.
Seguramente en un curso con conocimientos previos sobre la recta y la ecuacion de la misma,
esta tarea podria no resultar dificil, inclusive podria ser muy obvia para algunos; pero como
ya lo hemos mencionado, nuestros estudiantes no tenian conocimientos previos al respecto.
Veremos que ninguno de los estudiantes, asume, como Unica forma, ubicar el punto sobre la

recta:

Cuatro estudiantes sefialan las siguientes formas: i) En la recta o cerca de la recta; ii) El
valor de la variable respuesta es el mismo para el valor de la variable explicativa; iii) Nunca
sobre la recta y iv) Cerca de la recta. Los otros tres estudiantes, hacen referencia a la relacion
entre las variables y a las propiedades de la recta: “Me ayuda a encontrar la relacion entre las
dos variables ya sea ascendente o descendente, pero que esta relacion cumpla con las
propiedades para encontrar la mejor recta” 0 “Me ayuda porque gracias a esto puedo tener
en cuenta que la suma de las diferencias es cero y que la suma de las diferencias al cuadrado

es la mas pequenia”.

Los estudiantes generaron argumentos encontrados entre su concepcion de la mejor recta

que no tiene por qué pasar forzosamente por alguno de los puntos y la idea de cercania: es
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como si el valor predicho también se considerara como uno de los puntos iniciales, lo que lo

obliga a no afectar la “suma cero” pero al mismo tiempo sin el ideal de “cercania cero”.

Las anteriores formas se reflejaron al momento de predecir sobre un diagrama de
dispersion con diez puntos. Por ejemplo, se les pedia predecir un valor de y para x = 20, en la
Figura 77 se resumen las predicciones donde dos estudiantes dijeron que 11, dos 10, y los
demaés, 4, 14 y 12. El valor sobre la recta era 11,6. La estudiante que méas se aproximo dijo
que 12y, segun argumenta, lo ubicé tan cerca como pudo de manera que no afectara tanto en
que la suma de las desviaciones fuera cero: “El valor de Y=12 de manera que la suma de las
diferencias sea cero (0). Para que no afecte la suma de las diferencias sea cero”. De manera
que ningun estudiante lo ubicd sobre la recta, sus estrategias se enfocaron mas en conservar la
relacion entre las variables y ubicarlo cerca de la recta, a excepcion de la que dijo 4 aunque
asi fuera su intencion: “Mi valor dado es 4 (20,4), busco que mi valor quede cerca a la

recta’.

— (| VOLVER
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Figura 77. Predicciones de los estudiantes dada la recta de mejor ajuste
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4.11 Analisis prueba final

A continuacién se presenta el andlisis de la prueba final aplicada a los siete estudiantes de
octavo grado que participaron en el desarrollo de una THA alrededor del andlisis de datos
bivariados, hacia la recta de mejor ajuste. La prueba constaba de siete items, los primeros seis
de opcidén multiple y el Gltimo abierto. Los primeros tres items se relacionaban con datos
univariados y los cuatro Gltimos con datos bivariados. La prueba se realizé en una sala de
computo en donde cada estudiante tenia a su disposicion un computador y acceso a programas
como Excel, Fathom, Geogebra y la calculadora, si lo requerian o deseaban usar. El tiempo

estimado para contestar la prueba fue dos horas.

item 1.

Para el primer item se daba una serie de mediciones y se pedia predecir la siguiente

medicion (ver Tabla 55).

Tabla 55.
Item 1 asociado a la prueba final

1. La concentracion de determinadas sustancias en la sangre influye en la
salud de las personas. He aqui las mediciones del nivel de fosfatos en la
sangre de un paciente que realiz6 seis visitas consecutivas a una clinica,
expresadas en miligramos de fosfato por decilitro de sangre.

| 57 | 52 | 46 | 49 | 57 | 64 |

Predice el nivel de fosfatos en la sangre, del mismo paciente, para su
proxima visita.

a.6.4

b.5.4

c.4.6

d.5.7
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De los siete estudiantes, seis responden b y uno c. De manera que seis estudiantes asumen
la media como un buen predictor, reflejando asi una concepcion global de los datos: “El nivel
de fosfato lo predije fue de 5.4 porque hallé la media para dar un valor acertado sobre cual
seria el nivel de fosfato para ese mismo paciente, en una proxima consulta”, al justificar “un
valor acertado” podria pensarse que no estd teniendo en cuanta la variabilidad puesto que no
se puede asegurar 100% que asi ocurrira. Otra respuesta fue la siguiente: “Para predecir el
nivel de fosfato del préximo paciente, lo que realicé fue, tomar los 6 valores que me dieron
los sumé y los dividi en 6 para poder sacar un solo valor y tener un calculo para el proximo
paciente. Le media me ayudo a predecir el valor del proximo paciente ya que es un solo valor
v la media sirve solo para eso”. Aqui vemos que el estudiante reconoce que, al proceder de
esa manera, no solo esta teniendo en cuenta todos los valores sino que los esta resumiendo a

un solo valor que lo ayuda a predecir.

La estudiante que contest6 ¢ también considera la media como una forma para predecir, sin
embargo su célculo no fue el correcto puesto que dividié en siete, en lugar de seis, es decir,
dividio en la proxima medicion: “El nivel de fosfatos en la sangre para su proxima visita sera
4.6 porque los anteriores resultados sumados y divididos en siete da 4.6 y me permite

predecir”.

El segundo y tercer item requeria la comprension de caracteristicas y propiedades de la

media (ver Tabla 56).

Tabla 56.
Items 2 y 3 asociados a la prueba final

Una banda de ladrones entre los 25 y los 30 afios, de edad, ha sido capturada por la
policia. El equipo de investigacién sabe que la banda esta integrada por cinco
ladrones, incluyendo al jefe y que el nombre de la banda hace honor al valor de la
media de la edad actual de sus integrantes.
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2. ¢ Cual de las siguientes opciones NO podria ser el nombre de la banda?

a. “Los veintiséis”

b. “Los veintiocho”
C. “Los treinta”

d. “Los treinta y dos”

3. Como broma, la policia ha ubicado a cada ladrén en una celda a cierta distancia
de otra celda que tiene como numero la media de la edad actual de sus integrantes,
incluyendo al jefe. En la siguiente imagen se observa las celdas de los cuatro
ladrones menos la del jefe.

— ] —

Ladrénl  Ladrén2 Media Ladrén 3 Ladrén 4
® ®

tn

¢Ddnde esta ubicada la celda del jefe?

a. Cuatro unidades a la derecha de la media
b. Una unidad a la izquierda de la media
c. Tres unidades a la derecha de la media
d. Tres unidades a la izquierda de la media

item 2

Para el item 2, todos acertaron en la respuesta, que es la d: “Los treinta y dos”. Entre los
argumentos, se identifica claramente que dos estudiantes comprenden una caracteristica de la
media, la cual es que es un valor que se encuentra entre el valor mas pequefio y el mas grande
de los dados: “No podria ser el nombre de la banda "los treinta y dos" porque la media debe
estar entre los valores y 32 no esta entre 25 y 30 pero 26, 28 y 30 si esta entre 25 y 30
entonces 32 no puede ser el nombre” 0 “;Por qué? Porque una caracteristica de la media es
que esta entre los valores, en este caso de 25 a 30. Por lo tanto el nombre "los treinta y dos"

no seria apropiado para este grupo de ladrones, porque no esta entre los valores”.
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Cuatro estudiantes basan sus argumentos en que 32 no esta entre 25 y 30. Uno de ellos
argumenta de la siguiente manera: “El nombre de la banda no puede ser treinta y dos porque
dice que la edad de los integrantes esté entre los 25 y los 30, asi que el nombre de la banda
no debe ser mayor a 30 ni menor que 25”. Uno de ellos considera que 32 es valor extrafio, un
valor atipico y por esa razon descarta que ese pueda ser el nombre de la banda: “Sobre el
nombre de la banda no podria ser "los treinta y dos" ya que ese valor no se encuentra entre

los 25 y los 30 arios y por eso ese valor es un valor atipico, es decir muy extraiio”.

De igual manera una estudiante reconoce que 32 es un valor muy grande para la media,
especificamente, la que ella calcul6, que consistié en promediar los dos valores 25 y 30. Lo
anterior pudo darse por una mala interpretacion del enunciado o una incomprension de la
media: “Para mi seria la d, porque ya seria un valor muy grande para la media que hallé la
cual fue 27, que fue hallar la media entre 25y 30 y luego multiplicarlo por 5 la cual es la
cantidad de ladrones y luego dividirlo en 5”. También da a entender que la media que ella

calcul6 la corresponde con la edad de todos los integrantes, aproximadamente 27.

item 3

En cuanto al item tres, se requeria comprender una propiedad de la media: La suma de las
desviaciones a la media es cero o, dicho de otra manera, la suma de las distancias a la media a
la derecha, es la misma a la izquierda, de manera que la respuesta correcta era la c. Cuatro
estudiantes respondieron acertadamente, de los cuales tres muestran en sus argumentos la
comprension de la propiedad mencionada, por ejemplo: “A4 tres unidades a la derecha de la
media porque las distancias a la derecha y a la izquierda deber ser iguales al sumar cinco

mas cuatro da nueve y al sumar cinco mas uno da seis entonces para que las distancias sean
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iguales a la derecha y a la izquierda faltan tres unidades a la derecha de la media para que

se cumpla la propiedad”.

El cuarto y quinto item requerian la interpretacion de dos conjuntos de diagramas de

dispersion, sin contexto.

item 4

El cuarto item estaba enfocado hacia la intensidad de relacion entre las dos variables (ver

Tabla 57).

Tabla 57. Item 4 asociado a la prueba final

Observa los siguientes cuatro diagramas de dispersion y respond

e e el i e |

4. Lee la siguiente afirmacion y responde: “En los grdficos A, B, C y D, se
puede decir que las variables x e y se relacionan de alguna manera”
Ordena los graficos de mayor a menor, de acuerdo al nivel de seguridad
con gue se puede dar esa afirmacion.

a. A-C-B-D
b. A-D-C-B
c. C-A-D-B
d. C-D-A-B
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En la Tabla 57 se puede apreciar que el orden de los graficos, de mayor a menor
intensidad, con que se relacionan las dos variables es C-D-A-B que, como se observa, no
todos son de forma lineal, como C y B. Durante el desarrollo de la THA, especificamente en
la parte bivariada, los graficos sobre los que se trabajaron o bien mostraban una relacién
lineal, positiva 0 negativa, 0 no se relacionaban, solo, en una ocasion, se permitié una
discusién sobre un grafico como C, de manera que quisimos ver como asumian este tipo de

relacion, poniendo, de manera intencional, al gréfico C con la mayor intensidad de relacion.

Cuatro de los siete estudiantes escogen la opcion correcta, la d. Por sus argumentos se
puede concluir que, para tal eleccion, toman dos consideraciones: i) Que se refleje la forma de
la relacion, ascendente o descendente y, ii) La claridad del “orden” de los puntos. Resaltamos
los siguientes dos argumentos: “La "D" porque se puede ver con claridad el orden de los
puntos mas ordenados sea de forma ascendente o descendente” Yy “Ordenados de mayor a
menor de acuerdo al nivel de seguridad quedan primero C porque si hay una relacién
ascendente que esta clara, segundo D porque hay una relacién descendente que también esta
clara, tercero A porque hay una relacion ascendente que también se ve un poco reflejada y

por ultimo el grafico B porque no hay alguna relacion”.

La siguiente opcion con mayor frecuencia fue la b, A-D-C-B. Segln los argumentos, se
podria pensar que estos estudiantes estaban buscando una relacion de tipo lineal, como se
refleja en los graficos A y D, siendo el de mayor intensidad el A. Uno de ellos no asume que
el C tenga alguna relacion pero que, en definitiva, el de menor relacion es el B: “El orden
seria A, D, C y B porque en los gréaficos A y D se puede ver con mas claridad su afirmacion
ya sea de forma ascendente y descendente y en los otros dos graficos no se puede ver la

relacion entre las dos variables”. Mientras que otro sefiala que en el C se intenta dar una
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relacion ascendente: “De esta forma se ve la relacion que hay entre X y Y en el A se ve la
relacion que se quiere mostrar la cual es ascendente, en la D. la forma descendente, la C.

porque ahi se trata de dar una forma ascendente y en la B ya se pierde esta relacion”.

Por ultimo, un estudiante escoge la opcion C, C-A-D-B, por lo que, como se observa, le
estd dando prioridad a los graficos que manifiestan una relacién ascendente y, poca

aceptacion a los que presentan una asociacion negativa, como el gréfico D.

En general, si omitimos por un momento el grafico C en la Tabla 57, se pueden destacar
dos cosas: La primera es que todos los estudiantes comprenden cémo deberia ser un grafico
de dispersion para dos variables que no se relacionan y la segunda es que todos, a excepcion
de uno, aceptan el tipo de asociacion negativa que, como hemos visto en la revision
bibliografica, Estepa y Batanero (1995), este tipo de asociacion dificilmente la asumen los

estudiantes.

item5

El quinto estaba enfocado hacia la recta de mejor ajuste (ver Tabla 58), en el siguiente

sentido: dada la recta de mejor ajuste, asignar la nube de puntos.

Tabla 58.
Item 5 asociado a la prueba final

5. En los siguientes gréaficos se muestra un conjunto de seis puntos y una recta
que es LA MISMA para todos los gréaficos, la cual refleja el comportamiento
de los seis puntos. Ordena los graficos de acuerdo al nivel de ajuste de la recta
a los seis puntos, es decir, el primer grafico que escojas sera el grafico en el
cual la recta se ajusta mejor a la nube de puntos dada y el ultimo que escojas,
la gue menos se ajusta.

A. . B.
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Los graficos de la Tabla 58, fueron elaborados de acuerdo a las estrategias que ya los
estudiantes habian manifestado en actividades anteriores, especificamente, en la de
“Encontrando la mejor recta”, por ejemplo: Que pase por el primer y Gltimo punto, que deje
igual nimero de puntos a lado y lado de la recta, mas cerca de todos los puntos y, que pase
por el primer punto. Con este item quisimos ver como esas concepciones habian cambiado

después de la socializacion con sus comparieros.

Cuatro de los estudiantes acertaron en la respuesta, d. B-C-A-D, dentro de los criterios para

hacer su eleccion estan los siguientes:
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ePor los puntos o cerca de ellos: “Porque tuve en cuenta que pasara por los puntos o
cerca a ellos pero que no estuviera tan lejos como en el caso del grafico D”. Como se observa
este estudiante considera dos cosas para ajustar la nube de puntos: Cantidad de puntos sobre la
recta, y cercania de los puntos. Pero es claro que su prioridad es la segunda consideracion, la
cercania.

¢ Que refleje la relacion que muestra la recta: “La d. porque esta forma la nube de puntos
en cada caso hay una relacién con la recta en el B se ve una mejor relacién de los puntos con
la recta. En la C. también se ve esa relacion de la recta con los puntos, en la A se alcanza a
ver un poco la relacion con la recta pero en la D no se ve la relacién que estoy tratando de
buscar como en los demds casos”. ES decir, los puntos se deben corresponder con la recta, en
el sentido de que deben encaminarse hacia la relacion que sefiala la recta.

eQue esté entre los puntos, que haya una cercania y que se cumpla la relacién: Esta
estudiante utiliza mas de un criterio para hacer su eleccion.

1. En primera instancia la recta deberia estar entre los puntos.

2. Como segundo criterio, para decidir el orden entre Ay C, esté la cercania y,

3. Finalmente, para justificar por qué dejar al final a D, utiliza el criterio de relacion, es

decir, tanto la nube de puntos como la recta deberian reflejar la misma relacion.

Tal como lo argumenta en el siguiente parrafo:

“En el grafico que mas se ajusta la recta es en el grdfico B porque es una recta que estd
entre los puntos y ademas cumple la relacion ascendente, el segundo gréafico seria C
porque esta entre los puntos cumple la relacion pero es el segundo porque los puntos no
estan tan cerca a la recta como en el grafico B, luego sigue en el grafico A porque cumple

la relacion ascendente pero no esté entre los puntos y ademas se aleja de dos puntos y en
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el grafico que menos se ajusta la recta es en el b porque en primer lugar no esta

cumpliendo la relacion de los puntos la cual es descendente y la recta esta ascendente”.

¢ Otra estudiante hace alusion, explicitamente, a propiedades y caracteristicas de la media
con el animo de extenderlas a la recta de mejor ajuste, usando asi tambien varios criterios:
“Porque de esta manera la nube de puntos se ajusta mejor a la recta. El "B" es el primer
grafico porque cumple con las propiedades de la media, es decir, la recta esta entre los
valores, esta cerca de los puntos etc. La D es la Gltima que esta dentro del orden porque me

parece que no se ajusta y no esté tan cerca de los puntos, no se ve una relacion clara”.

Como pudimos ver, el item 5 era el camino de vuelta a las actividades que habiamos hecho
hasta el momento respecto a ubicar la recta de mejor ajuste. En dichas actividades los
estudiantes de alguna u otra manera caracterizaron la recta de mejor ajuste y, valiéndose de
esa caracterizacion, asignaron la nube de puntos a la que seria la mejor recta. Dentro de esas
caracteristicas estan: Que los puntos estén cerca de la recta o sobre la recta; que los puntos
reflejen la relacion que muestra la recta, o que se ubiquen de tal manera que la recta esté entre

los puntos.

Los items 6 y 7 se relacionaban con prediccién en modelos bivariados. Para los items seis y
siete se mostraba una situacion y una tabla de datos con dos variables, altura de lanzamiento y

altura del primer rebote. (ver Tabla 59).
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Tabla 59.
Items 6 y 7 asociados a la prueba final

Se deja caer una pelota de goma desde diferentes alturas y se mide la altura
que alcanza en el primer rebote. Las mediciones se muestran en la siguiente
tabla.

Altura de lanzamiento Altura del primer rebote
[cm] [cm]

12 5

26 12

32 22

43 23

50 26

61 37

66 48

6. Juan, Camilo, Pedro y Pablo desean lanzar nuevamente la pelota desde
una altura de 45 cm y cada uno de ellos ha dado una prediccion de la altura
del primer rebote. Juan dice que 27 cm, Camilo 24 cm, Pedro 5 cm y Pablo
48 cm. ¢Con cudl de los cuatro estas mas de acuerdo?

a. Juan

b. Camilo
c. Pedro
d. Pablo

7. Pregunta abierta. Predice la altura del primer rebote si la misma pelota se
deja caer desde las siguientes alturas: a) 20 cm; b) 35 cm; ¢) 55 cm y d) 60
cm.

Quisimos representar los datos de manera tabular, con el &nimo de que ellos, sin indicarles,
hicieran un diagrama de dispersion, sin embargo, ningan estudiante lo realizd. De manera que

sus argumentos se basaron netamente en la tabla.

item 6

Por otra parte, si los datos del item 6 en la Tabla 59 se muestran en un diagrama de

dispersion, como en la Figura 78 (puntos en gris), con la respectiva recta de mejor ajuste y las
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opciones de respuesta (puntos en azul), vemos que la opcion correcta es a. Juan y que una

buena aproximacion seria la b. Camilo.

Figura 78. Diagrama de dispersion asociado a los datos del item 6 de la Tabla 59

Solo una estudiante acertd con la respuesta a. Juan, argumentando de la siguiente manera:
“Sumé 12+26+32+43+50+61+66=296/7=41 y lo dividi por el numero de valores dados lo
que me dio =41 Por lo cual escogi a Juan que le falta solo 14 a diferencia de Camilo que le
falta 17 veces, Pedro que le falta 36 veces y Pablo que se pasa del valor 7 veces lo cual se
acerca mds Juan aunque le falte su teoria es mejor que la de los demas”. Como se observa,
la buena respuesta fue una coincidencia feliz. Es decir, la estudiante promedié valores, hecho
que refleja una especie de fijacion sobre la media como estrategia de solucién salvadora. El
hecho de promediar los valores de la variable explicativa, Atura de lanzamiento, es decir, de
fijar su atencion en una sola variable, refleja la ausencia de coordinacion entre las dos

variables, que caracterizaria un razonamiento covariacional.

La respuesta con mayor frecuencia fue la b. Camilo, dada por cinco estudiantes. Como se
observa en la Figura 78 es la mas cercana a la recta, de manera que es una buena
aproximacion en comparacion con las otras dos. Veamos cémo lo justifican estos cinco

estudiantes.
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Dos estudiantes toman en cuenta las dos variables y su estrategia se basa en mirar los

valores vecinos, de dos maneras diferentes:

) El promedio de los vecinos: “La b. porque observando la tabla en la parte de
altura y lanzamiento y miré dos valores que estuvieran cerca de (45cm) y los cuales escogi 43
cmy 50 cm. Luego miré las alturas del primer rebote en esos dos casos hallé la media entre
26 y 23 y el resultado me dio 24.5 entonces la respuesta que més se acerca a esto es la de
Camilo con la prediccion de 24 cm ™.

i) Un valor entre los vecinos: “Estoy de acuerdo con "Camilo" porque segun la
tabla un valor para el rebote de una altura de 45 cm de la pelota seria entre 23 y 26 cm y
Camilo dice 24 cm y es una prediccidon que se ajusta porque esta entre los valores y Juan,

Pedro y Pablo no cumple la propiedad de que esté entre los valores”.

La estrategia de observar los vecinos cercanos estuvo siempre presente desde la aplicacion
de las pruebas diagnosticas y aunque esta estrategia se conservé durante el desarrollo de
algunas actividades, cabe resaltar que esta estrategia contemplaba otros aspectos cuando se
trataba de predecir sobre un diagrama de dispersién, por ejemplo, la relacion o forma que
seguian todos los puntos. Sin embargo, ante la falta del gréafico los estudiantes perdieron la
idea de colectivo que la tabla en si misma posee. Volviendo asi a la antigua estrategia de
considerar solamente los “vecinos mas cercanos” para hacer la prediccion. Muy
probablemente este hecho hubiera cambiado si se les hubiera condicionado a graficar los

datos en un diagrama de dispersion.

Por otra parte, los otros tres estudiantes promedian los valores de la variable respuesta,

Altura del primer rebote, reflejandose, una vez mas, la no coordinacion entre las dos
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variables, por ejemplo: “Para escoger la mejor prediccion tuve que realizar o encontrar la
media es decir, escogi todos los siete valores de la altura del primer rebote los sumé todos y
los dividi en siete y me dio como resultado final 24 cm, por eso he escogido la respuesta de

Camilo”. Otra vez la media pero con la variable dependiente.

Como se vivi6 en algin momento, durante el desarrollo de las actividades, la estrategia de
promediar los valores de una sola variable, para hacer una prediccidn, se previd. Por tal razén,

en el Gltimo item, se pedia predecir para cuatro valores mas:

“Pregunta abierta. Predice la altura del primer rebote si la misma pelota se deja caer

desde las siguientes alturas: a) 20 cm; b) 35 cm; ¢) 55 cm y d) 60 cm”.

Como sabemos, si continuaban con la misma estrategia de sumar y dividir entre el niUmero
de datos, la prediccion siempre iba a ser la misma, lo que no tendria mucho sentido si se
comprende la relacion que hay entre las dos variables: A mayor altura de lanzamiento, mayor
altura del primer rebote. Por otra parte, para este item, todos los estudiantes, nuevamente, solo

trabajaron sobre la representacion tabular de los datos.

A continuacién presentamos solo las estrategias de los estudiantes que tuvieron en cuenta,
ya fuera implicita o explicitamente, la coordinacion entre las dos variables para hacer sus
predicciones, es decir, que en sus predicciones se reflejara la relacion entre las dos variables.

Estos estudiantes fueron tres y sus estrategias son las siguientes:

i) La Media entre los dos vecinos més cercanos: Dos estudiantes tomaron los valores
mas cercanos a lado y lado del que iban a predecir y calcularon la media. De manera que sus

predicciones para 20, 35 y 55 fueron las mismas:
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“a) 20 cm. Primero tendria en cuenta las alturas de lanzamiento y escogeria las dos que
estén mas cerca a 20 cm en este caso 12 y 26¢cm. Luego hallaria la media de esos dos valores
y seria 8.5 este seria el valor para calcular la altura para ese primer rebote de 20 cm de

)

altura...”.

En la Figura 79 se muestran sus predicciones junto con la recta de mejor ajuste para los

datos del item 6 de la Tabla 59.

50

Recta de mgjor qjuste

30

0

Altura del primer rebote

o 10 20 30 40 50 a0 70 a0 20

Altura de lanzamiento

Figura 79. Predicciones de un estudiante bajo la forma "La Media entre los dos

vecinos mas cercanos™ y recta de mejor ajuste

“a) 20 cm: El rebote seria 8.5 cm porque seria una prediccion adecuada porque, primero
la segunda variable que es el rebote aumenta a media que la primera variable aumenta y
ademas, sumé 12 masa 5y me da 17 dividido en 2 da 8,5y 12 y 5 son los valores de la altura
del lanzamiento desde 12 y 26 cm, escogi estas dos alturas porque 20 cm esté entre 12 cmy

26 cm...”".
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En la Figura 80 se muestran sus predicciones junto con la recta de mejor ajuste para los

datos del item 6 de la Tabla 59.

Recta de mejor guste

“lrura del primer rebote

/ Altura de lanzamionto

Figura 80. Predicciones de un estudiante bajo la forma "La Media entre los dos

vecinos mas cercanos" y recta de mejor ajuste

Como se observa, las dos estudiantes estan teniendo en cuenta las dos variables. Inclusive
en el dltimo argumento, la estudiante enuncia la relacion entre las dos variables: “la segunda

variable que es el rebote aumenta a media que la primera variable aumenta”.

Por otra parte, sus predicciones para 60 variaron, ya que una tomo la prediccién que hizo

para 55 y la altura del primer rebote de 61, en la tabla, y promedio:

“d) 60 cm. Primero escojo los valores que estén mas cerca de 60 cm. En este caso podria
escoger el valor que predije para 55 cm el cual esta cerca de 60 cm y el de 61 cm luego
hallaria la media que seria 34 este seria el valor para la altura del primer rebote de 60 cm de

altura” (ver Figura 79).

Mientras que la otra estudiante dio un valor teniendo en cuenta la relacion:
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“d) 60 cm: El rebote seria 36 cm porque es una prediccion que cumple la relacion de la

segunda variable aumenta cuando la primera variable aumenta” (ver Figura 80).

i) Aproximaciones: Otra estudiante hizo aproximaciones, teniendo en cuenta que sus
predicciones estuvieran entre el menor y mayor valor de la tabla y que ademas sus

predicciones respetaran una relacion, aunque no lo hace explicito:

“Mis procedimientos serian aproximaciones, pero que mis valores estén entre los valores
de acuerdo a la tabla del punto 6 sobre la altura del primer rebote que esta en unos valores
de 5 a 48. Para: a) 20 cm: Aproximadamente 16 cm. Para: b) 35 cm: Aproximadamente 24

cm. Para: c) 55 cm: Aproximadamente 32 cm. Para: d) 60 cm: Aproximadamente 41 cm”’.

En la Figura 81 se muestran sus predicciones junto con la recta de mejor ajuste para los

datos del item 6 de la Tabla 59.

Recta de major ajuste

Alura del primer rebote

/ Altura de lanzamiento

Figura 81. Predicciones de un estudiante bajo la forma "Aproximaciones™ y recta de

mejor ajuste
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Como es claro, las predicciones de los estudiantes se basaron en la representacién tabular
de los datos y se limitaron, basicamente, a la consideracién de los vecinos cercanos. Para
indagar cémo predicen cuando la representacion de los datos se les presenta en un diagrama

de dispersion (ver Figura 82 puntos en azul), se realizaron entrevistas con cada uno de ellos.

Por ejemplo, la siguiente conversacion se hace sobre la Figura 82 con uno de los
estudiantes que fijo su atencion en una sola variable, “Altura del primer rebote”, para hacer

sus predicciones (puntos rojos Figura 82).

“ VOLVER
Numero de puntos 7 Mostrar Recta Mostrar Cuadrados

+l Predicciones

. A [ ]
ar ON Prediccin

Figura 82. Predicciones de un estudiante del item 8 de la prueba final, sobre un diagrama de

dispersion.

I: Ah, listo... Entonces mire, resulta que esto que usted ve acd, esos puntos azules que usted
ve ahi... son los de la prueba.

E: Ujum

I: Es decir, estos puntos que usted ve acé son los de los datos del punto seis de la prueba

final... estos (sefialando la tabla de la prueba final)
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E: Ujum

I: Y usted hizo unas predicciones... pero sus predicciones las hizo fue sobre la tabla

E: Si

I: Y sus predicciones ya ubicandolas sobre el diagrama son estas (Figura 82 puntos en rojo)
I: Como las ve

E: (Risa) Yo qué culpa, profesora. Quedé mal...

I: Por qué quedd mal, a ver.

E: Lo uno, hay muchos datos atipicos... (sefialando 10s tres de abajo en la Figura 82)

I: Aja

E: Hay tres datos atipicos

I: Por qué son atipicos

E: Porque, porque estan por fuera de lo cercano que es la linea, practicamente

I: Y si tuviera la oportunidad de moverlos... si quiere muévalos hasta donde sea la mejor

prediccion (ver Figura 83 puntos en rojo).

Numero de puntos 7 Mostrar Recta Mostrar Cuadrados VOLVER

V| Predicciones
50

@

Figura 83. Nuevas predicciones de un estudiante del item 8 de la prueba final, después de

observar los datos en un diagrama de dispersion
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Como se observa en la Figura 83, teniendo la mejor recta, las predicciones de este
estudiante estdn muy cerca de la recta. Cuando se le preguntd que si hunca sobre la recta, dijo
que no porque ‘“cuando esta sobre la recta entonces no se le podria sacar medicion... de
cuénto la distancia estd... del punto a la recta”, es decir, como si estuviera buscando que los
puntos que corresponden a las predicciones, junto con los datos, conserven que la suma de las
diferencias a la recta sea cero, sin caer en cuenta que si los pone justo en la recta, también se

da.

El anterior ejercicio de ver las predicciones que hicieron sobre la tabla, ahora sobre un
diagrama de dispersion, juzgar sus predicciones y moverlas hasta donde creian convenientes,
también se hizo con los otros seis estudiantes durante la entrevista individual. En la Tabla 60
se observan, al lado derecho, las predicciones basadas en la tabla, ahora sobre un diagrama de

dispersion y, al lado derecho, las predicciones cambiadas.

Tabla 60.

Al lado derecho, las predicciones de los estudiantes basadas en datos mostrados en una
tabla y, a la derecha, las predicciones modificadas después de ver los datos en un diagrama
de dispersion

A. Modificado

VIR

o
Nimero depuring T o bsmarhecs

B. B. Modificado
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I: Qué estd pensando cuando los ubica,
Silvia.

S: Que los puntos de acuerdo a... aca... (C,
por ejemplo) estén mas arriba que los
menores.

I: Ah bueno listo... /y en ese caso? (el que
estd cerca a F) Ahi, como iria... el mas
cercano esta mas abajo.

S: ...

I: Ahi con cudl lo estd comparando (para 20)
S:Entre Ay B.

I: Listo ¢ahi seria? (los puntos)

S: Creo que si

| tumeroceputos 7 |y Nostarfeca

[peiions

F. Modificado

e de ues v e

o |Peterenss

De manera que, observando la Tabla 60, junto con la Figura 83, en total tres estudiantes

mueven sus predicciones sobre su recta de mejor ajuste y cuatro muy cerca de la recta. Uno de

los que ubicaron los puntos cerca de la recta (Figura 83 A. Modificado) comentaba lo

siguiente:
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I: O sea que si usted tiene la recta, no en todos los casos va a poner el punto sobre la recta.
A: No

I: ¢Por qué, si esa es la recta que mejor se ajusta?

A: Porque los valores que ya estan, no todos van sobre la recta...

I: Cuales, no todos van sobre la recta ¢ah, los azules?

A: Si

Es decir, esta estudiante asume que como los datos dados no necesariamente van todos
sobre la recta, pues sus predicciones tampoco deberian ir todos sobre la recta pero si muy

cercanos a la recta.

Por otra parte, esta misma estudiante manifesté que la tarea de predecir es méas sencilla

cuando los datos se visualizan sobre un diagrama de dispersion que sobre una tabla:

I: Finalmente, ,como le ayuda la recta de mejor ajuste a predecir un valor de Y para cualquier
valor de X?
A: Porque ya estando la recta entonces uno solo se ubica en el punto y sube hasta la recta o
cerca de la recta. En cambio como estaba... en el ultimo punto (prueba final) era mas dificil
predecir un valor casi exacto

I: Por qué
A: Porque como no tenia la recta entonces podria ser cualquier... entre los valores... porque
yo cogia los dos valores que estuvieran (mas cerca) al punto que usted me daba y buscaba
como el centro de esos dos.

I: ;O sea que si yo le hubiera dado el diagrama de dispersion hubiera sido mas facil?

A: Si (risa)
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Finalmente, en la Tabla 61, se pueden ver las dos rectas, la que cada estudiante ajustd
(color negro), durante la entrevista individual, a la nube de puntos correspondiente a los datos
del dltimo item de la prueba final y la recta de mejor ajuste por el método de minimos
cuadrados (color verde). Como se observa, todas las rectas reflejan la relacion entre las dos
variables y se podria decir que son bastante acertadas.

Tabla 61.

En color negro, recta de mejor ajuste que cada estudiante propone durante la entrevista v,
en verde, recta de mejor ajuste por el método de minimos cuadrados

h [ M (] VOLVER
Numero de puntos 7 |/ | MestrarRecta Mostrar diferencias| | Mostrar Cuadrados
| Predicciones
: G
[
o
a
E
\
Ver ON Prediccidn *
; [«] M M VOLVER
Ndmero de puntos 7 [ |Mostrar Recta Mostrar difsrencias Wostrar Guadrados
',/' Predicciones
=
o]
I
— .
Ver ON Pmmy’(
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En la entrevista, durante la ubicacion de la recta de mejor ajuste, se les cuestionaba sobre

qué estaban pensando o teniendo en cuenta para trazar la mejor recta. A continuacion, algunas

de las conversaciones:
CONVERSACION | CON LA ESTUDIANTE A.

I: Qué tuvo en cuenta para trazar esa recta

A: Que estuviera entre los puntos
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I: Ahi esta entre los puntos ¢y algo mas?

A: Si, y que esté cerca a los puntos

CONVERSACION Il CON EL ESTUDIANTE D.

I: O sea, cual es su estrategia, Duvan.

D: Yo tuve en cuenta el primer punto que es A 'y que los otros pasaran o estuvieran cerca a la
recta.

I: Cerca a la recta, y cbmo medimos esa cercania.

D: Ehh... pues...

I: O sea, como yo mido... o sea si nuestro amigo quiere trazar la mejor recta y usted le esta
diciendo que esté muy cerca, entonces usted como podria medir esa cercania para garantizar
que esté trazando la mejor recta.

D: Eh... {Qué trace la mejor recta?

I: Qué haciamos nosotros luego de esto

D: Ahi después de hallar la linea pues mirabamos a ver que los puntos estuvieran cerca o en la
recta

I: Y como mirdbamos que estuvieran cerca

D: Pues... como asi eh... como asi no le entiendo. Ahi, tuve en cuenta que un punto pasara...

que el primer punto pasara por la recta y los otros, cerca.

CONVERSACION 111 CON LA ESTUDIANTE W.

I: Bueno, si un amigo le pidiera ayuda para trazar la recta de mejor ajuste en un diagrama de
dispersion o una nube de puntos, que indicaciones le daria usted para que él encontrara la

mejor recta.
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W: Pues que primero se debe que ubicar entre los puntos, que la distancia que hay de los
puntos a la recta tanto a la derecha. ..

I: ¢A la derecha?

W: No, o sea... si larecta...

I: Por arriba

W: Si, por arriba, la suma de las distancias de los puntos por arriba de la recta, debe ser la
misma que la distancia de los puntos por abajo.

I: Aja, eso en cuando a distancias, y algo mas para ser... bueno listo, estd entre los puntos,
tiene que cumplir esa propiedad de las distancias y ;algo mas para ubicar la mejor... la mejor
recta?

W: No... yo lo hacia asi.

Sus respuestas reflejan el abandono de algunas estrategias adoptadas en el desarrollo de la
actividad “Encontrando la mejor recta”. Aunque no se muestran todas las conversaciones, la
mayoria de los estudiantes se inclinaron porque la recta esté entre los puntos o cerca de los
puntos, como en la conversacion |, reflejando una vision global de los datos. En la
conversacion Il se refleja que el tema de medir esa cercania de la que ellos hablan no es tan
sencillo de entender, de manera que bien vale la pena profundizar mas en el tema de lo que los
estudiantes entienden por cercania. Una estudiante va mas alla de que la recta esté entre los
puntos al tener en cuenta que la suma de las diferencias, de los puntos a la recta, sea cero,

como en la conversacion Ill.
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4.12 Analisis entrevista grupal final

Una ultima toma de datos correspondié a una entrevista final, con los siete estudiantes
involucrados en este proceso. La entrevista tenia como objetivo conocer la comprension de
los estudiantes de los temas abordados durante el desarrollo de la THA como media,
variabilidad y prediccion. De manera tal que iremos destacando algunos fragmentos de la
entrevista donde pensamos que se evidencia el desarrollo de algunas ideas alrededor de los

temas mencionados.

En el siguiente fragmento vemos cdmo los estudiantes asumen la media mas alla de un
calculo, asi como su papel a la hora de hacer una prediccion. No faltan las menciones a la

variabilidad propia de los datos y de la media misma.

I: Wendy, usted qué aprendi6 en todo este periodo de tiempo. (Como le contaria a usted a su
abuelita, lo que aprendig?

W: Pues que aprendi que la media nos puede ayudar para muchos casos, cuando necesitamos
hacer algtn calculo, para dar un valor preciso. Que un solo valor lo podemos... o sea, de
varios valores podemos dar uno solo si necesitamos dar una afirmacion para predecir algo,

ah...

Claramente Wendy expone la utilidad de la media: para “hacer algin célculo”, tal vez
pensando en la media como medida de resumen y “para predecir algo™.

I: ¢Ese solo? Y ese solo cdmo es que se calcula

W: Eeeh, pues sumando todos los valores y dividiéndolo en la cantidad de valores

I: Aaah y ese valor, Maria Fernanda, ;qué nos garantiza?
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MF: Nos garantiza que se puede reducir todos los valores a uno solo. O sea, para

predecir...
I: Para predecir... ;serd que cuando yo mido algo siempre obtengo el mismo resultado?
Todos: No
I: No, no. Dubén, explique eso.

D: Eh, no porque esto segiin lo que usted vaya a medir, no todos son esto iguales... eh,
como dice mi compaifiera para... ahi se pueden dar unas medidas pero que no son iguales pero
si necesito saber esto... el promedio en qué esta o la media, entonces ahi si sumaria y dividiria

y ahi obtendria un resultado.

En el proximo apartado se observa como los estudiantes comprendieron que la media es un
representante de todos los datos y que, por ende, es la mejor alternativa para una prediccion.
Esta idea que contiene elementos de variabilidad fue una constante durante toda la experiencia

realizada y que, como se ha descrito, previamente no les resulté nada facil de controlar.

El dilogo se inicia cuando el investigador sugiere utilizar el madximo de los valores como

un mejor predictor.

I: ¢Y no ser& mejor tomar el méaximo valor?
D: Eh...

I: ¢ Tomar el més grande?

D: No

I: ¢No? ¢Por qué?

D: Porque esto... eh...
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I: ¢Por qué, el promedio, 0 media, da mas tranquilidad respecto a la medicion que estoy
haciendo, por qué no tomo el maximo de los valores?

W: ¢Pues porque con la media podia dar un valor preciso?

I: ¢Preciso? O sea, yo doy ese valor, después vuelvo y mido ¢y me da exactamente la media?
W: No, pero podria dar un valor que mas se acercara a ese

I: ¢Pero el valor maximo no me sirve, Miguel?

M: También podria servirnos pero asi como dice Wendy si uno por ejemplo suma todos los
valores y los divide por la cantidad ese es el niUmero que nos esta dando segun todos, por
ejemplo ¢cémo uno puede hacer otra medicion? Puede estar cerca a ese valor, o puede que

esté alejado, pero siempre puede...

Los estudiantes no poseen argumentos sélidos en defensa del uso de la media para predecir

un futuro valor de la variable en estudio.

La discusion se dirigié ahora hacia las propiedades de la media con el &nimo de ayudar a
los estudiantes a justificar su uso. En la ejecucion de la THA, los estudiantes tuvieron la
oportunidad, a través de actividades como la del Machin Machén y la del reparto de los

caramelos, de descubrir propiedades y caracteristicas que cumple la media.

I: Pero la media... juna media puede ser mas grande que el maximo de los valores?
Todos: No

I: Yo tengo una serie de valores...

A: No, porque la media esta entre los valores.

I: ¢ Esta entre los valores? ¢O sea, no es mas grande que el maximo?

W: No
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I: ¢ Y por qué no?

W: Porque debe estar entre los valores.

I Debe estar, pero... es decir, “debe estar” suena feo, nada en la vida debe, esas cosas se
deducen por alguna razon. Yo creo que la media puede ser mas pequefia que el minimo o méas
grande que el maximo. Quién me da una razon para convencerme de que no puede ser asi.
(Silencio)

I: Jaja, quién me da una razon. Andrea, deme una razdén, convénzame. Piénsenlo en un
ejemplo... piensen en la situacion de los caramelos... vamos a hacer una colecta de caramelos
para regalarselos a los nifios de primero o de segundo que por alguna razon tienen un festeje y
nos pidieron una colaboracién. Sabemos que son siete nifios entonces vamos a juntar
caramelos. ¢Cierto? Y yo quiero darle a cada nifio la misma cantidad de caramelos, ¢cémo
calculamos esa cantidad igual?

W: Pues la media nos puede ayudar, nos da las herramientas necesarias para poder dar...

I: Aqui, por ejemplo, somos ocho personas... justed cuantos caramelos tiene?

MF: Mmmm treinta

I: Cuéantos, usted Miguel...

M: siete

E: Quince

D: Diez

S: Veinte

W: Veintisiete

A: Seis

I: 'Y yo siempre pongo diecisiete. Cuanto da.
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I: 132. Sumados da 132 divididos por ocho. ¢ Cuénto es?

D: Dieciséis

I: ¢16 exactos?

D: No, 16.5

I: Entonces 16.5, como vamos hacer. En principio, cuantos caramelos damos. Miguel, usted
coémo hace. Da 16.5 pero nosotros no tenemos sino caramelos enteros, usted se imagina el
lio... una pepa dura de esas partirla por la mitad, ahi nos quedamos...

A: Entonces buscar un valor cercano.

I: Como cuél

A: Dieciséis

I: Usted pone dieciséis, y por qué no diecisiete.

MF: ¢Porque sumaria mas?

I: Claro, no tendriamos caramelos... no tendriamos ;no? Porque cuanto a 17 por 8... bueno
estamos suponiendo que vamos a entregarle a ocho personas. Entonces vamos a entregarle a
ocho personas, entonces cudnto da 17 por ocho...

W: 136

I: Y cuantos caramelos teniamos

Todos: 132

I: Entonces sencillamente 17 no, porque no nos alcanza. ;Y dieciséis?

W: 128

I: Entonces qué paso

A: Sobraron
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I: Entonces claro, un problema practico ahi... por encima no porque es mas de los que
tenemos, por debajo si pero nos van a sobrar. Pero bueno, volvemos al cuento, quién entregd
la mayor cantidad de caramelos ¢parece que fue Maria Fernanda con 30? 30, ¢la media cuanto
nos dio?

Todos: 16.5

I: Menor que el maximo

Todos: Si

I: Y cual fue el minimo de caramelos... siete quién dio

Todos: No, Andrea

I: Andrea dio seis

Todos: Si

I: La media es mayor que el menor valor. Es un ejemplo concreto. En general, ¢la media es
superior al minimo?

Todos: Si

Inclusive se les cuestion sobre algun caso donde la media corresponderia al minimo o al
méaximo de los datos. Y al final se evidencia la comprension de como la media se veria

afectada si todos los datos son iguales a excepcion de uno.

I: ¢Siempre? ¢Hay alguna situacion donde la media sea exactamente igual al minimo?

A: No

I: ¢No? ¢(Nunca? ;No? ;Seguro? Una situacion como los caramelos, a ver... una situacion
donde la media sea igual al minimo... si todos hubieran dado diez caramelos, todos diez...
¢cual es el minimo?

Todos: Diez
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I: 'Y cual es la media

Todos: Diez

I: Son iguales. Entonces si hay un caso. Cuél es el caso donde el minimo es igual a la media.
A: Cuando todos los valores son iguales

I: Son iguales. Y si hay uno diferente... qué pasa con la media

A: Sube otro poquito

I: ;Y con el maximo... la media puede ser mayor que el maximo?

A: Si

I: Cuando, Andrea

A: Cuando todos los valores son iguales

I: Cuando otra vez los valores son iguales. Cual es el méximo es todos esos diez, diez, diez...
cudl es el maximo

A: Pues diez, que es el unico caso es que minimo y maximo son...

Todos: Iguales

I: lguales. Entonces en ese caso, la media también es igual al maximo. Pero si hay uno
diferente, mas chico ese chico qué hace, que la media sea...

Ay W: Menor que el maximo

I: Més chica, como la media los considera a todos, entonces el méas pequefiito que el maximo

pues hace que la media también sea mas pequefiita que el méaximo.

En la siguiente conversacion se muestra el razonamiento de los estudiantes cuando se les
presenta una situacion en la que se les da tres datos y la media de cuatro datos, y se les pide
encontrar el dato faltante. Veremos como algunos proceden de manera correcta al comprender

que la media debe relacionarse con los cuatro datos, llevandolos a encontrar el dato que falta,
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mientras que una de ellos promedia los tres datos que le dan. El argumento de esta Gltima

estudiante se ve confrontado con el de otra hasta llegar a un acuerdo.

I: Digamos que tenemos cuatro valores, cuatro... yo tengo cuatro datos pero voy a esconder
uno. Como Yyo tengo los cuatro, voy a calcularle la media a los cuatro y voy a esconder uno.
Les voy a dar tres datos y el valor de la media. Ustedes me adivinan el cuarto, el que falta.

Digamos que los numeros son tres, cinco y ocho: la media es seis, ¢cual es el cuarto valor?

I: ¢ Listo? Elder ¢ listo?

E: Mas o menos... yo sumé y esto... a 16 le agregué 6 para que me diera 24...

I: No, 16 y 6 da 22.

E: Bueno, le agregué 8 que diga... le agregué 8 para que me diera 24

I:'Y por qué 24

E: Y 24 lo dividi entre...

I: Pero por qué 24... de donde sali6 24. Ese nimero 24 yo no lo dicté... Elder, cuénteme el 24
de donde salio

E: Porque usted dijo que la media era seis ¢cierto?

I: Si

E: Entonces lo Gnico que hice fue multiplicar seis por cuatro y para que me diera 24 le
sumaba ocho, porque habia 16...

I: Entonces

E: Entonces al sumarle ocho me daba 24.

I: Entonces el nimero que falta cudl es...
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E: El ocho.

I: ¢Ese es el mismo razonamiento suyo, Wendy?

E: Si sefior.

I: ¢ A todos les dio ocho? ¢Silvia cuanto le dio a usted, realmente?

S: Eh, yo primero sumé los tres valores y los dividi en tres

I: ¢En tres?

S: 'Y me dio cinco...

I: Cinco algo

S: Si, cinco coma...

I: Tres...

S: Después esto lo sumé con los anteriores valores y me dio 21 y lo dividi en cuatro y me dio
cinco coma veinticinco

I: ¢Qué opinan de lo que ella hizo? Andrea...

A: Que no porque, si ya tengo la media porque tengo que sacar otra vez la media de los tres
valores

I: ¢Si ve Silvia, no? Yo ya le di la media de los cuatro, o es que hay alguna relacion entre la
media entre tres y la media entre cuatro... es como si ella estuviera diciendo, pareciera que si
yo hago, cojo tres y hago la media, y después cojo los cuatro y hago la media... ;hay alguna
relacion entre esas dos medias?

Ay M:No

Pasando al caso de dos dimensiones, en primera instancia pudimos ver coémo los
estudiantes relacionan una asociacion negativa y una asociacion positiva en el sentido de que

al aumentar una variable disminuye la otra y, al aumentar una variable, aumenta la otra,
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respectivamente. De igual manera la forma en que deberian ir los puntos en cada caso,

veamos:

I: Bueno muy bien, entonces vamonos para dos dimensiones... como hago yo predicciones
cuando tengo dos variables. Por ejemplo, ¢un ejemplo con dos variables cual seria? Cuando
ya los valores de una dependen de la otra, ya es un caso mas interesante, un poquito mas
complicado pero mas interesante ;no? Entonces qué iba a decir, Andrea... cdmo hace uno ahi
una prediccion.

A: Miro los anteriores y miro qué relacion tienen las dos variables. Por ejemplo en un caso
nos daban digamos 35 minutos y 36 minutos de natacion, cuantas pulsaciones en 35 minutos
se hacen, entonces por ejemplo en 35 minutos digamos 128 pulsaciones y en 36... 138...

I: Cuando aumentan los minutos... qué pasaba con las pulsaciones

A: Disminuyen

I: Entendiendo...Ustedes estan viendo el eje ;no? Subir es hacer asi (dibujando una recta con
pendiente positiva) Qué quiere decir subir, que si aumento en X...

M: Y también

I: Y también. Entonces en ese ejemplo que mencion6 Andrea, ;vamos subiendo o vamos
bajando? Lo acab6 de decir, Miguel... ;bajamos o subimos?

A: Bajamos

I: Bajamos. Porque a medida que avanza, o aumenta el tiempo en que se demora recorriendo

la misma distancia, las pulsaciones
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De igual manera, como se muestra a continuacion, los estudiantes asumen la intensidad de
relacion entre dos variables cuando los puntos se asemejan a una recta, o cuando la nube de

puntos es mas “flaca’:

I: Y esa calidad de esa asociacion cuando yo tengo una serie de puntos en el grafico, como
digo “huy esa asociacion es buena o esa asociacion es mala”, qué me indica cuando yo veo
esa nube de puntos, cuando estoy mas seguro de que la asociacion es buena.

A: Cuando tienen forma de recta los puntos

I: Cuando tiene forma de recta, o sea que hablando en términos de gorda o flaca, la nube...
qué es mejor, ¢ flaca o gorda? La nube...

My A: Flaca

En cuanto a prediccién, vemos como la estrategia de observar los vecinos prevalece, ya sea
ubicandolo en la mitad, o solo entre los valores que ya nos han dado. Vemos también que esas
predicciones no las asumen con precision debido a que son conscientes de la existencia de la

variabilidad siempre.

I: Bueno, muy bien y ahi como hacemos entonces prediccion. Nos dieron 30 minutos, 31, 32,
de 32 brincé a 35, 38... y me dice, y si se hubiera demorado 33 minutos, que ese dato no me
lo dieron, ¢cuénto cree usted que podrian ser las pulsaciones?

W: Pues...

I: Cémo lo hace, fijese que tiene una serie de puntos, tiene la nube

W: Pues tendria en cuenta que... 33 esta entre 32 y 34 y entre esos valores estaria. ..
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I: O sea, tengo 33 que es el que quiero predecir, tengo 32 y tengo 34. Entonces en 32 tengo un
valor y en 34 tengo otro valor, mas abajo porque dijimos que esta decreciendo y entonces
donde pongo 33

A: En la mitad... en la mitad entre 32 y 34

I: En la mitad de qué

A: De los dos valores

I: 33 esta en la mitad, pero yo quiero... esto es tiempo, yo quiero en términos de pulsaciones,
y tengo las pulsaciones en 32, supongamos que hayan sido 120, y tengo las pulsaciones en 34,
supongamos que hayan sido 100, entonces en 33 en donde la pone

A: ¢En 110?

I: (Lo pongo exactamente en la mitad?

A: No porque hay variabilidad

Como se pudo observar, en el caso univariado los estudiantes asumen la media como un
buen candidato para hacer una prediccion, mientras que en el caso bivariado prevalece la idea
de observar lo que pasa alrededor y hacer la prediccién ubicando el valor entre los valores
dados, siempre y cuando se conserve la relacion que reflejan, de manera global, los datos.
Vimos también que hay un grado de consciencia frente al tema de la variabilidad tanto en el
caso univariado como en el caso bivariado, y que ese aspecto jamas les permitira ser precisos

pero si obtener una buena prediccion.

En cuanto a la media, los estudiantes la identifican como un valor que cumple ciertas
caracteristicas y propiedades como que debe estar ubicada entre los valores. En el caso

bivariado, se muestra que los estudiantes asumen el tipo de asociacion entre dos variables de
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acuerdo con la forma que muestran los puntos y que el nivel de asociacién podria juzgarse de

acuerdo al grosor de la nube de puntos o0 a que estos se asemejen mas a una linea recta.

5. Conclusiones
La investigacion desarrollada muestra las formas de razonamiento informal de estudiantes de
octavo grado alrededor de la recta de mejor ajuste, como resultado del disefio, ejecucién y
andlisis de una THA soportada en actividades computacionales utilizando Geogebra y
Fathom. Los estudiantes no habian estudiado la recta en el colegio desde el punto de vista

algebraico.

Los ejes tematicos principales abordados en esta THA fueron variabilidad y prediccién
partiendo desde un analisis unidimensional, enfocado en la media, hasta uno bidimensional,

en la recta de mejor ajuste.

En esta investigacion se ratifican algunos de los resultados descritos en los antecedentes,
pero también se evidencia cierto control sobre concepciones y estrategias erréneas ya
reportadas en cuanto a la ubicacién de la recta de mejor ajuste, lo anterior debido a ideas

desarrolladas en la parte univariada que permitieron una extension al caso bivariado.

En concordancia con lo que sefialan Simon y Tzur (2004, p.93), para el disefio de la THA
que sugerimos, se siguieron los supuestos que ellos consideran en la forma que a continuacion

se describe:

1. La generacion de una THA se basa en la comprension de los conocimientos

actuales de los estudiantes involucrados. Lo anterior nos los proporciond, en primer momento,
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la revision bibliografica en cuanto a concepciones y estrategias alrededor de la recta de mejor
ajuste y, en segundo momento, el analisis de dos pruebas diagnosticas.

2. Una THA es un vehiculo para el aprendizaje de la planificacion de determinados
conceptos matematicos. Aunque nuestro objetivo final de aprendizaje era la ubicacién de la
recta de mejor ajuste, durante la planeacion surgio la necesidad de abordar antes el concepto
de media.

3. Las tareas de mateméticas proporcionan herramientas para promover el
aprendizaje de determinados conceptos matematicos y son, por lo tanto, una parte clave del
proceso de instruccion. Herramientas computacionales como Geogebra y Fathom nos
permitieron disefiar actividades como las del Machin Machoén y Encontrando La Mejor Recta,
entre otras, las cuales facilitaron la exploracion de propiedades que presentan conceptos como
la media y la recta de mejor ajuste.

4. Debido a la naturaleza hipotética e inherentemente incierta de este proceso, el
profesor participa regularmente en la modificacion de todos los aspectos de la THA. De
acuerdo a las ideas discutidas y desarrolladas en actividades previas, constantemente se hacia
necesario un redisefio o ajuste de las actividades que venian y en el discurso de las mismas.

Pero siempre enfocados hacia el aprendizaje del concepto abordado.

De manera que en este apartado mostramos las conclusiones de esta investigacion que
incluye, como sugerencia, nuestra THA del tema que abordamos. Por lo que este apartado se
divide en dos partes: i) Una THA del concepto de Recta informal de mejor ajuste y ii) Formas
de razonamiento informal alrededor de la recta de mejor ajuste en estudiantes de octavo grado

al finalizar la implementacion de la THA.
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5.1. Una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje del concepto de Recta de Mejor Ajuste

Informal.

Convenimos en que considerar la recta como un modelo para la asociacion lineal entre dos

variables, deberia ser el resultado de un razonamiento previo en tareas que involucren:

i. Variabilidad en un conjunto de datos.

ii. Prediccion de un nuevo valor en un conjunto de datos.
iii. Analisis univariado alrededor de la media.
iv. ElI reconocimiento de la existencia 0 no de una asociacion entre dos variables
cuantitativas.

v. La prediccion local del valor de la variable respuesta.
vi. La prediccion global que conlleve a la forma que “resume” la asociacion entre las dos
variables, en este caso, la recta.

vii. La exploracion de la recta que mejor se ajusta a la nube de puntos.

Para el desarrollo de la lista anterior, la THA que se propone consta de dos fases

principales como se muestra en la Figura 84:
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Objetivo de

aprendizaje
Recta de mejor
- o

Fase 2- Analisis
bivanado: La recta de
mejor gjuste

Fase 1- Andlisis
univariado: La media
como un predicior

Figura 84. Fases de la THA propuesta del concepto de Recta Informal de Mejor Ajuste

A continuacion, la justificacion y descripcion de las fases. Al finalizar cada fase, en una
tabla resumen, se definen unos objetivos especificos, analisis claves, conceptos claves,
hipotesis de razonamiento, actividades y herramientas de apoyo (applet, software,...) para el

desarrollo de las mismas.

5.1.1 Fase 1: Analisis de conjuntos de datos univariados alrededor de la media. ¢Por qué

partir del analisis de un conjunto de datos univariados con un enfoque hacia la media?

En un problema bivariado, en donde se refleja graficamente una tendencia lineal, una tarea
interesante seria resumir ese conjunto de datos en una recta, la mejor ¢pero como encontrar

esa recta y qué caracteristicas o propiedades tiene que la hacen Unica?

La idea de encontrar un modelo en el plano que resuma un conjunto de datos,
representados graficamente, guarda una similitud con el analisis que se podria hacer en el

caso univariado.
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De manera que responder a la pregunta inicialmente planteada es equivalente a responder
¢Qué se podria extraer de un andlisis univariado que facilite la extension a un analisis

bivariado? A continuacion el desarrollo de los items de la lista anterior asociados a la Fase 1.

i. Variabilidad en un conjunto de datos. El hecho de observar datos dispersos en un gréfico
bivariado se debe a la variabilidad, es por eso que en un gréfico de dispersion a un valor de la
variable explicativa le pueden corresponder diferentes valores en la variable respuesta; es
decir, el determinismo matematico no existe. Por lo anterior se tiene una primera respuesta: la
variabilidad, ¢por qué una medicidn en x puede tener muchas mediciones en y? Lo anterior
puede abordarse desde el caso univariado, por ejemplo, cuando se mide una variable en una
poblacion que presentan caracteristicas comunes ¢por qué el valor de la variable no es la
misma en todos los individuos si se miden bajo las mismas condiciones, inclusive en el
mismo individuo? Un primer acercamiento, que consideramos genera una mayor aceptacion
sobre la variabilidad, puede aprovecharse con la Actividad 0 “Obteniendo datos del curso al
que pertenezco”, puesto que los estudiantes no solo abordaran datos reales, sino tomados por

ellos mismos.

ii. Prediccion de un nuevo valor en un conjunto de datos. En el caso bivariado se sabe que la
mejor recta nos permite encontrar las mejores predicciones y, en el univariado, un buen
predictor es la media. Por lo que la segunda respuesta es resumir. Un mayor aprovechamiento
de la Actividad 0 puede darse en este momento al pedirle a los estudiantes hacer sus primeras
predicciones. Lo anterior permitira conocer sus intuiciones, concepciones y estrategias para el
desarrollo de esta tarea, inclusive sus conocimientos previos sobre medidas de tendencia

central, es decir, si asumen la media, mediana 0 moda como una prediccion.
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iii. Analisis univariado alrededor de la media. Respecto a resumir, muchas rectas podrian
resumir un conjunto de datos bivariados, pero solo existe una con caracteristicas o

propiedades que la hacen la mejor, como las que se mencionan a continuacion:

e La suma de las desviaciones de los puntos a la recta es cero.

eLa suma de los cuadrados de las distancias verticales de los puntos observados a la recta
es la més pequefia. Es decir, la recta es la méas cercana a todos (en términos de la distancia
vertical al cuadrado) y cada uno de los puntos.

e Permite encontrar la mejor prediccion.

De lo anterior, si se hiciera una analogia con el analisis univariado, la recta de mejor ajuste

también podria llamarse de alguna manera como “la recta media”. \/eamos por qué.

Imaginemos un conjunto de datos univariados, es decir, varias medidas de una sola
variable, por ejemplo la estatura de los estudiantes, hombres, de un curso de octavo grado.
Imaginemos también que queremos resumir ese conjunto de datos en un solo valor, a uno
muy bueno que permita predecir la estatura del estudiante nuevo que esta préximo a ingresar
al curso, sin ser deterministas claro, es decir, considerando también la variabilidad alrededor
de ese valor. Un buen predictor, en el andlisis univariado, es la media? que cumple con

algunas propiedades, por ejemplo:

? En algunos casos un mejor valor corresponde a la Mediana debido a que es més robusta frente a valores
atipicos. Para intereses propios, como lo que queremos considerar es la Media, tendremos que “negociar” con los
estudiantes qué hacer con esos valores atipicos.
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¢ Es un valor que se encuentra entre los valores extremos del conjunto de datos.
e La suma de las desviaciones a la media es cero.
e La suma de los cuadrados de las distancias de los valores observados a la media es mas

pequefia que para cualquier otro valor.

Actividades como la 1.1 y 1.2, “El Machin Machon”, permiten abordar estas propiedades y
algunas caracteristicas de la media. Por ejemplo, la Actividad 1.1, en la Situacion A:
Repartiendo Caramelos, permite acercarse a la media desde un punto de vista justo o
equitativo; mientras que la Situacién B: Balanceando el Machin Machén, como un punto de
equilibrio o balanceador. Esta Gltima situacion, permite ademas explorar la propiedad de
media respecto a la suma de las desviaciones. Por otra parte, la Actividad 1.2 permite la
exploracion de la propiedad de la media respecto a la suma de los cuadrados de las distancias.
Para el desarrollo de estas actividades se necesita de programas como Geogebra y Fathom,

respectivamente.

En la Tabla 62 se define el objetivo de la Fase 1 asi como su posible desarrollo en cuanto a

la secuencia de instruccion.



Tabla 62.

Fase 1 de la THA propuesta para la Recta Informal de Mejor Ajuste
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Interpretaciones y

Hipdtesis de

Fase e(s);?égit;;i:%((ss)) d’z:\tr;?(lz:;?:s) conceptos claves para razonamientos de los  Actividad(es) '?S';rdrsrgéir;,?
desarrollar estudiantes
*Proceso de
generacion de
datos
*Examinar la
variabilidad + La forma en que se
*Prediccion  de distribuyen los datos serén
«Caracterizar |1 NUEVO valor similare_s,si el proceso de
a la media *Significado de generacion de datos se .
como ol la medla_ como repitiera, no  exactos -Un'dato representativo
1 mejor un valor justo y debido a la \{arlabllldad pod_rla ser: El que més se
Andlisis de representant como un punto -Un_ buen predictor en un repite, el mayor, el
conjuntos e en  un de equilibrio. conjunto de datqs menor, el que estd en
de datos conjunto de Propiedades y univariados es la media medio del mayor y el Actividad 0 Geogebra
S Caracteristicas * La suma de las menor, la media, la - ", Fathom
e del di desviaciones sobre la mediana Actividad 1.1
alrededor  <Explorar las ¢lamedia . Actividad 1.2
de lamedia propiedades ° Resumir el media es cero -Ar_nenosquesehag_ala
conjunto de *La  suma de los medida, no es posible
?:/aracteristica datosayno solo Cl_JadraQOS de las hacer una prediccion
s de lamedia (12 Media) distancias de los valores

*Prediccion de
un nuevo valor
(se espera uno

cercano a la
media 0
inclusive la

misma media)

observados a la media es
la mas pequefa
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5.1.2 Fase 2: Analisis de conjuntos de datos bivariados alrededor de la recta informal de
mejor ajuste. En un analisis unidimensional, la media resulta ser la mas cercana a todos los
valores. y es precisamente esta idea clave la que se pretende extender a un anélisis bivariado
en la THA que acé se propone, pues de alguna manera este hecho esté asociado al criterio de
minimos cuadrados (ver Figura 85) que permite encontrar la recta que mejor se ajusta, es

decir, la mas cercana simultdneamente a todos los puntos.

. f . 7
El profesor Moore v la natacion Dot Piot| & El profesor Moore v la natacion Scatter Piot| & |
180
155
o 150
c 145
Q
= ‘5 140
=]
8B 135
=
8 130
125
340 344 348 352 356 340 344 M8 352 356
Minutos Minutos
Movable line is at 34,57 = Pulzsaciones = -13,23Minutos + 598,56
Sum of squares = 4,055 Sum of squares = 134 2

Figura 85. Representacion criterio de minimos cuadrados para el caso univariado y bivariado

Las investigaciones muestran que esa recta no es tan intuitiva para los estudiantes (por
ejemplo, Casey, 2015) pero si podria serlo el valor de la media como un dato representante o
un punto de equilibrio o central, en el caso univariado. Por ejemplo, en los resultados de las
pruebas diagndsticas que hicimos, en la tarea de predecir el valor de la variable respuesta fue
natural para los estudiantes tomar la media de los “vecinos cercanos”, es decir, un problema
bidimensional quedd reducido a uno unidimensional. De manera que la extension del papel de
la media y sus propiedades, en el caso univariado, al caso bivariado es viable en la THA que

aca se sugiere.
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Continuando con la THA, es momento de pasar al caso bivariado. Ahora los estudiantes se
veran enfrentados a dos variables en donde, en la mayoria de los casos, una se relaciona con la
otra. Es importante que las ideas desarrolladas en la Fase 1 como el proceso de generacion de
datos, datos extrafios, la variabilidad y la distribucion de los mismos, se continten discutiendo
también en esta fase. Una discusion alrededor de lo anterior se permite en la Actividad 2,
“Actividades del profesor Gabo”, y en primera instancia con la situacion “De la casa a la

universidad”.

A continuacién el desarrollo de los items de la lista asociados a la Fase 2.

iv. ElI reconocimiento de la existencia 0 no de una asociacion entre dos variables
cuantitativas. Al igual que en la Fase 1, se hace necesario conocer las intuiciones,
concepciones o estrategias de los estudiantes en tareas de prediccion, ahora con dos variables.
De acuerdo a lo desarrollado en la Fase 1, es natural que, en el caso bivariado, los estudiantes
adopten, como solucion inmediata, la media como una forma de predecir. Una exploracion
alrededor de lo que mencionamos es posible en la siguiente situacion de la Actividad 2,
“Practicando natacion”. ;Continuaran asumiendo la media para cualquier numero de
predicciones? Si no se es consciente de que existe una relacion entre las dos variables, la
respuesta es si y es por eso que se propone la Actividad 3 que tiene como objetivo explorar la
relacion entre dos variables cuantitativas, puesto que si siguiéramos en el mismo proceso de
sacar la media, obtendriamos el mismo valor siempre, lo que no resulta muy coherente si

existe tal relacion.

Por otra parte, hasta el momento los datos han sido visualizados en tablas, pero la

Actividad 3 nos permite ir un poco mas alla para acercarnos a otra forma de representacion
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como lo es el diagrama de dispersion, ya que se les incita a los estudiantes a graficar las dos
variables en un solo grafico con ayuda de Fathom. Dado lo anterior se podria discutir sobre

como se refleja en este gréafico la relacion entre las dos variables y que tipo de relacion tienen.

Gréficos de dispersion (Datos apilados verticalmente)

v. La prediccion local del valor de la variable respuesta. Si la THA que proponemos es
viable hasta el momento, los estudiantes toman la media como una forma de prediccion
también en el caso bivariado. Para ratificar lo anterior se propone la Actividad 4, “Nivel de
ruido”, en donde los estudiantes tendrdn acceso a los datos bajo dos representaciones, en
tablas y en diagramas de dispersion. Asi mismo se continuara con la tarea de prediccion,
primero con los datos representados en tablas y en seguida sobre diferentes diagramas de
dispersion para validar sus predicciones, es decir, si bajo esta representacion sus predicciones

son coherentes respecto a los datos dados.

Los diagramas de dispersion en la Actividad 4 parten con dos puntos y van aumentando
paulatinamente pero siempre conservando una caracteristica, que son datos apilados
verticalmente. Lo anterior para tener un mayor aprovechamiento de la media como un
predictor, es decir, se podria prever que al momento de reducir un diagrama de puntos
apilados de esa manera, los estudiantes le den un tratamiento a cada pila de datos como lo
hacian en el caso univariado, reduciendo cada pila a un solo valor, la media. Si lo anterior es
viable, nos encontramos ahora frente a un nuevo grafico de dispersion de puntos no apilados
que, a su vez, permite generar las primeras discusiones sobre la forma que siguen esos puntos

y como predecir de manera general, tal como hacia donde va encaminada la Actividad 5.
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Gréficos de dispersion (Datos no apilados)

Vi. La prediccion global que conlleve a la forma que “resume” la asociacion entre las dos
variables, en este caso, la recta. En adelante, las actividades se basan sobre graficos de
dispersion de datos no apilados con caracteristicas diferentes: asociacion positiva, negativa,
ninguna asociacion, inclusive sin ningdn tipo de contexto con el fin de evitar concepciones de
tipo Causal (Estepa y Batanero, 1995). Por ejemplo, en la Actividad 5 queremos que los
estudiantes hablen en términos de “orden”, “alineados”, “recta” como formas que siguen los
puntos en un diagrama de dispersion donde se refleja una asociacién y ademas, cdmo esa
forma les permite predecir un valor de la variable respuesta para cualquier valor de la variable
explicativa. De manera que al igual que en la Actividad 4, en la Actividad 5 también se
presentan diferentes diagramas de dispersion que van aumentando el nimero de datos, esta
vez no apilados, hasta asemejarse a una recta, que es lo que buscamos. En ultimas lo que
pretendemos acé es extender lo que haciamos en el caso univariado: Resumir un conjunto de

datos a “una sola cosa” que nos permita predecir, que en ese caso esa “cosa” correspondia a la

media.

vii. La exploracién de la recta que mejor se ajusta a la nube de puntos. Bajo la hipotesis de
que los estudiantes asumen la recta como una forma reducida de un conjunto de datos
representados en un diagrama de dispersion y que dicha recta refleja la relacion entre las dos
variables, el objetivo proximo seria caracterizar la mejor recta. La Actividad 6, “Encontrando
la mejor recta”, se divide en dos partes. Con la primera parte, a través de un juego, lo que se
pretende es que los estudiantes empiecen a trazar sus primeras rectas. Aqui se evidenciaran

concepciones ya reportadas en investigaciones anteriores pero que se espera que los
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estudiantes vayan abandonando a medida que se desarrolla el juego y se discute con cada uno
de ellos. Al finalizar esta primera parte los estudiantes deberan emitir una forma para trazar la

recta que mejor se ajusta dado cualquier diagrama de dispersion.

La forma que ellos propongan se pondra a prueba con la segunda parte de la Actividad 6,
puesto que nuevamente trazaran la recta bajo su estrategia y ésta serd validada de acuerdo a
las propiedades que cumple la mejor recta que, en un principio, estan implicitas en el disefio

de la misma actividad. Aqui se espera que los estudiantes ratifiquen o mejoren su estrategia.

En la Tabla 63 se define el objetivo de la Fase 2 asi como su posible desarrollo en cuanto a

la secuencia de instruccion.
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Tabla 63.
Fase 2 de la THA propuesta para la Recta Informal de Mejor Ajuste
SENBE Interpretaciones y Hipotesis de . Herramien
) v : Actividad(
Fase - Anélisis de datos (claves) conceptos claves para  razonamientos de ta(s) de
especificos : es)
(s) desarrollar los estudiantes apoyo
*Proceso de generacion de «[os datos bivariados *Asumir la media de
datos pueden ser visualizados una de las variables o
Examinar la variabilidad en un diagrama de de todo el conjunto
*Reconocimiento de la dispersion de datos como una
asociacion, o no, entre dos <Los datos en un forma de predecir.
variables cuantitativas y el diagrama de dispersion *Negacion de una
tipo de asociacion consisten en las medidas asociacion entre dos
9 Extender  <Representacion de los de dos atributos de un variables cuando esta
Anélisis las ideas dgtos en un grafico de namero de casos es ~ inversa,
de desarrollad dispersion -_Cada punto en un -_Concepc10nes de
conjuntos as en la <Discutir el signiﬁcla_do de d_|ag_ra}ma de dispersion tipo causal y Iocql N
de  datos Fase 1 al cgda pu_rllto en un grafico de significa un _solo caso para predeplr Act!v!dadZ
bivariado  °2° . dispersion cuyas medldas_ se *La recta que mejor Act!v!dad 3
s bivariado  <Prediccion local del valor indican por su ublcaC|_on se ajusta a una nube Act!v!dad 4 Geogebra
alrededor  P2"@ de la var_iable respuesta con respecto a los ejes del puntos es: la que Act!v!dad 5
de la recta encontrar sopre gréflc_os con datos °El .hecho de que una mMas puntos toca, la Actividad 6
informal !a recta apilados verticalmente med!da_en la varlat_)le que deja igual
de mejor qurmal de sResumir el grafico de expl!catlva tenga varias numero de puntos a
ajuste mejor dispersion ~ de  datos medidas en la variable lado y lado de la
ajuste apilados (es posible que respuesta se debe a la recta, la mas cercana

encuentren la media para
cada pila de datos o un
valor entre los datos de
cada pila)

*Discutir sobre la forma o
tendencia que siguen los
puntos en un grafico de

variabilidad

*La forma, tendencia o
patrén de los conjuntos
de datos apilados, 0 no
apilados, describen una
asociacion y el nivel de
asociacion, entre los dos

a los puntos, la que
une el primer vy
altimo punto...
*Dada la recta que
mejor se ajusta a una
nube de puntos, la
prediccién se ubica
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dispersion.

*Discutir sobre una
prediccion general: una
forma que resuma el
conjunto de datos (se

espera las primeras
discusiones alrededor de la
recta)

eCaracterizar la recta de
mejor ajuste

*Discutir sobre como usar
la recta para predecir un
valor para cualquier valor
de la variable explicativa

variables.

+Si la relacion es de tipo
lineal, el conjunto de
datos se puede resumir a
una recta
*La recta de mejor ajuste
se  caracteriza  por
cumplir ciertas
propiedades

*La recta puede ser
utilizada para hacer
prediccion.

sobre la recta 0 muy

cerca de la

recta.
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5.2. Formas de razonamiento informal alrededor de la recta de mejor ajuste en

estudiantes de octavo grado al finalizar la implementacion de la THA.

Se podria decir que todos los estudiantes terminaron por asumir, en el caso univariado, a la
media como un buen candidato para hacer predicciones pero siempre de la mano de la
variabilidad, es decir, siendo un valor bastante preciso pero, no necesariamente, exacto. Por
otra parte, la mayoria de los estudiantes, a través de las actividades, caracterizaron la media
como un punto de equilibrio o balanceador, también como un valor justo y como un valor

muy particular, al presentar ciertas propiedades.

En cuanto al caso bivariado, la mayoria de los estudiantes reflejan una coordinacion entre
las dos variables al asociar expresiones como “al aumentar una variable aumenta la otra” con
una “relacion ascendente” y, de igual manera, “al aumentar una variable disminuye la otra”
con una “relacion descendente”. Asi mismo, el nivel de asociacion lo relacionan con la forma
que siguen los puntos, siguiendo un “orden” o reflejando, de manera global, una linea recta.
En este mismo aspecto, en la entrevista final, se evidencié un buen grado de aceptacién en
cuanto al grosor de la nube de puntos, es decir, si esta es mas “flaca” el nivel de asociacion es
maés fuerte. Respecto a prediccion, a menos que se les sugiera trazar la recta, los estudiantes
reflejan una concepcidn local al predecir observando los valores de los vecinos cercanos pero,
a su vez, reflejan una vision global de los datos para que sus predicciones sean coherentes con

el tipo de relacion que tienen las variables.

Por lo que corresponde a la ubicacion de la recta de mejor ajuste, al finalizar la trayectoria,
la mayoria de los estudiantes le atribuyen a esta recta caracteristicas como: se ubica entre los

puntos, refleja la relacion entre las dos variables y es la méas cercana a los puntos. Aunque se
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cuestiond sobre qué entendian por cercania 0 a qué se referian con esa expresion, sus
respuestas fueron practicamente nulas o evasivas, es decir, aunque, tanto en el caso univariado
como en el caso bivariado, los estudiantes evidenciaron que las sumas de los cuadrados de las
distancias a la media y a la recta, respectivamente, es minima, ese hecho no les dio luz de que
nos encontrabamos ante el valor y la recta mas cercana a todos y cada uno de los datos. Por lo
que bien vale la pena seguir investigando en este aspecto: ¢Qué comprenden o a qué le

atribuyen los estudiantes el término “cercania”? ;Coémo miden esa cercania?

Finalmente, un componente que siempre estuvo presente a lo largo de la THA fue la
variabilidad. Lo anterior se evidencié cuando, dada la recta de mejor ajuste, se les pedia
predecir. La mayoria de los estudiantes emitian sus predicciones muy cerca de la recta y los
que ubicaban sus predicciones sobre la recta, de igual manera, adicionaban “0 muy cerca de la
recta”. La justificacion fue la variabilidad, como si asumieran que sobre la recta seria el valor
exacto pero que, debido a la variabilidad, no necesariamente tenia que ser asi. Es decir, en el
momento de predecir, la confrontacion: cercania vs variabilidad, aparecia como una manera

de controlar la variabilidad como “no podemos ser tan exactos pero si muy cercanos”.

5.3. Limitaciones y sugerencias para futuras investigaciones

Como ya lo hemos mencionado, los estudiantes que participaron en el desarrollo de esta
investigacion fueron estudiantes que previamente no habian recibido ningun tipo de
formacion en cuanto a recta y ecuacion de la misma. Lo anterior lo asumimos desde un
principio cuando elegimos nuestra muestra para llevar a cabo esta investigacion, puesto que
queriamos ver esas formas de razonamiento en ausencia de métodos matematicos como lo es

la recta y su ecuacion. Sin embargo, al igual que lo sefiala Casey (2015) seria interesante
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mirar y confrontar esas formas de razonamiento covariacional cuando esos métodos

matematicos ya hacen parte del conocimiento informal de los estudiantes.

Por otra parte, como vimos, tanto en el caso univariado como en el caso bivariado, se
explor6 una de las propiedades de la media y de la recta, respectivamente, que consistié en la
suma de los cuadrados de las diferencias y se explord cuando esta suma era minima. Los
estudiantes a través de las simulaciones dieron cuenta que esta suma era minima cuando se
hacia sobre la media y sobre la recta de mejor ajuste, sin embargo no es fécil relacionar este
hecho con el término de cercania. Por lo que seria pertinente abordar méas sobre qué

entienden, cdmo asumen, 0 cOmo miden esa cercania.

Consideramos que el hecho de empezar con un analisis univariado alrededor de la media y
sus propiedades nos permitié extender caracteristicas como “cercania” y “entre” al caso
bivariado. Sin embargo en algunos casos, cuando los datos eran tabulados, el célculo de la
media se convirtié en una salida para hacer prediccion sin contar con la relacion implicita de
las dos variables medidas. Por lo que se hace necesario trabajar mas en problemas donde los
estudiantes tengan que pasar de una representacion a otra para no perder el hilo conductor
cuando se vean enfrentados a datos representados en forma tabular como ocurrié en un item

de la prueba final.

Otro aspecto en el que se hace importante profundizar es la confrontacion que se presentd
en nuestros estudiantes entre cercania vs variabilidad, en el caso univariado esta confrontacion
se evidencidé en estudiantes que asumian un intervalo como un predictor, y en el caso

bivariado cuando, teniendo la recta de mejor ajuste, la ubicaban timidamente tan cerca de la
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recta como pudieran, como si ese nuevo dato se obligara a pertenecer al conjunto de datos

inicial. De manera que seria bastante interesante profundizar en este aspecto.

Finalmente la THA, alrededor de la recta informal de mejor ajuste, que aqui se propone es
solo una de las muchas que se podrian dar en una clase normal. Por el momento, esta THA
provee a los profesores en ejercicio de actividades para que lleven a sus estudiantes a un

primer acercamiento previo al futuro abordaje formal de la recta de mejor ajuste.
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Apéndices
Apéndice A: Prueba Diagnostica 1. Interpretando gréaficos

Prueba Diagnostica 1
Institucion Educativa San Francisco
Octavo grado

Nombre: Cadigo:

Interpretando gréaficos
Para cada una de las siguientes preguntas escoge la opcién que consideres que mejor describe

lo que se muestra en el respectivo grafico. Justifica la opcidn que escojas.

Gréfico A. Estatura (en cm) y peso (en kg) de 30 nifios de un curso de octavo grado entre 12

y 13 afios. Cada punto del plano se corresponde con la altura y el peso de un estudiante del

grupo.

Estatura_Peso [ Scatter Piot | 3 ]
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1. Respecto a la relacion entre la estatura y el peso de un nifio entre 12 y 13 afios se puede

concluir que

a. los estudiantes con menor estatura tendran un peso mayor.

b. los estudiantes con mayor estatura tendran un peso mayor.

C. un estudiante con determinada estatura puede tener mas de un peso.

d. no es posible establecer una relacion entre la estatura de los estudiantes y el peso.

e. Otraopcion ¢cuél y por qué?

2. Para un estudiante que mide 154 cm, se puede predecir que su peso, aproximadamente,

a. esded4kg

b. esde 46 kg

c. estidentre 44 kg y 46 kg

d. El gréfico no proporciona informacion para predecir ese valor.

e. Otraopcion ¢cudl y por qué?

3. Si alguien te pregunta “;cudnto podria pesar un estudiante que mide 151 cm?” Y
tuvieras que dar un solo valor ¢cual de las siguientes opciones escogerias? (Nota: Para
151 cm el gréfico proporciona los siguientes cinco valores (en kg), aproximadamente:

45,24; 45,02; 44,50; 44,34 y 43,80).

f. 45,24 kg porque es el mayor valor.
a. 43,80 kg porque es el menor valor.

b. 44,50 kg porque esta “en el medio” de los cinco valores.
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c. 44,58 kg porque es el valor promedio de los cinco valores.

d. Otraopcion ¢cudl y por qué?

Grafico B. Afio y tiempo (en segundos) de los medallistas olimpicos (hombres) en atletismo
en los 100 metros planos. Cada punto del plano se corresponde con el afio y el tiempo en

correr 100 metros planos.

Oro i masculino [ Scatter Piot| & ]
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4. Respecto a la relacion entre el afio y el tiempo en que tardan en correr 100 metros planos

los medallistas olimpicos, se puede concluir que

a. el tiempo en el que los medallistas olimpicos corren 100 metros planos ha
disminuido a lo largo del tiempo.
b. el tiempo en el que los medallistas olimpicos corren 100 metros planos ha

aumentado a lo largo del tiempo.
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c. el tiempo en el que los medallistas olimpicos corren 100 metros planos no ha
cambiado a lo largo del tiempo.

d. No es posible establecer una relacion entre el afio de los juegos olimpicos vy el
tiempo en que tardan los medallistas olimpicos en correr 100 metros planos.

e. Otraopcion ¢cudl y por qué?

5. Debido a la primera y segunda Guerra Mundial, los juegos olimpicos no se celebraron en
los afios 1916, 1940 y 1944. De acuerdo a lo que se observa en el Grafico B, si se
hubieran realizado los juegos olimpicos para el afio 1944, se puede predecir
aproximadamente, que el tiempo que hubiera tardado el medallista olimpico de ese afio

en correr los 100 metros planos

a. esde 10,47 segundos.

b. esde 10,30 segundos.

c. estd comprendido entre 9,63 y 12 segundos.

d. El gréfico no proporciona informacién para predecir ese valor.

e. Otraopcion ¢cudl y por qué?

Gréfico C. El profesor Moore y la natacién. He aqui los tiempos (en minutos) que tarda el
profesor Moore en nadar 1800 metros y su ritmo cardiaco después de bracear (en pulsaciones
por minuto) en 23 sesiones de natacion. Cada punto del plano se corresponde con el tiempo en

nadar 1800 metros y el ritmo cardiaco.
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El profesor Moore vy la natacion Scatter Plot | 3 ]
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6. Respecto a la relacion entre el tiempo que tarda el profesor Moore en nadar los 1800

metros y su ritmo cardiaco, se puede concluir que

a. un numero mayor de pulsaciones indica que el profesor Moore tardd mas tiempo
en nadar los 1800m.

b. entre méas tiempo tarde el profesor Moore en nadar los 1800m su rimo cardiaco
sera mayor.

c. un nimero menor de pulsaciones indica que el profesor Moore tardd menos
tiempo en nadar los 1800m.

d. entre menos tiempo tarde el profesor Moore en nadar los 1800m su ritmo cardiaco
sera mayor.

e. Otraopcion. ¢cual y por qué?
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7. Juan, un alumno del profesor Moore, asegura que si para la siguiente sesion el profesor
Moore tarda 34,30 minutos en nadar los 1800m, entonces su ritmo cardiaco serd de 152
pulsaciones por minuto, aproximadamente. Respecto a la afirmacion que hace Juan, td

estarias

a. de acuerdo ya que para 34,30 minutos le corresponde exactamente 152
pulsaciones.

b. en desacuerdo, ya que el grafico no me proporciona informacion para ese valor.

c. deacuerdo, ya que el grafico me proporciona informacion para predecir ese valor.

d. endesacuerdo, ya que la Unica manera de saber esa informacion es que el profesor
tarde exactamente 34,30 minutos en nadar los 1800m.

e. Otraopcion ¢cudl y por qué?

8. Maria, una alumna del profesor Moore, asegura que es posible predecir el ritmo cardiaco
del profesor Moore para cualquier tiempo, comprendido entre 33,8 y 36,2 minutos, que

tarde en nadar los 1800m. Respecto a la afirmacion que hace Maria, td estarias

a. de acuerdo, ya que para cualquier tiempo se puede tomar un valor cercano a éste y
observar el correspondiente nimero de pulsaciones, el cual sera muy similar al
que se busca.

b. en desacuerdo, porque para algunos valores de tiempo el grafico no muestra el
correspondiente nimero de pulsaciones.

c. de acuerdo, ya que se puede establecer el aspecto general de la relacion entre las

dos variables.
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d. en desacuerdo, ya que no se puede establecer el aspecto general de la relacion
entre las dos variables.

e. Otraopcion ¢cudl y por qué?

Se les pidio6 a cuatro estudiantes que trazaran una recta sobre el Gréafico C teniendo en cuenta
que la recta se ajustara de la mejor manera a los datos del gréfico. Las siguientes gréaficas

muestran la respuesta de los cuatro estudiantes.
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9. Respecto a lo solicitado en la tarea, ti estarias

[Justifica tu respuesta]

a. Susana
b. Julieta
c. Pablo
d. Felipe

e. Otra opcion (traza tu recta y justifica)

El profesor Moore y la natacion
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de acuerdo con la recta trazada por

[ Scatter Piot | & ]
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Gréfico D. Algunos estudiantes estaban haciendo un proyecto sobre el ruido, de manera que

visitaron 6 salones de clase diferentes y midieron el nivel de ruido en la clase con un medidor

de sonido. Ademas contaron el nimero de personas que habia en cada salon de clase en el

momento de la medicion.
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10. Escoja la opcion que mejor describe el gréafico anterior y justifique su eleccion.

a. Entre mas personas haya en un salén de clases el ruido sera mayor.
b. Entre mas personas haya en un saldn de clases el ruido sera menor.

c. El grafico muestra que el nivel del ruido no esta relacionado con el nimero de

personas en la clase.
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d. El gréafico no proporciona informacion para establecer si existe una relacion o no
entre el nimero de personas en un salén de clases y el nivel de ruido.

e. Otra opcion ¢cudl y por qué?

Grafico E. Peso del cerebro y el coeficiente intelectual (CI) de 20 mujeres. El peso del
cerebro se determind mediante una imagen obtenida por resonancia magnética (IRM). Cada

punto del plano se corresponde con el peso del cerebro vy el coeficiente intelectual.
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11. Respecto a la relacion entre el peso del cerebro de una mujer y su coeficiente, se puede

concluir que
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a. las mujeres que tienen un cerebro con mayor peso tienen un coeficiente
intelectual mayor.

b. las mujeres que tienen un cerebro con mayor peso tienen un coeficiente
intelectual menor.

c. no existe una relacion entre el peso del cerebro de una mujer y su coeficiente
intelectual.

d. El grafico no proporciona informacion para establecer si existe una relacion o
no.

e. Otraopcion ¢cudl y por qué?

Se les pidio6 a cuatro estudiantes que trazaran una recta sobre el Gréfico E teniendo en cuenta
que la recta se ajustara de la mejor manera a los datos del gréfico. Las siguientes gréficas

muestran la respuesta de los cuatro estudiantes.
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12. Respecto a lo solicitado en la tarea, tU estarias de acuerdo con la recta trazada por

[Justifica tu respuesta]
a. Susana
b. Julieta
c. Pablo
d. Felipe

e. Otra opcion (traza tu recta y justifica)
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Apéndice B: Prueba Diagnostica 2. Prediccion y tendencia

Prueba Diagnostica 2

Colegio:

540 960

580 1000

Octavo grado

Nombre:

Cadigo:
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Prediccién y tendencia

Responde cada una de las siguientes preguntas CON BASE EN LO QUE SE MUESTRA EN

EL RESPECTIVO GRAFICO.

1. Observa los graficos A, B, y C y ubica sobre el respectivo grafico el valor de Y que

corresponde al valor de X que se te da. Justifica tu respuesta.

Grafico A [Scatter piot [ 3 X=22 Justificacion:
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Gréfico € [Scatter Piot [ 7] X=80 Justificacion:
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2. Observa los siguientes diagramas (A, B, C y D) y ordénalos de mayor a menor de acuerdo a
la intensidad de la asociacion entre las variables x e y. Pon en las siguientes lineas el orden

que ta consideres.
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3. Algunos estudiantes estaban haciendo un proyecto sobre el ruido, de manera que visitaron 6
salones de clase diferentes y midieron el nivel de ruido en la clase con un medidor de sonido.
Ademas contaron el nimero de personas que habia en cada salon de clase en el momento de la
medicién. Los datos se muestran en la siguiente tabla y se visualizan en el Gréafico D, donde

en el eje x estd el numero de personas y en el eje y el nivel de ruido.

E Grafico D [ Scatter Piot| & ! E
: 80 :
E 1 . Jiv F E
| Salén Nuimero de Niv f'l de 70 p |
i personas ruido 60 D !
: A 24 50 25 A B
1 26 50 € |
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| E 24 30 2 <
i F 29 70 b ;
: 0 :

Tabla y Gréafico D para el problema 3.

3a. A Juan le correspondia medir el nivel de ruido para un salén con 28 personas y por alguna
razon no pudo hacerlo. Con base en el Grafico D ¢Cual crees que sea el nivel de ruido para el

salon que le correspondié a Juan? Explicale a Juan cdmo encontraste ese valor.

3b. Te han invitado a participar en este proyecto para el cual se te ha pedido predecir el nivel
de ruido para un salon con 25 personas. Observa el Grafico D y predice el valor que se te ha

pedido. Explica tu procedimiento.
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4. Pizzas Floridablanca ofrece a sus clientes 9 variedades de pizza. Para cada clase de pizza
se ha medido su contenido de grasa (en gramos) y calorias. Los datos se muestran en la
siguiente tabla y se visualizan en el Grafico E, donde en el eje x esta la cantidad de grasa y en

el eje y las calorias.
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Tabla y Gréafico E para el problema 4.

Gréfico E (scaterpiot 3] | 4. Traza la recta que mejor se ajusta
400 5 a los puntos G y B. Explica como la
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Grifico E (scanerpiot) 2] | 4D. Traza la recta que mejor se ajusta
400 a los puntos E, A 'y D. Explica como

380 la trazaste.

Calorias

] 10 12 14 18 18 20
Grasa

Grafico E ‘scamerroi3) | 4C. Traza la recta que mejor se ajusta

400 5 a los puntos F, G y B. Explica como
380 G ° la trazaste.
350 F
340
320
300
280
260
240

Calorias

2 10 12 14 16 18 20
Grasa

Gréfico E (scatterpiot 3] | 4d. Traza la recta que mejor se ajusta

400 5 a todos los puntos. Explica como la

o

380 G trazaste.
360 F
340
320
300

Calorias

8 10 12 14 16 13 20
Grasa

4e. ¢ Por que crees que la recta que trazaste en 3d es la que mejor se ajusta a los datos?
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5. En los siguientes graficos se muestra un conjunto de seis puntos y una recta que es la
misma para todos los gréficos y se asume que esa recta refleja el comportamiento de los seis
puntos. Ordena los gréficos de acuerdo al nivel de ajuste de la recta a los seis puntos, es decir,
el primer gréfico que escojas sera el grafico en el cual la recta se ajusta mejor a la nube de

puntos dada y el Gltimo que escojas, la que menos se ajusta. Explica la razén del orden dado.
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Pon en las siguientes lineas el orden que ti consideres.

. _,__,__ Explicacion:
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Apéndice C: Actividad 0. Obteniendo datos del curso al que pertenezco

Actividad 0. Obteniendo datos del curso al que pertenezco

Colegio:

Octavo grado

Nombre: Cadigo:

Tomando y registrando datos

Dirigete con tu grupo de trabajo a cada uno de tus comparfieros de curso y preguntale o toma
la medida de cada uno de estos atributos: Nombre, Edad, Género, Peso y Estatura. Registra

los datos, inclusive los tuyos, en la siguiente tabla.

Edad Género Peso Estatura
(afios) (Fo M) (Kg) (cm)

Z
o

Nombre

OO |NO O WIN|F-
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20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

Registro de datos en una tabla en Fathom

Abre el software Fathom y selecciona “Collection”, aparecera una mano como si estuviera

“agarrando” ese objeto. Mueve la mano que ves hasta un espacio en blanco y da clic.

| File Edit Object Collection Window Help

- il S P 5 e A N

—-— e = = S ¥z
Collectiony Table Graph  Summary Estimate Test Model Slider Text
e

Aparecera una ‘“caja” que, por defecto, se llama “Collection 1”. Da doble clic sobre la caja y

cambia el nombre Collection 1 por Datos.
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| File Edit Object Collection Window Help

il s € o i A

Collection  Table Graph  Summary Estimate Test Model Slider Text

i

A continuacion, vamos a registrar los datos que tenemos en una tabla. Da clic en la caja
“Datos”, para asegurarnos de que esta seleccionada (dentro de un marco azul), y enseguida
selecciona en la parte superior “Table”, y mueve la mano hasta un espacio en blanco de tu
pantalla y da clic. Enseguida aparecera una tabla llamada “Datos”. Si en lugar de “Datos” se

llama “no data” significa que no seleccionaste previamente la coleccion “Datos”.

Object Collection Table Window Help
= [ A1 {; ! A
T =

Collection %, Table Graph  Summary Estimate Test Model Slider Text

En la tabla en “<new>" escribe el primer atributo que tomaste, por ejemplo “Nombre”, y da
“Enter”. Repite lo anterior en cada <new> que va apareciendo hasta terminar con todos los
atributos que tomaste: Nombre, Género, Edad, Peso y Estatura. Si deseas modificar algun
nombre, solo da doble clic y cdmbialo. Enseguida registra debajo de cada atributo los datos

gue tomaste; extiende la tabla si deseas visualizar todos los datos.
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(J File Edit Object Collection Table Window Help

R i = I R e A |

Collection  Table Graph  Summary Estimate Test Model Slider Text
=
Datos
Datos
Hombre | Género Edad Peso Estatura
1 Juan M 12 S0 150
H Pablo
Il

Podemos también ponerle unidades a Peso y Estatura, por ejemplo, kg y cm, respectivamente.
Para lo anterior, sobre la tabla da clic izquierdo y selecciona “Show Units”. Enseguida
aparecera una fila en blanco llamada “units”. Debajo de peso escribe “kg” y debajo de estatura
“cm”. A continuacion se mostrara las unidades en todos los datos para estos dos atributos. Si
no deseas ver la fila de “units”, da clic izquierdo sobre la tabla y selecciona “Hide Units”.

J File Edit Object Collection Table Window Help

T i R P A |

Collection  Table Graph  Summary Estimate Test Model Slider Text
p ==
Datos
Datos
Hombre | Género Edad Peso Estatura
1 Juan M 12 50 kg 150 cm|
2 Pablo
=

Observa los datos y reflexiona sobre las siguientes preguntas:

1. ¢Cuantos estudiantes aparecen en los datos? ;Cuantas variables?
2. ¢Que nos dicen los anteriores datos sobre ese curso de octavo grado? Es decir, si tuvieras que

describir el curso a un amigo, quien no conoce el curso, ¢qué le podrias decir?
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Otra manera de visualizar los datos es a través de un grafico que nos ayudaria a responder

preguntas como ¢Qué edad tienen la mayoria de los estudiantes del curso? Para lo anterior,

selecciona en la parte superior “Graph”, muévelo hasta un espacio en blanco de la pantalla y

da clic. Aparecerd un recuadro en blanco. Enseguida selecciona “Edad” en la tabla vy,

manteniendo la seleccion, dirigete hasta el nuevo recuadro donde dice “Drop an attribute

here”.

ion  Graph  Window Help
KB

e ] A

Model Slider Text

Datos.

Datos Dot Plot /s

Género

Peso

Estatur,

10

11

12

13

14

15

16

17

18

M
M

M

M

!!!I!I!I!I!l!l!l!!!!l’

50

o H g H
100 105 110 115 120 125 130 135
Edad

Dado que cada grupo tomo6 las medidas de manera independiente, reflexiona sobre la

siguiente pregunta con el fin de llegar a un acuerdo y manejar los mismos datos de ahora en

adelante.

¢Por qué tenemos diferentes mediciones, en peso y estatura por ejemplo, para un mismo

estudiante? Y si tenemos que quedarnos con un solo valor ;con cual valor nos quedamos?

¢por qué? Discutelo con los demas grupos.

Imagina la siguiente situacion. Un nuevo estudiante (hombre) de 12 afios llega a este curso

¢podrias predecir su estatura? ;Como lo harias?
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5. Para fijar nuestra atencién en solo los estudiantes (hombres) de 12 afios, podriamos visualizar

los datos de la siguiente manera:

Crea un grafico y ubica Edad tal como lo hiciste en el punto f. A continuacion, selecciona

Estatura en la tabla y ubicalo en el grafico en el espacio donde se muestra a continuacion.

) File Edit Object Collection Table Window Help

i e Rt el A

Collection _ Table _ Graph _ Summary __ Estmate _ Test Mol Sider

Datos al Dot Plot| 5

Género | Edad Peso jold Shift key to force categorical; Cri key to force
uuuuuu

e S H H
RO 108 M0 1s 120 125 130 13s
N el e Edad

Obtendras el siguiente grafico

Datos Scatter Plot | % |
162
160 o
=]
158 o
=]
156 o
c Q
= 154 g
2 45
g 152 o
a1 150 o °
148 o
(=]
148 ]
(=] [=]
144
1424 o
1000 105 110 115 120 125 130 135
Edad

¢Cuantos puntos hay en el grafico y qué significa cada punto en el grafico? Explica y

discutelo con tus comparieros.

6. Como observaras, el nuevo grafico no nos dice cuéles medidas corresponden a los hombres y

cudles a las mujeres. Para saber cuéles pertenecen a hombres y cuales a mujeres, una manera
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de proceder es la siguiente: En tu tabla selecciona “Género” y “suéltalo” en el gréfico
previamente generado, tal como se observa en la siguiente imagen, es decir, en el plano

mismo, en ninguno de los ejes.

& File Edit Object Collection Table Window Help

2 e
Slider Text

Collection _ Table _ Graph _ Summary _ Estimate _ Test _ Model

Scatter PGS

Datos

Edad Peso | Estatur - Flold Shift key to force categorical; Cirl key to forc:
" ; ffnumeric

105 110 M5 120 125 130 1
Edad

Obtendras el siguiente gréfico

Datos Scatter Plot | 5 !

162
160
158
156
154
152 o
150 [
148
148
144
1421 =

100 10,5 11,0 11,5 120 125 130 135

Edad

Estatura
HEE O
EEE O

o EEE

Genero
o F m i

Describe lo que observas en el nuevo grafico.

7. Si te ubicas sobre uno de los puntos, observaras que aparece una flecha que lo sefiala, ademas
si das clic veras que el punto se pone en rojo y ademas se resalta en azul en la tabla. Si

quieres seleccionar varios puntos al tiempo, usa la tecla “Shift” y, manteniéndola oprimida,
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selecciona los puntos los cuales se irdn resaltando en tu tabla; asegurate de extender la tabla

hasta visualizar todos los datos.

@ File Edit Object Collection Graph Window Help
I B L > - Al

Collection  Table Graph  Summary Estimate Test Model Slider Text

L ==
Datos
Datos.

Genero | tasa | pess eemma | < S
F 1 a2 145, Datos [Scatter Pt [7)
F 1 4 147 180 o

" 13 50 125 158
F 12 4 146
L] 10 44 142
M 12 50 148
F 12 49 148 Jeg
" 12 49 149 144
F 13 50 152

F 1" 50 150
[ N ! Género
2@ s
1"

57 155|

@ o |~ @ o[ o]

10,0 10,5 1,0 11,5 120 125 130 135
Edad

=
s

L

13 F

Tomando en cuenta todo lo anterior, responde nuevamente la situacion planteada en el inciso
4: “Un nuevo estudiante (hombre) de 12 afios llega a este curso ¢podrias predecir su estatura?

(Cémo lo harias?”. Discute tu respuesta con tus comparfieros y explica como la obtuviste.

Apéndice D: Actividad 1 (Parte 1). El Machin Machdn
Actividad 1 (Parte 1). EI Machin Machén

Colegio:

Octavo grado

Nombre: Cadigo:

Situacion A: Repartiendo caramelos

Cierta cantidad de caramelos seran distribuidos entre ustedes. Registra en la siguiente tabla el

nombre, de acuerdo a la cantidad de caramelos que te correspondio.
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Nombre # de caramelos
6

NWNOO NP>

1. ¢Estas de acuerdo en que la distribucién de los caramelos es injusta? Explica por qué.

2. Considerando que la distribucién es injusta, da o recibe caramelos de tus compafieros hasta
que consideres gque todos tienen la cantidad justa de caramelos. Describe todas las acciones

que hiciste hasta lograr lo anterior.

3. Resuelto el item 2, ¢por qué crees que ahora todos tienen la cantidad justa de caramelos?

4. Como calcularias la cantidad justa de caramelos a partir de los datos presentados en la

tabla. Describelo.

Situacion B: Balanceando el Machin Machon

Dos nifios, Edinson y Gabriel, del mismo peso, se encuentran sentados a una distancia x;, x
metros, respectivamente, del extremo izquierdo de un Machin Machon en el cual desean

jugar. ElI Machin Machén tiene una longitud de 10 metros, bastante grande.
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1. Para cada una de los siguientes casos indique a qué distancia, del extremo izquierdo,
ubicarias el pivote para que el Machin Machon quede balanceado. Explica tu respuesta a tus

comparieros

Casoa.x; =0yx, =10

Casob.x; =2yx, =8
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Casoc.x; =3yx, =9

Casod.x; =2yx, =10

Caso e. ¢En general, qué tendrias en cuenta para ubicar el pivote, dado cualquier valor de x; y

x,? Explica tu respuesta.

2. En cada uno de los casos anteriores, ¢qué tan lejos esta cada nifio al pivote que ubicaste?

3. Ahora considera la siguiente situacion: Edinson se encuentra sentando a una distancia
x; = 4 metros del extremo izquierdo del Machin Machén y el pivote a 7 metros. ;A qué
distancia del pivote, ubicarias a Gabriel para que el Machin Machoén se mantenga balanceado?

Explica tu respuesta.
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PIVOTE

4. En general, ¢a qué distancia, del extremo izquierdo, ubicarias el pivote para que el Machin

Machon quede balanceado, dado cualquier valor de x; y x,? Explica tu respuesta.

5. Ahora imagina la siguiente situacion:

Tres nifios, Edinson, Gabriel y Cristian, del mismo peso, se encuentran sentados a una
distancia x,, x,, x5 metros, respectivamente, del extremo izquierdo de un Machin Machén de

diez metros en el cual desean jugar, como se muestra en la siguiente imagen.

Suponga que el primer nifio, Edinson, se encuentra sentado a un metro del extremo izquierdo
del Machin Machén, es decir, x; =1, el segundo, Gabriel, a tres metros del extremo

izquierdo, x, = 3y el tercero, a ocho metros, x; = 8.
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¢A qué distancia, del extremo izquierdo, ubicarias el pivote para que el Machin Machon

quede balanceado? Explica tu respuesta a tus comparieros y apunta la de tus comparieros.

6. Abre el archivo MachinMachon.ggb en donde visualizars la siguiente pantalla

m-
UbicacionPivote = 5.5

Da clic en el recuadro blanco “Mostrar Pivote” para visualizar el pivote. Selecciona el punto
rojo y, manteniendo la seleccion (u oprimiendo la tecla —), mueve el punto rojo y observa el
valor que va tomando “UbicacionPivote”. Detente cuando ese valor llegue hasta el valor que

diste en la pregunta anterior (5).

¢Quedo balanceado el Machin Machdn en el valor que diste? De no ser asi, explora con los

otros valores que dieron tus comparfieros.
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Si con tu valor, o los de tus compafieros, no has logrado balancear el Machin Machdn,
selecciona el recuadro blanco jEureka! y mueve libremente el pivote hasta que el Machin
Machén esté balanceado. Sabréds que estd balanceado cuando aparezca un simbolo verde en

los extremos del Machin Machon y la palabra “;Eureka!”.

Observa el valor que tom6 “UbicacionPivote” y reflexiona sobre como encontrar ese valor.

7. Cambia los valores de las casillas en blanco “Edinson x;, Gabriel x, y Cristian x3” los
cuales no deben exceder a 10 pues esa es la longitud del Machin Machén y repite lo que

hiciste en el punto anterior.

Observa el valor que tom6 “UbicacionPivote” y reflexiona sobre como encontrar ese valor.
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8. Repite muchas veces lo anterior hasta que encuentres un criterio, que funcione, para
encontrar la ubicacion del pivote dada cualquier posicion de los tres nifios en el Machin

Machon. Discute tu criterio con tus compafieros y muéstrales que si funciona.

9a. Volvamos al caso en que Edinson se encuentra sentado a un metro del extremo izquierdo
del Machin Machon, es decir, x; = 1, Gabriel, a tres metros del extremo izquierdo, x, = 3y
Cristian a ocho metros, x; = 8. (Qué tan lejos estad cada nifio del pivote en situacion de

equilibrio?

Para visualizar claramente las distancias, balancea el Machin Machén y observa que sale una
casilla llamada “ON”, a continuacion cambia “0” por “1” y responde qué tan lejos esta cada

nifio del pivote.



[ Jwoswarmom [ gurvran

‘I | énPivote = 4

9b. ¢(Qué notas en particular de las distancias de los nifios al pivote? Escribe una expresion

algebraica. Discutelo con tus comparieros.

10. Ahora considera la siguiente situacion:

Cambia los valores x4, x,, x5 por 2, 4, 1, respectivamente, y mueve el pivote hasta el valor de
5. Observaras que el Machin Machon no quedd balanceado. Sin mover el pivote, cambia el
valor de SOLO UNA de las casillas, x;,x, 0 x3, da Enter. Lo anterior hasta lograr que el

Machin Machon quede balanceado.

Nota: Asegurate que el recuadro “Eureka” esté chuleado.

¢ Qué puedes concluir de lo anterior?
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Apéndice E: Actividad 1 (Parte 2). Machin Machon
Actividad 1 (Parte 2). Machin Machon

Colegio:

Octavo grado

Nombre: Cadigo:

Balanceando el Machin Machon

Dos nifios, Edinson y Gabriel, del mismo peso, se encuentran sentados a una distancia x;, x
metros, respectivamente, del extremo izquierdo de un Machin Machdn en el cual desean

jugar. EI Machin Machén tiene una longitud de 10 metros.

Abre un nuevo documento en Fathom y crea una coleccion llamada “Machin Machén™.
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e Elabora una tabla con tres columnas: Nifio, Posicion, Distancia. En la columna “Nifo”
escribe en cada celda los respectivos nombres: Edinson y Gabriel. En la segunda columna
escribe x_1, para Edinson y x_2 para Gabriel.

e En la tercera columna vas a adicionar una formula de manera que cada vez que oprimas
“Ctrl+y” los valores de las distancias cambien entre 0 y 10. Para lo anterior, da clic derecho

sobre “Distancia” y selecciona “Edit Formula”; se abrira la siguiente ventana:

e 4
{_J) Formula for Distancia @
Al

Distancia =} |

Large :l
(Cellell+1=]
[ ])(5]6 J[= (< )| = Functions

Global Values
El Ieon Mames A
E":llzl i Measures

[ Cancel Apply oK

Aftributes are the names you can use in expressions. They refer to attributes in a collection.

e En el espacio superior en blanco escribe randominteger(10), luego da clic en “Apply” y en
seguida en “OK”. Verifica como cambian los valores en la tabla cada vez que das “Ctrl+y”.

Puedes adicionarle las unidades a Distancia, en meters.
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) File Edit Object Collection Window Help

Sow et e e A §

Collectiopn  Table Graph  Summary Estimate Test Model Slider Text
L ='= J
Ju—
Machin Machdn
Machin Machdn
Hifio Posicion | Distancia [ <ne
Edinson x_1 Tm
2 Gabriel x 2 im

Visualiza los datos en una grafica ubicando “Distancia” en el eje horizontal. Observaras que

los puntos son indistinguibles; para evitar lo anterior, selecciona “Posicion” y llévalo hasta

un espacio en blanco de la gréfica; veras como cada punto toma diferente forma, como se

muestra en la siguiente imagen.

) File Edit Object Collection Window Help

Collection  Table Graph

Summary

Estimate

Test

Model

A ==
—

Machin Machdn

Machin Machdn
Nifio Posicion | Distancia | <ne
Edinson ®_1 im
2 Gabriel x 2 1m

Dot Plot| 5 |

Machin Machdn

0 2 4 [ 8 10 12
Distancia (meters)

Posicidn

ax_1 mx 2

1. Encuentra qué valor deberia tomar el pivote, es decir la media, segun las posiciones que

tienes, para que el Machin Machén quede balanceado. Repite lo anterior cada vez que des

“Ctrl+y”.
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Ubica el valor de la media sobre el gréfico. Para lo anterior, da clic derecho sobre el gréafico y
selecciona “Plot Value”. En el espacio en blanco escribe mean(), en el paréntesis selecciona
en la parte de abajo el “+” junto a “Attributes” y selecciona con doble clic “Distancia”, dale
“Apply” y en seguida “OK”. Se visualizara una linea azul. Verifica que el valor donde se

ubica la linea azul corresponde a la media que tu ya habias calculado previamente.

J| File Edit Object Collection Window Help

Collection  Table Graph  Summary Estimate Test KModel Slider Text

=

Machin Machan . .
Machin Machdn Dot Piot| % |
Machin Machdn
Hifio Posicion | Distancia | <ne
1 Edinson  |x_1 7m
2 Gabriel ® 2 1m
| ] o

Descubriendo otra propiedad. Vamos a asociar cada distancia, del punto al valor donde se
ubica la media, con un cuadrado. Para lo anterior da clic derecho sobre el grafico y selecciona
"Add Movable Line", observaras que sale una linea color café. Hecho lo anterior, da clic
nuevamente sobre el grafico y selecciona “Show Squares”; extiende la grafica hasta visualizar

totalmente los cuadrados. Observa que, a diferencia de la linea azul, la café la puedes mover.
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(J/ File Edit Object Collection Window Help
KRG La EJ = A
odel

R == RN [
Slider Text

Estimate Test

Collection  Table Graph  Summary

) == |
| Dot Plot| 3

Machin Machan Machin Machén

Machin Machén

Distancia | <ne
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im

Hifio Posicidn
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2a. Describe cémo se forma cada cuadrado

2b. Describe la forma de calcular el area de cada cuadrado

2c. Describe qué significaria la suma de las areas de todos los cuadrados, “Sum of squares”

Mueve la linea café y observa cobmo cambia el valor de "Sum of squares" antes y después de

[ ]
la media (linea azul).

2d. ¢ Qué se puede decir del valor de "Sum of squares” cuando las dos lineas (la café y la azul)

coinciden? Plantea una conclusién de acuerdo a lo que observas en el gréafico.
3. Adiciona en la tabla una tercera fila con Cristian y x_3. Responde nuevamente el inciso 2.
4. Describe la propiedad de la media que acabas de observar.

Apéndice F: Actividad 2. Actividades del profesor Gabo
Actividad 2. Actividades del profesor Gabo

Colegio:
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Octavo grado

Nombre: Cadigo:

De la casa a la universidad

El profesor Gabo, quien vive a unos kilometros del campus universitario de la Universidad
Industrial de Santander, ha registrado durante 10 dias consecutivos, excepto uno, el tiempo en
minutos, que tarda conduciendo desde su casa hasta la universidad. En la siguiente tabla se

muestran los registros del profesor Gabo.

Tiempo
(minutos)
15.0
10.0
8.5

7.6
8.7
7.8
10.4
8.9
9.5

OO NOOTRIW|IN|F-

[EEN
o

la. Describe la distribucion de los tiempos que tarda el profesor Gabo conduciendo desde su

casa a la universidad. Explica por qué no se demora siempre la misma cantidad de tiempo.

1b. Como se observa, para el dia 4 no hay registro puesto que el profesor Gabo olvido
hacerlo. Ten en cuenta los valores de la tabla y predice el tiempo que tardd en llegar a la

universidad ese dia. Explica cbmo encontraste o calculaste ese valor.
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1c. Predice el tiempo que tardara el profesor Gabo para el dia 11, teniendo en cuenta el que

pusiste en el inciso b para el dia 4. Explica cdmo encontraste o calculaste ese valor.

Practicando natacion

El profesor Gabo, quien en su tiempo libre practica natacidon, ha registrado durante 23
sesiones consecutivas, el tiempo, en minutos, que tarda en nadar 1800 metros y su ritmo
cardiaco, en pulsaciones por minuto, una vez ha completado los 1800 metros. Los tiempos y

las pulsaciones se registran en la siguiente tabla.

Minutos Pulsacjones por
minuto
1 34 152
2 36 124
3 35 140
4 34 152
5 34 155
6 36 128
7 36 128
8 35 144
9 35 148
10 36 130
11 35 136
12 36 124
13 35 148
14 35 144
15 35 140
16 34 156
17 35 136
18 34 148
19 34 148
20 36 132
21 36 124
22 35 132
23 36 130
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2a. Predice el tiempo y las pulsaciones del profesor Gabo para la siguiente sesion. Explica tu

respuesta.

Abre un nuevo documento en Fathom y crea una coleccion llamada Practicando Natacion.
Elabora una tabla con los datos dados y, en seguida, dos graficos, uno para minutos y otro

para pulsaciones.

2b. Con base en los gréficos describe los tiempos y las pulsaciones del profesor cuando nada
los 1800 metros; hazlo de tal forma como si le estuvieras contando a un amigo, sin mostrarle

los datos, acerca de la actividad de natacion del profesor Gabo.

2c. Para cada uno de los graficos, ubica el valor de la media y comparalo con los que

encontraste en el inciso 2a. ;Qué tan cercanos son tus valores al de la media?

2d. ¢ Qué ventajas tiene asumir la media como predictor?

2e. Predice las pulsaciones si un dia, el profesor Gabo, completa los 1800 metros en 34

minutos. Explica tu respuesta.

Elabora una tabla para los casos en que se demora 34 minutos. Para lo anterior, selecciona en
el grafico de minutos los casos en que son 34; veras que en la tabla también se seleccionan.
Da clic derecho sobre uno de los casos que esté seleccionado, en la primera columna de la
tabla, y selecciona “Copy Cases”. En seguida, da clic en algiin espacio en blanco de la
pantalla y crea una nueva tabla. En “New” escribe “Minutos” (tal cual como lo tienes escrito

en la tabla) y da Enter, finalmente, da clic derecho y selecciona “Paste Text”.
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2f. Con los datos de esa nueva tabla, elabora un grafico para pulsaciones. Ubica el valor de la
media y compéralo con el que diste en el inciso 2e. ;Qué tan cerca estuvo tu valor al de la

media?

Apéndice G: Actividad 3. El profesor Gabo y la natacion

Actividad 3. El profesor Gabo y la natacion

Colegio:

Octavo grado

Nombre: Cadigo:

El profesor Gabo, quien en su tiempo libre practica natacion, ha registrado durante 23
sesiones consecutivas, el tiempo, en minutos, que tarda en nadar 1800 metros y su ritmo
cardiaco, en pulsaciones por minuto, una vez ha completado los 1800 metros. Los tiempos y

las pulsaciones se registran en la siguiente tabla.

. Pulsaciones
Minutos .

por minuto
1 34 152
2 36 124
3 35 140
4 34 152
5 34 155
6 36 128
7 36 128
8 35 144
9 35 148
10 36 130
11 35 136
12 36 124
13 35 148
14 35 144
15 35 140
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16 34 156
17 35 136
18 34 148
19 34 148
20 36 132
21 36 124
22 35 132
23 36 130

Abre un nuevo documento en Fathom y crea una coleccion llamada Practicando Natacion.
Elabora una tabla con los datos dados y, en seguida, dos graficos, uno para minutos y otro

para pulsaciones (o puedes usar el archivo de la Actividad 2).

la. Selecciona los cinco valores mas pequefios en "Minutos™. ;Qué ocurre en el grafico de

"Pulsaciones"?

1b. ¢Los valores que se ponen en rojo en el grafico de "Pulsaciones” son mayores, menores 0

iguales, comparados con los que seleccionaste en "Minutos"?

1c. Repite lo anterior con otros valores. Por ejemplo, ahora selecciona los valores mayores en
el grafico "Minutos". ¢ Qué puedes concluir de lo anterior? ¢Existe algun patron o relacion

entre las dos variables?

1d. ;Como varian las pulsaciones a medida que varian los minutos?

2. Grafica las variables Minutos y Pulsaciones que se muestran en la tabla en un gréafico y
describe el gréfico; hazlo de tal manera como si le estuvieras contando a un amigo quien no

puede ver el grafico.

3. ¢Como se refleja lo que respondiste en 1c y 1d en este nuevo grafico?
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Apéndice H: Actividad 4. Nivel de ruido
Actividad 4. Nivel de ruido

Colegio:

Octavo grado

Nombre: Cadigo:

Gabo, Edinson y Cristian hacen parte de un proyecto sobre el ruido. El proyecto consiste en
visitar salones, contar el nimero de personas y medir el nivel de ruido en la clase con un

medidor de sonido.

En la Tabla 1 se registran los datos para cuatro salones.

Salén # de Personas | Nivel de ruido ,
I 21 23 o
F 29 75 .
W 2% &
Z 28
Tabla 1

1. Como observas, no registraron el nivel de ruido para los salones W'y Z.

l1a. Predice el nivel de ruido para el salén W con base en los datos obtenidos en los salones | y

F. Explica como encontraste o calculaste ese valor.

1b. Predice el nivel de ruido para el salon Z.

2. Abre el documento Nivel de ruido-1.ggb y selecciona la casilla “Datos Tabla 1”; aparecera

los puntos correspondientes a los salones | 'y F. Ubica también los puntos que predijiste para
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los salones W y Z. Para lo anterior, en la barra de entrada escribe (25, el valor que

encontraste) y da Enter. Repite lo mismo para el salon Z.

2a. Observa el grafico. ¢Consideras que deberias cambiar los valores que predijiste para los

salones Wy Z? Si__ No__ ¢por qué?

2b. Si tu respuesta en el item anterior fue “Si” mueve los puntos que corresponden a los
salones W y Z hasta donde consideres que estarian bien ubicados. Explica por qué consideras

que estan bien ahora.

3. Repite los items 1-2 para la siguiente tabla.

Sal6n # de Personas | Nivel de ruido
N 21 25
J 29 81
M 29 85
W 25
Z 28
Tabla 2

Nota: Para 2a, selecciona “Datos Tabla 2”.

4. En el archivo Nivel de ruido-1.ggb selecciona las casillas “Con 21 personas” y “Con 29

personas”. Observaras los datos que se muestran en la siguiente tabla.

Salén # de personas | Nivel de ruido
A 21 11
E 21 19
F 29 75
I 21 23
J 29 81
M 29 85
N 21 25

Tabla 3
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4a. Con base en los datos de la tabla, predice el nivel de ruido para un salén que tiene 25

personas. Explica cdmo encontraste o calculaste ese valor.

4b. Con base en los datos de la tabla, predice el nivel de ruido para un salon que tiene 28

personas. Explica cdmo encontraste o calculaste ese valor.

5. En el archivo Nivel de ruido-1.ggb selecciona las casillas “Con 21 personas”, “Con 29

personas” y “Con 25 personas”

5a. Con base en los datos, predice el nivel de ruido para un nuevo salon que tiene 25 personas.

Explica como encontraste o calculaste ese valor.

5b. Con base en los datos, predice el nivel de ruido para un salén que tiene 23 personas.

Explica como encontraste o calculaste ese valor.

5c. Con base en los datos, predice el nivel de ruido para un salén que tiene 27 personas.

Explica como encontraste o calculaste ese valor.

6. Escribe una forma general, sin tener que hacer célculos, para predecir el nivel de ruido para

cualquier salon en donde hay entre 21 y 29 personas. Explica tu respuesta.

7. Abre el archivo Nivel de ruido-2.ggb, selecciona las casillas “Con 21 personas” y “Con 29
personas” y, de acuerdo a la forma que propones en el item 6, completa la siguiente tabla para

el “Nivel de ruido. Explica tu respuesta.

NUmero de personas Nivel de ruido
21
22
23
24
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25
26
27
28
29

8. En el archivo Nivel de ruido-2.ggb, quita la seleccion y ubica los puntos que dijiste en el

item 7.

8a. Observa el gréfico. ¢Consideras que deberias cambiar los valores que predijiste en el item

7? Si__No__ ¢por qué?

8b. Si tu respuesta en el item anterior fue “Si” mueve los puntos hasta donde consideres que

estarian bien ubicados. Explica por qué consideras que estan bien ahora.

9. Por qué lo que tu propones es valido, es decir, cuéles son las ventajas y desventajas de la

forma general que propones en el item 6.

Apéndice I: Actividad 5
Actividad 5

Colegio:

Octavo grado

Nombre: Cadigo:

1. Observa los siguientes diagramas de dispersion, que corresponden a las medidas de dos

variables x e y, y responde.
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la. Lee la siguiente afirmacion y responde: “En los grdficos A, B, C y D, se podria decir que
si la variable x aumenta la variable y aumenta” ¢En cuél de los cuatro graficos podrias dar

esa afirmacién con mayor seguridad y en cual con menor seguridad? Explica tu respuesta.

1b. ¢Cual de los graficos te permite hacer una mejor prediccion del valor de y para un valor

de x entre 0 y 100? ¢ Por qué?

1c. En cada uno de los gréficos, A, B, C y D, predice un valor de y si x vale 72,

aproximadamente. Explica tu respuesta.
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2. Observa los siguientes diagramas de dispersion, que corresponden a las medidas de dos

variables x e y, y responde.

Grafico E | 2a. Predice un valor de y si x vale
50. Marca el punto sobre el grafico
y explica tu respuesta.
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40
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10

10 20 30 40 50 &0 70 80 50

Gréfico F | 2b. Predice un valor de y si x vale
. 24,y si x vale 28. Marca los puntos
sobre el grafico y explica tu
0 y respuesta.
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Gréfico G | 2c. Predice un valor de y si x vale

11, si x vale 14 y si x vale 17.
Marca los puntos sobre el grafico y
explica tu respuesta.
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3. En el caso de una variable vimos como un conjunto de datos podia reducirse a un solo

valor, la media, el cual nos ayudaba a predecir. Para cada uno de los graficos anteriores (A-H)
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traza la forma en que podria reducirse la nube de puntos teniendo en cuenta lo siguiente: i)
Que refleje la relacién que tienen las dos variables. ii) Que te permita hacer una buena
prediccion del valor de y para cualquier valor que tome X, segun se muestra en cada gréfico.

Explica tu respuesta.

Apéndice J: Actividad 6.1. Juego: Encontrando la mejor recta

Actividad 6.1

Juego: Encontrando la mejor recta

Colegio:

Octavo grado

Nombre: Cadigo:

Abre el archivo Juego Encontrando la mejor recta.ggb. El juego consiste en lo siguiente:

1. Espera a que tu profesora te indique qué cantidad poner en “Numero de puntos”.

2. Enseguida, tu profesora te pedira que traces una recta que, de alguna forma, se relacione
con los puntos que se muestran. Para lo anterior, selecciona “Mostrar Recta” y muévela
hasta donde consideres que esta bien ubicada. El tiempo para trazar la recta es de 15
segundos, una vez ubicada la recta no debes moverla mas.

3. Hecho lo anterior, tu profesora pasard por cada uno de los computadores revisando las
rectas e indicara quién fue el feliz ganador, el cual sera premiado.

4. Lo anterior se ira repitiendo aumentando el numero de puntos en el diagrama de
dispersion.

5. El objetivo final del juego es que encuentres una estrategia para encontrar la mejor recta,

la cual deberés contéarsela a tus comparieros.
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Numero de puntos 5 Mostrar Recta
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Responde:
1. ¢Cudl es tu estrategia para trazar la mejor recta?

2. ¢Qué te permite hacer esa recta?

Apéndice K: Actividad 6.2. Juego: Encontrando la mejor recta (Parte 2)

Actividad 6 (Parte 2). Juego: Encontrando la mejor recta

Colegio:

Octavo grado

Nombre: Cadigo:

Abre el archivo Juego Encontrando la mejor recta.ggb.

1. En la actividad 6 (parte 1) jugaste a encontrar la mejor recta para diferentes nubes de
puntos. Para cada uno de los casos vistos (Nimero de puntos= 2, 3, 5, 6, 8, 9, 10 y 11) vuelve
a ubicar la recta que mejor consideres que se ajusta a la nube de puntos. En la parte inferior de

la pantalla en “Ver” escribe “EK” y selecciona el recuadro blanco jEurekal

Si tu recta corresponde a la mejor, en la parte inferior derecha de la pantalla aparecerd un
recuadro amarillo con la palabra jEureka! De lo contrario, mueve libremente la recta hasta

encontrar la mejor. Reflexiona sobre como ubicar la mejor recta y describelo.

2. Considera el caso en que “Numero de puntos” es 3 y encuentra la mejor recta, es decir,

hasta que aparezca “jEureka!”. Hecho lo anterior, en la parte inferior de la pantalla en “Ver”



385

escribe “MD” y selecciona la casilla “Mostrar diferencias”. Observa y reflexiona sobre como

se obtienen esos valores; cuando los valores son positivos y cuando negativos. Describelo

3. Oprime “VOLVER” y repite el anterior item para cada uno de los casos y contesta, en

general, las siguientes preguntas.

3a. ¢ Qué signo tienen las diferencias por encima de la recta?

3b. ¢Qué signo tienen las diferencias por debajo de la recta?

3c. En el caso de la mejor recta, ¢cuanto suma el total de las diferencias? (Para ver la suma de
las diferencias, en la parte inferior de la pantalla en “Ver” escribe SD, la suma aparecera en

rojo debajo de “Mostrar diferencias”. Selecciona nuevamente “Mostrar diferencias”).

3d. Observa el siguiente gréafico en donde se muestra la mejor recta para siete puntos. Como
te dards cuenta falta un punto. Ubica sobre la linea punteada el punto faltante y, ademas,

escribe el valor de la diferencia “d” para ese punto. Explica como lo encontraste.
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4. Descubriendo otra propiedad. Da clic sobre el boton “VOLVER” y en “Numero de

puntos” escribe 3.

Ubica la mejor recta para esos puntos. Para lo anterior, en la parte inferior de la pantalla
en “Ver” escribe “ON”. La mejor recta es la que aparece de color verde y verifica que no
es movible.

Selecciona “Mostrar recta”, y vamos a asociar cada diferencia “d” con un cuadrado. Para
lo anterior, selecciona “Mostrar Cuadrados”.

Mueve la recta de color negro y observa como cambia el valor de

"SumaAreasCuadrados” antes y después de la mejor recta (recta verde).

Contesta: ¢(Qué se puede decir del valor de "SumaAreasCuadrados"” cuando las dos rectas (la

negra y la verde) coinciden? Plantea una conclusion de acuerdo a lo que observas.

5. Oprime “VOLVER” y explora lo anterior para otra cantidad de “Numero de puntos”.

Describe la propiedad de la mejor recta que acabas de observar.

6. ,Como te ayuda la mejor recta a predecir un valor de Y para un valor de X?

7. Oprime “VOLVER” y en “Numero de puntos” pon 10. Muestra la mejor recta escribiendo

“ON” en “Ver” y predice un valor de Y para cuando X vale 15.

8. En la parte inferior de la pantalla selecciona “Prediccion”; observaras que sale un valor de

Y para cuando X es 15. Comparalo con el valor que predijiste en el punto anterior y describe

donde se ubica ese nuevo punto (de color naranja) en el gréafico. Repite lo anterior para

diferentes valores de X.
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Contesta: En general, si tienes la mejor recta para una nube de puntos ¢cémo predices un

valor de Y para un valor de X dado? Explica tu respuesta.

Apéndice L: Prueba final

Prueba final

Colegio:

Octavo grado

Nombre: Cadigo:

Las siguientes preguntas son de opcién multiple con Unica respuesta. Escoge solo una de

las opciones y JUSTIFICA tu eleccion.

1. La concentracion de determinadas sustancias en la sangre influye en la salud de las
personas. He aqui las mediciones del nivel de fosfatos en la sangre de un paciente que realiz6
seis visitas consecutivas a una clinica, expresadas en miligramos de fosfato por decilitro de

sangre.

Predice el nivel de fosfatos en la sangre, del mismo paciente, para su proxima visita.
a.6.4
b.5.4
c.4.6

d.5.7
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Contesta las preguntas 2 y 3 de acuerdo a la siguiente informacion:

Una banda de ladrones entre los 25 y los 30 afios, de edad, ha sido capturada por la policia. El
equipo de investigacion sabe que la banda estd integrada por cinco ladrones, incluyendo al
jefe, y que el nombre de la banda hace honor al valor de la media de la edad actual de sus

integrantes.

2. ¢Cudl de las siguientes opciones NO podria ser el nombre de la banda?

a. “Los veintiséis”

b. “Los veintiocho”

C. “Los treinta”

d. “Los treinta y dos”

3. Como broma, la policia ha ubicado a cada ladron en una celda a cierta distancia de otra

celda que tiene como nimero la media de la edad actual de sus integrantes, incluyendo al jefe.

En la siguiente imagen se observa las celdas de los cuatro ladrones menos la del jefe.

h

— ] —

Ladron 1 Ladron 2 Media Ladrén 3 Ladron 4
e o e ®

h

¢Dbnde esta ubicada la celda del jefe?

a. Cuatro unidades a la derecha de la media
b. Una unidad a la izquierda de la media

c. Tres unidades a la derecha de la media
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d. Tres unidades a la izquierda de la media

Observa los siguientes cuatro diagramas de dispersion y responde

A. B.
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4. Lee la siguiente afirmacion y responde: “En los graficos A, B, C y D, se puede decir que las
variables x e y se relacionan de alguna manera” Ordena los graficos de mayor a menor, de

acuerdo al nivel de seguridad con que se puede dar esa afirmacion.
a. A-C-B-D

b. A-D-C-B
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c. C-A-D-B

d. C-D-A-B
5. En los siguientes gréaficos se muestra un conjunto de seis puntos y una recta que es LA
MISMA para todos los graficos, la cual refleja el comportamiento de los seis puntos. Ordena los
graficos de acuerdo al nivel de ajuste de la recta a los seis puntos, es decir, el primer grafico que

escojas serd el gréfico en el cual la recta se ajusta mejor a la nube de puntos dada y el Gltimo que

escojas, la que menos se ajusta.
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a. B-D-C-A

b. B-C-D-A

c. A-C-B-D

d. B-C-A-D

Contesta las preguntas 6 y 7 de acuerdo a la siguiente informacion:

391

Se deja caer una pelota de goma desde diferentes alturas y se mide la altura que ésta alcanza

en el primer rebote. Las mediciones se muestran en la siguiente tabla.

Altura de lanzamiento Altura del primer rebote
[cm] [cm]
12 5
26 12
32 22
43 23
50 26
61 37
66 48

6. Juan, Camilo, Pedro y Pablo desean lanzar nuevamente la pelota desde una altura de 45 cm

y cada uno de ellos ha dado una prediccion de la altura del primer rebote.

Juan dice que 27 cm, Camilo 24 cm, Pedro 5 cm y Pablo 48 cm. ¢ Con cual de los cuatro estas

mas de acuerdo?

a. Juan

b. Camilo

c. Pedro
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d. Pablo

7. Pregunta abierta. Predice la altura del primer rebote si la misma pelota se deja caer desde

las siguientes alturas: a) 20 cm; b) 35 cm; c¢) 55 cm y d) 60 cm.



