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RESUMEN

TITULO: SOLUCION NUMERICA PARA EL FLUJO DE FERROFLUIDO INDUCIDO
POR UN CAMPO MAGNETICO ROTATIVO EN EL LIMITE DE CERO AMPLITUD DEL
CAMPO!

AUTOR: VICTOR ALFONSO PENA CRUZ?

PALABRAS CLAVE: Ferrofluido, campo magnetico rotante, ecuaciones ferrohidrod-

indmicas, diferencias finitas, solucién asintética.

Ferrofluidos son usados en la fabricacién de sellos mecdnicos para discos duros de computa-
dor y en otros dispositivos electrénicos, en sistemas para separacién de materiales, en numerosas
aplicaciones mecdnicas, en generadores electromecdnicos a escala nanométrica, aplicaciones en
micro-actuadores, amortiguadores y acelerémetros, también se han desarrollado varias aplica-
ciones biomédicas. En este trabajo se reporta el anédlisis y solucién numérica del conjunto de
ecuaciones ferrohidrodindmicas para el flujo de ferrofluido inducido por un campo magnético
rotando, en dos geometrias diferentes: i) en un contenedor cilindrico y i) en el espacio anular
entre dos cilindros concéntricos. El modelo matematico para ambos problemas fue basado en la
teorfa de la difusién de momento angular interno (DMAI) de Zaitsev y Shliomis, se tuvieron en
cuenta los términos que involucran los vectores de velocidad lineal y angular en la ecuacién de
magnetizacion; la solucién numérica se realizé usando el método de diferencias finitas (FDM)
de primer orden en el seno del fluido y de segundo orden en las condiciones de frontera, los
algoritmos se implementaron usando el lenguaje de programacién Visual C++ 2008, donde se
diseno un procedimiento iterativo que involucra la fuerza y el torque magnéticos. La solucién
numérica obtenida es valida para suspensiones coloidales infinitamente diluidas y para bajas
frecuencias y amplitudes de campo magnético, los resultados numéricos fueron comparados
con las soluciones asintéticas presentadas por Chaves et al, obteniéndose un porcentaje de error
igual a 3.18 % pero con un excelente acuerdo cuantitativo. La solucién para la geometria anular

es la primera solucién numérica que se reporta para este caso.

1 .
Tesis.
?Facultad de Ingenierfas Fisico Quimicas. Escuela de Ingenieria Quimica. Director Arlex Chaves Guerrero.
Codirector David Fuentes Diaz
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ABSTRACT

TITLE: NUMERICAL SOLUTION FOR THE FERROFLUID FLOW INDUCED BY A
ROTATING MAGNETIC FIELD IN THE LIMIT OF ZERO AMPLITUDE FIELD?

AUTHOR: VICTOR ALFONSO PENA CRUZ*

KEY WORDS: Ferrofluid, rotating magnetic field, ferrohydrodynamics equations, finite

differences, asymptotic solution.

Ferrofluids are used in the manufacture of mechanical seals for computer hard drives and
others electronic devices, systems of material separation, numerous mechanic applications, in
electromagnetic nanoscale generators, applications in micro-pistons, shock absorber, acelerom-
eters, and have also developed several biomedical applications. this paper reports an analysis
and numerical solution of set of equations ferrohydrodynamics for a ferrofluid flow which is
induced by rotating of an electromagnetic field in two different geometries: ) in a cylindrical
container, and i7) in the annular space between two concentric cylinders. The mathematical
model for both problems was based on the spin diffusion theory (DMAI), due to Zaitsev and
Shliomis, then were taken intoaccount the terms which involve the lineal speed and angular
speed vectors in the equation of magnetization, the numerical solution was performed using
the finite difference method (FDM) first order within the fluid and second-order boundary con-
ditions, the algorithms were implemented using the programming language Visual C++ 2008
where design is an iterative procedure involving the magnetic force and torque. The numerical
solution obtained can be used by infinitely dilute colloidal suspensions and low frequencies and
amplitudes of magnetic field, the numerical results were compared with the asymptotic solu-
tions presented by Chaves et al, obtaining an error rate equal to 3.18%, but with an excellent
quantitative agreement. The solution for the annular geometry is the first numerical solution

that is reported for this case.

3 .

Thesis

4Faculty of physical Chemical Engineering. Chemical Engineering School. Director Arlex Chaves Guerrero.
Codirector David Fuentes Diaz.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Ferrofluidos son suspensiones coloidales de nano particulas magnéticas de didmetro entre 10 a
15 nm en agua o en un hidrocarburo. Este tamafio hace que las particulas puedan ser consid-
eradas como de un solo dominio el cual posee su respectivo momento magnético. Tipicamente,
estas nanoparticulas (magnetita) estan recubiertas de una capa de surfactante que previene
que las particulas se adhieran unas a otras lo que puede llegar a desestabilizar el coloide [1].
En la actualidad estos ferrofluidos son usados en: la fabricacién de sellos mecédnicos usados en
discos duros de computador y en otros dispositivos electrénicos, en sistemas para separacién
de materiales [2], en modelacién y estudio de dindmica gravitacional en ambientes controlados
[3], en la fabricacién de generadores electromecdnicos a escala nanométrica [4], aplicaciones
mecédnicas en micro-actuadores, amortiguadores y acelerémetros con fluidos magnéticos [5, 6]
y también se han desarrollado numerosas aplicaciones biomédicas [7, 8]. Estos ferrofluidos se
diferencian de fluidos tradicionales en que responden reolégicamente a la presencia de un campo
magnético externo ya sea estacionario, rotando o alternando. Como ejemplo de estos compor-
tamientos la literatura menciona el incremento de la viscosidad del ferrofluido en presencia
de campos magnéticos estacionarios, el decrecimiento de la viscosidad en CM rotando o alter-
nando [9, 10] e incluso la generacién de flujo como respuesta a un campo magnético rotativo
siendo este el foco de atencion de este trabajo. El flujo de un ferrofluido en un contenedor de
geometria cilindrica y generado por un campo magnético rotativo (Spin Up Flow) fue observado
por primera vez en 1967 por Moskowitz y Rosensweig [11]. Posteriormente en 1969, Zaitsev y

Shliomis [12] propusieron una teoria para explicar el mecanismo generador de flujo que asume
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que este es producido por la difusién del momento angular interno (DMAI) de las particulas
hacia la matriz del fluido con posterior conversién hacia movimiento macroscépico. Para en-
tender més el fundamento de esta teoria, se debe tener en cuenta el cardcter paramagnético
de las nanoparticulas que conforman el ferrofluido. Este comportamiento paramagnético de las
particulas suspendidas en el liquido hace que estas tiendan a alinear su vector de momento
magnético en la direccién del campo. Por lo tanto, cuando el campo magnético externo es
desplazado de su posicién original, se genera inmediatamente un torque (u,M x H) que tiende
a alinear el momento magnético de la particula en la direccién del campo magnético. Esta
alineacién puede llevarse a cabo por dos mecanismos diferentes: i) un mecanismo de relajacion
de Néel en el cudl el vector de momento magnético rota dentro de la particula sin rotacién de
la misma en el liquido y ii) por medio del mecanismo de relajacién Browniano, mediante el
cual el vector de momento magnético se reacomoda por rotacién de la particula en el liquido
[13, 14, 15] siendo este mecanismo de relajacién importante en la generacion del flujo. Se sabe
que para particulas magnéticas con didmetros mayores de 10 nm el mecanismo de relajacion es
dominado por el mecanismo Browniano '. Teniendo en cuenta este comportamiento paramag-
nético y un mecanismo de relajacién Browniano, se espera que un campo magnético rotativo
genere rotacién de las particulas en la matriz del liquido. Esto tiene otra gran implicacién:
cuando el ferrofluido no estd sometido a un campo magnético, las particulas giran a una ve-
locidad angular (w) igual a la mitad de la vorticidad local del fluido (%V X v) . En este caso,
el ferrofluido se comporta como un fluido Newtoniano caracterizado por un tensor de esfuerzos
viscosos simétrico. No obstante, en presencia de un campo magnético rotando o alternando, las
particulas tienen una velocidad angular diferente a la vorticidad del fluido generando esfuerzos
antisimétricos dentro del liquido (%V XV — w). Por tanto, es necesario tener en cuenta la
ecuacién de balance de momento angular interno, ademés del balance de momento lineal a la
hora de describir el flujo de estos fluidos. La teorfa de difusién del momento angular interno
estd basada en la presuncién de que el momento angular interno de las particulas es difundido
hacia la matriz del liquido generando pequefios micro vértices y movimiento macroscépico del

fluido [12, 16]. Sin embargo, ésta teoria se ha enfrentado con varios dilemas, como por ejem-

!Expresiones para los tiempos de relajacién Brawniano (t5) y de Néel (Tn) son presentadas en la referencia

(1].
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plo el hecho de que el pardmetro fenomenoldgico que caracteriza la difusién del MAI conocido
como "spin wviscosity" (1) no ha podido ser determinado ni experimental ni analiticamente.
Mads atn, muchos investigadores se han inclinado por tomar 77 = 0 en sus anadlisis basados en
argumentos dimensionales los cuales predicen su valor como despreciable. No obstante, estos
andlisis realizados con 1= 0, no predicen flujo, contradiciendo la evidencia experimental actual
que ha probado la existencia de este al interior del fluido [17]. Por otro lado, no ha sido posi-
ble obtener una solucién analitica del problema sin la presuncién de campos bajos, debido al
acoplamiento entre el problema magnético e hidrodindmico que ha sido resuelto asumiendo que
la amplitud del campo magnético tiende a cero y despreciando los términos de la ecuacién de
magnetizacién que involucran los vectores de velocidad angular (w) y lineal (v) [18, 19]. Con el
propésito de determinar soluciones analiticas del problema de flujo a amplitudes moderadas del

campo magnético, Chaves et al. [20] usaron el método de perturbacién regular con pardmetro

2

3a2 para obtener expresiones para el perfil de velocidad. Sin

de perturbacién € = “OXCiK% =
embargo, solo se pudo obtener la solucién de cero y primer orden alrededor del pardmetro de
perturbacién € para el flujo de ferrofluido en contenedor cilindrico y cero orden para el caso
de flujo del ferrofluido entre el espacio anular de cilindros coaxiales. No obstante a pesar de
las limitaciones de la solucion obtenida, estos resultados fueron usados para realizar una com-
paracién cualitativa de las caracteristicas principales del flujo medido experimentalmente y las
predicciones de la teorfa encontrdndose buen acuerdo y ademds se obtuvo un valor estimado
del orden de magnitud de 7.

Este proyecto tiene como objetivo obtener soluciones numéricas para dos diferentes casos:
1) el flujo de un ferrofluido en un contenedor cilindrico y 2) el flujo de ferrofluido en el espacio
anular entre dos cilindros concéntricos y verificar el efecto de los términos V- (vMM) y w x M de
la ecuacién de magnetizacion sobre los perfiles de velocidad. En ambos casos se asume que el
cilindro(s) son de longitud infinita. Soluciones numeéricas de las ecuaciones ferrohidrodindmicas
para el primer caso han sido reportadas en la literatura separadamente por Finlayson [21]
y Elborai [2], quienes usaron el software de elementos finitos COMSOL Multiphysics®. No
obstante, para el caso de cilindros concéntricos, no ha sido reportado aiin anélisis numéricos en
la literatura.

Inicialmente éste trabajo se enfocé a dar la solucién numérica del problema de flujo a altos
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campos asumiendo una dependencia de los vectores de campo magnético y magnetizaciéon como
las dadas en las Fens. (2.2) a (2.5). No obstante, esta aproximacién introduce un tercer
armonico en la solucién lo cual implica asumir una nueva forma de la solucién, lo que resulto
dificil a este nivel del proyecto. Por tal razén, se opté por obtener una solucién en el limite de
bajos campos para los dos casos antes mencionados, obteniéndose perfiles de velocidad angular
y lineal similares a los reportados analiticamente por Chaves et al. [20, 22]. Ademds, para
la solucién del problema de flujo en el anulo, se consiguié tener en cuenta los términos que
involucran velocidad angular y lineal, que no han sido considerados en las soluciones analiticas

presentadas en la literatura.
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Capitulo 2

MARCO TEORICO

En este capitulo se describen los dos problemas de flujo que se modelaron, las ecuaciones
ferrohidrodindmicas necesarias para la descripcién del flujo de ferrofluidos y ademds se hace
una breve descripcién del significado fisico detras de cada uno de los términos mas relevantes

de estas ecuaciones.

2.1 Anadlisis conceptual del flujo

Se debe tener en cuenta que estos andlisis numéricos realizados para las dos geometrias de
interés serdn validados con las soluciones asintéticas obtenidas en las referencias [20, 22], por tal
razén deben ser realizados bajo las mismas suposiciones hechas en dichos andlisis. La solucién
numeérica que se obtuvo contempla dos casos de estudio diferentes: i) el flujo de ferrofluido en un
contenedor cilindrico, y i) el flujo generado en el espacio anular entre dos cilindros concéntricos.
Ambas situaciones son esquematizadas en las Figura 2-1 a) y b) respectivamente. En ambas
situaciones se asume que la columna de ferrofluido es lo suficientemente larga en la direccién
axial de tal forma que los efectos de borde pueden ser considerados como despreciables. Al igual
que para los resultados experimentales reportados en la literatura como para éste andlisis, se
asume que los cilindros son construidos de materiales no magnéticos y que el estator es envuelto
en un material de permeabilidad magnética infinita (4 — oo). En ambos casos, los recipientes
cilindricos con el ferrofluido son puestos en el centro de un estator de un motor eléctrico, el

cual bajo la excitacién de dos senales de corriente sinusuidales y desfasadas en 60° generan un
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campo magnético rotativo.

Ferrofluido

n,.<.n'

Ferrofluido
nén

/.1—)00

Distribucién de Corriente Superficial Distribucién de Corriente Superficial
K,(r,6,t) = Re{Ke/ (-9} K,(r,6,t) = Re[K el (-}
a) b)

Figura 2-1: Las figuras muestran las dos geometrias bajo las cuales se model6 el flujo del
ferrofluido. La Figura a) muestra el contenedor cilindrico, con el ferrofluido ubicado en el
espacio entre 0 < r < Ro. La Figura b) muestra el caso del contenedor anular formado por
dos cilindros coaxiales y el ferrofluido llenando el espacio entre R < r < Ry. Para nuestro
caso hemos asumido que R — R3. En ambos casos, la componente 6 de la velocidad lineal y la
componente z de la velocidad angular fueron obtenidos. En ambas geometrias se asume que los
cilindros son infinitamente largos. Tambien se asume que la columna de ferrofluido esta sometida
a un campo magnético rotando perpendicularmente al eje del cilindro. El campo magnético es
modelado como una distribucién de corriente superficial en la direccién z, K (r,t,0)1i,. Figuras
tomadas de referencias [17] y [20].

2.2 Ecuaciones ferrohidrodinamicas

Ferrohidrodindmica es la rama de la mecdnica de fluidos que estudia el comportamiento de
fluidos que son afectados por campos magnéticos externos, pero que no son conductores de
electricidad y por lo tanto no hay flujos de corriente en el fluido, caso contrario a lo que sucede
en la Magnetohidrodindmica [1]. El conjunto de ecuaciones ferrohidrodindmicas est4 constituido

por la ecuacién de continuidad para un fluido incompresible (Ecn. (2.1)), la ecuacién de balance
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de momento lineal (Ecn. (2.2)) y la ecuacién de balance de momento angular interno (Ecn.
(2.3)), estas ecuaciones describen el comportamiento hidrodindmico del fluido. Adicionalmente
es necesario incluir para el problema magnético la ecuacién de magnetizacién (Ecn. (2.4))
y las ecuaciones de Maxwell en el limite magneto-cuasiestédtico (Ecn. (2.5)), para fluidos no

conductores [23, 1]. Cada una de estas ecuaciones con sus respectivas condiciones de frontera.

V-v =0, (2.1)
Dv 1 9
pﬁzqu-VH—Vp—QCVx §V><v—w +nVv. (2.2)
D 1

oM 1
— 4+ V.- (VM) =wx M- - (M- M,y), (2.4)

ot T
VxH=0,V-(M+H)=0. (2.5)

Las condiciones de frontera para el campo magnético son las siguientes:

n-(H+M), - (H+M),] =0, (2.6)

nx [H, - H) = K, (2.7)

mientras que las condiciones de frontera para la velocidad traslacional son las tipicas condiciones
de no-deslizamiento y no penetracién. Las condiciones de frontera para la Ecn. (2.3) serdn
usadas como en la referencia [20], no obstante ésta es una simplificacién de una condicién de

frontera mas general, como es discutido mas afondo en la misma referencia.

Descripcién de los términos de las ecuaciones

Como fue mencionado en la introduccién, cuando las particulas del ferrofluido experimentan
torques magnéticos (uoM x H # 0) el tensor de esfuerzos viscosos posee una parte antisimétrica
la cual es representada por el tercer término del lado derecho de la Ecn. ( 2.2). Este término

es caracterizado por un coeficiente fenomenolégico conocido como la viscosidad de vértice (¢)

20



y para el cual Brenner [24] obtuvo la siguiente expresién

C = 1'5¢h770’ (28)

la cual es aplicable en el limite de dilucién infinita. FEn esta expresién, ¢p es la fraccién
volumétrica hidrodindmica de las particulas en suspensién y 79 es la viscosidad dindmica del
fluido en el cual estan suspendidas las particulas. En la misma ecuacién, el término poM - VH
representa la fuerza magnética por unidad de volumen que actiia sobre el ferrofluido (fuerza
de cuerpo similar a la fuerza ejercida por la gravedad sobre un fluido) debido a gradientes del
campo magnético. En otras palabras es la forma como el campo magnético externo introduce
momento lineal al fluido. Este tipo de fuerza es conocida con el nombre de fuerza tipo Kelvin.
En Een. (2.2), M es el vector de magnetizacién del ferrofluido y H es el vector del campo
magnético. En la Fen. (2.3), I es el momento de inercia promedio de las particulas por unidad
de masa. El primer término del lado derecho de la Fen. (2.3) (oM x H) representa el torque
magnético por unidad de volumen generado por un campo externo sobre las particulas del
fluido. De modo similar al caso de la fuerzas tipo Kelvin, la densidad de torque magnético
puede ser mirado como el momento angular que es introducido en el ferrofluido por el campo
magnético externo. El segundo término de la Ecn. (2.3) representa la difusién del momento
angular interno. Este término es caracterizado por el coeficiente fenomenolégico de spin viscos-
ity 77, el cual ya fue tratado en la introduccién de este documento. La Een. (2.4), se conoce con
el nombre de Ecuacién de Relajacién de Magnetizacién de Shliomis [25] y tiene en cuenta la
alineacion local de las particulas por efecto del campo magnético. En la Ecn. (2.4), el primer
término del lado derecho representa el efecto de la rotacién de las particulas sobre el proceso
de magnetizacion del ferrofluido, es decir la rotacién de las particulas cambia el vector de mag-
netizacién del ferrofluido por un dngulo igual a la cantidad w x M en una unidad de tiempo.
El segundo término muestra que la razén de cambio de la magnetizacién es proporcional a la
diferencia entre el vector de magnetizacién y su valor de equilibrio (M,,) . En esta ecuacién, 7

es el tiempo de relajacién efectivo de las particulas [17]. Una expresion para la magnetizacién
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de equilibrio es dada por la ecuacién de Langevin

M., H [ 1] H Lo MyHYV,
=L(a) =— = |cotha — —| —,a = ———F—
oy~ g o) | kT

(2.9)

donde « es conocido como el pardmetro de Langevin y representa la relaciéon entre fuerzas
magnéticas y Brownianas que impiden o favorecen la alineacién del momento magnético de las
particulas en la direccién del campo. Finalmente, tenemos las ecuaciones de Maxwell en el
limite magnetocuasiestético, (Ecn. (2.5)) que completan el conjunto de ecuaciones ferrohidrod-

indmicas.
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Capitulo 3

METODOLOGIA

En este capitulo se obtiene los modelos matematicos usados para obtener las soluciones numeéri-

cas y la estrategia de cdlculo empleada en la resolucién del sistema.

3.1 Etapas del proyecto

1. Se realiz6 una revisién bibliogrifica sobre los andlisis tedricos para el flujo de ferrofluidos

en las geometrias de interés.

2. Modelo matemético

(a) Se adimensionalizaron las ecuaciones ferrohidrodindmicas usando las variables adi-

mensionales obtenidas de la referencia [20].

(b) Las ecuaciones ferrohidrodindmicas fueron escritas por componentes asumiendo que
v=up(r)ip,w=w, (r)i,, H=H(r,0,t) y M = M(r,0,1).

(c) Se asumi6 que las soluciones para H y M tienen una forma funcional similar a la

dada por la Ecn. (3.13).
3. Solucién numeérica

(a) Se discretizaron las ecuaciones utilizando el método de diferencias finitas.
(b) Se plateé una estrategia para desarrollar los algoritmos que condujeron a la solucién

numeérica.
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4. Se presentaron y analizaron los resultados obtenidos haciendo comparaciones con resul-

tados analiticos reportados en las referencias [22, 26, 20].

3.2 Modelo matematico

Para el desarrollo del modelo matemadtico se utiliz6 la metodologia empleada por Elborai [2]
la cual incluye la funcién potencial magnético escalar con el objetivo de reducir el problema
magnético de cuatro variables independientes (My, M, H,, Hp) a una variable dependiente,

el potencial magnético escalar, reduciendo la complejidad para la programacién del cédigo.

3.2.1 Adimensionalizacién de las ecuaciones

En la soluciéon de ambos problemas se despreciaron los efectos inerciales en la ecuacién de
balance de momento lineal y angular ya que estos son flujos de bajo nimero de Reynolds y el
momento de inercia de las particulas I por unidad de masa es despreciable. Adicionalmente, no
existe un gradiente de presién en la direccién 6, solo existe un gradiente de presién en direccién
radial que tiene como objeto balancear la fuerza centripeta generada por la geometria curvilinea
de ambos problemas.

Las Ecns. (2.1) a (2.5) fueron hechas adimensionales y de “orden uno” introduciendo las
siguientes escalas de longitud y tiempo para el problema hidrodindmico y magnético obtenidas

en la referencia [20],

~ M ~ H ~ r ~
M=—: A=—; V=RV, i=—; i=Q 3.1
XK, K’ oV; T Ro, b ( )
fomXx K282y o X K 2Q2y poX K2 R,

“_»

En estas ecuaciones el simbolo sobre una variable significa que es adimensional. En las
Ecns. (3.1) y (3.2) x es la susceptibilidad magnética inicial del ferrofluido, K es la amplitud
del campo magnético, R, es el radio del cilindro y €2 es la frecuencia de rotaciéon del campo,

en radianes/s. Usando las Ecns. (3.1) y (3.2) en las Ecns. (2.2) a (2.5) y despreciando efectos
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inerciales se obtiene:

0= S M. ¥H -5+ 25V xa+ 9%, (3.3)
ndy Ui Ui
1o - i -
0= = MxH+2V x¥—4& + V'@, (3.4)
Qf T]elﬁ
Q77 +Qf5\7-VM:Qf5<IJ><M—M+XJ§, (3.5)
VxH=0, (3.6)
V- (M +H) =o. (3.7)

En las Ecns. (3.3) a (3.7), se defini6 el pardmetro dimensional 7. y el adimensional x como se

muestran en las ecuaciones (3.8).

4nR2
2 = 21705, (3.8)
Tlen

Ne=n+¢, &

3.2.2 Problema hidrodinamico

Como ya fue mencionado anteriormente, se asume que los vectores de velocidad lineal y angular
estdn dados por: v = 9y (7)ig y & = @, (7) i, por lo que las ecuaciones de balance de momento

lineal y momento angular interno para dichas componentes son:

0=

do,  me [d?Vg | 1dig ©
¢ di yv{ % , 1t ve} (3.9)

¢
> ) e 4
NSy ol ndr n | df?  Tdr 72

1 Tp  dig N dn (dP@, 1do,
0=—{, 2\ =+ — | — 4w, + —= — —— . 3.10
Qf< bt <r+dr> w+ne/<c2 dr2+rdr ( )

Las ecuaciones (3.9) y (3.10) estén sujetas a las condiciones de frontera que se muestran en la
Tabla 3.1 para ambas geometrias. La condicién de frontera en 7 = 0 es vdlida ya que existe

simetria axial.
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Frontera | Contenedor Cilindrico | Contenedor Anular
r=20 %:O, %:0. no aplica
F=1 @0, =0, Ty=0 w, =0, vp=0.
77:%:7 no aplica w, =0, 1v9=0.

Tabla 3.1: Condiciones de frontera de la velocidad lineal y angular, para los dos casos de estudio:

contenedor cilindrico y anular.

3.2.3 Problema magnético

A diferencia de v y @, los vectores de campo magnético y magnetizacién son funciones de-
pendientes del tiempo (¢), el dngulo acimutal (0) y el radio (r), por lo que la ecuacién de

magnetizacién (3.5) escrita por componentes es:

- OM, ~ _ (10M, Mg\ ~ _ - L
Qfﬁ—kﬂfsvg (f a0 — = ) = —Qfészg—Mr-l-Hr, (3.11)
~ 8M9 ~ 18]\% MT & ~ -

Qfﬁ + QfE’U@ (f@@ + 7,:> = QfEWZMT — M@ + Hg. (312)

En las Ecns. (3.11) y (3.12) fue usada la aproximacién M., ~ x;H [26], de tal forma que ésta
solucién numérica es vdlida sélo para amplitudes del campo magnético que tienden a cero.

Un campo magnético rotativo se puede idealizar como una distribucién de corriente super-
ficial viajando a través del embobinado de un estator, el cual es tipicamente modelado usando

una distribucién de corriente superficial dada por la siguiente expresién:
K (r,t,0) = Re {Kej(m_e)} . (3.13)

Por tal razon, en la literatura se suele suponer una dependencia funcional para los vectores H,
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M y para el potencial escalar U (f, 0, f) similar a la de la Ecn. (3.13)

H (7,0,7) = Re { Vzr(f)ir + Bg(f)i@} eﬂ'(f—@)} , (3.14)
M (7,0,7) = Re {[mr(f)ir + 129 (7)ig) eﬂ‘(t'*@)} , (3.15)

U (7,0,7) = Re {i(f)ej(f—e)} . (3.16)

En este caso ﬁr, hg, Ty, e son las componentes complejas adimensionales de los vectores del
campo magnético y la magnetizacién respectivamente. En las ecuaciones anteriores, Re hace
referencia a que H (f, 0, t~), M (f, 0, f) y U (f, 0, ﬂ son la parte real de las funciones complejas
contenidas en los corchetes y j es el nimero imaginario definido como j = v/—1. Usando las
Ecns. (3.14) y (3.15) en las Ecns. (3.11) y (3.12), se obtiene el siguiente sistema algebraico

para m, y mgy

Q) - Q0 -

(1 40— EJ;‘W) My + (anwz ¢ 7{”9> g — Ty =0, (3.17)
- Qi N QD -

(1 + 0= 2 J;j”‘)> g — (anazz—€ ;U">mT—h9_0. (3.18)

Como se puede ver en este caso la dependencia del tiempo ya no es explicita lo que facilita la
solucién del problema caso contrario cuando se usa la Ecn. 2.9 para la M,. Con el fin de

abreviar las Fens. (3.17) y (3.18) se definieron las funciones a (7) y () como sigue:

: (3.19)

B(F) = . (F) — % (F) (3.20)

Resolviendo el sistema algebraico de las Ecns. (3.17) y (3.18) para m,(7) y mg(7), se obtienen
expresiones explicitas para las componentes complejas de la magnetizacion
o+ 3y — Qg8
- [—j + Qfar + 52(2?527
g (7) = hg +ijf~lga;- sflfﬁrﬂ .
- [—j + Qfa} + 525230,6’2

my(7) = (3.21)

(3.22)
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A diferencia de los trabajos que se tomaron como referencia, aqui se usa la funcién potencial
magnética escalar. Se sabe que cualquier campo vector irrotacional puede ser escrito como el
gradiente de una funcién potencial escalar. Usando este hecho se puede reescribir el vector de

campo magnético [21, 2] como:

H=-VU (3.23)
cuyas componentes estarfan dadas por:

- ov

H = —— 3.24
T 87’: ) ( )
- 107

Hy = ———. 3.25
0=~ 5 (3.25)

En estas ecuaciones se usé como variable adimensional ¥ = ROLK' Adicionalmente, se pueden
obtener las componentes complejas del vector de campo magnético en términos de la funcién

potencial escalar compleja usando las Fens. (3.14), (3.16), (3.24) y (3.25)

. O
hy(7) = "o (3.26)
ho(7) = # (3.27)

e igualmente se pueden reescribir las Ecns. (3.21) y (3.22) en funcién de ¢

o jgﬂfﬂzﬁ+f[1+jﬁfa]%
mp(F) = ————————5 (3.28)
f{_—j—i—ﬂfoz_ —EQchﬁ2}
— [] — Qfa} 1[14-7;6@}05%

- ~ 12 ~ °
f{ —j+Qsa —52Q§ﬁ2}

(3.29)

Ahora se muestra el procedimiento para reescribir la Ecn. (3.7) en términos de la funcién

potencial escalar. Usando la Ecn. (3.23) en la Ecn. (3.7) se obtiene:

V- (-V¥) = ~V-NLo V23U = xV-M (3.30)
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v que en forma explicita es:

1o (ov) 10°0
ror \ oF | Ti2og2 — N

Noétese que las expresion (3.30) toma la forma de la ecuacién de Poisson. Usando Ecns. (3.15)

0 <H\Zfr> 101,

or 7 08 (3:31)

<=

y (3.16) en la Ecn. (3.31), y teniendo en cuenta las Fcns.(3.28) y (3.29) se obtiene la Een.

(3.7) en términos de la funcién potencial escalar compleja

~/ ~ 7 ~ ~ . ~
e v ET) 3 wgﬂ _ Xy X (3.32)
T T T T
donde los superindices “ 7 “” 7 gignifican las derivadas de primero y segundo orden de la

respectiva funcién. En Fen. (3.32) el dltimo término esta dado por

. (7) = = 2X . {53Q§2B3 [—z& + fzﬂ +eQy [—j+
[f (5 +pa) - fam;ﬁ?]

Qfa} B [z/? [—j + Qo+ 2f§zfo/] —F (—j + Q0+ 2fs(2fﬁ') &’} _
r [—j + Qfar {éﬂf@ﬂl — QY + 7 (—j + Qfa> 1;"] + 7205 7%

[—sfz 108+ QY + 7 (— PR fa) ;E”] } (3.33)

Las condiciones de frontera para la ecuacién diferencial (3.32) son dadas en la Tabla 3.2:

Frontera | Contenedor Cilindrico Contenedor Anular
7F=0 (7)) =0 No aplica
F=1 V() = V() =3
F=f—y No aplica P () =7 {—%Z’(f) + xﬁ%r(f)}

Tabla 3.2: Condiciones de frontera de la funcién potencial escalar, para los dos casos de estudio:

contenedor cilindrico y anular.

Donde para determinar la condicién de frontera en 7 = =, se tuvo en cuenta que dentro
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del cilindro interior sélido existe un campo magnético uniforme cuya expresiéon también fue

determinada.

3.2.4 Densidad de fuerza y torque magnéticos

Con el fin de completar las Fcns. (3.3) y (3.4), resta determinar las expresiones para las
densidades de fuerza (f =M- @ﬁ) y torque (i =M x I:I) magnéticos. Bajo las suposiciones
hechas en la seccién 3.1, es facil comprobar que sélo existen las componente axial de la densidad
torque magnético [26] y las componentes acimutal y radial de la densidad de fuerza magnética
(fo, fr) - No obstante, la componente radial de la densidad de fuerza magnética no contribuye al

flujo y por tanto no serd determinada. Las expresiones para las densidades de torque magnético

y fuerza magnética respectivamente son:

l, = M,Hy — MyH,, (3.34)
- 0Hy -~ (10Hy H,
- MT‘7~ M ~ T an = .
Jo or o <r 00 T > (3.35)

No obstante, con el fin de usar estas expresiones en las ecuaciones de balance de momento
lineal y angular se usaron sus respectivos promedios en el tiempo (l), y (fs), . Las cuales para

funciones complejas estdn dadas por [27]:
1 ~ %7 ~ T x ~ %7 ~ T x
(L) = 7 Kmrh(; + mrh9> - (mghr + mghrﬂ . (3.36)

7 aa}jf + e (h —jh@) ] (3.37)

(fo)e = [%};" " (b~ sho) | +

Usando las Ecns. (3.28), (3.29) (3.26) y (3.29) en las Fens. (3.34) y (3.35) se obtienen las

respectivas expresiones para densidad de torque magnético y fuerza magnética, en términos de
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la funcién potencial escalar compleja:

Q
<lz>t = ~ ~ 2f - ~ X
2 {Q;%o/l + (1 + 52Q§52> + 20202 (1 - gm;ﬁ?) }

e

h

2 . ‘Bg‘z) [ch (a2 — £26?) — 1] — iR heax

140 (a2 = 2282)| + jhhea |14 0F (o2 — 28%) |} (3.38)

~ o
0y (ot 28) |[of + 7 ([0 = 30 - 307 |

273 [Q?c (a+eB)* + 1]

(fo)y = : (3.39)

En estas ecuaciones el superindice () indica el conjugado de la respectiva funcién. Del mismo
modo, la Fen (3.37) pude ser escrita en funcién del potencial magnético complejo escalar, para
la ecuacién anterior se ha definido B; y il;t como los conjugados de las componentes del campo

magnético hg(7) y h,(7) respectivamente. Estas componentes son dadas por las ecuaciones

(3.26) v (3.27).

3.3 Discretizacion de las ecuaciones ferrohidrodinamicas

3.3.1 Problema hidrodinamico

La solucién numeérica se realizé usando el método de diferencias finitas. En la discretizacién se
usaron diferencias finitas de primer orden con excepcién, de las condiciones de frontera en las

que se usaron de segundo orden [28]. La forma discretizada de las Ecns. (3.9) y (3.10) es:

it — Wi e [(Vie1 — 20; +0; 1 i1 — 05— U;
0= & ({fahy); 20 S22 77(”1 Dy e ”>, (3.40)

ey n 2(Ar) U (Ar)? i 2AT 72
1 Vi V41 — Vi—1 - dn (i1 — 20 w1 1 Wi — @i
= — lz . 2 — _— - 4 7 - .
0=g, Wit (7‘ ) > U R < @ w204
(3.41)

En estas ecuaciones se definié vy (F) = 0, @, () = @ y ¥ (F) = ¥, con el fin de abreviar la
notacién de las ecuaciones. Adicionalmente, el subindice ¢ indica un nodo particular de la

particiéon y n representa el nimero de particiones tomadas en direccién radial. Asi mismo, las
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condiciones de frontera discretizadas son presentadas en la siguiente tabla:

Frontera Contenedor Cilindrico | Contenedor Anular

Ti—o =0 —30; + 4041 — Viq0 = 0, no aplica

—3w; + 4wi+1 — wir2 = 0.

Ti=n+1 = 1 Wnt1 =0,  Opgp1 =0. Ont1 =0,  Opq1 =0.
Ti—0 = % =7 no aplica wi=0 =0, ;= =0.

Tabla 3.3: Discretizacién de las condiciones de frontera de la velocidad lineal y angular para

los dos casos de estudio: contenedor cilindrico y anular.

3.3.2 Discretizacién del problema electrodindamico:

Este problema estd definido mediante las Ecns. (3.32), (3.28), (3.29), (3.33) y las expresiones
para la densidad de fuerza y torque magnético; luego del procedimiento de discretizacién se

obtienen las siguientes ecuaciones:

Xm;'(f)z’ _ ij;(f)i b () = Yio1 =20+ Yir1 | LY — i1 ¢ (3.42)

(AF)? i 2(A7) 7

La ecuacién (3.42) estd sujeta a las condiciones de frontera de la tabla 3.2, ademds m,(7);,
mg(F)i y X1y (F); son:
jsﬁfﬁﬂﬁz +7 [1 + jﬁfaz} (7%21(;%71)
- 2 -
7 { =+ Qpai] - g29§5§}
- [j - Qfaz} Ui + 7eQ B (71”";};?;"1)

f{[—jmfaif_gm;ﬁg}

, (3.43)

mrfi:

me(T); = (3.44)

Donde el iltimo término de la Een. (3.42) fue determinado como
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X (7)i = - p {5393355’ (—zﬁi +f¢i+21(;gi‘l> + Q)
|:f <—] + Qfai> — fe’:aﬁ?gﬁ?]
<—j + QfOéZ) ﬁl ’lLZ (—j + QfOéi + 27:Qf0/-) -7 — j + Qfai + 2?5@fﬂ{7¢~%+1 _ iiil —
! t2(ATF)

T S O S e i1 — iy | - Pic1 — 2 + Pin
T ( j+ Qfal) [lel/JZBi T‘Qfa1-72 ) +7 ( + Qfal> (Af)Q

omr | e e Vi — i s\ P — 2 i

TE Qf,ﬁi [ eQ i 8; + T’Qfozi72 () + 7“( + Qfozl) (AF)Q . (3.45)

Asi mismos en las Ecns. (3.43), (3.44) y (3.45), las funciones a (7), B (7), o/ (7), y 8 (F) se

han discretizado de la siguiente forma

EV; ;U 10— 0
L O A 2= Skl 3.46
(673 'f'l Oél 7:’&2 7 2 A r ( )
R0 v 1041 — U1 Wil — Wi
o B L= 2= . 3.47
Bi =i Flot R 24 + 2(Ar) ( )

Finalmente, el sistema de ecuaciones para el flujo queda totalmente especificado con la dis-

cretizacion de las ecuaciones (3.38) y (3.39).

3.4 Estrategia numérica

Se implementaron algoritmos usando el lenguaje de programacién Visual C++ 2008. El pro-
cedimiento general usado para obtener la solucién numérica es descrito en la Figura 3-1. Como
se puede ver de ésta figura, se implementé un procedimiento iterativo con el fin de romper
el acoplamiento entre los problemas hidrodindmico y magnético. Las iteraciones se inician
suponiendo valores para la densidad de fuerza magnética (fg), y el torque magnético (l.),, estos
valores son usados para solucionar el problema hidrodindmico descrito mediante las ecuaciones
(3.40) y (3.41), de donde se obtiene un primer estimado para vy (7) y @, (7). Posteriormente

estos resultados fueron usados para solucionar el problema electrodindmico descrito con las
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ecuaciones (3.42) a (3.47), obteniéndose la solucién para la funcién potencial escalar 1 (7); con
9 (7) se hace una nueva estimacion de (fg), y (I.), para iniciar una nueva iteracién. Se us6 el
método de Gaus-Seidel para solucionar simultdneamente los sistemas de ecuaciones involucra-
dos en el algoritmo. También se implemento el criterio de convergencia absoluta mostrado en

las inecuaciones (3.48) para las funciones de densidad de fuerza y torque magnético

[T = (o) < e v @™ = ()1

<, (3.48)

donde {<f0(7;)>t}z(n+l) y {(lz(f)>t}§n+1) son las soluciones en la iteracién actual y {<f9(f)>t}§n)
y {(ZZ(F)>t}z(.n) son las soluciones en la iteracién anterior. En la Ecn. 3.48, € es el valor de
tolerancia igual a 1 x 1070, Para disminuir el tiempo de cdlculo computacional fué necesario
usar el concepto de sobrerelajacién sucesiva (SOR) [29].

Las propiedades fisicas y magnéticas del ferrofluido necesarias para obtener la solucién se

dan en la Tabla 3.4 y fueron obtenidas de la referencia [20].

Ferrofluido 7 (N s m_2) P (Kg/m3) woMs (mT)  x on 7 (8)
EMG900 2 4.5 x 1073 1030 23.9 1.19 0.043 1.9x 1076

Tabla 3.4: Propiedades fisicas y magnéticas a temperatura ambiente para ferrofluidos en base

queroseno EMG900-2.
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Inicio ) Fin

va(T), w(r), m (1),
mo (), he(T), ho(T).

ﬁ(?"): L(r).

No iLa solucién

converge?

.

Solucion numeérica del
problema hidrodinamico.
Conservacion de:
Momento lineal,
Momento angular.

calcular nuevamente

v (T); fow)i, b(r);
ws(r); b
Solucién numérica del G(r);
problema electrodinamico. /i

Ecuacion de Poisson,
Ecuacion de magnetizacion.

Figura 3-1: Diagrama de flujo del procedimiento iterativo para solucionar el sistema de ecua-
ciones ferrohidrodindmicas.
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Capitulo 4

RESULTADOS Y ANALISIS

4.1 Comparacion solucién numérica versus asintética

Las soluciones numéricas obtenidas en este trabajo fueron comparadas con respecto a las solu-
ciones asintéticas reportadas en las referencias [20, 22]. Los perfiles de velocidad lineal obtenidos
numéricamente y los analiticos son presentados en la Figura 4-1 para ambas geometrias. Como
se puede observar de la Figura 4-1, existe una diferencia en la magnitud de los perfiles de veloci-
dad entre la solucién asintética y la numérica, la cual fue estimada en 3.18%. Esta desviacién
es atribuida principalmente a que las ecuaciones fueron discretizadas usando diferencias finitas
de primer orden. No obstante, como es mostrado abajo, existe acuerdo de tipo cualitativo
entre ambas soluciones. Una solucién numérica similar fue obtenida por Finlayson [21] usando
el cédigo comercial COMSOL Multiphysics® basado en elementos finitos, para el caso de fer-
rofluido en un cilindro hueco. A diferencia de los resultados que se presentan en este trabajo,
los resultados numeéricos de Finlayson predicen que para campos magnéticos altos (¢ = 155) la
direccién de flujo cambia de sentido, es decir, contra-rotacién entre el campo magnético y flujo.
Tal comportamiento es explicado por Finlayson como una consecuencia de la no uniformidad
del torque magnético, el cual segin sus resultados, se incrementa cerca de la superficie del
cilindro.

A diferencia de esta modelacién en la cual se ha utilizado una funcién potencial escalar
magnética para modelar el campo magnético que incluye como condicién de frontera una dis-

tribucién de corriente superficial, Finlayson usé un modelo de un dominio donde emplea una
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condicién de frontera escalar dada por la expresién
=K = H, [z cos () + ysin ()] .

No obstante, tal diferencia en el cdlculo del campo magnético no debe cambiar el compor-
tamiento de flujo como es mencionado por Khushrushahi et al. [30]. Adicionalmente, Finlayson
resuelve el problema magnético en forma transitoria (% #* O) y el hidrodindmico en estado
estable (% #* O) sin usar expresiones promediadas para las densidades de torque y fuerza mag-
nética, lo que puede generar la no uniformidad de la densidad del torque magnético cerca de la

pared y el efecto de contra-rotacion del flujo a campos altos.
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Figura 4-1: Comparacién de resultados numéricos con respecto a la solucién asintdtica reportada
en la literatura [22], a) perfil de velocidad lineal para el caso del contenedor cilindrico, obtenido
para k= 33, = 85 Hz y H= 3.0 mT; b) perfil de velocidad lineal para el caso del contenedor
anular, obtenido con k = 20, Q = 75 Hz y H= 2.0 mT.

Cabe aclarar, que tal fenémeno de contra-rotacién del campo magnético fue observado
experimentalmente por Chaves et al. [17], solo en la regién cercana a la interface aire fluido y
que puede ser explicado como un resultado de la accién de esfuerzos magnéticos superficiales
generados en la interface aire fluido como ha sido explicado por Rosensweig et al. [31]. No
obstante, para el interior del volumen del fluido no ha sido observado experimentalmente contra
rotacién de campo y flujo a amplitudes del campo magnético moderadas.

Se debe resaltar, que esta es la primera solucién numérica que se obtiene para flujo de
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ferrofluido en una geometria anular. A diferencia de la solucién asintdtica presentada en la
referencia [22], el modelo matemdtico usado en esta tesis, tiene en cuenta los términos V - (vIM)
y w x M de la ecuacién de magnetizacion (Ecn. (2.4)), no obstante, no se alcanza a percibir

algin efecto importante sobre los perfiles de velocidad por comparaciéon de ambas soluciones.

4.2 Perfiles de velocidad lineal y angular a diferentes condi-

ciones de H, v y

Con el fin de seguir la comparacién cualitativa entre las soluciones asintéticas y numéricas, se
obtuvieron perfiles de velocidad para diferentes valores del pardmetro x manteniendo constante
la amplitud del campo magnético H y la frecuencia 2. Los perfiles de velocidad lineal y angular
para el caso de ferrofluido en el cilindro hueco, se muestran en la Figura 4-2 a) y b) y los del caso
anular en la Figura 4-3 a) y b). Estos resultados muestran una clara dependencia del flujo con
respecto al pardmetro adimensional k, tanto para el caso cilindrico como para el caso anular,
lo que estd de acuerdo a las predicciones del andlisis asintético. En otras palabras, la magnitud
del flujo tiende a cero conforme k — oo (17— 0) . Este resultado indica que el efecto del "couple
stresses" [VZw] es importante en la generacion del flujo, situacién que ha sido demostrada en
varios trabajos analiticos donde los "couples stresses" han sido despreciados haciendo 77 = 0
lo que ha resultado en cero flujo, contradiciendo la actual evidencia experimental. También
se debe decir que este andlisis numérico para el caso de la geometria anular, permitié obtener
perfiles de velocidad para valores de x > 40, a diferencia de la solucién asintética que presentaba
problemas de convergencia al calcular una de las integrales numéricas que resulta al resolver la
ecuacion de momento angular interno, la cual tiene forma de una Ecuacién de Bessel Modificada
No-Homogénea.

Asi mismo, se hicieron graficas de perfiles de velocidad lineal para evaluar el efecto de
la amplitud del campo magnético y la frecuencia sobre el flujo, para ambas geometrias. Las
figuras 4-4 a) y b) y 4-5 a) y b) muestran la influencia de la frecuencia y la amplitud del campo
magnético sobre el perfil de velocidad para las geometria cilindrica y anular respectivamente.

No obstante, cabe anotar que las soluciones asintéticas usadas como referencia para evaluar la
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Figura 4-2: Perfiles de velocidad a) lineal y b) angular para ferrofluido en un cilindro hueco.
En ambos casos la amplitud del campo magnético permanece constante a 5mT y frecuencia de
rotacién del campo de 85 Hz.

solucién real son validas para valores del pardmetro de perturbacién

K2
c= HoX AT
¢

e
que tiende a cero, o lo que es lo mismo para magnitudes del campo que tienden a cero (K — 0).
Para dar una idea de la situacién, actuales soluciones asintéticas asumen que M, ~ x;H. Esto
es equivalente a asumir que la funcién de Langevin (L (o) en la Ecn. (2.9)) es aproximada
usando solo el primer término O («) de una serie de potencias. No obstante, la contribucién
de primer orden considera hasta el segundo orden de la serie de potencias, de este modo los
términos de correccién hasta orden tres O (a3) fueron incluidos en el andlisis asintético. En
otras palabras, para no obtener desviaciones de la M., en el andlisis asintético cuando se evalian
los perfiles de velocidad a un campo magnético de amplitud de 5 mT se deberia obtener términos
de correccion de hasta O (53), no obstante, solo se pudieron conseguir términos de O (51) para
el caso cilindrico y O (80) para la geometria anular. Esto demuestra la necesidad de obtener
soluciones numéricas que apliquen a cualquier valor de amplitud del campo magnético.

Por otro lado puede ser verificado que existe acuerdo cualitativo entre los perfiles de veloci-
dad dados por las soluciones asintdticas y numéricas en cuento a efectos del campo magnético

y la frecuencia.
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Figura 4-3: Perfiles de velocidad a) lineal y b) angular para ferrofluido en el espacio anular de
cilindros concéntricos. En ambos casos la amplitud del campo magnético permanece constante
a 5mT y frecuencia de rotacién del campo de 85 Hz.

4.3 Comparacion cualitativa de los resultados numéricos frente

a reportes experimentales

La Figura 4-6, muestra perfiles de velocidad lineal para el flujo de ferrofluido inducido por un
campo magnético rotando y obtenidos usando el método de perfiles de velocidad por ultra-
sonido (UPV), reportado en la referencia [17] para los dos casos estudiados. Como puede ser
observado de estas figuras, ain no es posible hacer mediciones de velocidad cerca de las paredes
de los cilindros, debido a limitaciones de los equipos; estos reportes se compararon de forma
cualitativa con las soluciones asintdticas y las soluciones numérica referenciadas en este doc-
umento. Queda claro que existen discrepancias entre los perfiles de velocidad experimentales
y los obtenidos por los anélisis presentados aqui y que son basados en la teoria de difusién
del momento angular interno. Es bueno recordar que existen varias teorfas que han intentado
describir el mecanismo por el cual el flujo es producido, sin embargo, la que mejor explica las
observaciones experimentales es la teoria de difusién del momento angular interno (DMAT).
Ademsds debe tenerse en cuenta que algunos de los pardmetros usados en este y otros trabajos
son en la actualidad obtenidos para soluciones coloidales diluidas (¢), o que existen solo valores
estimados de orden de magnitud (7), o que aun no se han determinado ni experimental ni

analiticamente (1) y bajo la restriccién de amplitudes de campo magnético que tienden a cero,
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Figura 4-4: Perfiles de velocidad lineal para flujo en geometria cilindrica con un valor de k = 100.
La Figura a) muestra el efecto de la frecuencia sobre el flujo para una amplitud constante del
campo magnético de 12.3 mT. La Figura b) muestra el efecto de la amplitud del campo
magnético sobre el flujo para una frecuencia de 85 Hz.

lo cual solo permite hacer comparaciones de cardcter cualitativo entre predicciones teéricas y

evidencia experimental.
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Figura 4-5: Perfiles de velocidad lineal para flujo en geometria cilindrica para un valor de
k = 100. La Figura a) muestra el efecto de la frecuencia sobre el flujo para una amplitud
constante del campo magnético de 12.3 mT. La Figura b) muestra el efecto de la amplitud del
campo magnético sobre el flujo para una frecuencia de 85 Hz.
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Figura 4-6: a) resultados experimentales de la dependencia del perfil de velocidad lineal con
respecto a la frecuencia del campo magnético, con amplitud constante de 15.5 mT, para el caso
anular; tomado de la referencia [22]. b) resultados experimentales de la dependencia del perfil
de velocidad lineal con respecto a la amplitud del campo magnético con frecuencia constante
de 85 Hz, para el caso cilindrico; tomado de la referencia [20].
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

e Las soluciones numéricas para geometria anular y cilindrica fueron obtenidas usando el
método de diferencias finitas y fueron encontradas en buen acuerdo con las soluciones

asintéticas presentadas en las referencias [20, 22].

e La solucién para la geometria anular es la primera solucién numérica que se reporta para

este caso.

e La solucién numérica para el caso anular a diferencia de la presentada en la literatura
tiene en cuenta los términos V - (VM) y w X M en la ecuacién de magnetizacién. No
obstante, fue encontrado que estos tienen un limitado efecto sobre los perfiles de velocidad

bajo las suposiciones para las que fue realizado el andlisis.

e A diferencia de la solucién numérica presentada por Finlayson, las soluciones numeéricas
de esta tesis NO predicen contra-rotacién entre fluido y campo, para ninguna amplitud del
campo magnético. No obstante, es necesario realizar un andlisis més profundo en orden
a determinar el efecto de densidades de fuerzas y torques magnéticas no promediadas en

el tiempo.
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Capitulo 6

RECOMENDACIONES

e Se debe obtener soluciones numéricas para el flujo valida para campos altos.

e Se debe obtener mejores estimados para los pardmetros fenomenolégicos empleados en las

ecuaciones ferrohidrodindmicas.

e Se debe evaluar el uso de otras ecuaciones de magnetizacion sobre los perfiles de velocidad.
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