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Resumen

Titulo: Los niimeros Eulerianos y la ecuacién de Riccati
Autor: Yulieth Alexandra Gutiérrez Carrillo
Palabras Clave: nimeros Eulerianos, polinomios Eulerianos, ecuacién de Riccati.

Descripcion: Los nimeros Eulerianos fueron introducidos por el matematico Leonhard Euler en su obra Insti-
tutiones calculi differentialis [Euler, 1755] con el fin de encontrar un valor explicito para la suma alternada de la

n-ésima potencia de los primeros m enteros positivos.

PR . . . . n . , .
En términos de la combinatoria, el nimero Euleriano <k> es definido como el nimero de permutaciones del con-
junto {1,...,n} que tienen exactamente k descensos. Estos nimeros aparecen en distintas ramas de la matemdtica
e.g. conjuntos parcialmente ordenados, complejos simpliciales, grupos de Coxeter, entre otras (véase [Petersen,

2015)).

En este trabajo se presentan los nimeros Eulerianos desde una perspectiva analitica. Se estudian algunas de sus
propiedades y se muestra una conexién que tienen estos con la ecuacion diferencial de Riccati con coeficientes
constantes. El trabajo consta de tres capitulos. En el primero se presentan algunas definiciones y teoremas que
ayudardn a demostrar propiedades y aplicaciones de los nimeros Eulerianos. En el Capitulo 2 se introduce la
definicién combinatoria de los nimeros Eulerianos. A partir de esto, se introducen también los polinomios eule-
rianos y se prueban algunos resultados que serdn claves para la obtencién de una férmula para la suma alternada
mencionada aqui. Por dltimo, se mostrard una conexién entre los nimeros Eulerianos y la ecuacién diferencial de

Riccati con coeficientes constantes, y se dardn aplicaciones de este resultado.

Trabajo de grado

Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director: Michael Ale-
xander Rincén Villamizar. Doctor en Matematicas
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Abstract

Title: The Eulerian Numbers and Riccati Ecuation *
Author: Yulieth Alexandra Gutiérrez Carrillo ™"
Keywords: Eulerian numbers, Eulerian polynomials, Riccati ecuation.

Description: Eulerian numbers were introduced by the great mathematician Leonhard Euler in his famous book
Institutiones calculi differentialis [Euler, 1755] in order to obtain an explicit value for the alternating sum of the

nth powers of the first m positive integers.

In a combinatorial way, the Eulerian number < k> is the number of permutations of {1,...,n} with k descents.
Eulerian numbers arises in different areas of Mathematics such as partially ordered sets, simplicial complexes,

Coxeter groups, among others (see [Petersen, 2015]).

In this work, Eulerian numbers are presented from an analytical perspective. Some of its properties are studied

and a connection that these have with the Riccati differential equation with constant coefficients is shown.

The document is divided into three chapters. In first one, in order to prove properties and applications of Eulerian
numbers, some definitions and theorems are presented. In Chapter two, combinatorial definition of Eulerian num-
bers is introduced. Also, Eulerian polynomials are defined and some results are proved; these ones will be key to
obtaining a formula for the alternate sum mentioned here. Finally, an important relation between Eulerian num-
bers and the Riccati differential equation with constant coefficients is proved. As a consequence of these relation,

applications will be given.

Bachelor Thesis

Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director: Michael Ale-
xander Rincén Villamizar. Doctor en Matematicas.
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Introduccion
En el afo 1755, el prolifico matemético Leonhard Euler estudi6 el problema de encontrar una

férmula para la suma
m
142" =3 e (1) = Y (1)K (1)
k=1

A fin de solucionar el problema, Euler introduce una sucesién de polinomios (A,(z)).en co-
nocida hoy dia como polinomios Eulerianos en su famosa obra Institutiones Calculi Differen-
tialis [Euler, 1755]. El niimero Euleriano <Z> es definido como el coeficiente de la potencia
7% del polinomio A, (z). Aparentemente, esta definicién no muestra relacién con la combinato-
ria. Sin embargo, MacMahon dio una interpretacion combinatoria de los niumeros Eulerianos.
Antes de enunciar este resultado, recordemos que dado un conjunto A, una permutacién de A
es una biyeccién de A en A. Sin € N, el conjunto de permutaciones del conjunto {1,...,n} es
denotado por S,. Sea w = (wywy---wy,) € S,, diremos que j € {1,...,n} es un descenso de w
siw; > wjy1. En [MacMahon, 1960], demuestra que el niimero Euleriano <Z> corresponde al

nimero de biyecciones del conjunto {1,...,n} que tienen exactamente k descensos.

Estos nimeros aparecen en diversos topicos de las Matemadticas: conjuntos parcialmente
ordenados, grupos de Coxeter, complejos simpliciales, politopos convexos, entre otros [Peter-

sen, 2015].
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En 2008, Grzegorz Rzadkowski en su articulo [Rzadkowski, 2008] mostr6 una conexién
entre los nimeros Eulerianos y la ecuacion diferencial de Ricatti con coeficientes constantes
dada por X'(t) = aX (t)> +bX (t) +c donde a, b y ¢ son reales o complejos y a # 0. El resultado
de Rzadkowski establece que si X (¢) es una funcién que satisface la ecuacién de Riccatiy ri,r

son las raices (reales o complejas) del polinomio p(x) = ax? + bx + ¢, entonces

n—1
) () = g" " )kt —r ”’k, n € N.
X0 =a T (X0 =) O —r) e @

donde X ") (r) denota la n-ésima derivada de X (¢). Como aplicacién de (2), Rzadkowski esta-

blece la siguiente relacion entre los nimeros de Bernoulli B»,, y los nimeros Eulerianos:

2m

2m—2 om—1
_ _ 1)k
Ban = T am 1) k}_oj (—1) < B > meN. (3)

El objetivo de este trabajo es estudiar los nimeros Eulerianos y algunas de sus pro-
piedades. Probaremos el resultado (2) y mostraremos las consecuencias de éste. En particular,
daremos la prueba de la ecuacidn (3). El trabajo consta de tres capitulos. En el primero presen-
tamos algunas definiciones y teoremas que ayudardn a demostrar propiedades y aplicaciones
de los niimeros Eulerianos. En el Capitulo 2 introducimos el concepto combinatorio de nimero
Euleriano y presentamos algunos resultados que serdn claves para la demostracion de la suma
dada en (1). Por tdltimo, mostramos una conexién entre los nimeros Eulerianos y la ecuacién

diferencial de Riccati con coeficientes constantes y damos aplicaciones de este resultado.
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1. Preliminares.
Para el desarrollo de este trabajo utilizaremos definiciones, notaciones y resultados tomados de
[Conway, 2012], [Apostol, 1996], [Petersen, 2015] y [Rzadkowski, 2008] los cuales ayudaridn
a estudiar los nimeros Eulerianos y algunas de sus propiedades.
1.1. Series
En esta seccién vamos a enunciar resultados sobre series con el propdsito de obtener el
desarrollo de Taylor para la funcién tangente hiperbdlica. Comenzamos dando unas definicio-

nes que serdn utiles para el desarrollo de este trabajo.

Definicion 1.1. Sea U C C abierto, zo € U y f: U — C. Diremos que f es holomorfa en z, si

existe el limite

lim f(Z) _f(Z()) = f/(ZO)-

=20 Z—20

Diremos que f es holomorfa en U, si f es holomorfa en cada zg € U. El conjunto de funciones

holomorfas en U se denotard por H(U ).

Definicion 1.2. Sea f € H(U). La serie (o desarrollo) de Taylor para la funcién f en el punto

a € U esta dada por
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Definicién 1.3. Sea (c,),cn una sucesion en C,zg € C. La serie ch (z—z0)" es llamada serie

de potencias.

Definicion 1.4. Sean U C C abiertoy f: U — C. Diremos que f tiene desarrollo de serie de

potencias en U si dado zp € U, existe r > 0 tal que
f(z)=Y cn(z—20)", paracadaze B(z,r) CU.
n=0

Observacion 1.5. Es conocido que f € H(U) si, y s6lo si, f admite desarrollo en serie de

potencias en U (ver [Conway, 2012]).

%)

Definicion 1.6. Si Z an(z—z20)"y Z bn(z—20)", el producto de Cauchy es definido por
n=0 n=0

oo n
Z cn(z—2z0)", donde ¢, = Z aib,_i.
n=0 k=0

Teorema 1.7. Dados dos desarrollos en serie de potencias en torno del origen,

f@) =Y ad, s zeBOr)
n=0

g(zx)=) bu", si z€B(O,R).
n=0
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El producto f(z)g(z) viene dado por la serie de potencias
7)) = Z cnZ'y st z€B(0,r)NB(0,R),

donde c,, = Z agb, k.

k=0
Demostracion. Veése [Apostol, 1996, Teorema 9.24]. ]
Proposicion 1.8. Sean U C C abierto y f: U — C. Si f(z) Z cn(z—z0)" para todo z €
n=0
B(zo,r) C U y radio de convergencia r, entonces f'(z) Z nen(z—20)"" 7, para todo z €

B(zo,r) C U y tiene radio de convergencia r.
Demostracion. Vease [Neto, 1993, Teorema 8] ]

Proposicion 1.9.

Demostracion. Vedse [Quaintance, 2015, pdgina 17]. O]

Proposicion 1.10 (Principio de Identidad). Sea F(z Z a?'y G(z Z by7", series de
potencias con radios de convergencia p1,py > 0 respectivamente. Supongamos que existe r <

min{py,p2} tal que F(z) = G(z) para todo z € B(0,r). Entonces a, = b, para todo n > 0.

Demostracion. Vedse [Neto, 1993, Corolario 3, pagina 79]. O]
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Proposicion 1.11.

Log(1—z)=— %

n

, <L

o)

1

Demostracion. Vease [Neto, 1993, Teorema 18]. O

Teorema 1.12. Si Z Z | f(m,n)| es convergente, entonces

m=0n=0
Y Y fmn)=Y Y f(mn)
m=0n=0 n=0m=0
Demostracion. Ver [Apostol, 1996, Teorema 8.43]. O]

o)

Teorema 1.13. Un producto infinito Hzn con Re(z,) > 0 para todo n € N es convergente a
n=0

(e o]
un niimero no nulo si, y solo si, la serie Z Log(z,) es convergente. En tal caso, la serie es el
n=0

logaritmo del producto.
Demostracion. Veédse [Conway, 2012, pigina 165]. [

Teorema 1.14. Para todo z € C tenemos que

. i 22 = 422
sinz=z[[\1=o ) v cosz=TT{1= 5,2 )

y la convergencia es uniforme sobre cada subconjunto compacto de C.

Demostracion. Veéase [Conway, 2012, paginas 175y 176.]. ]
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Proposicion 1.15.

2| <2m,

Z _E i k+1 Szk 2k
-1 27" 2k22k Tp2ko2k—1 °

i |
donde Sy, = Z —z para cada k € N.
n=1"

Demostracion. Supongamos que |z| < 7, entonces todos los factores del producto de la funcién

seno tienen parte real positiva. Por el Teorema 1.13 tenemos

in () Son(s-52)

y la convergencia es uniforme en cada subconjunto compacto de la bola con centro en el origen

y radio 7. Por la Proposicién 1.11 tenemos que

[\
~
p—

sinz e 2
—Log <_> =2 ) 2k i
Observe que la serie converge absolutamente. Sigue del Teorema 1.12 que

|

sinz SZk 2k .
—Log (T) = Z o P4 donde ;= ;%,

y la convergencia es uniforme en cada subconjunto compacto de la bola con centro en el origen
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y radio 7. Ahora de la Proposicion 1.8 sigue que

28
cotz— - Z ﬂzzkk 2 g < 4)

lZ + e*lZ

Por otro lado, cotz = l—,
e e—lZ

Si |z| < 27, de (4) encontramos que

2 o 2 & (=)o g
I+ :zcotzz/Z:E—;—nzkzzk_zz :

Multiplicando por z/2 obtenemos

La proposicién anterior motiva la siguiente definicion:
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Definicion 1.16. La sucesién de nimeros de Bernoulli {B; : k € N} es definida como la su-
cesion de coeficientes del desarrollo en serie de potencias alrededor del origen de la funcién

G(z) =

1 esto es,

) k
Z Z
B,—=—— 27. 5
k;o kk' ez_lv |Z|< T ()

La Tabla 1 muestra los primeros términos de la expansion de la serie, donde B, = 0 para

todo k impar distinto de 1.

Tabla 1
Niimeros de Bernoulli B, 0 < k < 10.

-172
1/6
-1/30
1/42
-1/30

10 5/66

o N B~ O = O™

Estos numeros aparecen en el desarrollo en serie de potencias de la funcién tanhz.

Proposicion 1.17.

o Z2k
zcothz = Z 22k32k—

Lz 20 Iz < 7.

Demostracion. Si |z| < m, entonces |2z| < 2. Ahora,
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Por otro lado, de (5) tenemos

oo k
4 4 < 4
+-= kE_OBkE + 5.

et—1 2 2
Como B —_—1 B —=0paracadame N entoncesL—f—E—iB i
Asi,
i " Z2k
zcothz = 2By . O]
= (2k)!
Teorema 1.18.
> 2%k n
tanhz = 22k By 7K1 —. 6
anhz k;) (2k)! w7 < 3 (6)

Demostracion. Si |z| < m/2, entonces |2z| < w. Como 2zcoth2z — zcothz = ztanhz, la Propo-
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sicién 1.17 implica que

ztanhz i 22kp (22)2k i 22%p 2
= kAT 2%k 7TATNT
= (2k)! = (2k)!
i Zk( 2k 2
=) 272" —1)By )
= (2k)!
Asi,
A2k 2k i
tanhz = 2 (2 - 1)BZk . O
L e

1.2. Integrales Hamiltonianas

Hamilton considero el problema de calcular el valor de la integral

> (sint\"
—— | coskrdt (7)
0 t ’

siendo n y k pardmetros dados (ver [Hamilton, 1843]). Esta familia de integrales se co-

noce hoy dia como integrales Hamiltonianas.

En su estudio, Hamilton obtuvo la férmula para la n-ésima derivada de la funcién

X(t) en términos de integrales de la forma (7). En esta seccién nos encargaremos de

:1—|—ef

mostrar este resultado siguiendo la prueba de [Hamilton, 1843]. Posteriormente en el Capitulo

3, veremos la relacion entre las integrales Hamiltonianas y los nimeros Eulerianos.
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Definicién 1.19. Para cadan € Ny k € Z, la integral Hamiltoniana (y, k), es definida como:

o 1 n
sinx
Ynk ::/ (—) coskx dx.
0 X

Note que y, x = yu,—- pues la funcion cos es una funcion par. La coleccion {Vni 1 nke

N} es llamada familia de integrales Hamiltonianas.

Observacién 1.20. Por [Conway, 2012, Ejemplo 2.7, pagina 115], vemos que y; | = ©/4 y

y170:717/2.

Proposicion 1.21. La sucesion (y, i) satisface la formula de recurrencia
2nypi1 k= M+ 1+K)ynpr1 +m+1—=k)yni—1, 3)

para cada n,k € N.

Demostracion. La estrategia es usar integracion por partes. Tenemos
Ynt+1k = / (sinx)"1x~ D coskx dx.
0

Utilizando las identidades de suma de dngulos para la funcién coseno obtenemos
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d . . . .
o sin ! xcoskx = (n+ 1) sin" xcosxcos kx — ksin" ! sinkx
x

1
=3 sin” x [Z(n + 1) cosxcoskx — 2ksinx sinkx]

1
=5 sin” x [(n + 1+ k)cosxcoskx+ (n+ 1 —K)cosxcoskx
+ (n+1 — k) sinxsinkx — (n+1 4 k) sinx sinkx}
1, o
= 5 sin"x (n+ 14 k)[cosxcoskx — sinxsinkx]
+ (n+1—k)[cosxcoskx + sinxsinkx]]
1
=3 sin” x [(n +1+k)cos((k+1)x)+ (n+1—k)cos((k— l)x)] .

Note que el término

+1

—sin"" " xcoskx

nx"

se anula cuando x =0 y x = oo.

Asi,

o o _x 17 d
—/ [ a } o sin" ™! xcos kx
0 0 n x
1

= E/Oooxnsin”x[(n—i— 1+k)cos((k+1)x)+ (n+1—k)cos((k—1)x)|dx.

. —x "
VYntlk = sin” ™! xcoskx [ }
n

22
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Por lo tanto,
2nypi1 6= (n+ 1+ K)ypprr +(n+1—k)ynp—1. O
Observacion 1.22. Tomando k =n+1—2j con j € Z y aplicando (8) encontramos

nYp+1n+1- ZJ—<n+1_ )ynn+2 2j + JYnn—2j- &)

Definicion 1.23. Para cada n € N, definimos la funcién 7,, dada por:

n—1 P
t) = Zyn,n—zk(—l)k, Ti(t) = Z(l —1).
k=1

Proposicion 1.24. Para cada n € N,t > 0 la funcion T, satisface la siguiente relacion:

n(14+0)"""17,,.1() = (141)7"T;(1).

dLogt

Demostracion. Por (9) tenemos que

n n
nY Ynrtnti—2k(—1) _nzynn+2 2 ( Z k)Ynn+2-2k( +Zkynn (=)
k=1 k=1 k=1 k=1

(10)

Aplicando la Definicién 1.23 en (10) tenemos
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n
nTyi1(t —nzyn n+2—2k(— Z ynn—i—Z (= b Zkynn (= t)k
=1 =1 =1

n
= —nt Z yn,n+2—2k<_t)kil +t2 Z (1 - k)yn,n+2—2k(_t)k72 k)yn,n—Zk(_t)kil

k=1 k=1

~
™=
—
|

n
:_ntzynn Zk +t22 ynn Zk t)k 1 Z ynn 2k( t)k_l
d
= —mtT,(t)+ (1 —l—t)tETn(t)
=(1 —|—t)"+1ti(1 +1) T, (1).
dt
Concluimos
d
n(14+0)7"" 11,1 (1) = t (L0 T, (1), (11)
Note que
d —n —-n
t—(1416)"T,(r) = (L+1)""T(1). (12)

dt dLogt

En efecto, sea ¢ (¢) = (1 —1)7"T,(¢), por la regla de la cadena se tiene que

d dd(r)/dr
dLogtq)(t)  dLogt/dt
_ do(r)/di

1/t

_do()
_tT.

De (11)y (12)
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e d _
n(l+1)"" 1Tn+1(f):dLogt(l+t) (). -

Proposicién 1.25. Para cadan € N

T<t)_§(1+t)" d \"'1-1
"4 (n—1)!' \dLogt 1+1

Demostracion. Por la Observacion 1.20 tenemos que

a1

Ti() = yi1=yi-1t = 7 (1-1).

Supongamos que

Veamos que

T (1+1)"*! ( d )"l—t

T1(t) = — .
w1 (7) 4 n! dLogt ) 1+t

De la Proposicién 1.24 tenemos

(1 +t>n+1 d
n dLogt

T (1) = (10T (1).
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Por la hipétesis de induccién concluimos que

(1 —|—l‘)”+l d

Tn+l (l) =

L+1)™"|—
n dLogt(+) {4

m (1

(n

+0(d \"'1—t
—1)!'\ dLogt 1+1

(141)"*!
(n—l )n dLogt

dLogt)

(
)1—t

1+1

LI:} 4>|:1

n! (dLogt

1
Teorema 1.26. La derivada n-ésima de la funcion T
e

¢
141

estd dada por

ﬁé {/Ooo <si¥)n+1cos((n+l—2k)x)dx (—eh).

26

1—1t 2
Demostracion. Sin > 1yt > 0, podemos cambiar —— por —— en la Proposicién 1.25 ya

que su derivada es la misma y asi,

7r(1+t)”+1< d )” 2

T,1(t) = —
w1 (1) 4 n! dLogt )] 1+t

Reemplazando a ¢ por ¢/ tenemos

141

_z(l—l-t)n_‘_l d
2

141

1

n! dLogt

:

141

(13)
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De la Definicién 1.19 y 1.23

n2 +1( h) T i +lnt ( h)k n2 i / Sin_ ' ICOS(( 1 —2k)x) (— h)k
e )= _ e ) = n+ x)dx e )",
n+1 A lyn 1,n+1-2k = 0
(14)
De (13) y (14) tenemos

(%>n(1—|—eh)—l _ ﬁ i {/Ooo (?)HHCOS((,H_ seres] o
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2. Numeros Eulerianos

En este capitulo estudiaremos los nimeros Eulerianos y sus propiedades desde el punto de vista
combinatorio y analitico. Ademds, introducimos la sucesion de polinomios Eulerianos (A4,(z))
con el fin de probar identidades tales como la Identidad de Worpitzky. También usamos dicha
sucesion para hallar una expresion para la suma alterna de la n-ésima potencia de los primeros
m enteros positivos.
2.1. Definiciones basicas y propiedades

Recordemos que dado un conjunto A, una permutacion de A es una biyeccion de A en A.
Sin € N, el conjunto de permutaciones del conjunto {1,...,n} es denotado por S,,. Siw € S,

usaremos la notaciéon w = (wyw; - --wy,) para indicar que w(i) = w; paracadai € {1,...,n}.

Definicion 2.1. Seaw = (wywy---wy) € S,,. Diremos que j € {1,...,n} es un descenso de w si

wj > wjt1. El conjunto de descensos de w serd denotado por Des(w).

Definicion 2.2. El nimero Euleriano <Z> es definido como el ndimero de permutaciones del

conjunto {1,2,...,n} que tienen k descensos, es decir,

(5} = lowe s+ desto) = 3.

donde des(w) denota la cardinalidad del conjunto Des(w).

Como consecuencia de la definicién de descenso de una permutacién tenemos que si
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w € S, entonces 0 < des(w) <n—1.

Ejemplo 2.3. Sin=3, 53 ={(123),(132),(213),(231),(312),(321)}. Note que (123) no tiene

descensos, (132), (213), (231) y (312) s6lo tienen un descenso y (321) tiene dos descensos. Asi,

&)+

Ejemplo 2.4. Sea w € S4. En la Tabla 2 podemos observar las permutaciones en S4 con sus

respectivos descensos donde <0> =1, <1> =11, <2> =11, <3> =1

Tabla 2
Permutaciones en S4 agrupadas por el niimero de descensos.

des(w)=0 des(w)=1 des(w)=2 des(w)=3
123 1243 3421 4321
1324 4231
1342 2431
1423 3241
2134 4312
2314 4132
2341 1432
2413 3142
3124 4213
3412 2143
4123 3214

Nota. Tomado de [Petersen, 2015].

0
Observacion 2.5. Por convencion < k> = Ok, donde Sy es el delta de Kronecker.

Proposicion 2.6. Los niimeros Eulerianos satisfacen las siguientes propiedades:

P e
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(g
ANV

Demostracion. 1. Dados «, 8 € S,,, definimos

o~ f <= des(ax) =des(B).

Ademas, ~ es una relacion de equivalencia en S,,.

Sean o,y 0 € S,,.

m @~ o< des(ax) =des(B).

» Sio~ P <= des(a) =des(f) <= des(B) =des(a) <= B ~ c.

= Supongamos o ~ By B ~ 6. Luego, des(a) = des(f3) y des(B) = des(6).

Por lo tanto, des(a) = des(60), esto es o ~ 6.

Mas aun,

{{o €S, :des(o) =k} :0<k<n—1}

es el conjunto de clases de equivalencia de la relacion ~. De esto, podemos escribir

n—1

Sp=|J{o €S, : des(o) =k}.
k=0

30
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Por lo tanto,

n—1

U {0 €S, :des(o) =k}
k=0

n—1

— Z [{o €S, : des(o) = k}|
k=0
n—1 n

:k;o<k>'

2. Seaw = (wiwy...wy) € S, tal que des(w) = 0, entonces w; < wp < ... < w,. Como

n! =18, =

w; € {1,2,...,n} para cada i € {1,2,...,n} sigue que w; = 1,wp =2,....w, =ny
w = (123...n). Esto muestra que la Gnica permutacién w € S, tal que des(w) = 0 es

(123...n). En consecuencia <g> =1.

3. La permutacion (n...321) tiene n — 1 descensos. Si z = (z122...2) € Sp, 2 # (n...321)
tal que des(z)=n — 1, entonces z; > zp > z3... > 2z, como z; € {1,2,...,n} para todo
i€{l,...,n}, entonces z1 =n,zp =n—1,...,z, = 1. Por lo tanto, (n...321) es la tinica

permutacién de S, con n — 1 descensos.

Por otro lado, si w € S, entonces 0 < des(w) < n— 1. De esto sigue que <n> =0. 0O
n

> , para

S

»

Ahora veremos la propiedad de simetria que cumple el nimero Euleriano <

ello introducimos la siguiente definicion:
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Definicion 2.7. Sea w = (wjwy---wy) € S,. Diremos que i € {1,...,n} es un ascenso de w si
w; < wiy1. El conjunto de ascensos de w y su cardinal seran denotados por Asc(w) y asc(w),

respectivamente.

Observe que si w = (wjwa---wy) € S,, entonces cada i € {1,...,n} es un ascenso o

descenso de w. En consecuencia,
asc(w)+des(w) =n—1.

Observacion 2.8. Los nimeros Eulerianos establecen una regla de simetria en la que cada

permutacién no nula con k descensos tiene n — k — 1 ascensos.

<Z>:<n_2—1>'

En efecto, sea w = (wywy---wy,) € S, tal que des(w) = k. Asi, w tiene n — 1 — k ascensos. Por

lo tanto, la permutacién w' = (w,wy,_1...w...w1) € S, tiene n — 1 — k descensos.

Teorema 2.9 (Férmula de recursion de los niimeros Eulerianos). Para todo n,k € N

<Z> - (n—k)<Z:1>+(k+l)<n;1>.

Demostracion. Sea n € N dado. Consideremos dos casos:

» Caso 1: Seaw = (wws...w,_1) € S, tal que des(w) = k— 1 descensos y w; € {1,2,...,n—
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1} paratodoi € {1,2,...,n—1}. Vamos a construir una permutacién z € S, con des(z) =
k = des(w) + 1 insertando la entrada n en la permutacién w. En efecto, supongamos que
en la posicién j hay un ascenso de w. Sea z = (wjw;.. SWINW .. Wyn—1), luego z € S,,.

Como n > w; para todo 1 <i <n—1, entonces des(z)=des(w) + 1 = k.

Note que la entrada n la podemos agregar en cada posicion de ascenso de w y en el
extremo izquierdo de w. Como asc(w) = (n— 1) — 1 —des(w) = n — k — 1 entonces hay
(n—k—1)+1 = n—k posibilidades de formar una permutacién de n elementos con k

descensos a partir de una permutacion de n — 1 elementos con k — 1 descensos.

= Caso2: Seaw = (wiwy---wy_1) €S,_1 condes(w) =k donde w; € {1,2,...,n—1} pa-
ratodoi € {1,2,...,n— 1}. Queremos formar una permutacién z € S,, con des(z) =k =
des(w) a partir de w. Supongamos que j es un descenso de w para algin 1 < j <n—1.Si
agregamos la entrada n en esta posicion tenemos que z = (Wiw2...w AW, 1...W,_1) €

Sp. Como w; < nparatodo 1 < j <n—1, entonces des(z)=des(w) = k.

La entrada n lo podemos agregar en cada posicién de descenso de w y en el extremo
derecho de w. Como des(w) = k entonces hay k + 1 posibilidades de crear una permuta-
cién de n elementos con k descensos a partir de una permutacién de n — 1 elementos con

k descensos.
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Ahora ilustramos el teorema anterior con un ejemplo.

4 3 3
Ejemplo 2.10. Paran =4 y k = 1. Veamos que <1> = 3<0> +2<1>.
Consideremos la permutacién de S3 con kK — 1 = 0 descensos, es decir (123). Si agrega-
mos la entrada 4 a la permutacién (123) en las posiciones de ascenso y en el extremo izquierdo,
obtenemos las permutaciones (1423), (1243) y (4123) en S4. Note que estas permutaciones tie-

nen 1 descenso.

Por otro lado, tomemos las permutaciones de S3 con k = 1 descensos, es decir, el con-
junto
{(132), (213), (231), (312)} y agreguemos la entrada 4 en las posiciones de descenso y en el
extremo derecho de cada una de estas permutaciones. Por ejemplo, para la permutacién (132)

se obtienen las permutaciones (1342) y (1324) de S4 las cuales tienen 1 descenso.

Realizando este proceso a cada una de las permutaciones de S3 con k = 1 descensos

obtenemos:

1324 2134 2314 3412
132 213 231 312

1342 2413 2341 3124
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Note que a partir de una permutacién de S3 con k — 1 = 0 descensos construimos 3
permutaciones de S4 con k = 1 descenso. También a partir de cada permutacién de S3 con k=1

4 3 3
descenso obtuvimos 2 permutaciones de S4 con un descenso. Asi, < 1> = 3< O> + 2< 1>.

La Tabla 3 podemos ver las propiedades que satisfacen los nimeros Eulerianos <Z>

con 0 < k < n < 10 enunciada en la Proposicién 2.6.

Tabla 3
Numeros Eulerianos <Z>,O <k<n<10.

k

, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 0

2 1 1 0

3 1 4 1 0

4 1 11 11 1 0

5 I 26 66 26 1 0

6 1 57 302 302 57 1 0

7 1 120 1191 2416 1191 120 1 0

8 1 247 4293 15619 15619 4293 247 1 0

9 1 502 14608 88234 156190 88234 14608 502 1 0
10 1 1013 47840 455192 1310354 1310354 455192 47840 1013 1

2.2. Polinomios Eulerianos
m .
Euler estudi6 el problema de encontrar una férmula para la suma Z(—l)’i” . Para so-
i=1
lucionar este problema, Euler introduce una sucesién de polinomios (A, (f)),cn conocidos hoy
como polinomios Eulerianos. Estos polinomios enumeran las permutaciones de acuerdo con el

nimero de descensos. En esta seccion daremos la definicion de estos polinomios y probaremos

algunas de sus propiedades.



LOS NUMEROS EULERIANOS Y LA ECUACION DE RICCATI 36

Definicién 2.11. Para cada n € N, definimos el n-ésimo polinomio Euleriano como A,(z)

n—1 n
Ag(z)= Y e =} <k>zk, Ao(z) = 1.

wesS, k=0

De la definicién anterior tenemos
A(z) =1, Ai(2)=1, Axz)=z+1, As(z)=2"+4z+1.

Note que A,(z) es un polinomio de grado n — 1, para todo n > 0.

El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema 2.9 y da una férmula para cal-

cular estos polinomios recursivamente.

Teorema 2.12 (Férmula de recursion de los polinomio Eulerianos). La sucesion de polinomios

Eulerianos (A,(z))nen satisface
An1(2) = (nz+ DA(2) +2(1=2)A,(z), n=0 'y Ag(z)=1.

Demostracion. El resultado es valido para n = 1. Supongamos que vale paratodo 1 < j<ny

probemos su validez paran+ 1.
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Aplicando el Teorema 2.9 tenemos que el coeficiente de z* en (nz+ 1)A,(z) +z(1 —

1
z)A! (z) corresponde al nimero Euleriano <n1— > como coeficiente de z* en el (n -+ 1)-ésimo
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polinomio Euleriano.

2.3. Identidades

Teorema 2.13 (Identidad de Carlitz). Para cadan € Ny |z| < 1 tenemos

y (15)

Demostracion. Paracadan € Ny |z] < 1, definimos la funcién

Ed(2)i= (1= Y (k12
k=0

Observe que Ey(z) = 1. Usando inducciéon podemos mostrar que E,(z) es un polinomio de

grado n— 1 para cadan € N.

m n=1.

Luego,
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donde E(z) = 1 es un polinomio de grado 0.

= Supongamos que la afirmacion se cumple para n y veamos que se cumple paran+ 1, es

decir, mostraremos que E,(z) es un polinomio de grado n.

= Veamos que E,;1(z) = (1—2)"*' Y (k+1)"
k=0

Ahora,

o= Y1y

Por la Proposicion 1.8 tenemos que

(nz+1)E,(2) +2(1 -2)E;(2) nHlk,
(1_Z>n+2 Zt k+1

Por definicién de E, (z) tenemos que
Eni1(2) = (nz+ 1)En(z) +2(1 = 2)E, (2),

y E()(Z) =1.

De la hipétesis de induccion se tiene que E,(z) es un polinomio de grado n — 1, luego,
el producto por nz+ 1 dard un polinomio de grado n. Ademds, la derivada de E,(z) es de grado

n—2y asi, del término z(1 —z)E)(z) se obtiene polinomios de grado a 1o mas n.
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Note también que tal férmula de recursion corresponde a la recursion polinomial de

Ap(z) dada en el Teorema 2.12. Por lo tanto, A,(z) = E,(z) paracadan € Ny

El siguiente resultado nos da la funcion generadora de los polinomios Eulerianos (A4,(z)).

Proposicion 2.14. Si z| < 1y |ze"| < 1, entonces

= . (16)

Demostracion. Por el Teorema 2.13 tenemos

CAm) W e

Z 1_Z)n+1 I’l‘ Z

Y 'k+1
nO n=0 n:

0k=0

k:O n

(o)

n!

Note que la serie doble converge absolutamente si |z| < 1. Sigue del Teorema 1.12 que
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1 —ze"’
Una consecuencia inmediata de la Identidad de Carlitz (Teorema 2.13) es la Férmula
explicita para los numeros Eulerianos.
Proposicion 2.15 (Formula explicita para los niimeros Eulerianos). Para cada n,k > 0 tene-

(=B Yoo

J=0

nmos

Demostracion. Sea n,k € N, entonces

An(Z) _ (1 _Z)n+1 i(k+ l)nzk _ i (l’l—lfc— 1) (_1)kzk i(k+ l)nZk.

k=0 k=0 k=0
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Luego,

oo k
An(z) = Y anid", donde a,i= Z(—l)/( , 1) (k—j+1)". (17)
k=0 j

Usando la Definicion 2.11 en (17) y por el principio de identidad (ver Proposicion 1.10) tene-

mos

(=B Yoo :

Jj=0

Teorema 2.16 (Identidad de Worpitzky). Para cada m,n € N tenemos

worE (1)

k=0

Demostracion. Sean m,n € Ny |z] < 1. Por el Teorema 2.13

Az =
(1—2)—3“ = ), (m1)"2". (18)
m=0
Usando la Definicién 2.11 en (18)
n Z
(m+1)"2" = < >— (19)
mZ:ZO k;() k/ (1—z)mt!
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Reemplazando la Proposicion 1.9 en (19) tenemos

A\l
I

e EE () SEG (T

Por el Principio de identidad (Proposicion 1.10) concluimos que

mor-E (1Y)

Observacion 2.17. La Identidad de Worpitzky puede reescribirse como sigue:

mor-E (1Y)

k=0

Esto es consecuencia de la Observacion 2.8 y la sustitucion k =n—jcon j=1,...,n.

Ejemplo 2.18. Param =4,n =35,

=) 6+ 00+ G E)+G6)
-()+ ()G )+ )+

=3125.

43
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Antes de presentar una generalizacion de la identidad de Worpitzky introducimos una

notacion.

Definicion 2.19. Dados z € Cy k € N, el coeficiente binomial (]Z{) es definido por

(/i) _ z(z—l)--l-d(z—kJrl).

Lema 2.20. Si P y Q son polinomios no constantes de grado n tales que P(m) = Q(m) para

todo m € N, entonces P(z) = Q(z) para todo z € C.
Demostracion. Véase [Quaintance, 2015, Corolarios 4.2 y 4.3] [

Teorema 2.21 (Identidad de Worpitzky generalizada). Dados z € C y n € N tenemos

n

=500

— +k
Demostracion. Sean P(z) = Z < > ( ) Note que P y Q son polinomios de
=0

grado n. De la Observacion 2.17 sigue que P(m+ 1) = Q(m+ 1) para todo m € N. Por el Lema

2.20 concluimos que P(z) = Q(z), esto es,

=g :
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Proposicion 2.22. Para cada n,m € N,

() ()= (07)

Demostracion. Véase [Knuth, 1973, pag. 56]

Proposicion 2.23. Para cada n,m € N,

" k+1
1”+2"+...+m”:Z T\ (R .
k n+1

k=0

Demostracion. Utilizando la Identidad de Worpitzky (Teorema 2.16) tenemos

()=
+ = .
n n+1

45
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Aplicando la Proposicion 2.22 y la Observacion 2.8 encontramos que

S-S ()

i=0 j=0

Sik=n—j—1,entonces k=0,...,n—1cuando j=0,...,n—1. Asi

Fonr - § (), !

i=0 k=0

Ejemplo 2.24. Sean m,n € N,

iizz m(m+1)6(2m+1) _ (m;l) N (mg—z)

B () ()

ii“: m(m+1)(2m+31())(3m2+3m—1) _ (m;tl) lel(mguz) +11(m:3) N <m5+4>'
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Teorema 2.25. Sean n,m € Nyz e C\ {1}. Entonces

n—k

l-:Zi 7 = ] kZ‘z) (Z) UTWAI{(Z) + ﬁAn(z),

Demostracion. Supongamos que |z| < 1y seaw € C tal que |ze"| < 1. Por la Proposicién 2.14

se tiene que

> i n n mn—kzm-H z
n;) ! {_ k;) (k) SR WAI«(@]
> n n—k "
- ngbw |:kzo(l’l k)'k‘(l_zk+1:|+z I_Zn+1 l’l'
o ve " e A W = A W
’ [ngbm ”!} L;b(l—z)”“ n! +Zn§{)(l—z)”+1 "y
_Zm+1 PP Zew
- 1 —ze¥ 1 —ze"
1_ w\m
B CE0 L
1 —ze"

{1 +ze" + e 2W+...+zmemwl

—ze" + 2™ . "™
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Por el Principio de identidad (Proposicion 1.10) concluimos que

n—k

izzl i’lzi — —Zm—H kzo (Z) —(1TZ)k+1Ak(Z) + WAn(Z)’

para |z| < 1. Como las expresiones anteriores son funciones racionales concluimos que la igual-

dad vale en todo C\ {1}. O

Observacion 2.26. Tomando z = —1 en el Teorema 2.25 tenemos la expresion para la suma

alterna de la n-ésima potencia de los primeros m enteros positivos,

2.4. Aplicaciones de la funcion generadora
Un resultado importante de la seccion 2.3 de Identidades es que la funcién generadora

de los polinomios Eulerianos corresponde a X (1) = Ahora veremos otras identidades

1+e

obtenidas a partir de esta funcion.

Proposicion 2.27. Si |z| < 1y |we®| < 1, entonces

00 A n+1 w_ 1
Z n+1(Z) w . e (20)

S n+ D)1=z nl 1—ze
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Demostracion. Por la Proposicion 2.14 tenemos

= Au(z) Wt (1—z)e”

= 21
= (1—z)" n! 1 —ze" @
Como Ay (z) = 1, entonces restando 1 en (21) sigue
i w' (1 —z)e" 1_ew—l
= ( l—z nl o 1—ze® Cl—ze’
Por lo tanto,
i An—H (Z) Wn—H B e —1 -
S n+1)(1—2) nl 1—ze
Proposicion 2.28. Si |z| < 1, entonces
o~ (1 Aj(z
B,_i— J m'7". 22
jzo(k> ’(J+1)1—zf“ Z -
Demostracion. Seaw € C tal que |w| <271y |ze"| < 1. De (20) obtenemos que
w > An+1(Z) w' 1
= 23
eW—lnzb(n—f—l)(l P nl T 1—ze® (23)

Como |w| < 2m, por la Proposicién 1.15 tenemos que

=) B,— y sigue de (23) que
e—1 = "n

e Ant1(2) w' 1
B,— — =
)} " n! Z:: (n+1)(1—t)"t ! 1 —zeW
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El Teorema 1.7 implica que

i i (n)B Ajyi1(z) w' _ 1
n=0j=0 \J " j<]+1)(1 )]+1 n! 1—ze"

Por otra parte, usando la convergencia absoluta y la Proposicién 1.12 encontramos que

1 (o) (o) %) mnzmwn
m _mz
= e g
Yooy
m=0 m=0n=0 :
m

Il
(agk
s

n!

T
=
3

|

yof
< I
s ©

3

3
N———
2|3

T
o

Luego por el Principio de Identidad tenemos

. A]—H
Z +1)1_Z1+1 Zmz 0

j=0

Proposicion 2.29. Si z,u € C\ {1}, entonces

1 { An(z)  An(w) }:i(n) Ar(z)  Api(u)

—u (1 — )k (1 —)n—H+1

Demostracion. Supongamos primero que |z] < 1y |u| < 1y seaw € C tal que [z¢"| <1y

lue”| < 1. Aplicando la Proposicién 2.14 tenemos
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5o An(2) _Am)Ff 1[ew W}

n! z—ul|l—ze¥ 1—ue”

w w

e e

l—zewl—uew

= wt & Ap(u)  wt
=L nﬂmgﬁfﬁﬂm
2w n) Ar(z) Ap_r(u) w
ZOEO( ) — (1 —wr Rl

1 [ A2 _Amg]:iC>Am) A i)

(1 — Z)k—H (1 _ u)n—k—H )

La conclusién sigue entonces para cada z,w € C\ {1} puesto que ambos miembros de esta

igualdad son funciones racionales. [

Teorema 2.30. Para cada u € C tenemos

Demostracion. Supongamos que u # 1 Por la Proposicion 2.29 tenemos
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1 Anz)  An(u) }: lui(n> Ak(ZZ Ap—k(u)

)L (1 — g)n kil

" /n r(u)
Z k 1—u”+2 '

k=0

k=0

Por otro lado,

: 1 An(z) Ap(u) _d Au(u)
grbltz_ (1—z)nt! - (1 _u>n+1:| T du (m)
_ (L= w)Ay (u) + (n+ 1)An(u)
(1 —u)nt2 '

Asi,
" n
5 (5 )Axtua-st00 = (1 -y )+ (- 1))
k=0
Por continuidad sigue que la igualdad anterior vale para todo u € C. [

3. La ecuacion de Riccati
En este capitulo presentamos la relacion entre los nimeros Eulerianos y la ecuacion diferencial
de Riccati con coeficientes constantes. Iniciamos definiendo estas ecuaciones diferenciales,

seguimos con algunos ejemplos y por ultimo mostramos otras aplicaciones de estos nimeros.
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3.1. Teorema de Rzadkowski
Definicion 3.1. Sea / C R un intervalo y X : I — K una funcién, donde K = R o C. Diremos

que una funcién X (¢) satisface la ecuacion diferencial de Riccati con coeficientes constantes si

X'(t) = aX(t)* +bX (1) +c, (24)

paratodo t € I, con a,b y c son niimeros reales o complejos con a # 0.
Ejemplo 3.2. Las siguientes funciones satisfacen una ecuacién de la forma (24):
1. X(t) =tant, X'(t)=X(t)*>+1;

2. X(t) =tanht, X'(t)=-X(t)*>+1;

3. X() = 1+ler’ X'() = X(1)2 =X (1);
4. X(t) = ﬁ X'(e) ==X (1)* =X (1)

A continuacién enunciamos el teorema principal de [Rzadkowski, 2008].

Teorema 3.3. Sean r| y ry las raices (reales o complejas) del polinomio p(x) = ax*> + bx + c.

Si la funcion X (t) satisface X' (t) = a(X (t) — r1)(X(¢) — r2), entonces
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para cada n € N.

Demostracion. Hacemos induccion sobre n. Para n = 2. Por hipétesis tenemos que
X'(t) = a(X (1) =r))(X (1) =), (25)
Luego, la segunda derivada de la funcién X (¢) esta dada por
X"(t) = aX'()[(X (1) = r1) + (X (1) = r2)]. (26)

Reemplazando (25) en (26)

Supongamos que

n—1
XV =a"y <Z> (X (1) — )N (X (1) — )"k (27)

Veamos que
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Derivando (27) tenemos

Reemplazando (25) en (28)

X(n+1 n—l—l Z < > [ k + 1 X(l‘) _ rl)k+l(X(t) _ rz)n_k+1
(=X () — )X () — rz)'”‘]

= () - ) -t

S

+(n—k+ 1)<ki 1>) (X(t) —rl)kH(X(t) —;’2)”*]‘+1

Aplicando el Teorema 2.9 en (29) tenemos

X("‘H)(t) — an—i—l i <n_]|(' 1>(X(t) _ I’1)k+1 (X(t) _ r2>fl—k+1.

k=0

Esto demuestra el resultado para n+ 1 y por tanto para todo n € N.

55

(28)

(29)
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3.2. Aplicaciones del Teorema de Rzadkowski

En esta seccion damos ejemplos que muestran la aplicacion del Teorema 3.3.

Ejemplo 34. Si X(t) = | entonces X'(t) = —X(t)> — X(t). Las raices del polinomio

el —

2

p(x)=—x—xson0y-1.

Sigue del Teorema 3.3 que

para cadan € N.

Ejemplo 3.5. Si X(¢) = tanht entonces X'(t) = —X(¢)%> + 1. Las raices del polinomio p(x) =

—x%>+1son 1y -1. Del Teorema 3.3 tenemos

x00 = 1 E (e -1 o+ 30)

para cadan € N.

Por otra parte, del Teorema 1.18 tenemos la expansion de Taylor para t = 0 dada por

tanht =Y =" B 21 < 2. 1
an kZl (241 2% , < (31)

Comparando los valores de la derivada de orden n = 2m — 1 calculada de la forma (30) y (31)
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obtenemos
22m 22m -1 2m—2 om—1
Sl Gl D P y (_1)’<< > (32)

2m = k

La féormula (32) podemos escribirla asi:

om0 /2m—1
Bzm:22m(22m_1) Z (_1) < k >

Esto nos da una férmula explicita para el nimero de Bernoulli By,,.

1
Ejemplo 3.6. La funcién Y (x) = T satisface la ecuacion (24) (ver Ejemplo 3.2, 5). Por el
—te

Teorema 3.3 la n-ésima derivada de esta funcion en x = 0 esta dada por

() n—1 n tn—k
YV (0) = —_—. 33
@ k20<k>(1_,)n+1 G3)
Considerando la serie de Taylor (ver Definicién 1.2) para la funcién Y (x) = T enx=0y
—te
remplazando (33) tenemos
1 oo n—1 tn—k P
~y YN (34)
1—ter = &= \k/(1—t)"1n!

R 3 P
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satisface la ecuacion dife-

Ejemplo 3.7. En Ejemplo 3.2 vimos que la funcién X (¢) =

I+e
rencial (24) donde X'(¢) = X (t)> — X (¢).
Luego, por el Teorema 3.3 tenemos:
a1 | <n> il
— = ) (—e" )<t (35)
dit1+e (14e)m 1 & \k

Por otro lado, del Teorema 1.26 tenemos que

a1 2n! nooreo /ging\ !
- = — 1 —2k)x)(—é rdx. 36
dl‘" 1—|—€t 71-(1 _|_et)n+1 ];/0 ( X ) COS((” )x)( € ) X ( )

Comparando los coeficientes de (—e')**! en (35) y (36) obtenemos la siguiente repre-

sentacion integral para el nimero Euleriano < k>:

2l [ . n+1
<Z> = %/ (w) cos (n—2k—1)udu.
0 u
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