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Introduccion

Problema de investigacion

La birrefringencia, una propiedad éptica fundamental de un sinntimero de materiales,
desempena un papel crucial en una vasta gama de aplicaciones cientificas y tecnoldgicas. Su
relevancia abarca desde la microscopia (Hoa y cols., 2014) y el estudio de tejidos bioldgicos
como la piel (Pierce, Strasswimmer, Park, Cense, y de Boer, 2004), hasta areas fundamentales
de la fisica como la electrodindmica cudntica, donde autores como Mignani y cols. (2017)
investigan esta propiedad incluso para el vacio.

Por este motivo, la caracterizacién precisa de la birrefringencia es indispensable no
solo para el diseno y la optimizaciéon de componentes 6pticos, el desarrollo industrial o las
aplicaciones médicas, sino también para el entendimiento de fenémenos fisicos complejos y
las propiedades del universo. Sin embargo, como se mostrard en este trabajo, hoy en dia
existen algunas ambigiiedades en la interpretacion precisa de esta propiedad 6ptica y de su
medicion.

Tradicionalmente, la descripcién de los medios birrefringentes se aborda desde dos pers-
pectivas: a través de sus pardmetros intrinsecos (el retardo eliptico y los modos propios
de polarizacién) y mediante sus parametros equivalentes, deducidos del Primer Teorema de
Equivalencia de Jones. Este teorema postula que cualquier sistema birrefringente arbitra-
rio puede ser representado como una combinacién de un retardador lineal y un rotador de
actividad optica equivalentes.

A pesar de la utilidad de ambos enfoques, las relaciones matematicas que los conectan no
son biyectivas. Esto genera una ambigiiedad fundamental: un tinico conjunto de propiedades
fisicas intrinsecas puede corresponder a multiples conjuntos de parametros equivalentes ma-
tematicamente validos. Este es un problema que puede pasar desapercibido si se interpretan
los pardametros equivalentes como una mera herramienta matematica, tal como se ha hecho
habitualmente. Sin embargo, en el presente trabajo se demostrard que dichos parametros
si tienen un significado fisico bien definido y observable, por lo que esta falta de unicidad

paramétrica, lejos de ser una mera curiosidad matematica, plantea un problema central en



INTRODUCCION 11

la metrologia actual.

Este trabajo aborda la ambigiiedad fundamental previamente descrita. La hipotesis cen-
tral es que la Ley de los Birrefringentes Elipticos (LBE) —que describe la trayectoria tnica y
observable de todos los posibles estados de polarizacién emergentes en la esfera de Poincaré—
constituye el criterio fisico suficiente para resolverla. Al anclar la descripciéon matematica a
una propiedad geométrica medible, es posible identificar de forma inequivoca el tinico conjun-
to de parametros equivalentes que es fisicamente significativo. Esta reinterpretacion tiene una
implicacion profunda: al definir la trayectoria completa de los estados emergentes, confiere
un poder predictivo global que la descripcion basada tinicamente en parametros intrinsecos
no puede ofrecer.

Asimismo, para eludir cualquier ambigiiedad inherente a los métodos actuales, este tra-
bajo presenta un nuevo método de medicién fundamentado en la reinterpretacion fisica de los
parametros equivalentes. Dicho enfoque permite la determinacion simultanea e independiente
de todos los parametros que definen al medio, y su validez se confirma experimentalmente
mediante la caracterizacion de distintos medios 6pticos.

La estructura de esta tesis se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se
establecen los fundamentos tedricos; se formaliza la ambigiiedad a través del Corolario de
No Unicidad Paramétrica y se postula la LBE como el criterio fisico para resolverla, lo que
culmina en el Corolario de Seleccién y en la nueva interpretacion fisica de los parametros
equivalentes. El Capitulo 2 ofrece una revision critica de los enfoques de medicion actuales,
evidenciando sus limitaciones. A continuacion, el Capitulo 3 detalla el desarrollo del nuevo
método propuesto, su fundamentacion tedrica y su validacién experimental. Finalmente, el

Capitulo 4 sintetiza las principales contribuciones y conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 1

Fundamentos

1.1. La polarizacién de la luz

La descripcion fundamental del comportamiento de la luz como una onda electromag-
nética se basa en las ecuaciones de Maxwell. Para un medio sin cargas ni corrientes libres,

estas se escriben como (Hecht, 2017)

V-D(r,t) =0, (1.1)
V-B(rt) =0, (1.2)
VxEm®+;Bm®:Q (1.3)
vXHmw—;me:o (1.4)

Donde E es el campo eléctrico, D es el desplazamiento eléctrico, H es el campo magnético y
B es la induccion magnética.

A partir de estas leyes fundamentales, y bajo la consideracion de un medio homogéneo,
isotropo, no conductor, no magnético y en un régimen estacionario, se puede derivar la
ecuacion que gobierna la propagaciéon de los campos en dicho medio. Esta es la ecuacion de

onda, que para el campo eléctrico toma la forma de

1 0
2 _
Una solucién particular a la ecuacion anterior es la onda plana monocromaética,
E,e%e
E(I‘, t) — Eoei(kr—wt) — gyeiqsy 6i(k-r—wt) ’ (16)

£, et



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 13

donde &; y ¢; son, respectivamente, la amplitud real y la fase inicial de la componente j-
ésima del campo eléctrico. La cantidad vectorial Ey contiene toda la informacion sobre las
amplitudes y fases relativas de las componentes del campo y, a su vez, es el lugar geométrico
que describe el campo eléctrico en un punto r en el instante de tiempo t; por este motivo se
conoce con el nombre de polarizacion. No obstante, y sin pérdida de generalidad, es posible

escoger a k como la direccién de propagacion, con lo cual la Ec. (1.6) se puede escribir como

E, Eelt\
E(z,t) = = € | eitheet), (1.7)
E, E, e

Esta ultima es la ecuacion paramétrica de una hiperelipse en el hiperplano complejo de
C? al que pertenece el campo eléctrico. Tomando E, = &, coswt y E, = &, cos(wt + A¢), y
teniendo en cuenta la identidad trigonométrica sin? wt + cos? wt = 1, por medio de manipu-

laciéon algebraica se puede deducir la ecuacion de la elipse

?g + ?g - 5:55 cos Ag = sin? A¢. (1.8)

De esta manera, es claro que la forma en la que oscila el campo eléctrico esta descrito por
elipses, en donde la polarizacion lineal y circular son solo casos particulares. No obstante,
en lugar de trabajar con la ecuacién anterior, es mas conveniente describir el estado de
polarizacion directamente a través de los parametros geométricos de dicha elipse: su angulo
de orientacién « y su dngulo de elipticidad y, como se muestra en la Fig. (1a). El formalismo
del vector de Jones sintetiza esta descripcién geométrica en un vector complejo y normalizado
J tal que (Chekhova y Banzer, 2021)

j_ (cosacosx — ¢sinasin X) . (1.9)

Sin o cos X + % oS av Sin

Por otra parte, existen otros formalismos matematicos que permiten representar los
estados de polarizacién. Tal es el caso del llamado vector de Stokes, que — tal como lo

senalan Chekhova y Banzer (2021) — tiene una correspondencia uno a uno con el vector de

Jones:
So I
S Sh _ IC?S 2ccos 2y ’ (1.10)
So I'sin 2aecos 2y
Ss I'sin2y

donde los S; se denominan pardmetros de Stokes y Sy = I representa la irradiancia total del
haz de luz. En el presente estudio se considerara exclusivamente luz totalmente polarizada

y monocromatica, con énfasis en la transformacion del estado de polarizaciéon més que en la
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!
Ey 4 Ey S3
A
!
Ey L
!
By
\j
(a) Elipse de polarizacion. (b) Esfera de Poincaré.

Figura 1: Representacion visual de la elipse de polarizacién y la esfera de Poincaré.

intensidad absoluta del haz. En la practica, un medio birrefringente siempre presenta dicrois-
mo; no obstante, esta contribucién se omitira para simplificar el tratamiento del problema.
Bajo estas consideraciones, resulta conveniente trabajar con el vector de Stokes normalizado,

de modo que Sy = 1; es decir,

1

cos 2av cos 2

S = (1.11)

sin 2a cos 2y

sin 2y

Por otro lado, existe un formalismo alternativo para describir la polarizacién basado en
el uso de cuaterniones que, segtn lo propuesto por Pellat-Finet (1984), resulta equivalente al
formalismo de Stokes. A partir de aqui se adoptara dicho enfoque. En este marco, el estado

de polarizacion se define como
S:SOﬁ0+Sl ﬁ1+52ﬁ2+83ﬁ3. (112)

donde los fi; son la base de los cuaterioniones {fig, fiy, iy, iz} = {1,7, ), &}. Para estados

completamente polarizados se cumple que
S =5S7+ S5+ 55 — 1=57+55+5;. (1.13)

Esta ultima ecuacion representa una esfera unitaria centrada en el origen. Este resultado
permite la representacién de los estados de polarizacién mediante la parte vectorial de los
cuaterniones sobre un espacio de configuracién conocido como la Esfera de Poincaré. En este
espacio cualquier estado completamente polarizado queda descrito como un punto sobre la

superficie de dicha esfera, tal como se muestra en la Fig. (1b).
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1.2. Los medios birrefringentes

1.2.1. Caracteristicas fisicas

Segun indica Hecht (2017), cuando la luz se propaga a través de una sustancia transpa-
rente, excita los atomos dentro del medio; de manera que los electrones son impulsados por
el campo eléctrico E de la onda incidente y, como resultado, reemiten radiacion. Estas ondas
secundarias se recombinan para formar la onda refractada resultante que avanza a través del
medio. Es aqui donde la estructura molecular juega un papel fundamental. Si se da el caso en
que dicha estructura es anisétropa la fuerza que une a los electrones sera diferente segin la
direccién en la que estos se desplacen. Esto provoca que la reemision de la ondas sea diferente
en funcion de la direccion en la que se propague el campo eléctrico, lo que se traduce, en
muchos casos, en una diferencia en el indice de refraccién. A continuacion se desarrollara esta
idea formalmente.

En primer lugar, el vector desplazamiento eléctrico D esté definido como
D = ¢eE, (1.14)

donde € es la permitividad eléctrica relativa. Considere ahora el caso en que existe una
anitropia en el material, representada matematicamente como un cambio en el tratamiento
de la permitividad eléctrica, que dejarda de ser un escalar para ser un tensor simétrico, tal
como lo senalan Born y Wolf (2019) y Chekhova y Banzer (2021).

Por otro lado, en una onda electromagnética monocromatica plana, todos los campos
tienen una dependencia espacial y temporal armoénica que puede escribirse de la siguiente

manera para las partes con frecuencia positiva:
EW)(r,t) oc e7tWt-ker), (1.15)

y de manera similar para D) (r,t), HF)(r,t), BF)(r,t). Aqui, w es la frecuencia y k es
el vector de onda. Teniendo en cuenta esto, las ecuaciones de Maxwell (1.3) y (1.4) pueden

escribirse como

k x E = wB, (1.16)

k xH=—wD. (1.17)

Para el caso de medios no magnéticos (B = puoH), de la Ec. (1.16) se deduce que

1
H=—kxE. (1.18)
WHo
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Reemplazando en la Ec. (1.17), se encuentra

1 1
donde 1/c? = pgep. Usando la propiedad del algebra vectorial A x (B x C) = B(A - C) —
C(A - B) se obtiene

2

%[k(k "E) - i’E] = —¢E. (1.20)

Por otro lado, segin lo indican Chekhova y Banzer (2021), existe un marco de referencia
en el que el tensor € es diagonal; como consecuencia, para cada componente en este marco
de referencia se cumple que

02

3
Ek* — k> k;E;
j=1

Al despejar E;, multiplicar a ambos lados de la ecuaciéon anterior por k; y sumar sobre 7, se
obtiene
3 3 3 2

i=1 j=1 i=1 =26

Ya que Zle kiE;, = 2?21 k;E; = E -k, se cancela en ambos lados, de alli se deduce que

+ _Z = k‘2’ (1.23)

1x1+i_yl+1 r = 0. (1.24)

Esto se puede reescribir como

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
R T [ TS (R
””(ey n2> €, n? Ry €&, n?) \e, n? TR ez n?/) \¢g n?

(1.25)

De este modo, para cualquier direcciéon de k la ecuaciéon se convierte en una cuadratica
para n~ 2, lo que implica dos valores posibles de indice de refraccién. Por ejemplo, como lo
mencionan Chekhova y Banzer (2021), si k apunta a lo largo del eje x, se obtiene n = Ve O
n = y/€.; lo que es equivalente a velocidades de fase v = ¢/ Ve 0v = c¢/\/€. En consecuencia,

la velocidad de fase ya no es constante, sino que depende de la direcciéon de propagaciéon y de la
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polarizacion de la luz. Este fenémeno, donde el indice de refraccion varia con la polarizacion,
se conoce como anisotropia Optica, caracteristica esencial de los materiales birrefringentes.
Finalmente, es crucial senialar que las propiedades 6pticas que definen la birrefringencia,
como los indices de refraccion, son dependientes de la longitud de onda de la luz incidente;
un fenémeno conocido como dispersion. Por consiguiente, los parametros que cuantifican la
birrefringencia —y que seran explicados mas adelante— son también funciones de la longitud
de onda. No obstante, para los fines de este trabajo, el analisis se enfocara exclusivamente en
el comportamiento del medio para una tnica longitud de onda. Esta aproximacién permite
tratar los parametros de los birrefringentes como constantes, sentando asi una base sélida y

bien definida para el tratamiento matematico que se desarrollara a continuacién.

1.2.2. Tratamiento matematico

Es conocido que el efecto de un birrefringente sobre un estado polarizado puede visuali-
zarse en la esfera de Poincaré como una rotacion en 3D, tal como es sefialado por Chekhova
y Banzer (2021). El eje de esta rotacion esta determinado por los modos propios del birrefrin-
gente, los cuales son, por definiciéon, los estados de polarizacién que permanecen invariantes
al atravesar el medio. El angulo de rotacion, por su parte, esta dado por el retardo eliptico
efectivo v experimentado por las componentes perpendiculares del campo eléctrico.

Cuando un estado de polarizacién S? incide sobre un medio birrefringente, el formalismo
de los cuaterniones permite expresar el estado emergente como Pabon, Hernandez, y Torres

(2023) lo enuncian:
S = P28l 2, (1.26)

donde 1 representa el eje de rotacion asociado a los modos propios del medio y 7 corresponde

al retardo eliptico efectivo. Explicitamente, n se escribe como
i = 1 cos 2, cos 2a, + 1y cos 2, sin 2ay, + N3 sin 2, . (1.27)

Aqui, o, y x, corresponden a los dngulos de acimut y elipticidad de los modos propios de

polarizacion del birrefringente.

1.2.3. Tipos de birrefringentes

Por otro lado, es posible distinguir tres tipos de birrefringentes segin la naturaleza de
sus modos propios. En primer lugar, los birrefringentes lineales, cuyo modo propio 1n; se ubica

en algin punto en el ecuador de la esfera de Poincaré y se expresa como

n; = 1, cos 2y, + Ny sin 2qy,, . (1.28)
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En segundo lugar, los birrefringentes circulares, también conocidos como elementos con acti-
vidad optica. En este caso, el modo propio 0, se localiza en los polos de la esfera de Poincaré,

de modo que
n. = ns. (1.29)

Finalmente, se encuentran los birrefringentes con modos propios elipticos, en los cuales
n se sitia en una posicion intermedia entre el ecuador y los polos de la esfera de Poincaré, y
queda descrito por la Ec. 1.27.

Por simplicidad en la notaciéon, y en lugar de emplear constantemente los nombres
técnicos, en lo que sigue se utilizaran las siglas presentadas en la Tabla 1 para referirse a

cada tipo de birrefringente.

Tabla 1: Siglas para hacer referencia a los distintos tipos de birrefringentes.

Nombre Sigla

Birrefringente lineal BL

Birrefringente circular | BC

Birrefringente eliptico | BE

1.3. El Primer Teorema de Equivalencia de Jones

Por otra parte, en este trabajo resulta fundamental el Primer Teorema de Equivalencia
de Jones (también denominado Teorema I de Jones y Hurwitz (1941)). Este establece que un
BE —que puede entenderse como un sistema formado por un nimero arbitrario de placas

retardadoras y rotadoras— es 6pticamente equivalente a la composiciéon de un BC y un BL.

Parédmetros Intrinsecos Parémetros Equivalentes

VSz | >SQ

Figura 2: Representacién visual del Primer Teorema de Equivalencia de Jones: la

descomposiciéon del BE en términos del BC y BL equivalentes.
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1.3.1. Los parametros de los birrefringentes

Tabla 2: Notaciéon para los pardmetros intrinsecos y equivalentes utilizados para

describir los medios birrefringentes.

Parametros intrinsecos Parametros equivalentes
o, | Acimut modo propio o' | Acimut modo propio BL equivalente
Xp | Elipticidad modo propio | J | Retardo lineal equivalente
v | Retardo eliptico v | Actividad optica equivalente

Una de sus consecuencias mas importantes es que el comportamiento de un birrefringente
puede describirse mediante dos conjuntos de pardmetros distintos, pero que representan (al
menos en principio) el mismo efecto fisico del medio, como lo ha mencionado Pellat-Finet
(1984). Por un lado, los pardmetros intrinsecos —ya introducidos en secciones anteriores—,
que incluyen el retardo eliptico v y los modos propios elipticos, caracterizados por el acimut
oy, y la elipticidad x,. Por otro lado, los pardmetros equivalentes, deducidos directamente del
Primer Teorema de Equivalencia de Jones, permiten describir un BE en términos de un BL
equivalente —caracterizado por un retardo lineal § y un acimut o/— junto con una actividad
6ptica ¢ asociada al BC equivalente, tal como se representa en la Fig. (2). La Tabla 2 resume
todos estos parametros y los simbolos correspondientes que se emplearan en el resto del texto.

Tradicionalmente, la caracterizacion de los medios birrefringentes se ha centrado en sus
pardmetros intrinsecos, por lo cual muchos investigadores como Yu y Chou (2011) asumen
que estos definen por completo sus propiedades épticas. En este contexto, como lo afirman
Pellat-Finet y Lebreton (1982), los parametros equivalentes no se consideran propiedades
fisicas reales del material, sino una construcciéon matematica: si bien describen el efecto
global del medio, no representan de forma directa ni el poder rotatorio ni la birrefringencia
lineal, fendmenos que tienen lugar de manera simultédnea y distribuida a lo largo del material.
En otras palabras, se apunta a que esta descomposicion deberia entenderse como un modelo

secuencial que facilita el calculo y la interpretacion del proceso.

1.3.2. Relaciones entre parametros intrinsecos y equivalentes

Las relaciones entre los parametros intrinsecos y equivalentes pueden deducirse median-
te diversos formalismos matematicos. Estas son fundamentales para la caracterizacion de la
birrefringencia, ya que en muchos montajes experimentales es més practico medir los para-
metros equivalentes para luego calcular los intrinsecos. En el Capitulo 2 se describiran los

métodos basados en este enfoque.
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En el formalismo de cuaterniones presentado por Pellat-Finet (1984), esta deduccién

parte del Teorema I de Jones, que permite descomponer el operador de un BE como

ol W PN ( 90)
exp<n2>—exp (nl2>exp n.g ) (1.30)

donde 0 es el modo propio del BE; mientras que fi; y fi. son, respectivamente, los modos
propios del BL y del BC.

Aunque Pellat-Finet (1984) presenta con detalle la deduccién de estas expresiones a par-
tir de las reglas de operacion de los cuaterniones, aqui solo se enuncian los resultados finales.

Dichos resultados establecen las siguientes relaciones entre ambos conjuntos de parametros:

J
COS% = cosicosg, (1.31)
)
tan 2x, = cot - sin ~ | (1.32)
2 2
tan 2qy, = tan(2a’ — ¢/2). (1.33)

Sin embargo, estas ecuaciones no definen una correspondencia biyectiva desde los parametros
intrinsecos hacia los equivalentes. A continuacion, se analizaran las dos fuentes principales

de esta ambigiliedad: la periodicidad y la paridad de las funciones trigonométricas.

1.3.2.1. Problemas de periodicidad

La primera fuente de ambigiiedad proviene de la naturaleza periddica de las funciones
trigonométricas. Como consecuencia, multiples conjuntos de pardmetros equivalentes, E; =
(o}, 95, ), pueden asociarse a un mismo conjunto de parametros intrinsecos, I = (a, Xp, 7)-

Esta multiplicidad se hace evidente en la Ec. (1.33). Como la funcién tangente tiene un
periodo de 7, la igualdad tan(2a,) = tan(2¢/ — ¢/2) no establece una unica relacién entre

sus argumentos, sino una familia de soluciones:

2ap:2o/—§imr, paran € Z. (1.34)

Esta relacion evidencia que, para un unico valor del acimut intrinseco «,, existen infinitas
soluciones posibles para el acimut equivalente ', separadas por multiplos de +7/2. Incluso
al restringir o/ a su dominio principal [0, 7), persisten varias soluciones. En consecuencia, la
periodicidad constituye una causa fundamental de la no biyectividad entre ambos conjuntos
de parametros.

Despejando o' de la Ec. 1.34, se obtiene

© T
o/:ozp—i—Z:Fn§. (1.35)
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A partir de esta expresion, las dos soluciones que se encuentran en el intervalo [0,7) son,
por ejemplo, las correspondientes a n = 0 y n = £1 (ajustadas mediante médulo 7 para

permanecer en el dominio):

o =a,+ g (méd 1), (1.36)
oy =a,+ f ¥ g (méd ). (1.37)

En consecuencia, la periodicidad constituye una causa fundamental de la falta de biyec-

tividad entre ambos conjuntos de parametros.

1.3.2.2. Problemas de paridad

Asimismo, la simetria de paridad de las funciones trigonométricas introduce otra ambi-
giiedad. Bajo la transformacion (6, ) — (—d, —¢), el valor de 7 en la Ec. (1.31) se preserva,
ya que el coseno es una funcién par. De manera similar, el valor de y, en la Ec. (1.32) per-
manece constante, pues el término cot(d/2) sin(¢/2) es el producto de dos funciones impares,
lo que resulta en una funcién par.

En contraste, para preservar el valor de c, se debe imponer una condicién sobre el acimut
equivalente . Definiendo dos conjuntos de pardmetros E; = (o}, d,¢) v Ey = (dy, —0, —p),

la condicién de que ambos generen el mismo «,, en la Ec. (1.33) requiere que:

tan(20] — ¢/2) = tan(2ay — (—p/2)) .

De esta igualdad se deduce que oy = o)y — /2. Esto demuestra que al menos dos conjuntos
de pardmetros equivalentes distintos, F; = (o,0,¢) y By = () — ¢/2,—0, —p), se mapean
al mismo conjunto de parametros intrinsecos I = (ay, Xp,7), lo que confirma la ambigiiedad
por paridad.

1.3.2.3. Corolario de No Unicidad Paramétrica

Debido tanto a la periodicidad como a la simetria de signo, el mapeo entre los parametros
intrinsecos y los parametros equivalentes definidos por las Ecs. (1.31)—(1.33) es fundamental-
mente no biyectivo. Esta no biyectividad implica que, para un conjunto dado de parametros
intrinsecos («, x,7), la combinacién equivalente correspondiente (o, d, ¢) derivada matema-

ticamente no es tunica. Por este motivo, es pertinente definir el siguiente Corolario.

Corolario de No Unicidad Paramétrica. El conjunto de pardmetros intrinsecos (cyp, XpsY)s
que caracteriza a un birrefringente eliptico, no determina univocamente el conjunto de pard-

metros equivalentes (&, 0, ), ya que es consistente con miltiples soluciones matemdticas.
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Aunque esta no biyectividad podria parecer una mera formalidad, adquirird una relevan-
cia determinante. Como se verd mas adelante, los parametros equivalentes estan intimamente
ligados a propiedades fisicas observables de los BEs. Por lo tanto, la existencia de multiples
conjuntos de parametros matematicamente validos plantea un problema de seleccion fisica

que sera abordado en las secciones posteriores.

1.4. Las Leyes de los Birrefringentes

Para el desarrollo de este trabajo resulta fundamental presentar ciertas leyes que rigen el
comportamiento de los birrefringentes, formuladas recientemente por Salazar-Ariza y Torres
(2017) y posteriormente generalizadas por Pabén y cols. (2023). Este marco se fundamenta
en un principio fisico clave: dado que la birrefringencia es un operador lineal, la rotaciéon de
un medio BE para un estado de polarizacién incidente fijo genera una tnica y observable
trayectoria de estados emergentes, C, sobre la esfera de Poincaré. Esta curva es, por tanto,
una propiedad especifica de cada medio.

Como paso previo para describir la ley en su forma general, es necesario primero explicar

un caso mas simple: la Ley de los Birrefringentes Lineales (LBL).

1.4.1. Ley de los Birrefringentes Lineales

Esta ley establece que la trayectoria generada por un haz polarizado al atravesar un BL
en rotacion se caracteriza por la curva de interseccién entre la esfera de Poincaré y un cono
Salazar-Ariza y Torres (2017). La geometria de este cono queda univocamente determinada
por el estado de polarizacién incidente y por las propiedades del medio. Su construccion

geométrica parte del estado incidente S*(20, 2x?) y se establece siguiendo los siguiente pasos:

1. El vértice del cono se ubica en el estado enantiogiro SO(20/, —2x"), que corresponde al

punto simétrico de S* con respecto al plano ecuatorial de la esfera.
2. El angulo de apertura del cono es igual al retardo lineal, §, del medio birrefringente.

3. El eje de simetria del cono esta definido por la linea que conecta el estado de polarizacion

de entrada con su estado enantiogiro

De este modo, y tal como se representa en la Fig. 3a, los parametros del BL definen por

completo la trayectoria de los estados emergentes.

1.4.2. Ley de los Birrefringentes Elipticos

La Ley de los Birrefringentes Elipticos (LBE) generaliza el concepto anterior para un BE

de manera simple y elegante. La ley sigue siendo la misma —la trayectoria es la interseccion
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de la esfera con un cono orientado— pero con una unica modificacion. Haciendo uso del
Teorema I de Jones, la LBE postula que la accion de un BE es equivalente a la de un BL,
precedido por un BC (Pabén y cols., 2023). Geométricamente, esto se traduce en una simple

adicién a las reglas de la LBL:
1. Se determina el estado de referencia enantidgiro S°(2a%, —2x%).

2. A continuacién, dicho estado se rota un angulo ¢ (la actividad éptica equivalente)

alrededor del eje polar (S3). El estado resultante,
S* = S*(2a" + ¢, —2x") . (1.38)
es la posicién del vértice del cono.
3. El angulo de apertura del cono corresponde al retardo lineal equivalente 9.

4. El eje de simetria del cono para un BE es la linea que conecta el vértice del cono, S*,

con el estado de entrada rotado por la actividad dptica, S(2a" + ¢, 2x?).

Como se muestra en la Fig. 3b, una vez que el vértice S*, la apertura § y la orientacién
quedan establecidos, la curva de estados emergentes C estd univocamente determinada por

la siguiente ecuacién
S =1y + 1y (cos 2" cos 2a° + [cos 2" sin(2a¢ — 26)(1 — cos §) = sin 2" sin 6] sin 20)
+ iy (cos 2" sin 2a¢ — [cos 2" sin(2a¢ — 26)(1 — cos §) = sin 2" sin §] cos 20)
+ 13 (j: sin & cos 2" sin(2a° — 26) + sin 2" cos 6) (1.39)
donde S¢ corresponde a cada estado de salida, (o', x’) definen el estado de polarizacién
incidente, af el acimut emergente y € es el angulo del eje rapido del BE con respecto a la

horizontal. Ademés, se cumple que 2a° = 2a' + .

La ecuacion paramétrica del cono es

So 1

Sy | | cos2x'cos(2a + ) + (1;?;5) (2 + sin 2x") sin 2t (1.40)
Sy || cos2xisin(20 + ) — (1;;‘)(?5) (z +sin2x")cos2t |’ '

Sg 4

donde (57, S2,53) es el estado emergente, y los parametros independientes z y ¢ generan la
superficie del cono.

Finalmente, como lo demuestran Pabén y cols. (2023), vale la pena mencionar que
aunque los modos propios del BE cambien en la medida en que este se rota en el espacio, su
retardo eliptico v permanece constante. Por lo tanto, la descomposicion de este retardo por
medio del retado lineal equivalente 0 y la actividad éptica ¢ permanecen invariantes ante

dicha rotacién.
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s°(2a%,~2x")
(a) Ley de los Birrefringentes Lineales. (b) Ley de los Birrefringentes Elipticos.

Figura 3: Representacién visual de las Leyes de los Birrefringentes. En la LBE,
para un estado incidente arbitrario S'(2a%, 2x?), el vértice del cono se encuentra en el
estado enantidgiro 80(20/, —2x*). Por otro lado, en la LBE, para un estado incidente

arbitrario S(2a’, 2x"), el vértice del cono se encuentra en el estado S™ (20 4+, —2x*).

1.4.3. La LBE como Criterio de Seleccion

La importancia de la formulaciéon de la LBE resalta por varias razones. En primer lugar,
dota de un significado fisico directo a un conjunto privilegiado de los parametros equivalentes.
La actividad optica ¢ es el desplazamiento acimutal del vértice del cono, mientras que el
retardo lineal § es su angulo de apertura. Ademas, es precisamente este significado fisico lo
que resuelve la ambigiiedad de la relacién entre los parametros intrinsecos y equivalentes

expresada en el Corolario de No Unicidad Paramétrica tal como se vera a continuacion.

Corolario de Seleccion. Dado un birrefringente eliptico arbitrario, se define a C como la
trayectoria unica de todos los posibles estados emergentes generados por él en la esfera de
Poincaré. Ya que C obedece a la Ley de los Birrefringentes Elipticos, selecciona de manera

unica el conjunto de parametros equivalentes del Teorema I de Jones que es fisicamente vdlido.

Demostracion. Como lo establece el Corolario de No Unicidad, para un conjunto dado de
parametros intrinsecos que definen un BE, existen multiples conjuntos de parametros equiva-
lentes P; = (o}, d;, p;) matemdticamente vélidos. Sin embargo, segin la LBE, cada conjunto
P; definirfa una curva teérica C; generada por un cono con vértice en S* (20" + ¢, —2x")
y apertura ;. Para que cualquiera de estas curvas tedricas sea idéntica a la trayectoria fi-
sica observada C, es necesario que los conos que las generan sean idénticos. Esta identidad
geométrica impone la igualdad de los vértices (S = S*) y de las aperturas (J; = 9). Estas
condiciones implican ¢; = ¢ y 6; = J; lo que fuerza inmediatamente la coincidencia del tercer
pardmetro, ) = o', pues estos tres estan ligados. Por lo tanto, solo un tinico conjunto de
parametros equivalentes puede describir la trayectoria fisica, demostrando que la unicidad

de C actia como un criterio de selecciéon inequivoco. Il
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S*(2a% + ¢, —2x")

Figura 4: Representacién visual del Corolario de No Unicidad Paramétrica para el
caso de la ambigliedad de paridad. Dados unos parametros intrinsecos y un estado
de polarizacién incidente S%(2a?,2x?), existen dos soluciones mateméaticas para los
parametros equivalentes: (0, p) y (—d, —p). Por las propiedades de la Ec. 1.40, ambos
conjuntos de parametros generan el mismo cono; sin embargo, la curva de estados
emergentes es diferente en cada caso, pues los vértices de los conos estdn ubicados en

estados distintos.

1.4.4. El poder predictivo de los parametros equivalentes

Ademas, aunque la LBE tiende un puente entre la descomposicién matemaética del Teo-
rema [ de Jones y la realidad fisica observable, su verdadera importancia reside en el poder
predictivo que confiere a los pardmetros equivalentes.

Si bien los parametros intrinsecos describen propiedades fundamentales del medio, son
los equivalentes los que determinan la geometria de su comportamiento observable: la trayec-
toria de los estados emergentes. Al aplicar el Corolario de Seleccion —fundamentado en la
LBE— para identificar el tinico conjunto fisicamente valido, se resuelve la ambigiiedad sobre
esta trayectoria (un problema ilustrado en la Fig. 4). Esto permite definir con total precision
el lugar geométrico sobre el cual se encuentran todos los posibles estados de salida.

Este poder predictivo se extiende atin mas. Dado que las propias reglas de la LBE
establecen como la geometria de la trayectoria depende del estado de entrada, es posible
anticipar la trayectoria de estados emergentes del BE para cualquier estado de polarizacion
incidente arbitrario. Esta es una capacidad que los parametros intrinsecos, por si solos, no

pueden ofrecer.

1.4.5. Notas preliminares para medir los parametros equivalentes

La conexion entre el Teorema I de Jones y la trayectoria de los estados emergentes se

manifiesta de forma explicita al analizar los puntos de maxima y minima elipticidad, S+ y
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S_, que se encuentran sobre dicha trayectoria. Segiin lo establecen Pabén, Salazar, y Torres
(2021), la LBE predice que el retardo lineal equivalente, d, gobierna directamente los valores

de la elipticidad para dichos estados de la siguiente manera:
2+ =2x' £, (1.41)

donde 2x? es la elipticidad del estado incidente y 2x* son las elipticidades de los estados S,.

La Ec. (1.41) seré relevante més adelante, pues proporcionara un método experimental
directo para determinar correctamente el valor de §. Al medir la elipticidad del estado de
entrada y las elipticidades extremas de la trayectoria de salida, el retardo lineal equivalente
quedara univocamente determinado. Una vez conocido ¢, la actividad optica equivalente ¢
puede obtenerse a partir de la posicion del vértice del cono, completando la caracterizacion.

En pocas palabras, la LBE traduce la descomposicién del Teorema I de Jones a un
lenguaje geométrico, elevando asi a los parametros equivalentes de una mera conveniencia

matematica a propiedades fisicamente verificables.

1.5. Contribuciones

Las contribuciones originales desarrolladas en este capitulo se centran en presentar y
resolver una ambigiiedad fundamental en la teoria de la birrefringencia. En primer lugar,
se demuestra formalmente la no biyectividad de las ecuaciones que conectan los parametros
intrinsecos con los equivalentes, identificando la periodicidad y paridad de las funciones tri-
gonométricas como sus causas. Este hallazgo se sintetiza en el Corolario de No Unicidad
Parameétrica, el cual evidencia la necesidad de un criterio adicional para una caracterizacion
inequivoca del medio.

Como solucion a esta ambigiiedad, se postula que la Ley de los Birrefringentes Elipticos
sirve como dicho criterio. Se argumenta que la unicidad de la trayectoria de los estados
emergentes en la esfera de Poincaré implica la existencia de un tinico cono geométrico cuya
interseccion con la esfera reproduce exactamente dicha trayectoria. Esto permite identificar
de manera inequivoca el conjunto de parametros equivalentes fisicamente valido, lo que se
establece formalmente en el Corolario de Seleccion.

Este nuevo marco tedrico hace posible dotar de un robusto significado fisico a los para-
metros equivalentes. Se propone una interpretacién en la que el retardo lineal, §, y la actividad
Optica, ¢, dejan de ser meras construcciones matematicas para corresponder directamente
con propiedades geométricas observables. Esta conexion, a su vez, dota a la caracterizacion
de un poder predictivo global: al definir la trayectoria completa, se hace posible anticipar
todos los posibles estados emergentes para cualquier estado incidente, una capacidad que va

mas alla de lo que los parametros intrinsecos pueden ofrecer. Finalmente, como consecuencia
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directa de estos hallazgos, se esbozan algunos aspectos importantes para un novedoso método
de medicion fundamentado en la Ley de los Birrefringentes Elipticos, que sera desarrollado

formalmente en el Capitulo 3.
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Capitulo 2

Enfoques actuales en la medicién

En este capitulo se presenta una revisiéon de los métodos de medicion de la birrefringen-
cia. El interés no se centra en describir los detalles técnicos de cada implementacion, sino
en identificar los pardametros que cada técnica permite medir y calcular, asi como aquellos
parametros que son omitidos.

A partir del marco tedrico establecido en el primer capitulo, puede definirse el objetivo
ideal de la metrologia de la birrefringencia: un método que, por un lado, determine de forma
simultanea e independiente los dos conjuntos de parametros que describen al birrefringente
y, por otro, esté fundamentado en leyes fisicas. Cada uno de estos criterios es indispensable,

como se justifica a continuacion:

» Significado fisico: Es esencial para resolver la ambigiiedad planteada por el Corolario
de No Unicidad Paramétrica. Garantiza que, de los multiples conjuntos de parametros
equivalentes matematicamente posibles, se identifique el inico que corresponde a la

realidad fisica observable que define la curva de estados emergentes.

= Independencia: Es necesaria para evitar las ambigiiedades derivadas de las relacio-
nes matematicas que vinculan ambos conjuntos de parametros, es decir, la falta de

biyectividad.

» Simultaneidad: Constituye un requisito de eficiencia, pues evita la complejidad y las
posibles dificultades de emplear dos montajes experimentales distintos para caracterizar

un unico medio birrefringente.

Una medicién con estas caracteristicas proporcionaria una descripcion completa y libre de
ambigtliedades del sistema. Sin embargo, el analisis del estado del arte que se presentara a
continuacion pondra de manifiesto que ningin método actual satisface estas tres condiciones.

En cambio, los métodos existentes pueden clasificarse en tres categorias:
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1. Aquellos que miden un conjunto de parametros para luego calcular el otro.
2. Aquellos que se limitan a medir inicamente los parametros intrinsecos.

3. Aquellos que realizan una caracterizacion parcial, midiendo solo un subconjunto de

alguno de los dos conjuntos de parametros.

Esta revision evidencia una brecha en las técnicas actuales, justificando asi el desarrollo del

método que se presenta en el Capitulo III.

2.1. Medicién de parametros intrinsecos

2.1.1. Método de medicion de Tres Intensidades

A través de un montaje polarimétrico que requiere inicamente tres mediciones de in-
tensidad para dos estados de polarizacién incidentes, el método propuesto por el equipo de
Lin, Han, y Chao (2008) mide los tres pardametros intrinsecos del BE: el acimut «, y la
elipticidad x, de los modos propios, asi como el retardo eliptico . El trabajo se centra en la
determinacion directa y exclusiva de este conjunto de parametros.

La principal fortaleza de este trabajo es su simplicidad experimental y eficiencia. Al
basarse en solo tres mediciones de intensidad, el método es rapido y, ademas, no requiere de

componentes 6pticos complejos.

2.1.2. Meétodo de analisis de Fourier

En el método propuesto por Kurzynowski, Drobcezyniski, y Wozniak (2009), se deter-
minan de forma indirecta y simultdnea los tres parametros intrinsecos del BE. La técnica
se basa en un polariscopio eliptico espacial modificado que emplea un conjunto de compen-
sadores, tanto lineales como circulares, para codificar la informacién de polarizaciéon en un
patrén de franjas espaciales. La medicién directa es una tnica imagen de la distribucion de
intensidad de la luz capturada a la salida del sistema. Posteriormente, mediante un analisis
de Fourier de esta imagen de intensidad, se extraen coeficientes de Fourier especificos que
permiten calcular algebraicamente y de forma explicita los mencionados parametros de dicho
medio.

La principal fortaleza de este trabajo es su capacidad para realizar una caracteriza-
cion completa de los parametros intrinsecos a partir de una unica captura de intensidad.
Esta caracteristica lo hace muy réapido y apto para mediciones en tiempo real de fenémenos

dinamicos.
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2.1.3. Debilidades de este enfoque

Desde la perspectiva de la discusion desarrollada en el primer capitulo, la debilidad
fundamental del enfoque que comparten estos dos métodos es que la caracterizacion del
medio es incompleta. Al limitarse a los parametros intrinsecos, no se explora la descripcion
complementaria que ofrecen los parametros equivalentes, lo que resulta en una visiéon parcial

de la birrefringencia.

2.2. Medicién de parametros equivalentes

2.2.1. Elipsémetro heterodino de doble frecuencia

El articulo de Yu y cols. (2009) presenta un método que mide tres pardmetros equiva-
lentes para un BE utilizando un elipsémetro heterodino de doble frecuencia. A partir de este
conjunto de parametros medidos se calculan los tres parametros intrinsecos, los cuales no son
medidos directamente, sino derivados matematicamente mediante las Ecs.1.31, 1.32.

La fortaleza principal de este trabajo radica en la alta precision y sensibilidad inhe-
rentes a la técnica de deteccion heterodina, la cual es conocida por su excelente relacion
senal/ruido. Més atin, este método — y, en general, este enfoque experimental— resulta es-
pecialmente notable porque permite la caracterizacién mas completa del medio, al obtener

los seis parametros que lo definen.

2.2.2. Debilidades de este enfoque

Este método, al igual que cualquier otro que intente medir pardmetros equivalentes sin
apoyarse en el criterio fisico proporcionado por la LBE, presenta una debilidad crucial: los
parametros son tratados como meramente matematicos, sin vincularse a una realidad fisica
observable, como la trayectoria de los estados emergentes en la esfera de Poincaré.

Esta interpretacién inadecuada genera incertidumbre sobre el significado fisico de los
parametros medidos. Como lo establece el Corolario de No Unicidad Paramétrica, para cual-
quier BE existen multiples conjuntos de parametros equivalentes {,d;,¢;} que describen
matematicamente la misma transformacion. El método mide uno de estos conjuntos, pero al
no apoyarse en las propiedades geométricas de la LBE, no ofrece un criterio que garantice
que los valores obtenidos correspondan al conjunto fisicamente correcto. En consecuencia, no
se puede asegurar que la curva de estados emergentes predicha coincida con la trayectoria
unica y observable generada por el medio real.

No obstante, es justo reconocer que este enfoque ofrece una posible via de validacién. Si

los parametros intrinsecos calculados a partir de los equivalentes medidos fueran contrastados
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y coincidieran con los valores obtenidos mediante un método independiente —particularmente
aquellos disenados para medir directamente los parametros intrinsecos— se dispondria de
una fuerte evidencia de que el conjunto de parametros equivalentes medido era, en efecto, el
fisicamente significativo. Sin embargo, esta misma posibilidad expone la debilidad final del
método: dejaria de constituir una técnica de caracterizacion completa y autosuficiente, pues
requeriria un segundo experimento, con un montaje y una metodologia distintos, inicamente
para validar sus propios resultados. En consecuencia, la confianza en el método no provendria

de un criterio fisico interno, sino de su corroboracion externa.

2.3. Medicién de subconjuntos de parametros

2.3.1. Polarimetria espectroscépica de matrices de Mueller

El método presentado por Gu y cols. (2018) es exhaustivo en medir los pardmetros equi-
valentes de ldminas de onda compuestas, incluyendo los efectos del diacromatismo. Mediante
polarimetria de matriz de Mueller espectroscopica, el método mide experimentalmente la
matriz de Mueller completa del sistema. A partir de sus elementos, se extraen directamente
los tres parametros equivalentes y, a partir de estos, se procede a calcular dos de los tres pa-
rametros intrinsecos usando las Ecs.1.31, 1.32. Sin embargo, el acimut de los modos propios,
oy, no se calcula ni se reporta en ningin momento; el articulo solo proporciona ecuaciones
para derivar los otros dos pardmetros intrinsecos (x,,7) a partir de los equivalentes medidos.
Por lo tanto, no se logra una mediciéon independiente de ambos conjuntos, ni tampoco se
alcanza una caracterizacion completa en el marco de los parametros intrinsecos.

La fortaleza mas significativa de este trabajo es su rigurosidad y su alcance. El uso de la
polarimetria de matriz de Mueller espectroscépica permite una caracterizaciéon robusta en un
amplio rango de longitudes de onda. Ademaés, la capacidad del método para, a partir de los
espectros de los parametros equivalentes, reconstruir la estructura fisica interna de la lamina
de onda compuesta (espesores y errores de alineacién) es una herramienta de metrologia muy

poderosa.

2.3.2. Método de Sénarmont Generalizado

El articulo de Kurzynowski (2001) presenta un método para medir dos de los tres pa-
rametros intrinsecos de un BE. Especificamente, el procedimiento es una modificaciéon en
dos pasos del compensador de Senarmont clasico. El acimut de los modos propios, a,, no se
mide, sino que se asume como conocido. El articulo no aborda la medicién de los parametros
equivalentes. El formalismo se centra exclusivamente en propiedades de la matriz de Mueller

del medio, sin conectar estas propiedades con la representacion equivalente del Teorema I
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de Jones. Por lo tanto, no se obtiene una caracterizacion completa del medio, ya que solo se
determinan dos de los seis parametros que lo definen.

La fortaleza principal del articulo reside en su notable simplicidad y en la adaptacion de
una técnica clasica y ampliamente accesible. El montaje experimental es sencillo, basandose

unicamente en la rotacion de un analizador para encontrar minimos de intensidad.

2.3.3. Debilidades de este enfoque

La principal debilidad de cualquier enfoque que mida solo una parte de cada conjunto
de parametros es que ofrece una caracterizacién incompleta del medio birrefringente, lo que
lo convierte en el menos robusto de todos. Dependiendo de qué conjunto se mida y cual se
omita, este enfoque presenta dos dificultades.

En primer lugar, los métodos que se limitan a medir un subconjunto de los parametros
equivalentes no solo proporcionan informacién insuficiente, sino que ademas transmiten al
calculo de los parametros intrinsecos la incertidumbre derivada del Corolario de No Unicidad.
De este modo, ademas de carecer de un criterio fisico de seleccién, terminan por ofrecer una
descripcion incompleta en ambos marcos de representacion.

En segundo lugar, los métodos basados en subconjuntos de parametros intrinsecos son
aln mas restrictivos: omiten por completo los parametros equivalentes y pierden la conexion
con la LBE. Ademads, su dependencia de informacién previa —como el acimut o, en el caso
de Kurzynowski (2001)— limita su aplicabilidad.

En conclusién, aunque estos métodos pueden ser ttiles en aplicaciones especificas donde
una caracterizacion parcial resulta suficiente, su incompletitud implica una pérdida funda-

mental de la visiéon dual del fenémeno, del poder predictivo y de la certeza fisica.

2.4. Conclusiones

La revision de la literatura revela una brecha importante en la metrologia actual de la
birrefringencia. La conclusién principal es que ninguno de los métodos analizados satisface
los tres criterios ideales propuestos al inicio de este capitulo: la determinacién independiente,
simultanea y fisicamente significativa de todos los parametros que definen al birrefringente.

El aspecto mas critico, sin embargo, no es solo la incompletitud, sino la ausencia de
un fundamento fisico que guie la medicién. Como se establecié en el Capitulo I, la relacién
entre los parametros intrinsecos y equivalentes es ambigua. Ninguno de los enfoques revisados
se fundamenta en un principio fisico como la LBE para resolver la ambigiiedad descrita en
el Corolario de No Unicidad Paramétrica. En consecuencia, aunque un método mida un
conjunto de parametros equivalentes, no puede garantizar que sea el conjunto fisicamente

correcto; es decir, aquel que se corresponde con la geometria observable de la trayectoria de
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estados emergentes, tal como lo exige el Corolario de Seleccién. A modo de resumen, en la
Tabla 3 se presenta un analisis comparativo de los métodos de medicién, donde se ponen
de manifiesto las principales falencias de los enfoques actuales. Esto subraya la necesidad de
desarrollar una nueva metodologia fundamentada en los principios fisicos establecidos en el

Capitulo I. Dicha metodologia se propondra y desarrollara en el siguiente capitulo.

Tabla 3: Analisis comparativo de los métodos de medicién de birrefringencia.

Referencia Mide Mide Equivalentes Resuelve Ambigiiedad Limitaciones Principales
Intrinsecos
Lin y cols. (2008) Si No No Omite los parametros
equivalentes.
Kurzynowski y Calculados No No Omite los pardmetros
cols. (2009) equivalentes.
Yu y cols. (2009)  Calculados St No No da interpretacion fisica a

los parametros equivalentes.
Esté expuesto a ambigiiedades

por falta de biyectividad.

Guy cols. (2018)  Parcial St No Caracterizacién incompleta.

No da interpretacion fisica a
(calcula 2 de 3) ) .
los parametros equivalentes.

Kurzynowski Parcial No No Caracterizacion incompleta.

(2001) (mide 2 de 3) Omite los pardmetros
mide 2 de

equivalentes.
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Capitulo 3
Nuevo método de medicion

El anélisis realizado en el Capitulo 2 concluyé con la identificacion de una brecha en el
estado del arte: la ausencia de una metodologia que satisfaga criterios ideales de medicion
propuestos para la determinacién inequivoca de todos los parametros de los birrefringentes.
Se demostré que los enfoques actuales, al carecer de una relacién directa con la LBE, no
logran resolver la incertidumbre descrita en el Corolario de No Unicidad Paramétrica.

En respuesta directa a este vacio, este capitulo presenta un nuevo método de medi-
cién que se fundamenta precisamente en el marco tedrico desarrollado en el Capitulo 1. Se
proponen ecuaciones explicitas, derivadas directamente de la LBE, que permiten determi-
nar de manera inequivoca el inico conjunto de parametros equivalentes que es fisicamente
significativo, cumpliendo asi con el Corolario de Seleccion.

La clave de este enfoque reside en el uso estratégico de solo dos estados de polarizacion
incidentes —uno lineal y uno circular— y sus correspondientes estados emergentes. Esta
eleccién no es arbitraria; estd especificamente disenada para satisfacer los criterios de metro-
logia ideal presentados en el Capitulo 2. Como se demostrara, la transformacion del estado
lineal permite obtener la actividad optica (¢) y el acimut del eje del BL (o), mientras que
la transformacion del estado circular determina directamente el valor del retardo lineal (4).
A su vez, el andlisis geométrico de estas transformaciones en la esfera de Poincaré conduce
a una determinacion univoca de los parametros intrinsecos. De esta forma, la metodologia
no solo cumple con los criterios previamente establecidos, sino que también destaca por su

simplicidad experimental.

3.1. Teorema de Monerie-Jeunhomme

Antes de deducir las nuevas ecuaciones de los parametros, es fundamental establecer
que, para cualquier BE, siempre existe un estado lineal emergente correspondiente a un

estado lineal incidente especifico. Esta propiedad fue formulada inicialmente por Monerie y
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Jeunhomme (1980) en el contexto de fibras épticas y mas tarde verificada experimentalmente
en dichos medios, de forma rigurosa, por VanWiggeren y Roy (1999). Posteriormente, Char-
tier, Hideur, Ozkul, Sanchez, y Stéphan (2001) la extendieron a BEs arbitrarios. Dada su
relevancia, en este trabajo la propiedad se enuncia por primera vez como un teorema —que
en honor a quienes la descubrieron por primera vez se denominarda Teorema de Monerie-
Jeunhomme— y se demuestra dentro del marco de los cuaterniones. Esta demostracién no
solo facilita la interpretacion del fenémeno, sino que conduce a una nueva relacién matematica

que servira como base para la medicion de los parametros equivalentes.

Teorema de Monerie-Jeunhomme. FExisten dos estados de polarizacion lineal ortogonales
que, cuando inciden sobre un birrefringente eliptico arbitrario, también emergen como estados

lineales.

Demostracion. Sea un estado lineal S’ (2a,0) incidente sobre un BE arbitrario cuyo ope-

rador esta dado por

n

e

[N

— cos L 4+ fgin L
—COS2—|-IISII12,

con modo propio descrito por la Ec. 1.27. Como se ha dicho en la Ec. 1.26 la transformacion

(3.1)

del estado incidente se expresa como
ol
2

S¢ = ¢3S (20 ,0)e 7 | (3.2)

donde S° es el estado emergente. De acuerdo con el Teorema I de Jones, el operador del BE
puede escribirse como la Ec. 1.30. Es decir, el estado que emerge al pasar por el BE sera
igual a

S¢ = eﬁlgeﬁ:”%SiL(Qai, ())e_ﬁ?’%e_ﬁlg . (3.3)
Por otro lado, Pabén y cols. (2023) han demostrado que al aplicar solo el BC equivalente

sobre el estado de polarizacién incidente S se cumple que

S¢ = M3 eM5 ST (20, 0)e ™3 e (3.4)

S? (20 +¢,0)

Por lo tanto, esto permite escribir la Ec. 3.3 como
S¢ = eﬁl%SiL(Qozi + o, O)e_ﬁlg . (3.5)

Como se puede observar, el estado S% (2% 4 ¢,0) contintia siendo lineal. Para encontrar el
estado emergente S° sélo haria falta aplicar la componente lineal del BE segtin el Teorema
I de Jones. O, en otras palabras, solo haria falta aplicar el BL equivalente, cuyo operador es

a8 J
M2 = cos - + nysin - 3.6
e cos2+nlsm2, (3.6)
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y cuyo modo propio, segin la Ec. 1.28, estd dado por
n; = N, cos 2a’ + Ny sin 2. (3.7)

Sin embargo, siempre existe un caso particular. Si el estado 82(2042%—4,0, 0) tiene un acimut que
coincide con el acimut de los modos propios del BL equivalente (2a), entonces dicho estado
se encontrara en el eje de rotacion del operador de dicho BL y, por lo tanto, permanecera
invariante. De esta manera, el estado emergente S° serd lineal y tendra un acimut emergente

209, dado por
205 = 2} + ¢ =2a’. (3.8)

Por consiguiente, se demuestra que existe un estado linealmente polarizado que, cuando
incide sobre un BE, también emerge como un estado linealmente polarizado, con su plano
de polarizacién rotado debido al poder rotatorio equivalente del BE. El segundo estado
lineal invariante corresponde al de polarizaciéon ortogonal al incidente S’ , analizado aqui, y

constituye el otro modo propio del BL definido en la Ec. 3.7. Il

Una vez demostrada la validez del Teorema de Monerie-Jeunhomme, este proporciona
la base directa para caracterizar los parametros equivalentes del BE. Para avanzar en este
propésito, es necesario definir con claridad los estados de polarizacion que se emplearan en

el método.

3.2. Definicién de los estados incidentes y emergentes
Sean los estados incidentes el estado lineal S} y el estado circular S, de la forma
S} =81(20,0) v Sc=Sc(20p,£7/2). (3.9)

El estado lineal incidente es escogido de tal manera que cumpla con el Teorema de Monerie-
Jeunhomme, de modo que su respectivo estado emergente es S7. Por otro lado, la transfor-

macién del estado circular dara lugar, en general, a un estado eliptico S% de modo que
1 =951(207,0) vy S%=Sp(20%,2xE) - (3.10)

Estas transformaciones se muestran en la Fig. 5a en el espacio fisico y en la Fig. 5b en
la esfera de Poincaré, donde —como se mencion6 en el Capitulo 1— el efecto de un BE en
los estados de polarizacion se visualiza como una rotaciéon en la superficie de dicha esfera.
Utilizando estos cuatro estados especificos, ahora es posible la deduccion explicita de las

nuevas ecuaciones para determinar los parametros intrinsecos y equivalentes.
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Figura 5: Representacion, en el espacio fisico y en la esfera de Poincaré, de la

transformacion de los estados polarizados S% y Sic al atravesar un BE.

3.3. Medicién de los parametros equivalentes

En primer lugar, para obtener la actividad optica ¢ y el dngulo acimut o/ de los modos
propios del BL equivalente se usan los estados lineales, como se ilustra en la Fig. 6a. Al aislar

¢ de la Ec. 3.8 y escribirla en términos de los valores conocidos,
© = 2a5 — 2at . (3.11)

Ademas, de la igualdad en la misma Ec. 3.8 se obtiene el acimut « de los modos propios del

BL equivalente, que corresponde directamente al acimut del estado lineal emergente,
o =af. (3.12)

Finalmente, tal como lo han hecho Ke y cols. (2023), el retardo lineal ¢ se determina
directamente utilizando el estado circular incidente y su estado emergente (ver Fig. 6b).
Cuando se incide el estado circular S% (20, +7/2) sobre el BE y se aplica el Teorema

I de Jones, se obtiene

S¢ = eﬁlgeﬁ?’%Sg(Qoﬂé, :|:7r/2)e_ﬁ3§e_f”g . (3.13)
Sin embargo, al aplicar la componente del BC equivalente sobre el estado circular incidente,
dicho estado permanece invariante. Esto es debido a que este estado se encuentra en el modo
propio del BC:

£ e )
2

SL(2a5, £71/2)e 3% e M2 (3.14)

S’é(Qaé,:tw/Q)

A5 A
n;; ,n3

Por tanto, el efecto del BE sobre el estado circular incidente solo esta determinado por la

componente del BL equivalente:

¢ = eM3SL (20, £/2)e ™3 | (3.15)
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Sin embargo, como lo han demostrado Salazar-Ariza y Torres (2017), al aplicar un BL sobre
un estado circular, todos los posibles estados emergentes tienen la misma elipticidad; por
lo tanto, cualquiera de ellos corresponde al estado de maxima o minima elipticidad y se
denota como Si. En consecuencia, para la elipticidad del estado S% se cumple la Ec. 1.41.

En particular,
2y¢ =2y =2x' 4. (3.16)

Al despejar, § en términos de las elipticidades de los estados incidentes y emergentes se

obtiene
+6 =2(x% — xc) - (3.17)

La ambigiiedad en esta expresion se resuelve mediante el estado circular incidente uti-
lizado en el experimento. El procedimiento es el siguiente. Si el estado incidente es circular
derecho (polo norte de la esfera de Poincaré), el estado emergente corresponderd al de minima
elipticidad (x©). Para este caso, la relacion se define seleccionando el signo negativo de la
ecuacion, lo que conduce a: § = —2(x® — x4 ). Por otro lado, si se utiliza un estado incidente
circular izquierdo (polo sur), el estado emergente serd el de maxima elipticidad (x¢ ). En esta
situacion, se debe seleccionar el signo positivo de la ecuacion, definiendo la relacion como:
0 =+2(x% — xo)-

De esta manera, por las propiedades de unicidad de la trayectoria de los estados emer-
gentes de cada BE descrita por la LEB, queda demostrado que los estados incidentes y
emergentes definidos por las Ecs. 3.9 y 3.10 son suficientes para determinar, de manera ine-

quivoca, los parametros equivalentes fisicamente significativos.

3.4. Medicién de los parametros intrinsecos

3.4.1. Modos propios

Para la caracterizacién de los parametros intrinsecos, se utilizan los mismos estados de
polarizacion definidos en las Ecs. 3.9 y 3.10, representados como vectores de Stokes en la
esfera de Poincaré. En el caso de la determinacion del los modos propios, la Fig. 7 sintetiza
el proceso que se describe a continuacion.

En primer lugar, se definen los vectores diferencia entre cada estado incidente y su

correspondiente estado emergente en la esfera de Poincaré de la siguiente manera

AS; =S¢ St v ASL=S:_Si. (3.18)
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Figura 6: Curvas de los estados emergentes generadas por un BE para los estados
3: y Sic. El andlisis de la transformacion del estado lineal permite hallar ¢ y . Por

otro lado, § se encuentra a partir del estudio de la transformacién del estado circular.

El producto cruz entre los vectores diferencia da como resultado un vector n tal que es

paralelo a los modos propios:
— —
AS; x ASc =n. (3.19)

Por lo tanto, el vector normalizado n correspondera a los modos propios definidos por la Ec.
1.27. Con lo cual,
— —
AS; x AS
|AS, x AS¢|
Analizando las componentes de i segin la Ec. 1.27 es posible calcular oy, y X, de la siguien-
te forma. En primer lugar, la elipticidad y, se calcula directamente a partir de la tercera

componente del vector n:

1
Xp =5 arcsin(ns) . (3.21)

Mientras tanto, el acimut o, se determina usando las dos primeras componentes de dicho
vector (ny y ny). Para asegurar que el &ngulo se calcule sin ambigiiedades, se utiliza la funcién

arcotangente de dos argumentos (atan2):
1
=5 atan2(ng, nq) . (3.22)

De esta forma, con las Ecs. 3.21 y 3.22, se caracterizan los modos propios del medio.
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Figura 7: Esquema del proceso para hallar los modos propios n del BE. La trans-
formacién de los estados S% y S& (Fig. (a)) sucede en ﬂanos Biralelos (Fig. (b)); por
lo tanto, es posible definir los vectores coplanares ASy y AS¢ (Fig. (¢)), de modo

que su producto cruz normalizado define i (Fig. (d)).

3.4.2. Retardo eliptico

Finalmente, el siguiente paso es la determinacién del retardo eliptico ~. Por las propie-
dades de los birrefringentes mencionadas en el primer capitulo, la transformacion geométrica
del estado de entrada g’ en el estado de salida ge corresponde a una rotacion de un angulo
v alrededor del eje de rotaciéon n definido en la Ec. 3.20. Esta transformacion se ilustra en la
Fig. 8.

Debido a lo anterior, al realizar la proyecciéon de los vectores §z y ge sobre el eje n,

dicha proyeccion sera la misma para ambos estados
proyﬁ§i = proyﬁge (3.23)

Teniendo esto en cuenta, se pueden definir los vectores R* y R® como la extensiéon desde
el eje n hasta los puntos representados por §’ y §e, respectivamente, en una direccién

perpendicular al eje, de la forma
R' = ?’ — proyﬁ§Z y R°= §e — proyﬁ§e. (3.24)

e
Como resultado, el producto punto R*- R¢ = |R"||R¢| cosy permite calcular el dngulo entre

gi y ge como

= =
R'- R¢
) . (3.25)

v = £ arccos (ﬁ
[RY[|R<|

La ambigiiedad del signo en la Ec. 3.25, que corresponde al sentido de la rotacién (horaria o
antihoraria), se resuelve aplicando la convencién de la regla de la mano derecha, formalizada

mediante el calculo del triple producto escalar de la siguiente manera:

(I_ii X ﬁ@) - (3.26)
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n
A

R'= S"*—proysS* {

proyﬁﬁi - proyﬁ§e

Figura 8: Representacién de la transformacién de dos estados de polarizacién. El
= =
andlisis de dichos estados permite definir los vectores R* y R¢, con los que se puede

hallar el retardo eliptico ~.

El signo de este producto define directamente el signo del retardo eliptico, garantizando un
resultado fisicamente coherente.

Por lo tanto, las propiedades geométricas en la esfera de Poincaré permiten la determi-
nacion explicita de los pardmetros del modo propio y el retardo eliptico a partir de las Ecs.
3.21, 3.22 y 3.25, respectivamente. Esta metodologia integral, al evitar las ambigiiedades
inherentes a la deduccion de parametros intrinsecos a partir de los equivalentes, permite la
determinaciéon independiente y simultanea de ambos pardmetros, intrinsecos y equivalentes,

utilizando los mismos datos y la misma configuracion experimental.

3.5. Experimentos y resultados

Para validar experimentalmente el método propuesto se utilizaron dos biplacas y una
lamina retardadora, cuyas caracteristicas se describiran mas adelante. La eleccion de las
biplacas se debe a que, como lo han mostrado varios autores como Pabén y cols. (2023),
estos medios se comportan como birrefringentes con parametros ajustables. En particular, los
modos propios y el retardo eliptico de las biplacas pueden fijarse al controlar el angulo relativo
entre los ejes rapidos de las ldaminas de cuarto de onda (QWP) o de media onda (HWP) que
la constituyen. Esto permite generar un sistema con propiedades de birrefringencia conocidas
de manera tedrica.

La confianza en la validez fisica de estos parametros tedricos no se basa en una medicién
previa, sino en que se derivan de un modelo determinista. Las propiedades de la biplaca son
una consecuencia directa y calculable de la configuraciéon geométrica de sus componentes,
cuyos efectos sobre la polarizacién son bien conocidos. Por lo tanto, el conjunto de parametros

tedricos resultante es la inica consecuencia fisica de la configuracion ensamblada y sirve como
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}1112—81%1(”3 C P QWP BE Polarimetro

=—t—t"

Figura 9: Representacion de montaje experimental para el nuevo método de medi-
cién de birrefringencia. C es un colimador, P es un polarizador lineal, QWP es una

ldmina de cuarto de onda y BE es la muestra a analizar.

un medio para comprobar la validez del método de medicién aqui propuesto.

Teniendo en cuenta lo anterior, se propuso el montaje mostrado en la Fig. 9 para llevar
a cabo el nuevo método de medicién. Se emple6 un laser He-Ne (A = 632,8 [nm]) filtrado
espacialmente y colimado, un polarizador lineal y una QWP para generar los estados de pola-
rizacion incidentes que se propagan a través del birrefringente. Los estados de polarizacién se
midieron utilizando un polarimetro comercial de Thorlabs (PAN5710VIS, S/N: M00255491).
Este dispositivo mide los dngulos de acimut y elipticidad con una incertidumbre experimental
de +0,25°.

Para la muestra birrefringente, se seleccioné un conjunto de tres elementos con modos

propios distintos. Sus caracteristicas se describen a continuacion:

1. BE: Una biplaca compuesta por dos QWPs, previamente caracterizada como un BE
Gottlieb y Arteaga (2021), con retardo y modos propios ajustables Pabén y cols. (2021)
en funcién del dngulo 6" entre los ejes rapidos de las QWPs y 0, la orientacion de la

biplaca con respecto a la horizontal.

2. BC: Una biplaca compuesta por dos HWPs, previamente caracterizada por Dimova,
Rangelov, y Kyoseva (2015) como un rotador con poder rotatorio ajustable, descrito

por ¢ = +(460" + 27), donde ' es el dngulo entre los ejes rapidos de las HWPs.
3. BL: Una QWP con su eje rapido orientado a 6 = 28°.

Los medios se ajustaron para fijar sus valores. Para el BE, se utilizaron 6 = 69° y 6 = 69°.
Para el BC, se establecié 6/ = 40°, de modo que este medio tiene un poder rotatorio de
¢ = +£160°. Los pardmetros tedricos de estos medios, segun las referencias previamente
mencionadas, se registran en la tabla 4.

Una vez establecidas las diferentes muestras birrefringentes, se aplicé el método. Para
este fin, se midieron los dos estados de polarizaciéon incidentes y sus correspondientes estados
de salida. Para cada estado, se tomaron 100 mediciones que fueron promediadas, y los valores
medios resultantes se reportan en la Tabla 5. Tanto los datos experimentales como el cédigo
usado para la implementacién del método puede encontrarse en el siguiente enlace: https://
doi.org/10.5281/zenodo.17212152.


https://doi.org/10.5281/zenodo.17212152
https://doi.org/10.5281/zenodo.17212152
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Parametros Intrinsecos | Parametros Equivalentes
Caso | xa, | *x, y o 0 ©
BE | 34,5° | 21,5° 58,7° —45° | 42° —42°
BC | N/A | 45° 160° N/A | 0° +160°
BL 28° 0° 90° 28° | 90° 0°

Tabla 4: Valores teéricos de los pardmetros intrinsecos y equivalentes para un con-
junto de birrefringentes con diferentes modos propios. Se indica 'N/A’ (No Aplica)

para parametros que, por su naturaleza fisica, carecen de un valor teérico definido.

Caso | Sy (a},x}) S%.(0%, x5) Scl(ae, X&) | Solag, x&)
BE | (—25,03,0,05) | (—44,77, —0,04) | (74,07, 44,18) | (88,40, 22,75)
BC | (0,55, —0,08) | (—78.48, —0,13) | (—3,44,44,6) | (72,48,43,1)
BL | (28,34, —0,11) | (28,47,-0,03) | (63,07,44,88) | (~16,5,1,61)

Tabla 5: La tabla registra los valores medios medidos de acimut y elipticidad para

los estados de polarizacién incidentes y emergentes en los medios birrefringentes.

Utilizando los datos de la Tabla 5, se caracterizaron las muestras aplicando la metodo-
logia presentada anteriormente. Los parametros equivalentes se encontraron con la Ec. 3.11,
3.12 y 3.17; mientras que los parametros intrinsecos se hallaron usando la Ecs. 3.21, 3.22 y
3.25. Los valores resultantes se resumen en la Tabla 6.

La incertidumbre asociada a los parametros obtenidos se estimé mediante un procedi-
miento de propagacion numérica del error instrumental del polarimetro. Dada la complejidad
de las relaciones analiticas entre las variables de entrada y los parametros finales, se empled
un esquema de diferencias finitas. Este método consiste en perturbar cada medicién angular
dentro de su incertidumbre para aproximar numéricamente las derivadas parciales requeridas
por la féormula general de propagacion de errores. Las contribuciones resultantes se combi-
naron en cuadratura, obteniéndose asi la incertidumbre estandar total de cada parametro,

cuyos valores se presentan en la Tabla 6.

Parametros Intrinsecos Parametros Equivalentes
Caso | £a, £0,25° | £x, £0,25° | y£0,67° | o/ £0,25° | § £0,7° | ¢ £0,7°
BE —34,78° —21,03° 58,49° —44.77° 44,86° —39,48°
BC —38,31° —43,89° 158,09° —78,48° 3,00° —158,06°
BL 28,34° —0,11° 87,00° 28.47° 86,54° 0,26°
Tabla 6: Valores de los pardmetros intrinsecos y equivalentes medidos experimen-

talmente.
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Parametros Intrinsecos | Parametros Equivalentes
Caso | oy (%) | xp () | v (%) | &' (%) | 6 (%) | » (%)
BE 0.81 2.19 0.36 0.51 6.81 6.00
BC | N/A 2.47 1.19 N/A | N/A 1.21
BL 1.21 N/A 3.33 1.68 3.84 N/A

€ 1.01 % |2.33 % [1.63 % |1.09 % |5.33 % | 3.61 %

Tabla 7: Porcentaje de error calculado al comparar valores teéricos con experimen-
tales. Para los parametros cuyo valor tedrico es cero, no se reporta porcentaje de

error, ya que este resulta indefinido.

Con el fin de cuantificar la validez del método, se contrastaron los resultados experi-
mentales de la Tabla 6 con los valores tedricos de referencia de la Tabla 4. La discrepancia
entre ambos conjuntos de datos se evalué mediante el calculo del porcentaje de error para
cada parametro en los tres elementos analizados. La Tabla 7 presenta un resumen de estos

errores.

3.5.1. Evaluacion de las discrepancias tedérico-experimentales

La concordancia entre los valores experimentales y los tedricos, evidenciada por los redu-
cidos errores promedio en la Tabla 7, constituye una validacién de la metodologia propuesta.
Este resultado confirma su capacidad para determinar ambos conjuntos de pardmetros en
diferentes medios birrefringentes. Sin embargo, el andlisis de las pequenas discrepancias ob-

servadas es fundamental para comprender las limitaciones del sistema.

Las fuentes de error sistematico residen en dos areas principales: la idealizaciéon de
los componentes y las simplificaciones del modelo. Por un lado, la calibraciéon imperfecta
de los elementos épticos, como el polarizador y las placas de onda, constituye una causa
principal de desviacion. Por otro, el formalismo tedrico omite efectos adicionales como el
dicroismo y la despolarizacion, los cuales, aunque menores, contribuyen de forma acumulativa
a las diferencias observadas. Adicionalmente, el ajuste manual de los elementos rotatorios y
posibles desalineaciones en la trayectoria del haz, asi como la precisién instrumental limitada
del polarimetro, también genera errores en la medicién. La confluencia de estos factores
explica la desviacion de los resultados. La identificacion de estas fuentes de error no demerita

la validez del método; por el contrario, sienta las bases para futuras mejoras.
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p = —42°

Figura 10: Gréfica de estados emergentes generados experimentalmente por el BE
(Tabla 4) superpuesta con curva de estados emergentes predicha por la LBE a través
de la Ec. 1.39. La correspondencia entre los datos experimentales y la curva tedrica

confirma la validez del Corolario de Seleccién.

3.5.2. Verificacion del Corolario de Seleccion

Para la validacion experimental del Corolario de Seleccién, se utilizo la configuracion
de BE descrito anteriormente. Dicho medio se rot6 de 0° a 180° en pasos de 4°. Los 45

estados emergentes resultantes fueron medidos y registrados utilizando el mismo polarimetro
Thorlabs.

La Fig. 10 muestra los estados emergentes experimentales y tedricos graficados en la
esfera de Poincaré. La curva tedrica, obtenida mediante la Ec. 1.39, se representa como una
linea azul, mientras que los datos experimentales se muestran como puntos rojos. El estado
lineal de entrada S’ para la configuracién BE, detallado en la Tabla 5, se indica con un
punto negro. La figura también incluye el cono predicho por la LBE de la Ec. 1.40, donde el
vértice de este cono, graficado en purpura, corresponde al estado S* definido por la Ec. 1.38.
Los parametros 0 y ¢ utilizados para el calculo de la LBE corresponden a los valores tedricos

predichos en la Tabla 4.

La superposicién visual entre los puntos experimentales y la curva tedrica confirma de
manera directa la validez predictiva de la LBE. Este resultado confirma experimentalmente
el Corolario de Selecciéon, demostrando que la trayectoria fisica observada selecciona de forma

inequivoca el inico conjunto de parametros equivalentes que es fisicamente significativo.
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3.6. Discusion sobre los hallazgos

En este capitulo se han realizado varias contribuciones y hallazgos clave. Primero, se
formaliz6é y demostré el Teorema de Monerie-Jeunhomme a partir de los cuaterniones, lo
que permitié deducir la relacion de la Ec. 3.8, que sirvié como pilar para la medicion de
los parametros equivalentes. Posteriormente, y a partir de este teorema, de la LBE y de las
propiedades de las transformaciones de los estados sobre la esfera de Poincaré, se dedujeron
ecuaciones explicitas para la determinacion univoca de todos los parametros del BE. El
método propuesto, que utiliza estratégicamente solo dos estados de polarizacion incidentes,
no solo simplifica la configuracién experimental, sino que también asegura el cumplimiento de
los criterios esenciales de la metrologia ideal propuesta en el Capitulo 2: al anclar fisicamente
los parametros equivalentes mediante la LBE, y al permitir la obtencién independiente y
simultanea de ambos conjuntos de parametros a partir de los mismos datos experimentales.

La concordancia entre los parametros medidos y los valores tedricos, obtenidos para
diversas configuraciones de biplacas, valida la eficacia del método propuesto. Es importante
destacar que, si bien la verificacion se realizé con biplacas, la fundamentacién del método
en la LBE y en las propiedades geométricas de la esfera de Poincaré asegura su aplicabi-
lidad general para la caracterizacion de cualquier medio birrefringente, incluyendo cristales
naturales, tejidos bioldgicos, polimeros bajo estrés y otras arquitecturas épticas complejas.

Los bajos porcentajes de error promedio observados no solo confirman la efectividad del
enfoque, sino que también resaltan su capacidad para superar las ambigiiedades inherentes a
metodologias previas. Las pequenas discrepancias entre los valores experimentales y teéricos
se atribuyen principalmente a la idealizacion de los componentes 6pticos, a simplificaciones en
el modelo tedrico, limitaciones inherentes a la precision instrumental y posibles imprecisiones
de alineacién en el montaje experimental. No obstante, estas desviaciones se encuentran
dentro de los limites de confianza esperados y no menoscaban la validez del método.

La verificacién experimental del Corolario de Selecciéon, a través de la superposicion
visual de los estados emergentes medidos y de la curva teodrica predicha por la LBE, provee
una confirmacién inequivoca de que la trayectoria fisica observada selecciona el tinico conjunto
de parametros equivalentes fisicamente significativos. Esto subraya la capacidad del método
para proporcionar una caracterizacion univoca y anclada fisicamente, sentando las bases para
aplicaciones mas avanzadas en la metrologia de la polarizacion.

Finalmente, ademas de resolver el problema del Corolario de No Unicidad Paramétrica,
la determinacion de los parametros equivalentes fisicamente significativos confiere al método
un considerable poder predictivo. Estos parametros, al definir la trayectoria completa de los
posibles estados emergentes del BE, permiten que, a partir de la medicién de solo dos estados
incidentes y emergentes, se pueda conocer y predecir con exactitud todos los posibles estados

emergentes para cualquier estado incidente.



Capitulo 4

Contribuciones, conclusiones y

perspectivas

Este trabajo abord6é un desafio fundamental en la polarimetria: la caracterizacion de
medios birrefringentes de una manera que sea a la vez completa, inequivoca y fisicamente
significativa. Los aportes de esta investigacion se pueden agrupar en tres areas clave: concep-
tuales, metodologicas y experimentales.

La primera contribucién de naturaleza conceptual fue la resolucion de una ambigiiedad
fundamental en la teoria de la birrefringencia. Se demostr6 formalmente la no biyectividad de
las relaciones entre los parametros intrinsecos y equivalentes, un problema que se sintetiz6 en
el Corolario de No Unicidad Paramétrica. Como solucién, se postuld que la LBE sirve como
el criterio fisico de seleccion necesario. Esto permitié establecer el Corolario de Seleccién, que
garantiza la identificacién del tinico conjunto de pardametros fisicamente validos a partir de
la unicidad de la trayectoria de los estados emergentes.

Una segunda contribucién teérica fue la redefinicion del significado y el poder predictivo
de los parametros equivalentes. Se establecié una formalizacion que dota de un claro signi-
ficado fisico a estos pardametros, de modo que el retardo lineal (¢) y la actividad éptica (¢)
dejan de ser meras construcciones matematicas para corresponder directamente con propie-
dades geométricas observables. Esta conexion es de notoria importancia, pues al definir la
trayectoria completa de los estados emergentes, se accede a un poder predictivo global: la
capacidad de conocer y anticipar con exactitud todos los posibles estados de salida para cual-
quier estado incidente, un alcance que supera la prediccion punto a punto de los parametros
intrinsecos.

En el ambito metodologico, se desarroll6 un nuevo método para la mediciéon completa
de la birrefringencia. Este método se fundamenté en la formalizacién, por primera vez, del
Teorema de Monerie-Jeunhomme. Su demostracion no solo facilité la interpretacion, sino que

derivé en una relacion matematica clave para el resto del trabajo. La metodologia propuesta
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cumple con los criterios ideales propuestos en este trabajo: al estar anclada en un principio
fisico (la LBE), permitir la determinacién independiente y simultdnea de ambos conjuntos
de parametros, y destacar por su simplicidad.

Finalmente, este trabajo aporta una validacion experimental de todo el marco tedrico
y metodolégico. Los resultados, obtenidos para diversos medios birrefringentes, mostraron
una concordancia con los valores tedricos, confirmando la fiabilidad del método. Asimismo,
se verific6 experimentalmente el Corolario de Seleccion, donde la superposicion entre la tra-
yectoria de estados emergentes medidos y la curva tedrica predicha por la LBE proporciond
la prueba clara de que dicha ley selecciona correctamente el inico conjunto de parametros
fisicamente significativos.

De este modo, se establece un puente inequivoco entre la descomposicién matematica
del Teorema de Equivalencia de Jones y la realidad fisica observable. El trabajo presenta
una solucién integral, no ambigua y fisicamente fundamentada para la caracterizaciéon de
medios birrefringentes elipticos. Al formular y resolver una ambigiiedad tedrica y, ademas,
validarla con una metodologia experimental robusta, esta investigacién representa un avance
significativo en los estandares para la caracterizacion de estos medios.

El marco tedrico y la metodologia aqui desarrollados abren nuevas y prometedoras lineas
de investigacion. En primer lugar, la aplicacién del método para caracterizar materiales com-
plejos como tejidos bioldgicos, polimeros bajo estrés, cristales liquidos y metamateriales. En
segundo lugar, seria de gran interés extender el modelo para incluir efectos adicionales como
el dicroismo y la despolarizacion, fenémenos omitidos en el presente estudio pero relevantes
en muchos materiales. Finalmente, la expansion de esta técnica puntual para generar image-
nes polarimétricas en 2D permitiria mapear la distribucion espacial de la birrefringencia en

muestras no homogéneas, con potenciales aplicaciones en areas como el diagnéstico médico.
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