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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO DE UN SISTEMA DIFERENCIAL HIBRIDO MODELANDO LA DINAMICA TERRITO-
RIAL ENTRE BANDAS RIVALESIT]

AUTOR: SERGIO ANDRES BOHORQUEZ CUADROS P

PALABRAS CLAVE: SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES MIXTO, DINAMICA POBLACIONAL,
GRAFFITOTAXIS, DIFERENCIAS FINITAS, ELEMENTOS FINITOS, ESTIMACIONES UNIFORMES.

DESCRIPCION:

Esta tesis presenta el estudio de un sistema diferencial hibrido que describe la dindmica territorial entre
bandas rivales. EI modelo original, fundamentado en la teoria sociol6gica de marcacion territorial, rige el
movimiento de las poblaciones mediante procesos de difusién y un término de adveccion impulsado por
el miedo a las marcas territoriales (graffitotaxis). Desde el punto de vista teorico, se prueban algunas pro-
piedades fundamentales que poseen las soluciones de este sistema. Por su parte, en el ambito numérico,
se emplean los métodos de Diferencias Finitas y Elementos Finitos para disehar esquemas de aproxi-
macioén robustos, demostrando rigurosamente propiedades cualitativas como el buen planteamiento de los
esquemas y la preservacién de estimaciones uniformes. Finalmente, se muestran los resultados de algunas
simulaciones que reproducen las dinamicas predichas, evidenciando tres escenarios territoriales distintos:
desde una convivencia inicial donde las poblaciones comparten el territorio (mezcla total), pasando por
una segregacion parcial caracterizada por la formacion de patrones anulares, hasta llegar a un estado de
separacion territorial absoluta. Estos resultados validan la robustez teérica y numérica de los esquemas

propuestos.

' Trabajo de grado.

2 Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Diego Armando Rueda Gémez, Doctor en

Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: STUDY OF A HYBRID DIFFERENTIAL SYSTEM MODELING TERRITORIAL DYNAMICS BET-
WEEN RIVAL GANGS|

AUTHOR: SERGIO ANDRES BOHORQUEZ CUADROS 4|

KEYWORDS: MIXED DIFFERENTIAL EQUATION SYSTEM, POPULATION DYNAMICS, GRAFFITOTAXIS,
FINITE DIFFERENCES, FINITE ELEMENTS, UNIFORM ESTIMATES.

ABSTRACT:

This thesis presents the study of a hybrid differential system describing the territorial dynamics between ri-
val gangs. The original model, grounded in the sociological theory of territorial marking, governs population
movement through diffusion processes and an advection term driven by the fear of territorial marks (graffito-
taxis). From a theoretical standpoint, fundamental properties concerning the existence and behavior of the
solutions to this system are proven. In the numerical realm, Finite Difference and Finite Element methods
are employed to design robust approximation schemes, rigorously demonstrating qualitative properties such
as the well-posedness of the schemes and the preservation of uniform estimates. Finally, computational si-
mulations that faithfully reproduce the predicted dynamics are presented, evidencing three distinct territorial
scenarios: an initial coexistence where populations share the territory (total mixing), a partial segregation
characterized by the formation of annular patterns, and an asymptotic state of absolute territorial separation.

These results validate the theoretical and numerical robustness of the proposed schemes.

3 Bachelor Thesis.

4 Faculty of Sciences. School of Mathematics. Supervisor: Diego Armando Rueda Gémez, Ph.D. in
Mathematics.



INTRODUCCION

El graffiti, entendido como la escritura o dibujo mural realizado en espacios publicos, ha sido histérica-
mente una forma de expresién cultural, artistica y politica. Estos pueden abarcar, desde mensajes de
protesta, hasta firmas estilizadas (tags) que buscan reconocimiento dentro de comunidades urbanas; asi
mismo, se han constituido como una herramienta de visibilizacién, apropiacion del espacio y creacién
de identidad. No obstante, esta practica trasciende su apariencia visual cuando es empleado por
pandillas urbanas, dado que cada grupo emplea firmas e iconos distintivos en lugares estratégicos, a

menudo en zonas de alto riesgo, para reafirmar la presencia de sus miembros y el control sobre el espacioEl

A diferencia de otras formas de graffiti como el tagging artistico o el mensaje politico, el graffiti pandilleril
opera bajo cédigos especificos que combinan lenguaje escrito, simbolos numéricos, abreviaturas y
referencias culturales para transmitir mensajes cifrados, dirigidos tanto a miembros de la propia pandilla
COMo a grupos rivalesﬁ Su funcién no se limita a la comunicacién interna; actia también como mecanismo

de identidad colectiva y delimitacion territorial.

Ahora bien, estas marcas cargadas de significacién simbdlica, refuerzan la cohesién grupal mientras
desafian a las pandillas contrarias, convirtiendo el entorno urbano en un campo de batalla semiético. En
este sentido, el graffiti se convierte en un acto performativo de poder: una intervencién sobre el espacio

que busca generar reconocimiento, imponer respeto y establecer fronteras.

En paises como Estados Unidos, donde se estima la existencia de 1.4 millones de pandilleros, estos
grupos son responsables del 48 % de la violencia en la mayoria de las jurisdicciones, llegando incluso al
90 % en ciertas zonas[ﬂ Este contexto de conflicto explica la urgencia con la que las pandillas emplean el

graffiti como herramienta de control territorial y comunicacion estratégica.

5 W. K. Brown. “Graffiti, Identity and the Delinquent Gang”. En: International Journal of Offender and
Comparative Criminology 22.1 (1978), pags. 46-48

6 A. Alsenafiy A. B. Barbaro. “A convection-diffusion model for gang territoriality”. En: Phys. Stat. Mech.
Its Appl. 510 (2018), pags. 765-786

7 K. Adams y A. Winter. “Gang graffiti as a discourse genre”. En: Journal of Sociolinguistics 1.3 (1997),
pags. 337-360



Algunas investigaciones pioneras como la de Ley y Cybriwsky (ver E[) han mostrado como el graffiti
pandilleril permite trazar mapas topograficos precisos de los dominios de cada grupo, aportando una
apariencia de orden en entornos urbanos caéticos. Este tipo de marcaje no solo representa el territorio; lo

produce, lo defiende y lo transforma.

En respuesta a este fendémeno, diversos investigadores han propuesto modelos matematicos para
entender y predecir la dinamica territorial de las pandillas, donde dos bandas rivales compiten por el
espacio mediante el marcaje graffitero. Entre estos enfoques, se destacan los sistemas de ecuaciones
diferenciales, tanto ordinarias (EDO) como parciales (EDP), y modelos hibridos que involucran, entre otros
fenémenos, la difusién cruzada, permitiendo describir el movimiento dirigido de los pandilleros hacia o
lejos de determinadas zonas (ver, por ejemplo, [F[[°T["?). Asi mismo, varios trabajos como [*3[*#][5][]["”| han
estudiado la dinamica territorial de especies o grupos de organismos, y la influencia que tienen las marcas

territoriales en su comportamiento.

8 D. Leyy R. Cybriwsky. “Urban graffiti as territorial markers”. En: Annals of the Association of American

Geographers 64.4 (1974), pags. 491-505
Alsenafi y Barbaro, “A convection-diffusion model for gang territoriality”, ver n.@

A. Alsenafi y A. B. Barbaro. “A mu ltispecies cross-diffusion model for territorial development”. En:
Mathematics 9.12 (2021), pag. 1428

A. B. Barbaro et al. “Analysis of a cross-diffusion model for rival gangs interaction in a city”. En: Commun.
Math. Sci. 19.8 (2021), pags. 2139-2175

M. Fuest y S. Heydari. “A cross-diffusion system modeling rivaling gangs: global existence of bounded
solutions and FCT stabilization for numerical simulation”. En: Math. Models Methods Appl. Sci. 34.9
(2024), pags. 1739-1779
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mechanics approach”. En: Physica A 392.1 (2013), pags. 252-270

R. A. Hegemann et al. “Geographical influences of an emerging network of gang rivalries”. En: Physica
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vances in ecological research 28 (1999), pags. 145-180
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En el presente trabajo se toma como punto de partida la referencia@ Alli, se propone el siguiente sistema
acoplado de ecuaciones diferenciales hibrido que combina EDP y EDO para modelar la interaccién entre

distintos grupos en conflicto por el control de territorios mediante graffitis:

ur = DyAu+ 3,V - (uVw) en Qr,
vy = DyAv+ %,V - (vVz) enQr,
wy=—w+ f(v) enQr,
z=—z+g(u) enQr,

donde Q7 := Q x (0,7), siendo Q C R? (d = 2,3) un dominio acotado; con condiciones sobre la frontera

01, y condiciones iniciales:

Dugz + qua—: =0 sobre 9Q x (0,7T),

v z

v 9% _ (2)
D, 9 + XU 0 sobre 092 x (0,7,

(U,U,w,Z)(',O) = (uO7U07w0720) en Q7

con ug(x),vo(z), z0(z), wo(x) > 0. En ({)-(2), las variables u(z,t) > 0y v(z,t) > 0 representan las densida-
des de las pandillas rivales, mientras que w(z,t) > 0y z(x,t) > 0 denotan las densidades de los graffitis

asociados a cada pandilla. Las funciones de pintado

v u

fO) =17 9 =1 fr9 € CH([0,00)) NL®((0,00)), f.g>0, 3)

modelan la tasa a la que cada pandilla genera un nuevo graffiti en funcién de su propia densidad. Aqui es
importante mencionar que los resultados, tanto teéricos como numéricos, presentados en este trabajo son
vélidos para cualesquiera f,g € C1([0,00)) N L>=((0,0)), f,g > 0, pero los resultados del dltimo capitulo
correspondientes a las simulaciones numéricas han sido computados usando las expresiones explicitas
dadas en (3). Las constantes D,, y D, representan los coeficientes de autodifusion de las densidades u y v,
que modelan el movimiento aleatorio de cada grupo. Por otro lado, las constantes ., y x., son coeficientes

de taxis, los cuales miden la sensibilidad de cada pandilla con respecto al graffiti rival.

En E], se abordé el estudio tedrico del modelo -; especificamente, se prob6 que para datos iniciales

ug, Vo, Wo, 20 € C2T(Q) (para algin o € (0,1)), existe una Unica solucidn clasica [u, v, w, z] satisfaciendo,

8 Fuest y Heydari, ver n.
% Fuest y Heydari, ver n.
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entre otras propiedades relevantes desde el punto de vista fisico:

= (No negatividad)
u(z,t) >0, v(x,t) >0, w(z,t)>0 y z(x,t)>0. (4)

= (Estimacién en L°°) Para todo ¢t > 0:
[u(s )l Lo (@) + loCs D)L (@) + [[w D)L @) + 11205 1) | e @) < C- (5)

El presente trabajo se centra en el estudio numérico del sistema (1)-(2), y los siguientes tres aspectos

constituyen los principales aportes de este proyecto:

= En primer lugar, desde el punto de vista teérico, se realiza una revision de resultados probados en
@ en lo que respecta a las propiedades (4)-(5). Este aspecto resulta clave para el desarrollo del

posterior estudio numérico.

= En segundo lugar, desde el punto de vista numérico, se propone un esquema numerico para aproxi-
mar la solucién de (1)-(2) (tomando como base el método de los Elementos Finitos), el cual esta bien
planteado y verifica, a nivel discreto, propiedades andlogas a (4)-(5), las cuales son fundamentales

teniendo en cuenta el sentido fisico de las variables discretas.

= Finalmente, se implementa el esquema de aproximacion mediante software especializado, y se
presentan simulaciones numéricas que ilustran su buen comportamiento describiendo la dinamica

territorial de pandillas rivales que usan marcas para el control territorial.

El presente trabajo est4 organizado de la siguiente manera: En el Capitulo[1] se presentan los conceptos
preliminares y los resultados fundamentales que se utilizaran a lo largo de este trabajo. En particular, se
revisan nociones de espacios funcionales, desigualdades clasicas y teoremas del Analisis Funcional, asi

como herramientas necesarias para el posterior analisis numeérico.

En el Capitulo [2| se estudian algunas propiedades cualitativas del modelo (1)-(2), las cuales resultan
relevantes teniendo en cuenta la dinamica fisica que se estd modelando. Entre ellas se incluyen esti-
maciones puntuales, como la positividad y cotas uniformes en L>°(Q2), estas ultimas obtenidas mediante

estimaciones en LP(2) y un argumento iterativo del tipo Alikakos.

20 Fuest y Heydari, ver n.
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En el Capitulo [3] se desarrolla un esquema numérico mixto para aproximar la solucién del sistema (1)-(2),
que combina los métodos de Diferencias Finitas para la discretizacion temporal y Elementos Finitos para
la discretizacion espacial. Asi mismo, se analizan propiedades cualitativas fundamentales del esquema,
tales como su buen planteamiento y la obtencién de estimaciones puntuales para las soluciones discretas,
de manera comparable con las propiedades establecidas para la soluciéon exacta. Para la construcciéon
del esquema numérico se usa un sistema equivalente a (1)-(2), el cual es obtenido en el Capitulo

introduciendo dos variables auxiliares.
En el Capitulo [4} se presentan los resultados de diversos experimentos numéricos cuyo objetivo es des-

cribir el comportamiento dindmico del sistema y, en particular, identificar regimenes de homogeneizacion,

formacion de patrones estacionarios no homogéneos y segregacioén (parcial o completa) entre las pandillas.

12



1. PRELIMINARES

En este capitulo se presenta una revisién de los conceptos y resultados fundamentales necesarios para
el desarrollo del trabajo. En primer lugar, se abordaran de manera breve algunos operadores diferenciales
clasicos de uso frecuente. A continuacion, se introduciran diversos espacios de funciones, con especial
énfasis en los espacios de Lebesgue, Sobolev y Bochner. Posteriormente, se revisaran conceptos y defini-
ciones del Analisis Funcional que resultaran esenciales para las demostraciones de los capitulos siguientes.

Finalmente, se expondran algunas definiciones y teoremas requeridos para el estudio numérico.

1.1. NOTACION

En el desarrollo de este trabajo, © denotard un dominio acotado de R? (para d = 2,3), esto es, un

conjunto no vacio, abierto y conexo cuya frontera sera denotada por 9. Un punto de R? se escribe

T 1/2 .
como x = (z1,...,24) y Su norma euclidiana es ||z|| = (27, 2?) /2 El producto interno de =,y € R? es
d
<$,y> = Zi:l TiYi-
Si a = (a1, a9,...,aq) estd conformado por enteros no negativos «;, se dice que « es un multiindice de

longitud |a| := a1 + az + -+ + ag. Para z € R? y un multiindice, se define z® como z® := {25 - - - 25
Similarmente, si D; = 9/0x;, entonces D* definido como
Hlel

D := D{"DS> ... DSt = 1.1
1 2 d axixlaxgg "'81‘3(17 ( )

denota el operador diferencial de orden |a|. Note que D9y = v,

El simbolo V representara el operador gradiente, que es definido como:

0 0
v.— (am,...’atrd).

Asi, para una funcién escalar f, V f representa el vector con i-ésima componente 2. De la misma forma,

A representara el operador Laplaciano, que es definido como:

d 82
A=) g
i=1 g
d 9%f

esto es, si f es una funcion escalar, entonces Af = > 7, 5-5. Para 1 < p < oo,p’ denotara su exponente

13



conjugado; en el caso 1 < p < oo, p’ viene dado por la relacién

y sip = 1 entonces p’ = oo, 0 Si p = co entonces p’ = 1.

En general, para un espacio normado X se denota su norma como || - || x. Si X es un espacio de Hilbert,
denotaremos su producto interno como (-,-)x (salvo en el caso de L?(2), donde usaremos la notacion

(+,-)), y para el producto dual entre X’ (dual de X) y X, se usard (-, ) x+ x.

1.2. ESPACIOS DE FUNCIONES

En primer lugar, se comenzara definiendo los espacios de Lebesgue. Parap € R, 1 < p < oo, el espacio de

Banach L?(Q)) se define como
LP(Q) := {u :Q — R:ues medbley / lu(x)|P dz < oo } ,
Q

connorma || - ||1»(q) definida por

1/p
oy = ( /Q |u<x>|pdx) .

En el caso p = 2, el espacio L?(2) es un espacio de Hilbert con producto interno

(u,v) = (u,v)p2(0) = /Qu(x)v(z) dz,

con norma definida por ||u||z2(q) = (u, u)'/2. Se muestra facilmente que si p > g, el espacio LP(Q) C L%(%).

Asi mismo, el espacio L>(2) es definido como
L) :={u:Q >R : uesmedbley |u(z)| <Cctp.enQ},

con norma definida por

llul| oo (@) = supess |u(z)|.
TEQ

Los espacios C5°(Q) y L}, .(2) se definen respectivamente como:

loc

C5e () :={u:Q—R:ue C™(Q) con soporte compacto en 1},

14



L} () = {f : Q= R: f esmedbley / |f| < 400, VK C Q, K compacto}.
K
Ahora, con el objetivo de definir los espacios de Sobolev, se recordara el concepto de derivada débil.

Definicion 1.2.1. (Derivada débil) Suponga que u,v € L, () y o es un multi-indice. Diremos que v es la

«-ésima derivada débil de u, lo cual sera denotado por D*u = v, Si

/uDO‘qux = (71)‘a|/v¢dz, Vo € C5°(Q).
Q

Q

Parak € Nyp e Rcon 1 < p < oo, los espacios de Sobolev W*»(Q) son definidos por
WhP(Q) .= {v e LP(Q) | D*v € LP(Q) paratodo 0 < |a| < k},

donde D es el operador definido en (1.1). El espacio de Sobolev W*?(2) es un espacio de Banach con

la norma

1/p
lollwesg) = (Z ||D%|zpm)) . p<os,

|| <K

]l .00 () = méx <sup ess Dav(x)|) , p = oo.
IQ‘S’C xEQ

En el caso p = 2, se denotara W*2(Q) := H*(Q), el cual es un espacio de Hilbert con el producto interno
(U, v) ey = Z (D%, D%v) = Z / D%u(x) D%v(x) dx,
o] <k la]<k /¢

1/2

y cuya norma es definida por |jul|gm @) = (u,u)Hm(Q). En particular, el espacio de Sobolev H'()) es

definido por
ou

H'Y(Q) = {u € L?(Q) tal que 3

€ L*(Q), Vie{l,...,d}},

z;
donde 2“ es la derivada débil de u.

Para terminar esta seccion, se presenta la definicion de los espacios de Bochner.

Definicion 1.2.2. (Espacios de Bochner) Sea X un espacio de Banach y a, b tales que —oo < a < b < +oo.

Paral < o < +o0, diremos que f € L(a,b; X) si: f es medible, y

b 1/
1fllze(abix) = (/ IF Ol dt) < 400

15



En el caso o = +o0, se define

[fllzo(abix) = sup ess || f(t)]|x.
t

€(a,b

1.3. DEFINICIONES Y RESULTADOS DE ANALISIS FUNCIONAL

En esta seccion, se citaran algunas definiciones y resultados del area de Andlisis Funcional que seran
utilizados en el desarrollo de los capitulos posteriores. Se comenzara enunciando la siguiente desigualdad,

cuya demostracion se encuentra en []

Teorema 1.3.1. (Desigualdad de Holder Generalizada) Sea Q2 un dominio acotado de R? y las funciones
fi € LP(Q) parai = 1,2,...,k, con p; > 1 y satisfaciendo ; = -- + -~ +--- + .. Entonces, para
f=fife- fu € LP(Q) se tiene

[ fllze ) < [1f1llzes @) 1f2llzes @) -« | fellox -

En el estudio realizado en el Capitulo [2| se empleara la siguiente desigualdad de interpolacién conocida

como la desigualdad de Ehrling (ver ).

Lema 1.3.2. (Desigualdad de Ehrling) Sea Q2 un dominio acotado de R4, d € N, y,0 < s < r < ﬁ,

entonces existe a € (0,1) y C > 0, tal que para todo ¢ > 0, se tiene
lellr@) < ellVelrz @ + Cmin{l, e} ™a |l s ), Vo € WH(Q),

Ahora se presentan algunos resultados que seran utilizados para obtener las formulaciones débiles y algu-
nas estimaciones asociadas a los sistemas (1)-(2) y (2-12).

Teorema 1.3.3. (Formula de Green) Sea €2 un conjunto abierto de clase C'. Seaw € C*(Q) con soporte

acotado en la clausura Q). Entonces, para todoi € {1,...,d}, se satisface la férmula de Green

/Qg;i(:r)dx/?mw(x)m(az)ds, (1.2)

donde n; es el i-6simo componente del vector normal unitario exterior a of}.

T H. Brezis. “Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations”. En: Springer (2011)

2 M. Fuest. “Blow-up profiles in quasilinear fully parabolic Keller-Segel systems”. En: Nonlinearity 33.5
(2020), pags. 2306-2334
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Corolario 1.3.4. (Integracion por partes) Sea () un conjunto abierto de clase C''. Sean v y v dos funciones

C(Q) con soporte acotado en Q. Entonces, para todoi € {1,...,d}, se satisface la férmula de integracion

por partes
Oov ou
/ u(z) (x)dx = —/ v(x) (x) dx +/ u(z) v(x) ni(z) ds. (1.3)
o Ox; Q Ox; 09
Demostracion. Es suficiente tomar w = uv en el Teorema[1.3.3 O

Corolario 1.3.5. Sean Q un conjunto abierto de clase C', u € C*(Q) y v € C*(Q), ambas con soporte

acotado en Q). Entonces se satisface la formula de integracion por partes

ou
/QAu(x) v(x)dr = — /Q Vu(z) - Vo(z) dx + /BQ a—n(x) v(x)ds, (1.4)
donde 2% = Vu - n.

Por otra parte, el siguiente teorema serd utilizado para estudiar el buen planteamiento del esquema numé-
rico en el Capitulo[3]

Teorema 1.3.6. (Teorema de Lax-Milgram) Sea H un espacio de Hilberty A : H x H — R un operador

bilineal continuo y coercivo, esto es, existen constantes «, 5 > 0 tales que

[A(u, v)| < allullagl|lvl|a, para todo u,v € H,

A(u,u) > Bllull3, para todou € H.

Entonces, para cada ¢ € H' existe un unico elemento v € H tales que

A(u,v) = (£,v), para todov € H.

1.4. RESULTADOS RELATIVOS AL ANALISIS NUMERICO

Para las definiciones y los resultados que se enunciaran en esta seccién, se asumird una familia de trian-
gulaciones {75 }r~0 de Q formadas por simplices K no-obtusos (triangulos en 2D y tetraedros en 3D con

todos los angulos interiores menores o iguales que 7 /2), tales que

a= J K,

KeTn
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donde h = méxke7;, hic, €ON hi siendo el didmetro de K. Se denota también por M, = {s;}:cs al conjunto

de todos los nodos de 7y, y se considera el espacio de elementos finitos lineales a trozos asociados a 7y:
N ={n, € C°%Q) :np|xc € P1(K), VK € T, },

denotando su base de Lagrange por {¢;s}sem,, -

Definicion 1.4.1 (S.C. Brenner y L.R. Scott. “The mathematical theory of finite element methods”. En:
Springer (2011)). (Mallado regular) Se dice que una familia de triangulaciones {T,}1~0 €s regular, si
existe C > 0 tal que para todo K € Ty, se tiene

p(K) > C diam(K),

donde p(K) es el diametro del mayor circulo inscrito en K y diam(K) es el diametro del menor circulo que
contiene a K (ver Figura[1.1).

diam(K)

1\\ :

Figura 1.1: diam(K) y p(K) para un tridngulo K en R2.

Ademas, se considera el operador de interpolacién nodal r;, : C°(Q) — N}, definido por

raln] = Y n(s)ps,  VneC'Q),
SEMy,

a partir del cual se define el siguiente producto interno discreto (conocido en la literatura como Mass-

Lumping):

(sl = [ rnlonmn] dz = 3 ma(s)n(s) [ pude, Viun, i € N, (1.5)
Q =yl Q
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el cual induce la norma ||ng ||, = /(nn, nr)n definida sobre Ny,.

El siguiente resultado, tomado de |°, establece que en N}, la norma definida anteriormente es equivalente

con la norma del espacio L?(2).

Lema 1.4.2. En Ny, las normas || - ||n y || - || .2(0) SON equivalentes, es decir, existen constantes Cy,C5 > 0
tales que

CillullLz) < llulln < Collullp2(q)-

Finalmente, la siguiente proposicion, tomada de E], sera usada para probar algunas estimaciones puntuales

para la solucién del esquema numérico propuesto en el Capitulo[3]

Proposicion 1.4.3. Sean s,5 € My,. Si s # 5, entonces la siguiente estimacion para las funciones base
asociadas a s y s se tiene
Vs Vs <0 ctp. enQ. (1.6)

3 S.C.Brennery L.R. Scott. “The mathematical theory of finite element methods”. En: Springer (2011)

4 F Guillén-Gonzalez y J. V. Gutiérrez-Santacreu. “From a cell model with active motion to a Hele-Shaw-
like system: a numerical approach”. En: Numer. Math. 143.1 (2019), pags. 107-137
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2. ESTUDIO TEORICO

En este capitulo se analizan, desde una perspectiva teérica, algunas propiedades del sistema (1)-(2). Es
importante destacar que el objetivo de este trabajo no es establecer resultados de existencia de solucio-
nes, sino obtener ciertas estimaciones para las posibles soluciones del sistema, las cuales se emplearan
posteriormente en el estudio numérico. Para el lector interesado en un resultado de existencia y unicidad

de solucién clésica de (1)-(2), se sugiere revisar la referencial]

2.1. PRINCIPIO DEL MINIMO (NO-NEGATIVIDAD)

El objetivo principal de esta seccion consiste en demostrar la no negatividad de las soluciones clasicas del

sistema (1)-(2). Con este fin, se introduce el siguiente problema truncado:

uy = DyAu+ X,V - (up V),

vy = DyAv + X,V - (v V2), 1)

we = —U}+f('U)7

2t = —Z2 +g(u)a

con las condiciones de frontera y las condiciones iniciales (2); donde, para una variable general a, se ha
usado la notacién a; = max{0,a}. Asi, lo primero que se hard serd probar la positividad de cualquier
solucion suficientemente regular del sistema (2.1); luego, teniendo en cuenta que cualquier solucién sufi-
cientemente regular de es también solucién de (ya que ux = uwy vy = v), se concluiria que la

solucién clasica de (1)-(2) es positiva.

Teorema 2.1.1. Cualquier solucion suficientemente regular [u, v, w, z] del problema truncado (2.1) satisface

las siguiente estimaciones puntuales
w,z,u,v >0 ctpenQr.

Demostracion. Sea [u,v,w, z] una solucion suficientemente regular de (2.1); entonces, multiplicando la

' Fuesty Heydari, ver n.
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primera ecuacién de (2.1) por u— = min {0, u} e integrando en , se tiene

/ wpu— dx = Dy | Auu_dx + Xu/ V- (us Vw)u_ dz,
o Q o

de lo cual, usando integracion por partes, el hecho de que u_uy = 0, u = (ugy +u_), uxVu_ = 0y las

condiciones de frontera (2), se llega a

1d

e 2 2 5. _
5 7 Q(u_) dx+Du/Q\Vu_\ dx = 0. (2.2)

Integrando (2.2) en (0,¢) para 0 < t < T', se obtiene

1/(u_(t))2 dx — 1/(u_(O))2 dx + Dy /t/ |Vu_|*dzds = 0,

2 Jo 2 Ja 0 Ja

de lo cual, teniendo en cuenta que u_(0,z) = 0 (por la no negatividad de los datos iniciales), se deduce
que ||u,(t)||%2(m = 0, es decir, u_(z,t) = 0 ct.p (z,t) € Qr, lo que implica que u(t,z) > 0 c.t.p
(z,t) € Qr. El mismo razonamiento aplicado a la segunda ecuacién de (2.1), permite concluir que
v(z,t) > 0c.tp (z,t) € Qr.

Por otro lado, para demostrar que w > 0 en Qr, considere la siguiente EDO minorante: Sea py =

minwg(z) > 0, y se define p (dependiendo solamente de ¢) como la solucién de
e

pt = —p- (2.3)

Definiendo la variable « := w — p, al derivar con respecto al tiempo se obtiene oy = w; — py, l0 cual implica
que
ar = —w+ f(v) + p. (2.4)

Entonces, multiplicando (2.4) por «— = min {0, «} e integrando en 2, se tiene

%%/ﬂ|a,|2dx:/ﬂ(—w+f(u)+p)a,dx

:/Q—aa, dm—l—/gf(v)a, dx
_ /Q la_dz+ /Q F)ar_ da. (2.5)

De (3), se tiene que el segundo término del lado derecho de la ecuacién (2.5) es menor o igual que cero, y

en consecuencia
1d

el 2dx <0. 2.
2dt/ﬂ|a_| dz <0 (2.6)
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Integrando (2.6) en (0,¢) para0 < t < T, se llega a

1 2 1 2
- /Q<a_<t>> do< / (o (0))? de,

Q

y teniendo en cuenta que a_(z,0) = 0, se deduce que a_(z,t) = 0 c.t.p (z,t) € Qr, lo cual implica que

a(z,t) > 0; asi w(z,t) > p(t) c.t.p (z,t) € Qr. Finalmente, multiplicando por ¢!, se obtiene
e'pi +e'p=(e'p)y = 0. (2.7)
Integrando en (0,t) para 0 <t < T, se tiene
e'p(t) — e’p(0) =0,

es decir,
p(t) =e"tpy > 0.

Por lo tanto, se concluye que w(x,t) > p(t) > 0 c.t.p (z,t) € Qr. Un razonamiento completamente anélogo

aplicado a la ecuacién de z en (2.1) proporciona que z(z,t) > 0 c.t.p (x,t) € Qr. O

Corolario 2.1.2. Cualquier solucion clasica [u,v,w, z] de (1)-(2) satisface las estimaciones puntuales
u,v,w,z >0 ctpenQr.

Observacion 2.1.3. Note que, si wy(x) > 0, entonces py > 0; y por tanto, de la demostracion del Teorema
2.1.1, se deduce que w(x,t) > 0 c.t.p. (x,t) € Qr. Procediendo analogamente se deduce que, si zo(x) > 0,

entonces z(xz,t) > 0 c.t.p. (z,t) € Qr.

2.2. ESTIMACIONES EN >~ (AUSENCIA DE BLOW-UP)

La ausencia de difusién en w y z, junto con los términos de taxis (debido a los graffitis) V - (uVw) y V -
(vVz), dificultan considerablemente la obtencién de cotas uniformes para « y v. Para superar esta dificultad,
se introduciran transformaciones que “absorben” los términos de graffito-taxis dentro de operadores en

divergencia con coeficientes dependientes de w y z. En concreto, se definen

a:=ue*" y b:=ves* donde £, := % y & = % (2.8)
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Cambios de variable similares a estos han sido empleados previamente en el analisis de diversos sistemas

de haptotaxis (véase, por ejemplo, EL ED A partir de (2.8), se deduce que
Va = e5“Vu 4+ uV (eg’*w) = 5 Vu 4 uetE, Vw,
de lo cual, multiplicando por e~%+*, se obtiene
e $u"Va = Vu + &uVw,

Yy, €N consecuencia,
V- (e7%"Va) = V- (Vu+ &uVw).

Ahora, multiplicando por D, y recordando que &, = 3, se reduce a
D,V - (e **Va) = D,V - (Vu + &uVw) = u,.
Por otro lado, de también se tiene que
a; = (1Le§“’w)t = 5 (uy + Euuawy),

lo cual, junto con la primera ecuacioén de (1) y usando (2.10), implican que

ap = v (DuV -(Vu+ §uqu)) + £t uwy = Dyett vV - (e_g“u’Va) + &Law;.

Entonces, multiplicando por e~¢+* y sustituyendo w; = —w + f(v) en (2.17), se sigue que
e tu%q, = D,V - (e‘f“""Va) — &ue S aw + Eue S Yaf(v).
Un calculo completamente analogo aplicado a b, permite llegar a que

e &%y, = D,V - (e‘vaVb) — fve_gvzbz + §Ue_§“zbg(u).

2
sis”. En: SIAM J. Math. Anal. 33.6 (2002), pags. 1330-1355

3
J. Math. Anal. Appl. 272.1 (2002), pags. 138-163
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M. A. Fontelos, A. Friedman y B. Hu. “Mathematical Analysis of a Model for the Initiation of Angiogene-

A. Friedman y J. Tellos. “Stability of solutions of chemotaxis equations in reinforced random walks”. En:



Por otro lado, las condiciones de frontera dadas en (2), se reescriben como

O(ae=5=") e OW O(be=5%) _e,207
DUT + Xul€ 87’]1 = DUT + vae ai’n, = 07
y simplificando, se deduce que
da_ o _
on  On

Asi, siempre que [u, v, w, z] sea una solucién global clasica de (1), el sistema (1) es equivalente a

e %%q, = D,V - (ef‘gqua) —&ue Y aw + Eue S Yaf(be %) en Q x (0,7),

e %*b, = D,V - (675”2Vb) — &ue bz 4 e P bg(ae ) en Q x (0,7),

wy = —w + f(befg”z) en Q x (0,7), (2.12)
22 =—2z+ g(ae_g““’) en Q x (0,7),

%:%:O sobre 99 x (0,T),

(a,b,w, z)(-,0) = (ag, by, wo, 20) en Q,

donde ag = uoeﬁuwo Yy by = ’erg“zo.

Teniendo en cuenta lo anterior, en esta seccidn se estableceran estimaciones uniformes para el sistema
transformado (2.12). En primer lugar, se obtendran cotas en L> para las variables w y z. En un segundo
lugar, se estableceran cotas en L! para las variables transformadas a y b, las cuales seran usadas para
deducir posteriormente una cota uniforme en L para a y b (y, por tanto, para u y v). El argumento combina

estimaciones en LP junto con un argumento iterativo del tipo Alikakos.

Teorema 2.2.1. Sea [a, b, w, z] una solucion suficientemente regular del problema (2.12), entonces se sa-

tisface que
lw(-,t)|[Le) <C ¥y |z(t)|lze) < C, paratodot e (0,T). (2.13)

Demostracion. Sea [a,b, w, z] una solucion de (2.12). Para probar (2.13);, se introduce la siguiente EDO

mayorante: sea ¢y = méxw(z), y se define ¢ (dependiendo solamente de t) como la solucién de
zEQ

ot = || fllLo((0,00))

cuya solucion explicita esta dada por
o(t) = o + || fll Lo (0,000 - (2.14)
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Definiendo la variable ¢ := w — ¢, al derivar con respecto al tiempo se obtiene que ¢, = w; — ¢y, lo cual
implica que
¢r =—w+ f(v) = [[fllLe((0,00))- (2.15)

Entonces, multiplicando (2.15) por ¢, := méx{0, ¢} e integrando en 2, se obtiene

/ Guos dz = / (= wt F@) = 1|5 (000 ) b
Q Q

0 equivalentemente,

1d
33 [@rdo= [(cw)ordo+ [ (70) = Iflimqomm) o de. 2.16)

Asi, teniendo en cuenta (3) y usando el hecho de que w > 0, se tiene que los términos del lado derecho de

(2.16) son menores o iguales que cero, y en consecuencia,

1d

33 [@rar<o (2.17)

de lo cual, integrando en (0,¢) para 0 < ¢t < T, se llega a

1 2 1 2
3 [@02de <3 [@uordn

Por la definicién de ¢, se tiene que ¢(z,0) < 0, de modo que ¢, (z,0) = 0y, por tanto, ¢ (z,t) = 0 c.t.p
(z,t) € Qr. Esto implica que ¢(z,t) < 0, es decir, w(z,t) < p(t) c.t.p (z,t) € Qr, y combinando esta
desigualdad con (2.14), se obtiene

0 <w(z,t) <ot) =wo+ || fllLe(0,00nt < @0+ || fll Lo ((0,00)) T

Por consiguiente,

H’LU(',t)HLoo(Q) < o+ Hf||L°°((O,oo))T7 para todo t € (0, T) (218)

Definiendo C' := oo + || f]| L= ((0,00))T» 8€ concluye (2.13);. Un razonamiento completamente analogo, apli-
cado a la ecuacion de z, permite concluir (2.13)5. O

Lema 2.2.2. Sea [a,b, w,z] una solucion suficientemente regular del problema (2.12); entonces, existen

C1,Cy > 0 tal que

la(-, 8]l L1y < Ci y [16(, )| 1y < C1 paratodot € (0,T). (2.19)
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Demostracién. Sea [a,b,w, z] una solucion de (2.12). Integrando sobre 2 la primera ecuacion del siste-
ma original (1), aplicando el Teorema de divergencia y usando las condiciones de contorno de Neumann

homogéneas en (2), se obtiene

d
—/ udr =0,
dt Jq
esto es,
/u(~,t) dx = / ug da. (2.20)
Q Q
Ahora, usando la definicién a = uef+*, y teniendo en cuenta el Teorema(2.2.1] asi como (2.20), se deduce
/ adr = / et dx < eg“c/ wdr = eg“c/ ug dx < C’Oef“c7 (2.21)
Q Q Q Q

lo cual implica (2.19),. El razonamiento aplicado a la segunda ecuacién es completamente analogo, y

proporciona la estimacién para b. O

Teorema 2.2.3. Sea [a, b, w, z] una solucion suficientemente regular del problema (2.12)). Entonces existe
C > 0 tal que
la(-, )| L) < C y 6(-, )|z~ < C paratodot < (0,T). (2.22)

Demostracion. En primer lugar, note que
(e7%%a), = e S %ay — £ e Y wya,
de lo cual, usando (2.72); y (2.12);, se obtiene
(e=%q), = D,V - (e %" Va). (2.23)

Multiplicando (2.23) por a?~! (con p > 2), se tiene:

= Para el término de derivada en tiempo:

1
(e7*¥a); - aP" = —Eue” S wpal + e (aP T ay = —Eue” S wiaP + 56_5“1”(a’))t. (2.24)
Note que
lo—eowipy, 1 —tuw Su —€,w
—e W (aP)y = — (e "aP) + e S Y aPwy. (2.25)
p p p

Entonces, sustituyendo (2.25) en (2.24) y simplificando se llega a

(p—1)

1
(675““’a)t caPmh = *(675“1”(1{,),5 — Eue S wal. (2.26)
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m Término de difusion:

D,V - (e~%%Va)a?~! = D,V -(e ¥ (Va)aP~!) — Dye % (p — 1)aP~2|Va|?

) (2.27)
= D,V-(e7*(Va)a"™ ') = Dye ¥ (p — 1) 75| V(a?)[>.

Asi, usando (2.26)-(2.27) en (2.23), y multiplicando por p, se llega a

(78 aP); — Eu(p = e S wpa? — DypV - (e=*"(Va)aP ') + Dye " (p = 1)p 2 \V( 5P =0, (2.28)

e integrando (2.28) sobre (2, se deduce

g [ (e ovar)dr = &up 1) /Qe*f“%w - f(beE"))aP du —

ADu(P—1)p [ _cowioy By 2

Teniendo en cuenta que w > 0, f > 0 es acotada, y usando el Teorema[2.2.1] de (2.29) se obtiene

d
dt

4D

e WP dp < — e 6C /|V %) |2dx+C~'(p71)/e*5“wapdx, (2.30)
Q

donde C = §ull fll L= ((0,00)) + 1. Teniendo en cuenta que ”le > 1 parap > 2,y el hecho de que e=+* < 1,

se tiene

2D, e~ ¢ v N2
% S Py < C/ “EuW P dy — 67/ |V(a?) \Qda:—&-Cp/ (af) dx. (2.31)

Ahora, usando el Lema de Ehrling (ver Lema|[1.3.2), se tiene que existen constantes C > 0y u > 0 tales

que, para toda o € WH2(Q) y p > 2, la siguiente desigualdad es valida E]:

~ 2D,e ¢ 2
G [ o < 22X [uglt + cpr (/Q<P|> . (2.32)
Q

Por lo tanto, usando (2:32) en 2.37) (con ¢ = a?/?), se llega a

2
% gy < G / G gPdy 4 Cph ( / dx) . (2.33)
Q

Multiplicando (2.33) por ¢C*, se obtiene

dt

4 Fuest y Heydari, ver n.

~ ~ = L ?
ecti/ e uaP dx < —CeCt/ e8P dy + CpeCt (/ “ d:c) . (&34
Q @ ¢
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Observe que
~ ~.d o~
(eCt/ e SuWgP dz) = eCt(—/ e tuWgP dx) JrC’eCt/ e P du,
[¢) t dt Q Q

y usando esto en (2.34), resulta

B B 2
<eCt/ e SutgP d:r) < Cptett (/ a® dm) . (2.35)
Q ¢ Q

Integrando (2.35) en (0, s) para 0 < s < T, se obtiene

~ B ~ ) 9
evs / (e=SuaP)(-, s)dx — / e Suwogh dy < (9 — 1)gp“ sup (/ az(-t) da:) ,
Q Q

Q C te(0,7)

de lo cual, multiplicando por e~“*, se sique que

~ A 2
/(e{““’a”)(~, s)dx < efcs/ e Suwogh do + (1 — efcs)gp“ sup </ a§(~,t)d:c) ) (2.36)
Q Q

Q C  te(o,1)

y como 0 < e~C* < 1, de (2.36), se concluye

= 2
/ e P (- t)de < C'max {/ 675““’0@8 dx, gp" sup (/ a§(~,s)dm> } , (2.37)
Q Q C  se,1) \Jo

para todo t € (0,T) y todo p > 2. Recordando que e~¢:% > e¢=¢ y ¢~%«% < 1, como consecuencia de

2.37), se tiene
2
/ap(-,t)dxgefuchéx /agdx,p“ sup (/ ag(~,s)dx) , (2.38)
Q Q s€(0,7) \JQ

paratodo ¢t € (0,7) y todo p > 2. Defina ahora p; := 27 y

Aj = sup |a(-,8)|lgri) Vi€ No.
s€(0,T)

Tomando p = p; (j > 1) en (2.38) y observando que % = p;_,, se concluye

. , B . 2
ol D% gy < Cmix § llaols, gy 2% sup (llal9)l750 ) ¢ (2:39)
@ @ e @

se

0 equivalentemente,

la(, )| Lrsi @) < méX{CHGOHL%(Q)a(CPf)l/pj ( sup ||a('>s)||L”fl(Q)>}

s€(0,T)

= méx { ClJal| s s, (CPEYVP Ay } (2.40)
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Observe que

llaoll Lri () < \Q|1/ijao||Loc(Q) < Cy,

y usando este hecho en (2.40), se obtiene
la(e,)lss @) < masx { CCo, (Co) /75 451} (2.41)
de lo cual, tomando el supremoent € (0,7), se llega a
4; <mix {CC, (cpg)ﬁAj_l} para todo j € N.

Aqui tenemos 2 opciones:

1. En primer lugar, podria tenerse que existan infinitos indices j € N tales que A; < CCy; en ese caso
se tendria que

llall Lo @x(0,1)) = lf]H_lgngj < CCy. (2.42)

En efecto, recuerde que, por definicién, se tiene que

liminf A; = lim <1’nf Aj> ,

Jj—ro0 k—oo \j>k

y si hay infinitos j € N tales que A; < CCj, entonces para todo k se puede encontrar algin j > k tal
que A; < CCy, y por tanto,
inﬁ A; < CCy,

j>

de lo cual, pasando el limite cuando k¥ — oo, se concluye (2.42).

2. En caso contrario, existiria un jo € N tal que, para todo j > 7o,
1
A; < (Cp;.‘)m Ay, (2.43)

tomando j, minimal y teniendo en cuenta la estimacion (2.19) (la cual implica que
Ag= sup |la(-, )|z < Ch), se tiene que
s€(0,T)

Aj, <méx{C1,CCo}. (2.44)

Entonces, iterando la desigualdad (2.43) para todo j > jo, se obtiene
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Aj < (Cpy)Pi Aj

< (Cpj)? (Cpj_y)Pir Ajs

<:
J 1
< H (CPZ)”“ Ajo
k=jo+1
J —k J —k
=t I] ¢ || II 2* | 4. (2.45)
k=jo+1 k=jo+1

y por tanto, usando propiedades de la productoria, de (2.45), se deduce
4; < CTh=ior1 2" gh Thjoun k27 “Ajy, V3> Jo- (2.46)
Tomando el limite cuando j — oo en ambos lados de (2.46), se verifica que
llall Lo (ax (0,7)) = ]li>I£lo A; < O 275 on i k27h Aj,,
y usando el hecho de que las anteriores series convergen, asi como la estimacion (2.44), se llega a

la]| Lo @x (0.1y) < CZF=02 " 21 T k2™ g€y, CCp} < C. (2.47)

Finalmente, a partir de (2.42) y (2.47), se concluye (2.22);. Un razonamiento completamente analogo,

aplicado a la ecuacion de b, permite demostrar (2.22)s.
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3. ESTUDIO NUMERICO

El objetivo de este capitulo es formular y estudiar un esquema numérico asociado a (1)-(2). Para ello,
se adoptara como referencia la formulacion equivalente del sistema transformado propuesta en la
Seccién lo cual permite definir un esquema completamente discreto que combina diferencias finitas y
elementos finitos. Se demostrara que el esquema propuesto esta bien planteado, y se probaran algunas
estimaciones puntuales para las soluciones discretas, las cuales son indispensables desde el punto de vista
fisico del problema (en correspondencia con las propiedades demostradas previamente para el problema

continuo en el Capitulo2).

3.1. ESQUEMA NUMERICO

Con el objetivo de obtener el esquema de aproximacién numérica asociado al sistema (2.12) (el cual es

equivalente al modelo (1)—(2)), se realizan las siguientes consideraciones:
(a) Se considera la particion uniforme en tiempo
K-1

0,7 = | (tms tm41],

m=0
con t,, = mAt,donde K e Ny At = % es el paso en tiempo. Sea 2 € R? o R3 un dominio acotado

con una frontera poligonal o poliédrica Lipschitz-continua.

(b) Sea {7:}n>0 una familia regular de triangulaciones de (2 formadas por simplices K no-obtusos (trian-
gulos en 2D y tetraedros en 3D con todos los angulos interiores menores o iguales que 7/2), tales

que

a=J K,

KeTh
donde, h = méxkeT;, hic, con hx siendo el diametro de K. Se denota también por M;, = {s;}icr al

conjunto de todos los nodos de 7.

(c) Se considera el espacio de elementos finitos lineales a trozos asociado a 7y,:
Np, = {nh S C(ﬁ) : TL}L|;C S Pl(’C), VK € 77;}7

y su base de Lagrange sera denotada por {¢, }seat, -
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Teniendo en cuenta esto, se plantea el siguiente esquema numérico de primer orden en tiempo, lineal,

n—1

desacoplado, asociado al modelo de estudio (2.12) (denotando, en general, §.c"* = C"‘Act )

» Inicializacién: Sean «° = ’r’h(Uo) € Ny, 0 = ’I"h(’Uo) € Ny, a® = Th(ao) € Ny, B0 = ’I"h(b()) € Ny,
w® =14 (wo) € Ni, ¥ 2° = 71(20) € Ny, donde se considera por simplicidad que ug, vg, wo, 20 € C(£2),

ag = ugesnwo y by = vpesr?,

= [Paso 1] Dado [u"~ !, vt w1t 2771 € Ny x Ny x Nj, x Ny, computar [w”, 2"] € Nj, x N,, satisfa-
ciendo
Srw™(s) = —w"(s) + fF(v""1(s)), VsE My, (3.1)

8:2"(s) = —2"(s) + g(u""1(s)), VseE My,. (3.2)

» [Paso 2] Dado [u"~t 0"t a1t b~ w™, 2] € Nj, x Nj x Nj, x Nj, x Nj, x Ny, computar [a",b"] €

Np, x Ny tal que

(67‘5“11)" §,a",@)p + Du(efﬁuwnvan, Vva) = _fu(eféuw" aw™,a), (3.3)

+ &u(e7 8 " (oY) @), Va e Ny,

(e7€%" §,0™, D), + Dy(e 52" V", Vb) = —&, (e 52" 0" 2", b)), (3.4)

+&,(e‘évznbn_lg(u"_l),B)h, Vb e Ny,

siendo (-, -);, el operador definido en (1.5).
m [Paso 3] Dado [a", b™, w"™, 2™] € Nj, X Nj X Ny, X Ny, computar [u™, v"] € N}, x Ny, verificando
u(s) = a™(s)e ) Vs e My, (3.5)
"(s) = b(s)e & ) Vs e M, (3.6)

Observacion 3.1.1. Por propiedades del interpolador nodal r;,, es inmediato que si las condiciones iniciales
del sistema @) satisfacen que ug, vy, wo, zg > 0 en ), entonces las condiciones iniciales para el esquema
numérico (3.1)-(3.6) verifican que u°, a®,v°, %, w°, 2° > 0 en Q.

En las secciones siguientes se abordara la demostracion de algunas propiedades cualitativas de este es-

quema de aproximacion numérica.
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3.2. ESTIMACIONES PUNTUALES

Esta seccion esta dedicada a demostrar que cualquier soluciéon del esquema numérico (3.1)-(3.6) verifica

algunas estimaciones puntuales andlogas a las que satisface la solucién exacta de (1)-(2).

Teorema 3.2.1. (Positividad) Sea [a™, 0", w™, 2™, u™, v"| € Ny, x Nj, X N, x Nj, X Ny, x Ny, cualquier solucion
del esquema numérico (3.1)-(3.6). Sia"~1,b"~! > 0 (en particular, w*=!,v"~! > 0) yw" =1, 2"~ > 0enQ,
entonces

w2z2" >0y a™b" >0 (enparticular, u",v" > 0)en Q. (3.7)
Demostracién. En primer lugar, de (3.7), se tiene que

w"(s) = 1 —|—1At (w1 (s) + At f(v"71(s))), Vs € My, (3.8)

de lo cual, teniendo en cuenta que el término f(v"~1(s)) es no negativo y w"~1(s) > 0 en todo nodo s, se
deduce que w"(s) > 0 para todo s € M,,. Por otro lado, de (3.2), se tiene que
1

2"(s) = T AL (2" 1(s) + At g(u" " (s))), Vs € My, (3.9)

y usando el hecho de que g(u"~!(s)) > 0y 2"~1(s) > 0 para todo s € M,,, se deduce que 2" > 0 en Q.

Ahora, se procede a demostrar que a™ > 0 (y, en consecuencia, u™ > 0). Para ello, se toma como funcion
test a = r,[a” ] en (3.3), donde a” := min {0,a"}, de donde se obtiene que

n n—1
—&w™ a” —a n —&uw" n., n =
/th [e (775 )rh[a]] dx—i—Du/Qe Va" - Vryla™] dz

~&u / rn [em 6" amw" - )] dz+ €, / e € @ p () e ]| de. (3.10)
Q Q

Teniendo en cuenta que rp[u - r,[v]] = ru[u - v] (ya que 74[v] conicide con v en los nodos espaciales), y
usando que a" = rj,[a"] = r,[a’t] + 75 [a™ ] (gracias a la linealidad del interpolador nodal), la igualdad (3.10)

se reescribe como

1 " n 1 n " n
— | rple 5" (0™)] de —— / rale Y a" (a™)]dx + D, [ e 5V Vry[a"] - Vrp[a™] da
At /g At /g 0

Iy

I

(3.11)
=&, /Q T [6_5““’" (aﬁ)zw”} dr + &, /Q Th [e‘f“w"a”_lf(v"_l) . rh[aﬁ]} dx.

I3

Usando el hecho que rj, preserva el signo, se puede ver que I; > 0y I3 < 0, y utilizando la Proposicion
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en I, se verifica que

I, = / Vrpla™] - Vrpla™ ] de 4+ [ Vrplall] - Vryla® ] do
Q

Q
:/Q|Vrh[a’i]\2da:+ 3 aﬁ(s)aﬁ(g)/ﬂws(x)-wg(x)dxzo, (3.12)

8,§€Nh
lo cual, junto con (3.11), implican que

1

E/th[e_f“w (a™)?)dx < 0.

De esta manera, se concluye que (a™)(s) = 0 para todo s € My, demostrando asi que a™ > 0 en (.
Esto, junto con (3.5), implican que «™ > 0. Por otro lado, la positividad de ™ y v™ se obtienen de manera
analoga. O

Observacion 3.2.2. De (3.9)-(3.9) se deduce que, siw®, z° > 0, entonces w™, 2" > 0 para todon > 1.

Teorema 3.2.3. (Estimaciones en L) Sea [w",z"] € Ny, x Nj, cualquier solucion de -. Entonces
se satisface que:
lw" ey <C ¥y [[2"||Le) < C, Vn>1, (3.13)

donde C > 0 es una constante independiente de [At, h,n].

Demostracion. Con el objetivo de probar (3.13),, considere la siguiente EDO mayorante discreta (cuya

solucion es constante en espacio): Si ¢° = méxw’(z), entonces, para cada n > 1, se define ¢ como la
e

solucion de

619" (8) = I fll o ((0,00))» V5 € M. (3.14)
Definiendo la variable o™ := w™ — ¢, se tiene que, enelcason =1, o® < 0,y de (3.1) y (3.14), se obtiene

At
T Atf(ﬂo(s)) — At fl oo ((0,00)) - (3.15)

(i) (é4)

0(5) = 1y (0°s) — () +

Note que los términos (i) y (ii) son menores o iguales que cero, de lo cual se concluye que a!(s) < 0 para
todo s € My, lo que implica que w! < !. Procediendo de manera inductiva y usando que o"~! < 0, se
deduce que w™ < ™. Ahora, multiplicando (3.14) por At y sumando desde n = 1 hasta n = m, se obtiene

que

m

O™ =% = ALY (I fllzoe((0,000) = tmllFllzoe (0,000 < Tl Fllzoe((0,00))» (3.16)

n=1
y asi,
™ < @ + T fll oo ((0,00)) - (3.17)
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Por lo tanto, w" < ¢" < % + T'|| f|| L= ((0,00))> l0 cual garantiza que w™ esta acotada en L> () para todo

n > 1. Por otro lado, la cota en L>°(2) para 2™ (independiente de n) se obtiene de manera andloga. O

Teorema 3.2.4. (Estimaciones en L*>°) Sea [a", b"] € Ny x Ny, cualquier solucion del esquema numeérico
(3.3)-(3.4). Entonces se satisface que

la"Lee@) <C Yy 0"y <C, Vn > 1, (3.18)
donde C' > 0 es una constante independiente de [At, h,n|. En particular, esto implica que
[W L@ <C ¥y [[v"lL=@) < C, Vn =1, (3.19)

con C > 0 independiente de [At, h,n].

Demostracion. Para probar (3.18);, considere la siguiente EDO mayorante discreta (cuya solucion es cons-

tante en espacio): Si ¢° = max a’(x), para cada n > 1, encontrar " tal que
e

8:0™ = Eu™ M 1 ll Lo ((0,00)) - (3.20)
Como V™ =0, de se tiene que, paratodo a € Ny,
(€= 8™, @) + Dule™**" Vg, Va) = &u(e™" 9" M| fll o= (0,000, D (3.21)
Definiendo la variable a™ = a™ — ", y combinando y (3.21), se obtiene

(7% 5,0, a)n + Dy (e Va™, Va) = =&, (e & a"w", @)y,

+ & (e @ (), @) n — Eu (675 0 T Fll Loo ((0.00)), @iy V@ € N,

de lo cual se llega a

(e=5" 50", @), + Dy (e7$+¥"Va™, Va) = —&, (e~ a™w", @)y,

+ & (e @ F ) = 1l ((0.000))s @+ Eu (€7 @™ [ fllLoe (0,000 s ¥ € N,
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Si se considera el caso n = 1, se tiene que a” < 0, y tomando a = [} |, se concluye

L
At

+D/ —Cuw Vrh[ L] Vrplad ] de = =€, /rh[e Cuw awlai]dx
Q

1
| raleme (@l do - 5 / rale™$"" ol ]de + D, / 6 [Vrylal ]2 do

& / o8 @ (F(0°) = L2 (0.00 )l do +- € / rale76 " a0 fll o (0 0oprnlad]] de.
(3.22)

Observe que todos los términos del lado derecho de la igualdad (3.22) son menores o iguales que cero.

Ademas, procediendo como en (3.12), se tiene que
D, / “Gw g, [al]- Vrylad ] dz > 0,

y por tanto,

1
K/ rale™s" (ol dw—* / rale %] de < 0. (3.23)
t Ja

. , . 1 .
Teniendo en cuenta que el término —=; [, rn[e " a’a}]dz es mayor o igual que cero, de (3.23) se

concluye que

1 e
= /Q rale6" (o)) dz <0, (324)

y asi, a} (s) = 0 para todo s € M,,. Como consecuencia, queda demostrado que o' < 0, lo cual implica que

a' < o'. Procediendo inductivamente y usando que o"~! < 0, se deduce que a” < " en . Finalmente,

de (3.20) se tiene que
0" = (14 At&y]| 1l oo ((0.00)))"#"-

Ademas, usando la desigualdad 1 + = < e para todo z € R, se deduce que
(14 At fll o ((0,00))) < eI e ooen,

por ende
a" < " < 4,00 tn&ull fllnoe ((0,00)) < (poeTgquHLoo((O,oo))’ Vn > 1,

y por tanto, a™ (y en particular, v™) estd acotada en L>°(2), para todo n > 1. La prueba de (3.18), (y por

tanto, (3.19).) se obtiene de manera analoga. O
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3.3. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION

El objetivo de esta seccion es establecer el buen planteamiento del esquema numérico (3.1)-(3.6); es decir,

se mostrara que existe una unica solucién. Esto queda formalizado en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Existe una unica [u™,v",a™, b", w™, 2z"] € N x N x N x N x N x Np solucion del
esquema numeérico (3.1)-(3.6).
Demostracion. La demostracién esta dividida en tres partes.

» Parte 1: En primer lugar, probaremos la existencia y unicidad de w™ y z" resolviendo (3.1)-(3.2). En
efecto, dado [v"~ !, w" "] € N;, x Ny, de (B.1)-(3.2) se tiene que, para cada nodo s € My,

w"(s) —w"(s)
At

= —w"(s) + f(v"7(s)),

de lo cual, despejando se llega a

At

a0 E), Vs e Ma, (3.25)

y asi, w™ se puede computar directamente de (3.25). Un razonamiento analogo aplicado a la
ecuacion discreta para z" conduce a una formula explicita para 2", que garantiza también su

existencia y unicidad.

= Parte 2: En segundo lugar, dado [v" "1, a" =1 w1t pn7 2" wn] € Nj, X Nj, X Nj x Nj x Nj, x N, se
probaré que existe una Unica solucioén [a™,b"] € Nj, x N, de (3.3)-(3.4), haciendo uso del Teorema
de Lax-Milgram (ver Teorema|1.3.6). Para ello, defina A : N, x N, = Ry ¢: N, — R de la siguiente

manera.
n _ 7£,uw"ﬁ —&,w™ n —&uw” n,n
A(a™,v) (e At,l/)h + D, <e Va ,VI/) + &y (e a”w ,V)h, (3.26)
y n—1
— —&uuw" @ " —&uw™ n—1 n—1
o(v) (e N ,u)h—I— (§ue a1 f (v ),u)h. (3.27)

Con el fin de verificar las hipotesis del Teorema [1.3.6] se procedera a demostrar que la forma A,
dada en (3.26), es bilineal, continua y coerciva, y que el funcional ¢, definido en (3.27), es lineal y

continuo.

* Propiedades del operador A.
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1.

Bilinealidad: Para probar la linealidad en la primera variable, se toma a" = aay + Bas en

(3.26), de esta manera se obtiene

n (aar + Pas)
At

+ & (efguw" (aay + Bag)w™, 1/) .

Alaa; + Bag,v) = (675”“’ ,I/)h + Du(e*&*an(aal + Bas), Vz/)

Asi mismo, empleando la linealidad de la integral, del operador de interpolacién y del

gradiente, se deduce que

n A1

o )=o) (e ),

+ Dy« (ez_&”"””Val7 VV) + Duﬁ(e_5“w7LVa2, Vu)

+ &y (e‘guwnalw”, V) + BE, <e_5““’na2w", u),
de lo cual, reorganizando se llega a
Alaay + Baz,v) = aA(ay,v) + BA(ag, v),

lo cual implica la linealidad en la primera variable. La linealidad en la segunda variable se

prueba de manera analoga.

Continuidad: Para demostrar la continuidad, note que usando la desigualdad triangular se

tiene

n — *fuwnﬁ ) —&,w™ n > (7§uw" n, n )
‘A(a ,y)‘ (e V)T Dy (e Va", Vv )| + & e a"wv)

de lo cual, usando la definicion del producto interno Mass-lumping y el hecho de que

)

Irnla]] < rp|al] paratoda a € C(Q), se tiene que

n n
‘A(a",V)‘ S/th(‘e—suu;"%.yl) dﬂc—i—Du/Q |e—§uw Va"™ - Vv|dx
—I—/ Th(‘e_gu“’na”w” . Z/D dx.
Q
En vista de que e ¢+*" < 1(ver Teorema|3.2.1), y w < C (ver Teorma|3.2.4), se deduce

1

‘A(a”,u)’ <|—=+C /rh[|a”.u\]dl‘—|—Du/ |[Va™. V| dx, (3.28)
At Q 0

I I
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y aplicando la desigualdad de Holder y el Lema en (3.28), se obtiene

1 n n
5 < (55 +C1)la" 2@ IVl 2@y < Clla* vl @, (3.29)
y
I < Du|[Va" |12y IV ¥ 2y < CUIVa™ 1110y IV ¥ 113 0. (3.30)

Asi de (3.28)-(3.30), se llega a
A", 9)| < Clla® 1oy 30,

lo que demuestra la continuidad del operador A.

. Coercividad: Para probar la coercividad, note que

n
A(a™,a") = (675“10" Z—t, a") + D, (efguana”, Va") + &y (efguwna"w”, a”) ,
h h

de lo cual se tiene que

1 n n
A(a",a") = —/ T (675““’ (a")z) dx + D, (675““’ |Va”|2> dx
At Jq Q

Jrfu/ﬂrh(efguwnw”(a"f) dzx.

Como w” esta acotada en L>(Q), es decir, w” < C, entonces e ¢+*" > ¢~&C y en

consecuencia

—&.C
A(a’%a”) > & A /Q rpl(a”)?) da + Euem ¢ /

e [w”(a”)Q] dx + Dye ¢ / |Va"\2 dx,
Q Q
de lo cual, utilizando el Lema y definiendo 3 := e~¢«“min{%;, D,}, se llega a

_guc
At

n n € n —&u n n
A(a ,a ) > la™ |72y + Due™*C[IVa"[Z2qy = Blla" [ ),

lo cual prueba la coercividad.

» Propiedades del operador /: La linealidad y continuidad del operador ¢ se prueban de manera

andloga a lo realizado para el operador A; y por lo tanto, se omitira la demostracién.

Asi, aplicando el teorema de Lax-Milgram se concluye que existe una Unica solucion «™ € N; de
(3.3). La demostracién de la existencia y unicidad de ™ € N, solucién de (3.4) se sigue de manera

similar usando el teorema de Lax-Milgram..
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= Parte 3: Por Gltimo, la existencia y unicidad de [u™,v"] € N; x N}, solucién de (3.5)-(3.6) es una

consecuencia inmediata de la existencia y unicidad de [a™, w™] y [b™, 2™].
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4. SIMULACIONES NUMERICAS

En este capitulo, se presentan los resultados de algunas simulaciones numéricas realizadas con el objetivo
de verificar el buen comportamiento del esquema propuesto en el Capitulo |3 para aproximar la dinamica
territorial entre pandillas rivales descrita por el sistema (1)-(2). En particular, los experimentos se centran

principalmente en capturar tres dindmicas territoriales fundamentales:
1. Segregacion nula.
2. Segregacion parcial.
3. Segregacién completa.

Para las simulaciones se usa el esquema (3.1)-(3.6), implementado usando el software FreeFEM++. En
todos los casos, se considera el dominio cuadrado © = (—6,6)? (discretizado uniformemente usando 60
nodos en cada direccion). En los experimentos numéricos se tomaran diferentes valores para los parame-
tros [D., D,] ¥ [xu; Xv] (I0S cuales representan los coeficientes de difusién y taxis, respectivamente), con el
objetivo de observar su influencia en las distintas dindmicas territoriales. En las representaciones gréficas
se adopta la siguiente convencion de colores: el rojo indica regiones donde la densidad de la pandilla «
supera a la densidad de la pandilla v en al menos 1076, el azul oscuro corresponde a las zonas donde
sucede lo contrario (esto es, v domina a u en al menos 10~9), y el color blanco representa las regiones en
las que la diferencia entre las densidades de u y v es menor que 10~6. De forma andloga, para los graffitis
z Yy w, se utiliza el color naranja cuando z domina, azul claro cuando domina w, y blanco cuando ambas

densidades son aproximadamente iguales.

4.1. SEGREGACION NULA

Para este primer test, se consideran las siguientes condiciones iniciales que corresponden a dos concen-
traciones localizadas de pandillas situadas en regiones opuestas del dominio, mientras se supone una

ausencia total de graffitis al tiempo inicial:

uo(z,y) = 0,1+409. e (=27~w=27 (4.1)
vo(z,y) = 0,140 e @D ~w2)? 4.2)
wo(w,y) = 0, (4.3)
2o(zy) = 0. (4.4)
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Ademas, se usan los siguientes valores para los parametros:
» Parametros de difusién cruzada: x, = x, = 0,25.
» Parametros de autodifusién: D, = D, = 0,25.
= Parametro de discretizacion temporal: At = 1.

En la parte superior de la Figura se muestra la dinamica de las densidades poblacionales de las
bandas u y v; mientras que, en la parte inferior, se presentan las respectivas densidades de graffitis z y w.
Se observa que, a medida que comienza a avanzar el tiempo, las bandas se difunden dentro del dominio
y marcan sus territorios pintando graffitis que los identifican. Para tiempos pequefios, por ejemplo ¢ = 5,
el tridngulo superior del dominio estd dominado por u, mientras que el triangulo inferior estd dominado
por v. Esta configuracién se mantiene hasta tiempos intermedios (alrededor de ¢ = 600); la regién blanca,
correspondiente a valores similares de ambas densidades, aparece inicialmente en la diagonal del dominio
y se empieza a ensanchar progresivamente. Posteriormente, para tiempos mas grandes, como ¢ = 900,
esta region se extiende cubriendo practicamente todo el dominio, hasta llegar al punto en el que las
densidades de ambas pandillas se han homogeneizado, dando lugar a una solucién constante en toda la
region de estudio. Un comportamiento analogo se observa en la fila inferior para los graffitis z y w, donde
se considera que hay ausencia de graffitis en el tiempo inicial, pero las densidades comienzan a aumentar
a medida que las pandillas marcan sus propios territorios. Al final, todo el dominio termina siendo marcado
por la misma cantidad de graffitis de cada pandilla. Es evidente que el fenémeno de segregacién no ocurre

en este caso.
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(@)t=0 (b)t=5 .. (€) t = 600 (d) t = 700 ()t =900 U]

NN

(9)t=0 (hyt=5 (i) t = 600 (i) t = 700 (k) t = 900 ()]
t = 1000

Figura 4.1: Evolucion temporal de las densidades de pandillas en distintos instantes de tiempo para el

caso: D, =D, = xu = Xo = 0,25y At = 1.

Para analizar este comportamiento con mayor detalle, en la Figura [4.2] se representan cortes de las solu-

ciones a lo largo de la diagonal y = z. Inicialmente (en ¢ = 0), los perfiles presentan dos méximos bien

separados, correspondientes a las concentraciones iniciales de pandillas, mientras que los graffitis son

nulos; luego, en ¢ = 5, los maximos disminuyen y se ensanchan debido al efecto difusivo, pero aln se

distinguen claramente las zonas donde domina cada pandilla. A medida que el tiempo avanza, las cur-

vas se van aplanando hasta llegar a perfiles casi constantes (en ¢t = 900 y ¢ = 1000), lo que confirma la

convergencia hacia un estado estacionario homogéneo.
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Figura 4.2: Tamano de las poblaciones de pandillas , v y la cantidad de sus correspondientes graffitis
z 'y w, alo largo de la linea y = x en diferentes instantes de tiempo, para el caso: D, = D, = x, =
Xo = 0,25y At = 1.

4.2. SEGREGACION PARCIAL

En esta seccion se muestran simulaciones en las que el sistema no converge hacia un estado homogéneo.
En su lugar, aparecen estructuras espaciales y una tendencia a la separacién entre las pandillas, aunque
sin llegar a una segregacién completa. En los experimentos que aqui se presentan, se consideran
las mismas condiciones iniciales usadas en la subseccion anterior (ver (.1)-(@.4)), y el pardmetro de

discretizacién temporal At = 0,01.

En primer lugar, cuando se consideran los siguientes valores para los pardmetros de autodifusién D, =
D, = 0,25 y difusién cruzada y, = x, = 5, Se observa que, después de la transicion inicial, el sistema
desarrolla un comportamiento no homogéneo con regiones dominadas alternativamente por v y v (ver

Figura[4:3). En particular, en los tiempos intermedios aparecen estructuras tipo anillos, es decir, aparecen
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zonas en las que una pandilla predomina formando franjas en formas de anillo que rodean regiones internas

dominadas por la otra. Estas configuraciones no conducen a una separacion total.

SPPEES

@¢t=0 (b)t =1 () t=4 dt=6 €)t=9 (ft=10

(@) t=0 (h)t =1 (i)t =4 () t=6 (K) t=9 )t =10

Figura 4.3: Evolucion temporal de las densidades de pandillas en distintos instantes de tiempo para el
caso: D, = D, = 0,25, xy = xo =5y At = 0,01.

La Figura [4.4] muestra los perfiles a lo largo de la recta y = z, lo que permite observar con mayor claridad
la estructura de esta dinamica no homogénea. A diferencia del caso anterior, los perfiles no se aplanan
completamente, sino que conservan regiones diferenciadas donde una pandilla domina sobre la otra, lo

que indica la presencia de segregacién parcial.
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Figura 4.4: Tamano de las poblaciones de pandillas u, v y la cantidad de sus graffitis correspondientes
z 'y w, alo largo de la linea y = « en diferentes instantes de tiempo, para el caso: D, = D, = 0,25,
Xu = Xv = DY At =0,01.

En segundo lugar, si se mantienen los valores anteriores de los coeficientes de autodifusion, y se
consideran taxis mas intensas, por ejemplo tomando y,, = x., = 10, se puede observar en la Figura [4.5]
una dinamica con anillos mas marcados y transiciones mas estrechas comparadas con la Figura[4.3] En
este caso, el aumento de la difusion cruzada produce un movimiento mas direccional de las pandillas,
generando regiones parcialmente separadas con interfaces mas marcadas. En los tiempos intermedios se
forman nuevamente estructuras tipo anillo en las que, cerca del centro del dominio, aparecen regiones casi
circulares dominadas por una pandilla, rodeadas por bandas donde domina la otra, lo que genera patrones

espacialmente mas complejos que en el caso anterior.
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Figura 4.5: Evolucion temporal de las densidades de pandillas en distintos instantes de tiempo para el
caso: D, = D, = 0,25, xu = X0 = 10y At = 0,01.

En la Figura los perfiles sobre la diagonal muestran claramente este efecto: los graficos presentan
picos mas altos y mas estrechos, separados por zonas donde una de las densidades es practicamente
nula. Aunque adn no se alcanza una segregacién completa, la interaccién entre la difusion y la taxis intensa
da lugar a una marcada separacion espacial entre los maximos de v y v, acompanada de una dinamica no

homogénea.
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Figura 4.6: Tamano de las poblaciones de pandillas u, v y la cantidad de sus graffitis correspondientes
2z y w, alo largo de la linea y = x en diferentes instantes de tiempo, para el caso: D, = D, = 0,25,
Xu = Xo = 10y At = 0,01.

Finalmente, si se consideran los parametros de autodifusién D, = D, = 0,3y de taxis xy, =4y x, = 8, se
obtiene un escenario asimétrico en la respuesta de las pandillas al graffiti (ver Figura[d.7): la pandilla asocia-
da al mayor coeficiente de taxis reacciona mas intensamente a la informacién del graffiti y, en consecuencia,
tiende a concentrarse con mayor rapidez. La evolucién muestra un patrén espacial desigual. En tiempos
intermedios se observa que una de las pandillas forma cumulos mas compactos y localizados, mientras

que la otra se distribuye en regiones mas amplias del dominio, con estructuras menos concentradas.
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Figura 4.7: Evolucion temporal de las densidades de pandillas en distintos instantes de tiempo para el
caso: D, = D, = 0,3, xu =4, xo =8y At = 0,01.

Este comportamiento se aprecia con mayor calaridad al analizar los perfiles de las soluciones a lo largo
de la diagonal y = z. Como se muestra en la Figura[4.8] los cortes diagonales revelan que la densidad
correspondiente al mayor coeficiente de difusién cruzada presenta picos mas pronunciados y localizados,

mientras que la densidad de la otra pandilla exhibe perfiles mas extendidos.
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Figura 4.8: Tamano de las poblaciones de pandillas , v y la cantidad de sus graffitis correspondientes
z Yy w, a lo largo de la linea y = x en diferentes instantes de tiempo, para el caso: D, = D, = 0,3,
Xu =4, xo =8y At =0,01.

4.3. SEGREGACION COMPLETA

En este Ultimo test, se consideran las condiciones iniciales

Wz, y) = e~ @ W=7 ) 0(p gy = @ DT Oy =0, O(z,y) =0,  (4.5)

y los siguientes valores para los parametros: D, = D, = 0,03, x. = x» = 0,3y At = 0,3. En la parte
superior de la Figura [4.9] se observa que, a lo largo de toda la evolucién temporal, las regiones donde
domina « y las regiones donde domina v permanecen claramente separadas por una interfaz bien definida.
Un comportamiento analogo se aprecia en la fila inferior para los graffitis, que se concentran en zonas que
reflejan la localizacion de las respectivas pandillas. Los cortes a lo largo de la diagonal y = = mostrados
en la Figura[d.10] confirman esta observacion: en ninglin instante aparece densidad de una pandilla en las

regiones ocupadas por la otra. Este comportamiento constituye un ejemplo claro de segregacién completa,
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donde la interaccién entre las pandillas es practicamente inexistente desde el inicio hasta el tiempo final.

@¢t=0 (b)t =15 (€) t = 30 (d) ¢ = 60 -' (e) t = 180 .' (f) t = 300 "

(@ t=0 (hyt=15 (i) t = 30 (j)t=60 (k)t=180 (1) t = 300

Figura 4.9: Evolucion temporal de las densidades de pandillas en distintos instantes de tiempo para el
caso: D, = D, = 0,03, xu = x» = 0,3y At =0,3.
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