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RESUMEN

TITULO: EFECTOS DE ARRASTRE DE MARCOS EN TEORIAS MODIFICADAS DE LA GRAVE-
DAD CON VIOLACION DE PARIDAD

AUTOR: William Andrés Jaimes Espindola, B.Sc. Fisica [7]

PALABRAS CLAVE: Teoria de Horndeski, teoria generalizada de Proca, teoria generalizada de Pro-

ca SU(2), objetos compactos, estrellas de neutrones, arrastre de marcos.

DESCRIPCION:

Los recientes desarrollos en astronomia de multimensajeros han abierto la posibilidad de evaluar di-
versos fendmenos gravitacionales y sus predicciones provenientes tanto de Relatividad General (RG)
como de teorias modificadas de la gravedad. Adicionalmente, en el contexto astrofisico, los objetos
compactos siempre han sido sujetos de interés por ser laboratorios ideales para medir la gravitacion
en el régimen de campo fuerte. Por tal motivo, en este trabajo se estudia el fendbmeno de arrastre
de marcos producido por objetos compactos en las teorias de Horndeski, la teoria generalizada de
Proca y la teoria generalizada de Proca SU(2). Este es un efecto puramente relativista en el que
el objeto compacto rotante distoriona el espaciotiempo ocasionando que observadores inerciales en
caida libre se vean arrastrados, experimentando la aparicion de una rapidez angular. Para encontrar
las soluciones para este efecto se implementa el método de Hartle, un proceso que permite encon-
trar el arrastre de marcos generado por objetos compactos lentamente rotantes haciendo uso de las
soluciones en el caso estatico y esféricamente simétrico para los mismos objetos. El analisis de los
resultados numéricos permite extraer informacién fisica relevante sobre el rol de los campos en la
interaccién gravitacional. De manera general, los resultados obtenidos muestran la existencia de ca-
racteristicas particulares para cada una de las teorias que las hace absolutamente distinguibles en
caso de, a futuro, poder acceder a resultados observacionales del arrastre de marcos. Adicionalmen-
te, el proceso llevado a cabo revela la necesidad de imponer restricciones en los parametros libres de

las teorias GP y GSU2P. Si bien en la literatura se han reportado cotas para los parametros libres de

Tesis de maestria

Escuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Yeinzon
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las teorias a través de la admisibilidad fisica de soluciones estéticas y esféricamente simétricas, las
aqui estimadas, usando las soluciones de arrastre de marcos, son mas restrictivas, lo que muestra
la necesidad de implementar este tipo de estudios en las diferentes teorias de gravedad. Finalmente,
para la teoria GSU2P, se encontré la existencia de soluciones de objetos compactos constituidos Uni-
camente de campos bosénicos vectoriales. Estos objetos, conocidos en la literatura como solitones,
son de interés tedrico por ser considerados imitadores de agujeros negros. Se encontré que este tipo
de objetos no produce arrastre de marcos, lo que es un elemento muy distintivo de cara a resultados

observacionales.
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ABSTRACT

TITLE: FRAME DRAGGING EFFECTS IN PARITY VIOLATING MODIFIED GRAVITY THEORIES []
AUTHOR: William Andrés Jaimes Espindola [7]

KEYWORDS: Horndeski theory, generalized Proca theory, generalized SU(2) Proca theory, compact

objects, neutron stars, frame dragging.

DESCRIPTION:

Recent developments in multi-messenger astronomy have opened up the possibility of evaluating se-
veral gravitational phenomena and their predictions from both General Relativity (GR) and modified
gravity theories. Additionally, in the astrophysical scenario, compact objects have always been sub-
jects of interest given that they are ideal laboratories for testing gravitation in the strong field regime.
For this reason, in this work we study the frame dragging effect produced by compact objects in the
Horndeski theory, the generalized Proca theory and the generalized SU(2) Proca theory. This is a
purely relativistic effect in which the rotating compact object distorts spacetime such that free falling
inertial observers are dragged along, experiencing the appearance of an angular speed. To find solu-
tions to this effect, we used the Hartle method, a process that allows to calculate the frame dragging
generated by slowly rotating compact objects by making use of the solutions in the static and sphe-
rically symmetric case for the same objects. The numerical results analysis allows to extract relevant
physical information about the role of the fields in the gravitational interaction. In general, the obtained
results show the existence of particular characteristics for each one of the theories that makes them
absolutely distinguishable in the face of future observational frame dragging results. Additionally, the
carried out process reveals the need of imposing constrains in the free parameters of the GP and
the GSU2P theories. Although several works had reported constrains for the free parameters of these
theories through the physical admissibility of static and spherically symmetric solutions, the constrains
that we estimated using frame dragging solutions, are more much restrictive that former ones. This

shows the need to implement this kind of study in different theories of gravity. Finally, for the GSU2P

Master Thesis
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theory, we found the existence of solutions of compact objects composed solely of bosonic vector
fields. These objects are known in the literature as solitons and they are of theoretical interest becau-
se they are considered as black holes mimickers. It was found that this kind of objects do not produce

frame dragging, which is a very distinctive signal in the face of observational results.
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INTRODUCCION

La Relatividad General (RG) es, indiscutiblemente, la teoria de gravedad mas exi-
tosa con la que se cuenta hasta el momento para dar una explicacién a diversos
fendmenos astrofisicos y cosmologicos en diferentes escalas. Esta teoria ha demos-
trado tener un gran poder predictivo y explicativo de las observaciones disponibles,
gue van desde pruebas a escalas del sistema solar (e.g. la precesion del perihelio
de Mercurio, deflexién de rayos de luz, etc), escalas astrofisicas (e.g. lentes y ondas
gravitacionales, observaciones de agujeros negros y pulsares binarios, etc.) y esca-
las cosmoldgicas, en donde la RG es la base del modelo estdndar de la cosmologia
(ACDM) [Pl

Sin embargo, no existe una demostracion que avale a la RG como una teoria funda-
mental que describa los fendmenos gravitacionales en todas las escalas. Por el con-
trario, diversos resultados tedricos y observacionales como la ineludible aparicion de
singularidades espaciotemporales 7] el hecho de ser una teoria no renormalizable

la necesidad de introducir fluidos exéticos como la materia oscura para explicar las

W. CLIFFORD. “The Confrontation between General Relativity and Experiment”. En: Living Rev.
Relativ. 17 (2014).

W. CLIFFORD. Theory and experiment in gravitational physics. Cambridge University Press,
2018.

3 PENROSE. R. “Gravitational Collapse and Space-Time Singularities”. En: Phys. Rev. Lett. 14
(1965).

4 J. DOBOSZEWSKI y N. LINNEMANN. “How not to establish the non-renormalizability of gravity”.
En: Found. Phys. 48 (2018).
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anomalias en curvas de rotacién de galaxias [|y la energia oscura como compo-
nente fundamental del modelo ACDM para explicar la tasa de expansién acelerada
actual del universo[], entre otros, apuntan a que no lo es.

Por lo anterior, es plausible adoptar la vision de la RG como una teoria efectiva, lo
que permite considerar la existencia de teorias mas robustas que contengan la RG
como caso particular, reproduzcan sus éxitos observacionales y, a su vez, logren
resolver y explicar los problemas abiertos asociados a la gravedad. Entre el gran
panorama de posibilidades para modificar la gravedad esta considerar grados de
libertad no geométricos acoplados a la curvatura. En esta direccién los pasos se
han dado, por simplicidad, primero adicionando un campo escalar, luego un cam-
po vectorial sin simetrias internas y posteriormente un campo vectorial con simetria

SU(2). Estas teorias corresponden respectivamente, a la teoria de Horndeski ']

F. ZWICKY. “Die rotverschiebung von extragalaktischen nebeln”. En: Helv. Phys. Acta, Suppl. 6
(1933).

V. RUBIN y W. FORD. “Rotation of the Andromeda nebula from a spectroscopic survey of emis-
sion regions”. En: Astrophys. J. 159 (1970).

7 D. HUTERER y D. L. SHAFER. “Dark energy two decades after: Observables, probes, consis-
tency tests”. En: Rept. Prog. Phys. 81 (2017).

G. W. HORNDESKI. “Second-order scalar-tensor field equations in a four-dimensional space”.
En: Int. J. Theor. Phys. 10 (1974).

9 A.NICOLIS, R. RATTAZZI y E. TRINCHERINI. “The Galileon as a local modification of gravity”.
En: Phys. Rev. D 79 (2009).

10 C. DEFFAYET y col. “From k-essence to generalised Galileons”. En: Phys. Rev. D. 84 (2011).

T KOBAYASHI, M. YAMAGUCHI y J. YOKOYAMA. “Generalized G-Inflation: Inflation with the Most
General Second-Order Field Equations”. En: Prog. Theor. Phys. 126 (2011).
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generalizada de Proca (GP)

Ty generalizada de Proca SU(2) (GSU2P) ™|

. Ahora bien, cada teoria propuesta puede traer consigo patologias o inestabi-

lidades que deben ser identificadas y removidas de la teoria para que ésta logre ser

una verdadera candidata a teoria de gravedad. Para profundizar en estos frentes se

han realizado multiples trabajos para las tres teorias en donde se explora tanto su

consistencia tedrica, como sus efectos en escenarios cosmolégicos y astrofisicos
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G. W. HORNDESKI. “Conservation of Charge and the Einstein-Maxwell Field Equations”. En: J.
Math. Phys. 17 (1976).

L. HEISENBERG. “Generalization of the Proca Action”. En: JCAP 1405 (2014).
G TASINATO. “Cosmic Acceleration from Abelian Symmetry Breaking”. En: JHEP 1404 (2014).

E. ALLYS, P. PETER e Y. RODRIGUEZ. “Generalized Proca action for an Abelian vector field”.
En: JCAP 1602 (2016).

E. ALLYS y col. “On the 4D generalized Proca action for an Abelian vector field”. En: JCAP 1609
(2016).

J. BELTRAN JIMENEZ y L. HEISENBERG. “Derivative self-interactions for a massive vector field”.
En: Phys. Lett. B. 757 (2016).

Esta estrategia se ha extendido a diferentes combinaciones de campos escalares, vectoria-
les, y tensoriales, como teorias de multigalileones (mas de un campo escalar) (A. PADILLA
y V. SIVANESAN. “Covariant multi-galileons and their generalisation”. En: JHEP 1304 [2013])
(V.SIVANESAN. “Generalized multiple-scalar field theory in Minkowski space-time free of Ostro-
gradski ghosts”. En: Phys. Rev. D 90 [2014]), escalar-vector-tensor (L. HEISENBERG. “Scalar-
Vector-Tensor Gravity Theories”. En: JCAP 1810 [2018]), etc.

La conocida familia de teorias tipo f(R) corresponde a un caso particular de teorias escalar-
tensor en el marco de Einstein (A. DE FELICE y S. TSUJIKAWA. “f(R) theories”. En: Living Rev.
Rel. 13 [2010]).

E. ALLYS, P. PETER e Y. RODRIGUEZ. “Generalized SU(2) Proca Theory”. En: Phys. Rev. D 94
(2016).

J. BELTRAN JIMENEZ y L. HEISENBERG. “Generalized multi-Proca fields”. En: Phys. Lett. B
770 (2017).

A. GALLEGO CADAVID, Y. RODRIGUEZ y L. G. GOMEZ. “Generalized SU(2) Proca theory re-
constructed and beyond”. En: Phys. Rev. D 102 (2020).
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en diferentes escalas (ver por ejemplo

Es importante destacar que si bien hay resultados observacionales que tipicamen-

te se han usado para contrastar estas teorias modificadas como lo son pruebas a

escalas del sistema solar o la descripcidn de la historia térmica del universo, el creci-

miento de nuevas técnicas observacionales como la astronomia de multimensajeros

sugieren poner especial atencion en escalas astrofisicas intermedias en donde los
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A. GALLEGO CADAVID e Y. RODRIGUEZ. “A systematic procedure to build the beyond genera-
lized Proca field theory”. En: Phys. Lett. B. 798 (2019).

R. GSPONER y J. NOLLER. “Tachyonic stability priors for dark energy”. En: Phys. Rev. D 105
(2022).

M. ISHAK. “Testing General Relativity in Cosmology”. En: Living Rev. Relativ 22 (2019).

A. DAVIS y S. MELVILLE. “Scalar fields near compact objects: resummation versus UV comple-
tion”. En: JCAP 2111 (2021).

J. BARRANCO y col. “Horndeski stars”. En: JCAP 2110 (2021).

A. DE FELICE, L. HEISENBERG y S. TSUJIKAWA. “Observational constraints on generalized
Proca theories”. En: Phys. Rev. D 95 (2017).

A. De Felice y col. “Cosmology in generalized Proca theories”. En: JCAP 1606 (2016).
C. DE RHAM y col. “Quantum stability of a new Proca theory”. En: Phys. Rev. D 105 (2022).

R. KASE, M. MINAMITSUJI y S. TSUJIKAWA. “Relativistic stars in vector-tensor theories”. En:
Phys. Rev. D. 97 (2018).

J. C. GARNICA y col. “Constant-Roll Inflation in the Generalized SU(2) Proca Theory”. En: Anna-
len Phys. 534 (2022).

L. G. GOMEZ e Y. RODRIGUEZ. “Stability Conditions in the Generalized SU(2) Proca Theory”.
En: Phys. Rev. D 100 (2019).

Y. RODRIGUEZ y A. NAVARRO. “Non-Abelian S-term dark energy and inflation”. En: Phys. Dark
Univ. 19 (2018).

J. N. MARTINEZ y col. “Particle-like solutions in the generalized SU(2) Proca theory”. En: JCAP
04 (2023), pag. 032.
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objetos compactos como enanas blancas, estrellas de neutrones y agujeros negros
se vuelven protagonistas PP Ademas de las mediciones directas, recientemente
se ha visto una gran cantidad de propuestas que buscan extraer informacién rele-
vante de forma indirecta, no sélo de los resultados actuales, sino también de los
2l Esto amplia

enormemente el panorama de datos al que se puede acceder para poner a prue-

posibles resultados futuros de proyectos que estan en camino P9

ba las teorias modificadas de la gravedad, restringir los parametros libres y buscar
desviaciones respecto a RG.

Una de las propuestas mas exploradas es el estudio de soluciones, tanto internas
como externas, de objetos compactos en un espaciotiempo estético y esféricamente
simétrico. En particular, los trabajos de Babichev et.al. ¥y L. Heisenberg et. al. [

entre otros, han mostrado que, en general, las soluciones exteriores en las teorias

36 B.P.ABBOTT y col. “GW170817: Observation of Gravitational Waves from a Binary Neutron Star
Inspiral”. En: Phys. Rev. Lett. 119 (2017).

37 B. P. ABBOTT y col. “Multi-messenger Observations of a Binary Neutron Star Merger”. En: As-
trophys. J. Lett. 848 (2017).

38 B.P. ABBOTT y col. “Gravitational Waves and Gamma-Rays from a Binary Neutron Star Merger:
GW170817 and GRB 170817A”. En: Astrophys. J. Lett. 848 (2017).

39 L. AMENDOLA vy col. “Cosmology and fundamental physics with the Euclid satellite”. En: Living
Rev. Rel. 21 (2018).

40 J. AASI y col. “Advanced LIGO”. En: Class. Quant. Grav. 32 (2015).

41 K. SOMIYA. “Detector configuration of KAGRA: The Japanese cryogenic gravitational-wave de-
tector”. En: Class. Quant. Grav 29 (2012).

42 D. PSALTIS y col. “Gravitational Test Beyond the First Post-Newtonian Order with the Shadow of
the M87 Black Hole”. En: Phys. Rev. Lett. 125 (2020).

43 E. BABICHEV, C. CHARMOUSIS y A. LEHEBEL. “Asymptotically flat black holes in Horndeski
theory and beyond”. En: 1704 (2017).

44 L. HEISENBERG y col. “Black holes in vector-tensor theories”. En: JCAP 1708 (2017).
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de Horndeski y GP se reducen a la solucion de Schwarzchild y Reissner-Norsdtrém
con carga efectiva, respectivamente. El responsable de estos resultados es el meca-
nismo de Vainshtein: un proceso natural de apantallamiento en el que, en una region
determinada con frontera definida por el radio de Vainshtein r,, las contribuciones
del término cinético del campo son lo suficientemente grandes como para suprimir
los efectos de los acoplamientos, es decir, los resultados conducen a los mismos de
RG [ La situacién cambia para soluciones interiores, pues no hay apantallamiento
natural, por lo que los resultados muestran desviaciones parciales con respecto a
RG. Este resultado se destaca porque, para ecuaciones de estado tipicas de estre-
llas de neutrones, pueden alcanzarse estrellas con masa por encima del limite de
Tolman propio de estrellas de neutrones en RG*|[*"| Recientemente este resultado
se ha vuelto atractivo para explicar el problema de identificacién relacionado con la
binaria de masa 2.5970 (%M., del evento GW190814 [*¥] la cual es muy masiva para
ser una estrella de neutrones y muy ligera para ser un agujero negro, por lo que se
considera que cae en una brecha de no identificacién. Se ha visto que con teorias
modificadas es posible cerrar dicha brecha, lo que da la oportunidad de clasificar el
objeto.

Las teorias de Horndeski y la GP han sido estudiadas en escenarios astrofisicos en

45 A. 1. VAINSHTEIN. “To the problem of nonvanishing gravitation mass”. En: Phys. Lett. B 39 (1972).
46 Dicho limite es de 2.17M, para estrellas estaticas y puede extenderse a alrededor de 18 % —20 %
si se considera rotacion (B. MARGALIT y B. METZGER. “Constraining the Maximum Mass of
Neutron Stars From Multi-Messenger Observations of GW170817”. En: Astrophys. J. Lett. 850
[2017]) (M. RUIZ, S. SHAPIRO y A. TSOKAROS. “GW170817, General Relativistic Magnetohy-
drodynamic Simulations, and the Neutron Star Maximum Mass”. En: Phys. Rev. D 97 [2018]).

47 R.NUNES, J. COELHO y J. DE ARAUJO. “Weighing massive neutron star with screening gravity:
a look on PSR J0740 + 6620 and GW190814 secondary component”. En: Eur. Phys. J. C 80
(2020).

48 R. ABBOTT y col. “GW190814: Gravitational Waves from the Coalescence of a 23 Solar Mass
Black Hole with a 2.6 Solar Mass Compact Object”. En: Astrophys. J. Lett. 896 (2020).
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el régimen de campo fuerte para una geometria esféricamente simétrica, conducien-
do no so6lo a resultados coherentes con datos observacionales, sino que también ha
permitido restringir los parametros libres de la teoria. No obstante, las teorias GP y
GSU2P poseen ciertos términos que violan paridad que se hacen cero en una con-
figuracion esféricamente simétrica y que, por lo tanto, han quedado excluidos de los
trabajos en mencién. Otras configuraciones geométricas, como la axialmente simé-
trica, no anulan estos términos, por lo que sus efectos pueden llegar a ser visibles
en este tipo de escenarios. El escenario mas explorado en esta geometria usando
teorias modificadas es el de objetos compactos lentamente rotantes, el cual es par-
ticularmente interesante porque alli ya se manifiesta el efecto de arrastre de marcos,
el cual puede ser usado para estimar desviaciones respecto a RG. Sin embargo, el
efecto de arrastre de marcos sélo ha sido estudiado para la teoria de Horndeski y
la GP y limitandose a ciertos términos, entre los que se han excluido aquellos que
violan paridad

Por otra parte, la teoria GSU2P es mas joven que las anteriores, por lo que, en con-
textos astrofisicos, la literatura es escasa. No obstante, en 1988, Bartnik y McKinnon
publican la primera solucién numérica para objetos compactos regulares, estaticos,
esféricamente simétricos y asintéticamente planos en la teoria Einstein-Yang-Mills
(EYM), la cual tiene la presencia de un campo vectorial con simetria interna SU(2),

en donde se considera que posee Unicamente parte magnética [’} Este trabajo se

49 C. CHARMOUSIS vy col. “Astrophysical constraints on compact objects in 4D Einstein-Gauss-

Bonnet gravity”. En: arXiv preprint arXiv:2109.01149 (2021).

%0 J. CHAGOYA y G. TASINATO. “Stealth configurations in vector-tensor theories of gravity”. En:
JCAP 1801 (2018).

51 M. MINAMITSUJI. “Solutions in the generalized Proca theory with the nonminimal coupling to the

Einstein tensor”. En: Phys. Rev. D 94 (2016).

52 R. BARTNIK y J. MCKINNON. “Particlelike Solutions of the Einstein-Yang-Mills Equations”. En:
Phys. Rev. Lett. 61 (1988).
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trae a colacién porque tal teoria es un caso particular de la teoria GSU2P. Estas so-
luciones estan dotadas de un ingrediente que las hace especiales: no se considera
la presencia de un fluido de materia baridnica, es decir, el objeto esta constituido
Unicamente de campos vectoriales. A estas soluciones se les llamé soluciones fi-
po particula y posteriormente se les di6 el nombre de “solitones-BK”, en honor a
los autores [°| Posteriormente, varios trabajos presentaron soluciones para aguje-
ros negros con la misma configuracién geométricam No obstante, los trabajos de
Straumann y Zhou mostraron que tanto los solitones-BK como los agujeros negros
encontrados eran inestables PFP| Finaimente, B. Kleihaus et. al. estudian agujeros
negros rotantes para esta misma teoria y encuentran soluciones tipo Kerr para las
que la rapidez angular que experimenta un marco inercial (lo que posteriormente
se definira como el arrastre de marcos) tiene un valor maximo de aproximadamente
0.07507 2, en donde Q2 es la rapidez angular del agujero negro %

Recientemente, J. N. Martinez et. al. presentaron soluciones tipo particula, esféri-

camente simétricas, asintéticamente planas y en donde consideraron GUnicamente la

53 M. S.VOLKOV yD. V. GALTSOV. “Gravitating nonAbelian solitons and black holes with Yang-Mills
fields”. En: "Phys. Rept. 319 (1999).

54 M. S. VOLKOV y D. V. GALTSOV. “Non-Abelian Einstein-Yang-Mills black holes”. En: JETP 50
(1989).

5 P BIZON. “Colored black holes”. En: Phys. Rev. Lett. 64 (1990).

% N. STRAUMANN y Z. ZHOU. “Instability of the Bartnik-Mckinnon Solution of the Einstein Yang-
Mills Equations”. En: Phys. Lett. B 237 (1990).

57 N. STRAUMANN y Z. ZHOU. “Instability of a colored black hole solution”. En: Phys. Lett. B 243
(1990).

%8 Z.ZHOU. “Instability of SU(2) Einstein-Yang-Mills solitons and non-abelian black holes.” En: Helv.
Phys. Acta. 65 (1992).

% B. KLEIHAUS, J. KUNZ y F. NAVARRO-LERIDA. “Rotating Einstein-Yang-Mills black holes”. En:
Phys. Rev. D 66 (2002).
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parte magnética del campo vectorial pero para una densidad lagrangiana de la teoria
GSU2P que respetara que la rapidez de propagacion de las ondas gravitacionales
fuera luminica®. En el mismo trabajo también mostraron que para ciertos valores
de los parametros de acoplamiento las soluciones encontradas eran estables. Sin
embargo, en la literatura no hay evidencia de soluciones para objetos compactos
rotantes en la teoria GSU2P.

Motivado en los hechos expuestos, el presente trabajo estudia el arrastre de marcos
en estrellas de neutrones lentamente rotantes en las teorias de Horndeski, GP y
GSU2P. En ese sentido, el capitulo [1| presenta las teorias estudiadas, asi como un
breve repaso de su construccidon. Esto con el objetivo de ver las similitudes que las
conectan entre si y las diferencias que permitirdan encontrar elementos distintivos
para cada una de ellas.

En el capitulo |2| se presenta el fenbmeno de arrastre de marcos y el método de
Hartle, desarrollado para encontrar el arrastre producido por objetos lentamente ro-
tantes en el contexto de RG. Adicionalmente, se aplica éste método a las teorias
consideradas de Horndeski, GP y GSU2P y se obtienen las ecuaciones diferen-
ciales que describen su comportamiento, asi como soluciones analiticas en ciertas
regiones de interés. Por ultimo, se presenta una seccién con las principales obser-
vaciones y propuestas para medir el arrastre de marcos producido por la tierra, asi
como el producido por agujeros negros y estrellas de neutrones. Esta perspectiva
observacional muestra un panorama positivo para poner a prueba las predicciones
de arrastre de marcos hechas tanto en RG, como en teorias modificadas.
Finalmente, los capitulos [3]y [4| presentan las soluciones encontradas para cada una
de las teorias su analisis y las conclusiones a las que conducen. Ya que el método
de Hartle responde a una aproximacion perturbativa, se presentan primero las so-
luciones estaticas y esféricamente simétricas, las cuales sirven para entender el rol

del campo vectorial y, posteriormente, identificar las razones de las modificaciones
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encontradas para el arrastre de marcos. Adicionalmente, un elemento importante de
los resultados es la serie de restricciones que deben imponerse en los paradmetros
de acoplamiento de las teorias para garantizar que los resultados sean fisicamente
viables.

A lo largo del documento se usan unidades geometrizadas G = ¢ = 1, endonde G =
6.674 x 107 N m? kg2 (en Sl) es la constante de gravitacién universal y ¢ = 3 x 108
m s~! (en Sl) es la rapidez de la luz en el vacio. Los operadores V y [J denotan la
derivada covariante y el operador D’Alambertiano (V#V ), respectivamente. Para el
tensor métrico se considera una signatura mayormente positiva (3, 1). Por su parte,
el tensor de Riemman y el tensor de Ricci se definen como

RH vps = Vpl"llfa — val"lytp + IS F)\ —T* 1")\

Ap— vo Aot vp?

+R,, = R” o0

Finalmente, el escalar de Ricci se obtiene de la contraccion R = R* ..
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1. TEORIAS MODIFICADAS DE LA GRAVEDAD CON GRADOS DE LIBERTAD
NO GEOMETRICOS

El propésito del presente capitulo es presentar las teorias modificadas de la grave-
dad que se consideraron en este trabajo: la teoria de Horndeski, la teoria generali-
zada de Proca (GP) y la teoria generalizada de Proca SU(2) (GSU2P).

Existen multiples formas de construir teorias modificadas de la gravedad y todas
son, a priori, igualmente validas, siempre que no existan patologias asociadas a su
accion. La investigacion ha revelado ciertas condiciones necesarias para determi-
nar si una teoria de gravedad puede llegar a describir la realidad. Por ello, la primera
seccién de este capitulo presenta dos teoremas que son de gran utilidad para re-
ducir el niumero de teorias disponibles: los teoremas de Lovelock y Ostrogradsky.
En las secciones subsecuentes se presentan las teorias consideradas, las cuales
no s6lo cumplen con los teoremas descritos, sino que, ademas, tienen considera-
ciones fisicas adicionales que motivan su construccion y estudio. Algunas de estas
consideraciones también se presentan.

Es pertinente hacer dos aclaraciones: la primera, es que aqui se presentan las ideas
fundamentales sobre las que se sostienen cada una de las teorias, pero no se pre-
tende profundizar en los argumentos fisico matematicos, ni en los pormenores de-
tras de la construccion de las mismas. Para ahondar en los detalles de la construc-
cion de las teorias, se recomienda revisar las respectivas referencias. La segunda es
que las tres teorias estudiadas fueron escogidas porque comparten caracteristicas
gue motivan su estudio en conjunto. No obstante, existen muchas otras teorias con
caracteristicas fisicas interesantes y que merecen ser estudiadas en escenarios as-
trofisicos como el de objetos compactos rotantes, pero que no fueron consideradas

porque se salen de los propdsitos de este trabajo.
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1.1. Preliminares

1.1.1. Teorema (e inestabilidad) de Ostrogradsky Las teorias fisicas que brin-
dan la mejor descripcidn de las interacciones fundamentales tienen ecuaciones de
campo de segundo orden en sus derivadas espaciotemporales. La gravitacion no
es la excepcidn; la ecuacion de Poisson que describe la gravedad newtoniana y las
ecuaciones de campo de Einstein, las cuales describen la RG, son ecuaciones dife-
renciales de segundo orden en las derivadas espaciotemporales del campo gravita-
cional y del tensor métrico, respectivamente. Sin embargo, ¢ por qué debe ser asi?
¢, Puede una teoria de la gravedad (y en general una teoria fisica) tener ecuaciones
de campo de orden superior a dos en las derivadas espaciotemporales? Alrededor
de 1850, M. Ostrogradsky formula un teorema en donde brinda respuestas a estas
preguntas [}

Teorema: Un lagrangiano con dependencia de una coordenada generalizada q y
sus primeras N derivadas respecto al tiempo L = L(q, g, ...,q"N)), que satisface la
condicién de no degeneracion 0L/9q™) # 0 y que conduce a ecuaciones de Euler-
Lagrange de orden 2N en las derivadas respecto al tiempo, tiene un Hamiltoniano

de la forma

H=PQy+ PQ3+ ...+ Px 1Qn + Png(Q, Q1, ..., Qn, Pn) (1)
- L{Qla QQ? "'7g(Q17 "'7QN7 PN)]J

es decir, éste posee dependencia lineal de los primeros N —1 momentos canonicos.
Es importante recordar que, salvo transformaciones canonicas, el Hamiltoniano es

la energia del sistema. Ya que a priori no se conoce la forma funcional de ¢, no

60 M. OSTROGRADSKY. “Memoires sur les equations differentielles, relatives au probleme des

isoperimetres”. En: Mem. Acad. St. Petersbourg 6 (1850).
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se puede concluir nada sobre el comportamiento del Hamiltoniano respecto del N-
é€simo momento candnico (Py). Sin embargo, la dependencia lineal respecto a los
primeros N — 1 momentos candnicos generalizados (P, i = 1,..., N — 1) implica que
la energia barrera un espacio de valores entre menos infinito e infinito, es decir, no
posee estado base, lo cual trae graves problemas tanto a nivel clasico como cuan-
tico FIFF°| Esto es conocido como inestabilidad de Ostrogradsky, y una condicién
necesaria para evitarla es exigir que las ecuaciones de evolucién sean, a lo sumo,
de segundo orden. Si bien la formulacion original de Ostrogradsky esta hecha en
términos de variables discretas ¢, este teorema puede ser demostrado en el con-
texto de teoria de campos para densidades lagrangianas £ = £(¢, ¢, ..., ™)), con

consecuencias completamente idénticas.

1.1.2. Teorema de Lovelock La densidad lagrangiana de Einstein-Hilbert (£ =
R/167) tiene dependencia de las primeras y segundas derivadas del tensor métri-
co g,/ No obstante, las ecuaciones de campo obtenidas son de segundo orden
en las derivadas de g. Esto satisface la condicion necesaria para evadir la inesta-
bilidad de Ostrogradsky presentada. Sin animo de desconocer el gran éxito de la
RG explicando los fendmenos gravitacionales, se puede hacer un primer intento (un
tanto timido) de ir més alla de la RG formulando la pregunta: ¢existe alguna otra
posibilidad de ecuaciones de campo gravitacional que dependan Unicamente de la

métrica en 4 dimensiones? De ser afirmativa ¢ Por qué no se considera como teoria

61 R. P. WOODARD. “Avoiding dark energy with 1/r modifications of gravity”. En: Lect. Notes Phys.
720 (2007).

62 R. P. WOODARD. “Ostrogradsky’s theorem on Hamiltonian instability”. En: Scholarpedia 10
(2015).

63 F. SBISA. “Classical and quantum ghosts”. En: Eur. J. Phys 6 (2015).

64 R = R(AT'(0g)) por definicién de la conexién de Levi-Civita.
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de gravedad? Para responder esta pregunta se hace uso del teorema de Lovelock
ks ¥

Teorema: En un espaciotiempo 4-dimensional, cualquier tensor A** simétrico, que
dependa unicamente del tensor métrico y sus primeras y segundas derivadas espa-
ciotemporales, que esté libre de divergencia A" ;, = 0 y que describa las ecuaciones

de campo en el vacio A" = 0, esta dado por

AW = aG"™ + b, (2)

en donde a y b son constantes arbitrarias y G** es el tensor de Einstein.

El teorema muestra que, bajo las condiciones del mismo, no hay posibilidad de mo-
dificar las ecuaciones de campo de Einstein salvo por la inclusién de la constante
cosmoldgica. Por lo tanto, si se quiere formular una teoria mas alla de la RG, hay
que violar algunas de las condiciones del teorema para asi evadir su resultado. En
ese sentido, las posibilidades que se abren son: elevar el nimero de dimensiones
espaciotemporales, considerar grados de libertad geométricos diferentes a la cur-
vatura (concretamente la torsién y la no metricidad) o considerar nuevos grados de
libertad gravitacionales diferentes a los geométricos. En este trabajo se considera
Unicamente la dltima posibilidad. Las teorias a estudiar incluyen grados de libertad
diferentes a los geométricos: la teoria de Horndeski introduce un campo escalar, la
GP un campo vectorial sin simetrias internas y la GSU2P un campo vectorial con

simetria global SU(2).

6 D. LOVELOCK. “The Einstein tensor and its generalizations”. En: J. Math. Phys. 12 (1971).

6 D. LOVELOCK. “The four-dimensionality of space and the Einstein tensor”. En: J. Math. Phys. 13
(1972).
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1.2. Teoria de Horndeski

G. W. Horndeski propone en el aino 1974 una teoria en la que su accidon compren-
de un campo escalar acoplado a la gravedad que lleva a las ecuaciones de Euler-
Lagrange mas generales en un espaciotiempo 4-dimensional que evaden posibles
inestabilidades de Ostrogradsky limitando la accién a ser cuando mucho de segundo
orden en las derivadas del campo €. Esta teoria es conocida como la teoria de Horn-
deski. Mas de treinta afnos después, los trabajos de A. Nicolis et. al.,®y C. Deffayet
et. al.,"* presentan la accion mas general posible que incluya todos los términos que
contengan un campo escalar y hasta su segunda derivada espaciotemporal y que,
a su vez, las ecuaciones de movimiento sean, cuando mucho, de segundo orden
en las derivadas del campo la cual fue denominada teoria de Galileones escalares.
Sin embargo, T. Kobayashi et. al., mostraron que la teoria de Galileones escalares
es equivalente a la presentada por Horndeski décadas atras . Para entender los
elementos fundamentales de esta teoria es util revisar la I6gica de su construccion.
De acuerdo a la metodologia presentada en la ref. E]se considera un campo escalar
7 en espaciotiempo plano; la accion mas general que contiene el campo escalar y

hasta segundas derivadas del mismo se construye mediante la siguiente estrategia:

= Se identifican todos los posibles términos invariantes de Lorentz. Esto se ha-
ce buscando todas las formas posibles de contraer d, 7 y 9,0, con tensores

métricos 7,,,,.

= Todos los términos obtenidos se agrupan en combinaciones lineales genera-

les.

67 Y. RODRIGUEZ y A. NAVARRO. “Scalar and vector Galileons”. En: J. Phys. Conf. Ser. 831 (2017).
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= Se aplican las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL oL oL

o 00 55 B

0,7 =0, 3

y se establecen relaciones entre los coeficientes de las combinaciones lineales
tal que se anulen todos los términos de orden superior a dos en las ecuaciones

diferenciales.

= Finalmente, para llevar al caso mas general, se multiplican cada una de las

relaciones obtenidas por funciones generales de 7y X = —0,7d 1 /2.

Tras estos pasos, la accion obtenida es

5
5= / S L5 d's, 4)
N=2

en donde
L5 = fo(m, X), (5)
L5 = fy(m, X)On, (6)
L34 = fu(m, X)[(On)* = (0,0,m)(0"0"7)], (7)
ngf = f5(m, X)[(On)® — 3(0m)(0,0,m) (00" 1) + 2(0,0" 70, 0°wd,0"1)]. (8)

Para llevar la teoria a espaciotiempo curvo, las derivadas parciales se reemplazan
por derivadas covariantes. No obstante, debido a la no conmutatividad de éstas,
ciertos términos que a priori conducen a derivadas de orden superior a dos no se
anulan de forma natural, por lo que se hace necesario introducir contratérminos

apropiados que garanticen ecuaciones diferenciales de hasta segundo orden. Una
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vez realizado este proceso, las piezas lagrangianas £§ toman la forma

LG4 = Gy(m, X), (9)
L5 = Gs(m, X)On, (10)
LEY = Gy(m, X)R + Gox[(Or)? = (V. V1) (VHV 7)), (11)
LY = Gs(m, X) G (VFV"T) (12)

1
- EG"”X[(D”)S —3(0m)(V, V1) (VIVY7) + 2(V, V7V, VP71V, Vir)),

en donde g es el determinante del tensor métrico g,,,, R es el escalar de Ricci, G,
el tensor de Einstein, V denota el operador derivada covariante y Gy x = 0Gy/0X.
En la ref ™ se muestra que no existen términos adicionales para esta teoria si se
consideran contracciones con un mayor numero de primeras o segundas derivadas
covariantes. No obstante, J. Gleyzes, et. al., presentan en la ref. @ nuevos términos
que extienden L% y L§4!, que si bien llevan a ecuaciones de campo de orden
superior a dos en las derivadas espaciotemporales del campo escalar, no conducen
a la inestabilidad de Ostrogradsky por ser piezas lagrangianas degeneradas. Estos

términos son

LIV = Fy(m, X)e"” XN, 7V 7V, VoV, V,, (13)
£5G,7LrPV = Fy(m, X)e"?? N aV VY, VurV,V VY, (14)

en donde F; y F; son funciones arbitrarias de X y 77 corresponde al tensor de
Levi-Civita; estas nuevas piezas son conocidas como términos mas alla de Horndes-
ki. Vale la pena destacar que esta teoria contiene acoplamientos minimos (en £, y

L3) y no minimos (en L, y L5) entre el campo escalar y la curvatura. Por otra parte,

68 J. GLEYZES. y col. “Healthy theories beyond Horndeski”. En: Phys. Rev. Lett. 114 (2015).
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en esta teoria no se encuentran términos que conduzcan a violaciéon de paridad.

1.3. Teoria generalizada de Proca

Siguiendo con la idea de considerar nuevos grados de libertad gravitacionales me-
diante la inclusién de campos adicionales, el paso natural subsecuente al campo
escalar se da en direccién de campos vectoriales. El primer caso corresponde a
campos sin simetria interna. El trabajo de L. Heisenberg y G. Tasinato presentado
en las refs. B muestra la accién construida con un campo vectorial mas el tensor
métrico que generaliza las interacciones del campo vectorial sin cambiar el niumero
de grados de libertad que se propagan. Esta es la accion de Galileones vectoriales,
la cual, con el desarrollo de importantes trabajos posteriores, se completd y consoli-
d6 como una generalizacion de la teoria de Proca, llevando a la teoria generalizada
de Proca ™2 Sy metodologia inicial de construccién es completamente analoga
a la teoria de Horndeski y se presenta en detalle en la ref B2, De hecho, debido a
la descomposicién de Helmholtz, todo campo vectorial espaciotemporal puede ser
separado en dos piezas:

B, =B, + 0,m, (15)

en donde B, es un campo vectorial sin divergencia y d,m, por ser el gradiente de un
campo escalar, corresponde al grado de libertad longitudinal del campo B,,. Asi, al
llevar la teoria de Proca al limite longitudinal B, — 0,m, se debe obtener la teoria
escalar de Horndeski.

Tiempo después, L. Heisenberg propone en la ref. @ nuevas piezas de lagrangiano
cuyo limite escalar corresponde a los términos mas alla de Horndeski. Sin embargo,

no presenta una construccion formal de estos términos. Este resultado llevé a con-

6 L. HEISENBERG, R. KASE y S. TSUJIKAWA. “Beyond generalized Proca theories”. En: Phys.
Lett. B760 (2016).
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cluir que la GP estaba aun incompleta. A. Gallego Cadavid y Y. Rodriguez muestran
en la ref. =¥ |a respuesta a este problema. El procedimiento usual, heredado de la
construccion de la teoria de Horndeski, considera la construccidén en espaciotiem-
po plano para luego promover la accion final a espaciotiempo curvo mediante el
cambio de derivadas parciales por derivadas covariantes. Si bien en este proceso
se afnaden los contratérminos requeridos para evadir grados de libertad indesea-
dos, debido a la no conmutatividad de las derivadas covariantes, se ha dejado de
lado informacién relevante al ser construida inicialmente en espaciotiempo plano,
removiendo asi términos que son redundantes en espaciotiempo plano pero no en
espaciotiempo curvo.

Por lo tanto, A. Gallego Cadavid y Y. Rodriguez modifican el procedimiento cifiéndo-

se a los siguientes pasos:

= Se construyen todos los posibles términos invariantes ante transformaciones
de Lorentz, obtenidos mediante contracciones del campo vectorial B, y su

primera derivada parcial 0, B,, el tensor métrico g,, y el tensor de Levi-Civita

€pvpo-

= Se multiplica cada uno de los términos por funciones arbitrarias de X = —B*B,,/2

y se agrupan en combinaciones lineales generales.

m Se establecen relaciones entre las funciones de manera que no se propaguen
mas de tres grados de libertad; esto se garantiza mediante la condicion Hes-
siana 1% = 03, en donde la matriz Hessiana primaria del lagrangiano se
define como

H = 82—'6 (16)
0B.0B,
en donde B. = d,B. denota derivada respecto al tiempo del campo vectorial.
= Se lleva la teoria a espaciotiempo curvo promoviendo las derivadas parciales

a derivadas covariantes.
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= Se identifican términos redundantes entre diferentes piezas de lagrangiano y
otros que se relacionan en forma de divergencias de corrientes V,J" y se
eliminan de la accion general. Esto ultimo se justifica porque dichos términos

no aportan informacién nueva a las ecuaciones de movimiento finales.

= Se lleva la teoria al limite escalar, haciendo B, — V,m, y se agregan los

contratérminos necesarios para verificar que se obtiene la teoria de Horndeski.

La accién final después de esta metodologia se reduce a

6
F+Z£i+/¢N+£m : (17)

=2

S:/#mﬁg

en donde g, de nuevo, corresponde al determinante del tensor métrico, L,, corres-
ponde al lagrangiano de materia, F,, = V,B, — V, B, es el tensor de Faraday,

Sw = VB, + V, B, su version simétrica y

Ly =Gy(X,F,F,Y), (18)
ES :Gg(X)SM#, (19)
1
Li=GCi(X)R+ 1Gax[(S" 22— 8,8, (20)
L5 =G5(X)GuS™ + %Gax[(s’” u) = 3(S" )8 877 +28,,557,]  (21)
— g5<X)F~‘0¢MF’5 uSa,B;
Lo =Ge(X)LIP v FB 4 G x(X)FPF*S,,S5,, (22)
con
1
F=—FuF", Y = B*BYF,°F,,, (23)
F’ﬂl = %GuyaﬁFaﬁ, L'uyaﬁ = EMVPO—GQB’Y(SRpo"y(ﬁ
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en donde F y L corresponden al dual de Hodge de F y al doble dual de Riemann,
respectivamente. Cada G, es una funcion arbitraria de X y G, x corresponde a su

derivada respecto a X. Los términos £, a L componen la GP y el término adicional
LN =N 4ol 4+ LN+ 2l (24)

esta compuesto por las nuevas piezas lagrangianag’’|

= [V (X)655%004 B By V2 By, V™ Bg,, (25)

= fV(X)85205 B By V? B,V By, V* Bg,, (26)
LF = [ (X)05 2t B By, V2 B**V 3, B3, V™' Bg,, (27)
L = fo (X)omozeit, Vi B,V By V* Bo, Vi, B, (28)

denominados términos mas alla de Proca, los cuales se reducen a los términos mas
alla de Horndeski en el limite escalar. De forma analoga al caso de la teoria de Horn-
deski, en las referencias se muestra que no existen términos adicionales para
la teoria GP cuando se considera un mayor niumero de primeras derivadas espacio-
temporales del campo contraidas con el tensor métrico o el tensor de Levi-Civita,
pues estos términos seran casos particulares de los ya presentados o no aportaran
a las ecuaciones de movimiento por ser derivadas totales. Adicionalmente, en con-
traste con los trabajos de L. Heisenberg y G. Tasinato, el método de construccion
presentado muestra que algunas piezas lagrangianas se construyen con solo una
contraccién con el tensor de Levi-Civita, por lo que inevitablemente se tiene la pre-
sencia de términos que violan paridad, incluidos en £, por ser una funcién arbitraria

de F, pero que se hacen cero en el limite escalar como es de esperarse.

0" Se ha implementado el delta de Kronecker generalizado definido como 641 #ie = a!é[y‘fl...éﬁj].
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1.4. Teoria Generalizada de Proca SU(2)

Finalmente se tiene la teoria GSU2P, en la que se considera un campo vectorial
con una accién invariante bajo transformaciones del grupo SU(2) acoplado con la
curvatura. Esta teoria fue presentada por primera vez por E. Allys et. al., en la ref.
20 No obstante, en los trabajos de V. Errasti Diez et. al. m se demuestra la ne-
cesidad de introducir una nueva ligadura en la accidén, conocida como condicion
Hessiana secundaria que, junto con la condicion Hessiana primaria (aplicada desde
la construccion inicial de la teoria), son condiciones necesarias y suficientes para
evadir inestabilidades de Ostrogradsky en espaciotiempo plano. La inclusion de es-
ta nueva ligadura dio lugar a una reconstruccién completa de la teoria, la cual fue
presentada por A. Gallego Cadavid et. al., en la ref. =< en la que se tienen nuevos

términos encontrados al aplicar los siguientes pasos:

= Se identifican todos los posibles términos invariantes de Lorentz construidos
mediante contracciones de un campo vectorial B, con los primitivos invariantes

del grupo de Lorentz (SO(3,1)): el tensor métrico g,,, y el tensor de Levi-Civita
Euyag.

= A estos términos se le anaden indices del grupo SU(2) y se contraen con
los primitivos invariantes del grupo: la métrica de grupo d,, y las constantes

de estructura ¢,,.. Con esto se garantiza que la accion sea invariante ante

transformaciones SU(2).

= Se agrupan todos los términos invariantes ante transformaciones de Lorentz-

71 V. ERRASTI DIEZ y col. “Maxwell-Proca theory: Definition and construction”. En: Phys. Rev. D
101 (2020).

72 V. ERRASTI DIEZ y col. “Complete theory of Maxwell and Proca fields”. En: Phys. Rev. D 101
(2020).
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SU(2) en combinaciones lineales generales.

m Se establecen relaciones entre los coeficientes de las combinaciones lineales,
tal que no propaguen grados de libertad indeseados. Para ello se establecen
relaciones dadas por la condiciéon Hessiana primaria #2 = 0, en donde

0?L
Moy = —=——=0, (29)

0BLoBY
y se establecen las relaciones dadas por la condicién Hessiana secundaria
H = 0, en donde

~ 0L
%Zby = m. (30)
» Se lleva la teoria a espaciotiempo curvo reemplazando las derivadas parciales

por derivadas covariantes.

m Se identifican términos redundantes, i.e, relacionados con otros a través de

divergencias de corrientes V,J#, y se eliminan de la accion.

= Finalmente, se lleva la teoria al limite de desacoplamiento y se garantiza que
esta ultima esté libre de inestabilidades de Ostrogradsky. Esto implica que el
limite escalar de la teoria debe pertenecer a la extensién no Abeliana de la
teoria de multigalileones [ 4.

Este procedimiento conduce a la accién

S = /d4I\/ —g <ﬁE—H + Ly + ayplyp+ Ly + %/35,0 + £m> ; (31)

73 A.PADILLAy V. SIVANESAN. “Covariant multi-galileons and their generalisation”. En: JHEP 1304
(2013).

74 V.SIVANESAN. “Generalized multiple-scalar field theory in Minkowski space-time free of Ostro-
gradski ghosts”. En: Phys. Rev. D 90 (2014).
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en donde

1
Lp_pg= 16_7TR’

Ly = Ly(A},, B)),
Lio=GB"By,
6 4

a; i ONJZ i
/34,2 = Z 16_7r£4’2 + Z 16_71' 4,25
1

=1 1=

~ va po b Aupc
‘65,0 = B™R Vp},LBo'AMp €abcs

Liy=(By- B")[S)"Sy, = SLSa] + 2(Ba - By)[S*S," — 88",

L3, =A% SKBYBY — A% SEBY B + A%, S BYBY
L3y = B""R" 5, Boa B By + %(Bb - B")(B® - By)R,
Lis=[(By- B")(B*- B,) +2(B, - By)(B" - B")]R,
L5, =GuB"BI(B"- By),

LS, =GuB"B" (B, - By),

Lyy=—2A%, 5 BaoBaye”" ™ + 54,55 Baa Bape"™*

uv~o pr~o

L3, = A%, 5" B, By — A2 S BBy, + A2 S, BLBY,

uv~o
Ei,z = BZ’RQ apuBg(Ba ’ Bb)€upaﬁ7

L}, = BguR® 5, BL(B" - By)e'”,

en donde se tiene el tensor simétrico

Sp =VuB, +V, B,
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y su version antisimétrica
A, =V,BS—V,B.. (40)

Adicionalmente, A corresponde al dual de Hodge de A. Vale la pena destacar varios
puntos: en esta teoria se tienen términos que conducen a violacién de paridad, los
cuales son me y 25,0 asi como algunos que estan contenidos en L,. Asi como en la
teoria GP, ante una transformacion de paridad (¢, x,y, z) — (t,—x, —y, —z) el tensor

de Faraday transforma como sigue:

Foi = 00 B; — 0, By,
Fij = 0;B; — 0;B;,
Foi = F; = —(00B; — 0;By) = — Fu,

B

entonces

FME,, — F"™WF = 2F"Fy + F7F;; = F"F,,. (41)
En tanto que
EuyaﬂFuuFaﬁ = 4€0iij0iF}ka
entonces

I FyFog — ¢V F) Fl g = =4 Fy Fy = —e*OF Fop. (42)

Esto muestra que las piezas lagrangianas que incluyan un tensor de Levi-Civita
€.wp0 Violan paridad ya que introducen un signo negativo en la accion (£ — —£L)

y, por lo tanto en las ecuaciones de campo. La teoria asi construida incluye los
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correspondientes términos mas alla de Proca SU(2).
Ademas, por su forma de construccion, £, contiene el término cinético canonico de

Yang-Mills
EYME—EFG Fr (43)

4/wa7

endonde Fj, =V, B} — V, B}, + ee* bCBZBg, siendo e la constante de acoplamiento

del grupo SU(2), es el tensor de esfuerzos de gauge no abeliano.
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2. ARRASTRE DE MARCOS

En el afo 1918 J. Lense y H. Thirring mostraron que la rotacién de un objeto masi-
vo distorsiona el espaciotiempo m ya que los marcos inerciales distantes a éste,
inicialmente en reposo, se ven arrastrados cuando van en caida libre desde el in-
finito, adquiriendo asi una velocidad angular diferente de cero. En otras palabras,
estos marcos no estan en reposo respecto a los marcos locales inerciales al fluido
en rotacion. En este trabajo se considera el limite de rotacion lenta en el que la so-
lucion rotante se trata como una perturbacion a la solucion estatica y esféricamente

simétrica. Para ello se tienen en cuenta las siguientes consideraciones:

= Se considera que la materia que compone el objeto satisface una ecuacion de
estado (EOS, por sus siglas en inglés) uniparamétrica, P = P(¢), en donde P
es la presidn y ¢ la densidad total de masa-energia. Ademas, se considera la

materia como un fluido perfecto con tensor energia momento
T = (¢ + P)uyty, + PG, (44)

en donde u es la cuadrivelocidad del fluido.

» Se considera que el objeto rota con una rapidez angular constante 2 lo sufi-
cientemente pequena como para que los cambios fraccionales en la presién,
la densidad de energia y el campo gravitacional debidos a la rotacion sean

mucho mas pequefios que la unidad y que asi el problema pueda ser tratado

75 J. LENSE. “Uber Relativitatseinflusse in den Mondsystemen”. En: Astron. Nachrichten 206
(1918).

76 'H. THIRRING. “Uber die Wirkung rotierender ferner Massen in der Einsteinschen Gravita-
tionstheorie”. En: Z Phys Chem (N F) 19 (1918).
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bajo un andlisis perturbativo. Esta rapidez angular satisface

GM
02 (5) kit 4

<S\R) R (4)
en donde M es la masa del objeto y R el radio, calculados en el limite no
rotante, G es la constante de gravitacion universal y ¢ la rapidez de la luz
en el vacio. Es decir, cada particula que conforme el fluido debe moverse a

velocidades no relativistas.

Se considera una configuracion estacionaria y axialmente simétrica. Esta con-
figuracion, con vectores de Killing 0; y 04, conduce a la conservacion de la
energia y del momento angular total. Adicionalmente, la estacionareidad ga-
rantiza que no se considera la presencia de radiacion gravitacional debido a la
ausencia de momentos dependientes del tiempo en la distribucion de masa. El

elemento de linea que describe esta geometria esta dado por
ds® = —H?dt* + Q*dr* + r* K*[d0* + sin® 0(d¢ — Ldt)?], (46)

en donde H,(Q, K y L son funciones de r y 6.

La cantidad L(r,0) corresponde a la rapidez angular (d¢/dt), por lo tanto ésta es

considerada como la tasa de rotacion del marco inercial en el punto (r, ) relativo a

las estrellas distantes. Considerando la rotacidon lenta del objeto, las funciones en

cuestion pueden ser expandidas en potencias de la rapidez angular 2. Ya que el

tensor métrico es simétrico, el elemento de linea debe ser invariante ante transfor-

maciones de ¢ — —¢, por lo que al considerar la expansidén para L en potencias

de (2, éste debe transformar de la forma L — —L, que implica que se deben anular

todas las dependencias de potencias pares. Asi, se obtiene

L(r,0) = w(r,0) + O(Q?), (47)
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en donde el orden cero corresponde al limite no rotante, por lo que tal término es
nulo y w corresponde al término a orden uno de L.
Siguiendo la logica del tratamiento perturbativo, a orden cero el elemento de linea

se reduce al caso esféricamente simétrico dado por la solucion general
ds? = —e"Mdt? + A dr? + r2(dh? + sin® 0dp?). (48)
Por lo tanto, las funciones anteriormente descritas toman la forma
H? = v, Q* =, K =1, L=0. (49)

Obteniendo la contribucion a primer orden en €2 de la ecuacién de campo mixta (t¢)
se llega a la ecuacion diferencial que describe el comportamiento de w(r, ) para
todo r y 6. En el contexto de RG esta derivacion fue presentada por primera vez por
J. Hartle.

En la seccion se presentan los detalles en el célculo desarrollado por Hartle y
el sistema de ecuaciones diferenciales para el objeto considerado. Posteriormen-

te, en las secciones [2.2] 2.3 y [2.4] se aplica este mismo método para las teorias

de Horndeski, GP y GSU2P. Naturalmente, en el lado derecho de las ecuaciones de
campo esta el contenido material, el cual esta descrito por el tensor energia momen-
to T del fluido. EI método de Hartle implementa la contribucién a primer orden de la
componente mixta (t¢) de T, la cual es calculada explicitamente en el Apéndice 1.
Finalmente, la seccion [2.5presenta ciertas medidas observacionales de arrastre de
marcos hechas en las ultimas decadas que muestran la relevancia del estudio del

arrastre de marcos de cara a actuales y futuras observaciones astronémicas.
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2.1. Método de Hartle

Se parte de las ecuaciones de campo de Einstein en unidades geometrizadas
1
ij - igw,R = 87TT/’W. (50)

Reemplazando las expansiones de cada una de las funciones métricas en las ecua-

ciones de campo, se tiene a primer orden en 2 la ecuacién diferencial

401, 0% 0%
4 L ] 0299 20w
|j“ Q(V * )} ‘ or e or?
3cot 0 ow 1 0@
CE T A2~ (A2 (A=v)/2
= 50 + e 502 167(p + P)e w, (51)

en donde se definid © = Q2 — w. Debido a la relacion entre el tensor de Einstein y el

tensor energl’a momento se tiene
Gll —Goo = 87T(T11 —Too) = 87T(p+P)

De acuerdo a la ecuacién (50), la anterior relacién conduce a

44

16 Ple/2 — _ =
m(p+ Pe R

(52)

en donde se ha definido j(r) = e-*+)/2,

De esta manera, la ecuacion (51) se reduce a

10 (,., 00 e*2 1 9 /[ . 0o
ﬁa (7’ j(T)E) + Tm% (sm 9%> = 0, (53)
en donde se satisfacen las condiciones

lim A\ = lim v =0, (54)

T—00 T—00
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qgue garantizan que el espaciotiempo sea asintéticamente plano y

lim w =0, (55)

r—00

que exige que un observador en el infinito no vea afectada su rapidez angular. Ade-

mas, debido a las soluciones del caso sin rotacidon se satisface

j(r)y=1 para r > R. (56)

Por supuesto, las soluciones de A(r) y v(r) se encuentran resolviendo las ecuacio-

nes de campo para la configuracion estatica y esféricamente simétrica

ldx 1 1

Y A S

‘ (7“ dr 7“2) + r? 8P, (57)
ldv 1 1

Y . _ P

e (rdr + r2> = 8P, (58)

1 \[d?v 1 [(dv d\\ (dv 2

- Ty (EZE_Z) (=L Z2) | =sxP

2° {er * 2 (dr dr) <dr * r)] sm (59)

Adicionalmente, como consecuencia de las identidades de Bianchi, las ecuaciones
de campo admiten la conservacion local 7,,” , = 0. En la configuracion estatica y
esféricamente simétrica, la componente r (la cual es la Unica diferente de cero) de
esta conservacion es

dP dv

1
A (Pra) =0, (60)

Esta ultima ecuacién también puede ser obtenida combinando apropiadamente las

ecuaciones (57)-(59). Las ecuaciones (57), y junto con la EOS constituyen
el sistema cerrado de ecuaciones de estructura de la estrella. Las ecuaciones se

integran garantizando que no sean singulares en el origen y que en el borde de la

estrella (entendido como la coordenada » = R en la que P(R) = 0) se acople con la
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solucién exterior de Schwarzschild

P=p=0, (61)

e =et=1-", (62)

para todo r > R["’} Lo anterior implica que la estructura de la estrella es dependiente
de la EOS escogida.

Por otro lado, para resolver la ecuacion para @, se hace uso del método de se-
paracion de variables para ecuaciones diferenciales parciales. Para ello, se propone
una solucién de la forma

o(r,0) =W (r)T'(0), (63)

esta eleccion permite desacoplar las ecuaciones radial y angular en dos ecuaciones

diferenciales ordinarias

Ld [ ,dV\ 4dji- k e

—— — |+ =W - L2 = 64
rtdr (Tjdr>+rdr 7“26 ’ (64)
d dTl’

@ (sin3 6%) —|—]{Z2 sin?’@T:O, (65)

en donde £k es la constante de acoplamiento.

2.1.1. Solucién angular  En primer lugar, se propone una sustitucién de la forma

T(0) = ———u(cosh), (66)

sin 0

7 En el contexto de RG, el teorema de Birkhoff demuestra que cualquier solucién exterior para

un objeto estatico y esféricamente simétrico corresponde a la solucién de Schwarzchild (G. D.
BIRKHOFF y R. E. LANGER. Relativity and modern physics. Harvard University Press, 1923)
(S. WEINBERG. Gravitation and cosmology: principles and applications of the general theory of
relativity. Wiley New York, 1972).
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se reemplazan las derivadas correspondientes y se despejan apropiadamente para

obtener
d? du
1— 22— — 22— (l+1) -
( a:)dgc2 T+ (I+1)

- u =0, (67)

endonde z = cosfy k* = (Il + 1) — 2 y [ ha de ser un entero |/| > 1 para que las
soluciones de la ecuacion (67)) sean distintas de cero no singulares. La solucién a
esta ecuacion diferencial es la funcién asociada de Legendre P!(z), de manera que

la solucién general ha de ser de la forma

o0

5, 0) = 3 ———TWi(r) P (cos). (68)

sin @
1=0

2.1.2. Solucién radial  Naturalmente, w(r, #) depende de la configuracion espe-
cifica de la estrella, es decir, de la EOS escogida, de manera que no es posible
generalizar su comportamiento para toda EOS. Sin embargo, pueden encontrarse
comportamientos comunes de w(r, #) para cualquier eleccién de la EOS en los limi-
tesr<RYyr>R.

Parar > R

En este limite se tiende asintéticamente a una geometria plana ¢” = ¢* = 1, lo que

implica j = 1y 5/ = 0. Bajo estas condiciones, la ecuacion diferencial radial reduce

1d <T4dWl> ISRV P, 69

rd dr dr 72

a

que corresponde a la ecuacion diferencial de Cauchy-Euler
W)+ drW] — [I(1 4+ 1) — 2]W; = 0. (70)

Para ella se propone una solucién de la forma W, = ™ que conduce a la solucién
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general
Wy = Ar'=! + Br=(+2), (71)

Las condiciones y (55), que garantizan el comportamiento asintéticamente plano,
exigen que w(r, §) decrezca mas rapido que 1/r*, de manera que &(r) = Q — w(r, )
tienda a (2. La Unica W, que satisface esto es para [ = 1, de manera que para [ # 1,

W, es cero, incluso para todo r. Esto se traduce en

A+Br=3 si =1,
Wi(r) = (72)
0 si L#1.

Por lo tanto, la solucién general para @ es este limite es

2J

r3’

o(r)=0Q— (73)

en donde J es entendida como el momento angular total de la estrella E] Ya que

todas las contribuciones para [ # 1 son nulas, la solucién general para todo r sera

o(r) = Wh(r)9

78 A. PAPAPETROU. “Einstein’s Theory of Gravitation and Flat Space”. En: Proceedings of the Royal
Irish Academy. Section A: Mathematical and Physical Sciences 52 (1948).

79 Dado que P} (cosf) = —sin6, se tiene que T'(6) = 1, lo cual elimina la dependencia angular en
la solucién general.
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Parar <R
En este limite se exige regularidad en el origen mediante: \'(0) = +/(0) = p/(0) =

P’(0) =0, ademas j(0) = jo. Con estas condiciones se tiene la ecuacion radial

jo d <T4dWl> IRV P 70

rd dr dr 72

que también reduce a la ecuacién diferencial de Cauchy

(l+1)—2 .

W/ + 4rW/ — W, = 0. (75)

Jo

Proponiendo una solucién de la forma W, = ™ se obtienen posibles valores

3 9 I1+1)—2]2
_ _° R S 7
my = 2ﬂ:{4+ 70 } , (76)

la inclusion de la conclusién previa I = 1 (la cual debe ser valida para todo valor de
r) conduce a
my =0, m_ = —3. (77)

Adicionalmente, la condicion de regularidad en el origen exige que @'(0) = 0, lo que

implica que la Unica rama posible sea m... Esto lleva a la conclusién

constante si | =1,

0 si 1#1,

en donde w(0) = &, corresponde al valor central.
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Por su forma de construccion, @ es la diferencia entre la rapidez angular que presen-
ta el objeto en rotacidn y la rapidez angular que adquiere el marco inercial localizado
en un punto r, por lo tanto, @ es una medida del arrastre que experimenta dicho mar-
co. La solucién es un ejemplo de este arrastre, pues muestra la forma funcional
de @ para marcos inerciales lejanos a la fuente de campo gravitacional y revela que
depende esencialmente del momento angular del objeto. Por su parte, si se quie-
re hacer un andlisis del arrastre que experimenta un marco localizado en cualquier

punto » > R, de acuerdo a RG, es necesario resolver la ecuacion (64).

2.2. Método de Hartle para la teoria de Horndeski

Se considera la acciéon
1
S = / d*z/—g (S—WX + LY + £m> : (80)

en donde L{¢ es el definido en la ecuacion (11), X es el término cinético del campo
escalary L, es el lagrangiano de materia. Su variacion con extremos fijos respecto
al tensor métrico conduce a las ecuaciones de campo gravitacional, mientras que su
variacion respecto al campo escalar conduce a la ecuacién de Euler-Lagrange (las
ecuaciones de campo gravitacional y de Euler-Lagrange pueden ser consultadas en
el apéndice 2).

La configuracién de campo escalar en el limite esférico corresponde a ¢ = ¢(r) y
se escoge la funcién de acoplamiento de la forma G4 = (1 + aX?)/167. Reempla-

zando esta configuracion en las ecuaciones tensoriales de campo gravitacional se
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encuentran las ecuaciones diferenciales

A <1—15aF11@_ 1—30[Ff) N 1+ aF} N 2a F} _167/\()0,2 —8rp (81)

r dr 72 r? r 2
- 1—15@11711@_’_1—1504F11 —1_3aF11—le”\g0’2:87rP, (82)
r dr r? r? 2
1 WPy 1-3aF! (dv 2 1—3aF} —aF;dv
= 1-3aF])—+—7—(—+— — 83
2° [( “ 1)d7“2 * 2 dr + r dr (83)
1—15aF} dvd\ 1—15aF} dX aFy 1 ., ,
ol Wucd S calt Wl - —81P
2 dr dr r dr r + 2¢ ¥ i
y la de Euler-Lagrange para el campo escalar
Fl Fl 4 -, A
it Rl W 4 +e MV = N + 27" = 0. (84)

72 r r

Por su parte, la componente (t¢¢) de las ecuaciones de campo gravitacional, a orden

uno en €2, es
4(1 —3aF1) 1 3 Oy 0w Oy 0%
% — 5(1// + )\/) — §OZF11 —|— O{F21 e (AJ'_ )/QE —|— e (AJ'_ )/2(]_ — 3O[F11)W
(85)
3 cot ferA=1)/2 o eA)/2 0w Ny
(1 taR) ot (Lt aP) g = FleX—12g,

Los coeficientes F! (i = 1, ..., 4) permiten identificar las modificaciones introducidas
por la pieza lagrangiana L’fj;’ respecto a RG presentados en las ecuaciones (57)-
y y se encuentran definidas en el apéndice 3. Adicionalmente, se han inclui-
do las modificaciones en las ecuaciones de campo y através de los aportes
del contenido material mediante F} = 167 (p + P), y se garantiza el cumplimiento de
las condiciones y que conducen a un espaciotiempo asintéticamente plano
y que el marco inercial en el infinito no presente arrastre.

Para resolver la ecuacién (85) se propone nuevamente la solucién (63) que permite
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separarla en dos ecuaciones diferenciales ordinarias independientes para la parte

radial y la parte angular. La ecuacion diferencial para la parte radial es

4(1—304F11) 1 , , 3 1 1 _ (9@
i Sttt A — ZaF 1D A+v)/22° 7
. 2(1/ + ) 5 L +afy|e . (86)
W 1+ aF} ~
—(\v)/2 1 1 2 1| (A-v)/2
+ e~ M)/ (1-3aFh 3 _{F‘r’—i_kr—?]e( 2 =0,

mientras que la ecuacion diferencial para la parte angular es idéntica la ecuacion
(65).

Ya que la ecuacién angular es la misma que para el caso de RG, se concluye enton-
ces que las modificaciones al arrastre de marcos son exclusivas de la parte radial.
Esto significa que la solucién general es de la forma (68). El paso siguiente es en-

contrar la solucion de la parte radial .
2.2.1. Solucion radial

Parar >R  En este limite se garantiza una geometria plana exigiendo e¢” = ¢* =
1y ¢ = constante, 10 que conduce a una ecuacién diferencial idéntica a la ecuacion
para el caso de RG, es decir, no presenta dependencia del valor del campo
escalar. Esto implica que la solucién sera de forma idéntica a aquella de RG dada
en la ecuacion para |=1 y se heredan las mismas conclusiones. Esto implica
que para valores de [ # 1 las funciones W, = 0 para todo r, es decir, se reproduce
la solicion con &(r) = Wi(r).

Para r < R  Las condiciones de regularidad en el origen X'(0) = /(0) = p'(0) =
P'(0) = ¢'(0) = 0 conducen a una ecuacién diferencial idéntica a la de RG en este
limite (75). Al exigir la condicién de regularidad en el origen @’(0) = 0, se tiene que

la Unica solucién posible sea la misma de RG (79)
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2.3. Método de Hartle para la teoria GP

Se considera la acciéon

1
S = /d4\/ —g (EF + £2 + £4 + ﬁm) s (87)

en donde £, y L, son los definidos en las ecuaciones y (20). Su variacién con
extremos fijos respecto al tensor métrico conduce a la ecuacion de campo gravitacio-
nal, mientras que su variacion respecto al campo vectorial conduce a las ecuacion
de Euler-Lagrange (Las ecuaciones de campo gravitacional y de Euler-Lagrange
pueden ser consultadas en el apéndice 2).
Para establecer la configuracién del campo vectorial se le considera de la forma mas
general

B, = (By, By), (88)

en donde ¢ = 1,2, 3. El teorema de descomposicién de Helmholtz permite descom-

poner cada B; en sus modos transversal y longitudinal como
B; =B + vy, (89)

en donde ¢ es un campo escalar longitudinal y BfT) un campo vectorial con diver-
gencia nula (V”BP = 0). La configuracion que es compatible con un espaciotiempo
estatico y esféricamente simétrico es aquélla cuyas componentes angulares 0 y ¢
sean cero. De esta manera, la nulidad de su divergencia conduce a la ecuacién
diferencial

ﬂ”+§ﬂ”-%ﬂ”:a (90)

cuya solucién esta dada por
B" ==, (91)
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en donde la constante de integracion C' debe ser cero para garantizar regularidad
en el origen, lo cual anula el modo transversal del campo vectorial para todo r. Por

lo tanto, la configuracion del campo vectorial resulta ser
BN = (BO(T)7Bl(T)7070)7 (92)

en donde B (r) es la derivada respecto a » de un campo escalar longitudinal.
Una vez establecida la configuracion del limite esférico y haciendo Gy = F,,, F*" y

G4 = (1 + aX?)/16m, se encuentran las ecuaciones de campo gravitacional

1 F2ax 1 F? 1 F? F?
o [L_ Lt 2} TR S S ) (I PO %)
r dr r r r
1 —aF?d 1 F? 1 F? F?
1 _ Pv 1—=3aF? (dv\> 1+ a(FY +7rF2)dv
3 | rarp Gy + IS0 (2] el i) (95)
a +;Ff)%ili_)\ 14 o(Ff - 47“€ABOF92)Z_)\:| n s FaF? 4 e IR —grp
r dr r r r
y las de Euler-Lagrange para el campo vectorial
FL = F? 4e* B}
o= o=l 4Ry - C 20 L e By + N) — 2By =0, (96)
F2 F2
aﬁ + a% + aFy = 0. (97)

Por su parte, la componente (¢¢) de las ecuaciones de campo gravitacional a primer

ordenen () es

A1+ aF2) 1 o o2
T Y A N R (R LA
T

,
3 cot e —v)/2
+ 2
.

0o e 2~
“ L g aF) S = R0,

2
(1+04F11)% 2 902
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en donde los coeficientes F? (i = 1, ...,21) se encuentran definidos en el apéndice
3 y permiten identificar las modificaciones respecto a RG presentados en las ecua-
ciones (57)-(59) y (51). Adicionalmente, se han incluido las modificaciones en las
ecuaciones de campo y a través de los aportes del contenido material me-
diante la relacion F, = 167 (p+P), y se garantiza el cumplimiento de las condiciones
y que conducen a un espaciotiempo asintéticamente plano y que el marco
inercial en el infinito no presente arrastre.

La escogencia de G, se hizo con el propésito de incluir un término con violacién
de paridad en la accién. La configuracion esférica conlleva a que, por simetria, este
término se anule, por lo tanto es entendible que £, no conduzca a modificaciones
en las ecuaciones (93)-(97). Sin embargo, a priori se podria pensar que, a orden
uno, este término revele modificaciones en la ecuacién (98). Se encontr6 que en
esta ecuacion, la unica cantidad de orden uno que contribuye es w. Una revision
de las ecuaciones de campo en ordenes superiores revel6 que las contribuciones
de L, y, en general, cualquier término con violacién de paridad seran apreciables
por primera vez hasta el orden tres en la ecuacion de campo (t¢). En el limite de
rotacion lenta, estos aportes son despreciables.

La ecuacién (97) admite las soluciones

By(r) =0, (99)

8rByBly + r2BE + 2B2(—1 + e* — 3rv/)

_ —I(v+N)
Bi(r) = e " 2e2M (=3 + e* — 3r1/) ’

(100)

que al incluirlas en las ecuaciones (93), (95), y junto con la ecuacién y
la EOS se obtiene el sistema cerrado de ecuaciones de estructura de la estrella.

Al igual que en RG, el sistema se integra garantizando regularidad en el origen y
definiendo el borde de la estrella en aquel » = R tal que P(R) = 0.

Para resolver la ecuacion se propone nuevamente la solucion (63) que permite
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separarla en dos ecuaciones diferenciales ordinarias independientes para la parte

radial y la parte angular. La ecuacion diferencial para la parte radial es

4(1 + oF. 1 dW
UL+ aFn) TO‘ n) S+ X) + aFQZ] em IR (101)
2N 1+ aF y
+ ef()\JrV)/Z(l + OéFgg) d:;/ _ |:F25 + k2( +TO25 24):| e()\fu)/ZW =0,

mientras que la ecuacion diferencial para la parte angular es idéntica a la ecuacion
(65).

Al igual que en la teoria de Horndeski, la ecuacién angular es la misma que para
el caso de RG lo que implica que cualquier modificacién al arrastre de marcos sera
exclusivamente sobre la parte radial de la ecuacién diferencial. Una vez mas, esto
significa que la solucién general es de la forma (68). El paso siguiente es encontrar

la solucién de la parte radial W;(r).
2.3.1. Solucion radial

Parar >R  En este limite se garantiza una geometria plana exigiendo e’ = ¢* =
1y By = constante, lo que conduce a una ecuacion diferencial idéntica a la ecuacion
para el caso de RG, es decir, no presenta dependencia del valor del campo. Esto
implica que la solucion sera idéntica a aquella de RG paral = 1y se heredan
las mismas conclusiones, que implica que para valores de [ # 1 las funciones W, = 0

para todo r. Es decir, se reproduce la solucion con &(r) = Wi(r).

Parar < R Nuevamente, las condiciones de regularidad X' (0) = v/(0) = p'(0) =
P'(0) = Bg(0) = 0 conducen a la misma ecuacién diferencial (75). Al exigir la condi-
cién de regularidad en el origen &’'(0) = 0, implica que la unica solucion posible sea
la misma de RG para este limite (79).
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En los dos limites considerados el campo vectorial es constante, de manera que
todas las modificaciones en la ecuacion diferencial se anulan. Esto explica que la
estructura de la solucién radial sea idéntica a la de RG. Sin embargo, en regiones
intermedias el campo tiene comportamientos no triviales y, por ende, se manifesta-

ran desviaciones respecto a la solucion general de w(r) en RG.

2.4. Método de Hartle para la teoria GSU2P

Se considera la acciéon

1
S = 16_7T / d4l’\/ —g (R + LQ —+ 061»6411’2 + Oé2£z21,2 + 0545?1,2 + Em) ) (1 02)

en donde L, = Lyw, L}, L5, Y L], son los definidos en la ecuacién (37). La es-
cogencia de los lagrangianos presentes en la accion responde varios puntos: a) Al
hacer a; = —ay y remover los indices de grupo, el lagrangiano reduce a £, de GP. b)
L3, es de naturaleza puramente no abeliana, asi que no tiene contrapartida en GP.
Esta escogencia permite construir el modelo mas simple posible que contenga aco-
plamientos no minimos a la gravedad y que permita encontrar elementos distintivos
entre las teorias GP y GSU2P.

La variacion con extremos fijos de la accion respecto al tensor metrico conduce
a las ecuacién de campo gravitacional, mientras que su variacion respecto al campo
vectorial conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange (las ecuaciones de campo
gravitacional y de Euler-Lagrange pueden ser consultadas en el apéndice 2).

La configuracién de los campos vectoriales se establece mediante el ansatz de Wit-
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ten @ el cual es el mas general considerando simetria esférica, éste es

Xz

a a ol i ol . 1
B = T on—dt + Ay ij dx? + ﬁ <5aj 7 xj) da? — eqjpx’ + 92 dz®| (103)
e r r r

T2 T2

en donde 7; = —io;/2 es una base para el algebra del grupo SU(2), siendo o; las
matrices de Pauli. Adicionalmente, Ay, A, ¢1 ¥ ¢2 son funciones de (t,r), los z;
son las coordenadas cartesianas espaciotemporales, J,; corresponde al delta de
Kronecker y e es la constante de acoplamiento del grupo SU(2).

Como se puede ver, la configuracion presenta cuatro grados de libertad. De-
jarlos activos simultaneamente, junto con los parametros propios de la teoria, repre-
senta un numero muy alto de grados de libertad que complica mucho las ecuaciones
y deja una gran libertad de ajustes. Para tener un analisis controlado y sistematico,
se puede considerar de a un grado de libertad y revisar sus implicaciones. Dejando
activo Unicamente cada uno de los grados de libertad (en su orden Ag, A; y ¢1), la

ecuacion de Euler-Lagrange conduce a

eV A2 =0, (104)

e A2 =0, (105)
2

¢—; = 0. (106)

T

Las soluciones a cada una de estas ecuaciones son las triviales A, = A, = ¢; =
0, mientras que esto no sucede para ¢,. Si se usan estas conclusiones para fijar
la configuracion del campo B considerando a ¢, como unico grado de libertad se

reduce al monopolo magnético de t'Hooft-Polyakov. La forma explicita de cada uno

8 E. WITTEN. “Some Exact Multipseudoparticle Solutions of Classical Yang-Mills Theory”. En:

Phys. Rev. Lett. 38 (1977).
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de los campos vectoriales en esta configuracién es

eBi = (¢ + 1)[0, 0, sin ¢, sin € cos 6 cos @],
eBi = (¢ + 1)[0,0, — cos ¢, sin 6 cos 0 sin ¢], (107)

eB) = (¢2 +1)[0,0,0, —sin’ 6],

en donde las coordenadas cartesianas x; fueron reescritas en términos de coorde-
nadas esféricas (r,0, ¢). Una vez establecida la configuracion del limite esférico se

encuentras las ecuaciones de campo gravitacional

L4+ F3dA  14202/e2  F3  F} F3\ 1 (2@ —¢i—1)/e2 F?
‘ ( roodr r2 +r4+r5+r6 +r2+ rd +7"6 e
(108)
e 1+Fg@+1_2¢§2/62+§+£§+F—5 —i+(1_2¢%+¢%)/62+F—ﬁ):8ﬂR
rodr 72 rd o> 6 72 4 ro
(109)
Loor (1o oy @y LHER (NS L Fydv 14 Fiydvdd )
1) 73 9 dr r o dr 2  drdr
_1+F54@+F_%+F_§5+F_§7 _—(1_¢§)/64—|—F—138:87TP,
roodr rt oy b r ro

y la ecuacién de Euler-Lagrange

2e¢, + iy n Fiy + 220y (1 — 43) + F5y

rt rs 72 +ee MV — N)ph +2e%e Mgy = 0. (111)

Por su parte, la componente t¢ de las ecuaciones de campo gravitacional a primer
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ordenen ) es

4 1 _ v aw 7 v aw
- |- - 5@' + X))+ F3 | e )/QE — e (21 4 Fgg)w (112)
_ 3ot O(1+ F)e 20w MR 4 F) 07w

r2 00 r2 902 + ]:1235"u = FSGQ(A_V)/Z(Q —w),
en donde los coeficientes F; (i = 1,...,25) se encuentran definidos en el apéndice
3 y permiten identificar las modificaciones respecto a RG presentados en las ecua-
ciones (57)-(59) y (51). Adicionalmente, se han incluido las modificaciones en las
ecuaciones de campo y a través de los aportes del contenido material
mediante F); = 167(p+ P), y se ha de garantizar el cumplimiento de las condiciones
y que conducen a un espaciotiempo asintéticamente plano y que el marco
inercial en el infinito no presente arrastre.

Esta ecuacion presenta un comportamiento diferente frente a sus analogas en las
teorias presentadas anteriormente: la presencia de términos multiplicados por w y
no por alguna de sus derivadas, junto con el aporte de la materia, hacen que esta
ecuacion diferencial parcial no sea separable en dos ecuaciones diferenciales ordi-
narias. Esto imposibilita encontrar soluciones radiales o angulares de forma analiti-
ca. No obstante, las soluciones para las teorias de RG, Horndeski y GP, motivan la
implementacidn de un ansatz que permite simplificar esta ultima ecuacion y generar

soluciones analiticas. Esto sera explorado en el siguiente capitulo.

2.5. Observaciones sobre arrastre de marcos

Las primeras propuestas para medir el efecto de arrastre de marcos datan de 1916
cuando de Sitter propone estudiar las desviaciones en la precesion del perihelio de

Mercurio considerando la rotacion del sol Estas desviaciones son del orden de

8 P. M. FITZPATRICK. Principles of Celestial Mechanics. Academic Press, 1970.
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0.002"/siglo, es decir, unas 5 x 107> veces mas pequefio que la propia precesion
(aproximadamente de 43" /siglo considerando un espaciotiempo de Schwarzchild),
lo cual resulta ser muy pequefio como para ser detectado con las mediciones dispo-
nibles.

En 1918, Lense y Thirring calculan las perturbaciones en las orbitas de las lunas
de varios planetas del sistema solar, incluyendo el efecto del momento angular de
estos 7 El caso mas destacable era la quinta luna de Jupiter. Sin embargo, una vez
mas, las desviaciones encontradas eran muy pequefias como para ser medidas.
En 1976, Van Patten y Everitt proponen medir el arrastre de marcos producido por
la rotacion de la tierra usando dos satelites contrarrotantes en érbita alrededor de la
tierra sobre el mismo plano polar ¥ Esta posibilidad, aunque plausible por la posi-
bilidad de discernir entre el arrastre de marcos y otros efectos relativistas, resultaba
ser muy costosa para ser puesta en marcha.

En 1986, I. Ciufolini propone el experimento LAGEQS III: un arreglo de satélites en
los que se usara la mision LAGEOS | (LAser GEOdynamics Satellite}f*], junto con un
nuevo satélite LAGEQOS Il en érbita suplementaria al primero, que permitiera cance-
lar las enormes perturbaciones debido a la no esfericidad del campo gravitacional

de la tierra y asi medir el arrastre orbital de LAGEQOS |, y viceversa, en el régimen

8 B. MASHHOON, F. W. HEHL y D. S. THEISS. “On the gravitational effects of rotating masses: the
Thirring-Lense papers”. En: Gen. Relativ. Gravit. 16 (1984).

8 R. A. VAN PATTEN y C. W. F. EVERITT. “Possible Experiment wit, Two Counter-Orbiting Drag-
Free Satellites to Obtain a New Test of Einstein’s General Theory of Relativity and Improved
Measurements in Geodesy”. En: Phys. Rev. Lett. 36 (1976).

84 La mision LAGEOS | fue lanzada previamente en 1976 con el objetivo de recolectar datos de
alta precisién para proporcionar medidas exactas del satélite respecto a tierra, determinar con
exactitud la forma del planeta y determinar los movimientos de las placas tectonicas asociados
a la deriva continental (M. TORRENCE. Lageos-1,-2. https://shorturl.at/mnqER. Accedido
24-05-2023. 2012).
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CPPPFL En 1992 fue lanzada LAGEOS II, el cual no esta en orbita

suplementaria respecto a LAGEOS |, pero que aun permite encontrar el efecto de

campo debil

arrastre orbital m Se encontrd un arrastre de w; = 32 [mas/ano|, (mas= mili arco
segundo) para LAGEOS |y w;; = —57 [mas/afo] para LAGEOS II, con una precision
del orden de 20 % *%| Pese a las diferencias con el valor esperado (w; = 31 [mas/afno]
y wy; = 31.5[mas/ano]), teniendo en cuenta las multiples fuentes de error que se
pueden encontrar para este experimento, las principales conclusiones de esta mi-
sion han sido que el arrastre de marcos efectivamente existe y que los resultados
obtenidos son coherentes con las predicciones de RG.

En el afo 2012 se lanzé la mision LARES | (LAser RElativity Satellite). Un nuevo sa-
telite pasivo, de la agencia espacial italiana el cual, junto con las misiones LAGEOS y

los datos del experimento GRACE (Gravity Recovery and Climate Experiment), per-

8 |, CIUFOLINI. “Measurement of Lense-Thirring drag on high altitude laser ranged artificial satelli-
tes”. En: Bull. Am. Phys. Soc. 6 (1985).

8 |. CIUFOLINI. “Mach principle, Lense-Thirring effect and gyrogravitation via two laser ranged
satellites”. En: Bull. Am. Phys. Soc. 6 (1985).

87 |. CIUFOLINI. “Measurement of the Lense-Thirring drag on high-altitude, laser-ranged artificial
satellites”. En: Phys. Rev. Lett. 56 (1986).

8 |, CIUFOLINI. “The LAGEOS Lense-Thirring Precession and the LAGEOS Non-Gravitational No-
dal Perturbations - Part One”. En: Celest. Mech. Dyn. Astron. 40 (1987).

8 |. CIUFOLINIL. “A comprehensive introduction to the lageos gravitomagnetic experiment: from the
importance of the gravitomagnetic field in physics to preliminary error analysis and error budget”.
En: Int J Mod Phys A . 04 (1989).

% |. CIUFOLINI y col. “Measurement of dragging of inertial frames and gravitomagnetic field using
laser-ranged satellites.” En: Nuovo cimento. A 109A (1996).

91 |. CIUFOLINI. “On a new method to measure the gravitomagnetic field using two orbiting satelli-
tes”. En: Nuovo cimento. A 109A (1996).

92 |. CIUFOLINI. “Test of general relativity: 1995 - 2002 measurement of frame dragging”. En: eConf
C020620 (2002).

61



mitirian reducir la precisiéon a un 1% [ No obstante, analisis de datos posteriores
revelaron que la precision alcanzanda es de alrededor del 4 % [*%] Mas recientemen-
te se lanzé un segundo satélite: el LARES 2 con el que se pretende alcanzar una
precision del 0.2 % [*°| Desde luego, la misién ain sigue en recoleccién de datos.

En el mismo sentido, en 2004 se lanza la misién Gravity Probe-B con la intencion
de medir el arrastre de marcos de giroscopios en orbita terrestre con una precisién
de 1% P’} En el afio 2011 se publicaron los resultados del andlisis de datos, re-
portando una medida coherente con RG, pero con un margen de incertidumbre de
alrededor de 19 % P8

En otros escenarios astrofisicos, en 1998, R. Iping, usando datos de rayos X prove-
nientes de Hercules X — 1 (también conocido como 4U1656+35), una binaria la cual
funge como fuente de rayos X observada por el satélite Uhuru, muestra evidencia

del efecto de arrastre de marcos a través de las huellas que éste deja en el disco

9 |. CIUFOLINI y col. “Towards a One Percent Measurement of Frame Dragging by Spin with Sa-
tellite Laser Ranging to LAGEOS, LAGEQOS 2 and LARES and GRACE Gravity Models”. En: ssr
148 (2009).

9 1. CIUFOLINI y col. “A test of general relativity using the LARES and LAGEOS satellites and a
GRACE Earth gravity model. Measurement of Earth’s dragging of inertial frames”. En: Eur. Phys.
J. C 76 (2016).

% |. CIUFOLINI y col. “A new laser-ranged satellite for General Relativity and space geodesy: |. An
introduction to the LARES2 space experiment”. En: Eur. Phys. J. Plus 132 (2017).

% C.W.F. EVERITT. The Gyroscope Experiment I: General Description and Analysis of Gyroscope
Performance. New Academic Press, 1974.

9 J. A. LIPA, W. M. FAIRBANK y C. W. F. EVERITT. “The gyroscope experiment-Il: Development of
the London-moment gyroscope and of cryogenic technology for space, in Experimental Gravita-
tion”. En: ed. B. Bertotti Academic Press, New York, 1974.

% C.W.F. EVERITT y col. “Gravity Probe B: Final Results of a Space Experiment to Test General
Relativity”. En: Phys. Rev. Lett. 106 (2011).
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de acrecion a su alrededor@. Iping argumenta que en las regiones mas interiores
del disco, éste se aplana mas que para regiones exteriores. Esta explicacion, afirma
el autor, solo es consistente considerando el arrastre de marcos generado por la
fuente rotante. Sin embargo, no da medidas precisas del arrastre generado.
Adicionalmente, se ha mostrado que para aquellas estrellas que rotan alrededor de
un agujero negro supermasivo se produce una precesién del plano orbital alrededor
del eje de rotacion del agujero debido al arrastre de marcos producido por éste. Se
ha propuesto, para el futuro cercano, medir este efecto usando monitoreo astromé-
trico de estrellas en el centro de la via lactea[1%]

Otras propuestas consisten en usar rayos X, rayos ~ y tasas de produccion de pares
e~ — et en jets relativistas emitidos por cuasares y ndcleos activos de galaxias, los
cuales se ven modificados al incluir el efecto de arrastre de marcos debido a su
rotacion [[0702]

Por Gltimo, V. Venkatraman et. al. reportan en la referencia [ mediciones de arras-
tre de marcos en el sistema PSR J1141-6545, ésta es una binaria compuesta por
una enana blanca masiva orbitando un pulsar. Los autores observan una evolucion
de la inclinacién orbital del pulsar que es consecuencia del momento cuadrupolar y

el arrastre de marcos debido a la rapida rotacién de la enana blanca. Los autores

9 R. C. IPING. “General Relativistic Frame-Dragging in Neutron Stars and Black Holes”. En: Bull.
Am. Astron. Soc. Vol. 191. 1998.

100 D, MERRITT vy col. “Testing properties of the Galactic center black hole using stellar orbits”. En:
prd 81 (2010).

R. K. WILLIAMS. “Extracting X-rays, ~-rays, and relativistic e~ e* pairs from supermassive Kerr
black holes using the Penrose mechanism”. En: Phys. Rev. D 51 (1995).

102 R, K. WILLIAMS. “Collimated Escaping Vortical Polar ¢~ e* Jets Intrinsically Produced by Rotating
Black Holes and Penrose Processes”. En: Astrophys. J. 611 (2004), pag. 952.

103 v, VENKATRAMAN K. y col. “Lense-Thirring frame dragging induced by a fast-rotating white dwarf
in a binary pulsar system”. En: Science 367 (2020).
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concluyen que los resultados son completamente coherentes con las predicciones
de RG. Sin embargo, ellos mismos proponen estudiar el sistema PSR J0737-3039A
el cual es un sistema doble de estrellas de neutrones el cual, por sus efectos gravi-

tacionales mas intensos, permitira ser mas precisos en sus mediciones.
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3. SOLUCIONES

En este capitulo se presentan las soluciones numéricas para el arrastre de marcos
producido por objetos compactos en las teorias de Horndeski, GP y GSU2P, asi co-
mo en RG para evaluar desviaciones respecto a esta ultima. Al referirse a un objeto
compacto en el contexto astrofisico se habla de dichos cuerpos que resultan del re-
manente de un proceso tardio de evolucidon estelar. Aunque este proceso depende
de factores especificos del tipo de estrella como la masa, metalicidad, velocidad de
rotacidn, entre otros; en general, las estrellas agotan su combustible nuclear entran-
do en un proceso de desequilibrio entre la fuerza gravitacional y la presion generada
por dicho combustible, generando la muerte de ellas en forma de nebulosas, super-
novas, brotes de rayos gamma, etc. . Ahora bien, aunque toda la materia de la
estrella puede invertirse en estos fendbmenos, en algunos casos no lo hace y este
remanente puede convertirse en un objeto autogravitante que, de acuerdo a su es-
tructura, puede ser una enana blanca, una estrella de neutrones o un agujero negro.
Las enanas blancas y las estrellas de neutrones comparten el mecanismo que per-
mite contrarrestar la compresién gravitacional, éste es la repulsion entre sus compo-
nentes elementales. Sin embargo, se diferencian en sus componentes: atomos en
estado de plasma y neutrones, respectivamente. Por su parte, los agujeros negros
presentan caracteristicas tan extremas que no encuentran tal mecanismo y colap-
san en una singularidad [®]

Lo anterior ocasiona que estos objetos sean muy pequefios comparados con una

104 T M. TAURIS y E. P. J. VAN DEN HEUVEL. Formation and evolution of compact stellar X-ray
sources. Vol. 39. Cambridge University Press, 2006.

105 S, L. SHAPIRO y S. A. TEUKOLSKY. Black holes, white dwarfs, and neutron stars: The physics
of compact objects. John Wiley & Sons, 2008.

65



estrella de la secuencia principal de masa comparable. Esto suele parametrizarse
por medio de la compacidad, dado por la fracciéon MG /Rc?. Tanto enanas blancas
como estrellas de neutrones tipicas presentan masas del orden de una masa solar
(M), en tanto que los radios son del orden de 10° km para las primeras y 10 km
para las segundas . En consecuencia, las compacidades son del orden de 10~*y
0.2, respectivamente. Por su parte, los agujeros negros presentan una compacidad
de 0,5 tomando como R el radio de Schwarzchild.

Este aspecto es de gran relevancia, no sélo en RG, sino también en teorias modifi-
cadas de la gravedad, ya que muestra que las enanas blancas y los agujeros negros
son los grandes laboratorios gravitacionales en el régimen de campo fuerte. El ca-
pitulo anterior mostré que el arrastre de marcos para objetos lentamente rotantes,
por ser de érden uno en la expansién en potencias de (2, es un fendmeno de baja
intensidad, lo cual ha sido corroborado con medidas observacionales. Por lo tanto,
para lograr identificar desviaciones entre el arrastre de marcos predicho por la RG
y el predicho por teorias modificadas, tanto al interior como el exterior del objeto
lentamente rotante, se hace necesario ir al limite de campo fuerte. En ese sentido,
este trabajo se enfoca en soluciones para estrellas de neutrones.

Por lo anterior, la primera seccidén presenta en detalle la EOS politropa (como se
considera en el método de Hartle), asi como sus principales caracteristicas fisicas.
La seccién[3.2]presenta soluciones analiticas alrededor del centro de la estrella en el
limite esférico. Estas soluciones si bien estan restringidas a valores pequerios de r
permiten crear condiciones iniciales de cara a poder obtener soluciones numéricas.
Como se vio, la inclusion de esta EOS cierra el sistema de ecuaciones que permite
resolver las ecuaciones de estructura de la estrella en todo el dominio. Por lo tanto,

la seccion muestra las soluciones numéricas tanto para la estructura de las es-

106 P HAENSEL, A. Y. POTEKHIN y D. G. YAKOVLEV. “Neutron stars 1: Equation of state and
structure”. En: Astrophys. Space Sci. Libr. 326 (2007).
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trellas de neutrones para el arrastre de marcos generado por estas. Adicionalmente,
a lo largo del trabajo se encontrd que, para la teoria GSU2P, se podia prescindir de
la materia baridnica y aun asi construir soluciones no triviales de objetos compactos
esféricamente simétricos y estaticos. Estas son denominadas en la literatura como
soluciones tipo particula y describen la existencia de estrellas de bosones vectoria-
les. Por lo tanto, en al final del capitulo se presenta una seccion para este tipo de
objetos, asi como el arrastre de marcos que genera, los cuales son muy Uutiles para
concluir sobre el rol de los campos acoplados a la gravedad en las desviaciones del

arrastre de marcos.

3.1. Ecuacion de estado para estrellas de neutrones

Determinar la ecuacion de estado para estrellas de neutrones no es tarea sencilla
pues no se entiende bien la naturaleza de interacciones fuertes en materia con den-
sidad superior a la de equilibrio nuclear p, = 2.7 x 10" g- cm~3 [%7] Por esto, se
han propuesto diferentes aproximaciones para construir ecuaciones de estado con-
sideradas realistas: modelos que utilizan potenciales no relativistas, que usan ha-
miltonianos con potenciales de interaccion efectivos tipo Skyrme o Gogny, modelos
relativistas con lagrangianos efectivos con bariones y mesones y modelos relativis-
tas basados en el método de Dirac-Brueckner-Hartree-Fock o el método variacional
implementando interacciones neutrén-neutrdn junto con datos experimentales de

dispersion de neutrones Adicionalmente, los resultados obtenidos con estas

107 J. M. LATTIMER y M. PRAKASH. “Neutron Star Structure and the Equation of State”. En: As-
trophys. J. 550 (2001).

108 P RING y P. SCHUCK. The Nuclear Many-Body Problem. Springer-Verlag, 1980.

109 J. M. LATTIMER vy col. “Rapidly Rotating Pulsars and the Equation of State”. En: Astrophys. J.
355 (1990).
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EOS son sometidos al cumplimento de criterios de admisibilidad, asi como restric-
ciones debido a resultados observacionales. Aunque este proceso permite descar-
tar algunas de ellas, otras tantas superan estos filtros y quedan como candidatas a
describir la estructura de estrellas de neutrones [
Con base en lo anterior, es razonable pensar que si la EOS que puede describir
el comportamiento del contenido material de una estrella de neutrones presenta
tal complejidad, ¢la aproximacion de Hartle en donde se usa una EOS politropa
P = P(e) es una buena metodologia para estudiar la estructura de una estrella de
neutrones? En la referencia['"] se demuestra que usando ecuaciones de estado de
tipo politropa se puede reproducir con bastante precisidn los resultados dados por
las EOS realistas si se ajustan adecuadamente los parametros libres. De manera
que el uso de una EOS politropa en la metodologia de Hartle es una buena aproxi-
macion para estudiar la estructura y el arrastre de estrellas de neutrones sin entrar
en detalle en particularidades del contenido material, sino concentrandose en las
propiedades gravitacionales.
La EOS politropa satisface

P =Kp'ti/m, (113)

en donde K y n son constantes. A la constante n se le conoce como indice politro-
pico y K responde a las caracteristicas propias del fluido y se determina sabiendo
la relacion entre densidad y presion en un punto especifico. En ese sentido resulta
util definir el parametro ¢ como

P

o , (114)
Pe

10 B, V. IVANOV. “Analytical study of anisotropic compact star models”. En: Eur. Phys. J. C 77
(2017).

1 L. FERRARI, P. C. R. ROSSIy M. MALHEIRO. “A polytropic approach to neutron stars”. En: Int.
J. Mod. Phys. D. 19 (2010).
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en donde P,y p. son la presién y densidad de energia de materia en el centro del
objeto » = 0. Para valores de ¢ < 1 se considera que la presién de las particulas
es muy pequefia comparada con la energia en reposo de las mismas, por lo que se
dice que las particulas estan en el régimen no relativista. Por el contrario, si o ~ 1,
la energia cinética de las particulas es tal que la presion es comparable a la energia
en reposo de las mismas, por lo que éstas estan en un régimen relativista. En el
presente trabajo se consider6 un valor fijo de o = 0.25. Adicionalmente, para una
estrella de neutrones, se considera su densidad central en el rango de 2 x 10% g
cm—3y 9 x 10" g- cm~3. De manera que para hacer una descripcion apropiada, se
consideré un valor de densidad central p. = 5 x 10'° g- cm~3. Con esto ya es posible

fijar un valor de K de la forma
o

Por dltimo, se fijé n = 1 como indice politrépico.

3.2. Soluciones analiticas alrededor del origen

Al momento de realizar las soluciones numéricas, se encontré que para valores pe-
quenos de r, la funcién e* conducia a errores numéricos apreciables que afectaban

la interpretacion de los resultados. De manera que por propositos numéricos se usé

A(r)z—ln(l—%). (116)

la sustitucién

.
Si bien a priori, la funcion M (r) es una funcion arbitraria de r, para el caso de RG la
ecuacion reduce a

dM

e 4 pr?, (117)

lo que permite identificar esta funcion como la distribucién de masa del objeto.

Es importante destacar que las ecuaciones de campo para las teorias modificadas
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de la gravedad pueden ser vistas de la forma

Gy = 87Tt + 87T, (118)

B

en donde TV es el tensor energia-momento de materia ya definido y T se con-
sidera el tensor energia-momento efectivo del campo vectorial. Es decir, las con-
tribuciones de los campos escalares y vectoriales, segun sea el caso, pueden ser
entendidas como la manifestacion de un fluido. Esto permite generalizar la definicion

de masa del objeto en el contexto de las teorias modificadas

dM

W = 47T(pM + pc)r2, (1 19)

en donde p¢ es la densidad de energia aportada por el campo escalar o vectorial y
pu €S la densidad de energia de la materia barionica. Esta ecuacion es una muestra
clara que la contribucién del campo acoplado a la gravedad modifica la cantidad de
masa gravitacional del objeto.

Para encontrar las versiones adimensionales de las ecuaciones de estructura en las

teorias de RG, Horndeski y GP, se proponen las siguientes sustituciones

r M Py M
- N - -4 == 120
€T l@v m l@ ) Pm B ) Ywm 5 ) ( )
en donde se ha definido
b= 47rlépc, (121)

y la longitud equivalente a una masa solar en unidades geometrizadas /., que en
en el sistema internacional es
GM
lo = — = = 1.47 [km]. (122)

Cc
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Para la teoria de Horndeski el parametro de acoplamiento no es adimensional, de

manera que se considera
«

3

(123)

a =

Con esto, se proponen las siguientes expansiones alrededor del centro de la estrella

m(zr) = Z mz’, v(z) = Z v’ (124)
=0

=0

pu(z) = Zpixi, W(z) = Z W'

1=0

Para la teoria de Horndeski se considera la expansion en serie del campo escalar
o(x) = Z 0. (125)
=0

Para la teoria GP se considera la expansidn en serie de la componente temporal del

campo vectorial
By(x) = By, (126)
=0

y para la GSU2P se considera la expansion
do() =) ¢a’. (127)
=0

Soluciones analiticas en la teoria de Horndeski Al reemplazar las series (124)

y (125) en las ecuaciones de campo (81), (82), y y truncando a orden cuatro

71



se tiene

m(x) = %xi” +O(z)4, (128)
v(z) = vy + %(Spo +y0)2? + O(x*), (129)
p(z) = p0 — g(po +40)(3po + yo)z* + O(a*), (130)
o(x) = po + O(z?). (131)

Las soluciones para m,v y p son exactamente las mismas que para RG. Esto es
entendible en la medida en que las ecuaciones de campo para la teoria de Honrdeski
no dependen del campo ¢ sino de sus derivadas y la solucidén para ¢ es constante
en este limite. Por consiguiente, todo lo que se puede extraer de estas ecuaciones

es que en esta region no se ve modificada la RG.

Soluciones analiticas en la teoria GP Al reemplazar las series (124) y (126) en
las ecuaciones de campo (93), (94), y y truncando a orden cuatro se tiene

: Blp. B2 (3p. + ye) (20e™° + 352
() = (Y5, 38Bipa  aBBIp.+y)(20¢™ +3Bka) 1\ 4
3 4eto + 3Bl —16e50 4 60B2e?0a + 36 B2t + 9B
(132)
2e"°(3pe + yo) (4e*° — 9B2a) 2 4
pu— < 3 1
V(ZE) 120 + 6(16€6V0 _ 6OB§€2VOOZ _ 36B2€4VOOZ _ ngaz)x + O(l‘ )7 ( 33)
2¢ (3pe + y.) (4e*° — 9B2a) B 2 4
o c ’ 134
p(z) =p 6(16e60 — 60Ble2roq — 36 B2t — QBSQQ)x +0E) (159
8B2e™°(3p. + ye
By(x) = B. e e 1O, (135)

1650 — 60B%e?a — 36B2e*0a — 9BSa?

o 8 (pe+4)B 4
W(x) =Wy + 5{4ci — 3B10) x4+ O(z"). (136)

Para este caso si se ven diferencias apreciables respecto al caso de RG. Adicio-

nalmente, es claro que una vez se haga « = 0 se recuperan las soluciones de RG
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como era de esperarse.

Soluciones analiticas en la teoria GSU2P Al reemplazar las series (124) y
(127) en las ecuaciones de campo (108), (109), (110) y y truncando a orden

ocho se tiene

m(x) = mzx® + msz® + mya’ + O(2%), (137)
v(z) = vy + vex? + gt + vga® + O(2®), (138)
p(z) = 0 + por® + pax? + pa’ + O(2%), (139)
¢2() = —1 + box* + by + bez® + O(a%), (140)

en donde, las constantes se definen como

mg = g + 26—237
ms = (—(B%*(1 4+ 0)(1 + 30)) + 4b3(24by(10c4by — €*)o + €2 3(—=3 + 0 — 125?))) /60’ o,
mr = (58°e°(1 4+ 0)(1 + 30)(3 + (=2 + 450)) + 12b5(3*(15 + (=90

+ (547 4+ 120(—17 + 1260)))) + 12by0(4e* B(5 + o(—4T + 720)))

+ by (8by(4(18 — 70cr; + 315014)by + 21(—4 + 501 — 60c)e?)o + €*(336€%0)

+ B(=55 + 0(273 + 560, (—1 + o) + 720) + 20c4(5 + 3(47 — 920)0))))) /5040052,
vy = (B4 (1203 — 3bye® — 2Be*(—1 4+ 0)))/10€%,

vy = (—(B** (3 + (1 + 90 + 900?))) + 36by(—16ba((—3 + 5ay)by + €*)o
— eX(B — 980 + 6802)))720e" 0,
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vg = (58°€%(1 + 30)(9 + 0(—333 + o (661 + 30(—319 + 8400)))) + B*(5 — o (360
+ 0(—1473 + 20(42 + 660 (—5 + (—269 + 540))) + ba(16b((752 — 840cr; + 42004 )bs
+ 3(—148 4+ 105 + 210a)e?)o + €*(672e%0) + B(—485 + 3(1637 + 112004 (—1 + o)

—6120)0) + 20a4(5 + o(—281 + 9060)))))))907200e5 52,

p2 = (=2b3(1 +0))/e* — (B(1 + 0)(1 + 30))/6,
P = ((1+0)(B2* (14 30)(4 + 90 + 3007) + 6b3(12b5(4e*0 + by(5 + (—2 + 20a4)0))
+e2B(12 + (23 + 780))))) /360" o,
ps = —((1+0)(58° (1 +30)(6 + (=5 + 20(71 + 30(43 + 1050)))) + 3b3(e*5°(225
+ (=695 + 30(1753 + 33090 + 532802))) + 12by(8e?5(20 4 o(—47 + 1320)))
+ by (12050 (4€2(35 4 3(—26a; + T0014)0) + by(—245 + 4(99 — 28001 )0 + 14004(5 + 140)))
+ B(105 4 o(—1115 + 2(1913 + 1680, (—1 + 0) — 4980 )0 + 40a,4(20

+ (=53 +5580)))))))))) /75600552,

by = (by(8b% — 3bye® — 2626(—1 + 0))) /1062,
2

bs = (by(e*B*(—5 + (46 + o (=55 + 540))) + by(24€*0 B(—5 + 7) + 4by(6by(8(8 — Tayy + 35014)by
+ (=40 + 21ay)e?)o + €*(21(e*o + B(—15 + o(167 — 60y + 84 (—1 + o)
+90(—1 +2a4)0))))))) /840 0.

Para este caso también se identican claramente los aportes de las piezas lagrangia-
nas consideradas. Adicionalmente, al hacer a; = a4 = 0 se reduce a las soluciones

para el caso de EYM.
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3.3. Soluciones numéricas de estrellas de neutrones

Para la teoria de Horndeski se obtuvieron soluciones para diversos valores del pa-
rametro de acoplamiento a. Las desviaciones obtenidas en los perfiles de presion y
densidad de masa respecto a RG resultan ser del orden de 107% y el campo escalar
se mantiene constante. Esto significa que los resultados son esencialmente los mis-
mos que para el caso de RG, los cuales se presentan junto con los resultados para
la teoria GP. Por esta razon, no se hace una presentacion explicita de los resultados

para la teoria de Horndeski.

3.3.1. Estrellas de neutrones en la teoria GP

Presion y densidad de materia  En la figura [1| se presenta el perfil de presién
para diferentes combinaciones de los parametros libres («, By.), asi como las dos
posibles ramas B; = 0y B; # 0. De alli se pueden extraer varios elementos: en
primer lugar, el efecto del signo del acoplamiento revela el rol del campo vectorial
en el equilibrio hidrostatico de la estrella. Valores positivos de o conducen a un de-
crecimiento mas rapido del perfil de presién, lo que significa que la presencia del
campo vectorial favorece a la compresion gravitacional, de manera que la estrella
sera mas pequena que aquella de RG. Por el contrario, con valores negativos, el
perfil de presién decrece mas lentamente, es decir, el campo se opone a la compre-
sién gravitacional generando estrellas mas grandes.

Para hacer un analisis cuantitativo y poder comparar con el radio de la estrella en
RG: R/l = 4.73 se sintetizan los resultados en la tabla[f] En primer lugar, para el
caso B; = 0 se corrobora el comportamiento descrito anteriormente. El acoplamien-
to positivo genera radios mas pequefios que en RG, aunque para o = +1072 las
desviaciones no son apreciables, mientras el acoplamiento negativo genera radios

mas grandes que en RG. Ademas, es evidente que las desviaciones |Rre — R procal
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Figura 1. Perfiles de presion para soluciones obtenidas con diferentes conjuntos de
parametros en la teoria GP.

crecen con el valor absoluto de o y de B,.. Cabe resaltar que se generaron solu-
ciones con valores negativos de By, pero no presentan diferencias respecto a su
contraparte positiva. Para valores de o de érdenes de magnitud superiores a los
mostrados, se encuentran comportamientos anémalos en el perfil de presion, co-
mo que no es mondtonamente decreciente 0 que no se alcanza una presion igual

a cero en ningun punto del dominio, de manera que no corresponden a soluciones
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Radio de la estrella R/l
B =0 By #0

« BOC =1.0 BOC =1.5 BOc =1.0 BOC =15
+0.01 4.73 4.73 4.78 4.71
—0.01 4.80 4.80 4.83 4.88
+0.1 4.67 4.42 4.66 -
—0.1 4.87 5.22 4.98 -

+1 4.36 2.65 - -

-1 5.75 8.12 — -

Tabla 1. Radio de la estrella normalizado con [, para cada una de las soluciones
encontradas. Las casillas en donde figura un guion (-) es porque tal combinacion
de parametros conduce a perfiles de presion inconsistentes con posibles
soluciones admisibles.

fisicamente admisibles. Todo el analisis anterior se repite en el caso B; # 0. Aqui,
la desviacién en el radio respecto a RG es mayor que en el primer caso, para el
mismo valor de «a. Esto también implica que se alcanzan mas rapidamente compor-
tamientos andmalos en los perfiles de presidn. Por lo tanto, los resultados exigen
establecer restricciones en el pardmetro de acoplamiento para cada caso.

Por su parte, el perfil de densidad de energia p,; es cualitativamente idéntico al
perfil de presion. Esto esta claramente relacionado con la EOS, de manera que,

cuantitativamente, los resultados dependen de los parametros o y n escogidos.

Masa La figura[2 presenta las distribuciones de masa para las soluciones obteni-
das. De alli se observa que, en general, la masa total de la estrella sera menor si a
es positivo y mayor si es negativo. Esto es consecuencia del decrecimiento mas len-
to en el perfil de densidad, pues permite la acumulacion de mayor cantidad de masa.
Esta funcién muestra la cantidad de masa acumulada en un determinado radio, por
supuesto, para valores de » > R ésta deberia ser constante. Los paneles (3), (6)
y (8) revelan problemas de convergencia de la masa cuando se va creciendo en «

y B, tanto para B; = 0, como para B; # 0. Esto muestra la necesidad de incluir
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Figura 2. Distribucion de masa para diferentes conjuntos de parametros en la teoria
GP.

restricciones adicionales sobre a, que no son visibles en los perfiles de presion.

Este resultado muestra la posibilidad de encontrar en la teoria GP una alternativa
para explicar, por ejemplo, la masa del objeto compacto no identificado en la binaria
del evento GW190814 28, Es posible que estudiando ecuaciones de estado realistas

en objetos compactos para la teoria GP pueda superarse el limite de masa para
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estrellas de neutrones calculada en el contexto de RG[2.
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Figura 3. Perfil del campo vectorial para diferentes conjuntos de parametros en la

teoria GP.

Perfil del campo vectorial

La figura [3 presenta los perfiles de B, para las solu-

ciones estudiadas. De ésta se puede ver que el campo vectorial es constante cerca

112 B, MARGALIT y B. METZGER. “Constraining the Maximum Mass of Neutron Stars From Multi-
Messenger Observations of GW170817”. En: Astrophys. J. Lett. 850 (2017).
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al origen, lo cual era de esperarse de acuerdo a la condicion de regularidad alre-
dedor del centro de estrella. Para valores de r» > R, el campo vectorial ha de ser
constante para garantizar que el espaciotiempo sea atintéticamente plano, lo cual
se satisface para todas las soluciones encontradas. No obstante, en el panel (6) se
tiene un comportamiento que difiere mucho de los demas casos para acoplamientos
positivos. Esto, sin embargo, pierde relevancia al considerar que la distribucion de
masa ya habia revelado problemas de consistencia para los valores de parametros
considerados en dicho panel.

Para los demas casos se tiene que el acoplamiento positivo conduce a valores de
By < By, en todo el dominio, alcanzando un valor minimo constante en la regién
r > R, mientras que para valores negativos de « se tiene B, > B, alcanzando su
valor maximo constante, nuevamente en la regién r > R. Finalmente, aunque para
algunos casos las diferencias entre valores positivos y negativos de « parecen ser
simétricos, los paneles (3), (5) y (8) muestran que no es asi, ya que la diferencia

| Booo — Boc| €8 mayor para acoplamientos negativos.

Arrastre de marcos  La figura 4| presenta la rapidez angular w(r) medida por un
observador inercial, la cual es la medida de arrastre de marcos. En términos gene-
rales, acoplamientos positivos conducen a que wp,..« < wWrg, Mientras que acopla-
mientos negativos conducen a wp,... > wrg. ESto muestra una relaciéon directa entre
la extensién de la estrella y el arrastre que ésta genera.

El andlisis de los perfiles de masa y campo vectorial mostré que los resultados
de los paneles (3), (6) y (8) presentan inconsistencias fisicas que exigen imponer
restricciones en los parametros libres. Adicionalmente, al exigir un espaciotiempo
asintéticamente plano se debe garantizar que un observador inercial en el infinito
no experimente rapidez angular. Los paneles (3), (6) y (8), muestran inconsisten-
cias también para esta funcidén pues se ven problemas de convergencia a cero para

regiones de r > R. De igual forma, el panel (5) también muestra problemas de
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Figura 4. Arrastre de marcos para diferentes conjuntos de parametros en la teoria
GP.

convergencia a cero para w, lo que extiende las restricciones que se han de poner
sobre el sistema.

En sintesis, cuando B; = 0y By. = 1.0 se tienen restricciones en « hasta el orden
de 10~!. Para los demas casos estudiados ((B; = 0, Bo. = 1.5), (B; # 0, By, = 1.0) y
(B, # 0, By, = 1.5)), se tiene que «a sélo puede alcanzar valores del orden de 10~2.

Para estos rangos de «, las diferencias entre wrg Y wproee SON pequenas, siendo
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practicamente despreciables para valores positivos de « y s6lo levemente mas noto-
rias para valores negativos. Esto implica que, de cara a resultados observacionales,
dificilmente se podra discernir entre la teoria GP y RG de acuerdo a los resultados
del modelo estudiado, puesto que las desviaciones quedan perfectamente cubiertas
en la degeneracion de la EOS. El caso mas destacable es B, # 0, By. = 0.5, que
con a = 1072 ya presenta desviaciones apreciables en las funciones estudiadas, sin

mostrar inconsistencias en ninguna de ellas.

3.3.2. Estrellas de neutrones en la teoria GSU2P A continuacién se presentan
las soluciones encontradas para la teoria descrita por la accion contenida
en la teoria GSU2P. Para todos los casos consideraros se encontré que cualquier
solucién asintéticamente plana exige que ¢, converja a +1 en la regiébn r > R,
lo cual sucede para valores concretos de b,. No obstante, para la misma solucién
pueden existir diferentes valores de b, que conduzcan a los mismos valores ¢s: 1
6 —1; lo que cambia es la cantidad de veces que la curva cruza el eje x a lo largo
del dominio. Cuando para una solucién especifica, ¢, cruza N veces el eje z, se
dice que es una solucion de N-nodos. En este trabajo se consideraron soluciones
de 1y 2-nodos, teniendo en mente que para soluciones de mas nodos se puede
hacer una extrapolacién de los resultados obtenidos, al menos a nivel cualitativo.
Para encontrar los valores de b, apropiados para cada solucidn, se implementd un
método de Shooting. El andlisis se realizé de forma sistematica, primero revisando
el efecto de cada pieza lagrangiana de forma independiente y, posteriormente, una
combinacion lineal de ellas. Para la pieza lagrangiana L‘,iQ se encontré que no hay
desviaciones apreciables ni de forma individual ni de forma conjunta con las demas

piezas lagrangianas, por este motivo no se presentan resultados de ella.

Perfil de ¢,  En la figura[5 se presentan los perfiles de ¢, para los diferentes mo-

delos estudiados con varios parametros de acoplamiento. Para todos los casos, en
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Figura 5. Perfil de ¢, para diferentes valores de acoplamiento en la teoria GSU2P.
Las curvas de color azul corresponden a soluciones para acoplamientos positivos,
las rojas a soluciones para acoplamientos negativos y las negras para EYM como

caso base. Las lineas continuas corresponden a soluciones de 1-nodo, mientras las

lineas discontinuas a soluciones de 2-nodos. Los valores de b, para cada solucién

se encuentran en el Apéndice 4.

las regiones r > Ry r < R, ¢, toma valores constantes idénticos al caso de EYM.
Esto es garantia tanto de la regularidad de las soluciones alrededor del origen, asi
como de conducir a un espaciotiempo asintéticamente plano en el limite esférico.
Para todos los casos se encontrd que no existen soluciones asintéticamente planas
para valores de acoplamiento del orden de 10° o superiores, puesto que ¢, diverge.
Esto también sucede para valores menores de los acoplamientos para algunos mo-

delos, en la tabla [2| se muestran los parametros de acoplamiento que conducen a
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soluciones asintéticamente planas en los diferentes modelos.

Lis Lis Lis—Lis

oy 1-nodo | 2-nodos | 1-nodo | 2-nodos | 1-nodo | 2-nodos
—1072 v v v v v v
+1072 v v v v v v
—1071 v v v v v X
+10~1 v X X X v X

Tabla 2. Modelos con soluciones asintéticamente planas. El simbolo (v') significa la
existencia de solucion asintéticamente plana para ese modelo. Por el contrario, el
simbolo (x) significa la no existencia.

Resultan interesantes los resultados de la pieza £} ,. De forma independiente no
admite soluciones de 1-nodo para o, = 107!, mientras que cuando se combina con
L}, si'lo hace. Debido a la no linealidad de las ecuaciones de campo, no es posible
describir la solucion del modelo mixto como una superposicion de las soluciones
de los modelos de forma independiente. Sin embargo, la figura [5| muestra que en
el modelo en el que se considera sélo la pieza L ,, las desviaciones respecto al
caso de EYM son mayores que las del modelo en el que se considera sélo la pieza
L} ,. Tiene sentido entonces que la contribucién de la primera pieza sea dominante
sobre la segunda, de manera que regule los problemas de divergencia que ésta pre-
senta, aumentando la estabilidad del modelo mixto y eliminando tales problemas de
divergencia en el perfil de ¢,. Esto se evidencia en la figura[6] en donde logra verse
que las contribuciones a las desviaciones respecto a EYM del modelo con £}, son
un orden de magnitud mayores que las introducidas por el modelo sélo con L‘iQ. Lo
anterior repercute en el modelo mixto en donde, evidentemente, las desviaciones
son en gran medida atribuibles a la contribucion de la primera pieza lagrangiana.
Lo anterior abre la posibilidad a considerar modelos con combinaciones lineales de
un mayor numero de piezas lagrangianas que, garantizando un espaciotiempo asin-
téticamente plano, permitan aumentar los diferentes parametros de acoplamiento,

tal que las desviaciones respecto a EYM sean mas evidentes vy, por lo tanto, dis-
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cernibles de cara a resultados observacionales. En la referencia =2 se estudié un
modelo con una combinacion lineal que permite elevar en varios érdenes de magni-
tud el valor absoluto del parametro de acoplamiento, lo cual es consecuente con los

resultados obtenidos.

(1) as=0 (2) a1=0 B)ar=-ay

—_ a=+10" 003l — ay=—10"" 0.3F — a:=10"
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0.02
0.01

0.00 [

¢2EYM - ¢2SU(2)
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102 10° 10?2 1072 10° 10? 1072 10° 10?2
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Figura 6. ¢s,,,, — 024, Para acoplamientos de orden 10~". El panel (1)
corresponde al modelo sélo incluyendo la pieza lagrangiana £ ,, el panel (2)
corresponde al modelo sélo incluyendo la pieza L3, y el panel (3) corresponde al
modelo con la combinacién lineal £3, — £} ,.

L L, L, — L1,

o, 1-nodo | 2-nodos | 1-nodo | 2-nodos | 1-nodo | 2-nodos
+0.01 | 0.966 | 0.665 1.007 | 0.674 1.049 | 0.684
—0.01 | 1.049 0.684 1.007 | 0.674 | 0.966 | 0.665
+0.1 | 0.612 - - - 1.524 -
—0.1 | 1.463 0.753 0.926 | 0.629 | 0.612 -

Tabla 3. R/l para las soluciones obtenidas. Las casillas marcadas con guion
corresponde a configuraciones que no poseen solucién asintéticamente plana. El
valor de R/l para el caso de EYM es 1.007 para la solucioén de 1-nodo y 0.674 para
la solucién de 2-nodos.

Presion, densidad de materia y densidad efectiva de campo  La figura|/| pre-

senta el perfil de P, para las soluciones construidas. Nuevamente, estas graficas
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Figura 7. Perfiles de presion de materia para las soluciones encontradas. Las
curvas de linea continua corresponde los perfiles para las soluciones de 1-nodo,
mientras que las curvas de linea discontinua corresponden a los perfiles para las
soluciones de 2-nodos. Los paneles estan agrupados por columnas para los
modelos con las mismas piezas lagrangianas y por filas para los modelos con
parametros de acoplamiento del mismo orden.

revelan el rol de cada una de las piezas lagrangianas en el equilibrio hidrostatico de
la estrella. Para el modelo con sélo L} ,, valores positivos de o, aceleran el decre-
cimiento del perfil de presion, lo que indica que los campos vectoriales favorecen la
compresion gravitacional, lo lleva a que el radio de la estrella sea mas pequefio que
aquella de EYM. Por el contrario, valores negativos ralentizan el decrecimiento de la
funcién de presién, lo que indica que los campos vectoriales se oponen a la com-

presion gravitacional permitiendo obtener estrellas con radios mas grandes que las
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Figura 8. Py, — Py, desviaciones entre los perfiles de presion de EYM y los
obtenidos para el modelo en donde sélo se incluye £}, con oy = £1072.

de EYM. Este analisis es igualmente valido tanto para soluciones de 1-nodo, como
las de 2-nodos.

Para el modelo con L} , el panel (5) muestra que los valores negativos de o, aceleran
el decrecimiento de la presion, es decir, los campos vectoriales favorecen la compre-
sion gravitacional, o que conduce a radios de las estrellas mas pequefnos que para
el caso de EYM. Por su parte, para determinar el efecto para valores positivos de a4,
la gréfica[7] resulta insuficiente pues para «, = 10~ no muestra desviacion aparente
y para oy = 107! no existe solucién asintéticamente plana. De manera que la figura
presenta la diferencia entre Py, ,, — Pug, ., Para los mismos perfiles del panel (2)
de la figura[7] De alli se ve que tanto el signo positivo en a, como el signo negativo
favorecen la compresién gravitacional, lo cual es un comportamiento diferencial res-
pecto al primer caso. No obstante, las desviaciones son maximo del 0.04 %, lo que
indica que el término de Yang-Mills esté siendo absolutamente dominante.

Finalmente, el modelo mixto muestra las contribuciones de las dos piezas, valores
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positivos de a4 (que implica «; negativo) llevan a estrellas mas grandes que en EYM,
y valores negativos de a4 (que implica a; positivo) llevan a estrellas mas pequerias
que en EYM. Mas aun, para valores negativos se observa la doble contribucién en
el aumento de R/l.

Ahora bien, en la figura [1| se puede ver que en RG se tiene R/l = 4.7, que es
alrededor de cuatro veces mayor que para el modelo de EYM. Esto muestra que
los campos vectoriales presentan contribuciones muy importantes a la compresion
gravitacional y los términos adicionales tan s6lo apoyan o contrarrestan este mismo
efecto pero en menor medida. La figura [9] muestra la evolucién de las densidades
de energia tanto de la materia como del campo para cada una de las soluciones en-
contradas. Es evidente que, para todos los casos, la densidad de energia del campo
es dominante sobre la de la materia. Adicionalmente, si se considera un radio para
el campo de la forma pp(R’) = 0, se ve que R’ sera casi tres veces mayor que R
para todos los casos. Esto corresponderia a una estrella compuesta por un pequefo
nucleo ultra compacto de materia bariénica recubierta por un halo de campos vec-
toriales unas tres veces mas grande que no interactia electromagnéticamente. Este
objeto, aunque interesante, no deja de ser un caso extrano y desconocido desde el

punto de vista observacional.

Masa La figura[l0]muestra las distribuciones de masa para cada una de las solu-
ciones generadas. En general, las soluciones de 1-nodo presentan masas menores
que las de las soluciones de 2-nodos, es decir, los ultimos son objetos mas compac-
tos que los primeros. Las soluciones son coherentes con las densidades de energia
presentadas previamente: aquellas estrellas que son mas grandes se permiten acu-
mular mas masa que en el caso de EYM, mientras que las mas pequefias acumulan
menos masa. En términos generales, la masa total para todos los casos es menor
gue las masas obtenidas tanto en RG como en la teoria GP. Sin embargo, por la

diferencia entre radios obtenidos dan cuenta de objetos mucho mas compactos, lo
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Figura 9. Perfiles de py; ¥ pp para las soluciones obtenidas. Las lineas continuas
corresponden a p,;, mientras que las lineas discontinuas corresponden a pg. Los
paneles estan agrupados por columnas para soluciones con igual densidad
lagrangiana. La primera y tercera fila corresponden a soluciones de 1-nodo,
mientras la segunda fila corresponde a soluciones de 2-nodos. Los valores del
parametro de acoplamiento se presentan en cada panel.

que representa un elemento muy distintivo para esta teoria.
Es destacable el decrecimiento que se observa en los paneles (4), (5) y (6), justo
antes de alcanzar el valor constante. La densidad de materia barionica es siempre

positiva, de manera que la Unica explicacion posible es que la densidad de energia
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Figura 10. Distribucién de masa para las soluciones obtenidas. Las lineas
continuas corresponden a las soluciones de 1-nodo, mientras las lineas
discontinuas corresponden a las soluciones de 2-nodos. Los paneles estan
agrupados por columnas para modelos con la misma densidad lagrangiana y por
filas para modelos con el mismo orden en los parametros de acoplamiento.

del campo se torne negativa en estas regiones. Esto se evidencia en la figura [T1],
en donde se tiene una regién con densidad de energia efectiva negativa alrededor
de 4l,, aproximadamente, para los tres casos considerados. Ademas, notese que
esto es visible debido a que la densidad de energia del campo es dominante sobre
la materia.

Por dltimo, las desviaciones respecto al caso de EYM encontradas en el modelo
mixto son atribuibles, mayoritariamente, a los aportes de la pieza £;,, la cual es

dominante. Por su parte, los aportes de la pieza £}, son subdominantes pero no
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Figura 11. Densidad de energia efectiva para las soluciones de 1-nodo obtenidas.
Para las curvas rojas (acoplamientos negativos) se observa una regién en la que
se alcanzan valores negativos. Esto da cuenta del decrecimiento en la distribucion
de masa.

nulas, ya que logran introducir pequefas desviaciones respecto del primer modelo.

Este comportamiento es similar a los de las funciones anteriormente analizadas.

Arrastre de marcos Para los casos de RG, Horndeski y GP, se aprendi6é que la
ecuacion diferencial de arrastre de marcos era separable y se concluy6 que, para
estas teorias, la solucién angular conduce a que la solucién general sea indepen-
diente de la coordenada 6. Para la teoria GSU2P se obtiene la ecuacion la cual
no es separable. Con base en lo aprendido, se propone el ansatz: w(r,0) = w(r), lo

que lleva a la ecuacion diferencial ordinaria

dw
dr?

4 1 d
— |2 = S0/ X) 4 By | OIS 021 4 B

(141)

Se propone una solucion en series alrededor del origen de la estrella para esta

nueva ecuacion diferencial y se encuentra la solucién analitica

W(r) = we + wor’® + wart + wer + O(rY), (142)
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en donde w. = w(r = 0) es el valor central del arrastre de marcos y

wy = (4(4b3 +ma(—1 + w,.) + 2vs(—1 + w,)/5,
wy = (4(600ugby 4 40byby + 24bavy — 1207 — 10vy + 8m2(—1 + w,) + 5ms(—1 + w.) — 5bw.
— 3001 bywe — 60abyw, — 10bybyw. + 1203w, + 10v4w, + 2ms(6vy(—1 4 w,)
+b5(6 4 5w.)))) /35,
we = (2(8(27m3 + 21mys — 14b5 — 33601,b3 — 294a,b — 28boby + 24V2 + 4ms(Th3 + 61s) + 420)
(403 + ma(—1 + w.) + 2va(—1 4 w,)) + 80(ms + 2uv5) (12043 + 8boby — 2v4 + mi(—1 + w,)
+ms(—1 + we) + 2msbiw, — bsw, — 6a;baw, — 12ab5w, — 2bybsw, + 2v4w,)
+ 35(480a4biby + 3203 + 48bybs — 96sbyve — 1206 + 8mi(—1 + we) + 6my(—1 + w,)
+ 16m2baw. + 8msbsw, + byw. — 12b2bsw, — 2720, b3bsw, — 48004b3bsw,. — 12b3w.
— 16bybsw. + 19201 b3vaw, + 192ab5vsw, + 1206w, + 4ms(3ms(—1 + w,)

— 2by (60143 + (b5 — 6abiy — 2b4)w.)))))/945.

La solucién numérica para el arrastre de marcos generado en las soluciones estu-
diadas se muestra en la figura[12]

El primer resultado notable son las soluciones para EYM. Estas presentan arrastre
maximo (w.) de 0.033(2 para soluciones de 1-nodo y 0.015 para soluciones de 2-
nodos. Estos son valores muy inferiores a los encontrados para las teorias de RG,
Horndeski y GP (alrededor de un orden de magnitud). Esto refuerza la conjetura
hecha con los resultados de arrastre de marcos en la teoria GP. Alli se infiri6 una
relacion directa entre la extension de la estrella (R) y el arrastre que ésta genera.
Para el caso de EYM el valor de R es muy inferior comparado con el obtenido en
RG, asi mismo el arrastre maximo calculado en el caso de EYM es muy inferior al
obtenido con RG.

Los resultados para los demés modelos son coherentes con lo ya analizado: las ma-
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Figura 12. Arrastre de marcos para las soluciones obtenidas. Las lineas continuas
corresponden al arrastre de las soluciones de 1-nodo, mientras las lineas
discontinuas al arrastre de las soluciones de 2-nodos. Los paneles estan
agrupados por columnas para modelos con las mismas piezas lagrangianas y por
filas para modelos con parametros de acoplamiento del mismo orden.

yores desviaciones se presentan para el modelo que incluye sélo £j , las cuales no

s6lo son apreciables, sino que para un valor de acoplamiento o; = —10~! se obtiene

arrastre maximo de 0.068, el cual duplica el arrastre maximo del modelo EYM. Por

su parte, el modelo que incluye sélo £}, presenta desviaciones considerablemente

mas pequefas. Para ay = +£1072 las soluciones son practicamente iguales a las de

EYMy para o, = —1072 la reduccién es apreciable pero no muy distante de la solu-

cién de EYM. Por lo anterior, el modelo mixto revela la gran contribucion de la pieza

L}, Yy la contribucién de L, que, aunque de bajo monto, modifica los resultados
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respecto al primer modelo.

Es destacable entonces que R para el modelo mixto con oy, = 10~! es alrededor de
1.4 veces el valor de R en EYM, pero el arrastre maximo es unas 2.2 veces mayor
que para EYM. Esto, una vez mas refuerza la conjetura mencionada y, ademas,
muestra que esta relacién no es lineal.

Por otro lado, la solucién de 2-nodos del panel (4) para «; negativo exhibe un com-
portamiento que no es mon6tonamente decreciente pues muestra la aparicién de
un crecimiento de w que alcanza un maximo local y vuelve a un drececimiento hasta
alcanzar su valor asintético de cero. Este comportamiento es exclusivo de esa so-
lucién, y por su forma contraintuitiva resultar ser una caracteristica diferencial. No
obstante, posibles mediciones de este efecto son, indudablemente, muy dificiles de
lograr. Adicionalmente, no se descarta que este comportamiento sea atribuible a

propagacion de errores numeéricos. Este resultado requiere mas estudio.

3.4. Soluciones tipo particula

Las ecuaciones y (119), muestran que el campo acoplado se puede ver co-
mo un fluido con tensor energia momento propio. Esta forma de visualizar el campo
permiti6 interpretar los resultados para estrellas de neutrones en las secciones an-
teriores a través del rol que cumplen en el equilibrio hidrostatico de la estrella y, por
lo tanto, en su estructura, en el limite esféricamente simétrico.

Sin embargo, se puede ir un poco mas lejos y preguntarse si las ecuaciones de
estructura admiten soluciones sin materia baridnica, es decir, estrellas unicamente

constituidas por el campo escalar o vectorial acoplado. En este sentido, las referen-

94



cias[TJ ™ muestran que no existen soluciones no triviales, globalmente regulare’™|
estaticas y asintéticamente planas para el caso de la teoria de Einstein-Maxwell (en
adelante todas estas caracteristicas se daran por hechas al hablar de soluciones).
Sin embargo, en la referencia =< encuentran que si existen este tipo de soluciones
para la teoria de Einstein-Yang-Mills.

Adicionalmente, en la referencia =2 los autores encontraron que este tipo de solu-
ciones también existen para el caso de la teoria generalizada de Proca SU(2) para
un sector de la teoria en la que la eleccion de las piezas lagrangianas fuera tal que
llevaran a una propagacion luminica de ondas gravitacionales.

Con base en lo anterior se generan dos cuestiones: a) ¢las teorias de Horndeski y
GP pueden exhibir soluciones tipo particula? b) como queda el arrastre de marcos
debido a este tipo de soluciones?

Para responder esta pregunta se integraron las ecuaciones de estructura para cada
teoria garantizando que en todo momento p,;, = Py = 0, desde un paso inicial
xo = 1073 para las teorias de Horndeskiy GP y z, = 10~° para la teoria GSU2P. Las
condiciones iniciales fueron establecidas con las soluciones en series reemplazando
el zo dado y haciendo p. = y. = 0. Para las teorias de Horndeski y GP se encontrd
que la Unica solucién posible es la trivial (M = v =w =0y ¢ = ¢. = constante)
para la teorias de Horndeskiy GP (M = v = w =0y By = B. = constante). Para
la teoria GP esto representa una generalizaciéon de los resultados de la referencia
para la teoria de Einstein-Maxwell. Por su parte, no se encontraron trabajos

analogos para la teoria de Horndeski en la literatura.

13 W. ISRAEL. “Event horizons in static electrovac space-times”. En: Commun. Math. Phys. 8 (1968).

114 D. C. Robinson. “A simple proof of the generalization of Israel’s theorem.” En: Gen. Relativ. Gravit.
8 (1977).

115 Se dice que una solucion es regular en un punto si alli los invariantes de curvatura, densidad de
energia y presion son finitos
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Por su parte, la teoria GSU2P si admite soluciones tipo particula no triviales. No
obstante, al igual que en la seccion anterior, la funcidén ¢, siempre tiene valor central
igual a —1 y converge asintéticamente a +1 para ciertos valores especificos de bs,
los cuales fueron encontrados, nuevamente, implementando el método de Shooting.
Para hacer un ejercicio comparativo con las soluciones de la seccion anterior se
encontraron soluciones de 1y 2-nodos, para tres modelos: sélo incluyendo £}, , s6lo
incluyendo L} , y el modelo mixto incluyendo la densidad lagrangiana £, — £} ,. Una
vez mas, se encontraron soluciones para la pieza L3 ,, pero no genera desviaciones
apreciables respecto al caso de EYM ni de forma individual ni actuando en conjunto

con las deméas piezas lagrangianas.

Perfil de ¢,  Se encontré que para este tipo de soluciones, los perfiles de ¢
son cualitativamente idénticos a los presentados en la figura 5] La diferencia radica
esencialmente en el valor de b, que debe tomarse para garantizar la convergencia
a +1 dependiendo del nimero de nodos de la solucién. Incluso, al igual que para
el caso con materia barionica, no se encontraron soluciones asintéticamente planas
para el modelo sélo con £}, con a = +10~'. Esto muestra que si bien la presencia
de materia bariénica modifica cuantitativamente ¢,, tales modificaciones son lo sufi-
cientemente pequefias como para no afectar cualitativamente los resultados. Por lo
anterior, todas las conclusiones obtenidas para este perfil en las soluciones anterio-

res se heredan para este tipo de objetos.

Masa Como se vi6 en las soluciones con materia bariénica, la densidad de ener-
gia del campo era dominante sobre la densidad de energia de la materia. Para el
caso de EYM, se encontr6 que la masa de las estrellas de neutrones es tan sélo
0.002 M, mayor que la masa para estos objetos tipo particula. Lo que demuestra
que, al menos para el caso de EYM, la materia bariénica tiene aportes muy peque-

Aos a la masa total del objeto, es decir, casi toda la masa la aporta el campo. En
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la tabla |4] se presentan las diferencias entre la masa de la estrella de neutrones y
la masa del objeto tipo particula para todas las soluciones. Ya que la mayor dife-
rencia entre todos los modelos es de 0,0160 M, es claro que la mayor cantidad de
masa en las estrellas de neutrones es aportada por el campo. Para las soluciones
de 2-nodos se ve que el campo es tan dominante que los aportes de la materia
son practicamente nulos. De igual manera, los perfiles de densidad de energia del
campo son practicamente iguales a los presentados en la figura[9] Por su parte, se

verificé que la densidad py, y Py Son siempre cero, como debe ser.

(Mys — Mpr) /Mg
cl, c1, 1, — Ll
o 1-nodo | 2-nodos | 1-nodo | 2-nodos | 1-nodo | 2-nodos
+0.01 | 0.0018 | 0.0001 | 0.0024 | 0.0001 | 0.0032 | 0.0002
—0.01 | 0.0032 | 0.0002 | 0.0024 | 0.0001 | 0.0018 | 0.0001
+0.1 | 0.0000 - - - 0.0159 -
—0.1 | 0.0160 | 0.0007 | 0.0014 | 0.0000 | 0.0002 -

Tabla 4. Diferencia de masas entre la estrella de neutrones (NS por sus siglas en
inglés) y el objeto tipo particula (PL por sus siglas en inglés).

Arrastre de marcos  Para todos los modelos, se encontr6é que el arrastre de mar-
cos para soluciones tipo particula es trivial w(r) = 0. Una vez mas, este resultado
es coherente con la relacidn conjeturada entre la extension de la materia bariénica
presente en el objeto compacto y el arrastre que éste genera. Aqui, al no haber
materia bariénica en absoluto, tampoco se tiene arrastre de marcos. A su vez, este
resultado es util para complementar el analisis para el arrastre de marcos generado
por estrellas de neutrones en la teoria GSU2P. En esta teoria tiene que los campos
vectoriales son muy dominantes sobre la materia barionica, por lo que las estrellas
encontradas estan compuestas por un nucleo de materia muy pequeno, rodeado
por un halo de campo bosénico que puede ser entre 2 y 3 veces mas grande. Ya

se habia mostrado que este resultado es coherente con la conjetura presentada y
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explica los valores tan bajos obtenidos para el arrastre de marcos. Sin embargo, es
interesante que al analizar los resultados con y sin materia barionica en simultaneo
se puede inferir que el arrastre de marcos no se ve afectado directamente por los
campos vectoriales sino por la estructura de la materia bariénica. Por lo tanto se
tiene que los campos vectoriales modifican la estructura de la materia barionica y

ésta modifica el arrastre de marcos que se genera.
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4. CONCLUSIONES

La raz6n para escoger las densidades lagrangianas estudiadas fue la relacion exis-
tente entre ellas: en la teoria GSU2P, si los parametros de acoplamiento para las
piezas L;, y L}, toman valores oy = —ay y se remueven los indices de grupo,
se obtiene una accién igual a £, de la teoria GP. A su vez, si esta ultima se lleva
al limite de desacoplamiento del campo vectorial B, — V,r, siendo = un campo
escalar, se obtiene la densidad lagrangiana L‘gfj de la teoria de Horndeski. Por lo
tanto, a lo largo del trabajo se perseguian dos objetivos: /) encontrar desviaciones
del arrastre de marcos para cada una de las teorias respecto al resultado de RG. ii)
Encontrar desviaciones entre los resultados de las tres teorias y asi determinar ele-
mentos distintivos de cada una, aun cuando las piezas lagrangianas consideradas
estan intimamente relacionadas.

Para estudiar el arrastre generado por objetos compactos rotantes en cada una de
las teorias se implement6 el método de Hartle: una aproximacion al problema como
perturbacién de las soluciones estaticas y esféricamente simétricas (la aproxima-
cidbn mas simple y mas ampliamente estudiada para objetos compactos en teorias
modificadas de la gravedad). Este método exige que el objeto sea lentamente ro-
tante, de manera que las perturbaciones a la solucién de fondo se manifiesten en
la aparicién de arrastre de marcos, pero que sean esencialmente despreciables en
la presion y densidad de energia (que el objeto no pierda su forma esférica). Por
lo tanto, este proceso exige, en primer lugar, el analisis de las soluciones esféricas,
las cuales alimentan la evolucion del arrastre de marcos y son de gran ayuda para
entender el rol del campo (escalar o vectorial) en la interaccion gravitacional.

Las soluciones esféricas para la teoria de Horndeski arrojaron desviaciones maxi-
mas del orden de 10-¢ en el perfil de presion y la distribucidon de masa respecto a

la solucién de RG. Esto significa que tanto el radio, como la masa del objeto (prin-
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cipales observables) presentan desviaciones tan pequenas que resulta imposible
discernir entre esta teoria y RG con la precision de las observaciones actuales.

Por el contrario, la teoria GP si arroja desviaciones respecto a RG. Los perfiles de
presion para los diferentes casos considerados muestran el rol del campo vectorial
de acuerdo al signo del acoplamiento escogido. Los signos positivos conducen a
una interaccidon gravitacional del campo vectorial de tipo atractiva, mientras que el
signo negativo conduce a una interaccidn repulsiva. Esto significa que se tendran
estrellas mas pequenas si el acoplamiento es positivo y mas grandes si es negativo.
Adicionalmente, la EOS relaciona los comportamientos de la densidad de energia
y la presién, de manera que las estrellas seran menos masivas que en RG si el
acoplamiento es positivo y mas masivas si es negativo. Este resultado es coherente
con los presentados por R. Kase et. al. en la referencia®L. Alli encuentran soluciones
de estrellas de neutrones estaticas y esféricamente simétricas pero para una version
diferente de la densidad lagrangiana L,.

No obstante, se encontr6 que deben buscarse e implementarse cotas para tal pa-
rametro de acoplamiento pues, para valores lo suficientemente grandes, el perfil
de presidon muestra inconsistencias como lo pueden ser crecimientos, cambios de
concavidad o divergencias, los cuales son fisicamente inconsistentes. Estas cotas
dependen de factores como la configuracién de campo escogida, la EOS conside-
rada o la densidad central de la estrella. Para los propédsitos del trabajo basté con
hacer uso sélo de una EOS y un valor de densidad central. Por lo anterior, en este
trabajo no se pretendié determinar el valor exacto de las cotas en cuestidn, puesto
gue no gozarian de generalidad, aunque si se estimo el orden en el que deben im-
ponerse. No obstante, estas cotas limitan las desviaciones que se pueden alcanzar
respecto a RG, esto implica que, debido a la degeneracién de la EOS para estre-
llas de neutrones, al comparar con datos observacionales, sea dificil discernir entre

los resultados de la teoria GP y RG. Sin embargo, se vio que la configuracion con
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B; # 0 conduce a desviaciones apreciables, aun con parametros de acoplamiento
pequerios. Esta configuracién puede conducir a desviaciones identificables de cara
a resultados observacionales o pueden llegarse a obtener objetos ultramasivos co-
mo la binaria de GW190814 %8, Por supuesto, esto es una conjetura que requiere
mas estudio incluyendo EOS realistas.

Finalmente, los resultados de estrellas de neutrones esféricamente simétricas para
la teoria GSU2P son los que mas se distancian de RG. Esto debido a que al apagar
los pardmetros de acoplamiento no se reduce al lagrangiano de Einstein-Hilbert sino
al de Einstein-Yang-Mills. Para este caso ya se tiene la presencia de campos vecto-
riales con simetria SU(2), los cuales muestran ser muy dominantes sobre la materia
bariénica comprimiéndola a un radio alrededor de 4 veces menor que el obtenido
para RG. Adicionalmente, alrededor de este nucleo de materia se distribuye un halo
compuesto sélo por los campos vectoriales que es el responsable de aportar prac-
ticamente toda la masa del objeto compacto. Ahora bien, al estudiar el papel de las
piezas lagrangianas consideradas de la teoria GSU2P se ve que para L}, los aco-
plamientos positivos implican una interaccion gravitacional atractiva de los campos
vectoriales, mientras que los acoplamientos negativos conducen a una interaccion
repulsiva (similar al caso de la teoria GP). Para la pieza lagrangiana /:372 se encontré
un comportamiento muy particular, pues ambos signos conducen a una interaccién
atractiva de los campos vectoriales, aunque es mas fuerte si el acoplamiento es
negativo. Sin embargo, estas desviaciones son pequenas comparadas con la pie-
za anterior, lo que implica que cuando se consideran actuando simultdneamente,
la pieza L}, sea dominante sobre Lj ,, tal que es la responsable de préacticamente
todas las desviaciones. Aunque en algunos casos se encontré densidad de ener-
gia efectiva negativa, esto no resulta ser un problema pues rapidamente converge a
cero, lo que implica que un observador en el infinito observa una masa constante.

Para los diferentes modelos de esta teoria también se encontraron inconsistencias
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fisicas para ciertos rangos de valores de los parametros de acoplamiento «;. Al exi-
gir que las soluciones fueran asintéticamente planas, se requiere que la funcién ¢,
converja a un valor constante en el infinito. Se encontr6 que para valores suficiente-
mente grandes de «; no existen valores del parametro de Shooting b, que garantice
la convergencia de ¢,. Una vez mas, esto da cuenta de la necesidad de imponer
cotas a los parametros de acoplamiento estudiados. Al igual que para la teoria GP,
estas cotas dependen de factores como la EOS, la densidad central, etc., asi que
s6lo se determinaron 6rdenes de magnitud para éstas y no su valor exacto. Sin em-
bargo, algunos de los parametros escogidos condujeron a soluciones regulares y
asintéticamente planas que pueden ser discernibles respecto a EYM si se contras-
tan los resultados con datos observaciones. No obstante, ya que el halo que rodea
estos objetos sélo interactua gravitacionalmente y no electromagnéticamente, dar
cuenta observacional de este tipo de objetos puede resultar bastante complicado y
no han sido reportados en la literatura. Adicionalmente, debe estudiarse la estabi-
lidad de este tipo de objetos, pues al no distanciarse mucho de las soluciones de
EYM, puede que hereden la inestabilidad de los objetos en esta teoria.

Ahora bien, la teoria GSU2P admite soluciones tipo particula no triviales. Estas solu-
ciones fueron encontradas para las piezas lagrangianas £} , y £ ,. Estas soluciones
son importantes por dos motivos: en primer lugar, las diferencias de resultados para
observables como masa y radio entre las soluciones con y sin materia bariénica son
pequefos. Esto muestra que los campos vectoriales son los grandes responsables
de la estructura de la estrella y en mucha menor medida la presencia de materia
baridnica. En segundo lugar, estas soluciones tipo particula (también conocidos en
la literatura como solitones) se han postulado como imitadores de agujeros negros
y como candidatos a conformar una porcién de la materia oscura del universo.

En cuanto al arrastre de marcos se observd que la existencia de éste sb6lo se da

en presencia de la materia bariénica y depende de la extensién de ésta. Tanto para
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la teoria GP como para la teoria GSU2P se observé que el arrastre de marcos
aumenta (disminuye) con el crecimiento (disminucién) del radio de la estrella R. No
obstante, para todos los casos de la teoria GSU2P, el nucleo de materia bariénica
era mucho mas pequefio que para las soluciones en RG o la teoria GP. Asi mismo
el arrastre de marcos mostrd ser al menos un orden de magnitud mas pequeno en
esta teoria. Las soluciones tipo particula permitieron reforzar esta hipétesis puesto
que no presentan arrastre o que permite relacionarlo con la ausencia de materia
barinica en estas soluciones.

Vale la pena destacar que para la teoria GSU2P también se estudié el término L3,
tanto de forma individual como acomparnado de otras piezas lagrangianas. De forma
general, no presenta desviaciones apreciables respecto al caso de EYM si se consi-
dera independientemente y no aporta significativamente a las desviaciones cuando
actla en compafia de las demas piezas lagrangianas. La importancia de este resul-
tado radica en que esta pieza lagrangiana es de naturaleza puramente no abeliana,
es decir, se anula al remover los indices de grupo, lo que siginifica que no tiene
contrapartida en la teoria GP. Se esperaba que esta pieza aportara elementos par-
ticulares en las soluciones que dieran cuenta inequivocamente de la presencia de
piezas lagrangianas de naturaleza puramente no abeliana en la accién asociada a
la teoria de gravedad, pero los resultados muestran que sus aportes son desprecia-
bles. Es importante estudiar otras piezas lagrangianas de la misma naturaleza para
asi determinar si se reproducen los mismos resultados.

Adicionalmente, la imposicion de que, en el infinito, un observador inercial no pre-
sente arrastre de marcos permite restringir ain mas el rango de valores que pueden
tomar los pardmetros de acoplamiento. Tanto para la teoria GP, como para la teoria
GSUZ2P se consideraron piezas lagrangianas que conducen a violacién de paridad.
En la configuracion esféricamente simétrica, todos los aportes de estas piezas a las

ecuaciones de campo gravitacional y de Euler-Lagrange se anulan. Sin embargo, es-
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to no sucede en la configuracion axialmente simétrica. Parte del trabajo consistia en
encontrar sefales distintivas de piezas con violacion de paridad en la modificacion
del arrastre de marcos para las teorias GP y GSU2P. No obstante, la aproximacién
perturbativa implementada en el método de Hartle implica que la ecuacion diferen-
cial que gobierna el comportamiento del arrastre de marcos w es de orden uno en (2
y dependera sélo de las contribuciones a orden cero en (2 de las funciones métricas.
Como se vib, la expansién de las funciones métricas se hace en potencias de ?,
en donde las cantidades de orden cero son las soluciones del caso esférico. Esto
implica que cualquier aporte de las piezas lagrangianas con violaciéon de paridad so-
bre las funciones métricas sera minimo de orden 2? y se manifestaran en el arrastre
de marcos hasta el orden Q3. Al considerar el limite de rotacién lenta se despre-
cian todas las contribuciones que sean de orden superior a !, de manera que no
es posible encontrar aportes de estas piezas para este tipo de objetos siguiendo
el método de Hartle. Cabe la posibilidad que estudiando soluciones rotantes para
un parametro de rotacion arbitrario puedan llegarse a ver los aportes al arrastre de
marcos de piezas con violacién de paridad.

Una vez mas, se hace énfasis en que los modelos aqui estudiados son sélo una
parte de las teorias expuestas, pero se han dejado de lado piezas lagrangianas que
se escapaban de los propoésitos del trabajo. En la literatura existen trabajos para la
teoria GP en los que se han estudiado estrellas esféricamente simétricas para las
piezas lagrangianas L., L3 y L4, pero el arrastre de marcos se ha limitado esen-
cialmente a la pieza L,. Por su parte, para la teoria GSU2P, se tiene Unicamente el
trabajo B3, en el que usan una combinacion lineal de diferentes piezas lagrangianas
de la teoria tal que se respeta la propagaciéon luminica de ondas gravitacionales y
encuentran soluciones tipo particula limitdndose al caso esféricamente simétrico y
estético. Sin embargo, de acuerdo a los resultados aqui obtenidos, por ser solucio-

nes tipo particula, se esperaria que el caso rotante no genere arrastre de marcos.
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Es importante ampliar el nUmero de lagrangianos estudiados, asi como diferentes
combinaciones de ellos en todas las teorias para asi generar modelos que puedan
conducir a resultados mas satisfactorios tanto en el caso esféricamente simétrico

(con y sin materia baridnica), como en objetos rotantes.
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ANEXOS

Anexo A. Contribucion del tensor energia momento a primer orden en ()

A continuacion se calculara la contribucion a primer orden de la componente (t¢)
del tensor energia momento T. Considerando un fluido perfecto, su tensor energia-
momento esta dado de acuerdo a la expresion (44), de manera que es necesario
determinar la forma explicita de la cuadrivelocidad u. Para este propdsito resulta Gtil
invocar el siguiente teorema:

Teorema generalizado de Papapetrou: Un espaciotiempo estacionario (vector de
Killing ¢ = 0,) y axialmente simétrico (vector de Killing x = 0,) regido por las ecua-
ciones de campo de Einstein es circular si y sdlo si el tensor energia momento T

obedece

&M, 1P\ = 0, (143)

X' €0 = o, (144)

en donde los corchetes cuadrados denotan antisimetrizacion.
Esto es equivalente a que existen vectores V., W € Span(¢, X) con componentes
Ve =&,y We = x*T, . Para el caso del tensor energia momento de un fluido

perfecto

f“Tu [agﬁx’y] :(6 + p)fuuuu[afﬁxvl + pgu(gu [0‘55){”,

=(e + P& u,u* X = 0, (145)

116 E| espacio vectorial Span(¢, x) es el plano generado por los vectores € y x.

118



en donde se uso ¢+, [*¢fx = ¢le¢fyal = 0 por ortogonalidad. Similarmente,
XX = (e + P uule X = 0. (146)
Ya que los vectores £ y u son tipo tiempo, es claro que {*u,, # 0. Por lo tanto
byl — o (147)
lo que implica que u € Span(¢, x), entonces
u = u'(£+Qx) = (”,0,0,u?), (148)

en donde Q = u?/u’ = d¢/dt del fluido y con u* = Qu°. En virtud del principio de

equivalencia g, u*u” = —1, por lo que sumando y despejando para u° se obtiene

~1/2

u = [—(900 + 2Qg03 + Q2933” (149)
Reemplazando en la componente (¢¢) del tensor energia momento
T3° = (e + P)usu®, (150)
en donde u3 = gs,u*, Se obtiene
T3° = (e 4+ P)(gso + Qgs3) (uo)?, (151)

de manera que al incluir la Ec.(149) y expandiendo en potencias de §2 se encuentra
T3° = (p+ P)(Q — w)r*sin®fe ™" + O(0Q%), (152)
en donde p y P son las contribuciones a orden cero de la densidad de energia y la
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presién, respectivamente.
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Anexo B. Ecuaciones de campo tensoriales
A continuacion se presentan las ecuaciones de campo gravitacional y de Euler-
Lagrange para las acciones consideradas en cada una de las teorias. El calculo de

éstas se hizo con la ayuda de la paqueteria xAct del software Wolfram Mathematica.

Ecuaciones de campo para la teoria de Horndeski

Ecuacion de campo gravitacional

G4(X)Gop + G4 x(X) —% RV ooV + 2RV Ve — Vi VeV, Ve
— Ryapn VoV 0 + V'V (V5 V0 + %gaﬁ (=2R)\, V V70 + V., V7V, \ Ve
—VaV,oVVI0)] + Gaxx(X) [ViapVs V402V eV Vo — ViVIV\p)
+ Vi VaeVeVIoViV,0 + ViV (VaV,oV Vo — V. V1oV, V)
— VAV(CY@V@@V”QOV,\V,W — QV(aVWpVB)VA(pV%oVAgo + gag(VnVMpV’\pV”VVQOV7<p

1 1 1
— VoV oV ,\V,pV, V) — §Va6()0 + ZgaﬁVMDV)\SD = 5Tas-

Ecuacion de Euler-Lagrange
GixRV V% + Gixx [~RV VoV Vsp — 2RV VOV V20 + AR\ VoV oV V4
+ 2R \3a VOV VTV 0 + VOV 0 VPV 30V IV 0 — 3V*V oV VP oV, V500

+2VOVPoV, Voo VIV 0] + Gu xxx[2V 0V oV V5oV VLoV V0
+ 4V VPOV TV 0V, V59V V0] + VOV 40 = 0.
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Para la teoria generalizada de Proca

Ecuaciéon de campo gravitacional

Ga(X)Gap + Gax(X) [—%RBaBg —2B(,V5V,B" =V (oBsV,B" + 2V, BV B,
—~ VB, VB, + B V'V B + V.,V B, Bs) + B'(Vu V) B, — V.,V (aBs)

+ap <%V7B7VABA + %VWBAVABV —~ VAB,V*B" + B'V,V,\B* — B”VAVABWN
+ G47XX(X)[%BQB/3(VVB,\V’\B7 —V,B"V\B*") + B,V B,(2B"V,B* — BV, B))
— BB, VB VB, + B"B*(V (B3 VaB, — Vo B, VsB)) + gus(V,B\V"B,

— vAvanB"))]%(—vanvng —~V'B,V3B, +V'B,V,Bs — V,B, V"B

— 9ap(VAB,V*BY =V, B\V*B") — i(QvanvﬁB7 +2(V,Bs — VgB,)V'B,

1
—2V,B,V'Bs + gos(V,B, — V,B,V’BY = 5L

Ecuacion de Euler-Lagrange

2G4 x(VoVB®) + 2G4 xxB*(VB,V,A" —VB'V.,B,) — B3(G4 xR
+ GuxxVaB*V B — Gy xxVoB,V'B*) —V,V3B* +V,V’Bg = 0.
Ecuaciones de campo para la teoria generalizada de Proca SU(2)

Las ecuaciones de campo tensoriales resultan ser muy extensas como para ser aqui
consignadas. El lector interesado puede encontrar el archivo de mathematica en el

siguiente enlace: https://github.com/WJaimes1/Field-Equations-GSU2P.
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Anexo C. Coeficientes de las ecuaciones de campo
A continuacién se presentan los coeficientes usados en las ecuaciones diferenciales

para cada una de las teorias.

Coeficientes para la teoria de Horndeski

1
Fl — —2X\, 14
1 46 ()0 )

F) =373 3y
Fy = e 22 (9 — 15)) — @' (V = 3N) +6(3e > — 1),

F41 — 36_3>\90,2 [¢/V/2 _ 59011/)\/ + 29011// + 3’/,50”]7

Coeficientes para la teoria GP

Primero se definen las cantidades

e—VBQ
XO = 9 07 Xl =

Los coeficientes quedan

F? = —3X{ + 18X X; — 15X7,

F2 = —3X2 + 14X, X, — 3X2,

Fy = —3X§ 4+ 2XoX1 + X7,

F2 = -8 "NB B/ X, — 12" B, B! X, + 12¢ B, B, X1,
F? = —ge_(”“)B('on + %e_(”“)B()QXl,

F? = —X§ — 6XoX, + 15X7,
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F2 =X} —-2XX| +3X3,

F2 = —4e "N BIX) + 12"V BI X

Fy = —%e—@“)BgXo + ;e_(”+’\)B()2X1,

Fiy = —3X7 +6XoX; — 3X7,

F}Y = —3X7 — 2XoX, — 3X7,

F2 = —12¢7"B)Bo Xy + 8¢ " ByB\ X, + 6 *B,B| X, — 3¢ B, B} X1,

FZ = 27" N BB X + 2" "N By By X, 4 2¢7 B, B, X, — 6 B, B, X,
F124 — %G(V+A)862XO _ ge("“)BoBézXl . 267(”2”30363131,

F%L = —2By X + 2e By Xy — 6e By X1 + 2B, X1,

F2% =2 B(Xy — X1) — 4e " ByB,1 B} — 2e*By(2X1V' + XoN) + 6e By X\,
= %e(”“)BoB{f — ¢ 2 B,B,B) + ge*Bg(Xlx ~ Xo)

+ %e‘AB()(Xw’ — XoN) + e Xy — X1)BY,

F2% = —2B1 X +2¢ B Xy — 6e B X 4 2¢ B X1,

F2 = —4e "N BB B, 4+ 6 *By X/ — 6e B X1/,

1
Fyy = —5e” "™V BBg,
2 —V / -\ / ].5 2 3 2 ’
F21 = —6[6 BOBO + e BlBl](XO - Xl) -+ ?XO — 9X0X1 + §X1 14
3 15
+ (§X§ —9Xo X, — ?X12> N,
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Anexo D. Valores de b, para las soluciones en la teoria GSU2P

A continuacion se presentan los valores de b, que garantizan soluciones asintéti-
camente planas en la teoria GSU2P. Para el modelo en que se usa sélo la pieza
lagrangiana L} , se tiene a; = a1, para el modelo sélo con L}, se tiene o; = ay y

para el modelo mixto se tiene «; = a4, haciendo la salvedad que en este modelo

gy = —Q.

ba

1-N

2-N

EYM

0.44408243776716

0.646356707101336

1
Lis

0.46344034471124

0.655603279486118

0.42626916607492

0.637861432458844

0.70877015379778

0.3102668921230

0.584201771152455

4
‘64,2

0.44469444165917

0.649777649183397

0.44462990435575

0.648253178081592

0.48312334944699

0.69520112896784

1 1
£4,2 - 54,2

0.42594225163616

0.637309709801706

0.46297755817678

0.654903362366799

0.30306855027842

0.61538829437823

Tabla 5. Valores de b, para las diferentes soluciones con materia baridnica en la

teoria GSU2P.
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by

1-N

2-N

EYM

0.45371626319690

0.651725525522

1
54,2

0.47250672151494

0.660866567206950

0.43649110265109

0.64333916488523

0.71355108915981

0.32670716948457

0.590900908037372

4
54,2

0.45434070080051

0.655145623231591

0.45425863731685

0.653612572840462

0.49234694416819

0.700183972968115

1 1
£4,2 - 54,2

0.43617246642194

0.642792930687672

0.47203808978754

0.660168777033565

0.3197591891

0.62100652860143

Tabla 6. Valores de b, para las diferentes soluciones tipo particula obtenidas en la

teoria GSU2P.
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