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RESUMEN

TITULO: EXISTENCIA Y CARACTERIZACION DE TOPOLOGIAS MAXIMALES'.
AUTOR: JAVIER JOSE MURGAS IBARRA 2

PALABRAS CLAVES: TOPOLOGIAS MAXIMALES, ESPACIOS IRRESOLUBLES,
ESPACIOS NODEC, ESPACIOS ULTRADISCONEXOS.

DESCRIPCION:

Es posible dotar de varias topologias a un conjunto. La coleccién de todas las topologias
(sin puntos aislados) sobre un conjunto dado forma conjunto ordenado parcialmente por
inclusién. Una topologia maximal es un elemento maximal de esta coleccion. Este traba-
jo consiste principalmente en hacer un estudio de las topologias maximales. También se
estudian algunos resultados sobre la complejidad de estas topologias. En el primer ca-
pitulo se hace un breve repaso sobre algunos conceptos relacionados con los espacios

topolégicos, filtros e ideales.

En el segundo capitulo se da una caracterizacion de las topologias maximales, se prueba
gue un espacio sin puntos aislados es maximal si y sélo si es extremadamente discone-
X0, nodec y tal que todo subespacio abierto es irresoluble (se precisaran estos términos
mas adelante), entre otras equivalencias. Se muestra que una topologia con la propie-
dad de ser maximal en la propiedad de regularidad no necesariamente es maximal. Por
ultimo se prueba la existencia de un espacio con topologia maximal con la propiedad de

regularidad.

En el tercer capitulo presentamos un estudio de la complejidad de las topologias maxi-
males sobre conjuntos numerables y otras topologias relacionadas. Se prueba que las
topologias maximales no son analiticas, que los espacios extremadamente disconexos
Hausdorff no son analiticos y que los espacios irresolubles T; tampoco son analiticos.

Por ultimo, se muestra un ejemplo de un espacio nodec boreliano (y por tanto analitico).

Trabajo de grado
2Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director:
Carlos Enrique Uzcategui Aylwin.



ABSTRACT

TITLE: EXISTENCE AND CARACTERIZATION OF MAXIMAL TOPOLOGIES. 3
AUTOR: JAVIER JOSE MURGAS IBARRA. *

KEY WORDS: MAXIMAL TOPOLOGIES, IRRESOLVABLE SPACES, NODEC
SPACES, ULTRADISCONNECTED SPACES.

DESCRIPTION:

It’s possible to provide a set with various topologies. The collection of all topologies (wit-
hout isolated points) on a given set forms a partially ordered set by inclusion. A maximal
topology is a maximal element of this collection. This dissertation consists mainly of a
study of the maximal topologies. Some results on the complexity of these topologies are
also studied. In the first chapter, we present a brief overview of some concepts related to

topological spaces, filters and ideals.

In the second chapter a characterization of the maximal topologies is given, it is proved
that a space without isolated points is maximal if and only if it is extremely disconnected,
nodec and such that every open subspace is irresolvable (these terms will be specified
later), among other equivalences. It is shown that a topology with the property of being
maximal in the collection of regular topologies is not necessarily maximal. Finally, we

prove the existence of a space regular and maximal.

In the third chapter we present a study of the complexity of the maximal topologies on
countable sets and other related topologies. It is proved that the maximal topologies are
not analytic, that extremaly disconnected Hausdorff spaces are not analytic and irresol-
vable spaces T; are not analytic. Finally, an example of a Borel (and therefore analytic)

nodec space is shown.

3Grade work.
4School of Mathematics. Faculty of Sciences. Universidad Industrial de Santander. Director:
Carlos Enrique Uzcategui Aylwin.
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INTRODUCCION

Dado un conjunto X y una propiedad R, es posible dotar a X de varias topologias
que cumplan la propiedad R. La coleccidén de tales topologias forma un orden
parcial dado por la relacion de inclusion. Es interesante estudiar los elementos
maximales de tales colecciones. Un espacio (X, 1) se dice que es maximal si
7 es maximal en la coleccidén de topologias sin puntos aislados sobre X. Eric
van Douwen [3] mostr6é que existen topologias maximales y regulares y ademas

mostré que las topologias maximales poseen propiedades topoldgicas inusuales.

Van Douwen en su caracterizacion relacion6 la maximalidad de las topologias
con la conexidad del espacio. El probé que un espacio es maximal si y sélo si es
perfectamente disconexo. Un espacio perfectamente disconexo es un espacio en
el que ningun punto del espacio es un punto limite de dos conjuntos disjuntos.
Equivalentemente, un espacio es maximal si y sélo si los subconjuntos abier-
tos del espacio son exactamente los conjuntos que no tienen puntos aislados.
Asimismo, él prob6 que X es maximal si y solo si es extremadamente disco-
nexo, nodec y todos sus subconjuntos abiertos son irresolubles (daremos estas
definiciones mas adelante). Probar la existencia de espacios maximales con la
propiedad de ser T; es relativamente sencillo, sin embargo, saber si la propiedad
de maximalidad y de regularidad son compatibles es un asunto mas delicado.
Van Douwen mostré que, en efecto, existen espacios regulares que son maxima-

les .
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Dado que estos espacios tienen propiedades bastante inusuales, es interesante
preguntarse por la complejidad de estos. En [11], S. TodorCevi¢ y C. Uzcategui
estudian la complejidad de estas topologias sobre conjuntos numerables. Para
estudiar la complejidad de una topologia ellos identifican la topologia como un
subconjunto del espacio de Cantor 2¢ y asi es posible hablar de su complejidad
como subconjunto de Cantor (esto se explicara en el capitulo 3). Ellos encuentran
gue ningun espacio irresoluble es analitico, de modo que los espacios maximales

no son analiticos, y construyen un espacio nodec, numerable, regular y analitico.

En este trabajo estudiaremos las topologias maximales. Siguiendo a van Dou-
wen caracterizaremos los espacios maximales demostrando que un espacio sin
puntos aislados es maximal si y solo si es un espacio extremadamente discone-
X0, nodec, y tal que todo subconjunto abierto es irresoluble. También que estos
espacios son exactamente los espacios perfectamente disconexos sin puntos
aislados, entre otras equivalencias. Con ayuda de esta caracterizacidén se cons-
truird un espacio regular, numerable y maximal. Observemos que una topologia
gue sea maximal entre la coleccion de las topologias regulares, no es necesaria-

mente maximal en la coleccion de todas las topologias.

Posteriormente se estudiara la complejidad de estas topologias en el contexto de
la teoria descriptiva de conjuntos. Se enunciaran resultados acerca de la com-
plejidad de las topologias maximales. Se estudiara el estatus de los conceptos

nodec, irresoluble y extremadamente disconexo en el caso de espacios métricos.
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Capitulo

PRELIMINARES

En este capitulo revisaremos algunas conceptos y proposiciones basicas sobre
espacios topologicos, filtros, ideales y el axioma de eleccion. Estos resultados
son necesarios para la comprension del trabajo pero no son exhaustivos. Para

una exposicién mas completa, vease [7, 9, 14].

1.1 ESPACIOS TOPOLOGICOS

En esta seccidn damos unas definiciones muy basicas sobre espacios topolégi-

cos.

Definicion 1.1. Sea X un conjunto. Una familia - C P(X) es una topologia en

X si satisface las siguientes propiedades:

1. 0y X estanen .
2. La unién de cualquier familia de elementos en T, esta en .
3. la interseccion finita de elementos en r, esta en 7.
El par (X, 7) es llamado un espacio topoldgico. Los elementos de = son llama-

dos abiertos en X, y los subconjuntos de X cuyo complemento esta en 7 son

llamados cerrados en X.



Sea A un subconjunto de X. El interior de un conjunto A, denotado porA° o

intx(A), esta definido por:

intx(A) = | J{U € X : U es abierto de X y U C A}.

Decimos que z es punto interior de A si x € A°.

Se define la adherencia de A, denotada por A 0 adhx(A), de la siguiente mane-
ra:

adhx(A) = {F C X : F escerradode X y AC F}.

Decimos que x es punto adherente de A si z € A.

Decimos que = € X es un punto limite (o de acumulacion) de A, siz € A\ {z}.
Un elemento x € A es llamado un punto aislado de A, si no es un punto de

acumulacion de A.

Definicion 1.2. Un conjunto es llamado nunca denso si su adherencia tiene

interior vacio.

1.2 AXIOMAS DE SEPARACION Y OTRAS NOCIONES
TOPOLOGICAS

Daremos una serie de definiciones y resultados referentes a los espacios topolé-

gicos.

Definicion 1.3. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es T, sidadosz yy

en X con x # y, existe un conjunto abierto que tiene a un elemento y no al otro.

Definicion 1.4. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es T, sidadosz yy

en X con x # y, existen conjuntos abiertos U yV talesquex ¢ U ,y e V,x ¢V



yy¢U.

Teorema 1.5. Sea X un espacio topologico. X es T, si, y sdlo si, {x} es cerrado

paracadaz € X.

Definicién 1.6. Un espacio X es T, o Hausdorff si dados x y y con x # vy, existen

conjuntos abiertos U yV talesquex c U ,y €V yUNV = (.

Definicion 1.7. Un espacio topolégico X es llamado regular, si dados un cerra-
do Aen X yunpuntob ¢ A, existen abiertos disjuntos U y V en X tales que

ACUVybe V. Diremos que X es un espacio Ts si X es regular y T;.

Teorema 1.8. Sea X un espacio topologico. Las siguientes proposiciones son

equivalentes:

1. X es regular

2. Dados U abierto y x € U, existe un abierto V talquex c¢ V CV C U.

Definicién 1.9. Sea X un espacio topolégico no vacio. Diremos que N C X es
una vecindad de un punto x € X six € N°. Se denota por U, a la familia de

todas las vecindades de z.

Definicion 1.10. Sea X un espacio topoldgico y x € X. Una familia B, C U, es
llamada base de vecindades de x si para cualquier N € U,, existe B € B, tal
que B C N.

Definicion 1.11. Una familia B C 7 es llamada una base de 1, si dado U € ,
existe una subfamilia Z C B talque U = |J{B : B € Z}.

Un espacio X se dice 1-numerable si cada elemento en X admite una base de
vecindades numerable. Asimismo, diremos que X es 2-numerable si el espacio

admite una base numerable.



Definicion 1.12. Sea X un conjunto. Una familia B C P(X) es llamada base de
topologia si satisface:
1. X =\{B:BeB}

2. Si By y B, estan en B, y x € B; N B,, entonces existe By € B tal que
x € B3 C B1N By

Teorema 1.13. Sea X un conjunto y B C P(X) una base de topologia. Entonces
la coleccion s = {U C X : paracadax € U existe B € Btlalquex € BC U} es

una topologia en X. Diremos que 75 es la topologia generada por B.

Dado un subconjunto de un espacio topoldgico X, es posible dar estructura de
espacio topolégico a este subconjunto relacionada con la topologia del espacio
X.

Definicion 1.14. Sea S C X. El espacio (S,1s), donde 7s = {UNS :U € 7}, es
llamado subespacio de X .

El siguiente teorema muestra como se relacionan la adherencia de un conjunto
relativa al subespacio y al espacio.

Teorema 1.15. Sean X un espacio topoldgico y S un subespacio de X. Enton-

ces, si A C S se tiene que clg(A) = S Nclx(A).

1.3 EL AXIOMA DE ELECCION

En esta seccion introduciremos un axioma de la teoria de conjuntos, conocido
como el Axioma de Eleccidn. Este axioma tiene importantes implicaciones en

muchas ramas de la matematica. A continuacién damos una version de él.
Definicion 1.16. Sea A un conjunto. Una funcion de eleccion para A es una
funciénr : P(A)\ {0} — A tal que:

VB e P(A)\{0}, r(B)eB
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Teorema 1.17 (El Axioma de Eleccién). Todo conjunto tiene una funcion de elec-

cion.

Presentamos ahora un resultado equivalente al axioma de eleccion que es de
suma importancia en este trabajo, y en general en muchas ramas de la matema-

tica.

Teorema 1.18 (Lema de Zorn). Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado
tal que todo subconjunto totalmente ordenado (o cadena) de A tiene una cota
superior en A. Entonces A tiene al menos un elemento maximal, esto es, existe

unz € A tal que para todo y € A se tiene x £ y.
Otra equivalencia muy importante del axioma de eleccion es la siguiente propo-
sicion:

Teorema 1.19 (Teorema del Buen Orden). Cualquier conjunto A puede ser bien
ordenado, esto es, existe una relacion de orden sobre A tal que todo subconjunto

no vacio de A tiene un elemento minimo.

1.4 FILTROS E IDEALES

Estudiaremos ciertas colecciones especiales de conjuntos, a saber los filtros y los
ideales. Los filtros y los ideales son una herramienta muy importante en teoria

de conjuntos y topologia, y seran de mucha utilidad a lo largo de este trabajo.
Definicion 1.20. Sea X un conjunto. Una familia F C P(X) es llamada filtro, si
verifica las siguientes propiedades:

1. F#£0

2. 0¢F

3. Sidados A, B € F, se tieneque ANB € F

4. SiAe FyAC B, entonces B € F.

5



Diremos que F es un ultrafiltro si es maximal en la coleccion de filtros sobre X

ordenados por la relacion de inclusion.

Ejemplo 1.21. Sea X un conjunto y a € X. La coleccion {A : a € A} es un
ultrafiltro.

Se dice que un filtro es no principal si ningun conjunto finito pertenece a él.
Teorema 1.22. Un filtro F sobre X es un ultrafiltro si, y sdlo si, para todo A C X
setieneque Ac FoX\AeF.

El siguiente teorema afirma que los ultrafiltros no principales existen. Este resul-

tado requiere del lema de Zorn.

Teorema 1.23. Existe un ultrafiltro no principal sobre w, donde w denota el con-

junto de los numeros naturales.

Definicion 1.24. Un ideal T sobre un conjunto X es una familia de subconjuntos

de X, tal que:

1. X¢1T.
2. Sidados A, B €7, se tieneque AU B € T.

3. SiIAeTyBC A, setieneque B € T.

Si T es maximal en la coleccion de ideales sobre X ordenados por inclusion,

entonces se dice que T es un ideal maximal.
Si cada subconjunto finito de X pertenece aZ se dice que I es no principal.

Ejemplo 1.25. Si X es un espacio topoldgico, el conjunto {A C X : A es nunca
denso} es un ideal sobre X. Mas aun, si X no tiene puntos aislados y es T}, se

tiene que tal ideal es no principal.

Teorema 1.26. Un ideal T sobre X es maximal si, y sdlo si, para todo A C X se
tieneque AcZToX\AcT.



Teorema 1.27. Sea X un conjunto. T es un ideal maximal si, y solo si, F =
P(X) \ Z es un ultrafiltro.

Este dltimo resultado afirma bésicamente que los ultrafiltros y los ideales maxi-

males son objetos duales.



Capitulo

TOPOLOGIAS MAXIMALES

Dado un conjunto, uno puede considerar la coleccién de topologias que cumplan
cierta propiedad R sobre dicho conjunto. Resulta de mucho interés estudiar los
elementos maximales de tales colecciones. En general este tema es muy amplio
y se ha estudiado la maximalidad con respecto a muchas propiedades, por ejem-
plo, en [1]. En este trabajo se estudiaran las topologias que son maximales entre
las topologias sin puntos aislados y que cumplan algun axioma de separacion.
Se debe aclarar que todas las topologias consideradas verifican el axioma de
separacion T;. Todos los resultados presentados en este capitulo son del articu-
lo de E.K van Douwen [3], a menos que se indique lo contrario. A continuacién
definiremos con mayor precision los términos precedentes y garantizaremos la

existencia de tales topologias.

Definicion 2.1. Un espacio topoldgico (X, T) se dice que es maximal si v es
maximal en la coleccion de topologias sin puntos aislados (con el orden dado
por la inclusion) sobre X. Ademas, si J es un axioma de separacion decimos
que el espacio es maximal J si T es maximal en la coleccion de topologias

sobre X sin puntos aislados que verifiquen 7 .

Cabe notar que la condicion de no tener puntos aislados es requerida ya que de

omitirse se tendria que las topologias maximales son topologias discretas. Por lo
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pronto mostraremos que tales topologias existen y veremos algunas propiedades

generales.

Teorema 2.2. Las siguientes proposiciones son ciertas:

a) Existe un espacio maximal reqular numerable.
b) Existe un espacio maximal Ts.
c) Todo espacio maximal T, es maximal.

d) Un espacio es maximal si, y solo si, es maximal T .

Demostracion. a) Existe un espacio regular, Ty, sin puntos aislados y numerable
(Q, por ejemplo). Sea P el conjunto (ordenado por inclusion) de todas las topo-
logias regulares, Ty y sin puntos aislados sobre un conjunto numerable X. Sea
C una cadena de P. Nétese que | JC es una base de topologia, y la topologia
generada por ella, llamémosla 7, es una topologia sin puntos aislados y T; (ya

que contiene topologias 7).

Veamos que J es regular: Sean A € [ JCy z € A. Existe p € C, tal que A € p.
Dado que p es regular, existe U € ptalque z € U C cl,(U) C A. Ademas, es

claro que cl7(U) C cl,(U), portanto z € U C cl7(U) C Ay asi J es regular.

Por tanto, por el lema de Zorn, existe un espacio maximal regular numerable.
Ademas, dado que Q es también T}, es facil ver que existe un espacio maximal

regulary 7.

b) Existe un espacio X Hausdorff sin puntos aislados. Sea P el conjunto (orde-
nado por inclusion) de todas las topologias Hausdorff sin puntos aislados sobre
el conjunto X. Sea C una cadena de P. | JC es una base de topologia, y la to-
pologia generada por ella, llamemosla 7, es una topologia sin puntos aislados.
Dado que J contiene topologias Hausdorff, ella misma es Hausdorff. Por tanto,

por el lema de Zorn, existe un espacio maximal Hausdorff.



c) Sea (X, 7) un espacio maximal 75, y sea p O 7 una topologia sin puntos

aislados sobre X. Claramente p es T3, por tanto p = 7. Luego, (X, 7) es maximal.

d) (<) Sea (X, 1) un espacio maximal 73, y sea p 2 7 una topologia sin puntos

aislados sobre X. Claramente p es T}, por tanto p = 7. Luego, (X, 7) es maximal.

(=) Sea (X, 7) un espacio maximal. Considere la siguiente coleccion:

B={U\F: UeryF esunsubconjunto finito de X} . (2.1)

Es claro que B es base de topologia. La topologia 75 generada por 5 es T; ya
qgue claramente cada conjunto de un sdélo elemento es cerrado. Veamos que 75
no tiene puntos aislados: Supongamos que a es un punto aislado de (X, 75),
entonces existen U € 7y F' C X finito, tal que {a} = U \ F'. Por tanto, U es finito.
Pero dado que 7 es Ty y U un abierto finito de 7, se tiene que 7 tiene puntos

aislados. Contradiccion.

Claramente 7 C 7, por tanto 7 = 73, y asi 7 es 7. O

Tenemos de los incisos b) y ¢) del Teorema 2.2 que existe un espacio Hausdorff
y maximal. El punto principal para conseguir este resultado fue que dada una to-
pologia Hausdorff y una topologia mas fina, siempre se obtiene que la topologia
mas fina es también Hausdorff. Sin embargo, con el axioma de regularidad esta
propiedad no se tiene, de modo que no se puede concluir tan facilmente la exis-
tencia de un espacio regular y maximal. Veremos en el Teorema 2.33 que tales
espacios si existen, y a su vez veremos en el Teorema 2.16 que existen espacios

maximal regulares que no son maximales.

Observacion 1: En un espacio T, sin puntos aislados cada conjunto abierto no
vacio tiene infinitos elementos [4, p. 314] . Por tanto, en este trabajo todos los

espacios topolégicos tienen cardinal infinito.

Observacion 2: Si X es un conjunto de cardinal X, dotado con la topologia dis-
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creta, se tiene que X x Q es un espacio topoldgico 75 sin puntos aislados y de
cardinal X,,. Teniendo en cuenta esto, es posible usar la misma prueba del Teore-
ma 2.2 b) para concluir la existencia de espacios maximales de cualquier cardinal

infinito.

2.1 ESPACIOS ULTRADISCONEXOS Y EXTREMADAMENTE
DISCONEXOS

En esta seccidn introduciremos ciertos espacios que seran utiles para caracte-
rizar las topologias maximales. Estudiaremos los espacios ultradisconexos y en
alguna medida los espacios extremadamente disconexos. Veremos en la proxi-
ma seccion que los espacios ultradisconexos estan muy relacionados con las

topologias que son maximales en la propiedad de regularidad.

Definicion 2.3. Un espacio X es llamado ultradisconexo si no tiene puntos
aislados y si para cualesquiera A, B C X disjuntos sin puntos aislados, se tiene

que A y B son disjuntos.

Antes de empezar a caracterizar a los espacios ultradisconexos, haremos notar
los tres siguientes resultados elementales pero importantes acerca de los subes-

pacios de espacios sin punto aislados:

Lema 2.4. Sea X un espacio sin puntos aislados. Se tiene que:

1. Todo subconjunto abierto de X es denso en si mismo, esto es, no tiene

puntos aislados.
2. Si A C X es denso en si mismo, entonces A también lo es.

3. SiA C X es denso ensimismoy A C B C A, entonces B es también

denso en si mismo.

La prueba de estos resultados es trivial.
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Teorema 2.5. Sea X un espacio topoldgico sin puntos aislados. Son equivalen-

tes:

a) X es ultradisconexo.

b) Un subconjunto A de X es abierto y cerrado si, y solo si, A y A° son densos

en si mismos.

Demostracion. a) = b)

(=) Sea A C X abierto y cerrado. Como A es abierto, A no tiene puntos aislados
(Lema 2.4) ; y como A es cerrado, se da que A° es abierto, de modo que A°
tampoco tiene puntos aislados. N6tese que so6lo se usé el hecho de que X no

tiene puntos aislados.

(«<) Sea A C X tal que Ay A° son densos en si mismos. Como A N A¢ = (),
por ser X ultradisconexo se tiene que AN A¢ = (). De aqui es claroque A = Ay

A¢ = Ac. Luego, A es abierto y cerrado.

b) = a) Sean Ay B conjuntos densos en si mismos disjuntos. Considere los

siguientes conjuntos:

A" = A\ B B# = B\ A*. (2.2)

Note que:
A* N B* = (). (2.3)

Por ultimo observe que:
A* UB* = AUB. (2.5)
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De (2.5) y (2.3) es claro que A* = AU B\ B#, o equivalentemente :
A#¢ = (AUB) U B* (2.6)

De (2.4) y el Lema 2.4,3 se tiene que A* y B* son densos en si mismos. Por
otro lado, de (2.6) se tiene que A#* es denso en si mismo, ya que (AU B)"y B#

lo son también. Analogamente se puede ver que B#¢ es denso en si mismo.

Luego, como A* y B# son conjuntos sin puntos aislados tales que sus com-
plementos tampoco tienen puntos aislados, se sigue por b), que A# y B# son
cerrados, pero A C A* C Ay B C B* C B, de modo que A* = Ay B# = B. Por
tanto, por (2.3), se obtiene que AN B = ().

[

Definicion 2.6. Un espacio X es llamado extremadamente disconexo si la ad-

herencia de todo subconjunto abierto de X es un conjunto abierto.

Ejemplo 2.7. Si X es un conjunto infinto, entonces (X, 1..y), en donde 7.,; =
{0y U{A C X : X\ A esfinito}, es un espacio sin puntos aislados, T, y extrema-
damente disconexo. Es bien conocido que (X, 7.,;) s un espacio conexo, lo que
contrasta mucho con el nombre que se le ha dado a la propiedad estudiada. Es
facil verficar que si un espacio extremadamente disconexo sin puntos aislados
es T,, el espacio es disconexo. Mostraremos un ejemplo de espacio extremada-
mente disconexo T, sin puntos aislados en la siguiente seccion, y en el proximo

capitulo la complejidad de estos.

El siguiente resultado es una caracterizacion sencilla de los espacios extrema-
damente disconexos. Fue enunciada por Hewitt. Nosotros damos una prueba

ligeramente distinta.

Lema 2.8. [4, p. 326] Sea X un espacio topoldgico. X es extremadamente dis-
conexo si, y solo si, para todo par de subconjuntos abiertos disjuntos, se tiene

que sus adherencias son también disjuntas.
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Demostracion. (=) Sea X extremadamente disconexo. Sean A, B subconjuntos
abiertos disjuntos. Se tiene que A C X \ B. Dado que X \ B es cerrado, se tiene
que A C X\ B. De esta Ultima expresion se tiene que B C X\ A. X'\ 4 es cerrado

por ser X extremadamente disconexo. Asi, B C X \ A. Portanto AN B = .

(<) Sea A C X un conjunto abierto. Se tiene que (X \ A) N A = 0, luego, por

hipotesis, se da que X \ AN A = (). Por tanto X \ A es cerrado.

Teorema 2.9. Sea X un espacio ultradisconexo. Entonces:

a) Cada subespacio cerrado sin puntos aislados de X es abierto.
b) X es extremadamente disconexo.

c) Cada subespacio sin puntos aislados de X es ultradisconexo.

Demostracion. a) Sea A un subespacio cerrado sin puntos aislados de X. X \ A
es abierto, luego por el Lema 2.4, X \ A no tiene puntos aislados. Del Teorema

2.5 se sigue que A es abierto.

b) Sea A subconjunto abierto de X. Por el Lema 2.4 se tiene que A, al ser la ad-
herencia de un conjunto sin puntos aislados, no tiene puntos aislados. Ademas,
X \ A4, al ser abierto, tampoco tiene puntos aislados. Luego, por el teorema 2.5

se tiene que A es cerrado.

b) Sea Y un subespacio de X sin puntos aislados. Sean A, B subconjuntos de
Y sin puntos aislados (en Y) tales que AN B = (). Note que si Ay B no tienen
puntos aislados en Y, tampoco tienen puntos aislados en X. Por otro lado, es

sabido que:

cy(A) =cx(A)NY cly(B) =clx(B)NY. (2.7)

Dado que A y B no tienen puntos aislados en X y X es ultradisconexo, se tiene

14



que clx(A) Nelx(B) = 0. De donde es claro, por (2.7), que cly (A) N cly (B) = 0.
[

El siguiente teorema no lo encontramos en la literatura, asi que proporcionamos

una prueba de él.

Teorema 2.10. Sea X un espacio T», 1-numerable y extremadamente disconexo.

Entonces, X es discreto.

Demostracion. Supongamos que X tiene un punto de acumulacién z. Existe una
sucesion (z,)new € X \ {z} tal que z,, — z. Supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que (x,) es inyectiva. Debido a que el espacio es T, existe una familia
{B,}ne. de abiertos disjuntos dos a dos tales que z,, € B, para cada n € w. De-
bido a que el espacio es extremadamente disconexo se tiene que B,, N B, = 0.
Sean B; =, ., Bant1 Y B2 = U, ., B2n- Dado que X es extremadamente disco-
nexo, se tiene que B; y B, son abiertos y en consecuencia B; y B, también lo
son. Por otro lado, B, = B, U {z} y B, = B, U {z}. Por tanto {z} = B, N B, es un

abierto. Contradiccion. O
De este resultado se deducen facilmente las dos siguientes proposiciones:
Corolario 2.11. Todo espacio métrico extremadamente disconexo es discreto.
Corolario 2.12. Ningun espacio métrico es ultradisconexo.

Hasta el momento no hemos presentado ningun ejemplo de algun espacio que
sea ultradisconexo. De hecho, hemos mostrado que ningun espacio métrico no
discreto es extremadamente disconexo (y en consecuencia tampoco ultradisco-

nexo). A continuaciéon veremos que, en efecto, los espacios ultradisconexos si

existen.

Teorema 2.13. Todo espacio maximal T; es ultradisconexo, parai € {1,2, 3}.
Demostracion. Sea (X, 7) un espacio maximal 7; (i = 1,2,3) ysea A C X un
conjunto sin puntos aislados tal que su complemento A¢ tampoco tiene puntos
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aislados. Se quiere ver que A es abierto y cerrado, para concluir por el teorema
2.5 que X es ultradisconexo. Denotemos por 74 y por 74 a las topologias de Ay

A° como subespacios de (X, 7), respectivamente.
Considérese la coleccion p ={U UV : U € 14, V € Tac}.

Es facil verificar que p es una topologia T; sobre X. Ademas, es claro que p 2 7.
Luego, p = 7. Por tanto, Ay A¢, al ser abiertos de p, son también abiertos de .
0

2.2 ESPACIOS MAXIMAL REGULARES

En esta seccion veremos que los espacios ultradisconexos regulares son exac-
tamtente los espacios que son maximales en la coleccién de topologias regula-
res. Luego, mostraremos que existen espacios que son maximales en la colec-
cion de topologias regulares, pero no maximales en la coleccién de todas las

topologias.

Caracterizaremos los espacios maximal regulares en términos de los espacios

ultradisconexos.

Teorema 2.14. Un espacio es maximal regular si, y solo si, es regular y ultradis-

conexo.

Demostracion. (=) Se sigue de la prueba del Teorema 2.13.

(<) Sea (X, 7) un espacio regular y ultradisconexo, y sea J 2 7 una topologia

regular sin puntos aislados sobre X.

Sean A € Jyx € A. Dado que J es regular, existe un U € J talque x € U C
cl7(U) C A. Como J no tiene puntos aislados, se tiene que cl7(U)y X \ cl7(U)
son densos en si mismos en 7. Dado que 7 C 7, se tiene que cl7(U) y X \cl7(U)
también son densos en si mismos en 7. Por tanto, por el Teorema 2.5, se tiene

que cl7(U) es abierto. Luego, A € .
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Corolario 2.15. Todo espacio maximal regular es extremadamente disconexo, y
en consecuencia cero-dimensional (esto es, tiene una base de conjuntos abiertos

y cerrados)

Demostracion. Sea X maximal regular. De los Teoremas 2.14 y 2.9 b) se sigue

que X es extremadamente disconexo.

Veamos que X tiene una base de abiertos y cerrados. Sea B = {B;};c; una base
de X. Considérese la coleccion B’ = {B;},c;. SeaU C X y = € U. Debido a que
X es regular, se tiene que existe un B; € B,talque x € B, C B, C U. Como X es
extremadamente disconexo, B; es abierto. Por tanto, B’ es una base de conjuntos

abiertos y cerrados. O

A continuacién mostraremos que existen espacios que son maximales con res-
pecto a las topologias regulares, pero que no son maximales. Recordamos que
con los axiomas de separacion 77 y T, esto no ocurre, por esta razéon es sencillo

garantizar la existencia de espacios Hausdorff maximales.

Teorema 2.16. Existe un espacio maximal regular que no es maximal.

Demostracion. Por el Teorema 2.2 a) existe un espacio M maximal regular y
T). Sea p un ultrafiltro no principal de w y ¢ algun elemento de M. Por el Co-
rolario 2.15, se tiene que M tiene una base de conjuntos abiertos y cerrados
U=1{U:Uecl}.

Considere el espacio X = (w x M) U {p} con la topologia generada por la base
B = B; U B,, donde:
Bi={{n}xU:new,Uecl}

BZ:{<U{n}xUn>U{p}:néw,UnEU,qEUn, KEp}

nekK
Es claro que B si es una base de topologia, y que ademas la topologia generada

por ella, lamémosla 7, no tiene puntos aislados.
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El esquema de la prueba es el siguiente: Veremos que (X, 7) es regular y poste-
riormente veremos que es ultradisconexo para concluir por el Teorema 2.14 que
7 es maximal regular. Por ultimo construiremos una topologia regular sin puntos

aislados mas fina que 7 y concluiremos que 7 no es maximal.
Veamos primero que 7 regular. Es suficiente ver que 7 es cero-dimensional.

Sea {m} x U un basico en B;. Se tiene que:

X\ ({m} xU)=({m} x (M\O)YU | [J {n}xM]U{p} (2.8)

new\{m}

Como p es un ultrafiltro no principal y w \ {m} un conjunto cofinito, se tiene que
w\ {m} € p. Y dado que U es cerrado de M, se tiene que M \ U es abierto de
M. Asi X \ ({m} x U) es abierto.

Sea (U, cx{n} x U,) U{p} un béasico en B,. Se tiene que:

X\ ((U{n}xUn> u{p}> :(U {n}xM) U (U{n}x(M\Un))

nek neKe nek

es claramente abierto. Luego, 7 es regular.
Veamos que X es ultradisconexo:

Sea A C X tal que él y su complemento X \ A son densos en si mismos. Con-
sidere el conjunto A, = {z € M : (n,z) € A}. Supongamos sin pérdida de

generalidad que p € A.

Es facil ver que, el hecho de que A no tiene puntos aislados implica que para

cualquier n € w , A,, tampoco tiene puntos aislados. Asimismo, M \ A,, no tiene
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puntos aislados ya que X \ A tampoco los tiene. De esto concluimos por el teo-

rema 2.14 que A, es abierto y cerrado de M.

Veamos que X \ A es abierto. Sea (n,x) ¢ A, de modo que = ¢ A,. De esto es
claro que (n,z) € {n} x (M \ A,) C X \ A. Asi, X \ A es abierto al ser M \ A,
abierto de M.

Necesitamos ver que A es abierto. Para esto consideremos a el conjunto L =

{n €w:qe A,}. Afirmamos que L € p.

Supongamos que L ¢ p. Dado que p es ultrafiltro, se tiene que L¢ = {n € w :
g € M\ A,} € p. Tenemos entonces que {p} U (U,c..{n} x (M \ A,)) es un
abierto de X contenido en {p} U (X \ A). Por tanto, p es un punto aislado de A.

Contradiccién.

Seay € A:

(.) Caso (i) y = (n,z). Esclaroque x € A,,portantoy = (n,x) € {n}x A, C A,

con A,, abierto.

(..) Caso (ii) y = p. Se tiene que ¢q € A, para todo n € L. De esto es claro que
(Uner{n} x A,) U{p} es un abierto que contiene a {p} y esta contenido en

A. Luego, A es abierto.

Con esto concluimos, por el Teorema 2.14, que X es maximal regular.

Por ultimo, consideremos la minima topologia sobre X que contiene a 7 y tal que
w x {q} es cerrado, esto es, consideremos a p = TU{A\ (wx {q}) : A€ 7}. Esta
topologia es mas fina que 7 y no tiene puntos aislados. Luego, 7 no es maximal.

O
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2.3 ESPACIOS IRRESOLUBLES

En esta seccion estudiamos espacios que no pueden ser “resueltos” en subcon-
juntos densos complementarios. Veremos que los espacios que si pueden resol-
verse en subconjuntos densos conforman una familia muy amplia de espacios

topologicos.

Definicion 2.17. Un espacio es llamado irresoluble si no tiene puntos aislados
y ningun subconjunto denso tiene complemento denso. En caso de que exista
algun conjunto denso con complemento denso, se dira que el espacio es reso-
luble. Un espacio es llamado hereditariamente irresoluble si no tiene puntos
aislados y si todo subconjunto sin puntos aislados es irresoluble (con su topologia

relativa).

El siguiente teorema fue probado por Hewitt. Nosotros completamos los detalles.

Teorema 2.18. [4, p. 328] Ningun espacio métrico es irresoluble.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados. Sea X =
{pP1,P2, s Pas -} = {Pa}aco UNa enumeracion transfinita de X, en donde a va
hasta el primer ordinal con cardinal | X|. Sea A3 = {p1} y Bs = {p>}. Sean o € O
y A,, B, C X disjuntos tales que para cada 8 < «, ps pertenece a A, 0 a B,.
Entonces, si d(pa, Aa) > d(pa, Ba), definimos A,1 = Aq Y Bat1 = Ba U {pa}, €n
caso contrario, definimos A1 = A, U{ps} Y Bas1 = B.. Nétese que en ambos
casos A1 N Byy1 = 0. (En esta prueba usamos de forma intuitiva el Teorema de

Recursion transfinita, para mas detalles acerca de este método veése [7]).

Sean A = J,cp4a Y B = U,co Ba. Es fécil verque AUB = Xy AnB = 0.
Veamos que A es denso. Sean p, € X y B(pa,r) una bola de radio » > 0.
Podemos asumir sin pérdida de generalidad que p, € B. Sea p, # p, tal que
d(pa;py) < 5. S€ puede asumir también sin pérdida de generalidad que p, €
B. Si v > «a entonces p, € B,, por tanto d(p,,A,) < d(p,,B,) < %. Luego,

d(pa, Ay) < d(pa,py) + d(py, Ay) < % < r. Por lo tanto, existe un elemento en
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A, C A que esta en la bola B(p,,r). Si @ > « se obtiene el mismo resultado

analogamente. Asi, A es denso. Andlogamente B es denso. ]

También se tiene que los espacios 2-numerables y los espacios localmente com-
pactos no son irresolubles, de modo que los espacios sin la propiedad de irreso-
lubilidad comprenden una familia muy grande de espacios. A continuacién pro-
baremos que ningun espacio 2-numerable es irresoluble, este resultado es un

corolario de la prueba del Teorema 42 del articulo de Hewitt [4].

Teorema 2.19. Sea X un espacio 2-numerable sin puntos aislados. Entonces X

no es irresoluble.

Demostracion. Sea {U, }.c., una base de X. Dado que X es T y no tiene puntos

aislados, cada U, tiene infinitos puntos.

Sean Ay = {z1}y By ={y1},endonde x;,y; € Uy y 1 # y1. Sean € w. Suponga-
A U{z,}
Y B = U,cn, B U{yn}, donde @, y, € Uy, T # Ym Y Yn 7 T Para todo m < n.

mos que se han definido A,, y B,, para m < n. Definimos A, = |J,,_,,
Sea A= J,, An Y B = U, ., Bn- Por la forma en que se construyeron, es facil
ver que Ay B son disjuntos. Y ademas, son densos, ya que todo conjunto abierto

intercepta a ambos. ]
Teorema 2.20. [2] Ningun espacio localmente compacto es irresoluble.

Hemos visto ejemplos de espacios que no son irresolubles, ahora mostraremos
espacios que si lo son.

Teorema 2.21. Los espacios ultradisconexos 17 son hereditariamente irresolu-
bles.

Demostracion. Sea X ultradisconexo T;. Por el Teorema 2.9 es suficiente pro-
bar que X es irresoluble. Supongamos que X es resoluble. Existen dos densos
D1, D, disjuntos. Dado que X es 77 se tiene que D; y D, son densos en si mis-

mos, luego, por ser X irresoluble se tiene que D, N D, = (). Contradiccion. O
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Por ultimo mostraremos el siguiente teorema que afirma que los espacios irreso-
lubles en los que la irresolubilidad se hereda a los subespacios abiertos son los
espacios en los que para cualquier conjunto tener interior vacio equivale a ser

nunca denso.

Teorema 2.22. Para un espacio X sin puntos aislados las siguientes proposicio-

nes son equivalentes:

a) Todo subconjunto abierto de X es irresoluble.

b) (VA C X)[A° =0 = A es nunca denso] .

Demostracion. a) = b) Sea A C X tal que A° = () y sea U C X abierto.
Tenemos que U \ A es denso en U (ya que si existiese un abierto no vacio de
U contenido en A, por ser U abierto, se tendria que ese mismo abierto de U,
también es abierto de X). Luego, por a), se tiene que A no es denso en U, 0
equivalentemente, A 2 U. Dado que U es un abierto no vacio arbitrario, se tiene
que (A4)° = 0.

b) = a) Sean Y subespacio abierto de X y A C Y denso en Y. Por b) se tiene
que A° # (), esto es, existe un U C A no vacio abierto de X. Luego, Y \ A no es

denso en Y, ya que U (que también es abierto de Y') no intersectaa Y \ A.

2.4 ESPACIOS NODEC

Los espacios nodec son los espacios en los que todos sus subconjuntos nunca
densos son cerrados (y discretos). Veremos que los espacios métricos sin puntos
aislados no pertenecen a esta familia, enunciaremos un teorema que permite
construir estos espacios a partir de cualquier espacio topologico y por ultimo

probaremos que los espacios maximales son nodec.

Definicion 2.23. Un espacio X es llamado nodec si todo subconjunto nunca
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denso es cerrado.

Lema 2.24. Sea X un espacio topoldgico. Un subconjunto de X es cerrado y

discreto si, y solo si, todos sus subconjuntos son cerrados.

Demostracion. (=) Sean D C X cerrado y discreto, y A C D. Por ser D dis-
creto, se tiene que A es cerrado de D. Por tanto, A = clp(A) = clx(A)N D es

cerrado de X, al ser D cerrado.

(<) Sea D subconjunto de X tal que paratodo A C D se tiene que A es cerrado.

Claramente D es cerrado.

Sea a € D. Tenemos que D \ {a} es cerrado, luego, (D \ {a})* = D°U {a} es
abierto. Asi, {a} = (D°U{a}) N D es abierto de D.

Teorema 2.25. Sea X un espacio topoldégico. Son equivalentes:

a) X es nodec.

b) Todo subconjunto nunca denso es cerrado y discreto.

Demostracion.

a) = b) Sea A C X un conjunto nunca denso. Es claro que todo subconjunto de
A es también nunca denso, luego, por a) se tiene que cada subconjunto de A es

cerrado, y asi por el lema 2.24, A es cerrado y discreto.

b) = a) Es claro de la definicion de espacio nodec.
]

A continuacién nosotros damos una prueba de que no hay espacios métricos sin

puntos aislados que sean nodec.

Teorema 2.26. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados. Entonces, X no

es nodec.

23



Demostracion. Sea x € X. X \ {z} no es cerrado. Luego, x € X \ {z}. Por tanto
existe una sucesion (z,)ne. € X \ {z} tal que z, — x. Es facil verificar que
{zn}new €8 NUNca denso, y ademas es claro que = € {z,}new \ {Zn}new- LUEQGO,

X no es nodec. O
Es posible exhibir ejemplos de topologias nodec. Sea (X, 7) un espacio topoldgi-
co, se denota por nwd(7) la coleccién de subconjuntos nunca densos de (X, 7).

Considere la coleccion:

*={V\N:VeryN €nwd(r)}.

El siguiente teorema indica como se pueden construir espacios nodec, a partir

de espacios que no lo son.
Teorema 2.27. [6] Sea (X, T) un espacio topologico. Las siguientes proposicio-
nes son ciertas:

1. V€ 1@ si, y solo si, V Cint, (cl. (int,V)).

2. (X,7*) es un espacio nodec.
Cabe sefalar que 7* es regular sélo si 7 es nodec, en tal caso se da que 7* = 7,
de modo que no es posible obtener una topologia nodec regular usando directa-

mente este teorema [11]. En lo que queda de la seccion demostraremos que los

espacios maximales son nodec.

Teorema 2.28. Sea X maximal. Entonces, X es nodec.

Demostracion. Sea A C X nunca denso.

Considerese la coleccion p = {U U (V' \ A) : U,V € 7}. Es facil verificar que p es
una topologia, y ademas es claro que p O 7, lo que ademas implica que p es T.

Veamos que p no tiene puntos aislados:
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Sea » € X. Dado que 7 no tiene puntos aislados, {z} # U para todo U € .
Por otro lado, sea V' € 7. Se tiene que V' \ {z} es abierto ya que {z} es cerrado.
Como A° =0, sedaque V' \{z} A, o equivalentemente, (V' \ {z})\ A # 0. Asi,
V' \ A # {z}, y por tanto p no tiene puntos aislados.

Se sigue de la maximalidad de 7 que p = 7. Por tanto, al perteencer X \ A a r,

se tiene que A es cerrado.

2.5 ESPACIOS PERFECTAMENTE DISCONEXOS

En esta seccidén introduciremos un concepto que sera esencialmente equivalente

al de espacio maximal.

Definicion 2.29. Un espacio X es llamado perfectamente disconexo si ningin

punto de X es un punto limite de subconjutos disjuntos de X.

A continuacién daremos una caracterizacion de los espacios perfectamente dis-

conexos que serd de mucha utilidad para caracterizar las topologia maximales.

Teorema 2.30. Sea X un espacio topologico sin puntos aislados. Las siguientes

proposiciones son equivalentes:

a) X es perfectamente disconexo.

b) (Vz € X) [{A CX:xeA\ {9:}} es un ultrafiltro] .
c) (VA C X) (Vz € A) [:EGA\{Q:}:MUEAO}.
Demostracion.

a) = b) Seazr € X. Considerese el conjunto:

j:{AgX;x¢m}.
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Por el Teorema 1.27, basta ver que J es un ideal maximal. Es claro que 7 es un
ideal, veamos que es maximal. Sea A C X, por ser X perfectamente disconexo,
setienequez ¢ A\ {z} oz ¢ (X \ A)\ {z}. Asi, alguno de los dos, A 0 X \ A,

pertene a J.

b)=a) Seazr € X ysean A, B C X, tales que AN B = (). Supongamos que
x € A\ {x}. De esto es claro que = ¢ B\ {z}, ya que de otra manera se tendria

que () = AN B esta en el ultrafiltro.

a)=c) Sean A C X yz € Atalque z € A\ {z}. Por ser X perfectamente
disconexo, se tiene que = ¢ (X \ A)\ {z}. Ya que = € A, se tiene que = ¢
(X'\ A) = X\ A4°. Por tanto, = € A°.

¢)=a) Sear € X ysean A,B C X tales que An B = (). Supongamos que
z e A\{z} yque z € B\ {z}. Tenemos que A\ {z} = (AU {z})\ {z}, luego
por ¢) tenemos que = € (AU {z})°. Andlogamente, x € (B U {z})°, por tanto
re (Au{z})°n(BU{z})° = ((An B)U{x})° = (. Contradiccion.

]

De la equivalencia a) <+ b) vemos que la existencia de espacios perfectamente

disconexos sin puntos aislados requiere de la existencia de ultrafiltros.

2.6 CARACTERIZACION DE LAS TOPOLOGIAS MAXIMALES

Veremos ahora una caracterizacién de los espacios maximales, la cual es uno
de los objetivos principales de este trabajo. Esta caracterizacion nos permitira

construir un espacio maximal y regular.

Teorema 2.31. Sea (X, 1) un espacio topologico T, sin puntos aislados. Las si-
guientes proposiciones son equivalentes:

(a) X es perfectamente disconexo.

(b) Un subconjunto de X es abierto si y s6lo si no tiene puntos aislados.
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(c) X es maximal.
(d) X es ultradisconexo y nodec.

(e) X es extremadamente disconexo, nodec y todo subconjunto abierto es irre-

soluble.

Demostracion.

(a) = (b) : En general, todo subconjunto abierto de un espacio sin puntos aisla-

dos, no tiene puntos aislados (Lema 2.4).

Sean A C X sin puntos aislados y x € A. Como A no tiene puntos aislados, = es
punto de acumulacion de A, esto es, € A\ {z}. Por la equivalencia a) <> ¢) en

el Teorema 2.30 se tiene que = € A°. Luego, A es abierto.

(b) = (c) : Sea p una topologia sin puntos aislados tal que p O 7.

Sea A € p. Como p no tiene puntos aislados, A no tiene puntos aislados en p
(Lema 2.4,1), y dado que 7 C p, se tiene que A tampoco tiene puntos aislados

en 7, luego, por (b), se tiene que A € 7. Por tanto 7 = p.

(¢) = (d) : Porel Teorema 2.13 se tiene que X es ultradisconexo y por el Teorema
2.28 X es nodec:

(d) = (e) : Del Teorema 2.9b se tiene que X es extremadamente disconexo y del

teorema 2.21 se tiene que en X todo abierto es irresoluble.

(e) = (a) : Probaremos que X satisface las condicion ¢) del Teorema 2.30. Sean
AC Xyxe A\ {z}. Primero se probara que = € A°. Es claro que (A \ A°)° = {),

luego, por el Teorema 2.22, se tiene que A\ A° es nunca denso, y por el Teorema

2.25, es discreto. Por tanto, = ¢ (A \ A°) \ {z}, lo que implica que = € A°\ {z} C

Ae.

Dado que X es extremadamente disconexo, se da que A° es abierto. Por otro

lado (A° \ A°) tiene interior vacio, luego por el Teorema 2.22 y por ser X nodec,
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se tiene que es discreto y cerrado. Por tanto, por el Lema 2.24, se tiene que
(A°\ A°) \ {z} es cerrado.

Del hecho de que = € A° es facil ver que A°U{z} = A°\ ((A°\ A°) \ {z}). Luego,

A° U {x} es un abierto (contenido en A). Por tanto = € A°.
O
Para finalizar esta seccién mostraremos un diagrama que muestra las implicacio-

nes entre varias de las propiedades estudiadas en este capitulo. El diagrama es

valido para un espacio topoldgico sin puntos aislados (7).

regular

| Perfectamente disconexo <———Maximal|
|

. ; T .
Maximal regular Ultradisconexo ———| hered. irresoluble| | nodec|
| Extremadamente disconexo | lirresoluble |

En este diagrama las flechas indican las implicaciones entre las propiedades.
Si alguna flecha tiene una etiqueta encima, esta etiqueta indica qué axioma de

separacioén se requiere para que la implicacion sea valida.

2.7 UN ESPACIO REGULAR Y MAXIMAL

En esta seccidn probaremos la existencia de un espacio regular y maximal, para

esto necesitaremos primero probar el siguiente lema:

Lema 2.32. Sea X un espacio reqular y numerable. Si todo subconjunto abierto

de X es irresoluble, entonces:

Ax ={x € X :3D C X discreto tal que z € D\ D} (2.9)
es nunca denso.

Demostracion. Por el Teorema 2.22 es suficiente probar que Ay tiene interior
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vacio. Veamos primero que:
(Vx € AS) (3D C A% ) [D esdiscretoy x € (cla D)\ D].

Seaz € X. Siz € A%, existe un D’ discreto tal que = € D'\ D'. Considérese el

conjunto D = D' N A%. Es féacil verificar que x € (cla, D)\ D.

Si se prueba que Ay # X, automaticamente queda probado que si U es un
abierto no vacio se da que Ay # U, ya que U como subespacio de X hereda
todas las propiedades que condicionan el Lema 2.32. Por otro lado, se mostrara
que Ap, = Aue, implicando que Ay = () para cualquier abierto no vacio U, en

particular, que A% = 0.

Veamos que Aj; = Aue . Claramente Ap; O Aae . Sea z € X. Supongamos que
x € Af;, entonces existe un discreto D C A7, tal que z € (cla, D) \ D . De esto es

claro que x € (clag D) \ D. Luego, z € Axe .

Por tanto, basta probar que Ax # X para culminar la prueba.

Supongamos que Ax = X. Sea X = {s, : n € w} una enumeracion de X.

Construiremos una sucesion de discretos (D, : n € w) disjuntos que cumplan las

siguientes condiciones:
a) (Vn € w) (Vk < n) [Dy, C D,]

b) (Vn € w) [sn € D_n}

Sin embargo esto no es posible, ya que |, Don ¥ U,,c,, D2n+1 SON dos conjuntos

disjuntos y densos.

La construccién es como sigue: Dy = {so}. Sea n € w y asumamos que ya se ha
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construido cada Dy, para k < n. Considere el conjunto abierto Y = X\ (D,,\ D,,).
Dado que X es regular y numerable, y D,, es discreto, existe una coleccién de
abiertos disjuntos {U, : = € D, }, tales que x € U, C Y, para cada = € D,. Por

otro lado, de a) se tiene que:

c) (Vz € D,,) [Uy N Uy, Di] -

Dado que para cada = € D, se tiene que = € Ay, existen discretos D, C U, tales

quex € D, \ D,.SeaT =|J{D, : z € D,}. Definimos D,,,; como sigue:

T Sis,01 €T

Dn+1 = . _
TU {Sn+1} Sl Sp41 ¢ T

Verifiguemos que D,,,; es como es deseado:

1) Se tiene que D, C T C D, por la forma en que se definié D, ,,. Ademas,

por a), se tiene que D, C D,, .1, para todo k < n.

2) Veamos que D, N D, = 0 para todo k£ < n. Se tiene que 7' N |J,_,, Dr €
U{U. : « € D,} NU,.,, Dr = 0, siendo la Ultima igualdad por c). Si s,1 € T,
entonces D1 N, Dr = 0. Si s,1 ¢ T, entonces por 1), s,+1 ¢ D, para todo
k < n, portanto D, NU,.,, Dr = 0.

Por otro lado, se tiene que T'N D, = () ya que para todo = € D, se tiene que
D.ND,=D,NU,ND,=D,N{z}=0.Sis,, €T,entonces D,,, N D, = 0.
Si 5,1 ¢ T, entonces por 1), s,.1 ¢ Dy, yasi D,,1 N D, = {.

3) T es discreto ya que es la unién numerable de discretos (D,) contenidos en

abiertos disjuntos (D, C U,). De esto, es claro que D, es discreto.

Por tanto, (D,, : n € w) es una sucesién de discretos disjuntos que verifican a) y
b).
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A continuacién probaremos que existe un espacio numerable maximal y regular.
Debido al Teorema 2.31, probar la existencia de tal espacio es equivalente a

probar el siguiente teorema.

Teorema 2.33. Existe un espacio numerable, ultradisconexo, nodec y regular.

Demostracion. Por el Teorema 2.2 a) existe un espacio X maximal regular, nu-
merable y 7;. Por el Teorema 2.14 X es ultradisconexo, y por el Teorema 2.5
c) todo subespacio de X denso en si mismo es ultradisconexo. Por tanto, por
el Teorema 2.14 y 2.5 es suficiente encontrar un subespacio de X denso en si

mismo y nodec.

Sea § = {z € X : no existe ningun subconjunto nunca denso D tal que = €
D\ D}.

0 es nodec: Sea A C # nunca denso de 6. Se tiene que A es también nunca
denso de X. Si A no fuese cerrado, existiria un = € 0, tal que x € A\ A. Luego,

A es cerrado. Por tanto, 6 es nodec.

Sea © = {z € X : no existe ninglin subconjunto discreto D tal que = € D \ D}.

Veamos que 0 = O:

En un espacio sin puntos aislados todo discreto es nunca denso, por tanto § C ©.
Sea A algun subconjunto nunca denso de X y sea D = {z € A : z es punto
aislado de A}. D es claramente discreto. Para probar que 6 O O es suficiente
probar que D D A. Supongamos que A\ D # (. Tenemos que A\ D no tiene
puntos aislados. Por otro lado, X \ (4 \ D) es denso, y en consecuencia no tiene
puntos aislados. Por tanto, por el Teorema 2.5, A\ D es abierto, lo que es con-

tradictorio ya que A\ D esta contenido en un conjunto nunca denso.
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Por el Teorema 2.21 X verfica las condiciones del Lema 2.32. Por tanto, X \ 0 es

nunca denso, de modo que # es denso. Por tanto, 6 es denso en si mismo. O
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Capitulo

COMPLEJIDAD DE TOPOLOGIAS
NUMERABLES MAXIMALES

En el capitulo anterior obtuvimos resultados generales acerca de las topologias
maximales y construimos espacios numerables con topologia maximal. Se obser-
vé que los espacios maximales tienen propiedades topoldgicas bastante inusua-
les, basicamente las propiedades de ser nodec, irresoluble y extremadamente
disconexo. En particular vimos que los espacios métricos no poseen ninguna de
estas propiedades. Esto motiva el estudio de la complejidad de estas topologias
sobre conjuntos numerables. En la siguiente seccion explicaremos qué quere-

mos decir cuando hablamos de la complejidad de una topologia.

3.1 ELEMENTOS DE TEORIA DESCRIPTIVA DE
CONJUNTOS

Sea X un espacio polaco (esto es, un espacio separable y metrizable por una
métrica completa), se define la clase de los borelianos de X, denotada por
B(X), como la menor c—algebra que contiene a los abiertos de X. Recordemos

gue una o—algebra es una coleccién de conjuntos cerrada bajo uniones nume-
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rables y complementacion. Un subconjunto de X se dice que es boreliano si
pertenece a B(X). Por ejemplo, los conjuntos abiertos, los conjuntos cerrados
(complementos de abiertos), los conjuntos F,, (uniones numerables de cerrados)

y los conjuntos G5 (complementos de conjuntos F,) son borelianos.

Un subconjunto A de un espacio polaco es llamado analitico si es la imagen
continua de un espacio polaco. La clase de conjuntos analiticos de un espacio
polaco X es denotada por X1(X). A continuacién presentamos varios teoremas

con relacién a los conjuntos analiticos que pueden ser consultados en [5, 8].

Teorema 3.1. Sea X un espacio polaco y A C X no vacio. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes:
1. A es analitico.

2. A es la proyeccion de algun boreliano en X x Y donde Y es un espacio

polaco.

Teorema 3.2. Sea X un espacio polaco. Entonces B(X) C ¥i(X), esto es, la
clase de los borelianos esta contenida estrictamente en la clase de los conjuntos

analiticos.
Teorema 3.3. La clase X} es cerrada bajo intersecciones y uniones numerables.

Teorema 3.4. Sean X eY espacios polacos. Si A C X xY es analitico, entonces
la proyeccion de A sobre X, definida porm (A) = {x € X : Jy €Y, (z,y) € A}, es
analitica en X .

El siguiente teorema se conoce como Teorema de Suslin.

Teorema 3.5. La clase de conjuntos borelianos es exactamente la clase de con-

juntos analiticos con complemento analitico.
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Definicion 3.6. Sean X,Y espacios polacos, una funciéon f : X — Y es una
funcién borel si para cada conjunto boreliano A de Y, se tiene que f~'(A) es un

conjunto boreliano de X .

Teorema 3.7. Si f : X — Y es una funcion borel, entonces la grafica Graf(f)
de la funcion f, definida por Graf(f) = {(z,y) : v = f(z)}, es un subconjunto

boreliano de X x Y.

En este contexto, entenderemos la complejidad de la siguiente manera: los con-
juntos borelianos seran los mas simples, los conjuntos analiticos no borelianos

seran mas complejos, y los conjuntos no analiticos seran aun mas complejos.

Para estudiar la complejidad de una topologia sobre un conjunto X numerable,
miraremos a = C P(X) como un subconjunto de 2%, en donde 2% tiene la to-
pologia producto. Esto se hace identificando a cada subconjunto A C X con su
funcién caracteristica x4 : X — {0, 1}. Note que 2% es homeomorfo a 2«, ya que
|X| = |w|. De modo que se puede estudiar a la topologia en cuestién como un
subconjunto del espacio de Cantor. Asi, es posible estudiar la complejidad de
las topologias. Por ejemplo, podemos preguntar si cierta topologia es boreliana

como un subconjunto del espacio de Cantor.

Diremos que una topologia es analitica si es analitica como un subconjunto de
2X. Asimismo, diremos que un espacio es analitico si su topologia es analiti-
ca. Este enfoque fue introducido en [10]. De igual manera se puede estudiar la
complejidad de cualquier familia de subconjuntos de un conjunto numerable, por

ejemplo la complejidad de un filtro o un ideal.
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3.2 COMPLEJIDAD DE TOPOLOGIAS IRRESOLUBLES

Es esta seccion analizaremos la complejidad de las topologias irresolubles T},

para ello necesitaremos hacer uso de los dos proximos teoremas.

Para enunciar los teoremas introduciremos un par de definiciones: un subconjun-
to A C X de un espacio topoldgico se llamara magro si es la union numerable de
conjuntos nunca densos, y se dira que tiene la propiedad de Baire si existe un
abierto U del espacio tal que la diferencia simétrica A A U es un conjunto magro
[5, 8].

Teorema 3.8. [9, Jalali-Naini, Talagrand,p. 32] Sea T un ideal no principal sobre

un conjunto numerable X . Las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. 7 tiene la propiedad de Baire.

2. Existe una particion A = {A;}.c., de subconjuntos finitos de X tal que nin-

gun miembro de T contiene una union infinita de A.

Teorema 3.9. [5, p. 153] Los conjuntos analiticos tienen la propiedad de Baire.

Con estos teoremas, ya podemos presentar el teorema central de esta seccion.

Teorema 3.10. [11] Sea X un espacio Ty numerable sin puntos aislados y con
topologia analitica. Entonces X es resoluble. Mas atn, X es R,-resoluble, esto

es, existe una familia numerable de conjuntos disjuntos densos.

Demostracion. Sea X = {z;},c, una enumeracionde X.Sea [; = {A Cw\ {j} :
z; ¢ {x; :i € A}}. Claramente I; es un ideal sobre w\ {j}. Mas aun, por ser X un
espacio 7 se obtiene que I; contiene a todos los subconjuntos finitos de w \ {;},

esto es, es no principal.

Veamos que I; es analitico. Tenemos que:

AG]J‘@HVEQX(VET/\.IJ'EV/\VQ{.IZ‘}Z‘EA:@).
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Considere la relacion R C 29\U} x 2% definida por:
(A, VYeRe (VerAhx e VAV N{xi}tica=10),
o de manera analoga, R = R; N Ry, N R3, donde:

(A V)eRieVer
(AV)eRy oz, €V
(A V)e Ry & (VN{zitiea=0) & Vicw)(z; ¢ VVigA).

Debido a que 7 es analitica, R, es un subconjunto analitico de 2«\{7} x 2%, R, es
abierto y cerrado, y R3 al ser interseccion de cerrados, es también cerrado. Por

tanto, R es analitico. Asi, I; = m;(R) es analitico por el Teorema 3.4.

De ahora en adelante identificaremos a cada elemento de X con su indice para
evitar sobrecargar la notacion. Dado que I; es analitico, tiene la propiedad de
Baire, por el Teorema 3.9. Por tanto, por el teorema de Jalali-Naini, Talagrand,
existe para cada j € w, una coleccién {Aﬁ}iew disjunta dos a dos de conjuntos
finitos de w \ {j} tal que X \ {z;} = U

infinito.

Af yque z; € Uep AZ para todo B C w

=)

Sea f : w — w una funcién tal que para cada a € w, f~!(a) es infinito. Definamos

g:w — {A}; i, de la siguiente manera:

g(1) = A/

g(n) = Ai(n), donde k = min{l € w: Alf(n) N U g(i) = 0}.

<n

Sea r; € X. Como f~'(j) es infinito, se tiene que g[f~'(j)] = {A! : i € B} pa-
ra algin B C w infinito, por tanto, z; € Jg[f~'(j)]- Luego, U;c, Uglf'(j)] es
denso. Podemos particionar g[f~'(j)] en infinitos subconjuntos infinitos, llame-

mos {B;,}:c. a tal particion. Aplicando el argumento precedente a cada B; ; se
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tiene que z; € |J B;; para cada i, luego, ;.U B;; €s denso para cada i € w.
Por tanto, {U,, U Bi;}icw s una familia infinita numerable de densos disjuntos.

Luego, X es Ny-resoluble, y en particular, resoluble. O

3.3 COMPLEJIDAD DE TOPOLOGIAS EXTREMADAMENTE
DISCONEXAS

En esta seccién estudiaremos la complejidad de los espacios extremadamen-
te disconexos. Para obtener el resultado principal de esta seccién se usaré el

siguiente teorema.

Teorema 3.11. [9, p. 33] Sea X un conjunto numerable. Si T es un ideal maximal

no principal sobre X, entonces T no es analitico.

Demostracion. Sea Z un ideal maximal no principal. Supongamos que Z es ana-
litico. Por el Teorema 3.9 7 tiene la propiedad de Baire y por el Teorema de
Jalali-Naini Talagrand, existe una particion A = {4, };c, de X tal que la unién de
cualquier subcoleccién infinita de A no esta en el ideal. Tenemos por tanto que
{Ag}icw ¢ Z, pero por la maximalidad de Z se tiene que {As;11}icw € Z, lo que

contradice el Teorema de Jalali-Naini Talagrand. O

A continuacién probamos el resultado principal de esta seccidén acerca de las

topologias extremadamente disconexas.

Teorema 3.12. [12, p. 521] Sea X un espacio T, numerable sin puntos aislados

y con topologia analitica. Entonces X no es extremadamente disconexo.

Demostracion. Sea x un punto no aislado de X. Dado que X es T, existe una
familia maximal {O;};c; de abiertos disjuntos, tal que = ¢ O; para todo i € I.
Ademéas note que I es numerable. SeaZ = {A C I :x ¢ J,., O;}. T es un ideal
sobre I no principal. Claramente la unién finita y los subconjuntos de elementos

de 7 estan en Z. Ademas es claro que los subconjuntos finitos de I estan en Z.
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Veamos que I ¢ Z. Supongamos que = ¢ | J._, O;, entonces existe un abierto U

el
talque z € Uy UNY,4 O; = 0, de modo que es posible afiadir un abierto V' C U
a {O;};, manteniendo esta coleccion las mismas propiedades, contradiciendo su

maximalidad.

Veamos que Z es maximal. Sea A C I. Dado que X es extremadamente disco-

nexo, por el lema 2.8, 0, N O, = (), paratodoi € Ay j € I\ A. De esto es facil

ver que ;. s 0iNU;epn 4 O; = 0. Luego, U, OiNU,cp 4 O; = 0. Portanto, A€ 7
ol\AeT.

Luego, por el Teorema 3.11, se tiene que Z no es analitico.

Por otro lado, tenemos que:

AcTeIVe2X(VernzeVANED[IEA=VNO; =0))
SIVe2*VerAzeVANMel)(i¢g AVVNO; =0))

Considérese la relacion R = R; N R, donde:
<A7V>€R1<:>V€T
(AVYeR, saxe VAN el)(ig AVVNO; =10)

Se tiene que R, es boreliano en 2! x 2X y R, es analitico debido a que 7 es una
topologia analitica. Luego, R es analitico, y Z = m;(R) es también analitico por el

Teorema 3.4, contradiciendo la maximalidad de Z.

3.4 COMPLEJIDAD DE TOPOLOGIAS NODEC
En las dos ultimas secciones hemos visto que los espacios T, extremadamente

disconexos y los espacios T; irresolubles (no discretos, en ambos casos) no son

analiticos, y en consecuencia no existen topologias analiticas que sean maxi-
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males. A continuacién presentaremos ejemplos de topologias nodec borelianas,

para esto necesitaremos hacer uso del siguiente lema.

Lema 3.13. [13] Sea T una topologia sobre un conjunto X numerable. Si  tiene

una base F,, entonces el operador clausura cl, : 2* — 2% es una funcion borel.

Teorema 3.14. [11] Sea (X, 7) un espacio numerable. Sea cl, : 2X — 2% el
operador clausura respecto a . Si cl,. es borel, entonces t* es boreliana. Donde,

recordemos, T = {V \ N : V € 7 y Nes nunca denso.}

Demostracion. Dado que cl, es borel y int.(A) = X \ cl,(X \ A), se tiene que
int, : 2% — 2% es también borel. Por tanto, f = int, o cl. o int, es borel.

Del Teorema 2.27 a), tenemos que:

VerreVCfV)
IV e2XW=fV)AVCW).

Considere la relacién R C 2% x 2% definida por:

W,V)eRaW = f(VIAVCW
s (VW) e Graf(f)ANV CW.

Dado que f es borel, se tiene que la grafica de f, denotada por Graf(f), es
un conjunto boreliano de 2% x 2X. Por tanto, R es boreliano en 2% x 2X. Asi,

7% = m (R) es analitico.
Por otro lado, tenemos que:
Vérrsv g v
SIWe2Z*W=FfV)AVIW).
Denotemos por R’ la siguiente relacién:
W,V)ER W =fV)AVEW
& (V,W) e Graf(f) NV € W.
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R’ es boreliano, por tanto P(X)\ 7® = m (R'). Tenemos que 7* y su complemento

son analiticos, luego, por el Teorema de Suslin, 7 es una topologia boreliana.
O

Teorema 3.15. Sea 7 la topologia usual sobre Q. Entonces t* es una topologia

nodec boreliana.

Demostracion. Dado que Q tiene una base numerable B, es claro que B es F,
como subconjunto de 29. Luego, por el Lema 3.13 y el teorema 3.14, se tiene

que 7* es una topologia nodec boreliana. O

En la seccion 2.4 habiamos senalado que el Teorema 2.27 no podria usarse
directamente para producir topologias nodec borelianas que sean regulares. Un
resultado interesante de C. Uzcategui y S. TodorCevi¢ con relacion a este punto

es el siguiente teorema.

Teorema 3.16. [11] Existe un espacio regular, nodec, sin puntos aislados y con

topologia analitica.
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Capitulo

CONCLUSIONES

Para el estudio de las topologias maximales se han introducido y estudiado las
nociones de espacios ultradisconexos, perfectamente disconexos, extremada-
mente disconexos, nodec e irresolubles. Se dio una caracterizacion en términos
de estos conceptos, a saber, el Teorema 2.31. Este teorema afirma que los espa-
cios maximales son los espacios perfectamente disconexos sin puntos aislados,

y estos a su vez, son los espacios ultradisconexos nodec.

Hemos visto que las propiedades que se usaron para caracterizar las topologias
maximales son propiedades muy inusuales y se prob6 que ningun espacio mé-
trico sin puntos aislados las tiene. Esto motivo el estudio de la complejidad de
las topologias que poseen estas propiedades. En dicho estudio nos restringimos
a topologias sobre conjuntos numerables. Apoyandose de resultados de Teoria
descriptiva de Conjuntos, se prob6 que los espacios irresolubles 7 no son ana-
liticos, que los espacios extremadamente disconexos 7, tampoco son analiticos

y se mostré un ejemplo de un espacio nodec boreliano.

Otro resultado importante del trabajo fue estudiar la prueba de que existen espa-

cios maximales numerables con la propiedad de regularidad.
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