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RESUMEN

Homeomorfismos locales, una gran clase de funciones ligeras y funciones de fibra finita, son ejemplos de
funciones localmente inyectivas. Por esta razén, las funciones localmente inyectivas pueden ser un camino
para conseguir importantes aportes en matematicas y por lo tanto, es indispensable estudiar esta clase de
funciones entre continuos.

Esta monografia estd enfocada a estudiar propiedades que puedan preservar este tipo de funciones, carac-
teristicas de los continuos para que toda funcién localmente inyectiva entre ellos sea un homeomorfismo y
propiedades de tipo algebraico como las propiedades de composicién y factor.

Esta monografia esta dividida en tres capitulos distribuidos de la siguiente manera: En el primer capitulo se
dan herramientas para construir continuos, como las intersecciones anidadas de continuos, el producto de
continuos y el limite inverso de una sucesién inversa de continuos. En el segundo capitulo se da definicién,
ejemplos y propiedades de funciones localmente inyectivas, ademas se estudian grafos, arboles, dendritas,
continuos que son unién finita de arcos, continuos Ginicamente arcoconexos y continuos con una cantidad
finita de arcocomponentes. En el tercer capitulo se prueba que las dendritas y los continuos de Knaster
son continuos arbolados y se demuestra que toda funcién localmente inyectiva de un continuo sobre un
continuo arbolado es un homeomorfismo.
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ABSTRACT

Locally homeomorphisms, a large class of light maps, and finite fiber maps, that are examples of locally
one-to-one maps. For this reason, locally one-to-one maps may be a way to get important contributions for
the mathematics, therefore, it is indispensable to study this class of maps between continua.

This monograph is focused to study properties that this kind of maps can to preserve, characteristics from
continua so that each locally one-to-one map between them is an homeomorphism, and algebraic kind
properties, for example, composition and factor property.

This monograph is divided in three chapters distributed as follows: The first chapter gives tools to build
continua, for example, nested intersections of continua, the product of continua and the inverse limit of
an inverse sequence of continua. The second chapter provides definition, examples and properties from
locally one-to-one maps, also it studies graphs, dendrites, continua that are the union of finitely many arcs,
continua only arc-connectedness and continua with a finitely many of arc-component. The third chapter
provides the proof that dendrites and Knaster continua are tree-like continua and here it shows that each
locally one-to-one map from a continuum onto a tree-like continuum is an homeomorphism.
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Introduccion

En topologia es muy importante estudiar propiedades de manera local. Por ejemplo,
los espacios localmente conexos y localmente compactos forman parte de teoremas que
constituyen una herramienta fundamental para el desarrollo de la topologia.

Si queremos realizar algin trabajo de investigacion en topologia, es indispensable
el uso de funciones continuas, en algunos casos, con propiedades adicionales como los
homeomorfismos, las funciones abiertas, cerradas, monétonas, inyectivas, etc. Estas
clases de funciones se pueden estudiar de manera local, por ejemplo, los homeomorfismos
locales constituyen una clase muy importante y estudiada en topologia algebraica y
analisis complejo.

En general, siempre que tenemos una clase de funciones continuas, podemos es-
tudiarla de manera local naturalmente; esto es, si por ejemplo tenemos la clase de
funciones monétonas, podemos decir que una funcién es localmente monétona si para
cada punto existe un vecindad abierta del punto tal que la restriccién de la funcién a
esta vecindad es mondtona.

En este trabajo estudiaremos la clase de funciones localmente inyectivas. Esta clase
de funciones ha sido estudiada por diferentes autores con diferentes propositos. No-
sotros estudiaremos, particularmente, funciones localmente inyectivas definidas entre
continuos (espacios métricos, compactos y conexos). Ademas de estudiar los trabajos
desarrollados hasta este momento, estudiaremos propiedades que puedan preservar este
tipo de funciones, caracteristicas de los espacios para que las funciones cumplan al-
guna propiedad adicional y propiedades de tipo algebraico como las propiedades de
composicion y factor.

Homeomorfismos locales, una gran clase de funciones ligeras y funciones de fibra
finita, son ejemplos de funciones localmente inyectivas. Por esta razon, las funciones
localmente inyectivas pueden ser un camino para conseguir importantes aportes en

matemética y por lo tanto, es indiscutible la importancia de estudiar esta clase de
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funciones entre continuos.

Una de las principales causas que motivo a la realizacion de este trabajo de grado,
es el estudio de condiciones suficientes y necesarias para que una funcién localmente
inyectiva entre continuos sea un homeomorfismo. En [1] se estudian estas condiciones
para funciones localmente inyectivas de un continuo sobre si mismo. En [5] se hace
un estudio mas general, donde se prueba que toda funcién localmente inyectiva de un
continuo sobre un continuo arbolado es un homeomorfismo, este resultado probado por
la profesora Jo W. Heath en 1996, generaliza los resultados previos obtenidos por T.
Mackowiak en 1977, quien prueba que todo homeomorfismo local de un un continuo
sobre un continuo arbolado es un homeomorfismo y por T. Rogers en 1995, quien prueba
que toda funciéon localmente inyectiva de un continuo hereditariamente descomponible
sobre un continuo arbolado es un homeomorfismo. Este trabajo esta dividido en tres
capitulos distribuidos de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se dan herramientas para construir continuos, como son las inter-
secciones anidadas de continuos, el producto de continuos y el limite inverso de una
sucesion inversa de continuos.

En el Capitulo 2 introducimos la definicién de funcién localmente inyectiva entre
continuos y homeomorfismo local entre continuos. Veremos un resultado que nos permi-
tira decidir cuando una funciéon localmente inyectiva es homeomorfismo local. Ademas
mencionaremos algunas propiedades de las funciones localmente inyectivas, como por
ejemplo, que la composicion de funciones localmente inyectivas es localmente inyecti-
va. Igualmente haremos un breve estudio de continuos arcoconexos sin curvas cerradas
simples, en particular las dendritas y los arboles.

En el Capitulo 3 daremos la definicién de continuo arbolado e ilustraremos algunos
ejemplos de continuos arbolados que no son arboles y por tdltimo daremos una prueba
detallada y muy elaborada del resultado mas relevante de este trabajo, el Teorema de
Heath.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos conceptos basicos de teoria de continuos que usamos
en el estudio de las funciones localmente inyectivas. Este capitulo lo desarrollamos de la
siguiente manera: en la primera seccién definimos continuo y damos algunos ejemplos,
en las tres secciones siguientes mostraremos herramientas para construir continuos co-
mo son: intersecciones anidadas, productos y limites inversos, y por dltimo, damos la

definiciéon de continuo encadenable y presentamos algunos ejemplos.

1.1. Definicién y ejemplos de continuos

A continuaciéon presentamos los espacios donde trabajaremos el desarrollo del pre-

sente escrito.

Definicion 1.1.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente

del vacio.
Los siguientes son algunos ejemplos clasicos de continuos.
Ejemplo 1.1.2. Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1].

Observacion 1.1.3. Denotamos por ab el arco, tal que si h : [0,1] — ab es un homeo-
morfismo, entonces h(0) = a y h(1) = b. Ademas, diremos que a y b son puntos finales

del arco ab.

Ejemplo 1.1.4. Una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo al conjunto S* =
{z eR?: ||z|| = 1}.
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Ejemplo 1.1.5. Para algtn entero n > 3, un n—odo es un espacio homeomorfo a
la union de n arcos U?:Oa_bi, donde a = (0,0), by = (1,0) y b; = (1,%), para cada
i€{1,2,...,n— 1}. En particular, un 3—odo (triodo) se puede ver como el de la Figura
1.1.1.

q1 q2

43
Figura 1.1.1: Triodo

Hasta ahora todos nuestros continuos son localmente conexos. Los siguientes son

ejemplos de continuos que no son localmente conexos.

Ejemplo 1.1.6. La curva del topdlogo es la adherencia de W, donde
W ={(z,sen(l/z)) e R*: 0 <z < 1};

es decir, la curva del topélogo que denotaremos por S es S =W U ({0} x [—1,1]).

S

Figura 1.1.2: Curva del topologo S
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Ejemplo 1.1.7. El abanico armdnico, que denotamos por F, se define como F, =
U;;O:Oa_bn, donde a = (0,0), bp = (1,0) y b, = (1, %), para cada n € N. La Figura 1.1.3

representa Fi,.

s L3l = B

— e

Figura 1.1.3: Abanico arménico Fy,

Finalizamos esta secciéon con dos resultados relacionados con funciones continuas
entre continuos. En las pruebas s6lo mostramos las ideas principales con el fin de no

extender el trabajo con conceptos basicos de topologia general.

Teorema 1.1.8. Sea f: X — Y wuna funcion continua entre continuos, entonces f es

cerrada.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua entre continuos. Dado K C X
cerrado. K es compacto, por [4, Teorema 1.4, pag.224]. Como f es continua, entonces
f(K) C Y es compacto. Por otro lado Y es Hausdorff. Asi, f(K) es cerrado, por [4,
Teorema 1.4, pag.224]. Por lo tanto f es cerrada. Q.E.D.

Corolario 1.1.9. Sea f: X — Y wuna biyeccion continua entre continuos, entonces f

es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua y biyectiva entre continuos.
Por el Teorema 1.1.8., f es cerrada. Asi, f es un homeomorfismo, por [4, Teorema 12.2,
pég.89]. Q.E.D.
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1.2. Interseccion anidada de continuos

Una de las técnicas méas importantes para obtener ejemplos de continuos es el uso
de las intersecciones anidadas. A continuacion, después de la prueba del siguiente lema,

mostramos que la intersecciéon anidada de continuos es un continuo.

Lema 1.2.1. Sean {X;};°, una sucesion de espacios métricos compactos tales que
Xit1 C X, para todot € N y X = ﬂ;’il X;. Si U es un abierto de X, tal que X C U,
entonces existe N € N tal que X; C U para todo i > N. En particular, si cada X; # 0,

entonces X # () y claramente, X es métrico y compacto.

Demostracion. Supongamos que para cada i € N, existe x; € X; \ U. Como X; \ U
es un espacio métrico compacto, podemos suponer que la sucesion (z;);-, converge a
algin punto p € X; \ U. Como X;,; C X; para cada i, para cada k, x; € X} para todo
i > k. Por lo tanto p € X}, para cada k. Asi, p € X. Como p ¢ U, contradecimos que
X C U. Por lo tanto, existe N € N tal que X; C U para todo i > N. Esto prueba
la primera parte del lema. Finalmente, si X # (), basta tomar U = () y tenemos que

X; # ) para todo i > N. Con lo que completamos nuestra prueba. Q.E.D.

Teorema 1.2.2. Sean {Xi}fil una sucesion de continuos tales que X;11 C X; para

todoi € Ny X =2, X;. Entonces X es un continuo.

Demostracion. Por el Lema 1.2.1., X es un espacio métrico, compacto y diferente
del vacio. Supongamos que X no es conexo. Entonces X = AU B, donde A y B son
disjuntos, no vacios y cerrados. Como X; es un espacio normal, por [4, 3.2, pag.144]
existen abiertos disjuntos V' 'y W de Xy, talesque ACV y BCW.SealU =V UW.
Entonces por el Lema 1.2.1., X,, C U para algin n € N. Por lo tanto, X,, = (X,, N V)U
(X, NW). Como X = AUB, X C X,,, A% 0y B # (), tenemos que X, NV £ 0 y
X, NW # (. Asi, contradecimos que X,, es conexo. Q.E.D.

Ejemplo 1.2.3. La carpeta de Sierpinski es un continuo. Sean C; = [0,1] x [0,1] y
Co =C1 \ {(%, %) X (%, %)}, es decir, para construir C, tomamos el cuadrado C; y lo
dividimos en nueve subcuadrados iguales de los cuales extraemos el interior del cuadrado
de la mitad. De forma similar, tomamos Cy que esta formado por ocho cuadrados de los
cuales a cada uno de estos lo dividimos en nueve subcuadrados iguales y quitamos el

interior del cuadrado de la mitad para obtener Cz, ver Figura 1.2.1. Continuando con
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este proceso definimos una sucesion de continuos {C,} -, tal que C,41 C C,, para todo
n € N. Definimos C = (), C,,. Por el Teorema 1.2.2., C es un continuo y es conocido

como la carpeta de Sierpinski.

7
Cs

Figura 1.2.1: Carpeta de Sierpinski

1.3. Producto de continuos

Sea {X, : @ € A} una coleccion de continuos y definimos

HXO‘ = {(xa)aeA : 1o € X, para cada o € A} )

acA

Para cada A € A definimos 7y : [[ X, — X\ por 7, ((xa)aeA) = x,. El espacio [[ X,

lo dotamos de la topologia producto, cuya topologia es generada por la base
B = {ﬂﬂ';il (Uy,;) : Uy, es abierto de X, v {a1,a9,...,a,} C A} )
i=1

En esta seccion mostramos que [ [ . 4 Xo es un continuo si A es a lo més numerable.

Proposicion 1.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces d'(x,y) = min{d(z,y); 1}

define una métrica sobre X la cual induce la misma topologia que la métrica d.

Demostracion. Veamos que d'(z,y) = min{d(z,y); 1} define una métrica sobre X.
Sean z, y, z € X. Tenemos que d'(z,y) = 0siy solosid(z,y) = 0siysodlosiz=y.Para
verificar que d’ satisface la desigualdad triangular, consideremos todos los casos posibles.

Primero supongamos que d'(z,y) = d(z,y), d(x,2) = d(z,2) y d'(y,z) = d(y, z). Asi,

16



como d satisface la desigualdad triangular, tenemos d'(z,y) < d'(z,z2) + d'(y, z). Note
que en cualquier otro caso 1 < d'(z,z2) + d'(y,z) <2y como d'(z,y) < 1, se tiene que
d(z,y) <d(z,z)+d(y,z) para todo z, y, z € X.

Ahora veamos que d' induce la misma topologia que d. Sean zo € X y ¢ > 0.
Entonces existe d; = ¢, tal que si d(xg,x) < 01, entonces d'(zg,z) < d(zg,x) < e. Por
otro lado existe 0o = min {e; 1}, tal que si d'(zg,z) < 09, para 0 < € < 1, tenemos
que 6y = ¢ y d'(zg,x) < . Entonces d(xp,z) < €. Para ¢ > 1, tenemos que Jy = 1
y d'(xg,z) < 1. Entonces d(zg,z) < 1 < e. Asi, por [4, Teorema 3.2, pag.184], d y d

generan la misma topologia sobre X. Q.E.D.

Por la proposiciéon anterior podemos suponer que todo espacio métrico X tiene mé-
trica d tal que d (z,y) < 1 para todo x e y en X. En adelante, siempre supondremos las
métricas acotadas por 1. A continuacion mostramos que el producto a lo més numerable

de espacios métricos es metrizable.

Proposicion 1.3.2. Sea {(X,,dy) : @ € A} una familia de espacios métricos. Si A es

a lo mds numerable, entonces el producto [],. 4 Xo €s un espacio métrico.

Demostracion. Si A es finito, entonces escribimos [] . 4 Xo = [[ 72, Xi. No es difi-
cil ver que d ((z1, 22, ..., Tn) , (Y1, Y2, - Yn)) = Doy d; (x5, ;) define una métrica sobre
[T;-, X; y esta topologia es la topologia producto. Un caso mas interesante es tomar A

numerable. Escribiremos [] . 4 Xo = [[2,X; y definimos

d; ( xmyz
d((2:)2), ()2,) = > —==

=1

oo d; (-1'1 Yi)

Note que 0 < > 7%, & (””“y’ < 3, 3: = 1. Porlo tanto la suma ), “25Y siempre

existe. Veamos que d es una métrica y genera la topologia producto. Sean = ()24,
y=(y)2, v 2= (2)2, en [[ 2, X;. Entonces 3.2, & (“”“‘%) = 0siysolosid; (z;,y;) =0,
para todo i € N si y s6lo si x; = y;, para todo 7 € N si y s6lo si = y. De la Proposiciéon
1.3.1., se tiene que d; (x;,y;) < d; (x4, z;) + d; (s, 2i), para todo i € N. Por lo tanto

—d; :vy xz —d; (yi, %)
D o< Z +D

i=1 i=1
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Ahora veamos que la métrica d ((z;);%, , (i)i2,) = o0, %24 induce la topologia

producto. Denotemos por 7,4 a la topologia inducida por d y 7, a la topologl’a producto.

Primero veamos que Tp C 74. Para esto, sea m € N tal que ) ° 1 21 < 5. Paracada j €

{1,2,...,m}, sea g; = 5. Debemos probar que (., 7; 1 (By, (z5,€5)) C Bd((xi)l.zl ,E).
Para esto, sea (yz)Z L € ﬂ] VT (Bd (xj, 5j)). Queremos ver que d ((ml)fil , (?Jz)fL ) <
e. Note que .
(% ) = 2w g dleu)
i=1 i=m+1
Ademas,

d; ( xz,yl = d; (x4, 4:) 1 e € 1 € E € €
AL VS N LT P D
Do ot 2 9 2,:12%2m+2 gm ) om T3 <3t =F

=1 i=m+1

Por lo tanto, d ((z;);, , (¥i);e;) < €. Para ver que 74 C Tp, sean (z;),, € [[2
yU = ﬂ] 75 (Bq, (25,€5)). Tomemos e = min {5, %, ..., 5
By ((z;);2, ,e) C U. Para esto, sea (y;);~; € Ba ((xi);2,,¢)-

Entonces d((IZ)z 19 (yz)l 1 7) < g, es decir, Zoo w < ¢. Por lo tanto % <
e < 5F, para cada j € {1,2,...,k}. Asi, si j € {1,2, ...,k:}, entonces d; (x;,y;) < ;. Por

lo tanto, By ((z;);2,.,€) C U. Q.E.D.

} Debemos probar que

Proposicion 1.3.3. Sea {(X,,ds) : @ € A} una familia de espacios conexos. Si A es

X, €S un espacio conexo.

ved Xa = [Ine1 Xy No es
dificil ver que []", X, es conexo. Un caso mas interesante es tomar A numerable.

a lo mds numerable, entonces el producto [], . 4

Demostracion. Si A es finito, entonces escribimos []

Escribiremos [[,c 4 Xa = [[ 721 Xn. Sean x y x(,) en [[ 72, X,,, donde cada X; es conexo.
Primero probaremos que si x(,) y x difieren a lo mas en n < oo coordenadas, entonces
T(n) ¥ T estan en un conjunto conexo. Haremos la prueba por induccién sobre el niimero
n de coordenadas en las que z(,) y z difieren. Para n = 1, la afirmacion se cumple, ya
que si z(1y y « difieren en la a- ésima coordenada, la rebanada S (z; ) a lo largo de x
y paralela al a- ésimo factor es homeomorfo a X, que es un conjunto conexo que tiene
a Ty ¥(,. Ahora supongamos que la afirmacion es cierta para todo x(,—_;). Entonces,
dado algtin x(,), encontramos un x(,_1) tal que difiere de x(,) en una coordenada. Por el
caso n = 1, ¥(,) ¥ T(n—1) estan en subconjunto conexo C'y por la hipétesis de induccion
T(n—1) Y T estan en un conjunto conexo C;. Como C'N (] tiene a x(,—1), tenemos que

C' U (] es conexo. Esto completa el paso inductivo.
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Para terminar, sea A la unién de todos los subconjuntos conexos de [[92,X,, que
tienen a x. A es conexo, por [4, Teorema 1.5, padg.108] y por la primera parte de la

demostracion, D C A, donde
D = {y € H o1 X, tyy x difieren a lo mas en una cantidad finita de coordenadas} :

Veamos que D es denso en [[%,X,,; es decir, D = [[%,X,. Para esto, sean B =
N:_, 7' (U,) abierto en [[22, X, donde U; es abierto de X; e y = (y,)°>, € B, tal
que z; = y; para todo 7 > k 4 1. Note que, y y z difieren a lo mas en una cantidad
finita de coordenadas. Por lo tanto y € B N D. Asi, D es denso en [[,X,, por
[4, 4.13, pag.72]. Luego, A es conexo, por [4, Teorema 1.6, pag.109] y como D C A,

entonces [[9°,X,, es conexo. Q.E.D.

Teorema 1.3.4. Sea {X, : a € A} una familia de continuos. Si A es a lo mds nume-

rable, entonces el producto [, 4 Xo es un continuo.

Demostracion. Dada una coleccion de continuos {X, : a € A}, tal que A es a lo
més numerable, tenemos que [[,. 4, Xo €s conexo por la Proposicion 1.3.3. y compacto
por [4, Teorema 1.4, pag.224]. Ademas, por la Proposicion 1.3.2., [], . 4 X, es un espacio

métrico. Asi [] ., X4 es un continuo. Q.E.D.

Ejemplo 1.3.5. Una n—celda es un espacio homeomorfo al producto [[;, X;, donde

cada X; = [0, 1]. Asi, una n—celda es un continuo, por el Teorema 1.3.4.

Ejemplo 1.3.6. El toro se define como el producto S x S*. Asi, por el Teorema, 1.3.4.,

el toro es un continuo.

Ejemplo 1.3.7. El cubo de Hilbert () es un espacio homeomorfo al producto cartesiano
numerable [[2, I;, donde cada I; = [0, 1].

Note que @ es el continuo universal en el sentido que si X es un continuo, entonces
existe una inmersion 7 : X — ; es decir, () contiene una copia homeomorfa de cualquier

continuo, por |7, Teorema 1, pag.241].

Observacion 1.3.8. El producto arbitrario de compactos es compacto, por [4, Teorema
1.4, pag 224| y producto arbitrario de conexos es conexo por [4, Teorema 1.7, pag.109].
Pero en general, el producto arbitrario de continuos no es un continuo, ya que el produc-

to no numerable de espacios métricos no es metrizable, por [4, Corolario 7.3, pag.191].
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1.4. Limites inversos de continuos

En la teoria de continuos, el limite inverso de una sucesion inversa de continuos
es una herramienta poderosa totalmente teérica que nos permite construir una gran
variedad de continuos. Los continuos de Knaster son ejemplos de continuos que se
construyen usando limites inversos. En esta seccion estudiaremos los limites inversos de

continuos.

Definicién 1.4.1. Para todo n € N, sean X,, un continuo y f**!': X, ., — X, una
., . . ., o) .,
funcion continua. Entonces decimos que la doble sucesion {X,,, f21}>° | es una sucesion

tnversa de continuos.

Definicion 1.4.2. Sea {X,, 7™} 7 una sucesion inversa de continuos. Entonces el
Lo, n+11° . n4-11° .
limite inverso de {X,,, fi*'},_, denotado por lim {X,,, f**'} —_, 0 X es un subespacio

del espacio producto cartesiano [, X,,, definido como

im {X,., [ = {(xn>211 e [IXu: £+ (2as1) = @, para todo n € N} .
n=1

En el Teorema 1.4.6. probaremos que el limite inverso de una sucesiéon inversa de

continuos es un continuo.

Definicion 1.4.3. Sean {X,,, f7™'} ° una sucesion inversa de continuos con limite
inverso Xoo ¥ 7 [y Xn — X la proyeccion de [[°2, X, sobre X,,, para algin

m € N. Definimos la funcion f,, como f,, = mpn|x. @ Xoo = X

Observacion 1.4.4. No es dificil demostrar que f,, es sobreyectiva, para todo m € N, si
y solo si ™1 es sobreyectiva para cada n € N. Ademas, por [4, Teorema 2.1, pag.101]

fm es continua.

o0 P . . .
Lema 1.4.5. Sea {X,,, fot1} " una sucesion inversa de continuos. Para cada i € N,
definimos Q; (X, f*™1) como

n=1

Qi (X, [ = {(xn)zo:l € HX” N (@,41) = 2, para todo n < z} .

Entonces:

(1) Qi (Xna fﬁ“) ) Qi-{-l (meffﬂ); para todo © € N.
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(2) Qi (X, [i11) es homeomorfo a [],";. | Xy, para todo i € N.
(3) lim A X, fi L = Nty Qi (X, f371).

Demostracion. Probemos (1). Sea (z,)77, € Qir1 (Xy, o). Ast, z, = f2 (2041),
para todo n < i+ 1. Luego, x, = f"*(z,41) para todo n < i. Por lo tanto (z,)>-, €

Qi (Xas £17).

Para probar (2). Fijamos un i y definimos h : Q; (Xn, i) = [, 1 Xn, como
h((@0);21) = (n)nr iy, Para todo (z,)5; € Q; (X, fi!). Veamos que h es continua.
Sean (y,)or, € Q; (X, f2*1) y e > 0. Entonces tomemos 6 = €. Sid ((zy); , (Yn)rry) =

n=1
oo dn(mnvyn)
> oy eI <5, entonces

ildn (5;7: yn) _ Zldn (:Cn, yn) + ildn (xmyn) <e,
n= n= n=i+

luego d (h ((xn)n—1) s o ((Yn)pet)) = Dopeinn W < . Por lo tanto h es continua. Sea
g I X — Qi (X, [, definida como g (241, Tivas ) = (Y15 -0 Yis Ti1, ---),

k+1

donde yp = fit o .o fiT (w;1) con k € {1,2,...,i}. Es facil ver que g es continua. Ade-

més, goh = id 'y hog = id. Luego, h es un homeomorfismo, por [4, Teorema 12.3, pag.89].

Para terminar la demostracion del Lema. Sea (w,),2; € lim{X,, fi*'};,. En-
tonces (x,),—, € [I°2, X,, donde z, = fi*'(x,41) para todo n € N. En particular
Ty = [P (zn41) para todo n < 4, con ¢ € N. Por lo tanto (z,),2, € Q; (X, [t
para cualquier i € N. Asf (x,,)07, € iy Qi (X, fo+h). Inversamente, si ()., €
Nie, Qi (X, f21), entonces ()00, € Q; (Xy, f7T) para todo i. Sea m € N. Co-

n=1
mo () € Qm (Xn, [27) entonces , = [ (2,41). Como m fue arbitrario,
T = [ (@m1), para todo m € N. De lo anterior (z,),”, € lim {X,, fi*'}2,.
Q.E.D.

El siguiente es el principal resultado de esta seccién y lo usaremos con mucha fre-

cuencia en los capitulos siguientes.

Teorema 1.4.6. Sea X, el limite inverso de una sucesion inversa de continuos, en-

tonces X es un continuo.

Demostracion. Sean {X,, f7™'} 7 una sucesion inversa de continuos y X, =
Lim { Xy, fi*'},Z, el limite inverso. Por el Lema 1.4.5. Xoo = (2, Qi (X, i), donde
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Qi (X, f31) es un continuo y Q; (X, f71*1) D Qiyr (Xn, 1), para todo i € N. Asi,

X es un continuo por el Teorema 1.2.2. Q.E.D.

1.5. Continuos encadenables

Como veremos més adelante, los continuos encadenables son una clase especial de
continuos arbolados, continuos que estudiaremos con mas detalle en el capitulo 3. Por

esta razon, dedicamos esta subseccién para estudiar la definicion y un par de ejemplos.

Definicién 1.5.1. Sea X un continuo. Una cadena en X es una coleccion finita de
abiertos de X etiquetados como {Uy, Uy, ..., U, }, tal que U;NU; # O siy solosi |i — j| <

1. Ademas cada U; se llama eslabon de la cadena.

U, Us )
-—— - _— - Y
,/ % ﬁ‘x;"’_"\\ //’ “x\ f&% lz’ °
P - . ~
=t ro /oy AT £ T T Y )("‘f\\ e \]‘I
7 [ [ (] Voo { 1 ' 7 I v e
f . vy Vs ' | | 4 \ |
. \] X 1 / ) — X |f \] 6 s
\ FomT * s NoU N X Ao_.”
~ hY W AN s Pt L
- [ Mo I \._‘_ = —— -
3 /s - U
[}[ 4

Figura 1.5.1: Cadenas

Definiciéon 1.5.2. Sea C = {U, Uy, ..., U, } una cadena. Se define la malla de C como
malla(C) = max {diagm(U;) :i € {1,2,...,n}}. Si C es una cadena en X y malla(C) < e

decimos que C es una € — cadena en X.

Con las definiciones anteriores podemos introducir la definicién de continuo encade-

nable.

Definicion 1.5.3. Un continuo X se dice encadenable si para todo € > 0 existe una

€ — cadena en X que es un cubrimiento de X.

Ejemplo 1.5.4. El intervalo [0,1] es encadenable. Para ver esto, dado ¢ > 0, existe
N € N tal que N > % Hacemos una particion ag = 1 < a1 < as... < ay_1 < ay =
1 del intervalo [0,1], de manera que |ay — ay_1| = +, para todo k € {1,2,...,N}.
Ahora, para cada a; € [0,1] construimos un abierto centrado en a; y radio :%N Asi,

{B (ak, :%N) ke d{0,1,.., N}} es una ¢ — cadena para cualquier € > 0.
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Figura 1.5.2: Una ¢ — cadena en [0, 1]

Ejemplo 1.5.5. La curva del topdlogo es encadenable. Aunque escribir de manera ex-

plicita la cadena puede ser complicado, la Figura 1.5.3. muestra una idea de como

construir una € — cadena para cualquier € > 0.
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Figura 1.5.3: Una € — cadena en la curva del topologo
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Capitulo 2
Funciones localmente inyectivas

Este capitulo esta dedicado al estudio de las funciones localmente inyectivas en-
tre continuos, que es el objetivo central de este trabajo. En (2.1) damos definicion y
ejemplos de funciones localmente inyectivas entre continuos, igualmente presentamos
algunos teoremas tutiles para demostrar resultados importantes de éste y el siguiente
capitulo. En (2.2) estudiaremos la relacion que existe entre arboles, grafos y union fi-
nita de arcos y caracterizamos los continuos que son unién finita de arcos, por medio
de funciones localmente inyectivas. En (2.3) veremos que toda funcion localmente in-
yectiva entre continuos tnicamente arcoconexos y toda funciéon localmente inyectiva
entre continuos con una cantidad finita de arcocomponentes es un homeomorfismo. Por
ultimo en (2.4) hacemos un breve estudio acerca de los homeomorfismos locales entre
continuos, presentando definicién, ejemplos y un resultado que relaciona las funciones

localmente inyectivas con los homeomorfismos locales.

2.1. Definiciéon, ejemplos y propiedades

En esta seccion damos la definicion, ejemplos y algunas propiedades de las funciones

localmente inyectivas entre continuos.

Definicion 2.1.1. Sean X e Y continuos. Una funcién continua f : X — Y se dice
localmente inyectiva, si para todo x € X existe un abierto U C X tal que x € U y la

funcion restringida f|y : U — Y es inyectiva.

Observacion 2.1.2. Si f : X — Y es una funcién localmente inyectiva entre continuos,

entonces f|x : K — Y también es localmente inyectiva para todo subcontinuo K de X.
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Claramente toda funcién inyectiva entre continuos es localmente inyectiva, sin em-
bargo lo reciproco no siempre se tiene. A continuaciéon damos un ejemplo de una funcién

localmente inyectiva entre continuos que no es inyectiva.

Ejemplo 2.1.3. Sea f : [0,1] — S! definida por f(t) = €™, para t € [0,1]. Como
f(0) = f(1) =1, f no es inyectiva. Sin embargo existen abiertos [0,a) y (b, 1] de [0, 1]
tales que 0 € [0,a), 1 € (b,1] y las restricciones f|p.q) v flw) son inyectivas. Por lo

tanto f es localmente inyectiva.

Los profesores S. Sabogal y R. Isaacs en [6] demostraron que las funciones f,(z) = 2,
donde n es un entero positivo, son todas las funciones localmente inyectivas de S* sobre

S1. salvo equivalencias.

Los siguientes teoremas muestran propiedades sencillas de las funciones localmente

inyectivas.

Teorema 2.1.4. Sea f : X — Y wuna funcion localmente inyectiva y sobreyectiva
entre continuos. Para todo v € X, sea U C X el abierto tal que x € U y fly es
inyectiva. Entonces para todo A C U, A cerrado de X, la funcion f|a: A — f(A) es

un homeomorfismo.

Demostracion. Como A C Uy f|y es inyectiva, tenemos que fla : A — f(A) es
continua y biyectiva. Veamos que f|4 es cerrada. Sea K C A, donde K es cerrado.
Como A es cerrado de X, K es cerrado de X. Por [4, Teorema 1.4, pag.224], K es
compacto. Asi f(K) es compacto. Por [4, Teorema 1.4, pag.224], f(K) es cerrado y por
[4, Teorema 12.2, p4g.89], f|la: A — f(A) es un homeomorfismo. Q.E.D.

Teorema 2.1.5. Sean f : X — Y yg:Y — Z dos funciones localmente inyectivas

entre continuos. Entonces su composicion go f : X — Z es localmente inyectiva.

Demostracion. Sean f y g funciones localmente inyectivas. Entonces, para todo
xr € X existe un abierto V' C X, tal que x € V' y f|y es inyectiva. Ademas, f(z) € Y
y como g es localmente inyectiva existe un abierto W C Y, tal que f(z) € Wy g|w es
inyectiva. Por otro lado, como f es continua, existe un abierto U C X tal que z € U
y f(U) C W. Sea O =V, NU abierto de X. Veamos que (g o f)|o es inyectiva. Sean
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x1,x2 € O tal que x; # x9. Como f|o es inyectiva, f(x1) # f(x2). Ahora, f(z1) y
f(x2) estan en f(O) C Wy g|lw es inyectiva. Asi, g (f (z1)) # g (f (x2)). Q.E.D.

Definicién 2.1.6. Una funcién f : X — Y entre continuos se dice finita a uno, si
para cada y € Y, el conjunto f~'(y) = {z € X : f(x) = y} tiene un nimero finito de

elementos. Ademas, al conjunto f~1(y) se le llama la fibra de y.

Teorema 2.1.7. Sea f : X — Y wuna funcion localmente inyectiva entre continuos,

entonces f es finita a uno.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién localmente inyectiva entre continuos.
Entonces para todo x € X, existe un abierto U, C X tal que z € U, y f|y, es
inyectiva. Ademas, {U, : x € X} es un cubrimiento de X. Como X es compacto, tiene
un subcubrimiento finito {U,,,Us,,...,U,,}, donde f restringida a cada U,,, con i €
{1,2,...,k}, es inyectiva. Note que, para todo y € Y, U,, tiene a lo mas un elemento de
f~Xy). Por lo tanto |f~!(y)| < k, para todo y € Y. En conclusién f es finita a uno.

Q.E.D.

Observacion 2.1.8. De la demostracion del teorema anterior, se deduce que el niimero de
elementos de cada una de las fibras de una funciéon localmente inyectiva entre continuos

esta acotado por una constante.

2.2. Arboles, grafos y unién finita de arcos

Esta seccion esta dedicada al estudio de la relacion que existe entre arboles, grafos y
continuos que son unién finita de arcos. Por ultimo daremos una caracterizacion de los

continuos que son unioén finita de arcos por medio de una funcién localmente inyectiva.

Definiciéon 2.2.1. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene una

curva cerrada simple.

Las dendritas son ejemplos de continuos en el plano, arcoconexos tales que todo
subcontinuo propio es una dendrita. Para mayor informaciéon sobre las dendritas ver
[10, capitulo X].

Definicion 2.2.2. Un continuo X se dice que es union finita de arcos, si existen arcos

ai, Qg, ..., a, en X, tales que X = [JI_; a;.
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El arco, la curva cerrada simple, un n—odo, son algunos ejemplos de continuos que
son union finita de arcos. El abanico armoénico es un continuo que no es union finita de

arcos.

Definiciéon 2.2.3. Un grafo es un continuo que es unién finita de arcos, tal que cua-
lesquiera dos de ellos son disjuntos ¢ se interceptan sélo en uno o ambos de sus puntos

finales.

El arco, la curva cerrada simple, un n—odo, son algunos ejemplos de grafos. Clara-
mente, el abanico armoénico y la curva del topoélogo son ejemplos de continuos que no

son grafos.

Definicion 2.2.4. Un drbol es un grafo que no contiene una curva cerrada simple.

No es dificil ver que un arbol es una dendrita. Sin embargo, existen dendritas que no

son arboles. A continuacién, presentamos dos ejemplos de dendritas que no son arboles.

Ejemplo 2.2.5. Sean D; = @oUboUco U do, donde a = (—1,0), b= (1,0), c = (O, %),
d=(0,-1%) yo=(0,0),y Dy =Dy UegU fgUhjUijuUkmUlIlmUngU pg,
donde e = (=3,—5), f = (=3.5), 9= (-3.0), h = (5.—5), i = (3:5), 1 = (3.0),

1

6
B= (=575 1= (5 m=103),n=(=5-5)r=(G=5 yae=(0—5)es
decir, Dy se construye pegando dos arcos en los puntos medios de cada arco cuya uniéon
es Dy, de manera que todo arco cuya uniéon es Dy tiene un punto final que no es un
punto de ningin otro arco. De esta manera, podemos inferir que D,, es la uniéon de

(2n=1) arcos. Por otro lado, definimos 2 : X3 — X, como la funcién cociente

D,_1 con 2
como que identifica los arcos e f, kl, hi, mp. De manera similar, definimos inductivamente
o X, — X, paratodon € N, donde claramente cada f{™ es una funcién cociente
y por lo tanto continua. Ademés, es facil ver que cada f/™' es una funcién monétona.

Sea Dy = |J;2; D,,. Luego D, es homeomorfo a @”L{Dn, oy |, por 10, Teorema
2.10, pag.23|. Ademaés, como cada D; es una dendrita, entonces @”L{Dm R es

una dendrita, por [10, Teorema 10.36, pag.180]. Asi, D4 es una dendrita.
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Figura 2.2.1: Continuo D,
Ejemplo 2.2.6. Definimos el continuo F,, como F,, = [ J,;y ¥i, donde

Yi:{(i%,(i:l)g) ERQ:TG[O,l]}.

Note que F, no es un arbol, ya que hay una cantidad numerable de arcos Y;, cuya
interseccion Y; NY, = {(0,0)} para todo j y k en N con j # k.
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Figura 2.2.2: Continuo F,

Definicion 2.2.7. Sean X un continuo y zy € X. Entonces, si X \ {z¢} no es conexo,
diremos que xo es un punto de corte de X. En caso contrario, diremos que xy es un

punto de no corte de X.

Definicion 2.2.8. Sean X un continuo y 2’ € X. Si no existe un arco & = pg en X tal

que =’ € o\ {p, ¢}, diremos que 2’ es un punto final de X.

Observacion 2.2.9. Todo punto de no corte de un continuo no necesariamente es un
punto final. Por ejemplo, todo punto de una curva cerrada simple es un punto de no corte
pero ninguno de ellos es un punto final. Sin embargo, por [10, Proposicion 9.27, pag.153]

todo punto de no corte de una dendrita es un punto final y viceversa.

Teorema 2.2.10. Sea X un continuo, entonces X es un drbol si y solo si X es una

dendrita con una cantidad finita de puntos finales.

Demostracion. Sea X un arbol, luego X es una dendrita. Ademés, X tiene un
namero finito de puntos de no corte, por [10, Proposicion 9.28, pag.154|. Estos puntos
de no corte son los puntos finales de X, por |10, Proposicién 9.27, pag.153]. Por lo
tanto, X es una dendrita con una cantidad finita de puntos finales. Reciprocamente,
si X es una dendrita con una cantidad finita de puntos finales, por [10, Teorema 10.7,
pag.168|, estos puntos finales son los puntos de no corte de X. Entonces X es un
continuo que tiene una cantidad finita de puntos de no corte. Asi, X es un arbol, por
[10, Proposicion 9.28, pag.154]. Q.E.D.
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A continuacién discutiremos la veracidad de las afirmaciones en que se relacionan

arboles, grafos y uniones finitas de arcos. En caso de no ser ciertas, daremos un ejemplo.

Ejemplo 2.2.11. FExiste un continuo que es union finita de arcos y no es un grafo.
Sea X = [0,1] U U ~,Gn(t, fa(t)), donde cada G; es el grafico de la funcién f; y
fi: [i’:—i,%] — |0, 22+ |, se define como f;(t) = 2+ — ‘2 (t— i’i—i) -2+

i €{0,1,...}. Note que X es la union finita de dos arcos y sin embargo, no lo podemos

, para cada

escribir como una unién finita de arcos tales que sélo se intercepten en uno o ambos de

sus puntos finales; es decir X no es un grafo, ver Figura 2.2.3.

(5]
—

o (3 ... 9 :
T4 64 16 1

Figura 2.2.3: Una unién finita de arcos que no es un grafo

La siguientes proposiciones se siguen de las definiciones:

Proposicion 2.2.12. Si X es un grafo, entonces X es un continuo que es union finita

de arcos.
Proposicion 2.2.13. 5i X es un drbol, entonces X es un grafo.

Como ya hemos visto, todo arbol es un grafo y todo grafo es un continuo que es

unioén finita de arcos. Por lo tanto tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.14. Si X es un drbol, entonces X es un continuo que es union finita

de arcos.

Ejemplo 2.2.15. La curva cerrada simple es un grafo que no es un drbol.
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Ejemplo 2.2.16. La curva cerrada simple es un continuo que es union finita de arcos

y no es un drbol.

Es facil ver que la imagen bajo una funcién localmente inyectiva de un grafo no es
necesariamente un grafo. Sin embargo, como vemos en la siguiente proposicion, esta

imagen siempre es una union finita de arcos.

Proposicién 2.2.17. Sean X un grafo, Y un continuo y f : X — Y wuna funcion
localmente inyectiva y sobreyectiva. Entonces Y es un continuo que es union finita de

arcos.

Demostracion. Note que X es un continuo que es unién finita de arcos, por la

Proposicion 2.2.13. Ademas, existe € > 0 tal que X puede escribirse como una uniéon

finita de arcos {ay, g, ...,ap,}, donde fl,,, con i € {1,2,...,m} es inyectiva, es decir
X =", a;, tal que a; es un arco y diam («;) < e, por [4, Teorema 4.5, pag.234]. Asi,

Y =", f(a;) y por el Teorema 2.1.5., cada f (a;) es un arco. Q.E.D.

Con la siguiente proposicion mostramos que todo continuo que es unién finita de

arcos es imagen localmente inyectiva de un arbol.

Proposicion 2.2.18. Sea X un continuo que es union finita de arcos. Entonces existe

un arbol T y una funcion f: T — X localmente inyectiva y sobreyectiva.

Demostracion. Sea X un continuo que es unién de una cantidad finita de arcos
i, Qa, ..., a,. Denotamos a X como X, = U?:l a;, si X es union de n arcos. Vamos a
mostrar por induccién sobre n, que para todo n € N existe un arbol 7}, y una funcién
fn T, — X, localmente inyectiva y sobreyectiva.

Sin = 1. Entonces X7 es un arco y 17 = X; es un arbol. Luego existe f; : T} — X7,
donde f; es la funcién identidad y claramente localmente inyectiva y sobreyectiva.

Supongamos que para X, | = U;:ll «;, existe un arbol T;,_; y una funcién f,,_; :
T,-1 — X,_1 localmente inyectiva y sobreyectiva. Consideraremos dos casos.

1. La interseccion a,, N X,,_1 es conexa. Entonces esta interseccion es un arco y lo
denotamos como Z3x3. Denotando a,, como T1x4, tenemos que xy € T1T3 V T3 € Toxy.
Luego X,, = X,,_1UT172UT37;. Tomamos dos puntos to y t3 € T),_1, tales que f,,_1(t2) =
Ty ¥ fa_i(ts) = x3. Ahora, sean D,, la unién de un arco t,t, con T},_y, tal que t, esté

identificado con t5 y T},_1 ﬂ@ = {t2}, y D/, la union de un arco tg_t4 con T,,_1, tal que
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t% esté identificado con t3 y T,,—1 N tg_t4 = {t3}. Definimos T,, = D,, U D!, y extendemos
fno1 a la funcion localmente inyectiva f,, : T, — X, definida como f,|r,_, = fu_1,
foleg  tite = T2 ¥ folgr @ tsta = Taxa, donde folrgy v folmr son homeomorfismos.
Por lo tanto f, es localmente inyectiva y sobreyectiva.

2. La interseccion o, N X,,_1 no es conexa. Entonces, si esta intersecciéon son dos
puntos, X,, = X,,_1 Ua,, contiene una curva cerrada simple C'. Denotamos como s y 3
a los puntos de la interseccion «, N X,,_1. Tomamos un punto xy € C'\ X,,_; y denotamos
oy, como T1Z4. Tomamos dos puntos to y t3 € T),_1, tal que f,,_1(t2) = 22y fu_1(t3) = 3.
Ahora, sean D la unién de un arco @ con T,,_1, tal que t} estéa identificado con ty y
Th_1 ﬁ@ = {t2}, D5 la union de un arco @ con T),_1, tal que t} esta identificado con
tyy Tuo1 Nthty = {t2}, Dy la unién de un arco toty con T),_1, tal que t} esta identificado
con t3 v T_1 Nitoty = {t3}, y D4 la uniéon de un arco t4t; con T),_;, tal que t} esta
identificado con t3 y T,,_1 ﬂ@ = {t3}. Definimos T,, = D;UDyUD3UD, y extendemos
fn—1 a la funcion localmente inyectiva f,, : T, — X, definida como f,|r,_, = fao_1,

Ioleg © tite = @12, fn|tg)Tz s thle = ToT2, foln : lots — ToTs, fulig @ tals — Tads,

donde f, |77, fal i fulezs ¥ falfig son homeomorfismos. Por lo tanto f, es localmente

inyectiva y sobreyectiva. Note que cualquier otro caso es combinacion de los casos 1.y
2. Q.E.D.

Teorema 2.2.19. Sea X un continuo. Entonces las siguientes proposiciones son equi-
valentes:

(1)X es union finita de arcos.

(2)X es la imagen de un drbol bajo una funcion localmente inyectiva.

(3)X es la imagen de un grafo bajo una funcion localmente inyectiva.

Demostracion. Observe que (1) implica (2) se sigue de la Proposicion 2.2.18. Todo
arbol es un grafo. Asi, (2) implica (3). Finalmente, (3) implica (1), por la Proposicion

2.2.17. Q.E.D.

Ahora mostramos que los continuos que son unién finita de arcos se preservan por

funciones localmente inyectivas.

Corolario 2.2.20. Sea f : X — Y wuna funcion localmente inyectiva y sobreyectiva

entre continuos. Si X es union finita de arcos, entonces Y es union finita de arcos.

Demostracion. Sean X un continuo que es unién finita de arcos, ¥ un continuo y

f X — Y una funciéon localmente inyectiva y sobreyectiva. Entonces existe un arbol
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T y una funciéon localmente inyectiva y sobreyectiva g : T— X, por el Teorema 2.2.19.
Ademés, fog:T — Y es localmente inyectiva, por el Teorema 2.1.5. Luego, Y es un

continuo que es unién finita de arcos, por el Teorema 2.2.19. Q.E.D.

2.3. Algunos resultados

Esta seccion estd dedicada a un estudio parcial de las funciones localmente inyec-
tivas entre continuos tnicamente arcoconexos y funciones localmente inyectivas entre
continuos con una cantidad finita arcocomponentes.

Con el siguiente resultado mostramos funciones cociente que son localmente inyec-

tivas.

Proposiciéon 2.3.1. Sean X un espacio Ty y ~ una relacion de equivalencia sobre
X, tal que ~ identifica un nimero finito de puntos en un niumero finito de clases no

degeneradas. Entonces f: X — X /~ es localmente inyectiva.

Demostracion. Sea x € X. Definamos A = {ye X :y#xy [ f(y) #{y}}.
Note que A es finito y como X es 77, A es cerrado. Sea U = X \ A. Claramente U es
abierto, z € Uy fly : U — f(U) es inyectiva. Q.E.D.

En virtud de la proposicién anterior, podemos mostrar que la funcién definida en
el Ejemplo 2.1.3. es localmente inyectiva, ya que esta funcién es una funcién cociente

donde solo identificamos los puntos 0 y 1 en el intervalo cerrado [0, 1].

En lo que sigue de esta seccion estudiaremos algunos casos particulares para los

cuales una funcién localmente inyectiva es un homeomorfismo.

Proposicion 2.3.2. Sean Y wuna dendrita y f : [0,1] — Y wuna funcion localmente

inyectiva, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Supongamos que existen dos puntos a y b en [0, 1] tales que a < b
y f(a) = f(b). Sea L = f([a,b]). Como Y es una dendrita y L es un subcontinuo de
Y, L es una dendrita, por [10, Corolario 10.6, pag.167]. L tiene al menos dos puntos de
no corte, por [10, Teorema 6.6, pag.89]. De lo anterior, podemos tomar un punto de no
corte y # f(a). Sea ¢ € int ([a,b]) tal que f(c) = y. Como f es localmente inyectiva,
existe un abierto U. C [0, 1] tal que ¢ € U, y f|u. es inyectiva. Ademés existe 6 > 0 tal
que [c — 0, ¢+ 0] C U.N[a,b]. Note que [¢ — d,c+d] y f ([c — I, c + 0]) son subcontinuos
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de [0,1] y Y, respectivamente. Como f|j.—s14] €s biyectiva y continua, por el Corolario
1.1.9., flic—sc+s) €s un homeomorfismo. Asi, y € int (f ([c — 6, c+4])), por lo tanto y
es un punto de corte de f ([c — 0, ¢+ d]). Tenemos que f ([c —d,c+d]) y L\ {y} C L
son conexos, tales que f ([c—d,¢c+d])NL\{y} = f([c—d,c+])\ {y} no es conexo.
Pero esto contradice que L sea una dendrita, ya que la interseccion de dos subconjuntos
conexos de L es conexo, por [10, Teorema 10.10, pag.169]. Por lo tanto f es inyectiva y

es un homeomorfismo, por el Corolario 1.1.9. Q.E.D.

Definiciéon 2.3.3. Un continuo X se dice unicamente arcoconero, si para cada par de

puntos xg y 1 en X existe un tinico arco en X que tiene como puntos finales a xq y ;.

A continuacién mostramos una caracterizacién de cuando un continuo es tinicamente

arcoconexo.

Proposicion 2.3.4. Sea X un continuo arcoconexo, entonces X es unicamente arco-

conexo st y solo si X no contiene una curva cerrada simple.

Demostracion. Sea X un continuo arcoconexo y supongamos que tiene una curva
cerrada simple C' C X. Ahora, sean z¢ y x1 € C, tal que xy # z1. Note que C es la uniéon
de dos arcos distintos cuyos puntos finales son zy y z1. Por lo tanto, X no es inicamente
arcoconexo. Inversamente, supongamos que X no es tnicamente arcoconexo. Entonces
existen por lo menos dos arcos ag v aq en X, tal que los puntos finales de g son puntos

finales de a;;. Asi X contiene una curva cerrada simple. Q.E.D.

Todo continuo localmente conexo es arcoconexo, por [10, Teorema 8.23, p.130]. Lue-

go por la Proposicion 2.3.4. toda dendrita es tinicamente arcoconexo.

Teorema 2.3.5. St X es un continuo unicamente arcoconexo, entonces toda funcion

f X — X localmente inyectiva y sobreyectiva es un homeomorfismo.

Demostracion. Sean X un continuo dnicamente arcoconexo y f : X — X una
funciéon localmente inyectiva. Supongamos que existen dos puntos distintos zgy 1 € X
tales que f (z9) = f(x1). Como X es arcoconexo, existe un arco & C X con puntos
finales x¢ y 7. Por la Observacion 2.1.2., f|l, : @ — f(«) es localmente inyectiva.
Note que f(«) es un subcontinuo localmente conexo de X. Ademas f(«) es tnicamente
arcoconexo. Luego, por la Proposicion 2.3.4. f () no contiene una curva cerrada simple.

Entonces f («) es una dendrita. Asi, f|, es un homeomorfismo, por la Proposicion 2.3.2.
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Pero esto es una contradiccion, ya que zg y 1 estan en a y fl, (29) = fla (z1). Luego

f es inyectiva y por el Corolario 1.1.9., f es un homeomorfismo. Q.E.D.

Como una dendrita es inicamente arcoconexo, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.3.6. Sea f : X — X wuna funcion localmente inyectiva y sobreyectiva

donde X es una dendrita, entonces f es un homeomorfismo.

El abanico armoénico, ver Ejemplo 1.1.5. es un continuo dnicamente arcoconexo,
por lo tanto toda funcién localmente inyectiva del abanico armoénico sobre el abanico

armoénico es un homeomorfismo.

Definicion 2.3.7. Dado un continuo X y x € X, la arcocomponente de = en X es el
conjunto de puntos que pueden unirse a x por un arco en X. Ademas, una arcocompo-

nente de un continuo es la arcocomponente de algin punto.

Teorema 2.3.8. Si X es un continuo con una cantidad finita de arcocomponentes que
no contiene una curva cerrada simple, entonces toda funcion f : X — X localmente

nyectiva y sobreyectiva es un homeomorfismo.

Demostracion. Sean X un continuoy f : X — X una funcién localmente inyectiva.
Supongamos que existen dos puntos distintos zy y x1 en X, tales que f (z¢) = f (z1).
Note que si xg y x1 estdn en una misma arcocomponente, entonces existe un arco o que
contiene a o y x;. Por la Observacion 2.1.2. f|, es localmente inyectiva. Ademas f(«)
es un subcontinuo localmente conexo de X que no contiene una curva cerrada simple.
Entonces f(«) es una dendrita. Luego f es un homeomorfismo, por la Proposicion 2.3.2.
Pero esto es una contradiccion ya que oy 1 € @'y fla (x0) = fla (21). Luego f es
inyectiva y por el Corolario 1.1.7. f es un homeomorfismo. Por otra parte, note que la
imagen de una arcocomponente debe estar contenida en una arcocomponente. Asi, si
y x1 son puntos en diferentes arcocomponentes de X y como X tiene un ntmero finito
de arcocomponentes, entonces f no puede ser sobreyectiva. Con lo que contradecimos

que f es localmente inyectiva. De esta manera f es un homeomorfismo. Q.E.D.
La curva del topologo es un continuo que tiene dos arcocomponentes, por lo tanto

toda funcién localmente inyectiva de la curva del topdélogo sobre la curva del topologo

es un homeomorfismo.
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2.4. Homeomorfismos locales

Los homeomorfismos locales entre continuos son también conocidos como funciones
recubridoras y son funciones que preservan muchas propiedades topologicas; por men-
cionar algun ejemplo, toda funcién recubridora es un homeomorfismo local. Para mayor

informacion, consultar [9] y [11].

Definicion 2.4.1. Sean X e Y continuos. Una funcién continua f : X — Y es un
homeomorfismo local, si para todo x € X existe un abierto U C X tal que x € U,

f(U) C Y es abierto y la funcion restringida f|y : U — f(U) es un homeomorfismo.

Con el siguiente resultado, mostramos una caracterizacion de los homeomorfismos

locales usando funciones localmente inyectivas.

Teorema 2.4.2. Sea f : X — Y wuna funcion entre continuos, entonces f es un

homeomorfismo local si y solo si f es abierta y localmente inyectiva.

Demostracion. Sea f : X — Y un homeomorfismo local entre continuos. Es claro
que f es localmente inyectiva. Para ver que f es abierta, sea V' C X abierto. Veamos
que f(V) es abierto en Y. Sea y € f(V), entonces existe z € V tal que f(x) = y. Como
f es un homeomorfismo local, existe un abierto U de X tal que = € U, f(U) es abierto
de Yy flu : U — f(U) es un homeomorfismo. Asi, f(U NV) es abierto de f(U) y, por
tanto, f(U NV) es abierto de Y. Claramente y € f(UNV)y f(UNV) C f(V). De lo
anterior f es abierta. Reciprocamente, Sea f : X — Y una funcion localmente inyectiva
entre continuos. De la Definicién 2.1.1. f es continua y para todo = € X, existe U, C X
abierto tal que x € U, y f|y, es inyectiva. Por otro lado, como f es abierta, f(U,) C Y
es abierto. Ademés f|y, es abierta. Asi f|y, es continua, biyectiva y abierta. Luego f|y,

es un homeomorfismo, por [4, Teorema 12.2, pag.89]. Q.E.D.

El siguiente teorema nos permite determinar cuando una funcién localmente inyec-

tiva entre continuos, es un homeomorfismo local.

Teorema 2.4.3. Sea f: X — Y una funcion continua y sobreyectiva entre continuos.
Las siguientes proposiciones son equivalentes.

(1) f es localmente inyectiva y abierta.

(2) [ es localmente inyectiva y existe un entero positivo n tal que |f~*(y)| = n, para
todoy €Y.

(3) f es un homeomorfismo local.
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Demostracion. La equivalencia entre (1) y (3) se sigue del Teorema 2.4.2. Es claro
que si f es un homeomorfismo local, entonces f es localmente inyectiva. Ademas, existe
un entero positivo n tal que | f~1(y)| = n, paratodoy € Y, por [1, Teorema 5.1, pag.10].
De esta manera (3) implica (2). Finalmente si suponemos (2), f es localmente in-
yectiva y existe un entero positivo n tal que |f~(y)| = n, para todo y € Y. Lue-
go f es abierta, por [1, Teorema 5.2, pag.10]. Asi, f es un homeomorfismo local, por
[1, Teorema 5.1, pag.10]. Por lo tanto (2) implica (3). Q.E.D.

Claramente todo homeomorfismo es un homeomorfismo local, sin embargo lo reci-
proco no siempre se cumple. A continuacion presentamos un homeomorfismo local entre

continuos que no es un homeomorfismo.

Ejemplo 2.4.4. Sea f : S* — S! definida como f(z) = 22, para z € S'. Claramente
esta funcién no es un homeomorfismo ya que no es inyectiva. Sin embargo, f es local-
mente inyectiva. Ademés para cada w € S! existen exactamente dos puntos distintos
20y 21 € St tal que f(20) = f(21) = w. Asi [{f71(2) : z € S'}| = 2, para cada z € SL.

De esta manera f es un homeomorfismo local, por el Teorema 2.4.3.

Note que toda funcién f : S' — S! que es localmente inyectiva es un homeomorfismo
local. El siguiente ejemplo nos muestra que existe un continuo X y una funciéon f : X —

X localmente inyectiva tal que f no es un homeomorfismo local.

Ejemplo 2.4.5. Sea X = 57 U S,, donde
Si={z€C:lz|=1} ySo={2€C:|z-2|=1}.
Claramente S; NSy = {1}. Asi X es un continuo. Ahora definimos f : X — X como

2% size Sy

f(z) =

z slzeS,.

Note que f es continua y sobreyectiva. Observe que f es localmente inyectiva. To-
memos wy = 1y w; = 3 en X. Entonces [~ (wg) = {1,—1} y f~' (w1) = {3}. Asi, f

no es un homeomorfismo local, por el Teorema 2.4.3.

En [1] se estudian condiciones suficientes y necesarias para que toda funcion local-

mente inyectiva de un continuo sobre el mismo sea un homeomorfismo. En un principio
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se conjeturaba, que si un continuo X no contenia una curva cerrada simple, entonces
toda funcién localmente inyectiva f : X — X era un homeomorfismo. Sin embargo, el

siguiente resultado nos muestra que esta conjetura no es cierta.

Proposicion 2.4.6. Existen un continuo X que no contiene una curva cerrada simple

y una funcion localmente inyectiva f : X — X tal que f no es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea el solenoide diadico, denotado por ) ,, el conjunto definido por
22:{(%)20:1 € (SHY: 22 =z, | paracadan € N}. Es bien conocido que ), es un
continuo con la topologia de subespacio de (S 1)N. Ademés, ), es un continuo indes-
componible tal que todo subcontinuo propio es un arco; es decir, no contiene una curva
cerrada simple, (ver (8, Definicién 2.1.34., pag.83]). Sea f : >, — >, la funcién defini-
dapor f ((zn)or,) = (22),~,. También sabemos que, f es una funcién 3 a 1, esto es, para
caday € Y, |/ (y)| =3y f es un homeomorfismo local. Como todo homeomorfismo
local es una funcion localmente inyectiva, tenemos que f es localmente inyectiva y no

es un homeomorfismo. Q.E.D.

Definiciéon 2.4.7. Sean X un continuo y o = pg un arco en X. Diremos que « es un

arco libre, si a \ {p, ¢} es abierto en X.

En [1, Ejemplo 4.2, pag.8] se muestra que si toda funcion f : X — X locamente
inyectiva de un continuo sobre si mismo es un homeomorfismo, no implica que X no

contenga una curva cerrada simple. El siguiente teorema formaliza este resultado.

Teorema 2.4.8. Sea X un continuo que contiene una curva cerrada simple. Si ade-
mas, la curva cerrada simple contiene un arco libre de X, entonces existe una funcion

localmente inyectiva f : X — X que no es un homeomorfismo.

Demostracion. Sean X un continuo, S una curva cerrada simple en X y « un arco
libre de X tal que o C S C X. Sean p y ¢ los puntos finales de a. Tomemos «y un
subarco en a\ {p, ¢}, con puntos finales py y ¢o. Sea a; = (S'\ ap). Note que S = agUay
y ap Ny = {po, q}. Sean h; : [0,1] — «y, para i € {0, 1}, tales que ho(0) = hy(1) = po
y h1(0) = ho(1) = go. Definimos la siguiente relacion sobre X:

l.x~a'siysolosiz=2a2"0

2. x,2" € Sy existe t € [0, 1], tal que {ho(t), hi(t)} = {z,2'}.

Es facil ver que ~ es una relaciéon de equivalencia sobre X. Ademés, si tomamos
Y = X/ ~ es un continuo e Y es homeomorfo a X. De esta forma, podemos suponer

sin pérdida de generalidad que la funcion cociente f esta definida de X sobre X. Como

38



ho y hi son homeomorfismos, observe que la relacion de equivalencia sobre S genera
una funcion cociente f|g topologicamente equivalente a f, : S' — S definida por
f2(z) = z%. Finalmente note que f|x\,, es inyectiva, donde X \ aq es un abierto de
X. Ademas, o\ {p, ¢} es abierto en X tal que f|o\(p,q €s localmente inyectiva y X =
(X \ ao) U(a\ {p,q}). Asi, f es localmente inyectiva. Q.E.D.
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Capitulo 3
Continuos arbolados

Este capitulo esté dedicado al estudio de continuos arbolados, principalmente a las
funciones localmente inyectivas de un continuo sobre un continuo arbolado. En (3.1)
definimos continuo arbolado, seguido de algunos ejemplos que ilustran esta definicion.
En (3.2) presentamos el resultado mas relevante de este trabajo de grado, el Teorema
3.2.5. publicado en 1996 por Jo. W. Heath acerca de las funciones localmente inyectivas
de un continuo sobre un continuo arbolado. Resaltamos el hecho que la prueba que
presentamos en este escrito, aunque la idea de Heath es la misma, difiere en que involucra
menos conceptos y por este motivo es mas sencillo entenderla. Lo anterior es uno de los

principales aportes en este trabajo de grado.

3.1. Definicién y ejemplos

En el Capitulo 2 dimos la definiciéon de arbol y algunas de sus propiedades y carac-
terizaciones. A continuacién definimos continuo arbolado seguido de algunos ejemplos

que ilustran esta definicion.

Definicion 3.1.1. Sean X un continuo y 7 la coleccion de todos los arboles. X se
dice arbolado, si para todo €>0, existen T, € T y una funciéon f. : X — T, continua y
sobreyectiva, tal que diam (f=' (t)) < € para todo t € T..

Todo arbol es claramente un continuo arbolado. Como mostraremos en esta seccién,
existe una gran variedad de continuos arbolados. Las siguientes subsecciones estan de-

dicadas a mostrar ejemplos de continuos arbolados que no son arboles.
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3.1.1. La curva del topoélogo

En esta subseccién mostraremos detalladamente que la curva del topologo es un
continuo arbolado. Primero note que los minimos de la funcion g(z) = sen (%) con
x € (0, 1], son de la forma (ﬁ, —1) con n € N. Entonces para todo € > 0, existe
N € N tal que N > £ esto es

Ame

an—Ts < & ver Figura 3.1.1.

— 2 =
AN-T1)=

2 2
I AN-1)—1)m (4(N=-2)-1)=

'\

Figura 3.1.1: S = {(x, sen(1l/x)) e R2: 0 < z < 1}

Sean a = (ﬁ, —1) yb= (ﬁ, 1). Denotemos por ab al segmento que une

a con b, es decir, ab = ﬁ x [—1,1]. Sea

T {(x,sen(l/x)) tx € (O, ﬁ}} — ab,

definida por 7(x,y) = (ﬁ, y). Note que 7 es continua y sobreyectiva. Ademas,

didgm (77(t)) < ¢ para todo t € ab, ver Figura 3.1.2.
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Sea el arbol 7. = ab U {(x, sen(l/x)):x € [ﬁ, 1} } Note que 7. es un arco y

por lo tanto un arbol. Definimos f. : S — 1. de la siguiente manera

w siw € {(x,sen(l/m)) X € [m,l}}
fe(w) = ,
m(w) siwée {(x, sen(l/x)):x € (0, ﬁ]}

donde claramente f. es sobreyectiva. Como

{(x, sen(1/z)) : 7 € [ﬁ 1] } " {(x,sen(l/x)) e (0 ﬁ}} _ {a}

y m(a) = a, tenemos que f. es continua, por [12, Teorema 7.6, pag.45]. Ademas,
es facil ver que didm (f-'(t)) < e para todo t € T.. De lo anterior el continuo S es

arbolado.

3.1.2. Continuos arbolados y limites inversos

El corolario del siguiente teorema nos da una herramienta poderosa para construir
continuos arbolados. Este corolario nos dice que el limite inverso de arboles es un
continuo arbolado. Una consecuencia inmediata de este corolario, es que nos permite

mostrar que los continuos de Knaster son arbolados.
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Teorema 3.1.2. Sea {X,,, f"™'} una sucesion inversa de continuos con limite inverso
Xoo = M {X,, f21} | entonces para todo € > 0, existe m € N tal que fn, : Xoo — Xon,
tiene la propiedad que diam(f,, (x)) < € para todo x € X,,.

Demostracion. Sean y = (y,)52, v 2z = (2,)52, dos sucesiones en Xo, y € > 0 .

o

Entonces existe m € N, tal que Zﬂw <e Sean f, : Xoo > Xy x € X,,.
n=m

Por la Observacion 1.4.4., f,, es continua y sobreyectiva. Note que si y = (y,,)52, v

z = (2,)°2, pertenecen a f, !(z), entonces y,, = z, para todo n € {1,2,...,m}. Es decir,

los m primeros términos de cada sucesion en la fibra de x son iguales. Asi

ity =Y el 3 bla) _ y dlis)

n=1 n=m+1 n=m+1

Por lo tanto diam (f,,}(z)) < € para todo x € X,,,. Q.E.D.

El siguiente resultado nos permite construir continuos arbolados usando limites in-

VErsos.

Corolario 3.1.3. Si T, = lan{Tm Y es un continuo tal que para todon € N, T,

es un drbol, entonces T, es arbolado.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.2., para todo € > 0 existe m € N; tal que para
fm i T — Ton, diam (f,1(t)) < € para todo t € T,,. Sabemos que f,, es continua y

sobreyectiva, por lo tanto T, es un continuo arbolado. Q.E.D.

Definicién 3.1.4. Un continuo de Knaster es un continuo homeomorfo al limite inverso
de una sucesién inversa de continuos X, = [im {X,, "™}, donde para todo n € N,

X, =[0,1] y f"*les abierta y no es un homeomorfismo.

Como cada arco X; es un arbol, tenemos que un continuo de Knaster es un limite

inverso de arboles. Asi, por el Corolario 3.1.3., obtenemos la siguiente proposicion.
Proposicion 3.1.5. Todo continuo de Knaster es arbolado.
A continuacion, mostramos dos ejemplos particulares de continuos de Knaster.

Ejemplo 3.1.6. El primer ejemplo es un continuo de Knaster Ky = @{Xn, o
donde f,(t) =1— |2t -1 |y X, = [0,1], para todo n € N. En [2, Proposicion 4.2],
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se puede ver que Ky es homeomorfo a la siguiente construccion: Sean C el conjunto
ternario de Cantor y

donde r + % € C y para cada n € N, sea

2
A, = {(:L’,y) cR?: (x— 2.5311) +y2:r2,y§0},

5 2 1 00 .
donde r + 527 € CN [3—n, %—,1} Entonces (J,_, A, es un continuo y es homeomorfo a

ICo. La Figura 3.1.3. muestra un modelo de este continuo.

Figura 3.1.3: ICy

Ejemplo 3.1.7. El segundo ejemplo es el continuo de Knaster K3 = @ {X,, foti},
donde

3t si0<t<g
fat)=q2-3t sii<t<?2
3t—2 sii<t<1

y X,, = [0,1], para todo n € N. En [2, Proposicion 4.2], se puede ver que K3 es

homeomorfo a la siguiente construcciéon: Sean £ el conjunto quinario de Cantor y

- 2
Aoz{(x,y)ERQ: (x— 10‘5n) +y2:r2,y§0},
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donde para cada n € N, r + ﬁ e&én [571%, 5%] y sea

7 2
An: {(‘T’y)ERQ (I_ (1_ 105n>) +y2:r27y20}7

T
10-57

homeomorfo a 3. La Figura 3.1.4. muestra un modelo de este continuo.

donde para cada n € N, 571% < —r < 5% Entonces |J;~, A, es un continuo y es

Figura 3.1.4: K3

3.1.3. Dendritas

En esta subseccién mostraremos que una dendrita es un continuo arbolado. Por
[10, Lema 10.24, pag.175] si X es una dendrita e Y es un subcontinuo de X, tenemos
que para cada z € X \ Y, existe un tnico punto r(x) € Y tal que r(x) es un punto de

cualquier arco en X, de x a cualquier punto de Y.

Definicién 3.1.8. Sean X una dendrita e Y un subcontinuo de X. La funciéon p : X —

Y definida como
r(z) size X\Y;

p(x) = ,
T sixzeY.

p se llama funciéon del primer punto para Y.
Proposicion 3.1.9. Toda dendrita es arbolado.

Demostracion. Sea X una dendrita. Por [10, Teorema 10.27, p.176|, existen una

donde cada Y; C Y;1; C X y cada Y; es un arbol, y p, : X — Y,,, con

o

sucesion (Y,)>7,,

n € N, donde p; es la funcion del primer punto para Y;. Tenemos que (p,,),, converge

uniformemente a la funcién identidad sobre X. Entonces para todo € > 0 existe m € N,
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tal que para todo n > m, d(p,(x),z) < e, para todo = € X. Asi, existe k € N tal que
k> m y para pj, : X — Y}, tenemos que si y = r(z) € Y}, entonces r(z) € p; ' (r(z)) y
d(r(z),z) < e, paratodo z € p; ' (y) . Por lo tanto diam (p;, ' (y)) < ¢, para todo y € Yj.
Por otro lado, py es continua y sobreyectiva, por [10, Lema 10.25, p.176]. Entonces X

es un continuo arbolado. Q.E.D.

A continuacion ilustramos la demostracion de la Proposicion 3.1.9. con un ejemplo
particular. Sea X la dendrita sin arcos libres que definimos en el Ejemplo 2.2.5. Defini-
mos Y] el arco que representamos en la Figura 3.1.5. Entonces la funcién primer punto
para el punto x se representa en la misma figura. Note que esta funcién p; tiene fibras

con didmetro grande.

-
z 4
T Pl[I)

4 +7 B
e 1 —
e i e B
PSSR I R A e
T —— T

s
+

p X =Y
Figura 3.1.5: Funcién del primer punto para Y;
Ahora tomemos Y5 la cruz que vemos en la Figura 3.1.6 y observemos la imagen del

mismo punto x pero ahora con la funcién p,. Aunque esta funciéon “primer punto” tiene

aun fibras muy grandes, son mas pequenas que las de la funcion p;.
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T+T

P X =Y,
Figura 3.1.6: Funciéon del primer punto para Y5
De esta manera podemos definir la sucesion de arboles Y,, y funciones p, donde sus

fibras son en cada paso mas pequenas, como mostramos paran = 3 y n = 4 en la
Figura 3.1.7.

X X e 41y
i ol x\ ——
T4 $ +
pslz)
+ ——— + + —++ 4
— 1 — — 1+ + ——
e #i#*#i% i_fi
T 4 T Y- T 4 T Yy
—t+ —t+ 3
B — 4 - _+T<F _+__+_ _+::+_
—t— —+ T+
pr X — Y3 P X =Y,

Figura 3.1.7: Funcién del primer punto para Y3 y Yy

De esta manera, no es dificil aceptar, para esta dendrita en particular en particular
que dado € > 0 existe un ny € N suficientemente grande tal que p, : X — Y, es una

funcion tal que diam (p, ' (y)) < € para todo y € Y, es decir, X es un continuo arbolado.
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3.2. Teorema de Heath

En 1977, en [5, Referencia [3]], el profesor T. Mackowiak prueba el siguiente re-
sultado. Todo homeomorfismo local de un continuo sobre un continuo arbolado es un
homeomorfismo. En 1995, en |5, Referencia [2|], el profesor T. Rogers prueba que toda
funcion localmente inyectiva (no necesariamente abierta) de un continuo hereditaria-
mente descomponible sobre un continuo arbolado es un homeomorfismo. Como todo
homeomorfismo local entre continuos es abierta y localmente inyectiva, el teorema de
Mackowiak puede ser enunciado de la siguiente manera. Toda funcion localmente in-
yectiva y abierta de un continuo sobre un continuo arbolado es un homeomorfismo. El
objetivo central de esta seccién es mostrar detalladamente la prueba del resultado de
Jo W. Heath, dada en [5] en 1996, donde vemos que la condicion que la funcion sea
abierta en la hipotesis del teorema de Mackowiak y la condicion que el continuo sea
hereditariamente descomponible en la hipo6tesis del teorema de Rogers no son necesarias.

Antes de comenzar con la prueba de este resultado, daremos dos proposiciones que

utilizaremos en la demostracion.

Proposicion 3.2.1. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre continuos e y € Y.
Si U C X es un abierto tal que f~(y) C U, entonces existe un abierto W C'Y tal que
yeWy ffY(W)CU.

Demostracion. Sean y € Y y U C X un abierto tal que f~!(y) C U. Supongamos
que para todo abierto W C Y tal que y € W, tenemos que f~(W)N X\U # @. En
particular f~' (B(y,+)) N X\U # @ para todo n € N. Sea z,, € f~' (B(y, 1)) N X\U.
Asi ()", es una sucesion de puntos en X\U. Por [4, Teorema 1.4, p.224] X\U es
compacto, luego (z,),_; tiene una subsucesion (z,,),., que converge a un punto z, €
X\U. Ademas como f es continua, tenemos que (f(xy,,)),.; converge a f(zg) € Y. Por
otro lado, como z,, € f~* (B(y, i)), tenemos que f(z,,) € B(y, i) y por lo tanto
d(f(zn,),y) < n—lk Como klz_}no’gnik = 0, tenemos que klz_}rgof(xnk) = y. Asi, f(zo) = v.

Entonces zy € f~!(y) C U. Pero esto es una contradicciéon ya que zo € X \U.
Q.E.D.

Definiciéon 3.2.2. Sea U/ un cubrimiento finito de un continuo. Si los elementos de U
pueden ser etiquetados como { L1, La, ..., L, } de manera que para cada j € {2,3,...,m},
L; intercepta exactamente un elemento del conjunto {Ls, Lo, ..., L;_1}, decimos que U

se puede drbol indexar.
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Claramente las cadenas y en particular las € — cadenas, (ver Definicion 1.5.2.) que
son un cubrimiento de los continuos encadenables, son un ejemplo de un cubrimiento
finito que se puede arbol indexar. El cubrimiento del arbol T de la Figura 3.2.1 ilustra

un ejemplo de un cubrimiento finito que se puede arbol indexar y no es una € — cadena.

El siguiente teorema no presenta una demostracion formal en la literatura, sin em-

bargo lo enunciamos, porque no es dificil convencerse de su veracidad.

Teorema 3.2.3. Sea T un drbol, entonces para todo € > 0 existe un cubrimiento
U={Ly,Ls,...,Lj_1} de T tal que malla (U) < e yU se puede drbol indexar.

Figura 3.2.1: Cubrimiento de un arbol que se puede arbol indexar
La Figura 3.2.2 ilustra un ejemplo de un cubrimiento finito de S* que no se puede

arbol indexar. Note que para cualquier etiqueta de este cubrimiento, L, como tltimo

eslabon, intercepta exactamente a dos elementos cuyos subindices son menores que k.
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Figura 3.2.2: Cubrimiento de S! que no se puede arbol indexar

Proposicion 3.2.4. Sean T un drbol yU = {U; : i € A} un cubrimiento de T'. Entonces

existe un refinamiento V = {Vi, Vs, ..., Vi.} de U que se puede drbol indezxar.

Demostracion. Sea U = {U; : i € A} un cubrimiento de T'. Entonces existe § > 0,
tal que para todo t € T'; B(t,0) esté contenida en algun U;, por [4, Teorema 4.5, p.234].
Luego B = {B(t,0) : t € T'} es un refinamiento de A. Como T" es compacto, B tiene un
subcubrimiento finito V = {V}, V4, ..., Vi }. Ademaés, haciendo un procedimiento similar
al que mostramos en la Figura 3.2.1, es facil ver que V se puede arbol indexar. Con esto

concluimos nuestra prueba. Q.E.D.

Ahora estamos listos para hacer la prueba del principal resultado de este capitulo.

Teorema 3.2.5 (Heath). Sea h: X — Y una funcion localmente inyectiva y sobreyec-
tiva definida entre continuos. Si'Y es arbolado, entonces h es un homeomorfismo y por

lo tanto X es homeomorfo a Y.

Demostracion. Supongamos que h es una funciéon localmente inyectiva de un conti-
nuo X sobre un continuo arbolado Y. h es finita a uno, por el Teorema 2.1.6. Ademas,
existe un abierto V,, C X tal que x € V, y h|y, es inyectiva, para todo z € X. Como
{V; : © € X} es un cubrimiento de X, por [4, Teorema 4.5, p.234] existe A > 0, tal que
para todo x € X, B(x,\) estd contenida en algin V, y por lo tanto h|p(,) es inyec-
tiva. Sean = y 2’ dos puntos en X tal que d(z,2’) < 2¢ con & = % Entonces siempre

que 2’ € B(x,\), se tiene que h(z) # h(x’). Es decir, si h(x) = h(z2') tenemos que
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d(x,z") > 2¢. Por la Proposicion 3.2.1. tenemos que para todo y € Y, existe un abierto

U, CY cony e U, tal que si h™'(y) = {x1,x, ..., x, }, entonces h~'(U,) € U B(z;, 5),
i=1
ver Figura 3.2.3.

y; - ™ Y—
)N / '
,rj B_(jfl-,z) \ h ; 5
) 7 \\ | — ! Y
[ I @x Y I',f “\
soet I|| T
/ B(.II‘) Ej'l JI|r ./\Lly |l
— T - \
h ‘(Dy)—f—f@ u bl 1
! . . | i \ |
R \ | :y: |
! ( s)l l o |
Blan. =1 | oo
|
| /_\\ 2 |l l / |I
| N @| | | I
\ R { | !
} f } /
Yy / i /
\ ! Y !
\ / \ s
i S \ i
. - .

Figura 3.2.3: h: X —» Y

Como {U, :y € Y} es un cubrimiento de Y, a partir de él vamos a construir un
refinamiento que se pueda arbol indexar. Por [4, Teorema 4.5, p.234] existe p > 0 tal
que para todo y € Y, B(y, p) estd contenida en algin U,. Por otro lado como Y es un
continuo arbolado, existe un arbol 7}, y una funcién f, : Y — T, continua y sobreyectiva,

tal que didam (f, ! (t)) < p para todo ¢ € T,. Luego f,!(t) esté contenida en algin U,
ver Figura 3.2.4.
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Figura 3.2.4: f,: Y =T,

Por la Proposicion 3.2.1. existe un abierto A, C T, tal que t € A, y f;l(At) esta

contenido en algin U,. Luego A = {A; :t € T,} es un cubrimiento de T),, ver Figura
3.2.5.

Figura 3.2.5: A= {A, : t € T,} un cubrimiento de T,

Entonces existe un refinamiento R = {Ry, Ry, ..., R,,} de A, tal que R se puede
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arbol indexar, por la Proposicion 3.2.4. Ademas {fp_l(Ri) e {l,2,.., m}} es un cu-
brimiento de Y, ya que dado y € Y, f,(y) = t € Ry, para algin k € {1,2,...,m},
entonces y € f,'(t) C f,'(Ry). Como cada R; estd contenido en algin A, tene-
mos que fp_l(Ri) estda contenido en algtin U,. Luego £ = {Li, Ls,...,L,,}, donde
Ly = f;Y(Ry), Ly = f,'(R2), ... Ly = f,"(Rm), es un refinamiento de {U, : y € Y},
ver Figura 3.2.6.

R,
L \/\ -
e ' P
s
i
1 N
A 1)
S X B
! o
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P P i
= S ‘
5 el !
A W WY i
L —— CTEER ;
et i -
. At o .4’ v
Uy
R,
Lk: , ST ‘//
Y
1

Figura 3.2.6: £ = {Ly, Lo, ..., L, }un refinamiento de {U, : y € Y}

Veamos que L se puede arbol indexar. Para esto, observe que L; N L; = f YR)N
fp_l(Rj) # () siy solosi R, N R; # . Asi, como R se puede arbol indexar, tenemos
que L se puede arbol indexar.

Ya construimos nuestro refinamiento, ahora para cada L; € L, denotamos por v;
a un elemento de Y tal que L; C U,,. Etiquetamos los elementos de h™'(y;) como
{xl,mg, ...,xk(i)} y para cada j = 1,2,..., k(i), definimos W (i, j) = h™(L;) N B(z;, 5).
Si esta interseccion es no vacia, entonces W (i, j) C X es un abierto de didmetro menor

que € y hlw ) es inyectiva, ver Figura 3.2.7.
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Ademas
W={W(.j):ie{l,2,..,m}, donde j € {1,2,....,k(i)}}
es un cubrimiento de X. Para ver esto, dado x € X, h(z) = y € L; para algin

i € {1,2,...,m}, entonces x € h™*(y)C h~'(L;). Por otro lado y € U,, luego = €

h='(y) € h"Y(Uy) € UB(zi,5), entonces existe j € {1,2,...,n} tal que z € B(z;,5).
i=1

Por lo tanto tenemos que x € h™'(L;) N B(x;, 5) = W(i, j).

Observacion. Si W (iy, j1), W (ia, j2), W (i3, j3) son elementos distintos de W, tal que
W (i1, j1) N W (ig, jo) # Oy Wiis, j3) N W(ia, j2) # O. Osea: los enteros {iy,is,i3} son
distintos. Para ver esto, sea 21 € W (i1, j1) N Wiz, j2) v 23 € W (is,j3) N W(ia, j2).
Note que d(z1, z3) < €. Primero supongamos que i; = i5. Por construccion, W (iy, j1) C
B(xj,5) y Wi, j2) € B(xy,,5) donde h(x;,) = h(z;,) = y; con ji # ja, luego
2z € Bz, £) N B(xj,, £). Esto implica que d(zj,,z;,) < €, por lo tanto h(zj,) # h(z;,)
y esto es una contradiccion. De manera anédloga, si suponemos que i3 = 75 obtenemos
una contradiccion similar. Para terminar, supongamos que 7; = i3. Nuevamente por

construccion, z; € Wiy, j1) € B(w;,,5) v 23 € Wiy, j3) € B(xj,, 5), donde h(z;,) =
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h(zj) = yi, con ji # js, entonces d(x;,x;,) > 2¢. Tenemos que d(z,z;) < 5y
d(z3,15,) < 5. Asi

15 £
2e < d(xj1>xj3) < d(zlvle)—i_d('zla xjs) < d(zl,le)—i—d(zl, ,23)+d(23, xjs) < §+€+§ <2

Lo cual es una contradiccion. De lo anterior, tenemos la prueba de la observacion.

Continuando con la demostracion del teorema, supongamos que A no es un ho-
meomorfismo, entonces h no es inyectiva. Luego existen dos puntos distintos, z1 v 2o
en X tal que h(z1) = h(xg). Asi, 1 € W(i,j) y 2 € W(i, k) para algin i y algin
j # k. Note que W (i, 7) "W (i, k) = . Luego existe una cadena cuyos eslabones estan
en W, tal que el primer y ultimo eslabén son W (i, j) v W (i, k) respectivamente. Sea
C = {W(ki,n1), W(ka,n2),...; W(kpm,nm)} la cadena més corta tal que ky = k,,. Por
definicion W (k;,n;) N W (k;,n;) # O si y solosi | ¢ — j |[< 1, luego por la Observacion,
m > 3. Sea k; el menor entero en {ky, ko, ..., ky, }, entonces kj 1 > k;. Note que como
W (kjj1,njp0) "W (kj, n;) # O, entonces h™' (Ly,,,)Vh ™' (Ly,) # O, luego Ly, N Ly, #
@. Asi Ly, es el tnico elemento de £ con subindice menor al de Ly,,, que lo intercep-
ta. Como W (kji2,nj12) N W(kjz1,n401) # O, entonces h™'(Lg,,,) N h™ ' (Li,,,) # O,
ji2 O Ly
tenemos que k; < kjp1 < kjyo < .o < kp = k1 < ke < .. < kj_y < kj_q. Co-
mo W (kj,n;) N W(kj_1,nj_1) # Oy W(kj_1,n;-1) N W(kj_2,n;_2) # O tenemos que
Ly, N Ly, # Dy L,y N Ly, # @ donde k; < kj_1 y kj_» < kj_1, lo que contradice
el hecho que L se puede arbol indexar. Q.E.D.

luego Ly # (. Por lo tanto kjio > kji1. Si continuamos con este proceso,
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