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RESUMEN

TITULO: ELEMENTOS REGULARES DE LOS SEMIGRUPOS Ly (V) Y M,,(F) *
AUTOR: JUAN CAMILO CAMACHO PARRA ™

PALABRAS CLAVE: SEMIGRUPOS REGULARES, TRANSFORMACIONES LINEALES, MATRICES,
RELACIONES DE GREEN.

DESCRIPCION:

La teoria de semigrupos regulares es introducida por J.A. Green en 1951 en su articulo On the Structure of
Semigroups ' la cual consiste en la busqueda de aquellos elementos que se comportan de forma similar a
los elementos invertibles en un grupo, estos elementos se les conoce como elementos regulares, es decir,
un elemento z € S es un elemento regular si existe y € S tal que zyz = x, decimos que S es un semigrupo
regular si todo elemento en S es regular. Sea S un semigrupo regular y sea U un subsemigrupo de S. Una
pregunta natural que surge es: ¢Es U un semigrupo regular? La respuesta en general es NO, asi que la
siguiente pregunta es: ;Bajo qué condiciones U es un semigrupo regular?.

En 2007 S. Nenthein y Y. Kemprasit en 2 consideran el semigrupo de las transformaciones lineales 7 : V —
V' con la composicion de funciones y teniendo en cuenta que el subsemigrupo de un semigrupo regular no
es necesariamente regular, consideran los subsemigrupos

(VW) ={T € Lg(V) | imT CW} y Kg(V,W)={T € Lg(V)|W CkerT}.

Donde W es un subespacio vectorial de V. Se caracterizan sus elementos regulares y mas tarde en ° se
estudiaran algunos ideales del subsemigrupo Reg (Iz(V, W)). Por otro lado, en 2 también se exponen las
caracterizaciones de los elementos regulares de los subsemigrupos

Cn(F.k)={Ae M,(F) |a;; =0Vi,j€{l,...,n}yj >k}
R,(F,k)={A € M,(F)|aj; =0Vi,j €{1l,....,n}yi>k}

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
Matematicas.

' John VON NEUMANN. “On regular rings”. En: Proceedings of the National Academy of Sciences 22.12
(1936), pags. 707-713.

2 Sansanee NENTHEIN y Yupaporn KEMPRASIT. “Regular elements of some semigroups of linear
transformations and matrices”. En: Int. Math. Forum. Citeseer. 2007.

3 Robert SULLIVAN. “Semigroups of linear transformations with restricted range”. En: Bulletin of the
Australian Mathematical Society 77.3 (2008), pags. 441-453.
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del semigrupo M,,(IF) junto con la multiplicacién usual de matrices.

En este trabajo de grado expondremos los resultados obtenidos en 2 para la caracterizacién de los
elementos regulares en Iy(V,W) = {T € Lg(V) | imT C W}y Kg(V, W) ={T € Lg(V) | W Cker T} y asi
extenderlo a los subsemigrupos C,,(F, k) y R, (F, k) de M, (F), posteriormente expondremos los resultados
en 3 acerca de los ideales de Reg (Ir(V, W)).



ABSTRACT

TITLE: REGULAR ELEMENTS OF SEMIGROUPS Ly (V) AND M,,(F). *
AUTHOR: JUAN CAMILO CAMACHO PARRA ~

KEYWORDS: REGULAR SEMIGROUPS, LINEAR TRANSFORMATIONS, MATRICES, GREEN
RELATIONS.

DESCRIPTION:

The theory of regular semigroups is introduced by J.A. Green in 1951 in his article On the Structure of
Semigroups ! which consists in the search for those elements that behave similarly to invertible elements in
a group, these elements are known as regular elements, that is, an element « € S is a regular element if
there exists y € S such that zyx = x, we say that S is a regular semigroup if every element in S is regular.
Let S be a regular semigroup and let U be a subsemigroup of S. A natural question that arises is: Is U
a regular semigroup? The answer in general is NO, so the next question is: Under what conditions is U a
regular semigroup?

In 2007 S. Nenthein and Y. Kemprasit in 2 consider the semigroup of linear transformations 7' : V' — V" with
the composition of functions and taking into account that the subsemigroup of a regular semigroup is not
necessarily regular, they consider the subsemigroups

L(V,W)={T € Ly(V) |imT CW} y Kp(V,W)={T € Lg(V)| W C ker T}.

Where W is a vector subspace of V. Its regular elements are characterized and later in 2 some ideals of
the subsemigroup Reg (Ir(V, W)) will be studied. On the other hand, in 2 the characterizations of the regular
elements of the subsemigroups are also exposed.

C,(F,k)={Ae M,(F)|a;; =0Vi,je{l,...,n}yj>k},
R,(F, k) ={Ae M,(F)|ai; =0Vi,j€{l,...,n}tyi>k}.

of the semigroup M,,(FF) together with the usual matrix multiplication.

In this thesis we will expose the results obtained in 2 for the characterization of the regular elements in
Ig(V,W) =T € Lg(V) | imT{Kp(V,W) =T € Lg(V) | W C WkerT} and thus extend it to the
subsemigroups C,,(F, k) and R,,(F, k) of M, (F), subsequently we will state the results in  about the ideals
of Reg (Ir(V, W)).

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
Matematicas.



INTRODUCCION

En 1936 el matematico John Von Neumann en su articulo On Regular Rings, (ver 1),
introduce la nocién de anillo regular, el cual es un anillo R en el que para cada elemento
x existe un elemento y también en R tal que zyx = z. En general, a los elementos de
un anillo que cumple esta condicion se les denomina elementos regulares. En 1951
James Alexander Green en su tesis doctoral On the Structure of Semigroups, (ver '), se
restringe a estudiar los elementos regulares en un semigrupo. Para esto son definidas las
relaciones de Green, las cuales son utiles en el estudio de los ideales de un semigrupo
y la caracterizacion de sus elementos regulares.

En 2007 S. Nenthein y Y. Kemprasit en su trabajo Regular elements of some semigroups
of linear transformation and matrices, (ver 2), estudian los elementos regulares de
dos semigrupos famosos del algebra lineal. ElI primero es el semigrupo de las
transformaciones lineales de un espacio vectorial V' sobre un cuerpo F en si mismo,
bajo la composicion de funciones (Lg(V), o). El segundo es el semigrupo de las matrices
cuadradas con entradas en un cuerpo F bajo la multiplicacion usual (M, (F),-). Se parte
del hecho de que ya son semigrupos regulares, es decir, cada elemento del semigrupo es
regular. Y se consideran dos subsemigrupos en los cuales se pregunta si estos heredan
la propiedad de ser regulares y de no llegar a ser asi, bajo qué condiciones esto podria
suceder. Para el primer semigrupo se consideran los subsemigrupos Ir(V, W) el conjunto
de las transformaciones lineales con imagen restringida al subespacio W'y Kg(V,W) el
conjunto de las transformaciones lineales tales que el subespacio 1V esta contenido en su
kernel, se da una caracterizacion de sus elementos regulares y asi las condiciones para
las cuales dichos subsemigrupos son regulares. Para el segundo semigrupo sean C,,(F, k)
el subsemigrupo de las matrices con un numero k de columnas no nulas y R,(F,k) el
subsemigrupo de las matrices con un numero k de filas no nulas.

Por ultimo en 2008 R.P. Sullivan en su articulo Semigroups of linear transformations with
restricted range, (ver ) profundiza en los ideales del subsemigrupo Ix(V,W); para ello
el autor estudia el conjunto de los elementos regulares de Ix(V, W), el cual forma un
subsemigrupo y de este se caracterizan sus ideales quienes seran la base de los ideales

1 James GREEN. “On the structure of semigroups”. En: Annals of Mathematics (1951), pags. 163-172.



de [F(‘/, W)

El propdsito de este trabajo, es estudiar los articulos 2 y 3. Para esto, primero se recuerdan
algunos resultados basicos de algebra lineal y de teoria de semigrupos; seguido de esto,
se mencionan algunos resultados sobre los semigrupos regulares. Posteriormente se
definen los subsemigrupos I (V, W) y Kr(V, W) en donde se mencionaran los resultados
obtenidos para la distincion de los elementos regulares, asi se haran algunos comentarios
a cerca de los ideales cuyos elementos sean regulares del subsemigrupo Ix(V, W). Por
ultimo se usaran los resultados anteriores para caracterizar los elementos regulares de
los subsemigrupos C,,(F, k) y R.(F, k).
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OBJETIVOS

Dado un espacio vectorial finito dimensional V' sobre un cuerpo F, considerando el
semigrupo (Lr(V'),o) de endomorfismos lineales de V, y definimos los subsemigrupos
Ig(V,W) =A{T € Lg(V) | imT C W} de endomorfismos lineales con rango restringido
a subespacio Wy Kp(V,W) ={T € Lg(V) | imT C W} de los endomorfismos lineales
de V tales que W esta contenido en su kernel. Por otro lado consideramos el semigrupo
(M, (F),-) de matrices cuadradas de tamano n xn con entradas en el cuerpo F y definimos
los subsemigrupos C,(F, k) de las matrices con un ndmero k de columnas no nulas y
R, (F, k) el subsemigrupo de las matrices con un nimero k de filas no nulas.

Objetivo general

El objetivo de este trabajo es estudiar elementos basicos en la teoria de semigrupos,
especialmente los elementos regulares de los semigrupos Lr(V') y M, (F).

Objetivos especificos

1. Caracterizar los elementos regulares de los subsemigrupos Iy(V, W)y Kg(V, W) del
semigrupo Ly(V).

2. Identificar algunos ideales del subsemigrupo Iy(V, W).

3. Establecer una relacion entre los subsemigrupos Ir(V,W) y C,(F, k), de forma
analoga entre los subsemigrupos Kx(V, W)y R, (F, k).
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1. PRELIMINARES

Comenzaremos este capitulo con un breve repaso a los elementos basicos del algebra
lineal y de teoria de semigrupos, los cuales seran relevantes en la comprension de la
teoria de semigrupos regulares.

1.1. Algebra lineal

Toda la teoria aqui trabajada se hara tomando un espacio vectorial de dimensidn finita V'
sobre un cuerpo F, en donde podemos establecer el isomorfismo Ly(V') = M, (F), el cual
nos permite establecer resultados obtenidos en Ly(V') y llevarlos a M, (F).

1.1.1. Bases y dimension

Definicion 1.1.1. Un subconjunto W de un espacio vectorial VV sobre un cuerpo F es
llamado un subespacio de V, si W es un espacio vectorial sobre F con las operaciones
de suma y multiplicacién por escalar definidas en V.

En cualquier espacio vectorial V, los conjuntos V'y {0} son subespacios, el ultimo es
llamado el subespacio cero de V.

Definicion 1.1.2. El subespacio generado por un conjunto no vacio S de vectores en
un espacio vectorial V' es el conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores

enS
<S>:{ Z CiUi‘CiEIF,UiES}.

finitas
En caso de que S = 0 entonces (S) = {0}. Un conjunto de vectores en V' es llamado
generador de V, si V = (S).

Definicion 1.1.3. Sea VV un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Un subconjunto S =
{v1,--- ,u} de V es linealmente dependiente si existen escalares ¢, --- ,¢; € F, no

todos nulos tales que
k

Z CiU; = 0.

=1
En este caso decimos que los vectores de S son linealmente independientes. Un conjunto
cuando no es linealmente dependiente diremos que es linealmente independiente.
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Observacion 1.1.4. Las siguientes condiciones son verdaderas para cualquier espacio
vectorial

1. El conjunto vacio es linealmente independiente, ya que los conjuntos linealmente
dependientes deben ser no vacios.

2. Un conjunto consistiendo de un solo vector no nulo es linealmente independiente,
pues si {u} fuese linealmente dependiente, entonces au = 0, para algun escalar
a € F. Luego u = a(au) =a10 = 0.

3. Un conjunto S = {s1,---,s,} es linealmente independiente si, y solo si, las Unicas
representaciones de 0 como combinaciones lineales de los elementos en S, son las
representaciones triviales.

La prueba se hara demostrando la contra-reciproca de cada afirmacion. En efecto,
primero supongamos que S es un conjunto linealmente dependiente, entonces para
algun s; en S, se puede expresar como una combinacion lineal de los demas
vectores en S, es decir, existen ay, as, -+, a,,_1 en I tales que

n—1
E QRS = Sy,
k=1

con k # i, de lo cual tenemos que

n—1 n
E QRS — 8; = E ars = 0.
k=1 k=1

Ahora supongamos que para los vectores en S, existen a4, --- ,«, en FF, no todos
nulos, tales que

n
E LSk — 0.
k=1

Sin pérdida de generalidad, supongamos que «; en F es no nulo, asi pues

n—1
E RS = —Q; S,
k=1

13



« .
luego, para 3, = —— en F se sigue que
o

)

es decir, s; se puede expresar como una combinacion lineal de los demas vectores
en S. Por lo tanto, S es linealmente dependiente.

Definicion 1.1.5. Sea V' un espacio vectorial. Un subconjunto S de V' es una base para
V si

1. S es un conjunto linealmente independiente.

2. SgeneraalV.

Lema 1.1.6. Sea V' un espacio vectorial generado por un conjunto finito de vectores
vy, -, U,. ENtonces cualquier subconjunto S de vectores linealmente independientes es
finito y no contiene mas de n elementos.

DEMOSTRACION: Supongamos que S = {s;,---, S,,} €S un subconjunto de vectores en
V tal que n < m. Como vy, --- ,v, generan a V', entonces cada s; € S se puede expresar
como una combinacién lineal de los vectores vy, --- ,v,, €s decir para algunos «; € F
tenemos que

n
S; — E ;U;
i=1

Considere > | \;s; = 0 para algunos \; € F

14



m
Ahora como vy, - - - , v, €s linealmente independiente, entonces Z a;;A; =0, comon <m

=1
se sigue que algunos A; son no nulos. Luego S es linealmente dependiente, lo cual es
absurdo. Por lo tanto m < n. O

Corolario 1.1.7. Si V' es un espacio vectorial sobre un cuerpo F el cual es generado por
un conjunto finito de vectores, entonces cualesquiera dos bases de V' tienen el mismo
tamano.

Corolario 1.1.8. Sea g = {v,--- ,v,} €s una base para V un espacio vectorial finito
dimensional sobre un cuerpo F.

1. Cada conjunto con mas de n vectores enV es linealmente dependiente.
2. Cada conjunto con menos de n vectores en'V no puede generara'V.

Definicion 1.1.9. Un espacio vectorial ' se llama de dimensidn finita si tienen una base
que consiste de un numero finito de vectores. El unico entero n tal que cada base para
V' contiene n elementos es llamado la dimension de V/, denotada por dim V. Un espacio
vectorial que no es finito dimensional es llamado infinito dimensional.

Lema 1.1.10. Sea V' un espacio vectorial de dimension n. Entonces cualquier conjunto
linealmente independiente en V' se puede extender a una base paraV'.

DEMOSTRACION: Sea S un conjunto linealmente independiente de vectores en V. Si
|S| = n, entonces S es una base para V. Ahora supongamos que |S| < n luego por el
Corolario 1.1.8 tenemos que S no genera a V, asi pues, existe v € V tal que v ¢ (S). Por
lo cual podemos considerar un nuevo conjunto S = SU{v}, el cual también es linealmente
independiente. Si |S’| < n, entonces se puede repetir el proceso hasta construir un
conjunto S* tal que |S*| = n, asi S* es una base para V. Por lo que de S podemos
extender una base para V. O

Proposicion 1.1.11. Sea V' un espacio vectorial y sean U y W subespacios de V, el
conjunto
UNW={ueV]jueUAueW},

es un subespacio vectorial de V. Mas generalmente, la interseccion de cualquier
coleccion {S; | i € I} de subespacios es el conjunto de todos los elementos que estan en
cada S; coni € I.

(Si={ueV]uesViell,

il
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es un subespacio, llamado el subespacio interseccion.

Proposicion 1.1.12. Sea V' un espacio vectorial con subespacios U y W, el conjunto
U+W={u+weV|ueclUweW}

es un subespacio vectorial de V. Mas generalmente, la suma de cualquier coleccion {S; |
i € I} de subespacios, esto es, el conjunto de todas las sumas finitas de vectores de la
union|J S; es

ZSZ: {isl | Sj € 031},
=1 =1

el
es un subespacio, llamado el subespacio suma.

Definicion 1.1.13. Un espacio vectorial V' es la suma directa de una familia 7 = {S; |
i € I} de subespacios de V, lo que denotamos por

V=@Ds.
i€l
si se cumple lo siguiente:

1. V es la suma de la familia F:

iel
2. Paracada: € I,

SN (Z Sj) = {0}.

j#i
En este caso, cada S; es llamado un sumando directo de V.

Definicion 1.1.14. Si un espacio vectorial V = S@® T donde S y T son subespacios de V,
entonces 7' es llamado un complemento de S en V.

Ejemplo 1.1.15. Sean U y W subespacios de un espacio vectorial V, la dimensién del
subespacio U + W esta dada por la identidad de Grassmann

dim (U 4+ W) = dim (U) + dim (W) — dim (U N W).

En efecto, Sea 5 = {vy,- - , v} unabase para UnW, como UNW C U, por el Lema 1.1.10
podemos extender 5 a una base 8, = {vy, - , v, u1,- -+ ,u,} para U, de forma analoga

16



extendemos 5 a una base 5, = {vy, -, v, wy, - ,wy,} para W. Considere 5, U By =
{v1, U, UL, -+ Uy, W, -+ Wy b VEamos que B1 U By es una base para U + .
k

n m
Sea » aw;+» Au;+ »_0w; para v;,u;, w; € F una combinacion de los vectores en
=1 . =1 =1
B1 U Ba, s
k n m
Z ;U5 + Z /\zuz + Z szz = 0,
=1 =1 =1
se sigue que

k n m
=1 =1 =1

m m
Por lo tanto — Z 6;w; es una combinacion lineal de los vectores en f;, luego — Z 0,w; €
=1 =1

U N W, asi para algunos ~; € F,

k m
E ViVi = — E O;w;,
i=1 i=1

luego
k m
Z YiU; + Z Hiwz- =0.
=1 =1
Dado que 5y = {vy, -+ , g, w1, - -+ ,wy,} €S linealmente independiente, se sigue que v, =
s = =0, =-- =0, =0.Porlotanto — ) ~6;w; = 0. Ahora por (1) se tiene que
=1
k n
Z Q;v; + Z A, = 0,
i=1 i=1
como 5y = {vy, -+, vk, ug, - ,u,} €S linealmente independiente entonces oy = -+ =
ar =M\ =--- =\, = 0. Por lo tanto p; U 3, es linealmente independiente. Por lo tanto

B1 U By es una base para U + W.

17



Ademas note que

= |Bi| + [B2| — |81 N o

= |B1| + |B2| — 18]
=dimU +dimW —dimU NW.

Teorema 1.1.16. Sea V' un espacio vectorial.
1. Sea 3 es una base para V. Si dados dos subconjuntos no vacios 3, y 3, tales que

B =B1UpByyBiN By =10, entonces

V = (B1) ® (Ba).

2.SeaV = S@&T. Sip es una base para S y [, es una base para T, entonces
BiN By =0y B UpPB, es una base paraV.

DEMOSTRACION:

(1) Sea g = {v1,---,v,} una base para V' y sean f3; y (3, subconjuntos no vacios de 3
tales que 3 = 3, U By y 81 N B, = (). Sin pérdida de generalidad, suponga que 3, =
{v1,-- ,ue} Y Bo = {vgs1, -+ , v, } cON k < n. Considere (f;) y (B2) los subespacios

generados por 3, y 3. Veamos que V = (B;) @ (f32)
» Mostraremos que (5;) N (B2) = {0}. En efecto, sea = € () N (B,) entonces = €
k

(Br)yz € (Ba),luego x = au;y =Y  Ap; CON ar, -+, g, Aps1, -+ 5 An €

i=1 i=k+1
FF. Ahora
k n
D awi= Y Aw
=1 i=k+1
k n
D= 3 A=
=1 i=k+1
Como {vy,---,v,} = [ es una base para V, en particular es linealmente
independiente, se sigue que a; = -+ = a; = A1 = - = N\, = 0. Por lo
tanto z = 0.

18



« Note que para =z € V tenemos que z Zazvﬁ— Z ov; = u+ v, €on
i=k+1

k

a1, 0, € F,donde u =Y o € (B1) yv = Z a;v; € (B5). Por lo tanto,
=1 i=k+1

r=u+v e (f1)+ (52).

(2) Sean S y T subespacios de un espacio vectorial finito dimensional V, tal que V' =
SeT.Sip ={v, - ,v,} esunabase para Sy B2 = {vgs1, - ,v,} €S UNA base
para T, veamos que ;N B, = 0y 51 U B, es una base para V.

« Supongamos que 3, N3y # 0, seax € ;N Py, entonces z € By x € o,
se sigue que z € (1) = Syx € () =T, es decir, z € SNT, dado que
V =S@T entonces SNT = {0} luego = = 0, lo cual es absurdo ya que x debe
ser diferente de cero para estar en 5, 0 en ;. Por lo tanto 5, N B =

« Ahora mostraremos que 3, U 3, es una base para V'

oSeaer—S@T entonces r = u+wvtalque u € Sy v € T asi pues

u_Zaszyv_ Z a;v; CON iy, - -+, an € F, luego

i=k+1
x—u+v—2avz~l— Z Q;U;.
i=k+1
Por lo tanto x es un combinacion lineal de los vectores en {vy,--- ,v,}, €s
decir, = es generado por 3; U (.
n
o Considere » av; =0, mostraremos que oy = --- = o, = 0, para

=1

n
i, ,a, € F, dado que Y au; = Z v; + Z a,v; Se sigue que:
=1

i=k+1

k n
E ;0 — — E ;5.
i=1

i=k+1

k k k
Luego » av; € T,y como Y au; € S, entonces » aup; € SNTy
=1 =1 =
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tenemos que

k
E a,;0; = 0,
i=1

n
y ya que p; es base, entonces a; = --- = aj, = 0. Nos queda »  a;v; =0
i=k+1
y como f3, es base, tenemos que ajy; = --- = a, = 0. Esto muestra que

B1 U Bs es linealmente independiente.

Por lo tanto el conjunto 3, U 3, es una base de V'y 3, N By = (.
[

Definicion 1.1.17. Sean V y W espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Una funcién
T :V — W es una transformacion lineal si

T(oqu ~+ agv) = anT(u) + a1 (v),

paratodo oy, oy € Fy vectores u,v € V. El conjunto de todas las transformaciones lineales
de V en W es denotado por Lg(V, W).

Definicion 1.1.18. Una transformacion lineal 7' : V' — V es llamado un operador lineal
sobre V. El conjunto de todos los operadores lineales de V' es denotado por Lg(V).

Definicion 1.1.19. Sea T' € Ly(V, W), el conjunto
kerT'={v eV | T(v) =0},
es llamado el kernel de T'. El conjunto
imT ={T(v) e W |veV},

es llamado la imagen de T'.

Teorema 1.1.20. Sean V' y W espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Si'T € Lg(V,W),
entonces

1. ker T es un subespacio de V.

2. imT es un subespacio de W.
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Teorema 1.1.21. Sea T : V — W una transformacion lineal de espacios vectoriales V en
W sobre el cuerpo F. Entonces, T es inyectiva si y solo siker T = {0}.

DEMOSTRACION: Supongamos que ker 7' = {0} y veamos que T es inyectiva, sea T'(u) =
T(v), parau,v € V, entonces T'(u) — T'(v) = 0, como T es transformacion lineal, tenemos
que T(u —v) =0, asi u —v € kerT'y como ker T' = {0} se sigue que v — v = 0, es decir

Uu ="v.

Ahora supongamos que T es inyectiva, sea u € ker T, por definicion T'(u) = 0 = T(0),
como T es inyectiva, se sigue que u = 0. O

Definicion 1.1.22. Dada una transformacion lineal T : V' — W de espacios vectoriales V/
en W sobre un cuerpo F. Decimos que 7' es

1. Un monomorfismo, si 7' es inyectiva.
2. Un epimorfismo, si T es sobreyectiva.
3. Un isomorfismo, si T es biyectiva.

Lema 1.1.23. Sea S = {vy, -, v} un conjunto de vectores en un espacio vectorial V' y
seaT : V — W una transformacion lineal. Si TS| = {T(v1),---,T(v;)} es linealmente
independiente, entonces S también es linealmente independiente.

k
DEMOSTRACION: Consideremos Z ¢;v; =0, para ¢; en F. Veamos que ¢; = - - = ¢ = 0.
=1
En efecto, aplicando la transformacion lineal 7' tenemos que
k
T (Z cin) =T(0) =0,
=1
asi por las propiedades de la transformacion lineal, se sigue que
k
Z CiT(Uz‘) = 0.
=1

Luego como {T'(v1),--- ,T(vg)} = T[S] es linealmente independiente, entonces ¢; = - - - =
¢ = 0. Porlo tanto {vy,--- ,v.} = S es linealmente independiente. O
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Teorema 1.1.24. Sea V un espacio vectorial de dimension finita dimV = n y sea T :
V' — V una transformacion lineal. Si 5, es una base para imT, entonces existe ' C V
linealmente independiente, tal que T|5'| = 5, y ademas

V=) @kerT.

DEMOSTRACION: Sea 3, una base de im 7' = {wy, ..., wy }, €ntonces para cada w; tome un
v; € V tal que T'(v;) = w;, asi considere el conjunto 8’ = {v; € V| T'(v;) = w; € 1}y por el
Lema 1.1.23 se tiene que 5’ es un conjunto linealmente independiente tal que T'[5'] = 3.
Ahora veamos que V' = (') @ ker T, para ello considere 5, = {us,--- ,u,_r} una base
para ker T', mostraremos que 5’ U 3, es unabasede V'y 3 N B, = 0.

1. Para probar que 5’ N 3, = (. Supongamos que 3’ N B, # 0, sea v € 3 N By, entonces
v e yve Py, asipues T'(v) =0y comov € § entonces T(v) # 0. Lo cual es
absurdo, asi pues ' N 3, = 0.

2. Para ver que g’ U 3, es base, note que

BV Baf = B + |B2] = 18" N e
= [B1| + 1 52]
= dim (im 7") 4 dim (ker T")
=n.

Sea
k

n—~k
Z cU; + Z dzul = O,
1=1

=1

se sigue que

k k k
asi » cw; € kerT, y como Y cuv; € (8), entonces » cv; € ker TN (B') = {0},
=1 =1 =1

tenemos que
k
Z C;U; = O,
=1
y ya que /' es linealmente independiente ¢; = - - - = ¢, = 0. Nos queda Z?j diu; =0
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y como (3, es linealmente independiente tenemos que d; = --- = d,_, = 0. Esto
muestra que 5’ U (3, es linealmente independiente. Por lo tanto 5’ U 5, es base de
y yaque 3 N 3y = () por el Teorema 1.1.16 podemos concluir que V = (') @ ker T'.
[

Teorema 1.1.25 (Teorema de la dimensién). Sea T : V' — W una transformacion lineal
entre espacios vectoriales V' y W, donde dimV = n < co. Entonces

dimV = dim (im T") 4+ dim (ker T')

DEMOSTRACION: Sea 3; = {vi,---,v.} una para kerT, por el Lema 1.1.10 existen
{vks1, -+ ,v,} tal que 5 = {vy,--- ,v,} €s una base de V. Ahora probaremos que el
conjunto {T(vg41), -+ ,T(v,)} €S una base para im7T. Primero note que al aplicar la
transformacioén sobre los vectores de la base {vy,--- ,v,} tenemos que

TBl ={T(v1), - ,T(vn)} = {0, T(vgy1), -+, T(vy)}

ya que T'(v;) = 0 para todo i < k. Luego {T(vx+1),---,T(v,)} genera a los vectores en
im 7T". Ahora veamos que este conjunto es linealmente independiente, para esto considere
ci e Feonk+1<1i<n,tales que

n

Z CiT(Ui) = 0,
i=k+1
como 7' es una transformacion lineal, tenemos que

($ )0

i=k+1

n
Asi el vector Z c;v; esta en el ker T, entonces se puede ver como una combinacion
i=k+1
lineal de los vectores en (31, asi para algunos b; € F con 1 < i < k, se sigue que

n

k
g Cﬂ%:E b;v;,
i=1

i=k+1
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luego

k n
Zbﬂ)i — ( Z Ci’l}i> == 0,
=1

i=k+1
y como {vy,--- ,v,} es linealmente independiente, tenemos que
blz...:bkzck+1:..-zcnzo.
Sir = dimim7, como {7 (vgy1),---,T(v,)} forma una base para im 7" tenemos que r =

n—kycomo k = dim (ker7) y n = dim V' entonces
dimV = dim (im 7") + dim (ker 7).

O

Teorema 1.1.26. Sea T : V — W una transformacion lineal entre espacios vectoriales V
yW.SiS={s1,---,sr} esun subconjunto de V. Entonces T[(S)| = (T'[S])

DEMOSTRACION: Sea u € T[(S)], luego u = T'(v), donde v € (S), asi v se puede escribir
como una combinacidn lineal de los vectores en S, entonces para algunos «; € Fcon 1 <

k k
i < k, tenemos que v = Z a;s;, ahorau =T (Z ozisi) ya que T es una transformacion

i=1 i=1
k

lineal se sigue que u = Z a;T(s;) y por tanto u € (T'[S]).

i=1

Ahora sea u € (T'[S]), luego u se puede escribir como una combinacién lineal de los
k

vectores en (T[S]), asi para algunos «; € Fcon 1 < i < k, tenemos que u = ZO‘Z’T(Si)
=1

k
dado que T es transformacion lineal, entonces u =T (Z aisi> y por tanto u € T'[(S)]. O

i=1

Ahora demostraremos dos lemas que seran la base fundamental de la existencia y
caracterizacion de los elementos regulares en Ly (V).

Lema 1.1.27. Sean S,T € Lg(V'). Entonces, T = S o R para algun R € Lg(V') si y solo si
im7 CimdS.

DEMOSTRACION: =) Supongamos que 7' = S o R entonces im7 = im (S o R) C im S
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<) Supongamos que im7 C im S. Considere f; una base para im 7. Por el Teorema
1.1.24 existe 8! C V tal que T[3'] = B, y ademas tenemos que V = (8') @ ker T, asi
por el Teorema 1.1.16 tenemos que ' U 3 es una base para V, donde 3 es una base
para ker T'. Ahora sea /3, una base para im S. Por el Teorema 1.1.24 existe 5% C V tal que
S[B% = 2. Comoim T C im S entonces existe un subconjunto 33 C 3, tal que (8;) = (53s),
asi pues existe un subconjunto 5% C 5% tal que (33) = (3!). Luego T'[3'] = S[33] y ademas
tenemos que V = (5?) dker S = (5°) @ (6 \ %) @ker S, asi por el Teorema 1.1.16 tenemos
que 2UB = B3U(B%\ %) Up es una base para V, donde /3 es una base para ker S. Luego
podemos escribir

T = 0 | Sf u € (3),
ve(S[B)  siue (8,

0 siu € (),

S(u) = Qv e (S[5Y) siu € (5%),

w e (S[B\B)  siue (B\5).
Defina R € Ly(V') por
R(u) - 0 Sf u € (B),
ve (B siue (ph).

Asi (S o R)[(BY)] = S[(8%)] luego por el Teorema 1.1.26 se tiene que S[(3)] = (S[B%]) =
(T[B']) = im T. Ahora como (S o R)[(8)] = S[{0}] =0=T[p]. Porlotanto Sc R=T. O

Lema 1.1.28. Sean S, T € Lg(V). Entonces T = Ro S, para algun R € Lg(V') si y solo si
ker S C kerT.

DEMOSTRACION: =) Supongamos que T' = R o S, entonces ker S C ker T, ya que para
x € ker S, entonces S(x) = 0, aplicando R en ambos lados de la ecuacion, tenemos que
R(S(x)) = R(0), como R es una transformacion lineal, se sigue que T'(z) = R(S(z)) =
R(0) = 0. Por lo tanto = € ker T

<) Supongamos que ker S C kerT. Sea f; una base para ker S. Ya que ker S C kerT
entonces por el Lema 1.1.23 podemos extender 3; a una base 5, = (2 \ /1) U 51 para
ker T tal que 5, C f,. Ahora considere una base 5 para V tal que g, C 3. Luego como
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B3 = (B3 \ P2) U Pa, asi por el Teorema 1.1.16 tenemos que V' = (B35 \ 52) @ ker T'. Defina

0 Siu e <ﬁ1>,
S(u) = que (S[B\ ) siue B\ 5),
w e (S[Bs\ Ba])  siue€ (B3\ Pa),

0 siue <ﬁ1>,
T(u) =10 siue B2\ f),
veE (S[Bs\ Ba]) siue (B3 Pa).

Sea f, una base para im S, por el Lema 1.1.23 podemos extender a una base 5 para V'
talque V =1m S @ (5 \ B4) y definimos R € Lg(V') por

0 siu € (f5\ Bs),
R(u) =140 siu € (S[B2\ Bi)),
v € (S[B3\ Ba])  siue (S[Bs\ Ba)).
Porlotanto T = Ro S. O

1.1.2. El espacio dual

Definicion 1.1.29. Sea VV un espacio vectorial sobre un cuerpo F, una transformacién
lineal de V' en el cuerpo F es denominada una forma lineal o funcional lineal. El conjunto
Lr(V,F) = V* de todas las formas lineales, es denominado el espacio dual de V, y
también es un espacio vectorial.

Ejemplo 1.1.30. Sea F un cuerpo considere el espacio vectorial F" y para cada » =
(z1,--- ,x,) € F" definamos h, : F* — F dada por h,(y) = >, z;y; para todo y =
(y1,--- ,yn) € F" y se puede probar que:

(F")* = {h, | = € F"}.

En efecto, sea f € (F")*y sea = {e1, -+ ,e,} la base candnica de F" y defina f(e;) = x;
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para algun escalar z; € IF, asi pues paray = (y,--- ,y.) € F" tenemos que

f) = fly ) = (Z yi€i> = Zyif(ei) = Zyzxz = szyz = ha(y).
i=1 i=1 i=1 i=1
U

Definicion 1.1.31. Sea V' un espacio vectorial y sea § = {v; | i € I}. Paracada i € I,
definimos un funcional lineal f; € V* por la condicién de ortogonalidad

fi(vj) = i,

donde ¢, ; es la funcion delta de Kronecker, definida asi

{1 si Q=7
0ij = o
0 si @4 7.
Teorema 1.1.32. Sea V' un espacio vectorial y f = {v; | i € I} una base de V', entonces

1. El conjunto 3* = {f; € V* | i € I} es linealmente independiente.

2. SiV es finito dimensional entonces [3* es una base para V* la cual es llamada base
dual de .

DEMOSTRACION:

1. Considere

Z cifi =0.

el

Entonces para cada v; € 3 tenemos

0= Zcifi(vj) = Zci(;i,j = Cj.
icl i€l

Luego ¢; = 0, paratodo i € I. Por lo tanto 5* es linealmente independiente.

2. Como V es finito dimensional, sea 5 = {v;,--- ,v,} una base para V, entonces,
paracada: € {1,---,n}, definimos el funcional f; € V* tal que f;(v;) = J; ;. Veamos
que 5* = {f1, -, f»} forma una base para V*. Del inciso anterior tenemos que /*
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es linealmente independiente, ahora suponga que para f € V* lo podemos escribir
como una combinacion lineal de los elementos en 5*

f= Z cifi,
i=1

luego como § .
fvj) = X;szi(vj) = Z;Ciéi,j = ¢j.
Por lo tanto, _ . _
F=>fw)f
i=1
Asi f esta en el generado de g*. Por lo tanto 5* es base de V*. O

En caso de que V sea un espacio finito dimensional tenemos que dim V' = dim V*. Por
ende tenemos que V' = V*. Ahora en caso de que V sea infinito dimensional tenemos
que S* es un conjunto linealmente independiente, pero no se puede garantizar que sea
una base para V*. Por lo tanto, dim V' < dim V*. Por otro lado, denominamos a 5* la base
dual de V' ya que esta base se construye a partir de una base 3 para V, donde para cada
fi € B* esta dado por f;(v;) = é;; conv; € S.

Teorema 1.1.33. Sea V' un espacio vectorial finito dimensional sobre el cuerpo F con
base f = {vy,--- ,v,}. Entonces existe una unica base dual * = {f,,--- , f.} paraV* tal
que fi(v;) = ¢; ;. Para cada funcional f sobre V' se tiene que

f= Zf(vi)fia
i=1

y para cadav € V se tiene que
v = Z fi(v)v;.
=1

DEMOSTRACION: EXISTENCIA Sea f € V*, entonces por el Teorema 1.1.32 f se puede
ver como una combinacién lineal de los funcionales f; € 5* donde los escalares de dicha
combinacién lineal estan dados por f(v;) con v; € f.

Ahoraparav € V

n
U= E CiUs,
i=1
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ademas,

de modo que la Unica expresion para v como combinacion de los ¢; es

v = Z fi(v)v;.

UNICIDAD. Sean 5 = {vy,---v,} y B = {us, - ,u,} dos bases para V tales que g* = (p')*,
entonces

[ujlp = Zfi(uj)vi = Zfz(vj)vz = [v;,

donde [u;|; es el vector u; expresado como una combinacion lineal de los vectores en £.
Por lo tanto u; = v; paratodo i € {1,--- ,n}. O

Definicion 1.1.34. Se denota V** = Ly(V*,TF) y se denomina espacio bidual o espacio
doble dual.

Ejemplo 1.1.35. Sea FF un cuerpo considere el espacio vectorial F" y para cada » =
(x1,---,z,) € F" definamos T, : (F*)* — F dada por T,(f) = f(z), paratoda z € F".
Podemos ver que:

(F")™ ={T; |z € F"}.

En efecto, sean x € F*y T, € (F")*, considere 5 = {e1, -+ ,e,} la base candnica de F"
ysea * = {f, -, f.} la base dual de (F")* asociada a la base g y defina T,.(f;) = x;,
para algun escalar z; € F, asi pues para f € (F")* tenemos que

T.(f) =T, <Z f<ei>fi> = Z fle)Tu(f:) = Z flez: = f (Z :c) = f(=).

O

Definicion 1.1.36. Sea VV un espacio vectorial sobre un cuerpo F y sea V** el espacio
dual de V' podemos definir un elemento de este espacio asi, para v € V, considere la
funcién v : V* — V definida por

el cual envia el funcional f al escalar f(v). La funcién es llamada la evaluacion de v.
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Note que v € V**. Sean fi, fo € V*y ay, a3 € F,

v(arfi + aafa) = (a1 fi + aafa)(v) = arfi(v) + azfa(v) = 1 0(f1) + @t (f2)

Por lo tanto © es lineal, asi v € V**.

Definicion 1.1.37. Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo F y sea V**, definimos la
funcion 7 : V. — V** por

7(v) = 0.

Este es llamado la funcidon candnica o la funcion natural.
Note que 7 es lineal. Sean u,v € V' y ay, ay € F, entonces

T(au + aav) = aju + axo(f),

= flaqu + agv),

= ayf(u) + ax f(v),
aru(f) + azv(f),

ay7(u) + a7 (v),

para todo f € V*.

Teorema 1.1.38. La funcion 7 : V' — V** definido por T(v) = v, donde v es la evaluacion
de v, es un monomorfismo. Si'V es finito dimensional, entonces T es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Sea v € ker 7, entonces 7(v) = 0 asi v = 0, luego #(f) = 0 para toda
f € V* se sigue que f(v) = 0. Por lo tanto v = 0, por el Teorema 1.1.21 7 es un
monomorfismo. En caso de que V sea finito dimensional, por el Teorema 1.1.25 7 es un
isomorfismo.

Definicion 1.1.39. Si V' es un espacio vectorial sobre el cuerpo F y S un subconjunto de
V, el anulador de S es el conjunto S° se define

S®={T € V*|T(v) =0 para todo v € S},

S% = (89 ={F e V™| F(T)=0paratodo T € S°}.

Teorema 1.1.40. Sea V' un espacio vectorial. Si S y T' subconjuntos no vacios de V' tales
que S C T entonces T° C S°.
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DEMOSTRACION: Sea f € T entonces para todo v en T se tiene que f(v) = 0, Ahora
como S C T entonces f(w) = 0 para todo w en S. Por lo tanto f € S°. O

Ejemplo 1.1.41. Sea W un subespacio de F". Entonces:
W ={T, |z € W}
En efecto
W°={h, € (F")* | h,(r) =0 paratodoxr € Wyy eV},

= {hye (F™)* | Zyiazi:OparatodeeWyer}.

=1

Por lo tanto

W ={T, € (F")** | T,(h,) = 0 para todo h, € W},
={T, € (F*)** | hy(z) = 0 para todo h, € W°},
—{T, |z €W

Teorema 1.1.42. Sea V' un espacio vectorial finito dimensional sobre el cuerpo F y sea
W un subespacio vectorial de V', entonces

dimV = dim W + dim W°.

DEMOSTRACION: Sea {vi,---,v} una base de W y por el Lema 1.1.10,
podemos considerar un conjunto linealmente independiente {vyy1,---,v,} tal que
{v1,+ Vg, V541, - ,v,} S€Q UNA base de V. Ahora, sea {fi,--- f,} una base de V* que
es dual a la base de V. Veamos que {fii1, -, [} forma una base para W°. Note que
fi€ Wparai >k +1, pues
fi(vs) = 645,

yo,;=0sii>k+1yj<k,asiparav e W tenemos que f;(v) =0parai > k+ 1. Como
{fxs1, - fo} sON linealmente independientes, basta con ver que genera a todo W°. En
efecto, sea f € V*

=Y fw)f
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De modo que si f € W?, entonces f(v;) = 0 sii < k, asi
F=> flw)f
i=k+1

Por lo tanto si dim W = k y dim V' = n entonces dim W = n — k, de lo cual se sigue
dimV = dim W + dim W°,

U
Teorema 1.1.43. Sea V' un espacio vectorial y S un subconjunto de V', entonces S° = (S)°

DEMOSTRACION: Note que S C (S) por el Teorema 1.1.40 entonces (S)° C S°. Ahora
veamos que S° C (S)?, sea f € S° asi para todo v € S tenemos que f(v) = 0, considere

u € (S), entonces u = Za z; para a; € Fya; € S luego f(u (Za,x,) —
N =1

aiz f(z;) y como f(x;) =0 para todo z; € S. Por lo tanto f € (S)°. O
1=1

Observacion 1.1.44. El resultado anterior también implica que S% = (5)%.

Lema 1.1.45. Sea V' un espacio vectorial finito dimensional sobre un cuerpo F. Si W es
un subespacio de V y v ¢ W. Entonces existe f € W° tal que f(v) # 0

DEMOSTRACION: Sea 3 = {vy,--- ,vx} una base para W, por el Lema 1.1.23, podemos

extender g aunabase 5, = {vy, -+, vk, Uk11, -, Uy} Para V. Ahora consideremos la base

dual a esta base 8* = {f1, -, fx, fea1, -+, fn}- Es claro que {fxi1, -, fn} €S Uuna base

del anulador W°, ya que f; parai > k+ 1y j < k se tiene que §,; = 0, ahora como

Upi1, - ,vn & W. Pero v ¢ W, entonces se sigue que v = Z a,v;, donde o; € Fy al
i=k+1

menos un «; no nulo. Luego f;(v) = o, # 0. Por lo tanto hemos encontrado uno. O

Teorema 1.1.46. Sea V' un espacio vectorial finito dimensional, entonces para cualquier
subconjunto no vacio S de V, la funcién natural T : (S) — S°. En particular, si S es un
subespacio de V', entonces S = 5.

DEMOSTRACION: Por la Observacién 1.1.44 tenemos que S = (S5)%, asi es suficiente
demostrar que si S es un subespacio de V' entonces S = S%. Por el Teorema 1.1.54
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sabemos que 7 : V. — V** es un isomorfismo, basta ver que 7[S] = S®. Sea s € S,
entonces 7(s) = 5 tiene la propiedad que para todo f € S°

Asi 7(s) = 5 € S, lo cual implica que 7[S] C S%. Ahora, sea v € S%, entonces para todo
f € S° se tiene que

fw) =v(f) =0

Luego todo funcional que anula a S también anula a v. Pero siv ¢ S, por el Lema 1.1.45
existe un funcional tal que g € S°y g(v) # 0. Por lo tanto, v € S luego v = 7(v) € 7[S]. Asi
S C 7[9]. O

Lema 1.1.47. Sea F un cuerpo y sean (a1, - ,ain),  , (@miy s Gmn), (b1, ,by)
elementos de F". Entonces las siguientes dos condiciones son equivalentes

1. (bla"' 7bn) € <(CL11,"' aaln)a"' >(am1a"' 7amn)>-

2. Para cualquier (z1,--- ,x,) € F*, Siajxy + -+ + apmx, = 0 paratodoi € {1,--- ,m},
entonces byxy + - - - + b,x, = 0.

DEMOSTRACION: Sean Uy = ((a11, -+ ,a1n), 5 (@1, =+ 5 Gmn)) Y Us = {(by, -+ ,b,))

1. = 2.Como (by, -+ ,b,) € {(a11, -+ ,a10), * , (Qm1,- -+ ,amn))- Entonces U, C Uy, luego
por el Teorema 1.1.40 tenemos que U," C U,°. Sea z = (24, -- ,7,) € F" tal que as 2, +
-+ apr, =0paratodoi € {1, --- ,m}. Entonces

hy(a;, -+ ,a;,) =0 paratodo i€ {1,---,m},

donde h, es el funcional definido en el Ejemplo 1.1.30. Ahora se sigue que h, € U;°, luego

h, € U,° entonces h,(by,--- ,b,) =0, esto es byxy + - - - + bz, = 0.
2. = 1. Sean x = (1, ,x,) € F* y supongamos que para cualquier (z1,--- ,z,) € F",
si apxy + -+ + ajpx, = 0paratodoi € {1,--- ,m}, entonces byxy + - - - + bz, = 0. Ahora

por hipbtesis tenemos que h, € U,° implica que h, € U,". De aqui sigue que U,° C U,°,
entonces U, C U,%, luego por la Observacion 1.1.54 tenemos que U, C Uy, lo que
Impllca <b17 ot 7bn) S <(CL11, Tt >a1n)7 ) (amla e 7amn)>' D

1.1.3. Transformaciones lineales y matrices = En esta seccion se pretende abordar
algunos resultados que nos permiten establecer una relacién entre una transformacion
lineal y una matriz y aquella relacion que necesitamos.
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Teorema 1.1.48. Sea [F un cuerpo y sea A una matriz con entradas en el cuerpo F de
m x n. Entonces la transformacion matricial T, : F* — F™ definida por

Ta(x) = Az, paraxzenF",

es una transformacion lineal.

DEMOSTRACION: Sean u y v vectores en F" y sea ¢ un escalar en F. Entonces
Ta(u+v) = Alu+v) = Au+ Av = Ta(u) + Ta(v),

Ty(cu) = A(cu) = c(Au) = cTa(u).
Por lo tanto 7'y es una transformacién lineal. O

Observacion1.1.49. SiT, : F* — F"* donde A es una matriz de tamano n xn con entradas

en el cuerpo F. Considere {ey, - -- ,¢,} la base candnica de F". Por lo tanto tenemos
Tale;) = (ari, - ,an), paraie {l,--- nty Ae M,(F").
donde Ta(e;) = (ay, -+ ,an;), €S 12 i-ésima columna de A.

Teorema 1.1.50. Sea T' : F* — TF™ una transformacion lineal. Entonces T es una
trasformacion matricial. Es decir T = T4, donde A es la matriz de m x n

A=[T(er) |- T(en) 4,

donde {ey,---e,} es la base canonica de F" y T(e;) | es la transformacion del vector
canonico e; escrito como columna.

DEMOSTRACION: Sea x € F*, entonces = = zie1 + - - - + x,e,, asi pues

T(l’) = T(xlel + -+ ZL‘nGn) b
=xiT(e1) L+ +x,T(en) L,

x

=[T(e) d---Tlen) I | ¢ |

= Az.
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La matriz A se llama matriz estandar de 7. O

Definiciéon 1.1.51. Sea § = {v,--- ,v,} una base ordenada para un espacio vectorial
finito dimensional V. Parav € V, sean ¢y, - - - , ¢, los Unicos escalares tales que

n
v = E C; ;.
i=1

Definimos el vector coordenado de v respecto a /3, denotado por [v]z, por

Sean V' y W espacios vectoriales sobre un cuerpo F tales que dimV =ny dimW =m
y sean 3y ' bases para V' y W respectivamente. Sea T : V' — W una transformacion
lineal. Es natural preguntarse si para esta transformacion lineal también existe una matriz
estandar y la respuesta es que si. Pues como V' = " existe una transformacion lineal
S :V — F" dada por S(v) = [v]s para v € V, de manera similar se tiene que W = F™ asi
existe una transformacion lineal R : W — ™ dada por R(w) = [w]z. Observe que tanto
R como S son isomorfismos, podemos considerar S~! : F* — V' y asi podemos definir
ST oToR:F* — Fm™dadapor (S~ oT o R)([u]g) = [T(u)]s

V < lex >% r W

[ "

Fr < lex > —— - TFm
S—1oToR

Asi por el Teorema 1.1.50 existe una matriz A con entradas en el cuerpo F de tamano
m x n tal que

Alvlg = [T(v)]p-
Lo anterior introduce el siguiente resultado:

Teorema 1.1.52. Sean V y W dos espacios vectoriales finito dimensionales sobre un
cuerpo F con bases f = {vy, -+ ,v,} ¥y 8 = {u,--- ,un}t. SIT : 'V — W es una
transformacion lineal, entonces la matriz A de m x n definida por

A=[[T(v)]g L - [T(vn)]s I,
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satisface
Alvlg = [T(v)]g,
para cada vectorv € V. La matriz A se denomina matriz de T' con respecto a las bases

Byps.

Definicion 1.1.53. Las siguientes operaciones elementales entre filas se pueden realizar
sobre una matriz

= |ntercambiar dos filas.
= Multiplicar una fila por un escalar diferente de cero.

= Adicionar un multiplo de una fila a otra fila.

Definicion 1.1.54. Una matriz £ de tamano de n x n es llamada una matriz elemental
si esta se obtiene a partir de la matriz identidad 7,, mediante una Unica operacion de fila
elemental.

Ejemplo 1.1.55. Sea A € M,(IF). Las matrices:

0 1 k0 1 k
RS ; By = .
10 0 1 01

Son matrices elementales tales que la matriz F; representa el cambio de la fila 1 con la
fila 2, la matriz E, representa la multiplicacion por escalar a la fila 1 y por Gltimo, la matriz
E3 representa la adicion de k — veces la fila 2 a la fila 1.

E, =

1.2. Teoria de semigrupos

La teoria de semigrupos es una rama de las matematicas que tiene sus comienzos a
principios del siglo XX, encabezado por los matematicos Alfred Clifford, James Alexander
Green y David Rees. Afios mas tarde los matemaéticos John Howie en 2 y Peter Higgins
en 2 escriben los textos basicos de la teoria de semigrupos y los cuales usaremos para el
desarrollo de este trabajo.

2 John HOWIE. Fundamentals of semigroup theory. oxford university Press, 1995.

3 Peter HIGGINS. Techniques of semigroup theory. Clarendon Press, 1992.
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Definicion 1.2.1. Un semigrupo es un conjunto S dotado con una operacion binaria
gue satisface las siguientes condiciones:

m Paratodoa,b € S setienequeaxbe S.

» Paratodo a,b,c € S se cumple la igualdad:

ax(bxc)=(axb)*c.

Ejemplo 1.2.2. Considere los siguientes semigrupos:

1. Sea F un cuerpo, V' un espacio vectorial sobre F, entonces Lr(V') el conjunto de
todas las transformaciones lineales T : V' — V' es un semigrupo con la composicion
de funciones, que denotaremos por (Lg(V), o).

2. M,(F), el conjunto de todas las matrices de tamafo n x n con entradas en el
cuerpo F, junto con la multiplicacién usual de matrices, forma un semigrupo que
denotaremos por (M, (F), ).

3. Dado un conjunto X. El conjunto 7(X) = {f : X — X | f es funcién}, junto con la
composicion de funciones forma un semigrupo, denotado por (7 (X), o).

Observacion 1.2.3. Sea S un semigrupo el cual no necesariamente posee un elemento
identidad, entonces se afnade un elemento extra 1 a S donde este nuevo elemento sera
la identidad y asi se puede definir:

ol S si S tiene elemento identidad,
SuU{l} enotro caso.

Donde paracada z € Stenemosque 1 sz =x*1=xyademas1x*1=1.

Definicion 1.2.4. Un subconjunto 7" de un semigrupo S es llamado un subsemigrupo si
es cerrado con respecto a la multiplicacion, es decir, si para todo z,y € T implica xy € T.

Ejemplo 1.2.5. Sea (7(X),o) el semigrupo definido en el Ejemplo 1.2.2 y sea Y un
subconjunto no vacio de X. Considere el conjunto 7(X,Y) = {f € T(X) | imf C Y}
gue consiste de todas las funciones de X en X tales que su imagen esta contenidaenY’,
es facil ver que 7 (X,Y’) es un subconjunto de 7 (X) el cual forma un subsemigrupo de
(T(X),0).
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Definicion 1.2.6. Sea S un semigrupo y sea a € S. Definimos los conjuntos
aS ={as|s e S}

Sa={sa|seS}.

En general dado un subconjunto A en S definimos
AS={as|a€ A,s€ S}

SA={sa|la€ A,seS}.

Definicion 1.2.7. Un subconjunto no vacio A de un semigrupo S es llamado un ideal
izquierdo si SA C A, un ideal derecho si AS C A, y un ideal bilateral si es un ideal a
izquierda y a derecha.

Ejemplo 1.2.8. Considere el semigrupo (N,-) y sea P = {n € N | nespar} el
subconjunto de los numeros pares. Podemos ver que P forma un ideal de N, pues al
multiplicar a cualquier nimero natural por un nimero par, el resultado es un nimero par
y dado la conmutatividad del semigrupo se tiene que si es ideal a izquierda, también lo es
a derecha.

Observacion 1.2.9. Todo ideal es un subsemigrupo, la reciproca no es cierta. Para esto
considere el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.10. Consideremos el semigrupo (M,(R),-) el conjunto de las matrices
cuadradas de tamano 2 x 2 con entradas en R junto con la multiplicacion usual de matrices
y sea D, el conjunto las matrices diagonales de tamano 2 x 2, es facil ver que D, es
un subsemigrupo de M,(R), ya que el producto de matrices diagonales, es una matriz
diagonal, Ahora considere
. [1 2] B
3 4

donde A € My(R)y B € D,, luego como AB = BA = A se sigue que AB ¢ D,. Por lo
tanto D, no es un ideal de M, (R).

10
01

Y

Definicion 1.2.11. Sea S un semigrupo y a € S, el ideal izquierdo mas pequefo de S
conteniendo a es Sa U {a} y denotado por S'a, de forma analoga podemos definir el ideal
derecho mas pequeio de S conteniendo a es aS U {a} y denotado por aS*.
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Relaciones de Green Para hablar de elementos regulares en un semigrupo es
necesario definir algunas relaciones de equivalencia las cuales nos ayudaran a
determinar dichos elementos. Usaremos las relaciones de Green con el fin de establecer
los ideales de un semigrupo S.

Definicion 1.2.12. Sean «a,b elementos de un semigrupo S. Definimos las siguientes
relaciones:

m o LDbsiy solo siexisten z,y € S* tal que xa = by yb = a.
= o RDbsiy solo siexisten u,v € S* tal que au = by bv = a.

= o JbsiysolosiStaSt = S'bS!, esto es si existen z,y,u, v en S* tal que
rxay =b, ubv = a.

Esto implicaque LC JyR C J.
= Por ultimo definimos las relaciones D=RoLYyH =RNL

Ejemplo 1.2.13. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y sean T3, T» € Lg(V),
entonces

1. Ty RT, siysolo siim7; =im T,

2. T1 LT, siy solo si ker T7 = ker Ty

3. ' DT; siy solo si dim (im 77) = dim (im 75)
4. D=J

Observacion 1.2.14. Estos resultados se encuentran en 2, pero para nuestra conveniencia
demostraremos los item (1) y (2), pues sus ideas seran relevantes en el Capitulo 2.

DEMOSTRACION: Sean T} y T; en Ly(V)

1. =) Supongamos que 171 R T», luego existen R, y R, en Ly(V) tales que T} = Tho Ry
y T, = Ty o Ry. Asi pues se presentan dos casos
Caso 1) Ry =14, 0 Ry = i4,, entonces Ty = T5. Por lo tanto im 77 = im 7.
Caso2) Ry # i4, Y Ry # ia,. Como T3 = Th o Ry y To = Ty o R, entonces por
el Lema 1.1.27 tenemos que im7; C im7, y im7, C im7;. Por lo tanto

im T1 =im TQ.
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<) Ahora supongamos que im 7} = im 75, entonces tenemos que im7; C im 75,
asi por el Lema 1.1.27 existe R, € Ly(V) tal que T} = Ty0 R,. De forma analoga
se tiene que im 7> C im Ty, asi por el Lema 1.1.27 existe R, € Ly(V) tal que
T, =T, o R;. Por lo tanto 71 R Ts.

2. Este resultado es consecuencia inmediata del Lema 1.1.28. O

Semigrupos regulares

Definicion 1.2.15. Un elemento = de un semigrupo S se dice regular si = = xyx, para
alginy € S.

Definicidon 1.2.16. El conjunto de los elementos regulares de S es denotado por Reg(.5),
decimos que S es regular si Reg(S) = S.

Ejemplo 1.2.17. Sea X un conjunto y considere el semigrupo definido asi (P(X), U). Note
que para todo A € P(X) y B subconjunto de A se tiene que A = AU B U A. En particular
P(X) es un semigrupo regular.

Teorema 1.2.18. E/ semigrupo (Ly(V'),0) es regular

DEMOSTRACION: Sea T' € Ly(V), considere 3, una base de ker T, 3, una base de im T,
luego por el Lema 1.1.10 existe 53 una base para V' tal que 5, C 5. Por el Teorema 1.1.24
existe un conjunto 5’ tal que T'[f'] = 5, y ademas V = (p’) @ ker T, asi por el Teorema
1.1.16 se tiene que 5 = 5, U B’ es base para V' 'y §; N 3’ = (). Defina S € Ly(V') sobre la
base (5 asi:
Sy = {v’ e (6 sz: u € im'T,
0 si u' eV \imT,

donde v’ = T(v') para v € (5'). Entonces para v € (f'), se tiene que T(S(T(v"))) =
T(S(u))=T(),ycomo T(S(TkerT])) ={0} =TlkerT]. AsiT o SoT =T, dado que T
es arbitrario, concluimos que Ly(V') es un semigrupo regular. O

Definicion 1.2.19. Una funcion f : S — T'donde (S, -) y (T, x) son semigrupos, es llamado
un homomorfismo si, para todo =,y € S

f(z-y) = flz)* f(y).
Definicion 1.2.20. Un homomorfismo el cual es biyectivo es llamado un isomorfismo.
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Teorema 1.2.21. Sea f : S — T un homomorfismo de un semigrupo S en un semigrupo
T. Si S es un semigrupo regular entonces im f es un semigrupo regular.

DEMOSTRACION: Sea = € im f, entonces existe « € S tal que z = f(a) luego como
S = Reg S, entonces existe b € S tal que a = aba, asi pues f(a) = f(aba) = f(a)f(b)f(a)
donde y = f(b) € im f y asi z = xyx. Por tanto z € Reg (im f). O

Definicion 1.2.22. Sea A € M, (FF), definimos la funciéon 47 : F* — F™ por
AT (z) = zA, paraz € F".

Claramente, 4T € Lg(F"). Ademas considere {ei,--- ,e,} la base candnica de F". Por lo
tanto, tenemos

AT(GZ‘) = (aﬂ, cee ,Clz‘n), parai - {]_, s ,TL} Yy A€ Mn(Fn),

donde (a1, - ,a;) €S lai—eésima fila de A.

Lema 1.2.23. La funcion [ : M,(F) — Ly(F") definida por f(A) = AT, para toda A €
M, (IF), es un isomorfismo de M, (IF) sobre Ly(F").

DEMOSTRACION: Veamos que f es un homomorfismo. Sean A, B € M,,(F)y z € F",
f(AB) = 4pT(z) = 2AB = (aT(z))B = pT(aT(x)) = (sTaT)(x) = f(A)f(B).

Veamos que [ es inyectiva, sean 4T,z T € Ly(F") tales que 4T = g7, es decir
AT(x) = gT(z) para toda = € F", en particular se tiene que 4T(e;) = pT(e;) para
todo i € {1,---,n}, entonces (a;, - ,a) = (ba,---,bin), @si a;; = b;; para todo
i,j€{1,--- ,n}, luego A = By por tanto f es inyectiva.

Veamos que f es sobreyectiva, sea S € Ly(F"), entonces defina A € M,(F) como la
matriz donde cada i-esima columna de A es la imagen del i-esimo vector de la base
candnica de F", es decir

(@1, ,ai;m) = S(e;) parai € {1,--- ,n}.
Entonces por la Definicién 1.2.22, sT'(e;) = S(e;) para toda i € {1,---,n}, asi f(A) =
AT = S. Por lo tanto f es sobreyectiva. Luego f es un isomorfismo de semigrupos.

O
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Ejemplo 1.2.24. Sea V un espacio vectorial finito dimensional tal que dimV = n.
Considere el homomorfismo f : Lg(V) — M, (F) dad0 por f(7') = Ar, donde Ar es la
matriz estandar de la transformacion. Como f es un isomorfismoy Ly(V') es un semigrupo
regular, entonces M,,(IF) es un semigrupo regular.

Definicion 1.2.25. Una funcién biyectiva f : S — T donde (S,-) y (T, *) son semigrupos,
es llamado un anti-isomorfismo si, para todo x,y en S

flx-y) = fly) * f(x)

Ejemplo 1.2.26. Sea F un cuerpo, y n € N tal que n > 2. Considere la funcién
f: M,(F) — M,(F) donde f(A) = AT, es facil ver que f es un anti-isomorfismo, pues
f(AB) = (AB)" = BTAT = f(B)f(A).

Teorema 1.2.27. Sea f : S — T un anti-isomorfismo de semigrupos, entonces Reg(T) =
f(Reg(5)).

DEMOSTRACION: En efecto, sea » € Reg (T') entonces existe y € T tal que = = zyz, luego
como f es anti-isomorfismo entonces existen a,b € S tal que x = f(a) y y = f(b), como
xr = xyx, se sigue que f(a) = f(a)f(b)f(a) = f(aba). Dado que f es biyectiva, entonces
a = aba, asi pues a € Reg(S). Por lo tanto = € f(Reg(5)).

Sea = € f(Reg(5)) entonces existe a € Reg (5) tal que para algun b € S tenemos que
a = aba, como f es anti-isomorfismo f(a) = f(aba) = f(a)f(b)f(a). Cony = f(b) € T,
entonces = = xyzx, es decir z € Reg (7). O
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2. ALGUNOS ELEMENTOS REGULARES DE Ly(V)

Al comienzo de este documento se hizo una pregunta importante y es ¢dado un
subsemigrupo U de un semigrupo S el cual es regular, entonces sera este subsemigrupo
también regular? En general, la respuesta a esta pregunta es NO, asi que la siguiente
pregunta a realizarse es ¢ bajo qué condiciones este subsemigrupo si es regular?

En # Nenthein, S., Youngkhong, P. Kemprasit, Y. Consideran el problema con el semigrupo
definido en el Ejemplo 1.2.2 y el subsemigrupo definido en el Ejemplo 1.2.5. Dos anos
después, los mismos autores, en 2, estudian el caso particular de los endomorfismos
de espacios vectoriales finito dimensionales y toman como subsemigrupo el conjunto de
endomorfismos con rango restringido.

Por otro lado, R.P. Sullivan, en 3, estudia los ideales del conjunto de elementos regulares
de este subsemigrupo, para asi, poder dar una caracterizacion de los ideales de Ir(V, W),
asi que en este capitulo trabajaremos algunos resultados sobre las equivalencias de
Green, los cuales nos llevaran a obtener la caracterizacion de los elementos regulares
de Ip(V,W).

2.1. El subsemigrupo x(V, W)

Considere V' un F-espacio vectorial y sea W un subespacio no vacio, entonces podemos
construir el conjunto

Que consiste de todas las transformaciones lineales cuya imagen esta contenida en el
subespacio .

Teorema 2.1.1. Sea V un F-espacio vectorial y W un subespacio de V. Para T €
Ig(V,W), T es un elemento regular de Ir(V,W) si y solo siim T = T[W].

DEMOSTRACION:

4 et al. NENTHEIN Sansanee. “Regular elements of some transformation semigroups”. En: Pure

Mathematics and Applications 16.3 (2005), pags. 307-314.
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=) Sea T € Iy(V,W) y supongamos que 7" es un elemento regular, asi pues 7' =
ToSoT, paraalgun S € Ix(V, W), entonces

T[W] C T[V] = (T'o S o T)[V] = T[S[T[V]]] € T[W].

Luego im 7' = T[W].

<) Ahora supongamos que im 7" = T[WW]. Sea (5, una base del ker T', 3, una base de
im 7', luego por el Lema 1.1.23 existe una base 3 para V tal que 5, C (3. Como
imT = T[W]y por el Teorema 1.1.24 existe un conjunto 8’ C W tal que T[3'] = B2 ¥
ademas V = (f') @ ker T, asi por el Teorema 1.1.16 se tiene que 5 = 5, U ' es una
base para V'y g, N " = (). Defina S € Ly(V) sobre la base 33 de V por:

ue(f) si weimT,
S(u) = . .
0 st uweV\imT,

donde S(u) = «/, tal que T'(v') = u. Ahora como , T'o So T(u') = T(S(T(v))) =
T(S(u)) = T(u'). Entonces im S = (p') C W, luego S € Ix(V,W), luego tenemos
que T'o SoT =T. Por lo tanto T es un elemento regular de Iy(V, W).

u,
/).

Ejemplo 2.1.2. Sea T : R* — R* definida asi:

SRS I
o o w 8

si se considera W = {(z,y,2,w) € R* | w = 0} entonces T[W| = {(z,y,w,2) € R* | z =
w = 0}ycomoimT = {(z,y,2z,w) € R! | z = w = 0} se tiene que T' € Reg (lr(R*,V))
ademds T =ToToT =T5.

Corolario 2.1.3. El semigrupo Ix(V, W) es regular siy solo siWwW =V oW = {0}.

DEMOSTRACION:

=) Suponga que {0} C W C V. Sea ; una base de W y 5 una base de VV conteniendo
a ;. Sea w € f; y considere el subespacio (w) generado por w. Asi defina T' €
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Ly(V) asi:

' W,
T(u) = 0 sz. ue W,
ve(w) si ueV\W.

Entonces im7T = (w) C W y T[W] = {0}, asi pues imT # T[W]. Por lo tanto
T € Ir(V,W) y por el Teorema 2.1.1 T' no es un elemento regular de Ir(V,W).
Ahora como Iy(V, V) = Lg(V) y Ir(V,{0}) = {0} y estos son semigrupos regulares,
asi tenemos que Iy(V, W) es un semigrupo regular siW =V o W = {0}.

<) Supongamos que W = V entonces Ip(V,W) = Ir(V,V) = Lg(V). Por otro lado
si W = {0} entonces Iy(V, W) = Ir(V,{0}) = {0}. Note que en ambos casos los
semigrupos son regulares. O

2.1.1. Ideales cuyos elementos son regulares en [r(V,1W)  Por el Teorema 2.1.1
todos los elementos del conjunto

Q=AT € (VW) [ imT = T[W]j,

son regulares en Iy(V, W), el cual forma un subsemigrupo de este mismo.
Teorema 2.1.4. E/ subconjunto Q de Ix(V, W) es un subsemigrupo.

DEMOSTRACION: Sea 73,1, € Q, veamos que 1175 € . En efecto, ya que
im (Tl O TQ) = Tl[lm TQ] Q T1 [TQ[W” = (Tl O TQ)[W]

0
Para poder hablar acerca de los ideales de Q primero debemos mostrar algunos
resultados de relaciones de Green sobre el subsemigrupo Ir(V, W).

Lema 2.1.5. SeaT € Qy S € Iy(V,W), entonces S =T o R para algin R € Ip(V,W) si y
solo siimS CimT.

DEMOSTRACION: =) Si S =T o R para algin R € Iy(V,W) entonces im S = im (T o R) C
imT.

<) Ahora supongamos que im S C im 7T'. Considere 3, una base de im S. Por el Teorema
1.1.24 existe 3! C V tal que S[3'] = 3, y ademas tenemos que V = (3') @ ker S, asi por el
Teorema 1.1.16 tenemos que 3! U es una base para V, donde 3 es una base para ker S.
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Ahora sea /3, una base para im 7'. Por el Teorema 1.1.24 existe 3? C V tal que T[3?%] = S,.
Como im S C imT C T[W] entonces existe un subconjunto g5 C 3, tal que (5;) = (53),
asi pues existe un subconjunto 32 C 5% c W tal que (3%) = (3'). Luego S[3'] = T[5*]
y ademas tenemos que V = (%) @ ker T = (%) & (582 \ 3%) @ ker T, asi por el Teorema
1.1.16 tenemos que 2 U S = B3 U (5% \ 3%) U 3 es una base para V, donde 3 es una base
para ker T'. Luego podemos escribir

S(u) = 0 Si u € (B),
ve(TB)  siue (B,

0 siu e (),
T(u) = qvel{T[6°]) siu € (%),
w € (TF\B])  siue (82\ 5%,
y defina R € Ly(V') por

Rlu) = 0 sfue (8),
ve (B siue (B).

Asi (T o R)[(8Y)] = T[R[(A)]] = T[(B)] = (T[F°]) = (S[B']) = imSy (T o R)[(B)] =
T[{0}] = 0= S[(B)]. Porlotanto S =T o R. O

Corolario 2.1.6. Sean T, S € Iy(V,W), entonces TR S en Iy(V,W) siy solo siT = S o
imT=imSyT,S € Q.

DEMOSTRACION: =) Supongamos que TR S, entonces existen Ry, R, € Ir(V,W)!, tales
que T =SoR;yS=ToR,. Por ladefinicién de Ix(V,W)! se presentan dos casos.

i) Ry =10 Ry=1TIentoncesT =S.

it) Ry #1Yy Ry # I, entonces Ry, Ry € Iy(V, W) y se tiene que

T=ToRyoR;, y S=So0Rj0oR,.

Donde I es el elemento identidad de Ix(V,W), asi pues im T = T[im (Ry o R;)] C T[W],
de forma analoga se tiene que im S C S[W], luego T, S € Q y por el lema anterior im S =
im7T.

<) La reciproca se tiene por el lema anterior. O
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Lema 2.1.7. SeanT, S € Ir(V,W). Entonces S = Ro T, para algun R € Ix(V,W) si y solo
SikerT C ker S.

DEMOSTRACION: =) Si S = Ro T para algun R € Ir(V, W), entonces ker T' C ker S.

<) Supongamos que kerT' C ker S, sea (3; una base para ker T, como kerT" C ker S,
entonces por el Lema 1.1.23 podemos extender 3; a una base 5, = (2 \ /1) U 51 para
ker S tal que 3, C (.. Ahora considere una base (5 para V tal que 5, C 3. Luego como
B3 = (B3 \ B2) U Po. Asi por el Teorema 1.1.16 tenemos que V = (33 \ 52) @ ker S. Se define

(

0 Siu e <51>,
T(u)=qve(TB\A]l) siue(b\pH),
(we(T[Ps\ ) siue B3\ )

(

0 Siu € <51>,
S(u) =10 siue (B2\ ),
(v € (TPs\ Pa])  siue B\ Fa).

Sea 3, una base para im T, por el Lema 1.1.23 podemos extender a una base 3; para V/
talque V =imT @ (5 \ f4) y definimos R € Ir(V, W) por

0 Siu € <ﬁ5>,
R(u) =40 siu € (T[B:\ A1),
vE(T B3\ Bo])  stue (T[Bs\ Ba]).
Porlotanto S = RoT. O

Corolario 2.1.8. Sean T, S € Izp(V,W), entonces T LS en Ix(V,W) si y solo sikerT =
ker S.

Lema 2.1.9. SiT, S € Q, entonces S = R, o T o Ry, para algunos R, R, € Q si y solo si
dim (im §) < dim (im 7).

DEMOSTRACION: =) Si S = R, o T o R, para algunos Ry, R, € Q entonces imS =
(Ri0ToRy)[V] = (R10T)Re[W] C (R10oT)[W] = (Ry0T)[V], asi tenemos que dim (im S) <
dim (im (R; o T)) = dim (im 7).

<) Supongamos que 7,S € Q y ademas dim (imS) < dim (im7'). Note que im7T =
T[W]eimS = S[W], asi considere 5, una base para ker S por el Lema 1.1.23 podemos
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extender 3, a una base 3, para V, ahora como 5, = (82 \ £1) U 51 y ademas S[(f: \ 51)] =

im S

S(u) =
ve (S[B\pi]) siue B2\ ).

Considere (3 una base para ker T, ahora por el Lema 1.1.23 podemos extender ;5 a
una base 4’ para V, como 3 = (8’ \ fB3) U B3 y ademas T[(5’ \ f3)] = im T luego como
dim (im §) < dim (im T'), entonces existe un subconjunto 5, C (8" \ Bs) tal que T[(B4)] =
S[(B2 \ p1)] y ademas imT = (T[(B" \ B3) \ Ba]) @ (T'[B4]). Como T|[p,] es linealmente
independiente, entonces por el Lema 1.1.23 podemos extender lo a una base 5" para V.
Definimos Ry, Ry € Iy(V, W) tales que

O
ve By siue B\ b,

{o siue (5),

0 siue (B"\T[B]),
ve (S[Ba\ i) siuc(T[Bd]).

Luego como V = (1) & (52 \ B1), sabemos que T' € Q entonces (f, \ B1) C W asi que
im Ry = (Ry1[f2 \ B1]) = R1[(B=2 \ $1)] € R1[W], luego R; € Q. De igual forma tenemos que
im Ry = <R2[T[ﬁ4]]> - RQ[W], |Uego R, € Q. O

Corolario 2.1.10. SeanT,5S € Q. T J S en Q si y solo si dim (imT") = dim (im 5).

Teorema 2.1.11. Los ideales de Q son precisamente los conjuntos
Q,={T € Q|dim(imT) < r},

donder € N es talquel <r < dimW. Ademas, Q, es principal si, y solo si, r = s', donde
1<s<dmWys =s+1.

DEMOSTRACION: SiT € Q, y S € Q, entonces dim (imSoT) = dim S[im7T], como la
imagen de cualquier subespacio bajo una transformacion lineal no puede tener mayor
dimensién que la del mismo subespacio, entonces dim S[im 7] < dim (im7T") < r y ademas
im7 oS CimT lo que implica dim (im (70 §)) < dim (im7") < r. Porlotanto 70 S, SoT €
Q,, es decir, @, es un ideal de Q. Ahora supongamos que [ es un ideal de Q y sea r
el menor nimero natural tal que dim (im7") < r para toda 7' € I. Entonces I C Q,. Sea
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S € Q, y supongamos que dim (im S) = s < r. Entonces existe T' € I con s < dim (im T')
pues de lo contrario, dim (im7') < s para toda 7' € I lo que contradice la eleccion de r.
Por lo tanto dim (im S) < dim (im 7"). Ahora por el Lema 2.1.9 existen Ry, R, € Q tales que
S=RioToR, Asi Q, C I, esdecir = Q,.

Por otro lado si » = s’ para algun s tal que 1 < s < dimW. Sea S € Q,, entonces
dimim S < r asi pues dimim S < dimim 7T, luego por el Lema 2.1.9 tenemos que S =
RioToRy. Asi S € Q, y dado que S es arbitrario, se tiene que Q, C Q'T'Q! para cada
T € Q, condim (im7T) = sy sigue que Q, es principal.

Ahora supongamos que Q, = Q'TQ! para algin T € Q,. Sea dim (im7T) = sy
supongamos que existe un numero natural ¢ tal que s < ¢t < r. Como r < dimW,
entonces existe S € Q con dim (imS) = ¢. Luego S € Q,, asi S = R; o T o Ry para
algunos Ry, R, € Q'. Por el Lema 2.1.9 tenemos que dim (im S) < dim (im T'), lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto ¢ no existe y r = 5. O

2.2. El subsemigrupo Ky(V, W)

Considere V un F-espacio vectorial y sea W un subespacio vectorial de V, podemos
construir el conjunto
Ke(V,W)=A{T € Lp(V) | W Cker T},

qgue consiste de todas las transformaciones lineales tales que el subespacio W esta
contenido en el kernel de la transformacion.

Teorema 2.2.1. Sea V' un F-espacio vectorial y W un subespacio de V. Para T €
Ky(V,W), T es un elemento regular si, y solo si, imT NW = {0}.

DEMOSTRACION: Sea T' € Kg(V,W) y supongamos que 7' es un elemento regular de
Kp(V,W).SiveimT NW, entoncesv € Wywv="T(u) para algin u € V' y por lo tanto
v=Tu)=(ToSoT)(u)=(ToS)(v) e (ToS)W],={0}. AsiimT N W = {0}.

Ahora supongamos que im 7' N W = {0}. Sea /3, una base de ker 7', 5, una base de im T’
y por el Teorema 1.1.24 existe §' C V tal que T[] = 5, ademas V = (p') @ ker T, asi
por el Teorema 1.1.16 5’ U 5, es una base para V. Sea (33 una base de W. Luego como
imT N W = {0}, entonces 5, N B3 = (0 y por otro lado tenemos que [, U 53 es una base
para de im7T + W. Por el Lema 1.1.23 existe una base 3, para V tal que 5, U 83 C fa.
Ahora defina S € Ly(V') por
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Jue(f) si ue (B,
Sw) = { 0 st ueV\ (B).

Como 3 C (4 \ B2 tenemos que S[W] = S[(Bs)] = {0}, asi S € Kp(V,W). Es mas
(ToSoT)[(B1)] = {0} = T[{5:1)]. Por otro lado tenemos que (T'oSoT)[(5")] = (T o5)[(52)] =
T[(')]. Porlotanto T'=T o S o T, luego T es un elemento regular de Ky(V,W). O

Ejemplo 2.2.2. Si V' es un F-espacio vectorial de dimension finitay 7 : V' — V es una
transformacion lineal tal que dim (im7") = dim (im 7?) entonces im 7 Nker T = {0}, asi
que T es un elemento regular en Ky(V, ker T').

En efecto. Primero note que por el teorema de la dimensién tenemos

dimV = dim (im 7T") + dim (ker T'),
dim V = dim (im 7?) + dim (ker 7?),

ahora como dim (im7') = dim (im 7"%). Por lo tanto

dim(ker T') = dim (ker T?).

Ahora veamos que ker T' = ker T?. Por el resultado anterior, basta con ver que ker T' C
ker T2, sea u € ker T entonces T'(u) = 0, asi tenemos T'(T(u)) = T(0) = 0. Luego u €
ker T2. Por lo tanto ker 7' C ker 77 y ya que dim(ker 7') = dim (ker 7?), entonces ker T' =
ker T2,

Ahora veamos que kerT Nim7T = {0}. Sea u € kerT Nim7T entonces u € im(7T) y
u € kerT. Como u € im T existe v € V tal que T'(v) = u, por lo que T'(v) € ker T' entonces
T(T(v)) =0, luego v € ker T? y como ker T? = ker T, tenemos que v € ker T'. Por lo tanto
u="T(v)=0. O

Corolario 2.2.3. E/ semigrupo Ky(V, W) es regular si, y solo si, W =V 6 W = {0}.

DEMOSTRACION: Suponga que {0} C W C V. Sea 3, una base de W y 3 una base de V/
conteniendo a 3,. Sea w € p, y defina T € Ly(V') asi:

T(u) = 0 st ueW
v ve(w) si ueV\W
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Ahora como T[W] = {0} tenemos que T' € Kp(V,W). Ademas imT NW = (w)NW =
(w) # {0}. Por lo tanto por el Teorema 2.2.1 concluimos que 7" no es un elemento regular
Kr(V,W).

La reciproca es verdadera ya que Kp(V,V) = {0} y Kr(V,{0}) = Lg(V). Note que en
ambos casos los semigrupos son regulares. O
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3. ALGUNOS ELEMENTOS REGULARES DE M/, (F)

Uno de los semigrupos mas famosos del algebra lineal es el semigrupo de las matrices
cuadradas junto con la multiplicacion usual de matrices. En el Ejemplo 1.2.24 probamos
que M, (F) es un semigrupo regular partiendo del hecho que Ly(V') es un semigrupo
regular, en el capitulo anterior hemos caracterizado los elementos de dos subsemigrupos
de Lr(V) los cuales son Ir(V, W)y Kr(V,W). En este capitulo utilizaremos los resultados
del capitulo anterior para asi determinar los elementos de dos subsemigrupos de M,,(F)
los cuales describiremos a continuacion.

3.0.1. El subsemigrupo C,(F,k) Se define el conjunto de todas las matrices de
tamano n x n tales que después de la k-esima columna, las demas son de ceros.

Co(F, k) = {A € Mu(F) | a;; =0Vi,j € {1,....n}yj > k}.

Ahora caracterizaremos a los elementos regulares de este subsemigrupo.

Lema 3.0.1. Sea 5 = {ey, - - ,e,} la base candnica de F" y sea U = (eq,--- ,ex) cON
k < n, entonces
Ip(F",U) = {uT | A€ C,(F,k)}.

DEMOSTRACION: Note que U = {(xy, -+ ,x4,0,--+,0) | x1,--- ,x;, € F}. Para A € M, (F)

ATELF(]F”,U)@imATQ U

< (ap, - ,ai,) € Uparatodoi € {1,--- ,n}
< a;; =0paratodoi,j e {l,--- ,n}conj >k
< Ae C,(F k).
Luego por el Lema 1.2.23 se cumple la igualdad. O

Teorema 3.0.2. SeaFF un cuerpo, n,k € N talquen > k. Para A € C,(F, k), A es regular
en C,(F, k) si, y solo si, para cualquier i, zs, ..., z) € F,

apnxy+ -t apry =0Vie{l,.. k} = apr1+ - Ftagprr,=0¥ie {k+1,...,n}.
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Es decir, para cualquier (x,, , ..., x;) € F*.

11 - Qg xy 0
g1 -+ Qg T, 0
Agt11 " kgl T 0
= =
An1 "t Apg T, 0
DEMOSTRACION: Sea 8 = {e;, --,e,} la base canbnica de F" y considere U =
(e1,--+ ,ex) con k < n, entonces se tiene que C,(F, k) = Iy(F", U), pues para cada matriz

Aen C,(F, k) por el Lema 1.2.23 existe una transformacion lineal 7' : F* — F" tal que
para cada x en F" T'(z) = z A, luego por el Lema 3.0.1 tenemos que T' € Ip(F™, k).
Sea A € C,(F, k). Como a;; = 0 paratodo i,j € {1,--- ,n} con j > k, asi pues tenemos

imAT: <(a117"' 7a1k707"' 70)7"' 7(an17"' 7an/€707"' 70)>7

luego
AT[U] - <((111,"' 7a1k2707”' a0)7"' 7<ak17"' 7akk’70a"' 7O)>
Entonces
A € Reg (C(F, k)) < 4T € Reg (Ir(F",U))
< (a1, ,ai,0,---,0) €im T parai € {k+1,--- ,n}
< (ap, a4, 0,---,0) € sT[U]parai € {k+1,--- ,n}
- (aila"' 7aik> S <<Cl11,"' 70’116)7“' ,(le,“' 7akk)>'
Por el Lema 1.1.47 tenemos que a;;x1 + - -+ + agxp parai € {k+1,--- ,n}. O

Ejemplo 3.0.3. Considere la matriz

)
|
W
o O o O
o O o O



Veamos que A esta en Reg (C4(R, 2)), en efecto, note que a11x1+aj229 = 0 = ag 21 +agws,
donde x; = 2, = 0 y ademas tenemos que as1 1 + azrs = 0 = aq1x1 + agexs. Por lo tanto
A es un elemento regular, y para ser mas exactos, considere la matriz B en Cy(R, 2).

—3/5 —2/5 0 0
—4/5 -1

B |45 —1/5 000
1 1 00
1 1 00

talque A= ABA

Observacion 3.0.4. Cabe aclarar que esa matriz B no es la Unica que hace a la matriz A
regular en C4(RR, 2), por ejemplo considere

—3/5 —2/5 0 0
B |75 =15 000
2 2 00
2 2 00
se tiene que A = AB’'A, en general si
-3/5 —=2/5 0 0
o |75 15 00
a b 0 0
c d 00

para a, b, c,d en R se tiene que A = ABA, luego existen infinitas matrices que hacen que
esta matriz sea regular en Cy(R, 2).

Corolario 3.0.5. Si A € C,(F, k) es de la forma

A: aij SIZ,]Sk,
0 Sii,j > k.

Entonces A es regular en C, (F, k).
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DEMOSTRACION: Sea A de la forma

entonces A se ve asi

sii,j <k,

sii,j > k.

a1k 0

akkO
0 O

0 O

)

0

Luego para esta matriz A considere la matriz A, dada por

A =

La cual esta en M (), como este semigrupo es regular entonces existe B, en M, (F) tal

que Ak = AkBkAk con

Tome B en M, (F) asi

Por lo tanto se tienen que A = ABA. Por lo tanto A es regular.

0

0 O

0 O
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Corolario 3.0.6. Seak <ny A e C,(F, k) de la forma

A Qij SIZ>k’yj§k',
0 sii<koj>k.

Entonces A es regular en C,(F, k) si, y solo si, A es una matriz cero.

Corolario 3.0.7. El semigrupo C,,(F, k) es un semigrupo regular si, y solo si, k = n.

3.0.2. El subsemigrupo R,(F,k) Se define el conjunto de todas las matrices de
tamano n x n tales que después de la k-esima fila, las demas son de ceros.

Ro(F,k) = {A € My(F) | a; =0Vi,j € {1,...,n}yi>k}.

Ahora caracterizaremos a los elementos regulares de este subsemigrupo.

Lema 3.0.8. Sea g = {ey, - ,e,} una base canonica de F" y seaU = (ej1,- -+ ,€,) CON
k < n, entonces
Kp(F",U) = {uT | A € R,(F, k)}.

DEMOSTRACION: Sea k € N

Caso 1) Sea k = n, entonces Kp(F",U) = Ly(F") y R,.(F, k) = M,(F), asi por el Lema 1.2.23
se cumple la igualdad.

Caso 2) Sea k < n, entonces para A € M, (F)
AT € KF(FR,U) & U Cker 4T
& AT[U] ={(0,---,0)}
& 4T (e;)) =(0,--- ,0)parai € {k+1,---,n}

< (ap, -+ ,ai,) = (0,---,0)parai € {k+1,--- ,n}
& Ae R, (F k).

O

Teorema 3.0.9. Sea F un cuerpo, n,k € N tal que k < n. Para A € R, (F, k), A es regular
en R, (F, k) si, y solo si, cualquier xi, zs, ..., xy € F,

a1;T1 + -+ QT = 0 VJ S {1, e k)} = a1;T1 + -+ QT = 0 Vj S {k +1, ,n}
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Es decir, para cualquier (x,, , ..., x;) € F*.

aip -0 Qik
(o m]| o5 [=[o 0]
Qg1 -+ Akk
A1,k+1 - Ain
:>[x1 xk} : IR :[On-O}.
Akk+1  *°° Qgn

DEMOSTRACION: Si k = n entonces R, (F, k) = M, (F) y por lo tanto es regular.

Ahora supongamos que k£ < ny sea U = (exs1, - ,¢€n), lUego por el Lema 1.2.23 y el
Lema 3.0.8 tenemos que R, (F, k) = Kg(F",U). Sea A € Reg (R, (F, k)) entonces a;; = 0
paratodoi,j € {1,---,n} coni > k. Ademas

A € Reg (R,(F,k)) < AT € Reg (Kr(F",U))
S im A TNU ={(0,---,0)}

Por lo tanto, supongamos que im 4.7 NU = {(0,---,0)} y sean zy,--- ,z;, € F tal que
a;jx1 + -+ ag;x, = 0 paratodo j € {1,--- , k}. Entonces

AT<w1’... , T, 0, - - 70):($1’... T, 0,0 - 7())14

= (aur1 + -+ @ Th, 0, Q101+ Q).
Por lo que (anxl + -+ QR TE, Q1T 0 T+ a;mxk) = (0, .- ,O,CLLk_HZL’l + -+
Ak k41T, "+ 5 A1pT1 + -+ + a;m:ck) e ims T NU = {(O, . ,0)} Lo que Impllca que

ajjx1 + -+ agx, =0 paratodo j € {k+1,--- ,n}.

Ahora supongamos que a,;z; + - - - + ajz, = 0 paratodo j € {1, ..., k} implica que a;;x1 +
-+ agjrp, =0paratodo j € {k+1,...,n}. Sea (y1,--- ,yn) € im 4T NU. Entonces y; =0
para todo j € {1,--- ,k} luego (y1, -+ ,yn) = AT (x1,--- ,x,) para algun (zy,--- ,x,) €
F". De la misma forma y; = aj;x1 + - + agjzi para todo j € {1,---,n}. Ahora como
(Y1, ,yn) € U tenemos que ay;x; + - - - + ax;x, = 0 paratodo j € {1,...,k} lo implica que
ajxy + -+ agjrp = 0 paratodo j € {k+1,...,n}. Porlo tanto (yi, - ,y,) = (0,---,0) y
dada la arbitrariedad de (y1, - - - ,y,) Se concluye que im 47N U = {(0,---,0)}. O
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Ejemplo 3.0.10. Considere la matriz

S O = =
S O Ot
o O O O

Veamos que A no esta en Reg (R4(R, 2)), en efecto, note que a1z + ajpre = 0 = agxy +
929X, donde Ty = —2 Y X9 = 1 |Uego para aijzr; + ajaxe = —8 Y Q2321 + G429 = —10. Por lo
tanto A no es un elemento regular por el teorema anterior.

Corolario 3.0.11. Si A € R,(F, k) es de la forma

Qij S/Z,] < k‘7

A pu—
0 Sii,j > k.
Entonces A es regularen R, (F, k).
DEMOSTRACION: La demostracién es analoga a la del Corolario 3.0.5. O

Corolario 3.0.12. Seak <n y A€ R,(F, k) de la forma

A Qjj Sllgkyj>]€,
0 Sii>koj<k.

Entonces A es regular en R, (F, k) si, y solo si, A es una matriz cero.

Corolario 3.0.13. El/ semigrupo R, (F, k) es un semigrupo regular si, y solo si, k = n.
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4. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos mostrado que para un espacio vectorial finito dimensional V'
sobre un cuerpo F. El semigrupo Lr(V') es regular y dados los subsemigrupos Ir(V, W)
y Kr(V, W), mostramos que estos no eran necesariamente regulares. Sin embargo se
establecieron algunos resultados que permiten caracterizar dichos elementos regulares
de tal forma que permiten saber, bajo que condiciones estos subsemigrupos pueden
llegar a ser regulares. Ademas se tomé el subsemigrupo Ix(V, W) y se caracterizaron
lo ideales del subsemigrupo Reg Ir(V, W) con el fin de poder establecer la cara de los
ideales de Ir(V,W).

Por otro lado, usamos el hecho de que Ly(V') es isomorfo a M,,(F) para poder caracterizar
los elementos regulares de los subsemigrupos C,,(F, k) y R, (F, k), del semigrupo M,,(FF).

Por ultimo, quedan aun preguntas por responder, las cuales esperamos un futuro lector
las pueda abordar

= ;Qué pasaria si en lugar de considerar un FF-espacio vectorial V, se usa un
R-médulo M?.

= ;Qué resultados cambian si consideramos un [F-espacio vectorial V' infinito
dimensional?.

= ;Se pueden estudiar los elementos en Lr(V') que se comportan como elementos
de un semigrupo inverso?.
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