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Resumen
Título: Estudio numérico de corrientes laminares magnetohidrodinámicas relativistas en un fluido polarizado mag-

néticamente. *

Autor: Jose Miguel Amado Dugarte. **

Palabras Clave: Reconexión magnética, corrientes laminares, magnetohidrodinámica resistiva, polarización magné-

tica, descomposición 3+1 de la Relatividad General.

Descripción: La reconexión magnética es un mecanismo natural de conversión de energía que toma lugar en fluidos

conductores tales como plasmas. Este proceso transforma la energía magnética del sistema en energía cinética o en

energía térmica. Por lo tanto, este mecanismo ha sido propuesto para explicar las elevadas temperaturas y grandes

cantidades de energía emitidas en varios sistemas de interés astrofísico. Diferentes modelos teóricos apuntan a que

las corrientes laminares pueden desencadenar el fenómeno de reconexión, lo cual hace que su estudio sea de vital

importancia para la astrofísica de altas energías. Adicionalmente, simulaciones numéricas han mostrado que la pola-

rización magnética del plasma puede ser relevante en sistemas con presencia de campos magnéticos intensos. Debido

a lo anterior, en el presente trabajo se empleó el formalismo de la Magnetohidrodinámica Resistiva en Relatividad

General (GRRMHD) para obtener una primera aproximación a los efectos introducidos por la polarización magnética

en el proceso de Reconexión. Para llevar a cabo este propósito, esta tesis muestra por primera vez el sistema de ecua-

ciones correspondiente a la GRRMHD con polarización electromagnética, el cual fue escrito en forma conservativa

empleando la formulación de Valencia. Este sistema de ecuaciones fue implementado en el código CAFE conside-

rando un espaciotiempo de Minkowski y polarización eléctrica nula. Esto convierte a CAFE en el primer código que

resuelve las ecuaciones de la RRMHD con polarización magnética para materiales lineales e isótropos. Finalmente, se

presentan las simulaciones de Reconexión Magnética considerando como dato inicial una corriente laminar de Harris.

Se muestra que la energía magnética disipada será mayor para el caso diamagnético y menor en el paramagnético

respecto al fluido no polarizado. Sin embargo, las energías cinética e interna específica presentan valores mayores en

el caso diamagnético y valores menores en el caso paramagnético comparado con fluido no polarizado.

* Trabajo de grado para optar por el título de Físico.

** Facultad de Ciencias. Escuela de Física. Director: Fabio Duván Lora Clavijo, Doctor en Física. Codirector: Oscar
Mauricio Pimentel Díaz, Doctor en Física.
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Abstract
Title: Numerical study of relativistic magnetohydrodynamic current sheets in a magnetic polarized fluid. *

Author: Jose Miguel Amado Dugarte. **

Keywords: Magnetic reconnection, current sheets, resistive magnetohydrodynamics, magnetic polarization, 3+ 1

descomposition of General Relativity.

Description: Magnetic reconnection is a natural mechanism of energy conversion that takes place in conductive fluids

such as plasma. This process transforms the magnetic energy of the system either into kinetic energy or into thermal

energy. Therefore, this mechanism has been proposed as an explanation of the high temperatures and great amounts

of energy emitted in several systems of astrophysics interest. Different theoretical models indicate that Current Sheets

may trigger the Reconnection phenomenon, making its study of vital importance in high energy astrophysics. In addi-

tion to this, numerical simulations have shown that magnetic polarization of plasma may be relevant in systems with

intense magnetic fields. Due to the above, the formalism of General Relativistic Resistive Magnetohydrodynamics

(GRRMHD) was employed in order to obtain a first approximation to the effects introduced by magnetic polarization

in the Reconection process. In order to accomplish this purpose, this thesis shows for the first time the equation system

corresponding to the GRRMHD with electromagnetic polarization, which was written in conservative form following

the Valencia formulation. This equation system was implemented in the CAFE code considering a Minkowski space-

time and zero electric polarization. This makes CAFE the first code that solves the RRMHD equations with magnetic

polarization for linear and isotropic materials. Finally, the magnetic reconnection simulations are presented taking as

the initial data a Harris current sheet. Here it is shown that dissipated magnetic energy will be bigger for the diamagne-

tic and smaller for the paramagnetic case with respect to the non polarized fluid. However, kinetic energy and internal

specific energy show bigger values in the diamagnetic case and smaller values in the paramagnetic case in comparison

with the non polarized fluid.

* Bachelor Thesis.

** Facultad de Ciencias. Escuela de Física. Director: Fabio Duván Lora Clavijo, Doctor en Física. Codirector: Oscar
Mauricio Pimentel Díaz, Doctor en Física.
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Introducción

El estado de agregación de la materia formado por un gas cuyas partículas están ionizadas,

se denomina plasma. El plasma consiste en un conjunto de partículas cargadas (iones cargados po-

sitivamente y electrones) que colectivamente responden a fuerzas electromagnéticas y globalmente

presentan neutralidad de carga, donde las partículas que lo conforman pueden moverse libremente

generando corrientes eléctricas y densidades de carga que modifican el campo electromagnético

presente en el sistema. Este estado de la materia se presenta de forma natural por todo el univer-

so, algunos ejemplos de plasmas son la Heliosfera, la Magnetosfera de los planetas y las estrellas

de neutrones, el medio interestelar e intergaláctico, los Jets en los núcleos activos de galáxias, etc.

Hoy en día se sabe que aproximadamente el 95% de la materia presente en el universo se encuentra

en estado de plasma (Chiuderi and Velli, 2015), por esta razón, entender la dinámica de este es de

vital importancia para la Física, ya que nos permite comprender la evolución de diversos sistemas

de interés astrofísico.

Existen diversos modelos teóricos que permiten estudiar la dinámica del plasma. Uno de

los modelos matemáticos más simples y de gran interés es la Magnetohidrodinámica (MHD), la

cual consiste en tratar al plasma como un fluido continuo capaz de conducir una corriente eléc-

trica teniendo en cuenta su interacción con los campos magnéticos presentes en el sistema. Bajo

este modelo el fluido conductor puede ser totalmente descrito mediante pocos parámetros como la

densidad de masa, la presión y la velocidad del fluido, las cuales no dependen del tamaño físico de
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la muestra (Schnack, 2009). En varios escenarios de interés astrofísico, el plasma puede alcanzar

velocidades comparables con la velocidad de la luz en el vacío y estar sometido a campos gravi-

tacionales extremos. Por ejemplo, en explosiones de supernovas, discos de acreción en estrellas

de neutrones y agujeros negros, explosiones de rayos gamma, jets relativistas provenientes de los

núcleos activos de galáxias o pulsares, etc (Anile, 2005). Debido a lo anterior, estos sistemas for-

malmente se modelan mediante las ecuaciones de la MHD acopladas con las ecuaciones de campo

de Einstein. Este conjunto de ecuaciones conforma la Magnetohidrodinámica en Relatividad Ge-

neral (GRMHD por sus siglas en inglés).

En algunos de los sistemas anteriormente mencionados, la dinámica del plasma se estudia

bajo la aproximación del fluido de prueba, la cual consiste en despreciar el campo gravitacional

generado por el fluido debido a que es prácticamente nulo en comparación con el campo gravitacio-

nal de fondo (Font, 2008). Además de lo anterior, la mayoría de plasmas presentes en el universo

pueden describirse adecuadamente mediante la MHD ideal. Esta aproximación consiste en asu-

mir que la conductividad eléctrica del fluido es infinita σ → ∞ (conductor perfecto) ocasionando

que los efectos debidos a la disipación Ohmica sean totalmente despreciables (Priest and Forbes,

2000). Sin embargo, existen regiones de intensas concentraciones de corriente como las corrientes

laminares, en donde la energía magnética puede ser disipada y esta aproximación deja de ser válida

(Priest, 1985).

La formación de corrientes laminares es un proceso de vital importancia para la astrofísica
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debido a que estas dan origen al fenómeno de reconexión magnética. En dicho proceso la topo-

logía del campo magnético presente en el sistema cambia, liberando así grandes cantidades de

energía (Palenzuela et al., 2009). La reconexión magnética es un mecanismo natural de conver-

sión de energía, aquí la energía magnética del sistema se transforma en energía cinética, mediante

la aceleración de las partículas en el plasma, o en calor, mediante disipación Ohmica. Es posible

mostrar que el cambio en la topología del campo magnético da lugar a configuraciones de menor

energía magnética (Yamada et al., 2010). La evidencia de la Reconexión Magnética es fuerte en

maquinas de fusión nuclear como Tokamaks, aunque no se entiende completamente la manera en la

que ocurre en estos dispositivos. También se cree que las Auroras Boreales son el resultado directo

o indirecto de la reconexión en la Magnetosfera terrestre. Por otra parte, las eyecciones de flujo

magnético durante las eyecciones de masa coronal necesariamente requieren que la reconexión

ocurra. Además este proceso se ha propuesto como el mecanismo de calentamiento de la corona

solar (Priest and Forbes, 2000). Mas allá del sistema solar, se cree que la Reconexión Magnética

toma lugar en objetos como pulsares, discos de acreción, núcleos activos de galáxias, radio jets,

explosiones de rayos Gamma, entre otros (Lyubarsky, 2005). En estos sistemas la MHD juega un

papel central, esto se debe a que los modelos que se tienen para explicar las fuentes de energía

en astrofísica están basados en la dinámica de fluidos relativistas como gases o plasmas. Por esta

razón, el estudio de la MHD resistiva en Relatividad General (GRRMHD) es indispensable para

poder dar una explicación a las grandes cantidades de energía emitidas en el universo.

Las ecuaciones de la GRMHD forman un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no
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lineales y acopladas, por esta razón es imposible obtener una solución análitica no estacionaria

para un determinado problema a menos que se consideren sistemas con un alto grado de sime-

tría (Alcubierre, 2008). Es aquí donde surge la necesidad de realizar códigos que resuelvan dichas

ecuaciones numéricamente y permitan obtener una solución aproximada. Algunos de los códigos

desarrollados con este propósito y escritos bajo la aproximación de conductor perfecto (MHD

ideal) son COSMOS++ (Anninos et al., 2005), WhiskyMHD (Giacomazzo and Rezzolla, 2007),

BHAC (Porth et al., 2017) cuya finalidad es estudiar el mecanismo de acreción al rededor de agu-

jeros negros, ECHO (Del Zanna et al., 2007) y CAFE (Lora-Clavijo et al., 2015; Cruz-Osorio,

2014), el cual resuelve numéricamente las ecuaciones de la GRMHD ideal con el fin de estudiar

escenarios astrofísicos relacionados con la generación y liberación de grandes cantidades de ener-

gía. Además de lo anterior, también se han desarrollado códigos que resuelven el sistema de la

GRRMHD como las versiones resistivas de WhiskyMHD (Dionysopoulou et al., 2013) y BHAC

(Ripperda et al., 2019), entre otros.

En la mayoría de códigos numéricos desarrollados para solucionar las ecuaciones de la

GRMHD sólo se tiene en cuenta el campo magnético generado por el movimiento de las partículas

que conforman el plasma, esta descripción es incompleta ya que no se tiene en cuenta la respuesta

del fluido al campo magnético al que está sometido, la cual consiste en la generación de un campo

magnético propio por parte del material. Cuando esto sucede se dice que el material está polarizado

magnéticamente (Pimentel et al., 018a). Esta nueva fuente de campo magnético, la cual es genera-

da por la polarización del fluido, puede ser relevante para dar una posible explicación al origen de
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los intensos campos magnéticos presentes en algunos escenarios atrofísicos (Pimentel et al., 018b).

Un mecanismo donde se amplifica el campo magnético y la polarización magnética podría tomar

un papel fundamental es en la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz, la cual ocurre cuando hay una

velocidad relativa entre dos fluidos adyacentes. Aquí la energía cinética del sistema se convierte

en energía magnética y amplifica el campo inicial, esta inestabilidad puede producirse de forma

natural en los Jets relativistas provenientes de los núcleos activos de galáxias, en la región donde

interactúan los flujos provenientes de las explosiones de rayos gamma con el medio interestelar,

entre otros (Pimentel and Lora-Clavijo, 2019).

La polarización magnética, desde un punto de vista clásico, se debe a que los materiales

microscópicamente presentan pequeñas corrientes debido al movimiento orbital de los electrones

en el átomo. Por tal razón, estos se pueden ver macroscópicamente como pequeñas espiras de co-

rriente y ser tratados como dipolos magnéticos. Cuando los dipolos del material se alinean en la

misma dirección del campo externo producto de torques magnéticos da lugar al paramagnetismo, y

cuando el campo externo induce un momento magnético en los electrones presentes en el material

se da el diamagnetismo. El campo magnético inducido en el material amplifica el campo externo

en el caso paramagnético y lo reduce en el caso diamagnético (Griffiths, 2005). Debido a lo ante-

rior, se debe agregar a las ecuaciones de la GRMHD un término que proporcione información de

la respuesta del plasma al campo magnético externo para realizar una descripción más completa

del fenómeno físico. Como consecuencia de esto, Pimentel et al. (018a) introdujeron los términos

correspondientes a la polarización magnética del material (considerando un material lineal e isó-
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tropo) al código CAFE.

Los efectos introducidos por la polarización magnética ya han sido estudiados en trabajos

previos. En Blandford and Hernquist (1982) se calcula la susceptibilidad magnética de la corteza

de una estrella de neutrones para diferentes valores de densidad, temperatura e intensidad del cam-

po magnético. Aquí se muestra que la polarización magnética no afecta la estructura de la corteza

del objeto compacto, aunque esta puede estar relacionada de manera indirecta con efectos obser-

vacionales. En el artículo de Chatterjee et al. (2015), se estudió la estructura de una estrella de

neutrones en presencia de un campo magnético fuerte. En este modelo se tuvo en cuenta la polari-

zación magnética considerando un fluido ideal y el efecto del campo magnético en la ecuación de

estado, aquí se concluyó que la inclusión de la polarización no afecta significativamente la masa

máxima del objeto compácto. En Pimentel et al. (018b) se presentó por primera vez una familia

de soluciones analíticas para Toros magnetizados alrededor de un agujero negro de Kerr, donde

se encontró que si un Toro es paramagnético será más denso que uno diamagnético para el caso

en que se considera una susceptibilidad magnética constante. Adicionalmente, en Pimentel and

Lora-Clavijo (2019) se pudo evidenciar que el carácter magnético del plasma influye en la ampli-

ficación de la energía magnética en la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz, en este trabajo se pudo

determinar que si un fluido presenta un carácter paramagnético amplificará más la energía que un

fluido diamagnético. Debido a lo anterior, se ha podido determinar que el carácter magnético del

fluido afecta significativamente la evolución del campo magnético presente en algunos sistemas

astrofísicos, los cuales están relacionados con la generación de grandes cantidades de energía.
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Debido a los argumentos expuestos anteriormente, la finalidad de este trabajo es estudiar

el fenómeno de Reconexión Magnética producto de una corriente laminar en un fluido polarizado

magnéticamente. Esto hace que sea necesario modificar el sistema de ecuaciones implementado

en el código CAFE con el fin de introducir los términos resistivos. Por tal razón, este trabajo está

organizado de la siguiente manera: en el capítulo 1 se presenta la derivación matemática de las

ecuaciones de la GRRMHD con polarización magnética y polarización eléctrica, donde se empleó

el formalismo 3+1 de la Relatividad General y se siguó la formulación de Valencia (Antón Ruiz

et al., 2006). En el capítulo 2 se realiza una breve descripción de los principales elementos que con-

forman el código CAFE y se explican explícitamente los métodos numéricos que tuvieron que ser

modificados con el fin de agregar resistividad al código. Posteriormente, se presentan las pruebas

de Tubos de Choque que permiten validar el código CAFE resistivo en el límite ideal y se muestra

una primera aproximación de estas pruebas numéricas para un fluido no ideal cuya polarización

magnética es diferente de cero. En el capítulo 3 se realiza una breve descripción de qué es una

Corriente laminar y del fenómeno de Reconexión Magnética, aquí se muestran los resultados de

las pruebas numéricas para una corriente laminar perturbada considerando un fluido diamagnético,

paramagnético y uno sin polarización magnética. Por último, se presentan las principales conclu-

siones obtenidas en el desarrollo de este trabajo.

A lo largo del desarrollo de esta tesis se empleará el convenio de suma de Einstein en el cual

los índices repetidos indican suma, aquí los índices griegos (µ,ν ,α,β . . .) correrán de 0 a 3 y los
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índices latinos (i, j,k, l,m . . .) correrán de 1 a 3. Además de lo anterior, se empleará la signatura ma-

yormente positiva para el tensor métrico (−,+,+,+) y se usarán unidades de Heaviside-Lorentz

en las cuales la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética en el vacío son iguales a uno,

ε0 = µ0 = 1, esto implica inmediantamente que la velocidad de la luz en el vacío será igual a la

unidad c = 1.
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1. GRRMHD con polarización magnética

La Magnetohidrodinámica (MHD) es una rama de la Física de los medios continuos que

describe la interacción entre fluidos eléctricamente conductores con campos electromagnéticos,

donde el fluido globalmente presenta neutralidad de carga ρq = 0 (Schnack, 2009). Las ecuacio-

nes de la GRRMHD con polarización magnética están conformadas por la ley de conservación

de la densidad de masa, la ley de conservación del tensor energía-momentum, las ecuaciones de

Maxwell de la electrodinámica y la generalización relativista de la ley de Ohm. El tensor energía-

momentum empleado consistirá en una superposición de los tensores energía-momentum de un

fluido perfecto, del campo electromagnético y el correspondiente a la polarización del material.

En este capítulo se presenta la derivación de las ecuaciones de la GRRMHD con polari-

zación magnética en su forma conservativa, empleando la formulación 3+ 1 de la Relatividad

General y siguiendo la formulación de Valencia (Antón Ruiz et al., 2006). Adicionalmente, se con-

sidera una relación constitutiva lineal entre el campo magnético y el cuadrivector de polarización

magnética del material, esto con el fin de poder describir materiales diamagnéticos y paramagnéti-

cos. Vale la pena mencionar que aunque en este trabajo se empleará la métrica de Minkowski que

corresponde a el espacio-tiempo plano, todas las ecuaciones se derivan para un espacio-tiempo

arbitrario.
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1.1. Descomposición 3+1 de la Relatividad General

El formalismo 3+ 1 de la Relatividad General consiste en separar el espacio y el tiempo

de manera independiente. Esto se realiza con el fin de escribir las ecuaciones de evolución como

un problema de valores iniciales, el cual se denomina problema de Cauchy. Para esto se considera

inicialmente un espacio-tiempo con tensor métrico ggg, el cual está descompuesto en hipersuperficies

espaciales Σt (las cuales no se intersectan unas con otras) parametrizadas por un tiempo constante

t. Cada una de estas hipersuperficies es perpendicular a un vector unitario tipo tiempo nnn, de manera

que los campos vectoriales tangentes a la hipersuperficie son tipo espacio. Este proceso se deno-

mina foliación del espacio-tiempo (Shibata, 2015) y puede apreciarse gráficamente en la figura

(1).

Figura 1.
Foliación del espacio-tiempo.

Nota. Foliación del espacio-tiempo mediante hipersuperficies espaciales Σt parametrizadas por un tiempo t.

La geometría del espacio-tiempo contenida entre dos hipersuperficies adyacentes puede ser
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descrita mediante tres elementos (ver figura (2)):

1. La función Lapso α
(
t,xi), la cual relaciona el intervalo de tiempo propio dτ medido por

el observador Euleriano entre dos hipersuperficies adyacentes con el intervalo de tiempo

coordenado dt:

dτ = α(t,xi)dt. (1)

Se denomina observador Euleriano a un observador cuya línea de mundo siempre es normal

a cada una de las hipersuperficies.

2. El vector de corrimiento β i, el cual corresponde a la velocidad relativa entre la línea de

mundo del observador Euleriano y una línea de coordenadas espaciales constantes (línea

coordenada) xi = cte:

xi
t+dt = xi

t−β
idt. (2)

3. La métrica inducida o métrica espacial γγγ , la cual permite medir distancias propias dl sobre

cada hipersuperficie:

dl2 = γi jdxidx j. (3)

Las funciones α y β i se denominan funciones de norma y junto a la métrica inducida γi j

llevan toda la información acerca del sistema de coordenadas seleccionado.
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Figura 2.
Geometría entre dos hipersuperficies adyacentes.

Nota. Elementos que definen la geometría contenida entre dos hipersuperficies adyacentes.

En términos de las componentes de la métrica espacial γi j y las funciones de norma, el

intervalo espaciotemporal está dado por

ds2 =
(
−α

2 +βiβ
i)dt2 +2βidxidt + γi jdxidx j, (4)

en donde se puede mostrar que el tensor métrico en términos de sus componentes covariantes y

contravariantes está dado por

gµν =

 −α2 +βiβ
i βi

β j γi j

 , gµν =



− 1
α2

β i

α2

β j

α2 γ i j− β iβ j

α2


. (5)
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Aquí se ha asumido que los índices de los vectores totalmente espaciales se pueden subir y bajar

únicamente con la métrica espacial, es decir que βi = γi jβ
j y β i = γ i jβ j. De las expresiones (5)

también es posible mostrar que

√
−g = α

√
γ, (6)

en donde g es el determinante del tensor métrico y γ el determinante de la métrica inducida (Alcu-

bierre, 2008).

Con el fin de poder escribir las ecuaciones de evolución (ecuaciones de la GRRMHD con

polarización magnética) como un sistema conservativo, el formalismo 3+1 de la Relatividad Ge-

neral le asocia una base de cuadrivectores al observador Euleriano. Dicha base está dada por

eeeµ = (nnn,eeei) , (7)

donde nnn es un vector unitario tipo tiempo normal a cada una de las hipersuperficies y eeei son un

conjunto de vectores tipo espacio tangentes a cada una de las hipersuperficies, por lo cual se cumple

que nnn · eeei = 0. El vector nnn coincide con la cuadrivelocidad del observador Euleriano ya que su

producto interno está dado por

nnn ·nnn = nµnµ =−1, (8)

por lo tanto, se pueden encontrar de manera explícita las componentes del vector nnn acudiendo a la
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definición de la cuadrivelocidad y a la expresión (1), de lo cual se obtiene

nµ =
dxµ

dτ
=

1
α

dxµ

dt
. (9)

Teniendo en cuenta que el cuadrivector posición se define como xµ =
(
t,xi), al hacer µ = 0 en la

expresión anterior se tiene que la componente temporal está dada por n0 = 1/α . Por otra parte,

al hacer µ = i y empleando la ecuación (2), se obtiene que las componentes espaciales cumplen

ni =−β i/α (donde β i =−dxi/dt). De esta forma, el cuadrivector nnn expresado en términos de sus

componentes contravariantes está dado por

nµ =
1
α

(
1,−β

i) . (10)

Empleando la métrica dada en la expresión (5) se pueden hallar las componentes covariantes de la

cuadrivelocidad Euleriana mediante la relación nµ = gµνnν , lo cual da como resultado

nµ = (−α,0,0,0). (11)

Por otra parte, el producto interno de los vectores espaciales eeei define la métrica espacial,

por lo cual se cumple

eeei · eee j = γi j = gµν (eeei)
µ
(
eee j
)ν

, (12)

de lo cual se puede mostrar que las componentes covariantes de los cuadrivectores eeei están dadas
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explícitamente por (Antón Ruiz et al., 2006)

e(i)ν =
(
βi,γi j

)
= giν . (13)

El formalismo 3+1 nos proporciona una manera de descomponer cualquier cuadrivector en

una parte tipo tiempo paralela al vector nnn y otra parte tipo espacio tangente a la hipersuferficie Σt .

Esto se lleva a cabo mediante la aplicación del operador de proyección espacial a un cuadrivector

arbitrario. Este operador en términos de sus componentes mixtas se define de la siguiente manera

hµ
ν = δ

µ
ν +nµnν , (14)

en donde δ µ
ν son las componentes mixtas del delta de Kronecker2. Al aplicar el operador de

proyección espacial a un cuadrivector arbitrario Aµ se obtiene que dicho cuadrivector puede ser

reescrito como

Aµ = hµ
νAν −nµnνAν . (15)

Definiendo una nueva cantidad tensorial Nµ
ν =−nµnν , la cual se denomina operador de proyec-

2 El delta de Kronecker se define como

δ
µν =

{
+1 si µ = ν ,

0 si µ 6= ν .
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ción temporal. La expresión anterior se transforma en

Aµ = hµ
νAν +Nµ

νAν , (16)

en donde el primer término representa la parte espacial del cuadrivector Aµ y el segundo término

representa la proyección del cuadrivector a lo largo de la dirección temporal. Cuando se aplica

el operador de proyector espacial al tensor métrico se obtiene la métrica inducida, es decir que

γµν = hµ
αgαν , por lo cual, la métrica inducida en términos de sus componentes contravariantes

satisface

γ
µν = hµν = gµν +nµnν , (17)

donde se satisface que γ0µ = γµ0 = 0 debido a que es un tensor netamente espacial (Rezzolla and

Zanotti, 2013).

Para el caso particular en el que se desea estudiar fluidos en el marco de la Relatividad

General se consideran dos observadores: el primero es el observador Euleriano y el segundo es un

observador comovil con el fluido en consideración. La línea de mundo del fluido L atraviesa cada

una de las hipersuperfies y no necesariamente coincide con la línea coordenada de xi = cte, por lo

cual entre estas existe un desplazamiento espacial dxxx. Esto se puede apreciar gráficamente en la

figura (3).
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Figura 3.
Observadores Euleriano y comovil.

Nota. Representación gráfica de la línea de mundo del fluido, la línea normal y la línea coordenada xi = cte para dos

hipersuperficies adyacentes.

Además de lo anterior, el observador del fluido se mueve con cuadrivelocidad uuu, la cual es

un vector unitario tipo tiempo cuyo producto interno cumple

uuu ·uuu = uµuµ =−1, (18)

y su velocidad espacial respecto del observador Euleriano se define por

vvv =
dlll
dτ

, (19)

en donde dlll es el desplazamiento espacial entre la línea de mundo del observador Euleriano y la

línea de mundo del fluido. El factor de Lorentz W se puede encontrar de forma explícita con ayuda
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de la relación vectorial

dτ0uuu = dτnnn+dlll, (20)

la cual puede ser apreciada fácilmente en la figura (3), donde dτ0 es el tiempo medido por el

observador comovil al fluido. Multiplicando escalarmente la ecuación anterior por el cuadrivector

nnn se tiene que esta puede ser reescrita como

dτ

dτ0
=−uuu ·nnn, (21)

en donde se ha tenido en cuenta que nµnµ =−1 y que nnn ·dlll = 0. Ahora, los tiempos medidos por

el observador Euleriano y el observador del fluido se relacionan mediante dτ =Wdτ0. Con esto se

tiene que el factor de Lorentz en términos de las cuadrivelocidades nnn y uuu está dado por

W =−uuu ·nnn =−uµnµ . (22)

Ahora, teniendo en cuenta el cuadrivector nµ dado en la ecuación (11), el factor de Lorentz se

transforma en

W = αu0. (23)

El factor de Lorentz también puede ser escrito en su forma estándar. Para esto se divide la

ecuación (20) por dτ , lo cual da como resultado que la cuadrivelocidad del fluido uuu, en términos
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de la cuadrivelocidad del observador Euleriano nnn y la velocidad espacial vvv cumple

uuu =W (nnn+ vvv) . (24)

Reemplazando la expresión anterior en la ecuación (18) y teniendo en cuenta que nnn ·vvv = 0, el factor

de Lorentz satisface la relación

W =
1√

1− vvv · vvv
, (25)

en donde el producto interno de la velocidad vvv se realiza con la métrica inducida debido a que es

un vector netamente espacial, es decir, que vvv · vvv = γ i jviv j.

Introduciendo una nueva velocidad espacial denominada velocidad coordenada del fluido,

se pueden encontrar de manera explícita las componentes espaciales de la cuadrivelocidad del

fluido uuu. Esta velocidad coordenada se define por

VVV =
dxxx
dt

, (26)

la cual no es más que la velocidad a la que se mueve la línea de mundo del fluido respecto de

la línea coordenada xi = cte. Teniendo en cuenta la figura (3) se puede apreciar que se cumple la

relación vectorial

dlll = βββdt +dxxx, (27)
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dividiendo la expresión anterior por dτ y teniendo en cuenta la ecuación (1) esta se puede reescribir

como

vvv =
1
α
(βββ +VVV ) . (28)

La velocidad coordenada del fluido en términos de las componentes de la cuadrivelocidad uuu pue-

de escribirse por definición como V i = ui/u0, por lo cual se tiene que la expresión anterior se

transforma en

vi =
1
α

(
β

i +
ui

u0

)
. (29)

Reemplazando la ecuación (23) en la expresión anterior se tiene que las componentes espaciales

de la cuadrivelocidad del fluido cumplen (Gourgoulhon, 2012)

ui =W
(

vi− β i

α

)
. (30)

Finalmente, teniendo en cuenta las expresiones (23) y (30) se puede apreciar que la cuadrivelocidad

del fluido en términos de sus componentes contravariantes está dada explícitamente por

uµ =

[
W
α
,W
(

vi− β i

α

)]
. (31)

Mediante la expresión uµ = gµνuν se puede encontrar que la cuadrivelocidad del fluido en términos

de sus componentes covariantes toma la forma

uµ =
[
W
(
βivi−α

)
,Wvi

]
. (32)
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Debido a que el sistema de ecuaciones de la GRRMHD está escrito de manera covariante, es

necesario que su parte espacial y temporal sean separadas de manera independiente. Esto se realiza

con el fin de evolucionar el sitema de ecuaciones a partir de un determinado dato inicial. Para llevar

a cabo este objetivo, en la siguiente sección se empleará la descomposición 3+1 de la Relatividad

General para escribir el sistema de ecuaciones en forma conservativa.

1.2. Ecuaciones de la GRRMHD en forma conservativa

El sistema de ecuaciones de la GRRMHD está constituido principalmente por dos grupos de

ecuaciones, las ecuaciones de conservación que rigen la hidrodinámica del plasma y las ecuaciones

que gobiernan la dinámica de los campos electromagnéticos presentes en el sistema. El primer

grupo de ecuaciones está conformado por la ley de conservación de la masa

∇µ (ρuµ) = 0, (33)

en donde ρ es la densidad de masa del fluido dada en el marco comovil y ∇µ es la derivada

covariante asociada al tensor métrico ggg. La ley de conservación del tensor energía-momentum

∇µT µν = 0, (34)

la cual no es más que la ley de conservación de la energía cuando ν = 0 y la ley de conservación

del momentum cuando ν = i. El segundo grupo de ecuaciones está conformado por las ecuaciones
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de Maxwell no homogéneas

∇νFµν = Jµ , (35)

las cuales corresponden a la ley de Gauss del campo eléctrico cuando ν = 0 y la ley de Ampere-

Maxwell cuando ν = i, siendo Fµν el tensor de Faraday y Jν el cuadrivector densidad de corriente

eléctrica. Y por último, las ecuaciones de Maxwell homogéneas

∇ν (
∗Fµν) = 0, (36)

las cuales corresponden a la ley de Gauss del campo magnético cuando ν = 0 y la ley de inducción

de Faraday cuando ν = i, siendo ∗Fµν el tensor dual de Faraday (Ripperda et al., 2019).

Para poder evolucionar el sistema de ecuaciones de la GRRMHD es necesario que las ecua-

ciones covariantes (33)-(36) sean escritas de manera conservativa mediante el formalismo 3+ 1

de la Relatividad General. Esto permitirá evidenciar la evolución en cada instante de tiempo y

así tener un mejor entendimiento del sistema en cuestión a partir de un determinado dato inicial,

este procedimiento es conocido como la formulación de Valencia (Antón Ruiz et al., 2006). La

derivación matemática de cada una de las ecuaciones se muestra a continuación.

1.2.1. Ley de conservación de la masa. La primera de las ecuaciones de la GRRMHD,

dada por la ley de conservación de la masa, puede ser reescrita en forma conservativa haciendo uso
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de la expresión para la divergencia de un cuadrivector

∇µAµ =
1√
−g

∂µ

(√
−gAµ

)
, (37)

en donde Aµ es un cuadrivector arbitrario y ∂µ son las derivadas parciales a lo largo de cada una

de las coordenadas empleadas (Poisson, 2004). Por tal razón, al hacer uso de dicha propiedad la

ecuación (33) puede ser reescrita como

1√
−g

∂µ

(√
−gρuµ

)
= 0. (38)

Expandiendo la expresión anterior en términos de su parte temporal y su parte espacial se obtiene

∂0
(
α
√

γρu0)+∂i
(
α
√

γρui)= 0, (39)

en donde se ha tenido en cuenta la ecuación (6). Reemplazando de manera explícita las com-

ponentes de la cuadrivelocidad del fluido mostradas en la expresión (31), se tiene que la ley de

conservación de la masa en forma conservativa está dada por

∂0 (
√

γD)+∂i
[√

γD
(
αvi−β

i)]= 0, (40)

donde se ha introducido una nueva variable conservativa D=Wρ , la cual corresponde a la densidad

de masa medida por el obsevador Euleriano.
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1.2.2. Ley de conservación del tensor energía-momentum. Para describir apro-

piadamente la energía y el momentum de un determinado sistema físico, se hace uso del tensor

energía-momentum TTT . Este es un tensor simétrico de segundo orden, construido en términos de la

densidad de energía, densidad de momentum y sus respectivos flujos medidos por un observador en

un determinado evento del espaciotiempo. Cada una de estas cantidades puede estar asociada con

todas las formas de materia y todos los campos no gravitacionales del sistema (Misner et al., 1973).

Las componentes del tensor energía-momentum T µν tienen un determinado significado

físico, esto puede apreciarse con ayuda del cuadrimomentum pµ =
(
E, pi). El tensor energía-

momentum se define como el flujo del µ-momentum a través de una superficie con xν constante.

Es decir, que sus componentes cumplen que (Schutz, 2009):

T 00 = Flujo de energía a través de una superficie t = cte.

T 0i = Flujo de energía a través de una superficie xi = cte.

T i0 = Flujo del i-momentum a través de una superficie t = cte.

T i j = Flujo del i-momentum a través de una superficie x j = cte.

El significado físico de las componentes del tensor energía-momentum puede ser apreciado en la

figura (4).

El tensor energía-momentum puede reescribirse bajo la descomposición 3+1 de la Relati-
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Figura 4.
Componentes del tensor energía-momentum.

Nota. Significado físico de cada una de las componentes del tensor energía-momentum. Imagen adaptada de Rezzo-
lla and Zanotti (2013).

vidad General de tal manera que la energía, momentum y sus respectivos flujos sean medidos por

el observador Euleriano. Para esto se hace uso del delta de Kronecker en términos de la métrica

espacial y la cuadrivelocidad Euleriana (ecuación (17)), por lo cual se cumple

T µν = δ
µ

αδ
ν

β T αβ = (γµ
α −nµnα)

(
γ

ν
β −nνnβ

)
T αβ

T µν = T αβ nαnβ nµnν − γ
µ

αT αβ nβ nν −nµnαT αβ
γ

ν
β + γ

µ
αγ

ν
β T αβ . (41)

Definiendo las cantidades U = T αβ nαnβ , Sµ =−γµ
αnβ T αβ y W µν = γµ

αγν
β T αβ se tiene que el

tensor energía momentum puede ser reescrito como

T µν =Unµnν +Sµnν +nµSν +W µν , (42)
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en donde U , Sµ y W µν son respectivamente la densidad de energía, densidad de momentum y ten-

sor de esfuerzos medidos por el observador Euleriano. De la expresión anterior se puede apreciar

que S0 = W 0µ = W µ0 = 0 debido a la definición de la métrica inducida mostrada en la ecuación

(17).

Las expresiones de la energía y momentum en forma conservativa pueden ser obtenidas

al proyectar la conservación de T µν (ecuación (34)) en la base del observador Euleriano. Esta

proyección puede escribirse como

∇µ

[
T µνe(σ)ν

]
= T µν

∇µ

[
e(σ)ν

]
, (43)

en donde e(σ)ν están dados por (7).

1.2.2.1. Ley de conservación de la energía. La ley de consevación de la energía se

obtiene al hacer σ = 0 en la expresión (43), con la identidad (37) la ecuación anterior se convierte

en

∂µ

[√
−gT µνe(0)ν

]
=
√
−gT µν

∇µe(0)ν . (44)

Al reemplazar (6) en la ecuación anterior y debido a que e(0)ν = nν , la expresión anterior puede

ser reescrita como

∂0
(
α
√

γT 0νnν

)
+∂i

(
α
√

γT iνnν

)
= S , (45)
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en donde S representa el término fuente de la ecuación, el cual explícitamente está dado por

S =
√
−gT µν∇µnν . Al sumar a la expresión anterior la ley de conservación de la masa (40) se

obtiene

∂0
[√

γ
(
αT 0νnν +D

)]
+∂i

{√
γ
[
αT iνnν +D

(
αvi−β

i)]}= S , (46)

en donde el primer factor del primer término corresponde a −U , esto se debe a que αT 0νnν =

−n0T 0νnν =−T µνnµnν =−U . Por lo tanto, al definir una nueva variable τ =U−D la expresión

anterior da como resultado

∂0(
√

γτ)+∂i

{
√

γ

[
−τβ

i−αDvi +α

(
β i

α
U−T iνnν

)]}
=−S . (47)

El tercer factor del segundo término corresponde a las componentes espaciales de la densidad de

momentum del observador Euleriano Si (ecuación (42)), por lo cual se cumple

Si =−γ
i
αT αβ nβ =−

(
δ

i
α +ninα

)
T αβ nβ ,

Si =−T iβ nβ −niU =
β i

α
U−T iβ nβ , (48)

de esta forma la ecuación (47) se transforma en

∂0(
√

γτ)+∂i
{√

γ
[
α
(
Si−Dvi)− τβ

i]}=−S . (49)
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Por último, el término fuente S para el caso en el que se emplea una métrica espacial estacionaria

∂0γ ik = 0 está dado por (ver el apéndice (1) para su derivación)

S =
√

γ

(
Si

∂iα−W i
l∂iβ

l− 1
2

W ik
β

l
∂lγik

)
. (50)

Reemplazando esta expresión en (49), la ley de conservación de la energía en forma conservativa

es

∂0(
√

γτ)+∂i
{√

γ
[
α
(
Si−Dvi)− τβ

i]}=√γ

(
1
2

W ik
β

l
∂lγik +W i

l∂iβ
l−Si

∂iα

)
. (51)

Cabe resaltar que la conservación de la energía se ha escrito en términos de la variable τ de tal

forma que en el límite Newtoniano se recupere la densidad de energía (Palenzuela, 2013).

1.2.2.2. Ley de conservación del momentum. La ley de consevación del momen-

tum se obtiene al hacer σ = k en la expresión (43), mediante la identidad (37) se obtiene

∂µ

[√
−gT µνe(k)ν

]
=
√
−gT µν

∇µe(k)ν . (52)

Expandiendo la expresión anterior en términos de su parte temporal y espacial, esta se transforma

en

∂0

[
α
√

γ

(
T 00e(k)0 +T 0le(k)l

)]
+∂i

[
α
√

γ

(
T i0e(k)0 +T ile(k)l

)]
= Sk, (53)
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en donde Sk es el término fuente de la ecuación, el cual explícitamente está dado por Sk =

√
−gT µν∇µe(k)ν . Al reemplazar cada una de las componentes de los vectores de la base Eule-

riana dadas en la ecuación (13), se tiene que la expresión anterior se puede reescribir como

∂0

[√
γ

(
αT 00

βk +αT 0l
γkl

)]
+∂i

[√
γ

(
αT i0

βk +αT il
γkl

)]
= Sk. (54)

El factor en el interior de la derivada temporal corresponde a las componentes covariantes de la

densidad de momentum medida por el observador Euleriano Sk, esto da como resultado

Sk = gkνSν =−gkνγ
ν

αT αβ nβ

Sk =−gkαT αβ nβ −nkT αβ nαnβ . (55)

Aquí se puede apreciar que el segundo término se hace cero, esto se debe a que las componentes

covariantes espaciales de la cuadrivelocidad del observador Euleriano nk son nulas (ver la ecuación

(11)). Al expandir la expresión anterior en términos de su parte temporal y espacial, el momentum

Sk se reescribe como

Sk =−gk0T 00n0−gklT l0n0. (56)
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Ahora, reemplazando las componentes gk0, gkl del tensor métrico y la componente temporal n0 de

la cuadrivelocidad Euleriana se tiene

Sk = αT 00
βk +αT 0l

γlk. (57)

Por otra parte, el factor en el interior de la derivada espacial puede obtenerse mediante la definición

del tensor de esfuerzos mixto W α
β , el cual está dado por

W α
β =W ασ gσβ = γ

α
µγ

σ
νT µνgσβ . (58)

Al hacer en la expresión anterior α = i, β = k y reemplazando la ecuación (17), puede mostrarse

que la matriz de esfuerzos satisface

W i
k = T i0gk0 +T ilgkl +nigk0T 00n0 +nigklT l0n0, (59)

multiplicando la expresión anterior por la función Lapso α y reemplazando las componentes gk0,

gkl de la métrica covariante y las componentes ni, n0 de la cuadrivelocidad Euleriana, la expresión

anterior se convierte en

αW i
k−β

i
(

αT 00
βk +αγklT l0

)
= αT i0

βk +αT il
γkl, (60)



ESTUDIO NUMÉRICO DE CORRIENTES LAMINARES 39

en donde se puede apreciar que el segundo término del lado derecho corresponde a la densidad de

momentum Sk dada en la expresión (57), por tal razón se obtiene

αW i
k−β

iSk = αT i0
βk +αT il

γkl. (61)

Reemplazando las ecuaciones (57) y (61) en la expresión (54), esta puede ser reescrita como

∂0 (
√

γSk)+∂i
[√

γ
(
αW i

k−β
iSk
)]

= Sk, (62)

en donde el término fuente Sk está dado por (ver el apéndice (2) para su derivación)

Sk =
√

γ

(
α

2
W il

∂kγil +Sl∂kβ
l−U∂kα

)
. (63)

Por tal razón, la ley de conservación del momentum en forma conservativa es

∂0 (
√

γSk)+∂i
[√

γ
(
αW i

k−β
iSk
)]

=
√

γ

(
α

2
W il

∂kγil +Sl∂kβ
l−U∂kα

)
. (64)

Las expresiones (51) y (64) representan las ecuaciones de conservación para la densidad de energía

y momentum asociadas a un tensor energía-momentum arbitrario, por esta razón dichas ecuaciones

son válidas para describir la dinámica de cualquier fluido que se desee estudiar.

1.2.3. Ecuaciones de Maxwell de la Electrodinámica en medios materiales. Las

ecuaciones de Maxwell son un conjunto de cuatro ecuaciones que describen la dinámica del campo



ESTUDIO NUMÉRICO DE CORRIENTES LAMINARES 40

eléctrico EEE y el campo magnético BBB. Estas ecuaciones en el vacío satisfacen

∇∇∇ ·EEE = ρq, ∇∇∇×BBB = JJJ+
∂EEE
∂ t

, (65)

∇∇∇ ·BBB = 0, ∇∇∇×EEE =−∂BBB
∂ t

, (66)

las cuales corresponden respectivamente a la ley de Gauss del campo eléctrico, la ley de Ampere-

Maxwell, la ley de Gauss del campo magnético y la ley de inducción de Faraday. En estas expre-

siones ρq es la densidad volumétrica de carga eléctrica y JJJ la densidad de corriente eléctrica.

Este conjunto de ecuaciones tiene la misma forma para cualquier observador y además es

invariante bajo transformaciones de Lorentz pero su forma no permite apreciarlo, por lo tanto es

necesario que estas sean reescritas de forma covariante (Carroll, 2019). Para esto es necesario in-

troducir un tensor que lleve toda la información de los campos eléctricos y magnéticos presentes en

el sistema, este se denomina tensor de Faraday y en términos de sus componentes contravariantes

se define como

Fµν = ∂
µAν −∂

νAµ , (67)

en donde Aµ es el cuadripotencial dado por Aµ =
(
φ ,Ai), cuya componente temporal φ corres-

ponde al potencial eléctrico y sus componentes espaciales Ai corresponden a las componentes del

potencial vectorial magnético. Teniendo en cuenta la definición (67), las componentes covariantes
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y contravariantes del tensor de Faraday satisfacen

Fµν =



0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0


, Fµν =



0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0


, (68)

en donde Ei y Bi son las componentes de los campos eléctricos y magnéticos dados en una base de

coordenadas cartesiana. A partir del tensor de Faraday se puede encontrar su tensor dual mediante

la aplicación del operador estrella de Hodge. Este tensor está dado por

∗Fµν =
1
2

η
µναβ Fαβ , (69)

en donde ηµναβ es el tensor de Levi-Civita para cuatro dimensiones2. De esta forma las compo-

2 El tensor de Levi-Civita se define como

η
µναβ =


+1 si (µναβ ) es una permutación par de (0123),
−1 si (µναβ ) es una permutación impar de (0123),
0 si dos o más índices se repiten.
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nentes covariantes y contravariantes del tensor dual de Faraday son iguales a

∗Fµν =



0 Bx By Bz

−Bx 0 Ez −Ey

−By −Ez 0 Ex

−Bz Ey −Ex 0


, ∗Fµν =



0 −Bx −By −Bz

Bx 0 Ez −Ey

By −Ez 0 Ex

Bz Ey −Ex 0


. (70)

El tensor de Faraday y su tensor dual pueden ser escritos en términos de la cuadrivelocidad y los

campos electromagnéticos presentes en el sistema. Para poder mostrar esto se considera un sistema

arbitrario O que se encuentra en reposo, la cuadrivelocidad y los campos electromagnéticos en este

sistema están dados por

U µ =
(
1,0i) , E µ =

(
0,E i) , Bµ =

(
0,Bi) , (71)

por lo cual en el marco de referencia O , el tensor de Faraday y su dual en términos de los cuadri-

vectores E µ , Bµ y U µ pueden ser reescritos como (ver el apéndice (3) para su derivación)

Fµν = U µE ν −E µU ν +η
µναβ BαUβ , (72)

∗Fµν = U µBν −BµU ν −η
µναβ EαUβ , (73)

en donde las componentes de cada uno de estos dos tensores coinciden con las dadas en las ecua-
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ciones (68) y (70). Debido a que en este sistema de referencia las componentes temporales de

los campos E µ , Bµ y las componentes espaciales de la cuadrivelocidad U µ son nulas, se puede

apreciar que se cumplen las relaciones

E ·U = E µUµ = 0, B ·U = BµUµ = 0. (74)

Además es fácil ver que los campos E µ y Bµ en términos de la cuadrivelocidad, el tensor de

Faraday y su dual pueden ser escritos como

E µ = FµνUν , Bµ = ∗FµνUν , (75)

cada una de las expresiones anteriores, a pesar que se obtuvieron considerando un sistema de

referencia particular, son válidas para cualquier sistema de referencia. Esto se debe a que son ecua-

ciones tensoriales y se cumple el principio de covarianza de la Relatividad General (Antón Ruiz,

2008).

Haciendo uso del tensor de Faraday se tiene que las ecuaciones (65) pueden ser reescritas

como

∂νFµν = Jµ , (76)

en donde Jν es el cuadrivector densidad de corriente dado por Jν =
(
ρq,Ji); esta expresión re-

presenta las ecuaciones no homogéneas de Maxwell donde se obtiene la ley de Gauss del campo



ESTUDIO NUMÉRICO DE CORRIENTES LAMINARES 44

eléctrico al hacer ν = 0 y la ley de de Ampere-Maxwell al hacer ν = i. De manera análoga, me-

diante el uso del tensor dual de Faraday se tiene que las ecuaciones (66) pueden ser reescritas como

∂ν (
∗Fµν) = 0, (77)

las cuales corresponden a las ecuaciones homogéneas de Maxwell donde se obtiene la ley de Gauss

del campo magnético al hacer ν = 0 y la ley de inducción de Faraday al hacer ν = i (Ryder, 2009).

Las ecuaciones (76) y (77) pueden escribirse en Relatividad General debido a que son ecuacio-

nes tensoriales que cumplen el principio de covarianza y son válidas para cualquier sistema de

referencia. Por lo tanto se puede considerar que están dadas en un sistema localmente inercial

(coordenadas normales) donde los símbolos de Christoffel son nulos; esto no es más que el prin-

cipio de equivalencia de Einstein. Por esta razón, las derivadas parciales pueden sustituirse por

derivadas covariantes y el tensor de Levi-Civita por su densidad tensorial, de tal forma que

∇ν

(
U µE ν −E µU ν + ε

µναβ BαUβ

)
= Jµ , (78)

∇ν

(
U µBν −BµU ν − ε

µναβ EαUβ

)
= 0, (79)

en donde εµναβ es la densidad tensorial de Levi-Civita, la cual en términos de sus componentes
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covariantes y contravariantes se define como

ε
µναβ =

1√
−g

η
µναβ , εµναβ =−

√
−gηµναβ , (80)

siendo g el determinante del tensor métrico (Rezzolla and Zanotti, 2013). Para el caso particular en

el que se desean escribir las ecuaciones de Maxwell en medios materiales, la densidad de corriente

eléctrica Jµ se separa como

Jµ = Jµ

f +∇νM µν , (81)

en donde Jµ

f es la densidad de corriente eléctrica debida al movimiento libre de los eléctrones en

el plasma y el segundo término corresponde a las corrientes de polariación eléctrica y magnética

inducidas en el interior de los iones del plasma. Las corrientes de polarización se escriben en

términos del tensor de polarización M µν , el cual está dado explícitamente por

M µν = pµuν − pνuµ + ε
µνσβ mσ uβ , (82)

siendo pµ y mµ respectivamente los cuadrivectores de polarización eléctrica y de polarización

magnética en el marco comovil al fluido (Maugin, 1978).

En el formalismo 3+ 1 de la Relatividad General las expresiones derivadas anteriormente

para los campos electromagnéticos, el tensor de Faraday y su dual también serán válidas para

el observador Euleriano y para el observador comovil con el fluido. Por tal razón, los campos
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electromagnéticos medidos por el observador Euleriano están dados por

Eµ = Fµνnν , Bµ = ∗Fµνnν , (83)

y los campos electromagnéticos medidos por el observador comovil por

eµ = Fµνuν , bµ = ∗Fµνuν , (84)

en donde las cuadrivelocidades nν y uν son las mostradas en las expresiones (11) y (32). De las

expresiones anteriores se puede apreciar que los campos electromagnéticos medidos por el obser-

vador Euleriano son netamente espaciales debido a que E0 = B0 = 0, por esta razón los vectores EEE

y BBB serán tangentes a cada una de las hipersuperficies Σt . Por otra parte, los campos electromagné-

ticos medidos por el observador del fluido serán campos cuyas cuatro componentes son diferentes

de cero, por esta razón los vectores eee y bbb serán vectores espaciotemporales.

Las componentes de los campos electromagnéticos medidos por el observador comovil al

fluido se pueden calcular de manera explícita en términos de los campos electromagnéticos me-

didos por el observador Euleriano. En otras palabras, existe una transformación de Lorentz para

los campos eléctrico y magnético entre estos dos observadores. Para el cálculo de las componentes

del campo eléctrico eee se hace uso de la ecuación (84), donde se escribe únicamente el tensor de
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Faraday en términos de las cantidades medidas por el observador Euleriano, es decir que

eµ = Fµνuν =
[
nµEν −Eµnν + ε

µναβ Bαnβ

]
uν . (85)

La componente temporal de (85) se obtiene al hacer µ = 0, lo cual da como resultado

e0 = n0Eνuν −E0nνuν + ε
0να0uνBαn0, (86)

en donde se puede apreciar que el segundo y tercer término se hacen cero debido a que E0 =

ε0να0 = 0, por lo que la expresión anterior puede reescribirse como e0 = n0E iui. Al reemplazar

explícitamente las componentes n0 y ui se obtiene que la componente temporal del campo eléctrico

eee está dada por

e0 =
W
α

E ivi. (87)

Las componentes espaciales de (85) se obtienen al hacer µ = i, por lo cual se tiene

ei = niEνuν −E inνuν + ε
iναβ uνBαnβ . (88)

Al tener en cuenta la ecuación (22) en el segundo término, además de expandir los factores restantes

en términos de sus componentes temporales y espaciales, se tiene que la expresión anterior se

transforma en

ei = niEkuk +WE i−n0ε
0i jku jBk. (89)
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Reemplazando cada una de las componentes de manera explícita y teniendo en cuenta que ε0ikl =

ε ikl , las componentes espaciales del campo eléctrico eee están dadas por

ei =WE i−W
α

Ekvkβ
i +αWε

i jkv jBk. (90)

Para el cálculo de las componentes del campo magnético bbb se hace uso de la ecuación (84),

donde se escribe únicamente el tensor dual de Faraday en términos de las cantidades medidas por

el observador Euleriano, de tal forma que

bµ = ∗Fµνuν =
[
nµBν −Bµnν − ε

µναβ Eαnβ

]
uν . (91)

La componente temporal de (91) se obtiene al hacer µ = 0, lo cual da como resultado

b0 = n0Bνuν −B0nνuν − ε
0να0uνEαn0, (92)

en esta expresión el segundo y tercer término se anulan debido a que B0 = ε0να0 = 0. Por lo tanto,

la componente temporal del campo magnético bbb está dada por

b0 =
W
α

Bivi. (93)
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Las componentes espaciales de (91) se obtienen haciendo µ = i, de lo cual se obtiene

bi = niBνuν −Binνuν − ε
iναβ uνEαnβ . (94)

Expandiendo la expresión anterior en términos de sus componentes temporales y espaciales, se

tiene que las componentes espaciales del campo magnético bbb satisfacen

bi =WBi−W
α

Bkvkβ
i−αWε

i jkv jEk. (95)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (87), (90), (93) y (95), las transformaciones de Lorentz entre los

campos eléctrico y magnético medidos por los observadores Euleriano y comovil al fluido están

dadas por

eµ =

[
W
α

Ekvk,WE i− e0
β

i +αWε
iklvkBl

]
, (96)

bµ =

[
W
α

Bkvk,WBi−b0
β

i−αWε
iklvkEl

]
. (97)

Si suponemos que en el marco de referencia comovil al fluido no existe campo eléctrico, es

decir que eµ = 0µ , se tiene que el campo eléctrico medido por el observador Euleriano cumple

E i =−αε
iklvkBl, (98)

la cual corresponde a la condición de la magnetohidrodinámica en el límite ideal (Mignone et al.,
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2019).

Análogamente, los cuadrivectores pµ y mµ pueden ser calculados mediante contracciones

al tensor de polarización como

pµ =−M µνuν , mµ =
1
2

ε
µναβ Mναuβ , (99)

en donde se ha tenido en cuenta que, tanto el cuadrivector de polarización eléctrica pµ como el

cuadrivector de polarización magnética mµ , son ortogonales a la cuadrivelocidad del fluido, es

decir, que se satisfacen las relaciones

pµuµ = 0, mµuµ = 0. (100)

Las expresiones anteriores son válidas para cualquier sistema de referencia, por lo cual en el marco

de referencia del observador Euleriano se cumple

Pµnµ = 0, Mµnµ = 0, (101)

en donde Pµ y Mµ respectivamente son los cuadrivectores de polarización eléctrica y polarización

magnética medidos por el observador Euleriano. Mediante las expresiones (101) se puede apreciar

que los cuadrivectores de polarización eléctrica y magnética dados en el marco Euleriano serán

totalmente espaciales, por esta razón serán tangentes a cada una de las hipersuperficies Σt (Huang
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et al., 2010).

Las componentes de los cuadrivectores de polarización eléctrica y magnética medidos por

el observador comovil al fluido pueden ser calculadas en términos de los cuadrivectores de polari-

zación medidos por el observador Euleriano. Es decir, existe una transformación de Lorentz para

la polarización eléctrica y magnética entre estos dos observadores al igual que sucedía para los

campos electromagnéticos. Para el cálculo de las componentes del cuadrivector de polarización

eléctrica del fluido ppp se hace uso de la ecuación (99), donde se escribe únicamente el tensor de

polarización en términos de las cantidades medidas por el observador Euleriano, es decir que

pµ =−
(

Pµnν −Pνnµ + ε
µνσβ Mσ nβ

)
uν . (102)

La componente temporal de (102) se obtiene al hacer µ = 0, de lo cual se tiene

p0 = n0Pkuk, (103)

en donde se ha tenido en cuenta que P0 = ε0νσ0 = 0. Al reemplazar explícitamente las componentes

n0 y ui, se obtiene que la componente temporal del cuadrivector de polarización eléctrica ppp se

transforma en

p0 =
W
α

Pkvk. (104)
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Las componentes espaciales de (102) se obtienen al hacer µ = i, de manera que

pi = niPkuk−Pinνuν −n0ε
ikl0ukMl, (105)

al tener en cuenta la ecuación (22) se tiene que las componentes espaciales del cuadrivector de

polarización eléctrica ppp dan como resultado

pi =WPi−W
α

Pkvkβ
i−αWε

iklvkMl. (106)

Para el cálculo de las componentes del cuadrivector de polarización magnética del fluido mmm se hace

uso de la ecuación (99), donde se escribe el tensor de polarización en términos de las cantidades

medidas por el observador Euleriano, es decir

mµ =
1
2

ε
µναβ

(
Pνnα −Pαnν + ενασρMσ nρ

)
uβ ,

mµ = ε
µναβ Pνnαuβ −

1
2

ε
ναβ µ

ενασρMσ nρuβ . (107)

Empleando en el segundo término la identidad εναβ µενασρ = −2
(

δ β
σ δ µ

ρ −δ µ
σ δ β

ρ

)
(Gour-

goulhon, 2012), se tiene que el cuadrivector mµ puede reescribirse como

mµ = ε
µναβ Pνnαuβ +Mαuαnµ +WMµ . (108)
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La componente temporal de (108) se obtiene al hacer µ = 0, lo cual da como resultado

m0 = n0Mkuk, (109)

en donde se ha tenido en cuenta que M0 = ε0ν0β = 0. Reemplazando las componentes n0 y uk, la

componente temporal del cuadrivector mmm se transforma en

m0 =
W
α

Mkvk. (110)

Ahora, las componentes espaciales de (108) se hallan haciendo µ = i, de manera que estas cumplen

mi = n0ε
il0kPluk +Mkukni +WMi. (111)

Por tal razón, las componentes espaciales de mmm se pueden reescribir como

mi =WMi−W
α

Mkvkβ
i +αWε

iklvkPl. (112)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (104), (106), (110) y (112), las transformaciones de Lorentz de

la polarización eléctrica y magnética entre los observadores Euleriano y comovil al fluido satisfa-
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cen las relaciones

pµ =

[
W
α

Pkvk,WPi− p0
β

i−αWε
iklvkMl

]
, (113)

mµ =

[
W
α

Mkvk,WMi−m0
β

i +αWε
iklvkPl

]
. (114)

Estas transformaciones coinciden con las dadas en De Groot and Suttorp (1972) para el caso de

Relatividad Especial.

1.2.3.1. Ecuaciones de Maxwell en medios materiales en forma conservativa. Pa-

ra escribir las ecuaciones de Maxwell homogéneas en forma conservativa se escribe la expresión

(79) en términos de las cantidades medidas por el observador Euleriano, esto es

1√
−g

∂ν

[√
−g
(

nµBν −nνBµ − ε
µναβ Eαnβ

)]
= 0. (115)

Ahora, expandiendo la expresión anterior en términos de su parte espacial y temporal, esta puede

reescribirse como

∂0
(√
−gn0Bµ

)
+∂i

[√
−g
(

niBµ −nµBi−n0ε
0µilEl

)]
= 0. (116)

Al hacer en la expresión anterior µ = 0 y utilizando la ecuación (6) se obtiene

∂i
(√

γBi)= 0, (117)
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la cual no es más que la ley de Gauss del campo magnético bajo el formalismo 3+1 de la Relati-

vidad General. Por otra parte, al hacer en la ecuación (116) µ = k se tiene que dicha expresión se

puede reescribir como

∂0

(√
−gn0Bk

)
+∂i

[√
−g
(

niBk−nkBi−n0ε
0kilEl

)]
= 0. (118)

Reemplazando el determinante del tensor métrico ggg y las componentes de la cuadrivelocidad Eu-

leriana nnn, la ecuación anterior se transforma en

∂0

(√
γBk
)
+∂i

[√
γ

(
Bi

β
k−β

iBk−α
2
ε

iklEl

)]
= 0, (119)

la cual no es más que la ley de inducción de Faraday en forma conservativa.

Para escribir las ecuaciones de Maxwell no homogéneas en medios materiales en forma

conservativa se procede de manera similar al caso anterior. Por lo tanto, la ecuación (78) en tér-

minos de las cantidades medidas por el observador Euleriano, teniendo en cuenta la densidad de

corriente eléctrica dada en la expresión (81), se transforma en

∂ν

[√
−g
(

nµEν −nνEµ + ε
µναβ Bαnβ

)]
=
√
−gJµ

f +∂ν

[√
−g
(

Pµnν −Pνnµ + ε
µναβ Mαnβ

)]
.

(120)

El cuadrivector densidad de corriente libre Jµ

f , se reescribe bajo la descomposición 3+ 1

de tal manera que se pueda separar en términos de una parte espacial tangente a cada una de
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las hipersuperficies espaciales Σt y una parte temporal paralela al vector unitario nnn. Para esto se

hace uso de la definición del delta de Kronecker dada en la ecuación (17), de tal forma que este

cuadrivector puede ser reescrito como

Jµ

f = δ
µ

νJν
f = γ

µ
νJν

f −nµnνJν
f . (121)

Definiendo las cantidades ρq = −Jν
f nν y jµ

f = γµ
νJν

f , el cuadrivector densidad de corriente libre

se convierte en

Jµ

f = ρqnµ + jµ

f , (122)

en donde ρq es la densidad volumétrica de carga libre medida por el observador Euleriano y jµ

f es

un vector espacial tangente a cada una de las hipersuperficies Σt , el cual representa la densidad de

corriente eléctrica producto al movimiento libre de cargas. Por tal razón, expandiendo la expresión

(120) en términos de su parte espacial y temporal esta se reescribe como

∂0
(√
−gn0Eµ

)
+∂i

[√
−g
(

niEµ −nµE i +n0ε
0µilBl

)]
=−
√
−g
(

ρqnµ + jµ

f

)
−∂0

(√
−gn0Pµ

)
+∂i

[√
−g
(

Pinµ −Pµni +n0ε
0µilMl

)]
. (123)

Al hacer µ = 0 en la expresión anterior y empleando la ecuación (6) se obtiene

∂i
(√

γD i)=√γρq, (124)
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en donde D i es el vector de desplazamiento eléctrico medido por el observador Euleriano, el cual se

define como D i =E i+Pi. La expresión anterior no es más que la ley de Gauss en un medio material

bajo la descomposición 3+1 de la Relatividad General. Finalmente, al hacer en la ecuación (123)

µ = k se obtiene

∂0

(√
−gn0Ek

)
+∂i

[√
−g
(

niEk−nkE i +n0ε
0kilBl

)]
=−
√
−g
(

ρqnk + jk
f

)
−∂0

(√
−gn0Pk

)
+∂i

[√
−g
(

Pink−Pkni +n0ε
0kilMl

)]
. (125)

Al reemplazar el determinante del tensor métrico ggg y las componentes de la cuadrivelocidad Eule-

riana nnn, la ecuación anterior se reduce a

∂0

(√
γDk

)
+∂i

[√
γ

(
D i

β
k−β

iDk +α
2
ε

iklHl

)]
=
√

γ

(
ρqβ

k−α jk
f

)
, (126)

en donde H i es el vector de intensidad magnética medido por el observador Euleriano, el cual se

define como H i = Bi−Mi. La expresión anterior no es más que la ley de Ampere-Maxwell en

forma conservativa.

Al contraer la ecuación (126) con el cuadrivector ∂k y tener en cuenta la expresión (124) se

obtiene

∂0
(√

γρq
)
+∂k

[√
γ

(
α jk

f −β
k
)]

= ∂i

{
∂k

[√
γ

(
β

iDk−D i
β

k
)]}

, (127)

la cual corresponde a la ecuación de continuidad de la carga eléctrica para el caso de Relatividad
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General. Por tal razón, el sistema de ecuaciones de la GRRMHD (40), (51), (64), (119), (126)

y (127) puede escribirse de manera compacta como un sistema de ecuaciones conservativo de la

forma

∂0 (
√

γUUU)+∂i
(√

γFFF i)=√γSSS, (128)

donde UUU es un vector de variables conservativas, FFF i es un vector de flujos a lo largo de cada direc-

ción espacial y SSS es un vector de fuentes. Cada uno de estos vectores están dados explícitamente

por

UUU =

[
D, Sk, τ, Bk, Dk, ρq

]T

, (129)

FFF i =



D
(
αvi−β i)

αW i
k−β iSk

α
(
Si−Dvi)− τβ i

Biβ k−β iBk−α2ε iklEl

D iβ k−β iDk +α2ε iklHl

α ji
f −β i



, (130)
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SSS =



0

α

2 W il∂kγil +Sl∂kβ l−U∂kα

1
2W ikβ l∂lγik +W i

l∂iβ
l−Si∂iα

0k

ρqβ k−α jk
f

1√
γ
∂k
{

∂i
[√

γ
(
D iβ k−β iDk)]}



, (131)

este sistema de ecuaciones es válido para un tensor energía-momentum arbitrario asociado a cual-

quier distribución de materia o campos no gravitacionales. Por tal razón, si se desea describir la

dinámica de un plasma no ideal polarizado eléctrica y magnéticamente se deben definir explí-

citamente las cantidades U , Si y W i
k a partir de un tensor energía-momentum que lleve toda la

información acerca de cada una de las contribuciones de interés, además de especificar la forma

del vector espacial de densidad de corriente libre jk
f . En las siguientes secciones se muestra el

procedimiento matemático para la obtención de cada una de dichas cantidades físicas.

1.3. Tensor energía-momentum para un fluido conductor no ideal polarizado

El tensor energía-momentum asociado a un plasma no ideal, relativista y polarizado elec-

tromagnéticamente puede ser escrito como la superposición de cada una de sus contribuciones

independientes como

TTT = TTT f +TTT em +TTT p, (132)
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en donde TTT f , TTT em y TTT p son respectivamente los tensores energía-momentum para un fluido per-

fecto, para el campo electromagnético y el asociado a la polarización del material. Por tal razón,

de la ecuación (42) se puede apreciar que la energía, momentum y tensor de esfuerzos para este

sistema estarán dadas por

U =U f +Uem +Up, (133)

Sµ = Sµ

f +Sµ
em +Sµ

p , (134)

W µν =W µν

f +W µν
em +W µν

p , (135)

en donde en cada una de las expresiones anteriores el primer término se debe a la contribución

del fluido perfecto, el segundo término a la contribución del campo electromagnético y el tercer

término a la contribución de la polarización del plasma. La forma explícita de cada uno de dichos

términos se discutirá a continuación.

1.3.1. Tensor energía-momentum del fluido perfecto. Se dice que un fluido es

perfecto cuando no presenta conducción de energía en forma de calor, no presenta viscosidad y

además luce isótropo en su marco de referencia comovil. Que no exista conducción de energía

en forma de calor implica inmediatamente que el flujo de la densidad de energía es nulo, por lo

tanto se tiene que T 0i = T i0 = 0. Por otra parte, la viscosidad es consecuencia de las fuerzas de

fricción o esfuerzos cortantes entre dos elementos de volumen adyacentes en el fluido. Que no

exista viscosidad significa que sólo se presentarán fuerzas normales a las paredes del elemento de

volumen del fluido, es decir, que T ik = 0 cuando i 6= k. Por último, que el fluido luzca isótropo es
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reflejo de que las fuerzas por unidad de área en cada una de las direcciones espaciales son iguales,

lo cual significa que la presión p en todas las paredes del elemento de volumen será igual, esto

implica inmediatamente que la parte espacial del tensor está dada por T ik = pδ ik. Por lo tanto, el

tensor energía-momentum para un fluido perfecto en su representación matricial en el marco de

referencia comovil está dado por

TTT fff =



ε 0 0 0

0 p 0 0

0 0 p 0

0 0 0 p


, (136)

donde ε es la densidad de energía total en un elemento de volumen del fluido y p es la presión

termodinámica (Schutz, 2009). La expresión anterior implica que el tensor para el fluido perfecto

puede reescibirse como

TTT f = ρhuuu⊗uuu+ pggg, (137)

donde h es la entalpía específica del fluido, la cual está dada por

h =
ε + p

ρ
= 1+ ε +

p
ρ
, (138)

siendo ε la energía interna específica del fluido. El tensor de la ecuación (137) es válido para

cualquier sistema de referencia debido a que es una expresión covariante, por tal razón es inde-
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pendiente del sistema de coordenadas empleado. Además, la presión p y la energía interna ε están

relacionadas mediante una ecuación de estado de la forma p = p(ρ,ε) (Shibata, 2015). A lo largo

de este trabajo se empleará la ecuación de estado para un gas ideal, la cual está dada por

p = ρε(Γ−1), (139)

donde Γ es el índice adiabático del gas.

Para determinar la contribución de la energía, momentum y el tensor de esfuerzos asociadas

al fluido perfecto se parte de las definiciones dadas en la descomposición 3+1 del tensor energía

momentum de la expresión (42). Por tal razón, la contribución de energía del fluido perfecto se

encuentra como

U f = T µν

f nµnν = (ρhuµuν + pgµν)nµnν , (140)

haciendo uso de las ecuaciones (8) y (22), se obtiene que la energía asociada al fluido perfecto está

dada como

U f = ρhW 2− p. (141)

La contribución para el momentum del fluido perfecto se encuentra mediante la expresión

Si
f =−γ

i
αT αβ

f nβ =−T i0
f n0−niU f . (142)
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Al reemplazar en la ecuación anterior las componentes de la cuadrivelocidad del observador Eu-

leriano nnn y las componentes T i0
f del tensor energía momentum del fluido perfecto, la expresión

anterior se transforma en

Si
f = ρhW 2vi. (143)

Por último, el tensor de esfuerzos asociado al fluido perfecto cumple que

W ik
f = γ

i
αγ

k
β T αβ

f = T ik
f +T i0

f nkn0 +niT 0k
f n0 +ninkU f . (144)

Reemplazando las componentes T i0
f , T ik

f del tensor energía momentum y las componentes de la

cuadrivelocidad Euleriana, el tensor de esfuerzos asociado al fluido perfecto está dado por

W ik
f = ρhW 2vivk + pγ

ik. (145)

1.3.2. Tensor energía-momentum del campo electromagnético. De acuerdo a las

ecuaciones de Maxwell de la Electrodinámica, se sabe que el campo electromagnético almacena

energía y momentum. Por esta razón es adecuado asociar a dicho campo un tensor TTT em que brinde

información acerca de la densidad de energía, densidad de momentum y sus respectivos flujos. Este

tensor en términos de sus componentes contravariantes se escribe como (Ripperda et al., 2019)

T µν
em = FµαFν

α −
1
4

gµνFαβ Fαβ . (146)



ESTUDIO NUMÉRICO DE CORRIENTES LAMINARES 64

Para el caso de Relatividad General, el tensor energía-momentum del campo electromagnético, en

términos de los campos eee, b y la cuadrivelocidad del fluido uuu, puede reescribirse como (ver el

apéndice (4) para su derivación)

T µν
em =

(
1
2

gµν +uµuν

)(
e2 +b2)− eµeν −bµbν −uµ

ε
ναβγeαuβ bγ −uν

ε
µαβγeαuβ bγ , (147)

en donde e2 = eαeα y b2 = bαbα . Para encontrar la energía, momentum y matriz de esfuerzos

asociada al campo electromagnético medida por el observador Euleriano es conveniente reescribir

la ecuación anterior en términos de cada una de las cantidades medidas por dicho observador. Esto

se puede realizar debido a que esta es una ecuación tensorial y según el principio de covarianza de la

Relatividad General debe tomar la misma forma independiente del marco de referencia empleado.

Por esta razón, el tensor energía-momentum asociado al campo electromagnético escrito en el

marco de referencia del observador Euleriano es

T µν
em =

(
1
2

gµν +nµnν

)(
E2 +B2)−EµEν −BµBν

−nµ
ε

ναβγEαnβ Bγ −nν
ε

µαβγEαnβ Bγ . (148)

La energía asociada al campo electromagnético medida por el observador Euleriano se encuentra

mediante Uem = T µν
em nµnν , donde T µν

em es el tensor dado en la expresión (148). Por esta razón, la
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contribución de la energía del campo electromagnético está dada por

Uem =
1
2
(
E2 +B2) , (149)

en donde se ha tenido en cuenta que los campos electromagnéticos son ortogonales a la cuadri-

velocidad Euleriana, es decir, que Eµnµ = Bµnµ = 0. La contribución del momentum del campo

electromagnético puede encontrarse mediante la expresión

Si
em =−γ

i
αT αβ

em nβ =−T i0
emn0−niUem. (150)

Al reemplazar las componentes del tensor energía-momentum y de la cuadrivelocidad Euleriana

de forma explícita se tiene que el momentum asociado al campo electromagnético satisface

Si
em = αε

iklEkBl, (151)

en donde se puede apreciar que corresponde al vector de Poynting. Por último, el tensor de esfuer-

zos asociado al campo electromagnético W ik
em cumple

W ik
em = γ

i
αγ

k
β T αβ

em = T ik
em +T i0

emnkn0 +niT 0k
emn0 +ninkUem, (152)
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el cual puede mostrarse que de manera explícita satisface la expresión

W ik
em =

1
2
(
E2 +B2)

γ
ik−E iEk−BiBk, (153)

esta ecuación corresponde al tensor de esfuerzos de Maxwell.

1.3.3. Tensor energía-momentum asociado a la polarización. La respuesta de un

determinado material cuando está sometido a un campo electromagnético externo consiste en la

generación de un campo electromagnético propio, este fenómeno se denomina polarización del

material. El tensor energía-momentum que describe tanto la polarización eléctrica y magnética

para un determinado material está dado por (Chatterjee et al., 2015)

T µν
p =

1
2
(Fµ

αM αν +Fν
αM αµ) . (154)

En términos de los cuadrivectores ppp, mmm y la cuadrivelocidad del fluido uuu, el tensor energía-momentum

asociado a la polarización del plasma puede reescribirse como (ver el apéndice (5) para su deriva-

ción)

T µν
p =−bαmα (gµν +uµuν)+

1
2
(bµmν +mµbν)+ eα pαuµuν − 1

2
(pµeν + eµ pν)

− 1
2

uµ
ε

νασβ
(
eαmσ uβ +bα pσ uβ

)
− 1

2
uν

ε
µασβ

(
eαmσ uβ +bα pσ uβ

)
, (155)

en donde se puede apreciar que en el caso en que el campo eléctrico y la polarización eléctrica

son nulos eµ = pµ = 0µ (caso ideal) el tensor de polarización se reduce al dado en el artículo de
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Pimentel et al. (018a). Para encontrar la energía, momentum y tensor de esfuerzos medidos por el

observador Euleriano asociado a la polarización es adecuado escribir el tensor energía-momentum

TTT ppp en términos de cada una de las cantidades medidas por dicho observador, por tal razón este

tensor, en el marco de referencia Euleriano, está dado por

T µν
p =−BαMα (gµν +nµnν)+

1
2
(BµMν +MµBν)+EαPαnµnν − 1

2
(PµEν +EµPν)

− 1
2

nµ
ε

νασβ
(
EαMσ nβ +BαPσ nβ

)
− 1

2
nν

ε
µασβ

(
EαMσ nβ +BαPσ nβ

)
. (156)

La energía asociada a la polarización medida por el observador Euleriano está dada por Up =

T µν
p nµnν , donde T µν

p es el dado en la expresión (156). Por esta razón, la contribución de energía

debido a la polarización da como resultado

Up = EαPα , (157)

en donde se ha hecho uso de las expresiones (101). La contribución al momentum del sistema

puede encontrarse mediante la expresión

Si
p =−γ

i
αT αβ

p nβ =−T i0
p n0−niUp. (158)

Reemplazando las componentes del tensor energía-momentum TTT ppp y las componentes de la cua-

drivelocidad Euleriana, se llega a que el momentum debido a la polarización del material satisface
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Si
p =−

α

2
ε

ikl (EkMl +BkPl) . (159)

Por último, el tensor de esfuerzos debido a la polarización se calcula como

W ik
p = γ

i
αγ

k
β T αβ

p = T ik
p +T i0

p nkn0 +niT 0k
p n0 +ninkUp, (160)

del cual puede mostrarse que, de manera explícita, está dado por

W ik
p =−BlMlγ

ik +
1
2

(
BiMk +MiBk

)
− 1

2

(
PiEk +E iPk

)
. (161)

Finalmente, la energía total asociada al plasma no ideal polarizado teniendo en cuenta las contri-

buciones (141), (149) y (157) es igual a

U = ρhW 2− p+
1
2
(
E2 +B2)+EkPk. (162)

El momentum total teniendo en cuenta las contribuciones (143), (151) y (159) cumple

Si = ρhW 2vi +αε
ilmElBm−

α

2
ε

ikl (EkMl +BkPl) , (163)
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y el tensor de esfuerzos total teniendo en cuenta las contribuciones (145), (153) y (161) satisface

W ik =ρhW 2vivk +

[
p+

1
2
(
E2 +B2)−BlMl

]
γ

ik−E iEk

−BiBk +
1
2

(
BiMk +MiBk

)
− 1

2

(
PiEk +E iPk

)
, (164)

estas serán las expresiones de energía, momentum y matriz de esfuerzos empleadas en el sistema

conservativo de la ecuación (128).

1.4. Ley de Ohm covariante

La ley de Ohm es una relación constitutiva entre el campo eléctrico y la densidad de corrien-

te eléctrica libre para un determinado sistema. Esta describe la respuesta de un material (sistema

de muchas partículas) a un determinado estímulo externo. La ley de Ohm para el caso Relativista

puede ser escrita de manera covariante. Para esto se asume una relación constitutiva lineal en el

marco Euleriano dada por

jµ

f = σ
µνEν , (165)

en donde σ µν es el tensor de conductividad eléctrica y jµ

f es el vector espacial de densidad de

corriente. En general el tensor de conductividad eléctrica es un tensor anisótropo, el cual es una

función de la densidad, la temperatura y los campos magnéticos presentes en el sistema. Sin embar-

go, si los campos magnéticos son lo suficientemente débiles este tensor puede ser reescrito como

σ
µν = σgµν , (166)
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donde σ es la conductividad eléctrica del medio, la cual es una función de la densidad y la tem-

peratura, además de ser una función que lleva toda la información acerca del material en cuestión

(Anile, 2005). Por tal razón la ecuación (165) se reduce a

jµ

f = σEµ . (167)

Considerando que la expresión anterior está dada en el marco Euleriano esta puede ser escrita en

términos del tensor de Faraday según la expresión (83), por lo cual es fácil ver que esta ecuación

se transforma en

jµ

f = σFµνnν . (168)

Al reemplazar la expresión anterior en (122), la densidad de corriente eléctrica toma la forma

Jµ

f =−nµJν
f nν +σFµνnν , (169)

esta ecuación es válida para cualquier sistema de referencia debido al principio de covarianza de

la Relatividad. En el marco de referencia del fluido esta expresión toma la forma

σFµνuν = Jµ

f +uµJν
f uν , (170)
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en donde la parte temporal de la ecuación anterior se obtiene al hacer µ = 0, lo cual da como

resultado

σF0kuk = J0
f +u0

(
J0

f u0 + Jk
f uk

)
. (171)

Reemplazando las componentes de la cuadrivelocidad del fluido uuu y teniendo en cuenta que el

campo eléctrico está dado por F0k = Ek, la expresión anterior puede ser reescrita como

σEkvk =
W
α

(
jk

f vk−ρqv2
)
. (172)

Por otro lado, la parte espacial de la ecuación (170) se obtiene al hacer µ = i, lo cual conduce a

σ

(
F i0u0 +F ikuk

)
= Ji

f +ui
(

J0
f u0 + Jk

f uk

)
, (173)

teniendo en cuenta, según la ecuación (68), que la parte espacial del tensor de Faraday satisface

F ik = ε iklBl , la expresión anterior se transforma en

σW
[
E i
(

α−β
kvk

)
+ ε

iklvkBl

]
= ji

f −ρq
β i

α
+W 2

(
vi− β i

α

)(
jk

f vk−ρq

)
. (174)

Al despejar jk
f vk en la ecuación (172) y reemplazarla (174) se obtiene que la densidad de corriente

espacial ji
f está dada por

ji
f = ρqvi +σW

[
E i
(

α−β
kvk

)
+ ε

iklvkBl−αEkvk

(
vi− β i

α

)]
. (175)
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Es usual escribir esta ecuación en términos del coeficiente de resistividad, el cual se define como

el inverso de la conductividad eléctrica, η = 1/σ . Por lo tanto, la densidad de corriente espacial

puede reescribirse como

ji
f = ρqvi +

W
η

[
E i
(

α−β
kvk

)
+ ε

iklvkBl−αEkvk

(
vi− β i

α

)]
, (176)

esta ecuación no es más que la generalización de la ley de Ohm para Relatividad General.

1.5. Ecuaciones de la RRMHD con polarización magnética en forma conservativa

A pesar de que se han deducido las ecuaciones de la GRRMHD, en este trabajo se empleará

la métrica de Minkowski, la cual es la que gobierna la geometría del espaciotiempo para el caso

de Relatividad Especial. La métrica de Minkowski en términos de sus componentes covariantes y

contravariantes está dada por

η
µν = ηµν =



−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


. (177)

Comparando la expresión anterior con las componentes del tensor métrico ggg de la ecuación (5),

puede apreciarse que la función lapso, el vector de corrimiento y la métrica espacial para el caso
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de Relatividad Especial satisfacen

α =1, β
i =0i, γ

i j =δ
i j. (178)

Por tal razón, el sistema de ecuaciones de la GRRMHD dado en la ecuación (128) puede reescri-

birse como

∂0UUU +∂iFFF i = SSS, (179)

en donde se ha tenido en cuenta que el determinante de la métrica inducida es γ = 1. Aquí, el

vector de variables conservativas UUU , el vector de flujos FFF i y el vector de fuentes SSS están dados

explícitamente por

UUU =



D

Sk

τ

Bk

Dk

ρq



, FFF i =



Dvi

W i
k

Si−Dvi

−η iklEl

η iklHl

ji
f



, SSS =



0

0k

0

0k

− jk
f

0



, (180)
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siendo

D =ρW, (181)

Si =ρhW 2vi +η
ilmElBm−

1
2

η
ikl (EkMl +BkPl) (182)

τ =ρhW 2− p+
1
2
(
E2 +B2)+EkPk−D, (183)

W i
k =ρhW 2vivk +

[
p+

1
2
(
E2 +B2)−BlMl

]
δ

i
k−E iEk

−BiBk +
1
2
(
BiMk +MiBk

)
− 1

2
(
PiEk +E iPk

)
, (184)

en donde se ha tenido en cuenta que el determinante del tensor métrico está dado por g =−1. En

este trabajo sólo se considerarán materiales lineales, homogéneos e isótropos, por esta razón, los

vectores de polarización eléctrica y magnética cumplirán respectivamente una relación constitutiva

lineal con los vectores de desplazamiento eléctrico e intensidad magnética. Esta relación está dada

explícitamente por

Pi =χeE i, Mi =χmH i, (185)

en donde χe y χm son respectivamente las susceptibilidades eléctrica y magnética del medio ma-

terial. Teniendo en cuenta las expresiones (185), los vectores de desplazamiento eléctrico e inten-

sidad magnética en términos de los campos electromagnéticos del sistema pueden ser reescritos
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como

D i =(1+χe)E i = εE i, H i =
Bi

1+χm
=

Bi

µ
, (186)

donde ε y µ corresponden a la permitividad eléctrica y permeabilidad magnética del medio mate-

rial. A partir de la expresión anterior, se puede mostrar que la relación entre el campo magnético y

el vector de polarización magnética satisface

Mi = χBi =
χm

1+χm
Bi. (187)

La relación anterior permite describir materiales lineales polarizables magnéticamente como los

materiales diamagnéticos y paramagnéticos, en los cuales χm será negativa para materiales dia-

magnéticos (χm < 0) y positiva para materiales paramagnéticos (χm > 0). Empleando las ecuacio-

nes (185) y (187), la variable τ , la densidad de momentum y el tensor de esfuerzos para un fluido

conductor polarizado electromagnéticamente están dadas por

Si =ρhW 2vi +
(

1+
χem

2

)
η

iklEkBl, (188)

τ =ρhW 2− p+
1
2
(
E2 +B2)+χeE2−D, (189)

W i
k =ρhW 2vivk +

[
p+

1
2
(
E2 +B2)−χB2

]
δ

i
k

−BiBk(1−χ)−E iEk(1+χe), (190)
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en donde se tuvo en cuenta que χem = χe− χ . A partir de las expresiones anteriores, puede mos-

trarse que las variables D, Sk, τ y sus respectivos flujos dados en la ecuación (180) coinciden con

las expresiones mostradas en Ripperda et al. (2019) para el caso en que las susceptibilidades mag-

nética y eléctrica son nulas, es decir, que χm = χe = 0. Estas ecuaciones también son totalmente

equivalentes a las presentadas en Pimentel et al. (018a) cuando χe = 0 y para el caso en el que

se considera magnetohidrodinámica en el límite ideal, es decir, que el campo eléctrico satisface

EEE =−vvv×BBB (ecuación (98)).

Por último, la generalización de la ley de Ohm presentada en la ecuación (176) para el caso

de Relatividad Especial estará dada por

jjj fff = ρqvvv+
W
η

[EEE + vvv×BBB− (EEE · vvv)vvv] , (191)

la cual corresponde a la presentada en Miranda-Aranguren (2018). De esta expresión se puede

apreciar que en el límite de la Magnetohidrodinámica ideal η −→ 0 (conductor perfecto) se recu-

pera la condición EEE =−vvv×BBB, esto se debe a que el campo eléctrico no tiene ninguna componente

a lo largo de la dirección de movimiento ya que e0 = 0 (Palenzuela et al., 2009). Por otra parte, en

el límite resistivo η −→∞ se tiene que jjj fff = ρqvvv, por lo cual se cumple la ecuación de continuidad

para la densidad de carga (Mignone et al., 2019).
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2. Métodos Numéricos

Las ecuaciones de la RRMHD con magnetización forman un sistema de ecuaciones dife-

renciales parciales no lineales y acopladas, lo cual hace casi imposible encontrar una solución

analítica a este problema. Por tal razón, surge la necesidad de resolver dichas ecuaciones mediante

métodos numéricos que permitan llegar a una solución aproximada. Ciertos métodos numéricos

como el de diferencias finitas son ineficientes a la hora de solucionar dichas ecuaciones, esto se

debe a que el sistema de ecuaciones presenta discontinuidades independientemente del dato inicial

implementado. Por tal razón, para resolver dicho sistema de ecuaciones se hará uso del código CA-

FE, el cual se basa en los métodos de alta resolución para la captura de choques (High Resolution

Shock Capturing Methods HRSC).

En este capítulo se explican brevemente los elementos que conforman el código CAFE,

así como los métodos numéricos que tuvieron que ser modificados con el fin de implementar

los términos resistivos al sistema de ecuaciones de la RMHD con polarización magnética. Por

último, se muestran las pruebas numéricas de tubos de choque que permiten validar el código

CAFE resistivo en el límite ideal (σ →∞) y se muestra una primera aproximación de estas pruebas

para un fluido no ideal polarizado magnéticamente.

2.1. Código CAFE

El código CAFE (Code for the study of Astrophysical Fluids and Energetic events) es un

código numérico especializado en resolver las ecuaciones tridimensionales de la RMHD ideal
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acopladas con las ecuaciones de campo de Einstein. Este código se ha usado para estudiar dife-

rentes escenarios astrofísicos relacionados con la generación y liberación de grandes cantidades

de energía. En la primera versión de CAFE (versión netamente hidrodinámica) se estudiaron las

oscilaciones del cono de choque formado en el proceso de acreción de un gas ideal supersónico

en un agujero negro. Para este problema se consideraron dos tipos de agujeros negros, un aguje-

ro negro de Schwarzschild (Lora-Clavijo and Guzmán, 2013) y un agujero negro rotante descrito

mediante las coordenadas de Kerr-Schwarzschild y Boyer-Lindquist (Cruz-Osorio et al., 2012).

En la segunda versión de CAFE se adicionaron al código las ecuaciones de campo de Einstein, lo

cual permitió estudiar el crecimiento del horizonte de eventos de un agujero negro en el proceso

de acreción de fluidos de radiación (Lora-Clavijo et al., 2013b) y de materia oscura colisionan-

te (Lora-Clavijo et al., 2014). En ambos casos se consideró un fluido perfecto que obedecía la

ecuación de estado de un gas ideal. Posteriormente se acoplaron las ecuaciones de Maxwell al có-

digo CAFE (Lora-Clavijo et al., 2015), esto permitió estudiar un fluido conductor que se mueve a

velocidades relativistas bajo el formalismo de la RMHD ideal. Debido a que la polarización mag-

nética del material podría ser relevante en algunos sistemas astrofísicos como discos de acreción

o pulsares, Pimentel et al. (018a) añadieron al código CAFE los términos de polarización mag-

nética que permiten describir materiales diamagnéticos y paramagnéticos. Esto permitió estudiar

el impacto que tiene el carácter magnético del fluido en la acreción de Toros en agujeros negros

de Kerr (Pimentel et al., 018b) y la amplificación del campo magnético en inestabilidades como

la de Kelvin-Helmholtz (Pimentel and Lora-Clavijo, 2019). En este capítulo se muestra el proce-

so mediante el cual se agregaron los términos resistivos al código CAFE, con el fin de estudiar
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el mecanismo de Reconexión Magnética generado por una Corriente Laminar. A continuación se

explican brevemente los métodos numéricos implementados en CAFE.

El código CAFE resuelve el sistema de ecuaciones de la RMHD mediante el método de

líneas, el cual consiste en discretizar las derivadas espaciales para convertir el sistema de ecuacio-

nes diferenciales parciales en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en cada punto de

la malla numérica. Posteriormente, el sistema resultante se evoluciona en el tiempo mediante un

determinado integrador numérico (Saucez et al., 2001). Particularmente CAFE realiza la discretiza-

ción espacial mediante el método de volúmenes finitos y emplea un Runge-Kutta como integrador

temporal.

La finalidad del método de volúmenes finitos es resolver un sistema tipo conservación de la

forma

∂tqqq+∂x fff (qqq)+∂yggg(qqq)+∂zhhh(qqq) = sss(qqq), (192)

en donde qqq es un vector de variables conservarivas, fff , ggg y hhh son los flujos a lo largo de cada una de

las direcciones espaciales y sss es un vector de fuentes. El método consiste en integrar la ecuación

(192) en un volumen de control espacio-temporal V = ∆t∆x∆y∆z, este volumen pertenece a una

malla donde el tiempo y el espacio se discretizan como tn = n∆t, xi = i∆x, y j = j∆y y zk = k∆z

(siendo n, i, j y k números enteros). El dominio del volumen V a lo largo de cada una de las coor-

denadas está dado en los intervalos
[
tn, tn+1], [xi−1/2,xi+1/2

]
,
[
y j−1/2,y j+1/2

]
y
[
zk−1/2,zk+1/2

]
.
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El volumen de control V puede apreciarse gráficamente en la figura (5) para el caso de una sola

dimensión espacial.

Figura 5.
Volumen de control en el método de volúmenes finitos.

Nota. Discretización espacial de la malla numérica mediante el método de volúmenes finitos. Aquí se muestra el

volumen de control espacio-temporal V = ∆t∆x correspondiente a una sola dimensión espacial.

Del proceso de integración sobre el volumen de control V se obtiene que

QQQn+1
i, j,k =QQQn

i, j,k−
∆t
∆x

[
FFFn+1/2

j+1/2−FFFn+1/2
j−1/2

]
− ∆t

∆y

[
GGGn+1/2

k+1/2−GGGn+1/2
k−1/2

]
− ∆t

∆z

[
HHHn+1/2

i+1/2 −HHHn+1/2
i−1/2

]
+SSSn+1/2

i, j,k ∆t, (193)

en donde QQQn
i, j,k es el promedio espacial del vector de variables conservativas, FFFn+1/2

i±1/2 , GGGn+1/2
j±1/2 y

HHHn+1/2
k±1/2 son los promedios espacio-temporales de los flujos a lo largo de cada una de las direc-

ciones espaciales y SSSn
i es el promedio espacio-temporal del vector de fuentes. Cada uno de estos
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promedios están dados explícitamente por

QQQn
i, j,k =

1
∆x∆y∆z

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ y j+1/2

y j−1/2

∫ zk+1/2

zk−1/2

qqq(tn,x,y,z)dxdydz, (194)

FFFn+1/2
i±1/2 =

1
∆t∆y∆z

∫ tn+1

tn

∫ y j+1/2

y j−1/2

∫ zk+1/2

zk−1/2

fff
[
qqq
(
t,xi±1/2,y,z

)]
dtdydz, (195)

GGGn+1/2
j±1/2 =

1
∆t∆x∆z

∫ tn+1

tn

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ zk+1/2

zk−1/2

ggg
[
qqq
(
t,x,y j±1/2,z

)]
dtdxdz, (196)

HHHn+1/2
k±1/2 =

1
∆t∆x∆y

∫ tn+1

tn

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ y j+1/2

y j−1/2

hhh
[
qqq
(
t,x,y,zk±1/2

)]
dtdxdy, (197)

SSSn
i, j,k =

1
∆t∆x∆y∆z

∫ tn+1

tn

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ y j+1/2

y j−1/2

∫ zk+1/2

zk−1/2

sss [qqq(t,x,y,z)]dtdxdydz. (198)

Finalmente, la expresión (193) puede ser reescrita usando el método de líneas como (Toro,

2013)

dQQQi, j,k

dt
=−

FFF i+1/2, j,k−FFF i−1/2, j,k

∆x
−

GGGi, j+1/2,k−GGGi, j−1/2,k

∆y

−
HHH i, j,k+1/2−HHH i, j,k−1/2

∆z
+SSSi, j,k. (199)

El principal inconveniente del método de volúmenes finitos es que los promedios espacio-
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temporales de los flujos mostrados en las expresiones (195)-(197) están dados en las interceldas,

por dicha razón estos deben calcularse de forma numérica para posteriormente poder emplear el

integrador Runge-Kutta. Para lograr este propósito, el código CAFE aproxima cada una de las

componentes del vector de variables conservativas qqq como funciones por pedazos a la izquierda

y derecha de las interceldas numéricas, definiendo así un problema de Riemann en cada una de

ellas. Existen diversas formas de aproximar dichas funciones, ya sea por medio de constantes, lí-

neas rectas o polinomios. Particularmente el código CAFE puede aproximar dichas variables con

reconstructores como el Godunov, Minmode, MC (Monotonized Central), MC Beta o Superbee.

Posteriormente se emplea el resolvedor aproximado de Riemann HLLE para obtener cada uno de

los flujos numéricos en las interceldas de la malla.

El método HLLE consiste en resolver el problema aproximado de Riemann únicamente

mediante el conocimiento de los autovalores de las matrices Jacobianas del sistema de ecuaciones

tipo conservación (192). Empleando el convenio de suma de Einstein dicho sistema puede ser

reescrito como

∂tqqq+AAAi (qqq)∂iqqq = sss(qqq) , AAAi (qqq) =
∂ fff i

∂qqq
, (200)

en donde AAAi (qqq) son las matrices Jacobianas a lo largo de cada una de las direcciones espaciales.

Teniendo en cuenta lo anterior, la ecuación que describe los flujos numéricos a lo largo de la
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dirección x en cada una de las interceldas según el resolvedor HLLE está dada por

FFFHLLE
i+1/2, j,k =

λ+
x fff
(

qqqL
i+1/2, j,k

)
−λ−x fff

(
qqqR

i+1/2, j,k

)
+λ+

x λ−x

(
qqqR

i+1/2, j,k−qqqL
i+1/2, j,k

)
λ
−
x −λ

+
x

, (201)

en donde qqqL,R
i+1/2, j,k son los valores de las variables conservativas definidos a izquierda y derecha de

la intercelda, λ+
x y λ−x son los autovalores máximos y mínimos de la matriz Jacobiana a lo largo

de la dirección x, los cuales explícitamente están dados por

λ
+
x = máx

(
0,λ R

(i),λ
L
(i)

)
, λ

−
x = mı́n

(
0,λ R

(i),λ
L
(i)

)
, (202)

siendo λ L
(i) y λ R

(i) los autovalores a lo largo de x a izquierda y derecha respectivamente (Guzmán

et al., 2012). La expresión (201) puede ser generalizada para los flujos numéricos a lo largo de las

direcciones y y z como

GGGHLLE
i, j+1/2,k =

λ+
y ggg
(

qqqL
i, j+1/2,k

)
−λ−y ggg

(
qqqR

i, j+1/2,k

)
+λ+

y λ−y

(
qqqR

i, j+1/2,k−qqqL
i, j+1/2,k

)
λ
−
y −λ

+
y

, (203)

HHHHLLE
i, j,k+1/2 =

λ+
z hhh
(

qqqL
i, j,k+1/2

)
−λ−z hhh

(
qqqR

i, j,k+1/2

)
+λ+

z λ−z

(
qqqR

i, j,k+1/2−qqqL
i, j,k+1/2

)
λ
−
z −λ

+
z

. (204)

Finalmente, los flujos HLLE de las expresiones (201), (203) y (204) serán los empleados en

el método de volúmenes finitos de la ecuación (199). La estructura de valores propios característica
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de las ecuaciones de la RMHD ideal con polarización magnética implementada en el código CAFE

se puede encontrar explícitamente en el artículo de Pimentel et al. (018a).

El campo magnético además de satisfacer una ecuación de evolución está sometido a una

ecuación de ligadura que debe garantizar a cada paso de tiempo que ∇∇∇ · BBB = 0. Sin embargo,

debido a los errores numéricos dicha ligadura se deja de satisfacer y su valor empieza a crecer

rápidamente lo cual conduce a resultados sin sentido físico. Por esta razón, se deben emplear

estrategias numéricas que garanticen que la ligadura del campo magnético se satisfaga en cada paso

de tiempo (Hirschmann et al., 2006). La técnica empleada inicialmente por el código CAFE para

hacer cumplir la ecuación de ligadura es el método del transporte de flujo restringido (Evans and

Hawley, 1988), sin embargo, en este trabajo dicha ligadura se garantizará mediante el método de la

limpieza de la divergencia (Dedner et al., 2002). Este método convierte las ecuaciones de ligadura

en ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas mediante la adición de dos campos escalares,

esto hace que las ecuaciones de ligadura se puedan incorporarar al método de volúmenes finitos y

sea fácil su implementación numérica. Este método se explica detalladamente a continuación.

2.2. Limpieza de la Divergencia

El método de limpieza de la divergencia consiste en resolver un sistema de ecuaciones

de Maxwell modificado, en el cual se convierten las ecuaciones diferenciales parciales elípticas

de Maxwell (∇∇∇ ·D = ρq y ∇∇∇ ·BBB = 0) en ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas. Esto se

realiza agregando, a las ecuaciones de Maxwell covariantes, la divergencia de dos nuevos campos

escalares auxiliares o pseudo-potenciales φ y ψ , además de adicionar un término difusivo ajustable
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por un determinado parámetro κ . Por lo tanto, las ecuaciones de Maxwell en medios materiales

bajo este método se escriben como

∇ν (Fµν −ψgµν) = Jµ

f +∇νM µν −κψψnµ , (205)

∇ν (
∗Fµν −φgµν) =−κφ φnµ , (206)

en donde κψ y κφ son las constantes de ajuste para los términos de difusión de los campos φ

y ψ respectivamente (Miranda-Aranguren, 2018). Haciendo uso del tensor de Faraday, su tensor

dual, el tensor de polarización y el cuadrivector densidad de corriente libre (122), las expresiones

anteriores pueden reescribirse como

∂ν

[√
−g
(

nµEν −nνEµ + ε
µναβ Bαnβ −ψgµν

)]
=
√
−g
(

ρqnµ + jµ

f −κψψnµ

)
+∂ν

[√
−g
(

Pµnν −Pνnµ + ε
µναβ Mαnβ

)]
, (207)

∂ν

[√
−g
(

nµBν −nνBµ − ε
µναβ Eαnβ −φgµν

)]
=
√
−g
(
−κφ φnµ

)
. (208)

La parte temporal de la ecuación (207) se obtiene al hacer µ = 0, lo cual da como resultado

∂0

[√
γ

(
ψ

α

)]
+∂i

[√
γ

(
D i− ψ

α
β

i
)]

=
√

γ
(
ρq−κψψ

)
. (209)
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La parte espacial se obtiene al hacer µ = i, de lo cual se obtiene

∂0

[√
γ

(
D i +

ψ

α
β

i
)]

+∂k

{
√

γ

[
β

iDk−β
kD i−α

2
ε

iklHl +ψ

(
αγ

ik− β iβ k

α

)]}
=
√

γ

[
β

i (
ρq−κψψ

)
−α ji

f

]
. (210)

Para el caso de Relatividad Especial, en el que se emplea la métrica de Minkowski, estas dos

expresiones se reducen a

∂ψ

∂ t
+∇∇∇ ·D = ρq−κψψ, (211)

∂D

∂ t
= ∇∇∇×HHH−∇∇∇ψ− jjj fff . (212)

La parte temporal de la ecuación (208) se obtiene al hacer µ = 0, lo cual da como resultado

∂0

[
√

γ

(
φ

α

)]
+∂i

[
√

γ

(
Bi− φ

α
β

i
)]

=−
√

γκφ φ , (213)

mientras que su parte espacial se obtiene al hacer µ = i, de lo cual se obtiene

∂0

[
√

γ

(
Bi +φ

β i

α

)]
+∂k

{
√

γ

[
β

iBk−β
kBi +α

2
ε

iklEl +φ

(
αγ

ik− β iβ k

α

)]}
=
√

γκφ φβ
i. (214)
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Estas dos expresiones en el caso de Relatividad Especial se reducen a

∂φ

∂ t
=−∇∇∇ ·BBB− kφ φ , (215)

∂BBB
∂ t

=−∇∇∇×EEE−∇∇∇φ . (216)

Se puede apreciar de forma directa que cuando se considera el caso trivial en que ψ =

φ = 0 las ecuaciones (211), (212), (215) y (216) reducen a las ecuaciones de Maxwell en medios

materiales ordinarias. Para entender de una mejor manera porqué la introducción de los campos

escalares ψ y φ remueven las violaciones de la divergencia del campo magnético se tomará la

derivada temporal de las ecuaciones (211) y (215), esto da como resultado

∂ 2ψ

∂ t2 +∇∇∇ ·
(

∂D

∂ t

)
=

∂ρq

∂ t
−κψ

∂ψ

∂ t
, (217)

∂ 2φ

∂ t2 =−∇∇∇ ·
(

∂BBB
∂ t

)
−κφ

∂φ

∂ t
. (218)

Reemplazando las ecuaciones (212) y (216) en las expresiones anteriores se tiene que estas se

transforman en

∂ 2ψ

∂ t2 +∇∇∇ · (∇∇∇×HHH)−∇
2
ψ =

∂ρq

∂ t
+∇∇∇ · jjj fff −κψ

∂ψ

∂ t
, (219)
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∂ 2φ

∂ t2 = ∇∇∇ · (∇∇∇×EEE)+∇
2
φ −κφ

∂φ

∂ t
. (220)

Haciendo uso de la ecuación de continuidad de la carga (127) para el caso de Relatividad

Especial, y debido a que ∇∇∇ · (∇∇∇×AAA) = 0 para cualquier campo vectorial AAA, se tiene que estas

expresiones se reducen a

∂ 2ψ

∂ t2 +κψ

∂ψ

∂ t
= ∇

2
ψ,

∂ 2φ

∂ t2 +κφ

∂φ

∂ t
= ∇

2
φ . (221)

Estas expresiones pueden reescribirse en términos del operador D’Alambertiano �= ∂ µ∂µ como

�ψ = κψ

∂ψ

∂ t
, �φ = κφ

∂φ

∂ t
. (222)

La ecuación anterior muestra que los campos escalares ψ y φ siguen una ecuación de onda

amortiguada cuya velocidad de propagación es la velocidad de la luz. Además estos campos se

disipan a las tazas κψ y κφ (siendo κψ y κφ mayores que cero). Esto significa que los campos ψ y

φ tenderán a cero a medida que el tiempo avance, recuperando así las ecuaciones de Maxwell en

medios materiales originales y expulsando los errores numéricos fuera del dominio en considera-

ción (Penner, 2011).

Debido a que este método aumenta el sistema de ecuaciones tipo conservación, se tiene que

los vectores de variables conservativas UUU , vector de flujos FFF i y vector de fuentes SSS de la ecuación
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ecuación (179) deben ser modificados. Teniendo en cuenta las ecuaciones de Maxwell en medios

materiales aumentadas y la expresión (186), estos vectores se transforman en

UUU =



D

Sk

τ

Bk

Ek

φ

ψ

ρq



, FFF i =



Dvi

W i
k

Si−Dvi

−η iklEl +φδ ik

1
ε

(
1
µ

η iklBl +ψδ ik
)

Bi

εE i

ji
f



, SSS =



0

0k

0

0k

−1
ε

jk
f

−κφ φ

ρq−κψψ

0



, (223)

en donde Si, τ y W i
k son los dados en las ecuaciones (188)-(190) y ji

f es el vector dado en la

ecuación (191).

2.3. Recuperación de las variables primitivas

Gracias a los métodos numéricos implementados en el código CAFE, únicamente se evo-

lucionan las variables conservativas UUU , sin embargo, los flujos del sistema de ecuaciones también

están en términos de las variables primitivas W =
[
ρ, vi, p

]T . Por esta razón es necesario obtener

las variables W en cada paso de tiempo para el cálculo de los flujos en las interceldas de la malla

numérica. Debido a que no es posible encontrar las variables primitivas en términos de las varia-
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bles conservativas W (UUU) ya que se obtiene una ecuación trascendente, es necesario encontrar las

variables primitivas en cada paso de tiempo de forma numérica. Para dicho propósito, las ecuacio-

nes (188) y (189) se reducen a una sóla ecuación en términos de una nueva variable Z, cuyas raíces

se encontrarán mediante un algorítmo numérico que combina los métodos de Newton-Rhapson y

Bisección. Debido a que en este trabajo se considera un fluido no ideal, es necesario modificar

las ecuaciones mostradas en Pimentel et al. (018a). A continuación se describe explícitamente el

proceso de obtención de la nueva ecuación a resolver.

Definiendo una nueva variable Z ≡ ρhW 2, se tiene que la densidad de momentum dada en

la expresión (188) puede reescribirse en términos de Z como

Si = Zvi +
(

1+
χem

2

)
η

iklEkBl. (224)

A partir de la expresión anterior, se tiene que las componentes de la velocidad del fluido están

dadas por

vi =
Si−

(
1+ χem

2

)
η iklEkBl

Z
. (225)

Con el fin de obtener de manera explícita el factor de Lorentz W en térmiminos de las

variables conservativas, se calcula el cuadrado de la norma de la velocidad v2 = vivi. Esto da como

resultado (ver el apéndice (6) para su derivación)

v2 =
S2− (2+χem)η iklSiEkBl +

(
1+ χem

2

)2
[
E2B2− (EEE ·BBB)2

]
Z2 . (226)
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A partir de la ecuación (25) se puede apreciar que el cuadrado de la norma de la veloci-

dad cumple que v2 = 1−W−2. Por tal razón el factor de Lorentz en términos de las variables

conservativas y la variable Z está dado por

W (Z) =

1−
S2− (2+χem)η iklSiEkBl +

(
1+ χem

2

)2
[
E2B2− (EEE ·BBB)2

]
Z2


− 1

2

, (227)

donde

η
iklSiEkBl = Sx (EyBz−EzBy)+Sy (EzBx−ExBz)+Sz (ExBy−EyBx) . (228)

Ahora, la variable conservativa τ dada en la expresión (189) puede ser reescrita en términos de Z

como

τ = Z− p−D+
1
2
(
E2 +B2)+χeE2. (229)

Teniendo en cuenta las expresiones para la entalpía del fluido (138) y la ecuación de estado del gas

ideal (139), la presión puede ser reescrita en términos de la variable Z como

p(Z) =
(

Γ−1
Γ

)[
Z−DW (Z)

W (Z)2

]
. (230)

Por lo tanto, se ha convertido el sistema de ecuaciones (181), (188) y (189) en una ecuación

no lineal para la variable Z. Dicha ecuación corresponde a la ecuación (229), en donde p y W

están dadas en las ecuaciones (227) y (230). El código CAFE resuelve esta ecuación mediante la

combinación del método de Newton-Raphson y el de Bisección, encontrando así las raíces de la
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función

f (Z) = Z− p(Z)−D− τ +
1
2
(
E2 +B2)+χeE2 = 0. (231)

Si en la ecuación anterior se considera el caso ideal en que el campo eléctrico está dado por

E i = −η iklvkBl , además de considerar susceptibilidad eléctrica nula χe = 0, la función f (Z) se

reduce a la presentada en el artículo de Pimentel et al. (018a).

Debido a que el método de Newton-Raphson involucra la primera derivada de la función a

la que se desea calcular sus raíces, es necesario encontrar la primera derivada de f (Z) respecto a

la variable Z, la cual está dada por

d f (Z)
dZ

= 1− d p(Z)
dZ

. (232)

La derivada de la presión p(Z) respecto a la variable Z se calcula a partir de la ecuación (230), la

cual está dada explícitamente por

d p(Z)
dZ

=

(
Γ−1

Γ

)
1

W (Z)3

[
W (Z)

(
1+D

dW (Z)
dZ

)
−2Z

dW (Z)
dZ

]
, (233)

en donde la derivada del factor de Lorentz W (Z) respecto a la variable Z está dada explícitamente



ESTUDIO NUMÉRICO DE CORRIENTES LAMINARES 93

por (ver el apéndice (7) para su derivación)

dW (Z)
dZ

=

[
W (Z)

Z

]3{
(2+χem)η

iklSiEkBl−S2−
(

1+
χem

2

)2 [
E2B2− (EEE ·BBB)2

]}
. (234)

Una vez hallada Z, se recupera el factor de Lorentz de (227), la presión terminodinámica de (230)

y la densidad de masa mediante ρ = D/W (Z).

2.4. Pruebas numéricas

En esta parte del trabajo, para validar el código CAFE con términos resistivos, se verificará

el comportamiento de la solución en el límite ideal. Para este propósito se realizaron una serie

de experimentos numéricos en una sola dimensión espacial conocidos como pruebas de tubos de

choque. Los tubos de choque son un tipo especial de problema de Riemann, los cuales consisten

físicamente en un tubo lleno de un determinado fluido dividido en dos secciones por una membra-

na removible en la posición x = x0. El fluido se caracteriza por tener en su configuración inicial

valores diferentes de sus variables primitivas a izquierda y derecha de la membrana, siendo cada

uno de estos valores constantes. En un tiempo posterior se remueve la membrana del tubo per-

mitiendo que el fluido se mueva de la sección de mayor presión a la de menor presión, logrando

que la discontinuidad decaiga en dos ondas no lineales que se propagan en direcciones opuestas

(Lora-Clavijo et al., 2013a).

La configuración del tubo de choque que se considera en esta sección es el presentado en

el artículo de Dionysopoulou et al. (2013), aquí se considera que la membrana está situada en la
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posición x = 0.5 perteneciente al dominio numérico x ∈ [0,1] y que los valores de las variables de

estado a derecha e izquierda de la discontinuidad están dados por

ρ
L = 1.0, ρ

R = 0.125,

pL = 1.0, pR = 0.1, (235)

BL
y = 0.5, BR

y =−0.5,

en donde los índices R y L denotan las variables a derecha e izquierda respectivamente. Todas

las variables restantes del fluido se consideran inicialmente iguales a cero en las dos regiones del

tubo de choque. La evolución de la configuración anterior en el caso de MHD ideal genera dos

ondas rápidas, una onda de rarefacción que se propaga a la izquierda de la membrana y una onda

de choque que se propaga en dirección opuesta. Además de lo anterior, en todas las simulaciones

realizadas se consideró un índice adibático de Γ = 2, susceptibilidad magnética de valor constante

e igual en las dos secciones del tubo de choque y susceptibilidad eléctrica nula χe = 0.0. Se empleó

el reconstructor Minmode para aproximar las variables a derecha e izquierda y se evolucionó tem-

poralmente el sistema de ecuaciones mediante un Runge-Kutta de cuarto orden. A continuación se

muestran los resultados obtenidos en cada una de las simulaciones realizadas.

2.4.1. Tubo de choque resistivo sin polarización magnética. Como primera parte

de la prueba se considera una susceptibilidad magnética nula χm = 0 en todo el dominio numérico,

donde se empleó una resolución espacial de ∆x = 1/200 y un factor de Courant de 0.25. El resulta-

do de esta simulación se presenta en la figura (6), la cual muestra las soluciones de la componente



ESTUDIO NUMÉRICO DE CORRIENTES LAMINARES 95

By del campo magnético para los valores de conductividad eléctrica de σ = 0, 10, 102 y 103 en

el tiempo t = 0.4, además de mostrar la solución exacta correspondiente al caso de MHD ideal.

En esta gráfica se puede apreciar que la solución resistiva tiende suavemente a la solución exacta

cuando la conductividad eléctrica aumenta, esto se debe a que la condición de MHD en el límite

ideal se cumple cuando σ → ∞.

Figura 6.
Componente By del campo magnético para diferentes conductividades eléctricas.
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Nota. Componente By del campo magnético para las conductividades eléctricas σ =
{

0,10,102,103
}

y su solución

exacta en el tiempo t = 0.4.

Como segunda parte de la prueba se empleó una conductividad eléctrica fija de σ = 103,

una susceptibilidad magnética nula χm = 0 para todo el dominio numérico y un factor de Courant

de 0.25. El resultado de la simulación se presenta en la figura (7), la cual muestra el perfil de la

componente By del campo magnético para las resoluciones espaciales ∆x =1/100, 1/200, 1/400,

1/800 y 1/1600 para el tiempo t = 0.4. Mediante esta simulación se puede apreciar que incluso
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en presencia de choques, la solución de las ecuaciones de la RMHD resistiva también tiende a la

solución de la RMHD en el límite ideal a medida que la resolución espacial aumenta.

Figura 7.
Componente By del campo magnético para diferentes resoluciones espaciales.
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Nota. Componente By del campo magnético para las resoluciones espaciales ∆x = {1/100,1/200,1/400,1/800,

1/1600} en el tiempo t = 0.4.

Debido a que las simulaciones mostradas en esta sección concuerdan con las presentadas

en los artículos de Palenzuela et al. (2009) y Dionysopoulou et al. (2013) se puede apreciar que la

implementación de los términos resistivos en el código CAFE fue un éxito. Esto permite validar el

código numérico en el régimen no ideal.

2.4.2. Tubo de choque resistivo con polarización magnética. Para la segunda

prueba numérica se empleó un factor de Courant de 0.25 en cada una de las simulaciones mostra-

das. Aquí se consideraron varios valores de susceptibilidad magnética para evidenciar el compor-

tamiento de materiales diamagnéticos y paramagnéticos en presencia de diferentes valores de con-
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ductividad eléctrica. Las simulaciones se realizaron con una resolución espacial fija de ∆x = 1/400

para un plasma cuya conductividad eléctrica tenía los valores de σ = 0, 10, 102 y 103 consideran-

do los valores de susceptibilidad magnética χm = ±0.20, ±0.10, ±0.05 y 0.00. Las soluciones

numéricas obtenidas bajo estos parámetros para el tiempo t = 0.4 pueden apreciarse en las gráficas

(8)-(11).

En la gráfica (8) se puede apreciar que para el caso en que la conductividad eléctrica es

nula se presenta una onda de contacto aproximadamente en x = 0.7, la cual se propaga a la mis-

ma velocidad independientemente de la susceptibilidad magnética del material, aquí también se

puede observar que a medida que la conductividad eléctrica crece dicha onda desaparece. En las

gráficas (9)-(11) se puede apreciar que para los casos en que la conductividad eléctrica tiene un

valor pequeño y diferente de cero no se presentan estados constantes en ninguna de las variables

de estado del fluido, esto presenta un primer impedimento para concluir el tipo de ondas que se

generan en el tubo de choque bajo el formalismo de la RMHD no ideal. Sin embargo, a medida

que la conductividad eléctrica crece se presentan choques más definidos y constantes, esto permite

observar la generación de una onda de choque y una onda de rarefacción en el lado derecho e iz-

quierdo del dominio respectivamente, también se puede apreciar la influencia que tiene el carácter

magnético del material en las variables de estado del fluido para cada una de las ondas. En la onda

de rarefacción se puede evidenciar que variables como la densidad, presión y magnitud del campo

magnético presentan un valor menor si la susceptibilidad magnética disminuye, sin embargo, esta

onda se propaga más rápido si el fluido es diamagnético. Para el choque del lado derecho se puede
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Figura 8.
Tubo de choque de σ = 0 para diferentes susceptibilidades magnéticas.
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Nota. Tubo de choque de conductividad σ = 0 para diferentes valores de susceptibilidad magnética χm. Simulaciones

realizadas para una resolución espacial de ∆x = 1/400 en un tiempo t = 0.4.
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Figura 9.
Tubo de choque de σ = 10 para diferentes susceptibilidades magnéticas.
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Nota. Tubo de choque de conductividad σ = 10 para diferentes valores de susceptibilidad magnética χm. Simulacio-

nes realizadas para una resolución espacial de ∆x = 1/400 en un tiempo t = 0.4.
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Figura 10.
Tubo de choque de σ = 102 para diferentes susceptibilidades magnéticas.
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Nota. Tubo de choque de conductividad σ = 102 para diferentes valores de susceptibilidad magnética χm. Simulacio-

nes realizadas para una resolución espacial de ∆x = 1/400 en un tiempo t = 0.4.
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Figura 11.
Tubo de choque de σ = 103 para diferentes susceptibilidades magnéticas.
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Nota. Tubo de choque de conductividad σ = 103 para diferentes valores de susceptibilidad magnética χm. Simulación

realizada para una resolución espacial de ∆x = 1/400 en un tiempo t = 0.4.
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apreciar que la magnitud del campo magnético disminuye si la susceptibilidad magnética aumenta,

sin embargo, la velocidad y densidad del fluido son mayores para fluidos paramagnéticos.

También puede observarse en la gráfica (8), correspondiente al límite resistivo, que los

estados constantes en las variables hidrodinámicas tendrán prácticamente el mismo valor indepen-

dientemente de la susceptibilidad magnética del material, efecto que no sucede en las variables

electromagnéticas del fluido. Adicionalmente, se observa que para el caso de σ = 0 que las on-

das rápidas se propagan a la misma velocidad independientemente de χm, efecto que desaparece

a medida que la conductividad eléctrica aumenta. Finalmente, en las gráficas (8)-(11) se aprecia

que entre más pequeño sea el valor de la conductividad eléctrica, el efecto de la susceptibilidad

magnética disminuirá únicamente en las variables hidrodinámicas del plasma.
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3. Corrientes Laminares y Reconexión Magnética

La reconexión magnética se ha reconocido por ser un fenómeno físico capaz de liberar

grandes cantidades de energía en varios escenarios de interés astrofísico. Esto se lleva a cabo me-

diante la conversión de la energía magnética del sistema en energía cinética y térmica. Diferentes

modelos teóricos apuntan a que la generación de una corriente laminar resistiva puede desencade-

nar el mecanismo de Reconexión. En este capítulo se presenta una breve descripción acerca del

mecanismo de formación y las principales características de una corriente laminar, posteriormente

se presentan las simulaciones realizadas en el código CAFE con el fin de determinar la influencia

del carácter magnético del fluido en el proceso de Reconexión.

3.1. ¿Qué es una Corriente Laminar?

La mayoría de plasmas astrofísicos pueden tratarse adecuadamente bajo el formalismo de

la MHD ideal, donde la disipación Ohmica es despreciable y las líneas de campo magnético son

arrastradas por el movimiento del fluido. Sin embargo, existen excepciones donde la resistividad

toma un papel fundamental como en regiones donde se presentan intensas concentraciones de

corriente y la energía magnética del sistema puede ser disipada (Priest, 1985). Dichas regiones

se denominan corrientes laminares. Una lámina de corriente o corriente laminar, es una lámina

delgada portadora de una densidad de corriente a través de la cual el campo magnético del sistema

cambia en dirección, magnitud o ambos. Ya que por definición dicha lámina posee una corriente,

esta sólo puede presentarse en medios conductores tales como plasmas (Priest and Forbes, 2000).

En otras palabras, la presencia de líneas de campo magnético orientadas en direcciones opuestas
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confirma la existencia de una corriente laminar (Somov, 2013). Una representación gráfica de una

lámina de corriente puede apreciarse en la figura (12).

Figura 12.
Representación 2D para una corriente laminar.

Nota. Representación 2D para una corriente laminar. Aquí se muestra una lámina de corriente perpendicular al plano

del gráfico y la dirección de su campo magnético.

Las corrientes laminares se originan en regiones del espacio en las cuales el campo mag-

nético es cero. Dichas regiones se conocen como puntos nulos o puntos X. Los puntos X son de

interés porque determinan un gran número de fenómenos astrofísicos. Estos aparecen comunmen-

te en regiones donde interactúan flujos provenientes de más de una fuente de campo magnético y

representan su característica topológica más importante, ya que son lugares donde ocurre una re-

distribución del flujo magnético cambiando la conectividad de las líneas de campo (Somov, 2012).

El proceso de formación de una corriente laminar a partir de un punto X puede apreciarse gráfi-

camente en la figura (13). Se puede observar que el campo magnético en la vecindad del punto

inicialmente tiene una estructura hiperbólica (figura (13a)) y en este punto, aunque el campo mag-

nético es nulo, el campo eléctrico no lo será (EEE 6= 000). Esto induce una corriente I a lo largo del
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punto X. El campo magnético que se genera debido a la corriente I cambia la topología inicial del

campo, esto ocasiona la formación de dos puntos X a la derecha e iquierda del punto inicial como

se muestra en la figura (13b) (Biskamp, 2000). Posteriormente, en los puntos X1 y X2 se inducirá

nuevamente una corriente I debido al campo eléctrico, esto ocasiona la formación de dos nuevos

puntos X y un cambio en la topología del campo magnético. El resultado final será la generación

de una lámina de corriente como se muestra en la figura (13c).

Figura 13.
Formación de una corriente laminar.

(a) (b) (c)

Nota. Proceso de formación para una Corriente Laminar debido a la aparición de un punto X.

La formación de una lámina de corriente cuya resistividad es diferente de cero implica

que la energía magnética almacenada a su alrededor será rápidamente disipada y convertida en

otras formas de energía, esto se debe a que sin importar qué tan pequeña sea la resistividad se

romperá la condición de plasma ideal ocasionando que en dicha región la difusión del campo

magnético sea dominante (Chiuderi and Velli, 2015). El mecanismo de difusión ocasiona que las

líneas del campo magnético pasen a través de la corriente laminar cambiando su topología inicial,
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este fenómeno físico se denomina Reconexión Magnética (Birn and Priest, 2007). El principal

efecto de la reconexión magnética es convertir la energía magnética del sistema en otras formas de

energía, las cuales pueden ser energía en forma de calor (mediante disipación ohmica) o energía

cinética por medio de la aceleración de las partículas que conforman el plasma. El fenómeno de

reconexión magnética también permite la generación de ondas de choque y turbulencia en el fluido,

estos fenomenos están asociados a la generación de fuertes campos eléctricos los cuales pueden

acelerar las partículas que conforman el plasma (Priest, 2014). Una representación gráfica de la

topología del campo magnético después de la reconexión magnética puede apreciarse en la figura

(14).

Figura 14.
Reconexión de las líneas de campo magnético.

Nota. Representación gráfica de las líneas de campo magnético después del mecanismo de Reconexión.

Si el fenómeno de reconexión magnética sucede en varios puntos de la corriente laminar

la topología final del campo magnético se asemejará a la mostrada en la figura (15). Esta confi-

guración final del campo magnético es consecuencia de una inestabilidad magnetohidrodinámica

denominada tearing instability, la cual se debe al carácter inestable de la corriente laminar. Esta
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configuración muestra regiones donde el campo magnético se organiza en circuitos cerrados, los

cuales reciben el nombre de islas magnéticas o de plasmoides para el caso de tres dimensiones

espaciales (MacTaggart and Hillier, 2020). La formación de esta inestabilidad puede ser entendida

fácilmente pensando en la corriente laminar como una suceción continua de líneas paralelas que

transportan una determinada corriente eléctrica (figura (12)). Debido a que los alambres que trans-

portan corrientes paralelas se atraen este sistema será altamente inestable. Esto genera que una

pequeña perturbación en la configuración inicial desplace las corrientes unas hacia otras logrando

la formación de grupos de corrientes que dan origen a las islas magnéticas (Kadomtsev, 1987). Se

cree que estos plasmoides pueden ser los responsables de diversos fenómenos astrofísicos que se

han observado relacionados con la astrofísica de altas energías, esto se debe a que los plasmoides

pueden colisionar entre sí liberando grandes cantidades de energía (Takamoto, 2018).

Figura 15.
Tearing instability.

Nota. Generación de islas magnéticas o plasmoides en una lámina de corriente.

Con el fin de obtener una primera aproximación a los efectos que introduce la polarización

magnética del fluido en el proceso de Reconexión, en las siguientes secciones se presentan una
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serie de pruebas numéricas que se realizaron con ayuda del código CAFE resistivo a partir de un

dato inicial correspondiente a una corriente laminar perturbada.

3.2. Configuración inicial para la Corriente Laminar

En esta parte del trabajo, la configuración inicial para la Corriente Laminar perturbada que

se implementó en el código CAFE está basada en los artículos de Komissarov et al. (2007) y

Zenitani et al. (2010). El dato inicial corresponde a una Corriente Laminar de Harris ubicada en el

plano xz que se propaga a lo largo de la dirección −z, es decir, la lámina de corriente es normal

al eje y y su plano de simetría se encuentra en y = 0. El dominio numérico donde se estudia la

prueba es en [−1.0,1.0]× [−1.0,1.0] perteneciente al plano xy. Las variables hidrodinámicas que

se consideraron para el plasma están dadas por

ρ = p = 1.0, vx = vy = vz = 0.0. (236)

Las variables electromagnéticas consideradas para el plasma corresponden a

By = Bz = 0.0, Ex = Ey = ρq = 0.0,

Bx = B0 tanh
(y

l

)
, Ez =−

(
B0η

l

)
cosh−2

(y
l

)
, (237)

en donde l es el grosor de la corriente laminar y η la resistividad del plasma. En esta configuración
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se considera una perturbación en la componente y del campo magnético de la forma

δBy = b0 sin(πx) . (238)

Y los valores empleados en las constantes de las expresiones anteriores están dados por

l = 0.1, B0 = 1.0,

η = 0.001, b0 = 0.05. (239)

Además de lo anterior, se empleó un valor nulo para la susceptibilidad eléctrica χe = 0.0 y

los campos escalares empleados en el método de Limpieza de la Divergencia se inicializaron como

funciones Gaussianas, las cuales están dadas por

φ = ψ = 10−8 exp
(
−x2 + y2

0.04

)
, (240)

en donde las constantes de ajuste para los términos difusivos de los campos escalares tienen los

valores κφ = κψ = 100. Con el fin de tener un mejor entendimiento de la corriente laminar imple-

mentada, en el gráfico (16) se presenta el dato inicial (t = 0) de la componente z de la densidad de

corriente eléctrica libre en escala de colores, la cual se calcula mediante la ecuación (191). Además

de la anterior, en dicha gráfica también se puede apreciar la configuración inicial de las líneas de

campo magnético generadas por la corriente laminar.
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Figura 16.
Corriente laminar numérica.
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Nota. Configuración inicial para la corriente laminar. Aquí se muestra la componente jz
f de la densidad de corriente

eléctrica (escala de colores) y las líneas de campo magnético generadas por la lámina de corriente.

3.3. Resultados Numéricos

La configuración inicial descrita en la sección anterior para la corriente laminar se evolucio-

nó mediante el sistema de ecuaciones dado en la expresión (223). Aquí se empleó una resolución

espacial para el dominio numérico de ∆x = ∆y = 1/512, índice adiabático de Γ = 4/3, factor de

Courant de 0.2 y se consideró una susceptibilidad magnética de valor constante en todo el dominio

numérico. En esta simulación se empleó el reconstructor Minmode para aproximar las variables

del plasma a derecha e izquierda de cada una de las interceldas y se evolucionó temporalmente el

sistema mediante un Runge-Kutta de segundo orden. Finalmente, las condiciones de frontera em-

pleadas fueron periódicas en x =±1.0 y de flujo saliente en y =±1.0. Las simulaciones obtenidas

para la evolución temporal de la componente jz
f de la densidad de corriente libre y las líneas de

campo magnético correspondientes a la Corriente Laminar pueden observarse en la gráfica (17).
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Figura 17.
Componente jz

f de la densidad de corriente libre para tres tiempos y valores de susceptibilidad
magnética diferentes.
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Nota. Componente jz
f de la densidad de corriente libre (escala de colores) para tres tiempos y valores de susceptibili-

dad magnética diferentes. La fila superior corresponde al caso paramagnético χm = 0.2, la fila del medio al caso sin

polarización magnética χm = 0.0 y la fila inferior al caso diamagnético χm =−0.2. La columna izquierda correspon-

de al tiempo t = 2, la columna del medio al tiempo t = 4 y la columna derecha al tiempo t = 8.

Aquí se muestran los casos en que el fluido presenta carácter paramagnético, diamagnético

y cuando no presenta polarización magnética, los cuales corresponden a los valores de suscep-

tibilidad magnética χm = 0.2, χm = −0.2 y χm = 0.0 respectivamente. En la columna izquierda

se muestra el tiempo t = 2 de la evolución, en donde puede observarse fácilmente que para los
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tres valores de susceptibilidad magnética aparece un punto X en la coordenada (0.0,0.0) del plano

xy. Esto ocasiona que se presente el fenenómeno de Reconexión debido a la aparición de dos islas

magnéticas en la izquierda y derecha del dominio numérico. Además de lo anterior, puede apreciar-

se que en el centro de la corriente laminar se presenta la región con mayor densidad de corriente

eléctrica, donde a pesar de que la diferencia en las magnitudes de jz
f son muy pequeñas, se tie-

ne una mayor densidad de corriente para el caso diamagnético, seguido del caso sin polarización

magnética y por último del caso paramagnético. En la columna central, correspondiente al tiempo

t = 4, se ve una disminución considerable en la densidad de corriente libre en la región central de

los dos plasmoides para los tres casos de susceptibilidad magnética, siendo la región más externa

de estos la que presenta el valor máximo. Adicionalmente, se puede observar un crecimiento en

el tamaño de los dos plasmoides para los tres fluidos en consideración. Finalmente, en la columna

derecha correspondiente al tiempo t = 8, puede apreciarse que la distribución de la densidad de

corriente se hace cada vez más uniforme en los plasmoides, sin embargo, se mantiene una pequeña

región a la izquierda y derecha del punto central donde la densidad de corriente presenta su valor

mínimo. También es posible observar que se presenta una disminución considerable en el valor de

la densidad de corriente eléctrica en toda la corriente laminar para los tres fluidos considerados,

en donde el caso paramagnético presenta la mayor densidad de corriente, seguido del fluido sin

polarización y por último del diamagnético. Finalmente, se aprecia un crecimiento en el tamaño

de los plasmoides en comparación con los dos tiempos anteriores para los tres fluidos considerados.

Para visualizar el comportamiento de las velocidades alcanzadas por el plasma en la co-
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rriente laminar, en la gráfica (18) se muestra la evolución temporal de la componente ux de la

cuadrivelocidad del fluido. En la columna izquierda, correspondiente al tiempo t = 2, puede apre-

ciarse que el plasma alcanza los valores máximos de velocidad en las regiones donde se forman las

islas magnéticas. Aquí el fluido presenta valores negativos de velocidad en el plasmoide izquierdo

y valores positivos en el plasmoide derecho, lo cual significa que cuando el proceso de Reconexión

ocurre el plasma es expulsado hacia el exterior de la corriente laminar. Sin embargo, el plasma

presenta valores positivos de velocidad en la zona superior e inferior del plasmoide izquierdo y

valores negativos en la región superior e inferior del plasmoide derecho, lo cual significa que en

las zonas externas a la corriente laminar el plasma se mueve hacia la región central del dominio

numérico. Adicionalmente, es posible observar que los fluidos diamagnético y paramagnético al-

canzan respectivamente velocidades superiores e inferiores en comparación al fluido sin polarizar.

En la columna central, correspondiente al tiempo t = 4, puede apreciarse un cambio en la dirección

de la velocidad del plasma en las regiones superior e inferior de cada uno de los plasmoides, esto

significa que el plasma ahora está siendo expulsado de la zona central del dominio numérico. Por

otra parte, la velocidad de salida del plasma dentro de los plasmoides aumentó considerablemente

para los tres tipos de fluidos, en donde el fluido diamagnético presenta el mayor valor de velocidad

y el paramagnético el menor valor en comparación con el fluido no polarizado. Adicionalmente,

se puede observar que la velocidad del fluido tiende a cero en la región del plasmoide más alejada

del punto central de la corriente laminar. Esta zona tiene un mayor tamaño si la susceptibilidad

magnética del fluido disminuye. Finalmente, en el tiempo t = 8, se observa que en la región central

de los plasmoides se genera un flujo de plasma hacia la región central de la corriente laminar. Sin
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embargo, el flujo de entrada está rodeado por un flujo de salida, lo cual significa que el plasma

cambia de dirección y es expulsado nuevamente cuando está próximo a la región central de la

corriente laminar. Además de lo anterior, en las regiones externas a los plasmoides el plasma es

llevado hacia afuera del dominio numérico. Cabe resaltar que en este tiempo la velocidad de los

tres fluidos disminuyó considerablemente en comparación con el tiempo anterior, siendo el caso

diamagnético más veloz, seguido por el caso no polarizado y finalmente por el caso paramagnético.

Adicionalmente, vale la pena mencionar que el comportamiento obtenido en las simulaciones para

la velocidad del plasma en la corriente laminar es muy similar al presentado por Zenitani et al.

(2010). Finalmente, en la gráfica (19) se muestra el comportamiento de ux descrito anteriormen-

te a lo largo de la corriente laminar para los tres valores de susceptibilidad magnética y tiempos

considerados.
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Figura 18.
Componente ux de la cuadrivelocidad del fluido para tres tiempos y valores de susceptibilidad
magnética diferentes
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Nota. Componente ux de la cuadrivelocidad del fluido (escala de colores) para tres tiempos y valores de susceptibili-

dad magnética diferentes. La fila superior corresponde al caso paramagnético χm = 0.2, la fila del medio al caso sin

polarización magnética χm = 0.0 y la fila inferior al caso diamagnético χm =−0.2. La columna izquierda correspon-

de al tiempo t = 2, la columna del medio al tiempo t = 4 y la columna derecha al tiempo t = 8.
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Figura 19.
Componente ux de la cuadrivelocidad del fluido a lo largo de la corriente laminar para tres tiempos
y valores de susceptibilidad magnética diferentes.
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Nota. Componente ux de la cuadrivelocidad del fluido a lo largo de la corriente laminar (dirección x) para tres tiem-

pos y valores de susceptibilidad magnética diferentes. La gráfica superior corresponde al tiempo t = 2, la central al

tiempo t = 4 y la inferior al tiempo t = 8. Adicionalmente, la curva roja corresponde al caso paramagnético χm = 0.2,

la curva verde al caso sin polarización magnética χm = 0.0 y la curva azul al caso diamagnético χm =−0.2.
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Por último, para tener un mejor entendimiento del fenómeno de reconexión magnética pro-

ducto de una corriente laminar, se graficó la evolución temporal de la energía magnética, energía

cinética y energía interna específica en el marco comovil al fluido para cada uno de los tres va-

lores de susceptibilidad magnética. Los resultados obtenidos pueden observarse en la figura (20).

Inicialmente la energía magnética disipada se transforma de manera eficiente en energía cinética,

sin embargo, los valores de las energías dependen drásticamente de la susceptibilidad magnética

del fluido. Se puede observar en los tiempos iniciales que si el fluido presenta carácter paramag-

nético disipará menos energía magnética que el fluido no polarizado y tendrá valores más bajos

de energía cinética. Caso contrario al fluido diamagnético, el cual disipa más energía magnética

y presenta los valores más altos de energía cinética. Respecto a la energía interna específica, se

observa que el fluido diamagnético inicialmente presenta valores más bajos y el paramagnético

valores un poco más elevados respecto al fluido no polarizado. Esto sugiere que en el instante que

inicia el mecanismo de Reconexión, la energía magnética de los fluidos se transforma en mayor

medida en energía cinética, acelerando así las partículas que forman el plasma, y sólo una pequeña

parte en energía interna específica. Sin embargo, cuando se alcanza aproximadamente el tiempo

t = 1.6, este comportamiento cambia notablemente, debido a un crecimiento en las energías mag-

nética e interna específica. Caso contrario a la energía cinética, la cual disminuye drásticamente. A

partir de este tiempo, el fluido diamagnético y el fluido paramagnético alcanzan respectivamente

configuraciones de menor y mayor energía magnética en comparación con el fluido no polarizado,

aunque las diferencias en sus valores no son tan apreciables. Sin embargo, la energía magnética di-

sipada ahora se convierte más eficientemente en energía interna específica. Aquí se puede apreciar
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que el fluido diamagnético es el que presenta los valores más elevados y el fluido paramagnético

los valores más bajos en comparación con el fluido no polarizado. Respecto a la energía cinética,

justo depués del salto en los valores de energía, el fluido diamagnético es el fluido más veloz y

el paramagnético el más lento comparado con el fluido no polarizado. Sin embargo, la energía

cinética para los tres casos presenta una serie de oscilaciones hasta que se estabilizan y alcanzan

aproximadamente los mismos valores energéticos.

A pesar de los estudios y modelos teóricos desarrollados para entender el mecanismo de

reconexión magnética, la manera en que sucede el proceso de conversión de energía durante este

fenómeno es aún una pregunta abierta para la física del plasma (Yamada et al., 2014). Por tal razón,

cabe resaltar que no se entiende completamente el comportamiento mostrado en las simulaciones

antes del tiempo t = 2 para la conversión energética. Sin embargo, de las simulaciones se puede

apreciar que si un fluido presenta un carácter diamagnético alcanzará en todo instante de tiempo

configuraciones de menor energía magnética que un fluido no polarizado y un fluido paramagné-

tico, además de convertir de una manera más eficiente la energía magnética en energía cinética y

térmica respecto a los otros dos fluidos. Esto sugiere que si un plasma presenta un carácter dia-

magnético, probablemente sea un mejor candidato para explicar el calentamiento coronal estelar y

la aceleración del plasma en sistemas como Jets.
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Figura 20.
Evolución temporal de la energía magnética, energía cinética y energía interna específica para para
tres valores de susceptibilidad magnética.
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Nota. Evolución temporal de la energía magnética, energía cinética y energía interna específica para para tres valores

de susceptibilidad magnética. La curva roja corresponde al caso paramagnético χm = 0.2, la curva verde al caso sin

polarización magnética χm = 0.0 y la curva azul al caso diamagnético χm =−0.2.
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Finalmemte, para evitar un mecanismo de disipación tan rápido en la energía cinética como

el presentado en las simulaciones anteriores, es necesario satisfacer la relación l/L ≤ S
1
3 que se

deriva de modelos estándar de reconexión como el de Sweet-Parker. Esta expresión relaciona el

ancho l y el largo L de la corriente laminar con el número de Lundquist S, el cual se define como

S = caL/η (siendo ca la velocidad de Alfven) (Papini et al., 2019). Una manera de satisfacer dicha

relación es considerar valores bajos de resistividad. Esto presenta un impedimento para nuestro

código numérico debido a que bajo esta condición el sistema de ecuaciones diverge dando lugar a

términos tipo stiff. Los integradores numéricos implementados en CAFE no son apropiados para

simular estos términos y por lo tanto es necesario implementar integradores más robustos como los

IMEX. Otra alternativa a este problema es trabajar con configuraciones iniciales en las que se satis-

faga la condición l << L entre el ancho y largo de la corriente laminar. Esto generaría valores más

elevados de energía cinética en el sistema que se mantendrían por más tiempo y posiblemente daría

origen a inestabilidades como la tearing instability. Sin embargo, esto presenta un inconveniente

a la hora de llevar a cabo las simulaciones debido a que se tendría que trabajar con resoluciones

espaciales muy elevadas haciendo que las evoluciones sean muy longevas. Por las razones expues-

tas anteriormente, para hacer más eficientes las simulaciones y mejorar los resultados obtenidos

en este trabajo, el siguiente paso a seguir es implementar un Runge-Kutta IMEX como integrador

numérico en el código CAFE.
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4. Conclusiones

En este trabajo se presentó la deducción de las ecuaciones de la GRRMHD con polariza-

ción magnética y polarización eléctrica en forma conservativa. Para esto se empleó el formalismo

3+ 1 de la Relatividad General y se siguió la formulación de Valencia ya que es la más emplea-

da en códigos numéricos que resuelven las ecuaciones de la hidrodinámica relativista. Debido

a que bajo esta formulación se obtiene un sistema de ecuaciones asociado a un tensor energía-

momentum arbitrario, fue necesario construir este tensor como la superposición de los tensores

energía-momentum del fluido perfecto, campo electromagnético y el asociado a la polarización del

material. Aquí se realizaron dos consideraciones con el fin de simplificar un poco el sistema de

ecuaciones. La primera consistió en emplear la métrica de Minkowski gµν = ηµν y la segunda que

los cuadrivectores de polarización magnética y eléctrica cumplen una relación constitutiva lineal

con los cuadrivectores de campo eléctromagnético. Dichas relaciones están dadas por Mi = χBi y

Pi = χeE i. El sistema de ecuaciones resultante describe la hidrodinámica de un plasma no ideal

que se mueve a velocidades relativistas y que está polarizado electromagnéticamente, este fluido

tendrá carácter paramagnético si χm > 0 y carácter diamagnético si χm < 0. El sistema de ecua-

ciones obtenido en este trabajo es totalmente equivalente al presentado en Pimentel et al. (018a)

cuando el campo eléctrico está dado por E i =−η iklvkBl (condición de la RMHD ideal) y cuando

se considera polarización eléctrica nula χe = 0.0. Además de lo anterior, cuando se considera que

χm = χe = 0.0 el sistema de ecuaciones obtenido se reduce al presentado en Ripperda et al. (2019),

el cual corresponde al sistema de ecuaciones de la RMHD no ideal.
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Para solucionar numéricamente el sistema de ecuaciones de la RRMHD con polarización

electromagnética se empleó el código CAFE. En el se modificaron ciertos métodos numéricos con

el fin de implementar el nuevo sistema de ecuaciones de forma satisfactoria. Para este propósito lo

primero que debió modificarse fueron los flujos HLLE debido a la presencia de campos eléctricos

en el nuevo sistema de ecuaciones. Sin embargo, la estructura de valores propios característica del

sistema de la RMHD ideal implementada en el código no fue modificada. Posteriormente, con el

fin de garantizar el cumplimiento de las ecuaciones de ligadura de Maxwell para medios mate-

riales (∇∇∇ ·BBB = 0 y ∇∇∇ ·D = ρq), se implementó el método de Limpieza de la Divergencia. Este

método convierte dichas ecuaciones de ligadura en ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas

mediante la adición de dos campos escalares al sistema de ecuaciones. Finalmente, debido a que

el código CAFE evoluciona únicamente las variables conservativas, se deben obtener las variables

primitivas a cada paso de tiempo con el fin de calcular los flujos del sistema de ecuaciones. Para

lograr este objetivo se modificaron todas las ecuaciones empleadas en el método de Recuperación

de Variables Primitivas para incluir los campos eléctricos en el nuevo sistema de ecuaciones. Con

todo lo anterior, fue posible determinar, mediante una serie de pruebas de Tubos de Choque, que

la implementación de los términos resisitivos en el código CAFE fue un éxito. Esto se debe a que,

en el caso en que la polarización eléctrica y magnética del fluido eran nulas χm = χe = 0.0, se

reprodujeron las pruebas presentadas en el artículo de Ripperda et al. (2019) para un plasma cuya

conductividad eléctrica era de σ = 0, 10, 102 y 103, validando así el código CAFE resistivo en el

límite ideal. Por último, se realizaron las pruebas de tubo de choque para un fluido no ideal cuya
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susceptibilidad eléctrica era nula χe = 0.0 y cuya susceptibilidad magnética tenía los valores de

χm = ±0.20, ±0.10, ±0.05, 0.00 y los mismos valores de conductividad eléctrica anteriormente

mencionados. Aquí se observó que cuando el fluido presenta conductividades eléctricas bajas no

se presentan estados constantes en ninguna de las variables de estado del fluido. Esto generó un

impedimento para concluir con certeza el tipo de ondas que se propagan bajo estas condiciones,

sin embargo, a medida que la conductividad eléctrica crecía se presentaron estados más definidos

que se asemejaban a los resultados para los tubos de choque que se obtienen considerando RMHD

bajo el límite ideal.

Por último, con el fin de determinar los efectos que introduce la polarización magnética en

el fenómeno de Reconexión, se implementó en el código CAFE un dato inicial basado en los ar-

tículos de Komissarov et al. (2007) y Zenitani et al. (2010) que corresponde a una corriente laminar

de Harris perturbada. En las pruebas numéricas se consideraron tres tipos de fluido, un fluido para-

magnético de χm = 0.2, un fluido no polarizado χm = 0.0 y un fluido diamagnético de χm =−0.2,

además de considerar para todos los casos susceptibilidad eléctrica nula χe = 0.0. En las simula-

ciones 2D se presentó el gráfico de la componente jz
f de la densidad de corriente eléctrica libre

y las líneas de campo magnético generadas por la corriente laminar, aquí se pudo evidenciar la

generación del fenómeno de Reconexión para los tres fluidos en consideración debido a la forma-

ción de dos islas magnéticas en la parte izquierda y derecha del dominio numérico. Estas pruebas

mostraron que en la región central de la corriente laminar se presenta la región con mayor densi-

dad de corriente eléctrica, además se evidenció que el valor de la densidad de corriente disminuirá
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progresivamente a medida que el tiempo avanza llegando así a una configuración más uniforme a

lo largo de toda la corriente laminar. A pesar de que la morfología para los tres fluidos era muy

similar y se presentaba poca diferencia en las magnitudes de la densidad de corriente libre, el fluido

que presentó mayor densidad de corriente fue el paramagnético, seguido del fluido no polarizado

y por último del fluido diamagnético. Posteriormente, para determinar el comportamiendo de las

velocidades del plasma en el proceso de Reconexión, se presentaron las gráficas 1D y 2D de la

componente ux de la cuadrivelocidad del fluido. En estas simulaciones se evidenció que cuando

el proceso de Reconexión sucede el plasma será expulsado hacia la parte externa de la corriente

laminar, en donde el fluido que alcanza mayor velocidad será el diamagnético, seguido del fluido

no polarizado y finalmemte por el fluido paramagnético. Además de lo anterior, se observó que a

medida que el tiempo avanza se genera en el interior de los plasmoides un flujo de plasma que se

mueve a la región central de la corriente laminar, sin embargo, cuando este flujo está próximo a la

zona central cambia de dirección y es expulsado nuevamente de la lámina de corriente.

Finalmente, con el propósito de tener un mejor entendimiento del mecanismo de conver-

sión de energía en el fenómeno de Reconexión, se realizaron gráficas de la evolución temporal de

la energía magnética, energía cinética y energía interna específica para los tres fluidos en conside-

ración. Estas pruebas mostraron que durante el fenómeno de Reconexión, el fluido diamagnético

alcanza configuración final de menor energía magnética en comparación con el fluido sin polari-

zación, siendo este el fluido que presenta los valores más elevados de energía cinética y energía

interna específica. Por otra parte, el fluido paramagnético alcanza una configuración final de mayor
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energía magnética en comparación con el fluido no polarizado, siendo este fluido el que presenta

los valores más bajos de energía cinética y energía interna específica. Estos resultados muestran

que un fluido diamagnético transforma más eficientemente la energía magnética disipada en ener-

gía cinética y energía interna específica en comparación con los otros dos fluidos considerados.

Esto convierte al fluido diamagnético en el mejor candidato para poder dar una posible explicación

al calentamiento en algunos sistemas atrofísicos como las coronas estelares y además proporciona

un mecanismo más eficiente para la aceleración del plasma en sistemas como Jets. A pesar de lo

anterior, cabe resaltar que la forma en la que sucede la conversión de energía en el proceso de

Reconexión Magnética es un fenómeno aún sin entender en la física del plasma.

Para trabajos futuros se planea implementarle al código CAFE la estructura de valores pro-

pios característica de la RRMHD con polarización magnética y polarización eléctrica, un integra-

dor numérico más potente como un IMEX y adicionar los términos que permitan estudiar sistemas

astrofísicos en espaciotiempos curvos.
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Apéndices

Apéndice A. Término fuente de la ley de conservación de la energía.

El término fuente de la ley de conservación de la energía está dado por

S =
√
−gT µν

∇µnν , (241)

al emplear la definición de la derivada covariante (ver sección 2.10 del libro de Arfken and Weber

(2005)) la expresión anterior puede reescribirse como

S =
√
−gT µν

(
∂µnν −nρΓ

ρ

µν

)
=
√
−gT µν

(
∂µnν −nρgρσ

Γσ µν

)
,

escribiendo los símbolos de Christoffel en términos de las componentes covariantes del tensor

métrico esta expresión se transforma en

S =
√
−gT µν

[
∂µnν −

nσ

2
(
∂νgσ µ +∂µgσν −∂σ gµν

)]
S =

√
−g
(

T µν
∂µnν −T µνnσ

∂µgνσ +
1
2

nσ T µν
∂σ gµν

)

S =
√
−g

T µ0
∂µn0︸ ︷︷ ︸
I

+T µνnσ

(
1
2

∂σ gµν −∂µgνσ

)
︸ ︷︷ ︸

II

 . (242)

Haciendo uso de la expresión del tensor energía-momentum bajo la descomposición 3+1



ESTUDIO NUMÉRICO DE CORRIENTES LAMINARES 135

(ecuación (42)) el término I se convierte en

I =T µ0
∂µn0 =

(
Unµn0 +Sµn0 +S0nµ +W µ0)

∂µn0

I =Un0n0
∂0n0 +Un0ni

∂in0 +n0Si
∂in0,

aquí se ha tenido en cuenta que S0 = W µ0 = 0. Reemplazando explícitamente cada una de las

componentes se tiene que I se transforma en

I =− U
α2 ∂0α +

U
α2 β

i
∂iα−

Si

α
∂iα

I =
1

α2

(
Uβ

i
∂iα−U∂0α−αSi

∂iα
)
. (243)

El término II puede ser reescrito como

II =T µνnσ

(
1
2

∂σ gµν −∂µgνσ

)
II =nσ (Unµnν +Sµnν +nµSν +W µν)

(
1
2

∂σ gµν −∂µgνσ

)
II =−U

2
nµnνnσ

∂σ gµν︸ ︷︷ ︸
III

−Sµnνnσ
∂µgνσ︸ ︷︷ ︸

IV

+
1
2

W µνnσ
∂σ gµν︸ ︷︷ ︸

V

−W µνnσ
∂µgνσ︸ ︷︷ ︸

VI

. (244)

El término III está dado por

III =nµnνnσ
∂σ gµν

III =n0n0n0
∂0g00 +2n0n0ni

∂0g0i +n0nink
∂0gik +n0n0ni

∂ig00 +2n0nink
∂ig0k +ninknl

∂igkl
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III =
1

α3

[
∂0

(
−α

2 +βkβ
k
)
+2β

i
∂0βi +β

i
β

k
∂0γik−β

i
∂i

(
−α

2 +βkβ
k
)

+2β
i
β

k
∂iβk−β

i
β

k
β

l
∂iγkl

]
III =

1
α3

[
−2α∂0α−β

k
∂0

(
γklβ

l
)
+βk∂0β

k +β
i
β

k
∂0γik +2αβ

i
∂iα +β

i
β

k
∂i

(
γklβ

l
)

−β
i
βk∂iβ

k−β
i
β

k
β

l
∂iγkl

]
III =

1
α3

[
−2α∂0α−β

k
γkl∂0β

l−β
k
β

l
∂0γkl +βk∂0β

k +β
i
β

k
∂0γik +2αβ

i
∂iα

+β
i
β

k
γkl∂iβ

l +β
i
β

k
β

l
∂iγkl−β

i
βk∂iβ

k−β
i
β

k
β

l
∂iγkl

]
,

al eliminar los factores iguales se tiene que el término III se reduce a

III =
2

α2

(
β

i
∂iα−∂0α

)
. (245)

El término IV está dado por

IV =Sµnνnσ
∂µgνσ = Si

(
n0n0

∂ig00 +2n0nk
∂ig0k +nknl

∂igkl

)
IV =

Si

α2

[
−2α∂iα +∂i

(
βkβ

k
)
−2β

k
∂iβk +β

k
β

l
∂iγkl

]
IV =

Si

α2

[
−2α∂iα−β

k
∂i

(
γklβ

l
)
+βk∂iβ

k +β
k
β

l
∂iγkl

]
IV =

Si

α2

[
−2α∂iα−β

k
γkl∂iβ

l−β
k
β

l
∂iγkl +βk∂iβ

k +β
k
β

l
∂iγkl

]
,
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al eliminar los factores iguales se tiene que el término IV se reduce a

IV =− 2
α

Si
∂iα. (246)

El término V está dado por

V =W µνnσ
∂σ gµν = n0W ik

∂0gik +nlW ik
∂lgik,

aquí se ha tenido en cuenta que W 0ν = 0. Por lo tanto el término V se reescribe como

V =
1
α

(
W ik

∂0γik−β
lW ik

∂lγik

)
. (247)

El término VI está dado por

VI =W µνnσ
∂µgνσ =W ikn0

∂igk0 +W iknl
∂igkl

VI =
W ik

α

[
∂i

(
γklβ

l
)
−β

l
∂iγkl

]
=

W ik

α

(
β

l
∂iγkl + γkl∂iβ

l−β
l
∂iγkl

)
VI =

1
α

W i
l∂iβ

l. (248)

Reemplazando las expresiones (245), (246), (247) y (248) en la ecuación (244), el término

II se transforma en

II =
1

α2

[
U
(
∂0α−β

i
∂iα
)
+2αSi

∂iα +
α

2

(
W ik

∂0γik−β
lW ik

∂lγik

)
−αW i

l∂iβ
l
]
,
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al sumar la expresión anterior con la ecuación (243) se llega a

I+ II =
1

α2

[
αSi

∂iα +
α

2

(
W ik

∂0γik−β
lW ik

∂lγik

)
−αW i

l∂iβ
l
]
.

Si se considera una métrica espacial estacionaria (∂0γik = 0) el término anterior se reduce a

I+ II =
1
α

[
Si

∂iα−
1
2

β
lW ik

∂lγik−W i
l∂iβ

l
]
.

Por último, al reemplazar la expresión anterior en la ecuación (242) y teniendo en cuenta

que
√
−g = α

√
γ , el término fuente de la ley de conservación de la energía puede ser reescrito

como

S =
√

γ

(
Si

∂iα−W i
l∂iβ

l− 1
2

W ik
β

l
∂lγik

)
. (249)

Apéndice B. Término fuente de la ley de conservación del momentum.

El término fuente de la ley de conservación del momentum está dado por

Sk =
√
−gT µν

∇µe(k)ν , (250)

empleando la definición de la derivada covariante se tiene que esta expresión puede ser reescrita
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como

Sk =
√
−gT µν

(
∂µe(k)ν − e(k)σ Γ

σ
µν

)
,

los vectores espaciales de la Base Euleriana pueden ser escritos en términos de las componentes

covariantes del tensor métrico (ecuación (13)), por lo tanto la expresión anterior se transforma en

Sk =
√
−gT µν

(
∂µgkν −gkσ gσα

Γαµν

)
,

escribiendo los símbolos de Christoffel en términos de las componentes covariantes del tensor

métrico la expresión anterior se transforma en

Sk =
√
−gT µν

[
∂µgkν −

δ α
k

2
(
∂νgαµ +∂µgαν −∂αgµν

)]
Sk =

√
−g
(

T µν
∂µgkν −δ

α
kT µν

∂νgαµ +
1
2

δ
α

kT µν
∂αgµν

)
Sk =

√
−g
2

T µν
∂kgµν ,

al escribir el tensor energía-momentum en términos de las cantidades medidas por el observador

Euleriano (ecuación (42)) la expresión anterior se transforma en

Sk =

√
−g
2
[
(Unµnν +Sµnν +Sνnµ +W µν)∂kgµν

]
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Sk =

√
−g
2

U nµnν
∂kgµν︸ ︷︷ ︸
I

+2Sµnν
∂kgµν︸ ︷︷ ︸
II

+W µν
∂kgµν︸ ︷︷ ︸
III

 . (251)

El término I está dado por

I =nµnν
∂kgµν = n0n0

∂kg00 +2n0ni
∂kg0i +ninl

∂kgil

I =
1

α2 ∂k
(
−α

2 +βiβ
i)−2

β i

α2 ∂kβi +
1

α2 β
i
β

l
∂kγil

I =− 2
α

∂kα +
1

α2 ∂k

(
γilβ

i
β

l
)
−2

β i

α2 ∂k

(
γilβ

l
)
+

1
α2 β

i
β

l
∂kγil

I =− 2
α

∂kα +
1

α2

[
β

i
β

l
∂kγil + γil∂k

(
β

i
β

l
)]
−2

β i

α2

(
γil∂kβ

l +β
l
∂kγil

)
+

1
α2 β

i
β

l
∂kγil

I =− 2
α

∂kα +
2

α2 β
i
β

l
∂kγil +

1
α2 γil

(
β

l
∂kβ

i +β
i
∂kβ

l
)
− 2

α2 βl∂kβ
l− 2

α2 β
i
β

l
∂kγil

I =− 2
α

∂kα +
2

α2 β
i
β

l
∂kγil +

2
α2 βl∂kβ

l− 2
α2 βl∂kβ

l− 2
α2 β

i
β

l
∂kγil,

por lo tanto el término I se reduce a

I =− 2
α

∂kα. (252)

El término II está dado por

II =Sµnν
∂kgµν = Sin0

∂kgi0 +Sinl
∂kgil,

aquí se ha tenido en cuenta que S0 = 0. Reemplazando explícitamente cada una de las componentes
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se tiene que

II =
Si

α
∂kβi−

Si

α
β

l
∂kγil =

Si

α

[
∂k

(
γilβ

l
)
−β

l
∂kγil

]
II =

Si

α

[
β

l
∂kγil + γil∂kβ

l−β
l
∂kγil

]
,

por lo tanto el término II se reduce a

II =
1
α

Sl∂kβ
l. (253)

El término III está dado por

III =W µν
∂kgµν =W 0ν

∂kg0ν +W i0
∂kgi0 +W il

∂kgil,

teniendo en cuenta que W 0µ =W µ0 = 0 la expresión anterior se reduce a

III =W il
∂kgil. (254)

Reemplazando las ecuaciones (252), (253) y (254) en la expresión (251) se tiene que

Sk =

√
−g
2

(
− 2

α
U∂k +

2
α

Sl∂kβ
l
α +W il

∂kgil

)
,

haciendo uso de la ecuación (6), el término fuente de la ley de conservación del momentum se
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transforma en

Sk =
√

γ

(
α

2
W il

∂kγil +Sl∂kβ
l−U∂kα

)
. (255)

Apéndice C. Tensor de Faraday y su tensor dual.

El campo magnético y el campo eléctrico en términos del vector potencial magnético AAA y

el potencial eléctrico φ están dados por (Griffiths, 2005)

BBB = ∇∇∇×AAA, EEE =−∂tAAA−∇∇∇φ , (256)

por lo tanto estos en coordenadas cartesianas pueden reescribirse como

BBB = (∂yAz−∂zAy) î+(∂zAx−∂xAz) ĵ+(∂xAy−∂yAx) k̂,

EEE =−(∂tAx +∂xφ) î− (∂tAy +∂yφ) ĵ− (∂tAz +∂zφ) k̂,

debido a que el cuadrivector contravariante de derivadas parciales está dado por ∂ µ =
(
∂ 0,∂ i) =

(−∂t ,∂x,∂y,∂z), los cuadrivectores de la expresión (71) pueden ser reescritos como

Bµ =
(
0,∂ 2A3−∂

3A2,∂ 3A1−∂
1A3,∂ 1A2−∂

2A1) , (257)

E µ =
(
0,∂ 0A1−∂

1A0,∂ 0A2−∂
2A0,∂ 0A3−∂

3A0) . (258)
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De acuerdo a la definición (67), las componentes F0i del tensor de Faraday están dadas por

F0i = ∂
0Ai−∂

iA0 = E i,

donde se ha tenido en cuenta la ecuación (258). La expresión anterior en términos de la componente

temporal de la cuadrivelocidad del marco O (ecuación (71)) puede ser reescrita como F0i =U 0E i.

Debido a que U i =E 0 = 0, las componentes F0i en términos de U µ y E µ pueden ser escritas como

F0i = U µE ν = Fµν , (259)

en la expresión anterior se cumple que F i0 = 0. Las componentes F i0 del tensor de Faraday de

acuerdo a la definición (67) están dadas por

F i0 = ∂
iA0−∂

0Ai =−
(
∂

0Ai−∂
iA0)=−E i,

la expresión anterior en términos de U 0 se transforma en F i0 =−E iU 0. Debido a que U i = E 0 =

0, las componentes F i0 en términos de U µ y E µ pueden ser escritas como

F i0 =−E µU ν = Fµν , (260)

en la expresión anterior se cumple que F0i = 0. Por lo tanto, al sumar las ecuaciones (259) y (260)
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la parte temporal del tensor de Faraday puede ser escrita como

Fµν = U µE ν −E µU ν , (261)

en la expresión anterior se cumple que F00 = F ik = 0. Las componentes espaciales del tensor de

Faraday de acuerdo a (67) están dadas por

F12 =−F21 = ∂
1A2−∂

2A1 = B3,

F13 =−F31 = ∂
1A3−∂

3A1 =−B2,

F23 =−F32 = ∂
2A3−∂

3A2 = B1,

F11 = F22 = F33 = 0,

las componentes anteriores en términos de las componentes del tensor de Levi-Civita (η123 =

η231 = 1, η132 =−1 y η iik = 0) están dadas por

F12 =−F21 = η
123B3, F11 = η

11lBl = 0,

F13 =−F31 = η
132B2, F22 = η

22lBl = 0,

F23 =−F23 = η
231B1, F33 = η

33lBl = 0.

Por lo tanto, las componentes espaciales del tensor de Faraday en términos del tensor de
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Levi-Civita están dadas por

F ik = η
iklBl.

Teniendo en cuenta que η ikl = η0ikl y que U0 =−1, la expresión anterior puede reescribirse como

F ik =−U0η
0iklBl = η

ikl0BlU0,

debido a que B0 = Ui = 0, las componentes espaciales del tensor de Faraday están dadas por

F ik = η
µναβ BαUβ = Fµν , (262)

en la expresión anterior se cumple que F0i = F i0 = Fνν = 0. Por lo tanto, al sumar las expresiones

(261) y (262) el tensor de Faraday se transforma en

Fµν = U µE ν −E µU ν +η
µναβ BαUβ . (263)

El tensor dual de Faraday se calcula a partir de la expresión (69), por lo tanto se tiene que

∗Fµν =
1
2

η
µναβ Fαβ =

1
2

η
µναβ

(
UαEβ −EαUβ +ηαβθψBθU ψ

)
∗Fµν =

1
2

η
αβ µν

ηαβθψBθU ψ +
1
2

η
µναβ UαEβ −

1
2

η
µναβ EαUβ
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∗Fµν =−2
2
(
δ

µ
θ δ

ν
ψ −δ

ν
θ δ

µ
ψ

)
BθU ψ +

1
2

η
µνβαUβ Eα −

1
2

η
µναβ EαUβ

∗Fµν =−(BµU ν −U µBν)− 1
2

η
µναβ EαUβ −

1
2

η
µναβ EαUβ ,

por lo tanto, el tensor dual de Faraday está dado por

∗Fµν = U µBν −BµU ν −η
µναβ EαUβ . (264)

Apéndice D. Derivación del tensor energía-momentum del campo electromagnético.

El tensor energía momentum del campo electromagnético en términos del tensor de Faraday

está dado por

T µν
em = FµαFν

α −
1
4

gµνFαβ Fαβ , (265)

haciendo uso de la expresión (72) la ecuación anterior puede reescribirse como

T µν
em =

(
uµeα −uαeµ + ε

µαβψbβ uψ

)(
uνeα −uαeν + ε

ν
α

δθ bδ uθ

)
− 1

4
gµν

(
uαeβ −uβ eα + ε

αβψκbψuκ

)(
uαeβ −uβ eα + εαβ

σρbσ uρ

)
,
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expandiendo los productos se obtiene que

T µν
em = uµeαuνeα −uµeαuαeν +uµeα

ε
ν

α
δθ bδ uθ −uαeµuνeα +uαeµuαeν −uαeµ

ε
ν

α
δθ bδ uθ

+ ε
µαβψbβ uψuνeα − ε

µαβψbβ uψuαeν + ε
µαβψbβ uψε

ν
α

δθ bδ uθ −
1
4

gµν
(
uαeβ uαeβ

−uαeβ uβ eα +uαeβ
εαβ

σρbσ uρ −uβ eαuαeβ +uβ eαuβ eα −uβ eα
εαβ

σρbσ uρ

+ ε
αβψκbψuκuαeβ − ε

αβψκbψuκuβ eα + ε
αβψκbψuκεαβ

σρbσ uρ

)
,

empleando las ecuaciones (18), (74) y sabiendo que la densidad tensorial de Levi-Civita al ser

contraída dos veces con el mismo cuadrivector se anula
(

εναδθ uαbδ uθ = 0
)

, la expresión anterior

se reduce a

T µν
em = uµuνeαeα +uµ

ε
ναδθ eαbδ uθ +uνeµαβψeαbβ uψ − eµeν

+ ε
µαβψ

ε
ν

α
δθ bβ uψbδ uθ︸ ︷︷ ︸
I

−1
4

gµν

−2eαeα + ε
αβψκ

εαβ
σρbψuκbσ uρ︸ ︷︷ ︸
II

 . (266)

El término I está dado por

I = ε
µαβψ

ε
ν

α
δθ bβ uψbδ uθ = gνσ

ε
αβψµ

εαδθσ bβ uψbδ uθ

I = gνσ

(
−δ

β
δ δ

ψ
θ δ

µ
σ −δ

µ
δ δ

β
θ δ

ψ
σ −δ

ψ
δ δ

µ
θ δ

β
σ +δ

β
δ δ

µ
θ δ

ψ
σ

+ δ
ψ

δ δ
β

θ δ
µ

σ +δ
µ

δ δ
ψ

θ δ
β

σ

)
bβ uψbδ uθ

I =−gµνbδ bδ uθ uθ −bµuνbθ uθ −uµbνuδ bδ +uµuνbδ bδ +gµνuδ bδ bθ uθ +bµbνuθ uθ ,
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sabiendo que uαuα =−1 y bαuα = 0, la expresión anterior se reduce a

I = gµνbαbα +uµuνbαbα −bµbν . (267)

El término II está dado por

II = ε
αβψκ

εαβ
σρbψuκbσ uρ = ε

αβψκ
εαβσρbψuκbσ uρ

II =−2
(
δ

ψ
σ δ

κ
ρ −δ

κ
σ δ

ψ
ρ

)
bψuκbσ uρ =−2

(
bσ uρbσ uρ −bρuσ bσ uρ

)
II =−2bσ bσ uρuρ = 2bσ bσ . (268)

Reemplazando las expresiones (267) y (268) en la ecuación (266) se tiene que

T µν
em = uµuνeαeα +uµ

ε
ναδθ eαbδ uθ +uνeµαβψeαbβ uψ − eµeν

+gµνbαbα +uµuνbαbα −bµbν − 1
2

gµν (−eαeα +bσ bσ ) ,

sabiendo que eαeα = e2 y bαbα = b2 esta expresión puede ser reescrita como

T µν
em =

(
1
2

gµν +uµuν

)(
e2 +b2)− eµeν −bµbν −uµ

ε
ναδθ eαuδ bθ −uν

ε
µαβψeαuβ bψ . (269)

Apéndice E. Derivación del tensor energía-momentum asociado a la polarización.

El tensor energía momentum que describe la polarización eléctrica y magnética de un ma-
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terial está dado por

T µν
p =

1
2
(Fν

αM αµ +Fµ
αM αν) , (270)

haciendo uso de las expresiones (72) y (82) la ecuación anterior puede reescribirse como

2T µν
p =

(
uνeα −uαeν + ε

ν
αβγbβ uγ

)(
pαuµ − pµuα + ε

αµσρmσ uρ

)
+
(

uµeα −uαeµ + ε
µ

αβγbβ uγ

)(
pαuν − pνuα + ε

ανσρmσ uρ

)
,

expandiendo los productos se obtiene que

2T µν
p = uνeα pαuµ −uνeα pµuα +uνeαε

αµσρmσ uρ −uαeν pαuµ +uαeν pµuα −uαeν
ε

αµσρmσ uρ

+ pαuµ
ε

ν
αβγbβ uγ − pµuα

ε
ν

αβγbβ uγ + ε
ν

αβγbβ uγ
ε

αµσρmσ uρ +uµeα pαuν −uµeα pνuα

+uµeαε
ανσρmσ uρ − eµuα pαuν + eµuα pνuα − eµuαε

ανσρmσ uρ + pαuν
ε

µ
αβγbβ uγ

− pνuα
ε

µ
αβγbβ uγ + ε

µ
αβγε

ανσρmσ uρbβ uγ ,

empleando las ecuaciones (18), (100) y sabiendo que la densidad tensorial de Levi-Civita al ser

contraída dos veces con el mismo cuadrivector se anula
(
εαµσρuαmσ uρ = 0

)
, la expresión anterior

se reduce a

2T µν
p = 2eα pαuµuν − pµeν − eµ pν −uν

ε
µασρeαmσ uρ +uµ

ε
ναβγ pαbβ uγ −uµ

ε
νασρeαmσ uρ

+uν
ε

µαβγ pαbβ uγ + ε
ν

αβγε
αµσρbβ uγmσ uρ︸ ︷︷ ︸

I

+ε
µ

αβγε
ανσρbβ uγmσ uρ︸ ︷︷ ︸

II

. (271)
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El término I está dado por

I = ε
ν

αβγε
αµσρbβ uγmσ uρ =−gνϕ

εαϕβγε
αµσρbβ uγmσ uρ

I =−gνϕ
(
−δ

µ
ϕδ

σ
β δ

ρ
γ −δ

ρ
ϕδ

µ
β δ

σ
γ −δ

σ
ϕδ

ρ
β δ

µ
γ +δ

µ
ϕδ

ρ
β δ

σ
γ

+ δ
σ

ϕδ
µ

β δ
ρ

γ +δ
ρ

ϕδ
σ

β δ
µ

γ

)
bβ uγmσ uρ

I = gµνbσ mσ uρuρ +uνbµuσ mσ +mνuµuβ bβ −gµνbρuρuσ mσ −mνbµuγuγ −uµuνbαmα ,

sabiendo que uαuα =−1, uαbα = 0 y uαmα = 0 la expresión anterior se reduce a

I =−bαmαgµν +bµmν −bαmαuµuν . (272)

El término II está dado por

II = ε
µ

αβγε
ανσρbβ uγmσ uρ =−gµϕ

εαϕβγε
ανσρbβ uγmσ uρ

II =−gµϕ
(
−δ

ν
ϕδ

σ
β δ

ρ
γ −δ

ρ
ϕδ

ν
β δ

σ
γ −δ

σ
ϕδ

ρ
β δ

ν
γ +δ

ν
ϕδ

ρ
β δ

σ
γ

+ δ
σ

ϕδ
ν

β δ
ρ

γ +δ
ρ

ϕδ
σ

β δ
ν

γ

)
bβ uγmσ uρ

II = gµνbσ mσ uρuρ +uµbνuσ mσ +mµuνbρuρ −gµνbρuρuσ mσ −mµbνuρuρ −uµuνbσ mσ ,

sabiendo que uαuα =−1, uαbα = 0 y uαmα = 0 la expresión anterior se reduce a

II =−bαmαgµν +mµbν −uµuνbαmα , (273)
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sumando las ecuaciones (272) y (273) se tiene que

I+ II =−2bαmα (gµν +uµuν)+bµmν +mµbν . (274)

Reemplazando la expresión anterior en la ecuación (271) se tiene que

2T µν
p = 2eα pαuµuν − pµeν − eµ pν −uν

ε
µασρeαmσ uρ +uµ

ε
ναβγ pαbβ uγ −uµ

ε
νασρeαmσ uρ

+uν
ε

µαβγ pαbβ uγ −2bαmα (gµν +uµuν)+bµmν +mµbν ,

por lo tanto el tensor energía-momentum asociado a la polarización está dado por

T µν
p =−bαmα (gµν +uµuν)+

1
2
(bµmν +mµbν)+ eα pαuµuν − 1

2
(pµeν + eµ pν)

− 1
2

uµ
ε

νασβ
(
eαmσ uβ +bα pσ uβ

)
− 1

2
uν

ε
µασβ

(
eαmσ uβ +bα pσ uβ

)
. (275)

Apéndice F. Norma al cuadrado de la velocidad v2.

A partir de la ecuación (225) puede mostrarse que la relación v2 = vivi está dada por

v2 =

[
Si−

(
1+ χem

2

)
η iklEkBl

Z

][
Si−

(
1+ χem

2

)
ηimnEmBn

Z

]

v2 =
1

Z2

SiSi−2
(

1+
χem

2

)
η

iklSiEkBl +
(

1+
χem

2

)2
η

ikl
ηimnEkBlEmBn︸ ︷︷ ︸

I

 . (276)
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El término I está dado por

I =η
ikl

ηimnEkBlEmBn

I =
(

δ
k

mδ
l
n−δ

l
mδ

k
n

)
EkBlEmBn = EmBnEmBn−EnBmEmBn

I =(EEE ·EEE)(BBB ·BBB)− (EEE ·BBB)2 = E2B2− (EEE ·BBB)2 , (277)

reemplazando (277) en la ecuación (276), se tiene que v2 está dado por

v2 =
S2− (2+χem)η iklSiEkBl +

(
1+ χem

2

)2
[
E2B2− (EEE ·BBB)2

]
Z2 . (278)

Apéndice G. Derivada del factor de Lorentz W ′(Z).

La derivada del factor de Lorentz respecto a la variable Z está dada por

dW (Z)
dZ

=
d

dZ


1−

S2− (2+χem)η iklSiEkBl +
(
1+ χem

2

)2
[
E2B2− (EEE ·BBB)2

]
Z2

−
1
2


dW (Z)

dZ
=

1
2

W (Z)3 d
dZ

(
1

Z2

)
︸ ︷︷ ︸

I

{
S2− (2+χem)η

iklSiEkBl +
(

1+
χem

2

)2 [
E2B2− (EEE ·BBB)2

]}
.

(279)
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La derivada I está dada por

I =
d

dZ

(
1

Z2

)
=− 2

Z3 .

Reemplazando I en (279), se tiene que la derivada del factor de Lorentz respecto a la variable Z se

transforma en

dW (Z)
dZ

=

[
W (Z)

Z

]3{
(2+χem)η

iklSiEkBl−S2−
(

1+
χem

2

)2 [
E2B2− (EEE ·BBB)2

]}
. (280)
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