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Resumen
Titulo: Estudio numérico de corrientes laminares magnetohidrodindmicas relativistas en un fluido polarizado mag-
néticamente.

ok

Autor: Jose Miguel Amado Dugarte.

Palabras Clave: Reconexién magnética, corrientes laminares, magnetohidrodindmica resistiva, polarizacién magné-

tica, descomposicién 3 + 1 de la Relatividad General.

Descripcion: La reconexién magnética es un mecanismo natural de conversion de energia que toma lugar en fluidos
conductores tales como plasmas. Este proceso transforma la energia magnética del sistema en energia cinética o en
energia térmica. Por lo tanto, este mecanismo ha sido propuesto para explicar las elevadas temperaturas y grandes
cantidades de energia emitidas en varios sistemas de interés astrofisico. Diferentes modelos tedricos apuntan a que
las corrientes laminares pueden desencadenar el fendmeno de reconexidn, lo cual hace que su estudio sea de vital
importancia para la astrofisica de altas energias. Adicionalmente, simulaciones numéricas han mostrado que la pola-
rizacién magnética del plasma puede ser relevante en sistemas con presencia de campos magnéticos intensos. Debido
a lo anterior, en el presente trabajo se emple6 el formalismo de la Magnetohidrodindmica Resistiva en Relatividad
General (GRRMHD) para obtener una primera aproximacion a los efectos introducidos por la polarizacién magnética
en el proceso de Reconexion. Para llevar a cabo este propdsito, esta tesis muestra por primera vez el sistema de ecua-
ciones correspondiente a la GRRMHD con polarizacién electromagnética, el cual fue escrito en forma conservativa
empleando la formulacién de Valencia. Este sistema de ecuaciones fue implementado en el cédigo CAFE conside-
rando un espaciotiempo de Minkowski y polarizacion eléctrica nula. Esto convierte a CAFE en el primer c6digo que
resuelve las ecuaciones de la RRMHD con polarizacién magnética para materiales lineales e isétropos. Finalmente, se
presentan las simulaciones de Reconexién Magnética considerando como dato inicial una corriente laminar de Harris.
Se muestra que la energia magnética disipada serd mayor para el caso diamagnético y menor en el paramagnético
respecto al fluido no polarizado. Sin embargo, las energias cinética e interna especifica presentan valores mayores en

el caso diamagnético y valores menores en el caso paramagnético comparado con fluido no polarizado.

Trabajo de grado para optar por el titulo de Fisico.
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Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Fabio Duvan Lora Clavijo, Doctor en Fisica. Codirector: Oscar
Mauricio Pimentel Diaz, Doctor en Fisica.
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Abstract

Title: Numerical study of relativistic magnetohydrodynamic current sheets in a magnetic polarized fluid. *
Author: Jose Miguel Amado Dugarte. ™

Keywords: Magnetic reconnection, current sheets, resistive magnetohydrodynamics, magnetic polarization, 3 + 1

descomposition of General Relativity.

Description: Magnetic reconnection is a natural mechanism of energy conversion that takes place in conductive fluids
such as plasma. This process transforms the magnetic energy of the system either into kinetic energy or into thermal
energy. Therefore, this mechanism has been proposed as an explanation of the high temperatures and great amounts
of energy emitted in several systems of astrophysics interest. Different theoretical models indicate that Current Sheets
may trigger the Reconnection phenomenon, making its study of vital importance in high energy astrophysics. In addi-
tion to this, numerical simulations have shown that magnetic polarization of plasma may be relevant in systems with
intense magnetic fields. Due to the above, the formalism of General Relativistic Resistive Magnetohydrodynamics
(GRRMHD) was employed in order to obtain a first approximation to the effects introduced by magnetic polarization
in the Reconection process. In order to accomplish this purpose, this thesis shows for the first time the equation system
corresponding to the GRRMHD with electromagnetic polarization, which was written in conservative form following
the Valencia formulation. This equation system was implemented in the CAFE code considering a Minkowski space-
time and zero electric polarization. This makes CAFE the first code that solves the RRMHD equations with magnetic
polarization for linear and isotropic materials. Finally, the magnetic reconnection simulations are presented taking as
the initial data a Harris current sheet. Here it is shown that dissipated magnetic energy will be bigger for the diamagne-
tic and smaller for the paramagnetic case with respect to the non polarized fluid. However, kinetic energy and internal
specific energy show bigger values in the diamagnetic case and smaller values in the paramagnetic case in comparison

with the non polarized fluid.

Bachelor Thesis.

ek

Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Fabio Duvan Lora Clavijo, Doctor en Fisica. Codirector: Oscar
Mauricio Pimentel Diaz, Doctor en Fisica.
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Introduccion

El estado de agregacion de la materia formado por un gas cuyas particulas estdn ionizadas,
se denomina plasma. El plasma consiste en un conjunto de particulas cargadas (iones cargados po-
sitivamente y electrones) que colectivamente responden a fuerzas electromagnéticas y globalmente
presentan neutralidad de carga, donde las particulas que lo conforman pueden moverse libremente
generando corrientes eléctricas y densidades de carga que modifican el campo electromagnético
presente en el sistema. Este estado de la materia se presenta de forma natural por todo el univer-
so, algunos ejemplos de plasmas son la Heliosfera, la Magnetosfera de los planetas y las estrellas
de neutrones, el medio interestelar e intergaléctico, los Jets en los nicleos activos de galaxias, etc.
Hoy en dia se sabe que aproximadamente el 95 % de la materia presente en el universo se encuentra
en estado de plasma (Chiuderi and Velli, 2015), por esta razén, entender la dindmica de este es de
vital importancia para la Fisica, ya que nos permite comprender la evolucién de diversos sistemas

de interés astrofisico.

Existen diversos modelos tedricos que permiten estudiar la dindmica del plasma. Uno de
los modelos matemdticos mds simples y de gran interés es la Magnetohidrodindmica (MHD), la
cual consiste en tratar al plasma como un fluido continuo capaz de conducir una corriente eléc-
trica teniendo en cuenta su interaccidn con los campos magnéticos presentes en el sistema. Bajo
este modelo el fluido conductor puede ser totalmente descrito mediante pocos pardmetros como la

densidad de masa, la presion y la velocidad del fluido, las cuales no dependen del tamaiio fisico de
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la muestra (Schnack, 2009). En varios escenarios de interés astrofisico, el plasma puede alcanzar
velocidades comparables con la velocidad de la luz en el vacio y estar sometido a campos gravi-
tacionales extremos. Por ejemplo, en explosiones de supernovas, discos de acrecién en estrellas
de neutrones y agujeros negros, explosiones de rayos gamma, jets relativistas provenientes de los
nucleos activos de galdxias o pulsares, etc (Anile, 2005). Debido a lo anterior, estos sistemas for-
malmente se modelan mediante las ecuaciones de la MHD acopladas con las ecuaciones de campo
de Einstein. Este conjunto de ecuaciones conforma la Magnetohidrodindmica en Relatividad Ge-

neral (GRMHD por sus siglas en ingl€s).

En algunos de los sistemas anteriormente mencionados, la dindmica del plasma se estudia
bajo la aproximacion del fluido de prueba, la cual consiste en despreciar el campo gravitacional
generado por el fluido debido a que es practicamente nulo en comparacién con el campo gravitacio-
nal de fondo (Font, 2008). Ademas de lo anterior, la mayoria de plasmas presentes en el universo
pueden describirse adecuadamente mediante la MHD ideal. Esta aproximacién consiste en asu-
mir que la conductividad eléctrica del fluido es infinita ¢ — oo (conductor perfecto) ocasionando
que los efectos debidos a la disipaciéon Ohmica sean totalmente despreciables (Priest and Forbes,
2000). Sin embargo, existen regiones de intensas concentraciones de corriente como las corrientes
laminares, en donde la energia magnética puede ser disipada y esta aproximacién deja de ser valida

(Priest, 1985).

La formacién de corrientes laminares es un proceso de vital importancia para la astrofisica
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debido a que estas dan origen al fendmeno de reconexion magnética. En dicho proceso la topo-
logia del campo magnético presente en el sistema cambia, liberando asi grandes cantidades de
energia (Palenzuela et al., 2009). La reconexion magnética es un mecanismo natural de conver-
sién de energia, aqui la energia magnética del sistema se transforma en energia cinética, mediante
la aceleracion de las particulas en el plasma, o en calor, mediante disipacién Ohmica. Es posible
mostrar que el cambio en la topologia del campo magnético da lugar a configuraciones de menor
energia magnética (Yamada et al., 2010). La evidencia de la Reconexién Magnética es fuerte en
maquinas de fusion nuclear como Tokamaks, aunque no se entiende completamente la manera en la
que ocurre en estos dispositivos. También se cree que las Auroras Boreales son el resultado directo
o indirecto de la reconexion en la Magnetosfera terrestre. Por otra parte, las eyecciones de flujo
magnético durante las eyecciones de masa coronal necesariamente requieren que la reconexion
ocurra. Ademds este proceso se ha propuesto como el mecanismo de calentamiento de la corona
solar (Priest and Forbes, 2000). Mas all4 del sistema solar, se cree que la Reconexién Magnética
toma lugar en objetos como pulsares, discos de acrecién, nicleos activos de galaxias, radio jets,
explosiones de rayos Gamma, entre otros (Lyubarsky, 2005). En estos sistemas la MHD juega un
papel central, esto se debe a que los modelos que se tienen para explicar las fuentes de energia
en astrofisica estdn basados en la dindmica de fluidos relativistas como gases o plasmas. Por esta
razon, el estudio de la MHD resistiva en Relatividad General (GRRMHD) es indispensable para

poder dar una explicacion a las grandes cantidades de energia emitidas en el universo.

Las ecuaciones de la GRMHD forman un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no
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lineales y acopladas, por esta razén es imposible obtener una solucién andlitica no estacionaria
para un determinado problema a menos que se consideren sistemas con un alto grado de sime-
tria (Alcubierre, 2008). Es aqui donde surge la necesidad de realizar c6digos que resuelvan dichas
ecuaciones numéricamente y permitan obtener una solucién aproximada. Algunos de los cédigos
desarrollados con este propdsito y escritos bajo la aproximacion de conductor perfecto (MHD
ideal) son COSMOS++ (Anninos et al., 2005), WhiskyMHD (Giacomazzo and Rezzolla, 2007),
BHAC (Porth et al., 2017) cuya finalidad es estudiar el mecanismo de acrecién al rededor de agu-
jeros negros, ECHO (Del Zanna et al., 2007) y CAFE (Lora-Clavijo et al., 2015; Cruz-Osorio,
2014), el cual resuelve numéricamente las ecuaciones de la GRMHD ideal con el fin de estudiar
escenarios astrofisicos relacionados con la generacion y liberacion de grandes cantidades de ener-
gia. Ademads de lo anterior, también se han desarrollado cddigos que resuelven el sistema de la
GRRMHD como las versiones resistivas de WhiskyMHD (Dionysopoulou et al., 2013) y BHAC

(Ripperda et al., 2019), entre otros.

En la mayoria de cédigos numéricos desarrollados para solucionar las ecuaciones de la
GRMHD solo se tiene en cuenta el campo magnético generado por el movimiento de las particulas
que conforman el plasma, esta descripcién es incompleta ya que no se tiene en cuenta la respuesta
del fluido al campo magnético al que estd sometido, la cual consiste en la generacion de un campo
magnético propio por parte del material. Cuando esto sucede se dice que el material estd polarizado
magnéticamente (Pimentel et al., 018a). Esta nueva fuente de campo magnético, la cual es genera-

da por la polarizacion del fluido, puede ser relevante para dar una posible explicacion al origen de
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los intensos campos magnéticos presentes en algunos escenarios atrofisicos (Pimentel et al., 018b).
Un mecanismo donde se amplifica el campo magnético y la polarizacién magnética podria tomar
un papel fundamental es en la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz, la cual ocurre cuando hay una
velocidad relativa entre dos fluidos adyacentes. Aqui la energia cinética del sistema se convierte
en energia magnética y amplifica el campo inicial, esta inestabilidad puede producirse de forma
natural en los Jets relativistas provenientes de los nucleos activos de galaxias, en la region donde
interactian los flujos provenientes de las explosiones de rayos gamma con el medio interestelar,

entre otros (Pimentel and Lora-Clavijo, 2019).

La polarizaciéon magnética, desde un punto de vista cldsico, se debe a que los materiales
microscOpicamente presentan pequefias corrientes debido al movimiento orbital de los electrones
en el d&tomo. Por tal razén, estos se pueden ver macroscopicamente como pequeias espiras de co-
rriente y ser tratados como dipolos magnéticos. Cuando los dipolos del material se alinean en la
misma direccion del campo externo producto de torques magnéticos da lugar al paramagnetismo, y
cuando el campo externo induce un momento magnético en los electrones presentes en el material
se da el diamagnetismo. El campo magnético inducido en el material amplifica el campo externo
en el caso paramagnético y lo reduce en el caso diamagnético (Griffiths, 2005). Debido a lo ante-
rior, se debe agregar a las ecuaciones de la GRMHD un término que proporcione informacién de
la respuesta del plasma al campo magnético externo para realizar una descripcion mds completa
del fendmeno fisico. Como consecuencia de esto, Pimentel et al. (018a) introdujeron los términos

correspondientes a la polarizacion magnética del material (considerando un material lineal e is6-
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tropo) al codigo CAFE.

Los efectos introducidos por la polarizacién magnética ya han sido estudiados en trabajos
previos. En Blandford and Hernquist (1982) se calcula la susceptibilidad magnética de la corteza
de una estrella de neutrones para diferentes valores de densidad, temperatura e intensidad del cam-
po magnético. Aqui se muestra que la polarizacién magnética no afecta la estructura de la corteza
del objeto compacto, aunque esta puede estar relacionada de manera indirecta con efectos obser-
vacionales. En el articulo de Chatterjee et al. (2015), se estudi6 la estructura de una estrella de
neutrones en presencia de un campo magnético fuerte. En este modelo se tuvo en cuenta la polari-
zacion magnética considerando un fluido ideal y el efecto del campo magnético en la ecuacién de
estado, aqui se concluy6 que la inclusion de la polarizacion no afecta significativamente la masa
maxima del objeto compécto. En Pimentel et al. (018b) se presenté por primera vez una familia
de soluciones analiticas para Toros magnetizados alrededor de un agujero negro de Kerr, donde
se encontré que si un Toro es paramagnético serd mas denso que uno diamagnético para el caso
en que se considera una susceptibilidad magnética constante. Adicionalmente, en Pimentel and
Lora-Clavijo (2019) se pudo evidenciar que el cardcter magnético del plasma influye en la ampli-
ficacion de la energia magnética en la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz, en este trabajo se pudo
determinar que si un fluido presenta un caricter paramagnético amplificard mds la energia que un
fluido diamagnético. Debido a lo anterior, se ha podido determinar que el cardcter magnético del
fluido afecta significativamente la evolucion del campo magnético presente en algunos sistemas

astrofisicos, los cuales estan relacionados con la generacion de grandes cantidades de energia.
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Debido a los argumentos expuestos anteriormente, la finalidad de este trabajo es estudiar
el fendmeno de Reconexion Magnética producto de una corriente laminar en un fluido polarizado
magnéticamente. Esto hace que sea necesario modificar el sistema de ecuaciones implementado
en el codigo CAFE con el fin de introducir los términos resistivos. Por tal razén, este trabajo esta
organizado de la siguiente manera: en el capitulo 1 se presenta la derivacion matemdtica de las
ecuaciones de la GRRMHD con polarizacién magnética y polarizacion eléctrica, donde se empled
el formalismo 3 4 1 de la Relatividad General y se sigué la formulacién de Valencia (Antén Ruiz
etal., 2006). En el capitulo 2 se realiza una breve descripcion de los principales elementos que con-
forman el cédigo CAFE y se explican explicitamente los métodos numéricos que tuvieron que ser
modificados con el fin de agregar resistividad al c6digo. Posteriormente, se presentan las pruebas
de Tubos de Choque que permiten validar el codigo CAFE resistivo en el limite ideal y se muestra
una primera aproximacion de estas pruebas numéricas para un fluido no ideal cuya polarizacién
magnética es diferente de cero. En el capitulo 3 se realiza una breve descripcion de qué es una
Corriente laminar y del fendmeno de Reconexién Magnética, aqui se muestran los resultados de
las pruebas numéricas para una corriente laminar perturbada considerando un fluido diamagnético,
paramagnético y uno sin polarizacién magnética. Por dltimo, se presentan las principales conclu-

siones obtenidas en el desarrollo de este trabajo.

A lo largo del desarrollo de esta tesis se empleard el convenio de suma de Einstein en el cual

los indices repetidos indican suma, aqui los indices griegos (u,v,a,f...) correrdn de 0 a 3 y los
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indices latinos (i, j,k,I,m...) correrdn de 1 a 3. Ademas de lo anterior, se empleara la signatura ma-
yormente positiva para el tensor métrico (—,+,+,+) y se usardn unidades de Heaviside-Lorentz
en las cuales la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética en el vacio son iguales a uno,
& = Up = 1, esto implica inmediantamente que la velocidad de la luz en el vacio serd igual a la

unidad ¢ = 1.
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1. GRRMHD con polarizaciéon magnética

La Magnetohidrodindmica (MHD) es una rama de la Fisica de los medios continuos que
describe la interaccion entre fluidos eléctricamente conductores con campos electromagnéticos,
donde el fluido globalmente presenta neutralidad de carga p, = 0 (Schnack, 2009). Las ecuacio-
nes de la GRRMHD con polarizaciéon magnética estdn conformadas por la ley de conservacion
de la densidad de masa, la ley de conservacion del tensor energia-momentum, las ecuaciones de
Maxwell de la electrodindmica y la generalizacion relativista de la ley de Ohm. El tensor energia-
momentum empleado consistird en una superposicion de los tensores energia-momentum de un

fluido perfecto, del campo electromagnético y el correspondiente a la polarizacion del material.

En este capitulo se presenta la derivacién de las ecuaciones de la GRRMHD con polari-
zacion magnética en su forma conservativa, empleando la formulacién 3 4 1 de la Relatividad
General y siguiendo la formulacién de Valencia (Anton Ruiz et al., 2006). Adicionalmente, se con-
sidera una relacion constitutiva lineal entre el campo magnético y el cuadrivector de polarizacién
magnética del material, esto con el fin de poder describir materiales diamagnéticos y paramagnéti-
cos. Vale la pena mencionar que aunque en este trabajo se empleara la métrica de Minkowski que
corresponde a el espacio-tiempo plano, todas las ecuaciones se derivan para un espacio-tiempo

arbitrario.
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1.1. Descomposicion 3+1 de la Relatividad General

El formalismo 3 + 1 de la Relatividad General consiste en separar el espacio y el tiempo
de manera independiente. Esto se realiza con el fin de escribir las ecuaciones de evolucién como
un problema de valores iniciales, el cual se denomina problema de Cauchy. Para esto se considera
inicialmente un espacio-tiempo con tensor métrico g, el cual estd descompuesto en hipersuperficies
espaciales X, (las cuales no se intersectan unas con otras) parametrizadas por un tiempo constante
t. Cada una de estas hipersuperficies es perpendicular a un vector unitario tipo tiempo n, de manera
que los campos vectoriales tangentes a la hipersuperficie son tipo espacio. Este proceso se deno-
mina foliacion del espacio-tiempo (Shibata, 2015) y puede apreciarse graficamente en la figura

(1).

Figura 1.
Foliacion del espacio-tiempo.

>y
>,
> 2

Nota. Foliacién del espacio-tiempo mediante hipersuperficies espaciales X, parametrizadas por un tiempo ¢.

La geometria del espacio-tiempo contenida entre dos hipersuperficies adyacentes puede ser
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descrita mediante tres elementos (ver figura (2)):

1. La funcién Lapso o (t,xi), la cual relaciona el intervalo de tiempo propio d7 medido por
el observador Euleriano entre dos hipersuperficies adyacentes con el intervalo de tiempo
coordenado dt:

dt = ot,x)dt. (1)

Se denomina observador Euleriano a un observador cuya linea de mundo siempre es normal

a cada una de las hipersuperficies.

2. El vector de corrimiento ﬁi, el cual corresponde a la velocidad relativa entre la linea de
mundo del observador Euleriano y una linea de coordenadas espaciales constantes (linea

coordenada) x' = cte:

X g =xj— Bldt. 2)

3. La métrica inducida o métrica espacial ¥, la cual permite medir distancias propias d/ sobre
cada hipersuperficie:

dI* = y;dx'dx’ . 3)

Las funciones a y B' se denominan funciones de norma y junto a la métrica inducida 7;;

llevan toda la informacion acerca del sistema de coordenadas seleccionado.
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Figura 2.
Geometria entre dos hipersuperficies adyacentes.

Linea normal
A

Linea coordenada

t+dt

adt

Nota. Elementos que definen la geometria contenida entre dos hipersuperficies adyacentes.

En términos de las componentes de la métrica espacial ¥;; y las funciones de norma, el

intervalo espaciotemporal estd dado por

ds® = (—o + BiB") di* + 2Bidx'dt + y;jdx'dx, )

en donde se puede mostrar que el tensor métrico en términos de sus componentes covariantes y

contravariantes estd dado por

_ 1 B
o2 o?
—a?+ BB B
Suv = , g = . 5
B; Yij , .
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Aqui se ha asumido que los indices de los vectores totalmente espaciales se pueden subir y bajar
tinicamente con la métrica espacial, es decir que §; = %;87 y B’ = ¥"/B;. De las expresiones (5)
también es posible mostrar que

V—g=0/7, (6)

en donde g es el determinante del tensor métrico y 7y el determinante de la métrica inducida (Alcu-

bierre, 2008).

Con el fin de poder escribir las ecuaciones de evolucion (ecuaciones de la GRRMHD con
polarizacién magnética) como un sistema conservativo, el formalismo 3 + 1 de la Relatividad Ge-

neral le asocia una base de cuadrivectores al observador Euleriano. Dicha base estd dada por

ey = (n,e;), (7

donde n es un vector unitario tipo tiempo normal a cada una de las hipersuperficies y e; son un
conjunto de vectores tipo espacio tangentes a cada una de las hipersuperficies, por lo cual se cumple
que n-e; = 0. El vector n coincide con la cuadrivelocidad del observador Euleriano ya que su
producto interno esta dado por

n-n=n'n, =—1, (8)

por lo tanto, se pueden encontrar de manera explicita las componentes del vector n acudiendo a la
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definicion de la cuadrivelocidad y a la expresion (1), de lo cual se obtiene

B dxH 1 dxM

“___ _-
T T o dr

€))

Teniendo en cuenta que el cuadrivector posicion se define como x* = (t,xi ) ,alhacer y =0enla
expresion anterior se tiene que la componente temporal estd dada por n° = 1/a. Por otra parte,
al hacer u =i y empleando la ecuacion (2), se obtiene que las componentes espaciales cumplen
n' = —B'/o (donde B = —dx'/dt). De esta forma, el cuadrivector n expresado en términos de sus

componentes contravariantes estd dado por

(1,-B"). (10)

Empleando la métrica dada en la expresion (5) se pueden hallar las componentes covariantes de la

cuadrivelocidad Euleriana mediante la relacién n,, = guvn”, lo cual da como resultado

ny = (—a,0,0,0). (11)

Por otra parte, el producto interno de los vectores espaciales e; define la métrica espacial,

por lo cual se cumple

ei-ej=";=gu(e) (e;)", (12)

de lo cual se puede mostrar que las componentes covariantes de los cuadrivectores e; estan dadas
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explicitamente por (Anton Ruiz et al., 2006)

€y = (ﬁi,%’j) = 8iv- (13)

El formalismo 3 + 1 nos proporciona una manera de descomponer cualquier cuadrivector en
una parte tipo tiempo paralela al vector n y otra parte tipo espacio tangente a la hipersuferficie ¥;.
Esto se lleva a cabo mediante la aplicacion del operador de proyeccion espacial a un cuadrivector

arbitrario. Este operador en términos de sus componentes mixtas se define de la siguiente manera

h“\/:6”v+n“nv, (14)

en donde 8%, son las componentes mixtas del delta de Kronecker?. Al aplicar el operador de
proyeccién espacial a un cuadrivector arbitrario A* se obtiene que dicho cuadrivector puede ser
reescrito como

Definiendo una nueva cantidad tensorial N*, = —n*n,,, la cual se denomina operador de proyec-

2 El delta de Kronecker se define como

SV +1 sip=v,
0 sipg#v.
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cion temporal. La expresion anterior se transforma en

AR =M AV +NH LAY, (16)

en donde el primer término representa la parte espacial del cuadrivector A* y el segundo término
representa la proyeccion del cuadrivector a lo largo de la direccion temporal. Cuando se aplica
el operador de proyector espacial al tensor métrico se obtiene la métrica inducida, es decir que
Y = h*g®V, por lo cual, la métrica inducida en términos de sus componentes contravariantes
satisface

PV =htY =gV kY, (17)

donde se satisface que Y°* = ¥ = 0 debido a que es un tensor netamente espacial (Rezzolla and

Zanotti, 2013).

Para el caso particular en el que se desea estudiar fluidos en el marco de la Relatividad
General se consideran dos observadores: el primero es el observador Euleriano y el segundo es un
observador comovil con el fluido en consideracién. La linea de mundo del fluido . atraviesa cada
una de las hipersuperfies y no necesariamente coincide con la linea coordenada de x' = cte, por lo
cual entre estas existe un desplazamiento espacial dx. Esto se puede apreciar graficamente en la

figura (3).



ESTUDIO NUMERICO DE CORRIENTES LAMINARES 25

Figura 3.
Observadores Euleriano y comovil.

Nota. Representacion grifica de la linea de mundo del fluido, la linea normal y la linea coordenada x’ = cte para dos

hipersuperficies adyacentes.

Ademas de lo anterior, el observador del fluido se mueve con cuadrivelocidad u, la cual es

un vector unitario tipo tiempo cuyo producto interno cumple

u-u=ulu, =-1, (18)

y su velocidad espacial respecto del observador Euleriano se define por

dl

v=—
dt’

(19)

en donde dl es el desplazamiento espacial entre la linea de mundo del observador Euleriano y la

linea de mundo del fluido. El factor de Lorentz W se puede encontrar de forma explicita con ayuda



ESTUDIO NUMERICO DE CORRIENTES LAMINARES 26

de la relacion vectorial

dtou =dtn+dl, (20)

la cual puede ser apreciada facilmente en la figura (3), donde d7y es el tiempo medido por el
observador comovil al fluido. Multiplicando escalarmente la ecuacion anterior por el cuadrivector
n se tiene que esta puede ser reescrita como

drt

— =-—u-n 21

7 ; 2
en donde se ha tenido en cuenta que n*ny = —1y que n-dl = 0. Ahora, los tiempos medidos por

el observador Euleriano y el observador del fluido se relacionan mediante d7 = Wd1y. Con esto se

tiene que el factor de Lorentz en términos de las cuadrivelocidades n y u esta dado por
W=—u-n=—u'ny,. (22)

Abhora, teniendo en cuenta el cuadrivector ny, dado en la ecuacion (11), el factor de Lorentz se
transforma en

W = au. (23)

El factor de Lorentz también puede ser escrito en su forma estdndar. Para esto se divide la

ecuacion (20) por d7, lo cual da como resultado que la cuadrivelocidad del fluido u, en términos
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de la cuadrivelocidad del observador Euleriano n y la velocidad espacial v cumple

u=Wwn+v). (24)

Reemplazando la expresion anterior en la ecuacion (18) y teniendo en cuenta que n-v = 0, el factor
de Lorentz satisface la relacién
1

V== 25)

en donde el producto interno de la velocidad v se realiza con la métrica inducida debido a que es

un vector netamente espacial, es decir, que v-v = y/v;v;.

Introduciendo una nueva velocidad espacial denominada velocidad coordenada del fluido,
se pueden encontrar de manera explicita las componentes espaciales de la cuadrivelocidad del

fluido u. Esta velocidad coordenada se define por

dx
V=12 26
I (26)

la cual no es mds que la velocidad a la que se mueve la linea de mundo del fluido respecto de
la linea coordenada x’ = cte. Teniendo en cuenta la figura (3) se puede apreciar que se cumple la
relacion vectorial

dl = Bdt +dx, 27)
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dividiendo la expresion anterior por d 7Ty teniendo en cuenta la ecuacion (1) esta se puede reescribir
como

1
v=—(B+V). (28)

La velocidad coordenada del fluido en términos de las componentes de la cuadrivelocidad u pue-
de escribirse por definicién como Vi = u’/u®, por lo cual se tiene que la expresién anterior se

transforma en
| U
1 1
V= — +—= . 29
- (ﬁ uo) (29)
Reemplazando la ecuacién (23) en la expresion anterior se tiene que las componentes espaciales

de la cuadrivelocidad del fluido cumplen (Gourgoulhon, 2012)
u' =W (w’ — B—) : (30)

Finalmente, teniendo en cuenta las expresiones (23) y (30) se puede apreciar que la cuadrivelocidad

del fluido en términos de sus componentes contravariantes estd dada explicitamente por

ut = {%,W(vi—%)l. (31)

Mediante la expresién u, = guvu" se puede encontrar que la cuadrivelocidad del fluido en términos

de sus componentes covariantes toma la forma

uy = [W (ﬁivi — Oc) ,in] ) (32)
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Debido a que el sistema de ecuaciones de la GRRMHD estd escrito de manera covariante, es
necesario que su parte espacial y temporal sean separadas de manera independiente. Esto se realiza
con el fin de evolucionar el sitema de ecuaciones a partir de un determinado dato inicial. Para llevar
a cabo este objetivo, en la siguiente seccion se empleard la descomposicién 3 + 1 de la Relatividad
General para escribir el sistema de ecuaciones en forma conservativa.
1.2. Ecuaciones de la GRRMHD en forma conservativa

El sistema de ecuaciones de la GRRMHD esté constituido principalmente por dos grupos de
ecuaciones, las ecuaciones de conservacion que rigen la hidrodindmica del plasma y las ecuaciones
que gobiernan la dindmica de los campos electromagnéticos presentes en el sistema. El primer

grupo de ecuaciones estd conformado por la ley de conservacion de la masa

Vi (put) =0, (33)

en donde p es la densidad de masa del fluido dada en el marco comovil y V, es la derivada

covariante asociada al tensor métrico g. La ley de conservacion del tensor energia-momentum

VuTH =0, (34)

la cual no es més que la ley de conservacion de la energia cuando v = 0 y la ley de conservacion

del momentum cuando v = i. El segundo grupo de ecuaciones estd conformado por las ecuaciones
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de Maxwell no homogéneas

V,FRY = JH. (35)

las cuales corresponden a la ley de Gauss del campo eléctrico cuando v = 0 y la ley de Ampere-
Maxwell cuando v = i, siendo F*V el tensor de Faraday y JV el cuadrivector densidad de corriente

eléctrica. Y por ultimo, las ecuaciones de Maxwell homogéneas

vV, (*F*V) =0, (36)

las cuales corresponden a la ley de Gauss del campo magnético cuando v =0y la ley de induccién

de Faraday cuando v = i, siendo *F*" el tensor dual de Faraday (Ripperda et al., 2019).

Para poder evolucionar el sistema de ecuaciones de la GRRMHD es necesario que las ecua-
ciones covariantes (33)-(36) sean escritas de manera conservativa mediante el formalismo 3 + 1
de la Relatividad General. Esto permitird evidenciar la evolucién en cada instante de tiempo y
asi tener un mejor entendimiento del sistema en cuestion a partir de un determinado dato inicial,
este procedimiento es conocido como la formulacion de Valencia (Antén Ruiz et al., 2006). La
derivacion matemadtica de cada una de las ecuaciones se muestra a continuacion.
1.2.1. Ley de conservacion de lamasa. La primera de las ecuaciones de la GRRMHD,

dada por la ley de conservacién de la masa, puede ser reescrita en forma conservativa haciendo uso
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de la expresion para la divergencia de un cuadrivector

1
VAR = \/—__ga” (vV—gA*), (37)

en donde A* es un cuadrivector arbitrario y dy, son las derivadas parciales a lo largo de cada una
de las coordenadas empleadas (Poisson, 2004). Por tal razén, al hacer uso de dicha propiedad la

ecuacion (33) puede ser reescrita como

1

\/__gau (v—gput) =0. (38)

Expandiendo la expresion anterior en términos de su parte temporal y su parte espacial se obtiene

do (a/7pu°) + 9; (ay/7pu’) =0, (39)

en donde se ha tenido en cuenta la ecuacion (6). Reemplazando de manera explicita las com-
ponentes de la cuadrivelocidad del fluido mostradas en la expresion (31), se tiene que la ley de

conservacion de la masa en forma conservativa estd dada por

90 (/YD) +9; [ /7D (o' — B')] =0, (40)

donde se ha introducido una nueva variable conservativa D = W p, la cual corresponde a la densidad

de masa medida por el obsevador Euleriano.
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1.2.2. Ley de conservacion del tensor energia-momentum. Para describir apro-
piadamente la energia y el momentum de un determinado sistema fisico, se hace uso del tensor
energia-momentum T . Este es un tensor simétrico de segundo orden, construido en términos de la
densidad de energia, densidad de momentum y sus respectivos flujos medidos por un observador en
un determinado evento del espaciotiempo. Cada una de estas cantidades puede estar asociada con

todas las formas de materia y todos los campos no gravitacionales del sistema (Misner et al., 1973).

Las componentes del tensor energia-momentum 7V tienen un determinado significado
fisico, esto puede apreciarse con ayuda del cuadrimomentum p* = (E , p’). El tensor energia-
momentum se define como el flujo del u-momentum a través de una superficie con x¥ constante.

Es decir, que sus componentes cumplen que (Schutz, 2009):

7% = Flujo de energia a través de una superficie t = cte.
T% = Flujo de energia a través de una superficie x' = cte.
T = Flujo del i-momentum a través de una superficie t = cte.

T/ = Flujo del i-momentum a través de una superficie x/ = cte.

El significado fisico de las componentes del tensor energia-momentum puede ser apreciado en la
figura (4).

El tensor energia-momentum puede reescribirse bajo la descomposicién 3 + 1 de la Relati-
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Figura 4.
Componentes del tensor energia-momentum.

Densidad Flujo de
de energia energia

| |
TOO TOl TO2 TO3
TlO Tl 1 Tl 2 T13
T20 T21 T22 T23
T30 T31 T32 T33
|

Densidad de  Flujo de Presion
momentum momentum isotropica

T =

33

Nota. Significado fisico de cada una de las componentes del tensor energia-momentum. Imagen adaptada de Rezzo-

1la and Zanotti (2013).

vidad General de tal manera que la energia, momentum y sus respectivos flujos sean medidos por

el observador Euleriano. Para esto se hace uso del delta de Kronecker en términos de la métrica

espacial y la cuadrivelocidad Euleriana (ecuacion (17)), por lo cual se cumple

THY = 5“a5vﬁT‘w = (y*, —nng) <}/VB —nvnﬁ> TP

THY = T“ﬁnanﬁnunv — y“aTaBanv — n”naTaByvﬁ + Y”ayvﬁT“B.

(41)

Definiendo las cantidades U = T“ﬁnanﬁ, SH = —yH, ng TP ywhv = ™at'p T%B se tiene que el

tensor energia momentum puede ser reescrito como

™ =Un*n¥ 4+ S*n" +n*sV + WHY,

(42)
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en donde U, S* y WH*V son respectivamente la densidad de energia, densidad de momentum y ten-
sor de esfuerzos medidos por el observador Euleriano. De la expresion anterior se puede apreciar
que §O = WO = WHO = 0 debido a la definicién de la métrica inducida mostrada en la ecuacién

7).

Las expresiones de la energia y momentum en forma conservativa pueden ser obtenidas
al proyectar la conservacién de T*" (ecuacién (34)) en la base del observador Euleriano. Esta

proyeccion puede escribirse como

Vi T* e ] =TV le(oy] (43)

en donde e s, estan dados por (7).
1.2.2.1. Ley de conservacion de la energia. Laley de consevacion de la energia se
obtiene al hacer 6 = 0 en la expresion (43), con la identidad (37) la ecuacién anterior se convierte

cn

I [vV—8T*epyy] = vV—8TH"Vye)y- (44)

Al reemplazar (6) en la ecuacion anterior y debido a que ¢(q),, = ny, la expresion anterior puede

Ser reescrita como

0 (/7T ny) + 0; (/YT ny) = .7, (45)
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en donde .7 representa el término fuente de la ecuacidn, el cual explicitamente estd dado por
S = /—8TH Vyny. Al sumar a la expresion anterior la ley de conservacion de la masa (40) se

obtiene

o [v7(aT®ny +D)] +0; {7 [aT¥ny +D (' — B')]} = .7, (46)

en donde el primer factor del primer término corresponde a —U, esto se debe a que a7%n, =
—noT%ny = —T* nyny = —U. Por lo tanto, al definir una nueva variable T = U — D la expresién

anterior da como resultado

do(/77) + 9; {fy [—r[s" —aDvi+a (ElU — T"an)] } =_7. 47)

El tercer factor del segundo término corresponde a las componentes espaciales de la densidad de

momentum del observador Euleriano S’ (ecuacién (42)), por lo cual se cumple

St = —yiaTaBnﬁ =—(8'a+n'ng) T‘xﬁnﬁ,

. . . i .
S'= TP v =Ly riny, (48)
de esta forma la ecuacién (47) se transforma en

A (v7T) + 9 {7 [a (S'—DV)) —1B']} = 7. (49)



ESTUDIO NUMERICO DE CORRIENTES LAMINARES 36

Por tltimo, el término fuente .7 para el caso en el que se emplea una métrica espacial estacionaria

doy’* = 0 esta dado por (ver el apéndice (1) para su derivacion)
: : 1.
= ﬂ(S’aia—W’l&ﬁl—EW’kﬁl&yik). (50)

Reemplazando esta expresion en (49), la ley de conservacion de la energia en forma conservativa

(F)+ (V7 [0 (5' = D) - B} = V7 (W HB o+ Wap! - Saa ). 6D

Cabe resaltar que la conservacion de la energia se ha escrito en términos de la variable 7 de tal
forma que en el limite Newtoniano se recupere la densidad de energia (Palenzuela, 2013).
1.2.2.2. Ley de conservacion del momentum. La ley de consevacion del momen-

tum se obtiene al hacer o = k en la expresion (43), mediante la identidad (37) se obtiene

O [V —8T* ey ] = V—8TH"V ey (52)

Expandiendo la expresion anterior en términos de su parte temporal y espacial, esta se transforma

en

% [aﬂ (T(’Oe(k)o + TOle(k),ﬂ + o [a\/? (T"Oe(k)o + Ty, l)} — A, (53)
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en donde .7} es el término fuente de la ecuacion, el cual explicitamente estd dado por .7} =
vV —8TH*VV ey Al reemplazar cada una de las componentes de los vectores de la base Eule-

riana dadas en la ecuacién (13), se tiene que la expresion anterior se puede reescribir como

do [\/7 (OﬂTOOﬁk + OCTOIYM)} + 0 [\/7 (aT’Oﬁk + OCTﬂ?’kz)} =Sk (54)

El factor en el interior de la derivada temporal corresponde a las componentes covariantes de la

densidad de momentum medida por el observador Euleriano Sy, esto da como resultado

Sk = gkS’ = —gkv}’vaTaﬁnﬁ

Sk = —gkaTaBnﬁ —nkTaﬁnanﬁ. (55)

Aqui se puede apreciar que el segundo término se hace cero, esto se debe a que las componentes
covariantes espaciales de la cuadrivelocidad del observador Euleriano n; son nulas (ver la ecuaciéon
(11)). Al expandir la expresion anterior en términos de su parte temporal y espacial, el momentum

S se reescribe como

Sk = —gr0T®no — g1 T"no. (56)
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Ahora, reemplazando las componentes gxg, gx; del tensor métrico y la componente temporal ry de

la cuadrivelocidad Euleriana se tiene
S = aTPB+ a1y, (57)

Por otra parte, el factor en el interior de la derivada espacial puede obtenerse mediante la definicién

del tensor de esfuerzos mixto W% B el cual estd dado por

Waﬁ = Waagoﬁ = YauYGvT'uvgoﬁ‘ (58)

Al hacer en la expresion anterior @ = i, B = k y reemplazando la ecuacién (17), puede mostrarse

que la matriz de esfuerzos satisface
Wi =T+ T" g +n'groTno +n'gi Tno, (59)

multiplicando la expresion anterior por la funcién Lapso o y reemplazando las componentes gi,
g de la métrica covariante y las componentes 7/, ng de la cuadrivelocidad Euleriana, la expresién

anterior se convierte en

Wiy~ B! (aT OB+ ayT™) = T B+ Ty, (60)
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en donde se puede apreciar que el segundo término del lado derecho corresponde a la densidad de

momentum S dada en la expresion (57), por tal razén se obtiene
Wi — BiSy = aT B+ aTyy. (61)
Reemplazando las ecuaciones (57) y (61) en la expresion (54), esta puede ser reescrita como

o (ﬁSk) +0; [\/T/(aWik — ﬁiSk)} =%, (62)

en donde el término fuente .#} esta dado por (ver el apéndice (2) para su derivacion)

o .
S = ﬁ(EW’@m +Sl8kﬁl — U&ka) . (63)

Por tal razon, la ley de conservacion del momentum en forma conservativa es

3o (VTS) + 0 [T (W' — BiS)] = /7 (%wﬂakyﬂ 808" — Uaka) . (64)

Las expresiones (51) y (64) representan las ecuaciones de conservacion para la densidad de energia
y momentum asociadas a un tensor energia-momentum arbitrario, por esta razon dichas ecuaciones
son validas para describir la dindmica de cualquier fluido que se desee estudiar.

1.2.3. Ecuaciones de Maxwell de la Electrodindmica en medios materiales. Las

ecuaciones de Maxwell son un conjunto de cuatro ecuaciones que describen la dindmica del campo
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eléctrico E y el campo magnético B. Estas ecuaciones en el vacio satisfacen

E
V-E=p, V><B:J+88—t, (65)
V.B=0, VxE:—%—?, (66)

las cuales corresponden respectivamente a la ley de Gauss del campo eléctrico, la ley de Ampere-
Maxwell, la ley de Gauss del campo magnético y la ley de induccién de Faraday. En estas expre-

siones p, es la densidad volumétrica de carga eléctrica y J la densidad de corriente eléctrica.

Este conjunto de ecuaciones tiene la misma forma para cualquier observador y ademas es
invariante bajo transformaciones de Lorentz pero su forma no permite apreciarlo, por lo tanto es
necesario que estas sean reescritas de forma covariante (Carroll, 2019). Para esto es necesario in-
troducir un tensor que lleve toda la informacién de los campos eléctricos y magnéticos presentes en
el sistema, este se denomina tensor de Faraday y en términos de sus componentes contravariantes
se define como

FRY = 9HAY — 9VAH, (67)

en donde A* es el cuadripotencial dado por A* = ((D,Ai), cuya componente temporal ¢ corres-
ponde al potencial eléctrico y sus componentes espaciales A’ corresponden a las componentes del

potencial vectorial magnético. Teniendo en cuenta la definicion (67), las componentes covariantes
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y contravariantes del tensor de Faraday satisfacen

0 E E E 0 —E. —E, —E,
—E, 0 B, -B E. 0 B. —B
F,UV - 9 F;,LV — ) (68)
_Ey _BZ O Bx Ey _BZ () Bx
—~E, B, —B, O E, B, —B, 0

en donde E; y B; son las componentes de los campos eléctricos y magnéticos dados en una base de
coordenadas cartesiana. A partir del tensor de Faraday se puede encontrar su tensor dual mediante

la aplicacion del operador estrella de Hodge. Este tensor esta dado por
“puv = Lpwvap, (69)
- 2 n (Xﬁ )

en donde n”vaﬁ es el tensor de Levi-Civita para cuatro dimensiones®. De esta forma las compo-

2 El tensor de Levi-Civita se define como

+1 si(uvap) es una permutacién par de (0123),
ntveP = 1 i (uvaf) es una permutacién impar de (0123),

0  sidos o més indices se repiten.
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nentes covariantes y contravariantes del tensor dual de Faraday son iguales a

0 B B, B 0 —-B, —B, —B,
—B, 0 E, -E, B, 0 E. —E
N R . (70)
_By _EZ O Ex B) _EZ 0 Ex
B, E, —E 0 B, E, —E 0

El tensor de Faraday y su tensor dual pueden ser escritos en términos de la cuadrivelocidad y los
campos electromagnéticos presentes en el sistema. Para poder mostrar esto se considera un sistema
arbitrario &' que se encuentra en reposo, la cuadrivelocidad y los campos electromagnéticos en este

sistema estdan dados por

wt = (1,07, &E* = (0,E"), 2" = (0,B), (71)

por lo cual en el marco de referencia €, el tensor de Faraday y su dual en términos de los cuadri-

vectores &H, B y %/ * pueden ser reescritos como (ver el apéndice (3) para su derivacion)

FRY =gt gY — ErYY + VP Bous, (72)

TR =Yt B — BUY VP S, (73)

en donde las componentes de cada uno de estos dos tensores coinciden con las dadas en las ecua-
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ciones (68) y (70). Debido a que en este sistema de referencia las componentes temporales de
los campos &*, H y las componentes espaciales de la cuadrivelocidad Z7* son nulas, se puede

apreciar que se cumplen las relaciones

E-U =E U, =0, B-U = B Uy, =0. (74)

Ademds es facil ver que los campos &* y % en términos de la cuadrivelocidad, el tensor de

Faraday y su dual pueden ser escritos como

&t = FHVy,, BM =*FWVy,, (75)

cada una de las expresiones anteriores, a pesar que se obtuvieron considerando un sistema de
referencia particular, son vdlidas para cualquier sistema de referencia. Esto se debe a que son ecua-
ciones tensoriales y se cumple el principio de covarianza de la Relatividad General (Anton Ruiz,

2008).

Haciendo uso del tensor de Faraday se tiene que las ecuaciones (65) pueden ser reescritas
como

Oy F1Y = JH. (76)

en donde JV es el cuadrivector densidad de corriente dado por J¥ = (pq,Ji); esta expresion re-

presenta las ecuaciones no homogéneas de Maxwell donde se obtiene la ley de Gauss del campo
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eléctrico al hacer v = 0 y la ley de de Ampere-Maxwell al hacer v = i. De manera andloga, me-

diante el uso del tensor dual de Faraday se tiene que las ecuaciones (66) pueden ser reescritas como

dy ("FHY) =0, (77

las cuales corresponden a las ecuaciones homogéneas de Maxwell donde se obtiene la ley de Gauss
del campo magnético al hacer v =0y la ley de induccion de Faraday al hacer v =i (Ryder, 2009).
Las ecuaciones (76) y (77) pueden escribirse en Relatividad General debido a que son ecuacio-
nes tensoriales que cumplen el principio de covarianza y son validas para cualquier sistema de
referencia. Por lo tanto se puede considerar que estdn dadas en un sistema localmente inercial
(coordenadas normales) donde los simbolos de Christoffel son nulos; esto no es mas que el prin-
cipio de equivalencia de Einstein. Por esta razon, las derivadas parciales pueden sustituirse por

derivadas covariantes y el tensor de Levi-Civita por su densidad tensorial, de tal forma que

Vo (2" - Er U + P Bty ) = I, (78)

v, (@ﬂh@v _ BV —eﬂwﬁga%) —0, (79)

en donde e*V*P s la densidad tensorial de Levi-Civita, la cual en términos de sus componentes
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covariantes y contravariantes se define como

1
ghveb — \/—_—gn“vaﬁy Euvap = —V —8Muvap; (30)

siendo g el determinante del tensor métrico (Rezzolla and Zanotti, 2013). Para el caso particular en
el que se desean escribir las ecuaciones de Maxwell en medios materiales, la densidad de corriente
eléctrica J* se separa como

JH=J5 + Vvt (81)

en donde J]’f es la densidad de corriente eléctrica debida al movimiento libre de los eléctrones en
el plasma y el segundo término corresponde a las corrientes de polariacion eléctrica y magnética
inducidas en el interior de los iones del plasma. Las corrientes de polarizacién se escriben en

términos del tensor de polarizacion .#*", el cual estd dado explicitamente por

MM = pru¥ — pYut +£“Vcﬁmouﬁ, (82)

siendo p* y m* respectivamente los cuadrivectores de polarizacion eléctrica y de polarizacion

magnética en el marco comovil al fluido (Maugin, 1978).

En el formalismo 3 + 1 de la Relatividad General las expresiones derivadas anteriormente
para los campos electromagnéticos, el tensor de Faraday y su dual también serdn vdlidas para

el observador Euleriano y para el observador comovil con el fluido. Por tal razén, los campos
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electromagnéticos medidos por el observador Euleriano estdn dados por

Eu - F[,Lan7 Bu - *};"uvnv7 (83)

y los campos electromagnéticos medidos por el observador comovil por

et =F*Vu,, bt =*F*Vy,, (84)

en donde las cuadrivelocidades ny y uy son las mostradas en las expresiones (11) y (32). De las
expresiones anteriores se puede apreciar que los campos electromagnéticos medidos por el obser-
vador Euleriano son netamente espaciales debido a que E® = B® = 0, por esta razén los vectores E
y B serdn tangentes a cada una de las hipersuperficies X;. Por otra parte, los campos electromagné-
ticos medidos por el observador del fluido serdn campos cuyas cuatro componentes son diferentes

de cero, por esta razon los vectores e y b seran vectores espaciotemporales.

Las componentes de los campos electromagnéticos medidos por el observador comovil al
fluido se pueden calcular de manera explicita en términos de los campos electromagnéticos me-
didos por el observador Euleriano. En otras palabras, existe una transformacién de Lorentz para
los campos eléctrico y magnético entre estos dos observadores. Para el cdlculo de las componentes

del campo eléctrico e se hace uso de la ecuacidn (84), donde se escribe tinicamente el tensor de
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Faraday en términos de las cantidades medidas por el observador Euleriano, es decir que
et =F"y, = n“EV—E“nV—i—S“VO‘BBanﬁ Uy. (85)
La componente temporal de (85) se obtiene al hacer 4 = 0, lo cual da como resultado
P nOEvuv — Eonvuv + sovaouvBano, (86)

en donde se puede apreciar que el segundo y tercer término se hacen cero debido a que E° =

8OvocO 0

= 0, por lo que la expresién anterior puede reescribirse como e® = n®E‘u;. Al reemplazar
explicitamente las componentes n° y u; se obtiene que la componente temporal del campo eléctrico
e esta dada por

w .
e = EEZV,'. (87)

Las componentes espaciales de (85) se obtienen al hacer 1t = i, por lo cual se tiene
¢ =n'EVu, —E'n"u, + givop uyBang. (88)

Al tener en cuenta la ecuacion (22) en el segundo término, ademds de expandir los factores restantes
en términos de sus componentes temporales y espaciales, se tiene que la expresion anterior se
transforma en

¢ = I’liEkuk + WE' — l’loé‘OijkujBk. (39)
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Reemplazando cada una de las componentes de manera explicita y teniendo en cuenta que £%% =

€ 1as componentes espaciales del campo eléctrico e estan dadas por
i i Wk i ijk
e =WE' — EE B +aWe v;Bg. (90)

Para el cdlculo de las componentes del campo magnético b se hace uso de la ecuacion (84),
donde se escribe tnicamente el tensor dual de Faraday en términos de las cantidades medidas por

el observador Euleriano, de tal forma que
b = FFRVy, — [n“BV —B*n¥ — P Egng)| uy. 1)
La componente temporal de (91) se obtiene al hacer 4 = 0, lo cual da como resultado
b° = n°BYuy, — B°n"uy, — €2Y%0u, Egny, 92)

en esta expresion el segundo y tercer término se anulan debido a que B® = €%V = 0. Por lo tanto,

la componente temporal del campo magnético b estd dada por

w .
= EB’VI'. (93)
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Las componentes espaciales de (91) se obtienen haciendo u = i, de lo cual se obtiene
b = ntiuv — Binvuv — Sivaﬁu\,Eanﬁ. 94)

Expandiendo la expresion anterior en términos de sus componentes temporales y espaciales, se

tiene que las componentes espaciales del campo magnético b satisfacen
. W : iy
b =WB — EBkka’ — aWelkyE. (95)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (87), (90), (93) y (95), las transformaciones de Lorentz entre los
campos eléctrico y magnético medidos por los observadores Euleriano y comovil al fluido estdn

dadas por

w . . .
P {EEkvk, WE' — Bl + ocWe’k’kal] , (96)

w . . .
pH = {EBkvk,WBl — B — aWel’dvkE,] . 97)

Si suponemos que en el marco de referencia comovil al fluido no existe campo eléctrico, es

decir que e* = O, se tiene que el campo eléctrico medido por el observador Euleriano cumple

E' = —ae*yB, (98)

la cual corresponde a la condicion de la magnetohidrodinamica en el limite ideal (Mignone et al.,
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2019).

Andlogamente, los cuadrivectores p* y m* pueden ser calculados mediante contracciones

al tensor de polarizaciéon como

1
p“ = —//“Vuv, m“ = Eeuvaﬁ%\/auﬁ, (99)

en donde se ha tenido en cuenta que, tanto el cuadrivector de polarizacién eléctrica p* como el
cuadrivector de polarizaciéon magnética m*, son ortogonales a la cuadrivelocidad del fluido, es

decir, que se satisfacen las relaciones

p“uu =0, m“uu =0. (100)

Las expresiones anteriores son validas para cualquier sistema de referencia, por lo cual en el marco

de referencia del observador Euleriano se cumple

Ptny =0, M*ny =0, (101)

en donde P* y M* respectivamente son los cuadrivectores de polarizacion eléctrica y polarizacién
magnética medidos por el observador Euleriano. Mediante las expresiones (101) se puede apreciar
que los cuadrivectores de polarizacion eléctrica y magnética dados en el marco Euleriano seran

totalmente espaciales, por esta razén serdn tangentes a cada una de las hipersuperficies X; (Huang
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et al., 2010).

Las componentes de los cuadrivectores de polarizacion eléctrica y magnética medidos por
el observador comovil al fluido pueden ser calculadas en términos de los cuadrivectores de polari-
zacion medidos por el observador Euleriano. Es decir, existe una transformacién de Lorentz para
la polarizacién eléctrica y magnética entre estos dos observadores al igual que sucedia para los
campos electromagnéticos. Para el célculo de las componentes del cuadrivector de polarizacién
eléctrica del fluido p se hace uso de la ecuacion (99), donde se escribe unicamente el tensor de

polarizacién en términos de las cantidades medidas por el observador Euleriano, es decir que
pt=— (P”nv — PVt + S”VGﬁMGnﬁ> Uy. (102)
La componente temporal de (102) se obtiene al hacer p = 0, de lo cual se tiene

p? = nPky, (103)

en donde se ha tenido en cuenta que P° = €990 = (0. Al reemplazar explicitamente las componentes

n® y u;, se obtiene que la componente temporal del cuadrivector de polarizacién eléctrica p se
transforma en

w
P= " P (104)
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Las componentes espaciales de (102) se obtienen al hacer i = i, de manera que
pi= n'Pruy — P'nY uy, — noe™®OuM;, (105)

al tener en cuenta la ecuacion (22) se tiene que las componentes espaciales del cuadrivector de

polarizacién eléctrica p dan como resultado
i i Wk i ikl
p = WP —EP Vkﬁ —oWe™viM,;. (106)

Para el célculo de las componentes del cuadrivector de polarizacién magnética del fluido m se hace
uso de la ecuacidn (99), donde se escribe el tensor de polarizacion en términos de las cantidades

medidas por el observador Euleriano, es decir
1

mt = Eguvaﬁ (Pvl’la — Pony + 8VO“’PJMGHI)) up,

1
mu - e'uvaﬁPvnauﬁ — EevaﬁuevagpMo-npuﬁ. (107)

Empleando en el segundo término la identidad evo‘ﬁ“evacp =-2 <5ﬁ05“ p— SH 58P p> (Gour-

goulhon, 2012), se tiene que el cuadrivector m* puede reescribirse como

mMt = S”VO‘BPvnauﬁ +M%ugn* + WMH. (108)
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La componente temporal de (108) se obtiene al hacer pt = 0, lo cual da como resultado
m® = n'MFru,, (109)

en donde se ha tenido en cuenta que M? = g0VOB — o, Reemplazando las componentes n° y uy, la

componente temporal del cuadrivector m se transforma en
w
m® = EMkvk. (110)

Ahora, las componentes espaciales de (108) se hallan haciendo u = i, de manera que estas cumplen

m' = noe™ Py + M’ + WM’ (111)

Por tal razén, las componentes espaciales de m se pueden reescribir como
i i Wk i ikl
m =WM _EM viB'+ aW e v . (112)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (104), (106), (110) y (112), las transformaciones de Lorentz de

la polarizacion eléctrica y magnética entre los observadores Euleriano y comovil al fluido satisfa-
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cen las relaciones

w . . .
pH = {Ekak,WP’ —p'Bi - aWe”‘lkal} , (113)

mt = bM"vk,WM’ —m’B'+ ocWe”"kaz} : (114)

Estas transformaciones coinciden con las dadas en De Groot and Suttorp (1972) para el caso de
Relatividad Especial.

1.2.3.1. Ecuaciones de Maxwell en medios materiales en forma conservativa. Pa-
ra escribir las ecuaciones de Maxwell homogéneas en forma conservativa se escribe la expresion

(79) en términos de las cantidades medidas por el observador Euleriano, esto es

1
V-8

o [V=g (nB" "B — "% Eqng ) | = 0. (115)

Ahora, expandiendo la expresion anterior en términos de su parte espacial y temporal, esta puede

reescribirse como

9 (v/=gn"B") +0; [\/—_g (n"B“ B — noso“ilEl>} —0. (116)

Al hacer en la expresion anterior 4 = 0 y utilizando la ecuacién (6) se obtiene

3 (v/7B') =0, (117)
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la cual no es mas que la ley de Gauss del campo magnético bajo el formalismo 3 + 1 de la Relati-
vidad General. Por otra parte, al hacer en la ecuacién (116) u = k se tiene que dicha expresion se

puede reescribir como
% (\/—gnOBk> 40, [\/—g (n"Bk B — noso"”E,)] —0. (118)

Reemplazando el determinante del tensor métrico g y las componentes de la cuadrivelocidad Eu-

leriana n, la ecuacion anterior se transforma en
% (ﬂB") 4o, [\/17 (Biﬁk _ BBk~ azs"”Elﬂ —0, (119)

la cual no es mds que la ley de induccion de Faraday en forma conservativa.

Para escribir las ecuaciones de Maxwell no homogéneas en medios materiales en forma
conservativa se procede de manera similar al caso anterior. Por lo tanto, la ecuacién (78) en tér-
minos de las cantidades medidas por el observador Euleriano, teniendo en cuenta la densidad de

corriente eléctrica dada en la expresion (81), se transforma en

dv [\/—g <n“Ev —n'EH* -I—e“vaﬁBanﬁﬂ = \/—gJ}L +dy [\/—g (P“nv — PVt + S“V‘xﬁManﬁﬂ .
(120)
El cuadrivector densidad de corriente libre J]‘f , se reescribe bajo la descomposicion 3 + 1

de tal manera que se pueda separar en términos de una parte espacial tangente a cada una de
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las hipersuperficies espaciales ¥, y una parte temporal paralela al vector unitario n. Para esto se
hace uso de la definicion del delta de Kronecker dada en la ecuacion (17), de tal forma que este

cuadrivector puede ser reescrito como

Iy =84 JY = I —ntnyJy. (121)

Definiendo las cantidades p, = —J}’nv y j‘fi =y VJ}’, el cuadrivector densidad de corriente libre
se convierte en

Ji = pgt + jiy, (122)

en donde p, es la densidad volumétrica de carga libre medida por el observador Euleriano y jjf es
un vector espacial tangente a cada una de las hipersuperficies X, el cual representa la densidad de
corriente eléctrica producto al movimiento libre de cargas. Por tal razén, expandiendo la expresion

(120) en términos de su parte espacial y temporal esta se reescribe como

00 (V=g °EH) +3; [ V=g (oEX — B+ noe B, )| = =g (pun + ]

=3 (V=8n"P") +3; |v/=g (P'nt — Pl 4 noe®h;) | (123)

Al hacer u = 0 en la expresion anterior y empleando la ecuacion (6) se obtiene

% (V77 = /oy (124
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en donde Z' es el vector de desplazamiento eléctrico medido por el observador Euleriano, el cual se
define como &' = E' 4 P!. La expresién anterior no es mas que la ley de Gauss en un medio material
bajo la descomposicion 3 + 1 de la Relatividad General. Finalmente, al hacer en la ecuacion (123)

W = k se obtiene

do <\/—_gnOEk> +0; [\/—_g <niEk —nkE! +n080kilBl>} =—/—g (pan _|_jj§>

— <\/—_gn0Pk> o [\/—_g (Pink o noe()k”Mlﬂ : (125)

Al reemplazar el determinante del tensor métrico g y las componentes de la cuadrivelocidad Eule-

riana n, la ecuacion anterior se reduce a
% (ﬁ.@k) o [ﬁ (gf[sk _Bigky azeﬂdﬂ,ﬂ — 7 (pqﬁk _a j§> : (126)

en donde H' es el vector de intensidad magnética medido por el observador Euleriano, el cual se
define como H' = B' — M'. La expresion anterior no es mas que la ley de Ampere-Maxwell en

forma conservativa.

Al contraer la ecuacién (126) con el cuadrivector dj y tener en cuenta la expresion (124) se

obtiene

o (Vieg) + 3k |7 (afs—B°)| = ai{ o [vr (7" - 784 |} (127)

la cual corresponde a la ecuacién de continuidad de la carga eléctrica para el caso de Relatividad
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General. Por tal razon, el sistema de ecuaciones de la GRRMHD (40), (51), (64), (119), (126)
y (127) puede escribirse de manera compacta como un sistema de ecuaciones conservativo de la

forma

o (VYU) + 9 (VIF') = /78, (128)

donde U es un vector de variables conservativas, F' es un vector de flujos a lo largo de cada direc-
cién espacial y S es un vector de fuentes. Cada uno de estos vectores estdn dados explicitamente

por

U=\ D, s, 1, B %% p, | (129)

D (o' — B)
W' — BSk

, o (S'—Dv') —tp!
Fl

) (130)
Bi[))k o Bin o azsiklEl

@iﬁk o Bi-@k + a28ilel

ojl— B’
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SWokyy + Si0kB' — Udyor
%W”‘Bl&lm + Wilgiﬁl — S,
S= , (131)
Ok

pB* — O‘]?

sodalvr (78 - p'7")|}

este sistema de ecuaciones es valido para un tensor energia-momentum arbitrario asociado a cual-
quier distribuciéon de materia o campos no gravitacionales. Por tal razon, si se desea describir la
dindmica de un plasma no ideal polarizado eléctrica y magnéticamente se deben definir expli-
citamente las cantidades U, S' y W', a partir de un tensor energia-momentum que lleve toda la
informacion acerca de cada una de las contribuciones de interés, ademds de especificar la forma
del vector espacial de densidad de corriente libre j;i. En las siguientes secciones se muestra el
procedimiento matemadtico para la obtencién de cada una de dichas cantidades fisicas.
1.3. Tensor energia-momentum para un fluido conductor no ideal polarizado

El tensor energia-momentum asociado a un plasma no ideal, relativista y polarizado elec-
tromagnéticamente puede ser escrito como la superposicion de cada una de sus contribuciones
independientes como

T=T;+Tm+T,, (132)
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endonde Ty, T,y y T, son respectivamente los tensores energia-momentum para un fluido per-
fecto, para el campo electromagnético y el asociado a la polarizacién del material. Por tal razén,
de la ecuacion (42) se puede apreciar que la energia, momentum y tensor de esfuerzos para este

sistema estardn dadas por

St =S\ + Sk, +Sh, (134)
WHY = WY L WhY + Wi, (135)

en donde en cada una de las expresiones anteriores el primer término se debe a la contribucion
del fluido perfecto, el segundo término a la contribucién del campo electromagnético y el tercer
término a la contribucién de la polarizacion del plasma. La forma explicita de cada uno de dichos
términos se discutird a continuacion.

1.3.1. Tensor energia-momentum del fluido perfecto. Se dice que un fluido es
perfecto cuando no presenta conduccion de energia en forma de calor, no presenta viscosidad y
ademads luce is6tropo en su marco de referencia comovil. Que no exista conduccion de energia
en forma de calor implica inmediatamente que el flujo de la densidad de energia es nulo, por lo
tanto se tiene que 7% = T = 0. Por otra parte, la viscosidad es consecuencia de las fuerzas de
friccién o esfuerzos cortantes entre dos elementos de volumen adyacentes en el fluido. Que no
exista viscosidad significa que sélo se presentaran fuerzas normales a las paredes del elemento de

volumen del fluido, es decir, que 7?* = 0 cuando i # k. Por tltimo, que el fluido luzca isétropo es
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reflejo de que las fuerzas por unidad de drea en cada una de las direcciones espaciales son iguales,
lo cual significa que la presion p en todas las paredes del elemento de volumen serd igual, esto
implica inmediatamente que la parte espacial del tensor estd dada por T = p&*. Por lo tanto, el
tensor energia-momentum para un fluido perfecto en su representacion matricial en el marco de

referencia comovil estd dado por

T, = : (136)

donde € es la densidad de energia total en un elemento de volumen del fluido y p es la presién
termodindmica (Schutz, 2009). La expresion anterior implica que el tensor para el fluido perfecto
puede reescibirse como

T;=phu®u+pg, (137)

donde £ es la entalpia especifica del fluido, la cual estd dada por

_ETP ey P (138)
P P

h

siendo € la energia interna especifica del fluido. El tensor de la ecuacién (137) es vélido para

cualquier sistema de referencia debido a que es una expresion covariante, por tal razén es inde-



ESTUDIO NUMERICO DE CORRIENTES LAMINARES 62

pendiente del sistema de coordenadas empleado. Ademas, la presion p y la energia interna € estan
relacionadas mediante una ecuacion de estado de la forma p = p(p, €) (Shibata, 2015). A lo largo

de este trabajo se empleard la ecuacion de estado para un gas ideal, la cual estd dada por
p=peC—1), (139)

donde I es el indice adiabatico del gas.

Para determinar la contribucién de la energia, momentum y el tensor de esfuerzos asociadas
al fluido perfecto se parte de las definiciones dadas en la descomposicién 3 + 1 del tensor energia
momentum de la expresion (42). Por tal razén, la contribucién de energia del fluido perfecto se
encuentra como

Ur= T;Wnunv = (phu*u” + pgt¥)nuny, (140)

haciendo uso de las ecuaciones (8) y (22), se obtiene que la energia asociada al fluido perfecto esta
dada como

Up = phW? — p. (141)

La contribucién para el momentum del fluido perfecto se encuentra mediante la expresion

St =~V TP ng = —TPng—n'Uy. (142)
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Al reemplazar en la ecuacion anterior las componentes de la cuadrivelocidad del observador Eu-
leriano n y las componentes le-o del tensor energia momentum del fluido perfecto, la expresion
anterior se transforma en

Sk = phw?/'. (143)
Por udltimo, el tensor de esfuerzos asociado al fluido perfecto cumple que
Wik = o FpT2P = T+ Tk ng + ' Tng + n'nUy. (144)

Reemplazando las componentes T}O, T}k del tensor energia momentum y las componentes de la

cuadrivelocidad Euleriana, el tensor de esfuerzos asociado al fluido perfecto estd dado por
Wi = phWwihk + py. (145)

1.3.2. Tensor energia-momentum del campo electromagnético. De acuerdo a las
ecuaciones de Maxwell de la Electrodindmica, se sabe que el campo electromagnético almacena
energia y momentum. Por esta razén es adecuado asociar a dicho campo un tensor T, que brinde
informacion acerca de la densidad de energia, densidad de momentum y sus respectivos flujos. Este

tensor en términos de sus componentes contravariantes se escribe como (Ripperda et al., 2019)

1
TV — FROEY, — Zg”VFO‘BFaB. (146)
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Para el caso de Relatividad General, el tensor energia-momentum del campo electromagnético, en
términos de los campos e, b y la cuadrivelocidad del fluido u, puede reescribirse como (ver el

apéndice (4) para su derivacion)
THY _ 1 uv JIRY 2 b2 KoV _ pipY uavapy b vV uoBy b 147
o = | 58" +uu (" +b%) —ete’ — —u!e " PYequgby —u'e" Plequpby, (147)

en donde ¢ = e%eq y b> = b%b. Para encontrar la energia, momentum y matriz de esfuerzos
asociada al campo electromagnético medida por el observador Euleriano es conveniente reescribir
la ecuacién anterior en términos de cada una de las cantidades medidas por dicho observador. Esto
se puede realizar debido a que esta es una ecuacion tensorial y segun el principio de covarianza de la
Relatividad General debe tomar la misma forma independiente del marco de referencia empleado.
Por esta razon, el tensor energia-momentum asociado al campo electromagnético escrito en el
marco de referencia del observador Euleriano es

1
THY = (Eg”v +n“nv> (E*+B*) —EMEY - B"BY

— eV PYEng By —n" e* *PYEyng By, (148)

La energia asociada al campo electromagnético medida por el observador Euleriano se encuentra

mediante U,,, = Te%vnunv, donde 7}%‘/ es el tensor dado en la expresion (148). Por esta razon, la
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contribucion de la energia del campo electromagnético estd dada por

Uen = = (E*+B%), (149)

| =

en donde se ha tenido en cuenta que los campos electromagnéticos son ortogonales a la cuadri-
velocidad Euleriana, es decir, que £ “nﬂ = B“nu = 0. La contribucién del momentum del campo

electromagnético puede encontrarse mediante la expresion

Som=—Y T ng = —T0n0 —n'U,p,. (150)

Al reemplazar las componentes del tensor energia-momentum y de la cuadrivelocidad Euleriana

de forma explicita se tiene que el momentum asociado al campo electromagnético satisface

s. =aeMEB,, (151)

en donde se puede apreciar que corresponde al vector de Poynting. Por dltimo, el tensor de esfuer-

zos asociado al campo electromagnético WX cumple

W =Y oV g Tl = Thy + Tomn*ng + n'Toxng + n'n* Uem, (152)
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el cual puede mostrarse que de manera explicita satisface la expresion

wik — % (E*+B?*) y* -~ E'E* — B'B, (153)
esta ecuacion corresponde al tensor de esfuerzos de Maxwell.

1.3.3. Tensor energia-momentum asociado a la polarizacion. La respuesta de un
determinado material cuando estd sometido a un campo electromagnético externo consiste en la
generacion de un campo electromagnético propio, este fendémeno se denomina polarizacion del
material. El tensor energia-momentum que describe tanto la polarizacién eléctrica y magnética

para un determinado material estd dado por (Chatterjee et al., 2015)

TR = (FF g tl ™ +F" g tl ™). (154)

| =

En términos de los cuadrivectores p, my la cuadrivelocidad del fluido u, el tensor energia-momentum
asociado a la polarizacién del plasma puede reescribirse como (ver el apéndice (5) para su deriva-

cion)

1 1
T =—b%mg (g"" +ut'u") + 3 (bHmY +mHbY) + e* putu’ — 3 (pHe¥ + et pY)

1 1
— Euugvocoﬁ (eamguﬁ +bapGuB) — Euve”acﬁ (eamguﬁ —|—bap6uﬁ) , (155)

en donde se puede apreciar que en el caso en que el campo eléctrico y la polarizacion eléctrica

son nulos e = pt* = OM (caso ideal) el tensor de polarizacion se reduce al dado en el articulo de
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Pimentel et al. (018a). Para encontrar la energia, momentum y tensor de esfuerzos medidos por el
observador Euleriano asociado a la polarizacion es adecuado escribir el tensor energia-momentum
T, en términos de cada una de las cantidades medidas por dicho observador, por tal razén este

tensor, en el marco de referencia Euleriano, estd dado por

1 1
TH = — B*My (g" +nMn") + 5 (B*M" +M"B") + E*Pon*n’ — 5 (PHEY +E*PY)

1 1
— €Y% (EaMong + BaPong) — 5n"e!*P (EaMong + BaPong) . (156)

La energia asociada a la polarizaciéon medida por el observador Euleriano esta dada por U, =

Tp” Vn”nv, donde Tp“ V es el dado en la expresion (156). Por esta razon, la contribucion de energia

debido a la polarizacion da como resultado
U, =E%Pq, (157)

en donde se ha hecho uso de las expresiones (101). La contribucion al momentum del sistema

puede encontrarse mediante la expresion
Sh =Y o T ng = —Tny —n'U,. (158)

Reemplazando las componentes del tensor energia-momentum T, y las componentes de la cua-

drivelocidad Euleriana, se llega a que el momentum debido a la polarizacién del material satisface
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. o
S, = —Eslkl (ExM; + ByP,). (159)

Por tltimo, el tensor de esfuerzos debido a la polarizacion se calcula como
Wl’;k = }fia}/kﬁ Tp‘xﬁ = Tlik + Tlfonkno + niTlg)kno + ninkUp, (160)
del cual puede mostrarse que, de manera explicita, estd dado por
Wik — —BIMy* +% (B’Mk +M’B") - % (P"E" +E’P"> . (161)

Finalmente, la energia total asociada al plasma no ideal polarizado teniendo en cuenta las contri-

buciones (141), (149) y (157) es igual a
1
U:phWZ—p+§(E2+BZ)+EkPk. (162)
El momentum total teniendo en cuenta las contribuciones (143), (151) y (159) cumple

. . . o
St = phW*/ + ae'™EB,, — Eelkl (ExM; +BP)), (163)
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y el tensor de esfuerzos total teniendo en cuenta las contribuciones (145), (153) y (161) satisface

. . 1 . .
WH* =phW>vivk + {p+ 5 (E*+B%) —BZMI] y*—E'EF

BB 43 (B’Mk +M’Bk> -3 <P’Ek n E’Pk) , (164)

estas serdn las expresiones de energia, momentum y matriz de esfuerzos empleadas en el sistema
conservativo de la ecuacién (128).
1.4. Ley de Ohm covariante

Laley de Ohm es una relacidn constitutiva entre el campo eléctrico y la densidad de corrien-
te eléctrica libre para un determinado sistema. Esta describe la respuesta de un material (sistema
de muchas particulas) a un determinado estimulo externo. La ley de Ohm para el caso Relativista
puede ser escrita de manera covariante. Para esto se asume una relacién constitutiva lineal en el
marco Euleriano dada por

J§ =" Ey, (165)

en donde "V es el tensor de conductividad eléctrica y j}t es el vector espacial de densidad de
corriente. En general el tensor de conductividad eléctrica es un tensor anisétropo, el cual es una
funcidn de la densidad, la temperatura y los campos magnéticos presentes en el sistema. Sin embar-

go, si los campos magnéticos son lo suficientemente débiles este tensor puede ser reescrito como

o'V =ogh, (166)
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donde o es la conductividad eléctrica del medio, la cual es una funcién de la densidad y la tem-
peratura, ademds de ser una funcién que lleva toda la informacién acerca del material en cuestion

(Anile, 2005). Por tal razén la ecuacién (165) se reduce a

Ji§ = oE". (167)

Considerando que la expresion anterior estd dada en el marco Euleriano esta puede ser escrita en
términos del tensor de Faraday segtn la expresion (83), por lo cual es facil ver que esta ecuacion
se transforma en

J§ =oF"n,. (168)

Al reemplazar la expresion anterior en (122), la densidad de corriente eléctrica toma la forma

J}L =—n'Jiny +oF""ny, (169)

esta ecuacion es valida para cualquier sistema de referencia debido al principio de covarianza de

la Relatividad. En el marco de referencia del fluido esta expresién toma la forma

oF*Vy, = JJ‘f +ut Ty, (170)
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en donde la parte temporal de la ecuacion anterior se obtiene al hacer u = 0, lo cual da como
resultado

o F % = )+ u” (huo + T ) (171)

Reemplazando las componentes de la cuadrivelocidad del fluido # y teniendo en cuenta que el

campo eléctrico estd dado por FO% = E*, la expresién anterior puede ser reescrita como
w
GEX :—('k - 2). 172
ve=— (Jjve—pgv (172)
Por otro lado, la parte espacial de la ecuacién (170) se obtiene al hacer yt = i, lo cual conduce a
o (Fuq+ Fu) = Tyl (Suo -+ T ) (173)

teniendo en cuenta, segin la ecuacion (68), que la parte espacial del tensor de Faraday satisface

Fik = ¢kl B; 1a expresi6n anterior se transforma en

oW [Ei <a -~ Bkvk> +€iklkal] = ]’f - pqai +W? (vi _ %) (j_’;vk — pq> . (174)

Al despejar jj‘cvk en la ecuacion (172) y reemplazarla (174) se obtiene que la densidad de corriente

espacial j;} estd dada por

Jy = pgV' + oW {E’ (OC — ﬁkvk> + e*y B — aE v (v’ — %)} ) (175)
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Es usual escribir esta ecuacidon en términos del coeficiente de resistividad, el cual se define como
el inverso de la conductividad eléctrica, 1 = 1/o. Por lo tanto, la densidad de corriente espacial

puede reescribirse como
. W T . . i
];, = pqu + H {El ((X — ﬁkvk> + Elklkal — OtEka (Vl — %)} y (176)

esta ecuacion no es mds que la generalizacion de la ley de Ohm para Relatividad General.
1.5. Ecuaciones de la RRMHD con polarizacion magnética en forma conservativa

A pesar de que se han deducido las ecuaciones de la GRRMHD, en este trabajo se empleara
la métrica de Minkowski, la cual es la que gobierna la geometria del espaciotiempo para el caso
de Relatividad Especial. La métrica de Minkowski en términos de sus componentes covariantes y

contravariantes estd dada por

-1 0 0 O
0O 1 00
" =nuy = . (177)
0 010
0 0 01

Comparando la expresion anterior con las componentes del tensor métrico g de la ecuacién (5),

puede apreciarse que la funcién lapso, el vector de corrimiento y la métrica espacial para el caso
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de Relatividad Especial satisfacen

a=l, Bl =0, Y =8, (178)

Por tal razén, el sistema de ecuaciones de la GRRMHD dado en la ecuacién (128) puede reescri-

birse como

U + o,F =8, (179)

en donde se ha tenido en cuenta que el determinante de la métrica inducida es y = 1. Aqui, el
vector de variables conservativas U, el vector de flujos F' y el vector de fuentes S estdn dados

explicitamente por

D DV 0
Sk Wi O
T . S'—Dv! 0
U— | Fi— , S = . (180)
Bk _niklEl Ok
@k nilel _.]f‘
Pq j} 0
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siendo
D =pW, (181)
. , . 1 .
St =phW*/ +n'"™EB,, — znl’d (ExM; + ByP)) (182)
1
T=phW?—p+ 3 (E*+B*) + ExP* - D, (183)
i 2. | ! i i
Wi =phWvivy + p+§(E +B%) —B'M;| 8'x —E'Ey
i Lo i 1o i
—BBk+§(BMk+MBk)—§(PEk+EPk), (184)
en donde se ha tenido en cuenta que el determinante del tensor métrico estd dado por g = —1. En

este trabajo s6lo se considerardn materiales lineales, homogéneos e is6tropos, por esta razon, los
vectores de polarizacién eléctrica y magnética cumplirdn respectivamente una relacion constitutiva
lineal con los vectores de desplazamiento eléctrico e intensidad magnética. Esta relacion estd dada

explicitamente por

PP =x.E, M =y H', (185)

en donde X, y X son respectivamente las susceptibilidades eléctrica y magnética del medio ma-
terial. Teniendo en cuenta las expresiones (185), los vectores de desplazamiento eléctrico e inten-

sidad magnética en términos de los campos electromagnéticos del sistema pueden ser reescritos
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como

. . . . B! B!
2'=(1+y.)E'=€E", H' = =—, 186
(1+2e) T (186)

donde € y u corresponden a la permitividad eléctrica y permeabilidad magnética del medio mate-
rial. A partir de la expresion anterior, se puede mostrar que la relacidn entre el campo magnético y

el vector de polarizacion magnética satisface

Mi—yB = %" _pi (187)

L X
La relacion anterior permite describir materiales lineales polarizables magnéticamente como los
materiales diamagnéticos y paramagnéticos, en los cuales y,, serd negativa para materiales dia-
magnéticos (), < 0) y positiva para materiales paramagnéticos (), > 0). Empleando las ecuacio-
nes (185) y (187), la variable 7, la densidad de momentum y el tensor de esfuerzos para un fluido

conductor polarizado electromagnéticamente estdn dadas por

St —phW2Vi + (1 + %) nMEB,, (188)
1
T=phW?—p+ = (E*+B?) + x.E* - D, (189)

2

. . 1 .
Wi =phWviv, + {p +5 (E*+B?) — xlﬂ 5k

—B'Bi(1—x) - E'E(1+ %), (190)
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en donde se tuvo en cuenta que Xen = X — X- A partir de las expresiones anteriores, puede mos-
trarse que las variables D, S, T y sus respectivos flujos dados en la ecuacién (180) coinciden con
las expresiones mostradas en Ripperda et al. (2019) para el caso en que las susceptibilidades mag-
nética y eléctrica son nulas, es decir, que X, = X. = 0. Estas ecuaciones también son totalmente
equivalentes a las presentadas en Pimentel et al. (018a) cuando ), = 0 y para el caso en el que
se considera magnetohidrodindmica en el limite ideal, es decir, que el campo eléctrico satisface

E = —v x B (ecuacién (93)).

Por tltimo, la generalizacién de la ley de Ohm presentada en la ecuacion (176) para el caso

de Relatividad Especial estard dada por
. w
Jf:pqv+F[E—|—v><B—(E-v)v], (191)

la cual corresponde a la presentada en Miranda-Aranguren (2018). De esta expresion se puede
apreciar que en el limite de la Magnetohidrodindmica ideal  — O (conductor perfecto) se recu-
pera la condicién E = —v x B, esto se debe a que el campo eléctrico no tiene ninguna componente
a lo largo de la direccién de movimiento ya que ¢ = 0 (Palenzuela et al., 2009). Por otra parte, en
el limite resistivo ) — oo se tiene que j ¢ = pqV, por lo cual se cumple la ecuacion de continuidad

para la densidad de carga (Mignone et al., 2019).
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2. Métodos Numéricos

Las ecuaciones de la RRMHD con magnetizacion forman un sistema de ecuaciones dife-
renciales parciales no lineales y acopladas, lo cual hace casi imposible encontrar una solucién
analitica a este problema. Por tal razén, surge la necesidad de resolver dichas ecuaciones mediante
métodos numéricos que permitan llegar a una solucion aproximada. Ciertos métodos numéricos
como el de diferencias finitas son ineficientes a la hora de solucionar dichas ecuaciones, esto se
debe a que el sistema de ecuaciones presenta discontinuidades independientemente del dato inicial
implementado. Por tal razén, para resolver dicho sistema de ecuaciones se hara uso del cédigo CA-
FE, el cual se basa en los métodos de alta resolucién para la captura de choques (High Resolution

Shock Capturing Methods HRSC).

En este capitulo se explican brevemente los elementos que conforman el cédigo CAFE,
asi como los métodos numéricos que tuvieron que ser modificados con el fin de implementar
los términos resistivos al sistema de ecuaciones de la RMHD con polarizacion magnética. Por
ultimo, se muestran las pruebas numéricas de tubos de choque que permiten validar el codigo
CAFE resistivo en el limite ideal (0 — o) y se muestra una primera aproximacion de estas pruebas
para un fluido no ideal polarizado magnéticamente.

2.1. Cédigo CAFE
El cédigo CAFE (Code for the study of Astrophysical Fluids and Energetic events) es un

codigo numérico especializado en resolver las ecuaciones tridimensionales de la RMHD ideal
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acopladas con las ecuaciones de campo de Einstein. Este cddigo se ha usado para estudiar dife-
rentes escenarios astrofisicos relacionados con la generacion y liberacion de grandes cantidades
de energia. En la primera versiéon de CAFE (version netamente hidrodinamica) se estudiaron las
oscilaciones del cono de choque formado en el proceso de acrecion de un gas ideal supersonico
en un agujero negro. Para este problema se consideraron dos tipos de agujeros negros, un aguje-
ro negro de Schwarzschild (Lora-Clavijo and Guzman, 2013) y un agujero negro rotante descrito
mediante las coordenadas de Kerr-Schwarzschild y Boyer-Lindquist (Cruz-Osorio et al., 2012).
En la segunda version de CAFE se adicionaron al c6digo las ecuaciones de campo de Einstein, lo
cual permiti6 estudiar el crecimiento del horizonte de eventos de un agujero negro en el proceso
de acrecion de fluidos de radiacién (Lora-Clavijo et al., 2013b) y de materia oscura colisionan-
te (Lora-Clavijo et al., 2014). En ambos casos se consideré un fluido perfecto que obedecia la
ecuacion de estado de un gas ideal. Posteriormente se acoplaron las ecuaciones de Maxwell al c6-
digo CAFE (Lora-Clavijo et al., 2015), esto permiti6 estudiar un fluido conductor que se mueve a
velocidades relativistas bajo el formalismo de la RMHD ideal. Debido a que la polarizacién mag-
nética del material podria ser relevante en algunos sistemas astrofisicos como discos de acrecién
o pulsares, Pimentel et al. (018a) anadieron al cdigo CAFE los términos de polarizacién mag-
nética que permiten describir materiales diamagnéticos y paramagnéticos. Esto permitié estudiar
el impacto que tiene el cardcter magnético del fluido en la acrecion de Toros en agujeros negros
de Kerr (Pimentel et al., 018b) y la amplificacién del campo magnético en inestabilidades como
la de Kelvin-Helmholtz (Pimentel and Lora-Clavijo, 2019). En este capitulo se muestra el proce-

so mediante el cual se agregaron los términos resistivos al cédigo CAFE, con el fin de estudiar
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el mecanismo de Reconexién Magnética generado por una Corriente Laminar. A continuacion se

explican brevemente los métodos numéricos implementados en CAFE.

El codigo CAFE resuelve el sistema de ecuaciones de la RMHD mediante el mérodo de
lineas, el cual consiste en discretizar las derivadas espaciales para convertir el sistema de ecuacio-
nes diferenciales parciales en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en cada punto de
la malla numérica. Posteriormente, el sistema resultante se evoluciona en el tiempo mediante un
determinado integrador numérico (Saucez et al., 2001). Particularmente CAFE realiza la discretiza-
cion espacial mediante el método de voliimenes finitos y emplea un Runge-Kutta como integrador

temporal.

La finalidad del método de volimenes finitos es resolver un sistema tipo conservacion de la

forma

diq + 9. f(q) +9,g(q) +d:h(q) = s(q), (192)

en donde g es un vector de variables conservarivas, f, g y h son los flujos a lo largo de cada una de
las direcciones espaciales y s es un vector de fuentes. El método consiste en integrar la ecuacion
(192) en un volumen de control espacio-temporal V = AtAxAyAz, este volumen pertenece a una
malla donde el tiempo y el espacio se discretizan como " = nAt, x; = iAx, y; = jAy 'y zx = kAz
(siendo n, 7, j y k numeros enteros). El dominio del volumen V a lo largo de cada una de las coor-

denadas estd dado en los intervalos [¢",/" 1], [x;_y 2, %0105 [Vic1/2:j41/2) ¥ [2k—1/2: 2051 2] -



ESTUDIO NUMERICO DE CORRIENTES LAMINARES 80

El volumen de control V puede apreciarse graficamente en la figura (5) para el caso de una sola

dimension espacial.

Figura 5.
Volumen de control en el método de volimenes finitos.
+ — Az —]
tn-i—l _|_
n+i n41 n41
Ci—+12 ° C; Y L4 Ci:12 At
i 5 1
g X

Nota. Discretizacion espacial de la malla numérica mediante el método de volimenes finitos. Aqui se muestra el

volumen de control espacio-temporal V = ArAx correspondiente a una sola dimensién espacial.

Del proceso de integracion sobre el volumen de control V se obtiene que

ot —g At [Fn+1/2 n+1/2} At [Gn+1/2 Gn+1/2]

ijk T2iLjk T A [T 12T T 12 _A_y k+1/2 7 k=12
At Tont1)2 antl)2 n+1/2
-5 [HiH/z —Hl._l/z] +80 A (193)

n . . . : n+1/2 Antl/2
en donde @7 ;  es el promedio espacial del vector de variables conservativas, F, /2 Gj 112
Hn—H/Z

k+1/2 SON los promedios espacio-temporales de los flujos a lo largo de cada una de las direc-

ciones espaciales y S7 es el promedio espacio-temporal del vector de fuentes. Cada uno de estos



ESTUDIO NUMERICO DE CORRIENTES LAMINARES

promedios estdn dados explicitamente por

1 Xiv1/2 [Vj+1/2  [Zk+1/2
= " dxdyd
i,jk AXAyAZ /x / / q( ,X,y,Z) xayaz,

i-1/2 YYj-1/2 JZ%-172

tn+1

1/2 1 Yit1/2  [Zk+1/2
F?L//z = AtAyAz /tn / / f g (t.xix1)2,,2) ] drdydz,

Yi—1/2 YZk—1/2

tn+
n+1/2

G /xz+1/2 /Zk+1/2 >] didxd
; txa)"j:12z taxaz,
JE2 AtAxM o v Jui JE1/2

n+1
n+1/2 !

i+1/2 y]+1/2 d d d
kel/2 AtAxAy/, /l U / [q (t7xvy72kil/2)} tdxdy,

Yi-1/2

s i+1/2 [Yj+1/2 [Zhk+1/2 rdedod
t t .
bk AIAXAyAZ/z / —1/2 / / S[q( ,X,y,z)] xayaz

Yi-1/2 YZ-1/2

81

(194)

(195)

(196)

197)

(198)

Finalmente, la expresion (193) puede ser reescrita usando el método de lineas como (Toro,

2013)

dQijx  Firipju—Ficipje  Gijriox—Gij-1)24
e Ax Ay
Hijirp—Hijk-1p
Az

+Sijk

(199)

El principal inconveniente del método de volimenes finitos es que los promedios espacio-
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temporales de los flujos mostrados en las expresiones (195)-(197) estdn dados en las interceldas,
por dicha razén estos deben calcularse de forma numérica para posteriormente poder emplear el
integrador Runge-Kutta. Para lograr este proposito, el codigo CAFE aproxima cada una de las
componentes del vector de variables conservativas g como funciones por pedazos a la izquierda
y derecha de las interceldas numéricas, definiendo asi un problema de Riemann en cada una de
ellas. Existen diversas formas de aproximar dichas funciones, ya sea por medio de constantes, li-
neas rectas o polinomios. Particularmente el cédigo CAFE puede aproximar dichas variables con
reconstructores como el Godunov, Minmode, MC (Monotonized Central), MC Beta o Superbee.
Posteriormente se emplea el resolvedor aproximado de Riemann HLLE para obtener cada uno de

los flujos numéricos en las interceldas de la malla.

El método HLLE consiste en resolver el problema aproximado de Riemann tnicamente
mediante el conocimiento de los autovalores de las matrices Jacobianas del sistema de ecuaciones
tipo conservacion (192). Empleando el convenio de suma de Einstein dicho sistema puede ser
reescrito como

. ) 0 i
A +A'(9)2g=5(a). Alg) =5 (200)

en donde A’ (q) son las matrices Jacobianas a lo largo de cada una de las direcciones espaciales.

Teniendo en cuenta lo anterior, la ecuacion que describe los flujos numéricos a lo largo de la
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direccion x en cada una de las interceldas segun el resolvedor HLLE esta dada por

HILE A f (qiL+1/2,j,k> —Af <q§+1/2,j,k> +ATAC (qurl/Z,j,k _qiL+1/2,j,k>
Fi+1/2,j,k = A — S ,

(201)

en donde ql.Leri /2,jk SO0 los valores de las variables conservativas definidos a izquierda y derecha de
la intercelda, A" y A. son los autovalores méximos y minimos de la matriz Jacobiana a lo largo

de la direccion x, los cuales explicitamente estdn dados por
A = méx (o, Ak, A{;.)) : A" = min (o, Ak, A(’;.)> : (202)

siendo l{;) y A(IE) los autovalores a lo largo de x a izquierda y derecha respectivamente (Guzman
et al., 2012). La expresion (201) puede ser generalizada para los flujos numéricos a lo largo de las

direcciones y y z como

L — (R — (R L
HILE A'g (qi,j+1/2,k) —A8 (qi,j+1/2,k> + A4 (qi,j+1/2,k _qi,j+1/2,k)
ij+1/2,k = )\{ _ AJ )

(203)

L “h(aR — (R L
HLLE A h (‘Ii,j,k+1/2> —Ah (‘Ii,j,k+1/2> +A7A; (qi,j,k+1/z - qi,j,k+1/2>
ijk+1/2 = A A :

(204)

Finalmente, los flujos HLLE de las expresiones (201), (203) y (204) seran los empleados en

el método de volumenes finitos de la ecuacion (199). La estructura de valores propios caracteristica
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de las ecuaciones de la RMHD ideal con polarizacién magnética implementada en el c6digo CAFE

se puede encontrar explicitamente en el articulo de Pimentel et al. (018a).

El campo magnético ademads de satisfacer una ecuacion de evolucion estd sometido a una
ecuacion de ligadura que debe garantizar a cada paso de tiempo que V- B = 0. Sin embargo,
debido a los errores numéricos dicha ligadura se deja de satisfacer y su valor empieza a crecer
rapidamente lo cual conduce a resultados sin sentido fisico. Por esta razén, se deben emplear
estrategias numéricas que garanticen que la ligadura del campo magnético se satisfaga en cada paso
de tiempo (Hirschmann et al., 2006). La técnica empleada inicialmente por el c6digo CAFE para
hacer cumplir la ecuacién de ligadura es el método del transporte de flujo restringido (Evans and
Hawley, 1988), sin embargo, en este trabajo dicha ligadura se garantizard mediante el método de la
limpieza de la divergencia (Dedner et al., 2002). Este método convierte las ecuaciones de ligadura
en ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas mediante la adicién de dos campos escalares,
esto hace que las ecuaciones de ligadura se puedan incorporarar al método de volimenes finitos y
sea facil su implementacién numérica. Este método se explica detalladamente a continuacion.
2.2. Limpieza de la Divergencia

El método de limpieza de la divergencia consiste en resolver un sistema de ecuaciones
de Maxwell modificado, en el cual se convierten las ecuaciones diferenciales parciales elipticas
de Maxwell (V-2 = pq y V-B = 0) en ecuaciones diferenciales parciales hiperbélicas. Esto se
realiza agregando, a las ecuaciones de Maxwell covariantes, la divergencia de dos nuevos campos

escalares auxiliares o pseudo-potenciales ¢ y y, ademds de adicionar un término difusivo ajustable
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por un determinado pardmetro k. Por lo tanto, las ecuaciones de Maxwell en medios materiales

bajo este método se escriben como

Vy (FRY —ygh") = J7 + V.t " — iy yn, (205)

Vy (CFHY — 9g"") = — Ky pn*, (206)

en donde Ky y Ky son las constantes de ajuste para los términos de difusién de los campos ¢
y ¥ respectivamente (Miranda-Aranguren, 2018). Haciendo uso del tensor de Faraday, su tensor
dual, el tensor de polarizacién y el cuadrivector densidad de corriente libre (122), las expresiones

anteriores pueden reescribirse como

dy [\/—_g (n“EV —n"E* + "V Byng — l//g‘“’)} =v—g <pqn“ ~l—j§f — Kl,,l//n”>

+o, [\/—_g (P“nv _ PVt 4 s“V“ﬁManﬁ>] o Qo7)

dy [\/—_g (n“BV —n"BH — e"VeBE g — ¢gﬂv)} = V=g (—Kp0nt) . (208)

La parte temporal de la ecuacion (207) se obtiene al hacer pt = 0, lo cual da como resultado

v (@)l ralvi(7 - 58)] = vier— e @9)

o
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La parte espacial se obtiene al hacer yu = i, de lo cual se obtiene

o [vr(7+ L8| +a {\/? [ﬁ"@"—ﬁ@" — o’ H +y (O‘Vk B ﬁTﬁkﬂ }

= V7|B (o~ ky¥) —ajy|.  10)

Para el caso de Relatividad Especial, en el que se emplea la métrica de Minkowski, estas dos

expresiones se reducen a

Iy

EJFV'-@:Pq—Kw% (211)
209 .
7:V><H—V1;/—]f. (212)

La parte temporal de la ecuacion (208) se obtiene al hacer pt = 0, lo cual da como resultado
a (P a i q) i _
o (VY <) e VY| B —aﬁ ==K 9, (213)
mientras que su parte espacial se obtiene al hacer y = i, de lo cual se obtiene

o

% {W(Bi_i_q)ﬁi)} +ak{W[Bin_BkBi_i_azgiklEl_i_(p(ayik_%ﬁk)]}

=Tk 0B (214)
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Estas dos expresiones en el caso de Relatividad Especial se reducen a

10

5 =V B—k9, (215)
JB

5 = ~VxE—-V¢. (216)

Se puede apreciar de forma directa que cuando se considera el caso trivial en que Yy =
¢ = 0 las ecuaciones (211), (212), (215) y (216) reducen a las ecuaciones de Maxwell en medios
materiales ordinarias. Para entender de una mejor manera porqué la introduccién de los campos
escalares ¥ y ¢ remueven las violaciones de la divergencia del campo magnético se tomard la

derivada temporal de las ecuaciones (211) y (215), esto da como resultado

%y 09 op oy
(%)= 1D
9%¢ JoB ¢
= (5) @

Reemplazando las ecuaciones (212) y (216) en las expresiones anteriores se tiene que estas se

transforman en

02 p )
a—tlzll—l—V-(VxH)—Vzl/I:a—tq-i—V-]f—Kw

oy

e (219)
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%9

)
w_v-(VxE)JrVZq)—Kq, ¢

—. 220
o (220)
Haciendo uso de la ecuacion de continuidad de la carga (127) para el caso de Relatividad

Especial, y debido a que V- (V x A) = 0 para cualquier campo vectorial A, se tiene que estas

expresiones se reducen a

92 P 92 d
T =V R =V @20

Estas expresiones pueden reescribirse en términos del operador D’ Alambertiano [J = d*d,, como

Uy = K‘W%—Z/, Lo = K(p%—(f. (222)

La ecuacion anterior muestra que los campos escalares ¥ y ¢ siguen una ecuacién de onda
amortiguada cuya velocidad de propagacion es la velocidad de la luz. Ademads estos campos se
disipan a las tazas ky y Ky (siendo ky y Ky mayores que cero). Esto significa que los campos vy y
¢ tenderdn a cero a medida que el tiempo avance, recuperando asi las ecuaciones de Maxwell en

medios materiales originales y expulsando los errores numéricos fuera del dominio en considera-

cién (Penner, 2011).

Debido a que este método aumenta el sistema de ecuaciones tipo conservacion, se tiene que

los vectores de variables conservativas U, vector de flujos F' y vector de fuentes S de la ecuacion
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ecuacion (179) deben ser modificados. Teniendo en cuenta las ecuaciones de Maxwell en medios

materiales aumentadas y la expresion (186), estos vectores se transforman en

Pq

1 :k
sjf

_K'(P(])

Pg — Ky

Y

(223)

en donde S, T y Wi son los dados en las ecuaciones (188)-(190) y j} es el vector dado en la

ecuacion (191).

2.3. Recuperacion de las variables primitivas

Gracias a los métodos numéricos implementados en el cédigo CAFE, uinicamente se evo-

lucionan las variables conservativas U, sin embargo, los flujos del sistema de ecuaciones también

estan en términos de las variables primitivas % = [p, v, p] . Por esta razon es necesario obtener

las variables % en cada paso de tiempo para el calculo de los flujos en las interceldas de la malla

numérica. Debido a que no es posible encontrar las variables primitivas en términos de las varia-
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bles conservativas # (U) ya que se obtiene una ecuacion trascendente, es necesario encontrar las
variables primitivas en cada paso de tiempo de forma numérica. Para dicho propésito, las ecuacio-
nes (188) y (189) se reducen a una séla ecuacion en términos de una nueva variable Z, cuyas raices
se encontraran mediante un algoritmo numérico que combina los métodos de Newton-Rhapson y
Biseccion. Debido a que en este trabajo se considera un fluido no ideal, es necesario modificar
las ecuaciones mostradas en Pimentel et al. (018a). A continuacién se describe explicitamente el

proceso de obtencion de la nueva ecuacidn a resolver.

Definiendo una nueva variable Z = phW?, se tiene que la densidad de momentum dada en
la expresion (188) puede reescribirse en términos de Z como

Si—zvi (1 n ?%) Nk EB,. (224)

A partir de la expresion anterior, se tiene que las componentes de la velocidad del fluido estan

dadas por

V=

§'— (1+ %) n™ ExB

7 (225)

Con el fin de obtener de manera explicita el factor de Lorentz W en térmiminos de las
variables conservativas, se calcula el cuadrado de la norma de la velocidad v* = vivi. Esto da como

resultado (ver el apéndice (6) para su derivacion)

i 2
S =4 Zem) NYSEB + (14+%2)° [ E2B — (E-B)”
V2 = > . (226)
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A partir de la ecuacién (25) se puede apreciar que el cuadrado de la norma de la veloci-
dad cumple que v = 1 — W2, Por tal razén el factor de Lorentz en términos de las variables

conservativas y la variable Z esta dado por

(S

: 2
S = 2+ Len) NMSiERBy + (1+ %2)? |E2B? — (E - B)?

W(Z) - 1 - Zz 9

(227)

donde

n'"S:EB; = Sy (EyB, — E,By) + Sy (E.By — ExB;) + S, (ExBy — E\B,) . (228)

Ahora, la variable conservativa T dada en la expresion (189) puede ser reescrita en términos de Z
como

1
T=Z—p=D+ 5 (E*+B’) + L E”. (229)

Teniendo en cuenta las expresiones para la entalpia del fluido (138) y la ecuacion de estado del gas

ideal (139), la presién puede ser reescrita en términos de la variable Z como

F—l) {Z—DW(Z)} 230)

Z) =
Por lo tanto, se ha convertido el sistema de ecuaciones (181), (188) y (189) en una ecuacién
no lineal para la variable Z. Dicha ecuacion corresponde a la ecuacién (229), en donde p y W
estdn dadas en las ecuaciones (227) y (230). El c6digo CAFE resuelve esta ecuacion mediante la

combinacion del método de Newton-Raphson y el de Biseccion, encontrando asi las raices de la
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funcion

f(Z):Z—p(Z)—D—T+%(E2+BZ)—|—er2:0. (231)

Si en la ecuacidon anterior se considera el caso ideal en que el campo eléctrico estd dado por

E' = —n"y;B;, ademds de considerar susceptibilidad eléctrica nula x, = 0, la funcién f(Z) se

reduce a la presentada en el articulo de Pimentel et al. (018a).

Debido a que el método de Newton-Raphson involucra la primera derivada de la funcién a
la que se desea calcular sus raices, es necesario encontrar la primera derivada de f(Z) respecto a

la variable Z, la cual estd dada por
L =], (232)

La derivada de la presién p(Z) respecto a la variable Z se calcula a partir de la ecuacién (230), la

cual estd dada explicitamente por

(P (1 -0%) ]

en donde la derivada del factor de Lorentz W (Z) respecto a la variable Z estd dada explicitamente
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por (ver el apéndice (7) para su derivacion)

} 3 {(2 ¥ Aem) WM EB — S2 — (1 + 7%’”)2 [EZB2 _(E .3)2} } . (234)

Una vez hallada Z, se recupera el factor de Lorentz de (227), la presion terminodindmica de (230)
y la densidad de masa mediante p = D/W (Z).
2.4. Pruebas numéricas

En esta parte del trabajo, para validar el c6digo CAFE con términos resistivos, se verificard
el comportamiento de la solucién en el limite ideal. Para este propdsito se realizaron una serie
de experimentos numéricos en una sola dimensién espacial conocidos como pruebas de tubos de
choque. Los tubos de choque son un tipo especial de problema de Riemann, los cuales consisten
fisicamente en un tubo lleno de un determinado fluido dividido en dos secciones por una membra-
na removible en la posicién x = xg. El fluido se caracteriza por tener en su configuracion inicial
valores diferentes de sus variables primitivas a izquierda y derecha de la membrana, siendo cada
uno de estos valores constantes. En un tiempo posterior se remueve la membrana del tubo per-
mitiendo que el fluido se mueva de la seccién de mayor presiéon a la de menor presion, logrando
que la discontinuidad decaiga en dos ondas no lineales que se propagan en direcciones opuestas

(Lora-Clavijo et al., 2013a).

La configuracion del tubo de choque que se considera en esta seccion es el presentado en

el articulo de Dionysopoulou et al. (2013), aqui se considera que la membrana esta situada en la
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posicién x = 0.5 perteneciente al dominio numérico x € [0, 1] y que los valores de las variables de

estado a derecha e izquierda de la discontinuidad estan dados por

pl=1.0, pR=0.125,

pt=1.0, pR=0.1, (235)
L R

B =05, BX =—0.5,

en donde los indices R y L denotan las variables a derecha e izquierda respectivamente. Todas
las variables restantes del fluido se consideran inicialmente iguales a cero en las dos regiones del
tubo de choque. La evolucion de la configuracion anterior en el caso de MHD ideal genera dos
ondas rdpidas, una onda de rarefaccion que se propaga a la izquierda de la membrana y una onda
de choque que se propaga en direccidn opuesta. Ademads de lo anterior, en todas las simulaciones
realizadas se considerd un indice adibatico de I = 2, susceptibilidad magnética de valor constante
e igual en las dos secciones del tubo de choque y susceptibilidad eléctrica nula ), = 0.0. Se empled
el reconstructor Minmode para aproximar las variables a derecha e izquierda y se evolucioné tem-
poralmente el sistema de ecuaciones mediante un Runge-Kutta de cuarto orden. A continuacion se
muestran los resultados obtenidos en cada una de las simulaciones realizadas.

2.4.1. Tubo de choque resistivo sin polarizaciéon magnética. Como primera parte
de la prueba se considera una susceptibilidad magnética nula y,, = 0 en todo el dominio numérico,
donde se empled una resolucién espacial de Ax = 1,/200 y un factor de Courant de 0.25. El resulta-

do de esta simulacion se presenta en la figura (6), la cual muestra las soluciones de la componente
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By, del campo magnético para los valores de conductividad eléctrica de o = 0, 10, 10? y 10° en
el tiempo ¢ = 0.4, ademds de mostrar la solucién exacta correspondiente al caso de MHD ideal.
En esta grafica se puede apreciar que la solucion resistiva tiende suavemente a la solucidn exacta
cuando la conductividad eléctrica aumenta, esto se debe a que la condicion de MHD en el limite
ideal se cumple cuando ¢ — co.

Figura 6.
Componente By del campo magnético para diferentes conductividades eléctricas.

0.6

0.4 \ NG

0.2 \ \
0.0
N
02 Exacta ——
c=0 —

-0.4 o =10
=\
-0.6 0.=10 \\\\
/
-0.8
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Nota. Componente B, del campo magnético para las conductividades eléctricas o = {0, 10,102, 103} y su solucién

exacta en el tiempo ¢ = 0.4.

Como segunda parte de la prueba se emple6 una conductividad eléctrica fija de o = 103,
una susceptibilidad magnética nula ), = 0 para todo el dominio numérico y un factor de Courant
de 0.25. El resultado de la simulacion se presenta en la figura (7), la cual muestra el perfil de la
componente B, del campo magnético para las resoluciones espaciales Ax =1/100, 1/200, 1/400,

1/800 y 1/1600 para el tiempo ¢t = 0.4. Mediante esta simulacidén se puede apreciar que incluso
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en presencia de choques, la solucién de las ecuaciones de la RMHD resistiva también tiende a la
solucién de la RMHD en el limite ideal a medida que la resolucién espacial aumenta.

Figura 7.
Componente By del campo magnético para diferentes resoluciones espaciales.

0.6
N
0.4 NG
0.2
0.0
5, \
0.2
Ax=1/100 \
04 & Ax=1/200 ——
Ax=1 ?400 — \
Ax=1/800 —— -
0.8 : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Nota. Componente By del campo magnético para las resoluciones espaciales Ax = {1,/100, 1,/200,1/400,1/800,

1/1600} en el tiempo ¢ = 0.4.

Debido a que las simulaciones mostradas en esta seccién concuerdan con las presentadas
en los articulos de Palenzuela et al. (2009) y Dionysopoulou et al. (2013) se puede apreciar que la
implementacién de los términos resistivos en el codigo CAFE fue un éxito. Esto permite validar el
cddigo numérico en el régimen no ideal.

2.4.2. Tubo de choque resistivo con polarizacion magnética. Para la segunda
prueba numérica se empled un factor de Courant de 0.25 en cada una de las simulaciones mostra-
das. Aqui se consideraron varios valores de susceptibilidad magnética para evidenciar el compor-

tamiento de materiales diamagnéticos y paramagnéticos en presencia de diferentes valores de con-
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ductividad eléctrica. Las simulaciones se realizaron con una resolucién espacial fija de Ax = 1/400
para un plasma cuya conductividad eléctrica tenia los valores de ¢ = 0, 10, 10% y 10* consideran-
do los valores de susceptibilidad magnética ), = +0.20, £0.10, £0.05 y 0.00. Las soluciones

numéricas obtenidas bajo estos pardmetros para el tiempo ¢ = 0.4 pueden apreciarse en las graficas

(8)-(11).

En la gréfica (8) se puede apreciar que para el caso en que la conductividad eléctrica es
nula se presenta una onda de contacto aproximadamente en x = 0.7, la cual se propaga a la mis-
ma velocidad independientemente de la susceptibilidad magnética del material, aqui también se
puede observar que a medida que la conductividad eléctrica crece dicha onda desaparece. En las
graficas (9)-(11) se puede apreciar que para los casos en que la conductividad eléctrica tiene un
valor pequefo y diferente de cero no se presentan estados constantes en ninguna de las variables
de estado del fluido, esto presenta un primer impedimento para concluir el tipo de ondas que se
generan en el tubo de choque bajo el formalismo de la RMHD no ideal. Sin embargo, a medida
que la conductividad eléctrica crece se presentan choques mas definidos y constantes, esto permite
observar la generacion de una onda de choque y una onda de rarefaccion en el lado derecho e iz-
quierdo del dominio respectivamente, también se puede apreciar la influencia que tiene el caracter
magnético del material en las variables de estado del fluido para cada una de las ondas. En la onda
de rarefaccion se puede evidenciar que variables como la densidad, presiéon y magnitud del campo
magnético presentan un valor menor si la susceptibilidad magnética disminuye, sin embargo, esta

onda se propaga mas rapido si el fluido es diamagnético. Para el choque del lado derecho se puede
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Figura 8.
Tubo de choque de o = 0 para diferentes susceptibilidades magnéticas.
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Nota. Tubo de choque de conductividad o = 0 para diferentes valores de susceptibilidad magnética y,,. Simulaciones

realizadas para una resolucién espacial de Ax = 1,/400 en un tiempo ¢ = 0.4.
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Figura 9.

Tubo de choque de o = 10 para diferentes susceptibilidades magnéticas.
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Nota. Tubo de choque de conductividad o = 10 para diferentes valores de susceptibilidad magnética y,,. Simulacio-

nes realizadas para una resolucién espacial de Ax = 1/400 en un tiempo ¢ = 0.4.
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Figura 10.
Tubo de choque de & = 10 para diferentes susceptibilidades magnéticas.
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Nota. Tubo de choque de conductividad ¢ = 10 para diferentes valores de susceptibilidad magnética y,,. Simulacio-

nes realizadas para una resolucién espacial de Ax = 1,/400 en un tiempo ¢ = 0.4.
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Figura 11.

Tubo de choque de o = 103 para diferentes susceptibilidades magnéticas.
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Nota. Tubo de choque de conductividad ¢ = 103 para diferentes valores de susceptibilidad magnética . Simulacién

realizada para una resolucién espacial de Ax = 1/400 en un tiempo ¢ = 0.4.
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apreciar que la magnitud del campo magnético disminuye si la susceptibilidad magnética aumenta,

sin embargo, la velocidad y densidad del fluido son mayores para fluidos paramagnéticos.

También puede observarse en la grifica (8), correspondiente al limite resistivo, que los
estados constantes en las variables hidrodindmicas tendrdn pricticamente el mismo valor indepen-
dientemente de la susceptibilidad magnética del material, efecto que no sucede en las variables
electromagnéticas del fluido. Adicionalmente, se observa que para el caso de o = 0 que las on-
das rapidas se propagan a la misma velocidad independientemente de y,,, efecto que desaparece
a medida que la conductividad eléctrica aumenta. Finalmente, en las graficas (8)-(11) se aprecia
que entre mas pequeio sea el valor de la conductividad eléctrica, el efecto de la susceptibilidad

magnética disminuird unicamente en las variables hidrodindmicas del plasma.
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3. Corrientes Laminares y Reconexion Magnética

La reconexi6on magnética se ha reconocido por ser un fenémeno fisico capaz de liberar
grandes cantidades de energia en varios escenarios de interés astrofisico. Esto se lleva a cabo me-
diante la conversion de la energia magnética del sistema en energia cinética y térmica. Diferentes
modelos tedricos apuntan a que la generacion de una corriente laminar resistiva puede desencade-
nar el mecanismo de Reconexion. En este capitulo se presenta una breve descripcién acerca del
mecanismo de formacion y las principales caracteristicas de una corriente laminar, posteriormente
se presentan las simulaciones realizadas en el c6digo CAFE con el fin de determinar la influencia
del cardcter magnético del fluido en el proceso de Reconexion.

3.1. ;Qué es una Corriente Laminar?

La mayoria de plasmas astrofisicos pueden tratarse adecuadamente bajo el formalismo de
la MHD ideal, donde la disipacién Ohmica es despreciable y las lineas de campo magnético son
arrastradas por el movimiento del fluido. Sin embargo, existen excepciones donde la resistividad
toma un papel fundamental como en regiones donde se presentan intensas concentraciones de
corriente y la energia magnética del sistema puede ser disipada (Priest, 1985). Dichas regiones
se denominan corrientes laminares. Una lamina de corriente o corriente laminar, es una lamina
delgada portadora de una densidad de corriente a través de la cual el campo magnético del sistema
cambia en direccién, magnitud o ambos. Ya que por definicién dicha ldmina posee una corriente,
esta s6lo puede presentarse en medios conductores tales como plasmas (Priest and Forbes, 2000).

En otras palabras, la presencia de lineas de campo magnético orientadas en direcciones opuestas
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confirma la existencia de una corriente laminar (Somov, 2013). Una representacion grafica de una

lamina de corriente puede apreciarse en la figura (12).

Figura 12.
Representacion 2D para una corriente laminar.

Nota. Representacion 2D para una corriente laminar. Aqui se muestra una ldmina de corriente perpendicular al plano

del gréfico y la direccién de su campo magnético.

Las corrientes laminares se originan en regiones del espacio en las cuales el campo mag-
nético es cero. Dichas regiones se conocen como puntos nulos o puntos X. Los puntos X son de
interés porque determinan un gran numero de fendémenos astrofisicos. Estos aparecen comunmen-
te en regiones donde interactian flujos provenientes de mas de una fuente de campo magnético y
representan su caracteristica topoldgica mds importante, ya que son lugares donde ocurre una re-
distribucion del flujo magnético cambiando la conectividad de las lineas de campo (Somov, 2012).
El proceso de formacién de una corriente laminar a partir de un punto X puede apreciarse grafi-
camente en la figura (13). Se puede observar que el campo magnético en la vecindad del punto
inicialmente tiene una estructura hiperbdlica (figura (13a)) y en este punto, aunque el campo mag-

nético es nulo, el campo eléctrico no lo serd (E # 0). Esto induce una corriente / a lo largo del



ESTUDIO NUMERICO DE CORRIENTES LAMINARES 105

punto X. El campo magnético que se genera debido a la corriente I cambia la topologia inicial del
campo, esto ocasiona la formacién de dos puntos X a la derecha e iquierda del punto inicial como
se muestra en la figura (13b) (Biskamp, 2000). Posteriormente, en los puntos X; y X> se induciré
nuevamente una corriente / debido al campo eléctrico, esto ocasiona la formacién de dos nuevos
puntos X y un cambio en la topologia del campo magnético. El resultado final serd la generaciéon

de una lamina de corriente como se muestra en la figura (13c).

Figura 13.
Formacién de una corriente laminar.

(a) (b) (c)

N/

Nota. Proceso de formacién para una Corriente Laminar debido a la aparicién de un punto X.

La formacién de una ldmina de corriente cuya resistividad es diferente de cero implica
que la energia magnética almacenada a su alrededor serd rapidamente disipada y convertida en
otras formas de energia, esto se debe a que sin importar qué tan pequefia sea la resistividad se
romperd la condicién de plasma ideal ocasionando que en dicha region la difusién del campo
magnético sea dominante (Chiuderi and Velli, 2015). El mecanismo de difusiéon ocasiona que las

lineas del campo magnético pasen a través de la corriente laminar cambiando su topologia inicial,
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este fenomeno fisico se denomina Reconexion Magnética (Birn and Priest, 2007). El principal
efecto de la reconexion magnética es convertir la energia magnética del sistema en otras formas de
energia, las cuales pueden ser energia en forma de calor (mediante disipacion ohmica) o energia
cinética por medio de la aceleracion de las particulas que conforman el plasma. El fenémeno de
reconexion magnética también permite la generacién de ondas de choque y turbulencia en el fluido,
estos fenomenos estdn asociados a la generacion de fuertes campos eléctricos los cuales pueden
acelerar las particulas que conforman el plasma (Priest, 2014). Una representaciéon grafica de la
topologia del campo magnético después de la reconexién magnética puede apreciarse en la figura
(14).

Figura 14.
Reconexion de las lineas de campo magnético.

-
>

Y

A
A

Nota. Representacion grifica de las lineas de campo magnético después del mecanismo de Reconexién.

Si el fendmeno de reconexién magnética sucede en varios puntos de la corriente laminar
la topologia final del campo magnético se asemejard a la mostrada en la figura (15). Esta confi-
guracion final del campo magnético es consecuencia de una inestabilidad magnetohidrodindmica

denominada rearing instability, la cual se debe al caricter inestable de la corriente laminar. Esta
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configuracion muestra regiones donde el campo magnético se organiza en circuitos cerrados, los
cuales reciben el nombre de islas magnéticas o de plasmoides para el caso de tres dimensiones
espaciales (MacTaggart and Hillier, 2020). La formacién de esta inestabilidad puede ser entendida
facilmente pensando en la corriente laminar como una sucecién continua de lineas paralelas que
transportan una determinada corriente eléctrica (figura (12)). Debido a que los alambres que trans-
portan corrientes paralelas se atraen este sistema serd altamente inestable. Esto genera que una
pequeiia perturbacion en la configuracion inicial desplace las corrientes unas hacia otras logrando
la formacidn de grupos de corrientes que dan origen a las islas magnéticas (Kadomtsev, 1987). Se
cree que estos plasmoides pueden ser los responsables de diversos fendémenos astrofisicos que se
han observado relacionados con la astrofisica de altas energias, esto se debe a que los plasmoides

pueden colisionar entre si liberando grandes cantidades de energia (Takamoto, 2018).

Figura 15.
Tearing instability.

Nota. Generacién de islas magnéticas o plasmoides en una lamina de corriente.

Con el fin de obtener una primera aproximacion a los efectos que introduce la polarizacion

magnética del fluido en el proceso de Reconexidn, en las siguientes secciones se presentan una
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serie de pruebas numéricas que se realizaron con ayuda del codigo CAFE resistivo a partir de un
dato inicial correspondiente a una corriente laminar perturbada.
3.2. Configuracion inicial para la Corriente Laminar

En esta parte del trabajo, la configuracién inicial para la Corriente Laminar perturbada que
se implementd en el codigo CAFE esta basada en los articulos de Komissarov et al. (2007) y
Zenitani et al. (2010). El dato inicial corresponde a una Corriente Laminar de Harris ubicada en el
plano xz que se propaga a lo largo de la direccién —z, es decir, la ldmina de corriente es normal
al eje y y su plano de simetria se encuentra en y = 0. El dominio numérico donde se estudia la
prueba es en [—1.0,1.0] x [—1.0,1.0] perteneciente al plano xy. Las variables hidrodindmicas que

se consideraron para el plasma estdn dadas por
p=p=1.0, vy =V, =v,=0.0. (236)
Las variables electromagnéticas consideradas para el plasma corresponden a

By, =B. =00, E,=E, = p, = 0.0,

B, = Bytanh (%) , E —— (@) cosh ™2 G) : (237)

en donde / es el grosor de la corriente laminar y 7 la resistividad del plasma. En esta configuracién
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se considera una perturbacion en la componente y del campo magnético de la forma

0By = by sin (7x). (238)

Y los valores empleados en las constantes de las expresiones anteriores estdn dados por

1=0.1, By = 1.0,

n =0.001, by = 0.05. (239)

Ademads de lo anterior, se empled un valor nulo para la susceptibilidad eléctrica y, = 0.0 y
los campos escalares empleados en el método de Limpieza de la Divergencia se inicializaron como

funciones Gaussianas, las cuales estdn dadas por

x2_|_y2>

0.04 (240)

o=y = 10*8exp <—

en donde las constantes de ajuste para los términos difusivos de los campos escalares tienen los
valores Ky = Ky = 100. Con el fin de tener un mejor entendimiento de la corriente laminar imple-
mentada, en el grifico (16) se presenta el dato inicial ( = 0) de la componente z de la densidad de
corriente eléctrica libre en escala de colores, la cual se calcula mediante la ecuacién (191). Ademas
de la anterior, en dicha gréfica también se puede apreciar la configuracién inicial de las lineas de

campo magnético generadas por la corriente laminar.
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Figura 16.
Corriente laminar numérica.

Nota. Configuracion inicial para la corriente laminar. Aqui se muestra la componente j; de la densidad de corriente

eléctrica (escala de colores) y las lineas de campo magnético generadas por la Idmina de corriente.

3.3. Resultados Numéricos

La configuracion inicial descrita en la seccidn anterior para la corriente laminar se evolucio-
n6 mediante el sistema de ecuaciones dado en la expresion (223). Aqui se empled una resolucién
espacial para el dominio numérico de Ax = Ay = 1/512, indice adiabdtico de I" = 4/3, factor de
Courant de 0.2 y se consider6 una susceptibilidad magnética de valor constante en todo el dominio
numérico. En esta simulacién se empled el reconstructor Minmode para aproximar las variables
del plasma a derecha e izquierda de cada una de las interceldas y se evolucion6 temporalmente el
sistema mediante un Runge-Kutta de segundo orden. Finalmente, las condiciones de frontera em-
pleadas fueron periddicas en x = +1.0 y de flujo saliente en y = 4-1.0. Las simulaciones obtenidas
para la evolucion temporal de la componente j; de la densidad de corriente libre y las lineas de

campo magnético correspondientes a la Corriente Laminar pueden observarse en la gréfica (17).
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Figura 17.

Componente jjc de la densidad de corriente libre para tres tiempos y valores de susceptibilidad
magnética diferentes.

Nota. Componente jjc de la densidad de corriente libre (escala de colores) para tres tiempos y valores de susceptibili-
dad magnética diferentes. La fila superior corresponde al caso paramagnético y,,, = 0.2, la fila del medio al caso sin
polarizacién magnética ¥, = 0.0 y la fila inferior al caso diamagnético ¥, = —0.2. La columna izquierda correspon-

de al tiempo ¢ = 2, la columna del medio al tiempo ¢t = 4 y la columna derecha al tiempo ¢ = 8.

Aqui se muestran los casos en que el fluido presenta cardcter paramagnético, diamagnético
y cuando no presenta polarizacién magnética, los cuales corresponden a los valores de suscep-
tibilidad magnética x,, = 0.2, X = —0.2 y Xx» = 0.0 respectivamente. En la columna izquierda

se muestra el tiempo # = 2 de la evolucidn, en donde puede observarse facilmente que para los
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tres valores de susceptibilidad magnética aparece un punto X en la coordenada (0.0,0.0) del plano
xy. Esto ocasiona que se presente el fenendmeno de Reconexién debido a la aparicion de dos islas
magnéticas en la izquierda y derecha del dominio numérico. Ademaés de lo anterior, puede apreciar-
se que en el centro de la corriente laminar se presenta la regién con mayor densidad de corriente
eléctrica, donde a pesar de que la diferencia en las magnitudes de jjc son muy pequeiias, se tie-
ne una mayor densidad de corriente para el caso diamagnético, seguido del caso sin polarizacion
magnética y por ultimo del caso paramagnético. En la columna central, correspondiente al tiempo
t =4, se ve una disminucion considerable en la densidad de corriente libre en la region central de
los dos plasmoides para los tres casos de susceptibilidad magnética, siendo la regiéon mds externa
de estos la que presenta el valor maximo. Adicionalmente, se puede observar un crecimiento en
el tamafio de los dos plasmoides para los tres fluidos en consideracion. Finalmente, en la columna
derecha correspondiente al tiempo ¢ = 8, puede apreciarse que la distribucion de la densidad de
corriente se hace cada vez mds uniforme en los plasmoides, sin embargo, se mantiene una pequefia
region a la izquierda y derecha del punto central donde la densidad de corriente presenta su valor
minimo. También es posible observar que se presenta una disminucion considerable en el valor de
la densidad de corriente eléctrica en toda la corriente laminar para los tres fluidos considerados,
en donde el caso paramagnético presenta la mayor densidad de corriente, seguido del fluido sin
polarizacién y por ultimo del diamagnético. Finalmente, se aprecia un crecimiento en el tamafio

de los plasmoides en comparacion con los dos tiempos anteriores para los tres fluidos considerados.

Para visualizar el comportamiento de las velocidades alcanzadas por el plasma en la co-
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rriente laminar, en la grifica (18) se muestra la evolucién temporal de la componente u* de la
cuadrivelocidad del fluido. En la columna izquierda, correspondiente al tiempo ¢ = 2, puede apre-
ciarse que el plasma alcanza los valores maximos de velocidad en las regiones donde se forman las
islas magnéticas. Aqui el fluido presenta valores negativos de velocidad en el plasmoide izquierdo
y valores positivos en el plasmoide derecho, lo cual significa que cuando el proceso de Reconexion
ocurre el plasma es expulsado hacia el exterior de la corriente laminar. Sin embargo, el plasma
presenta valores positivos de velocidad en la zona superior e inferior del plasmoide izquierdo y
valores negativos en la region superior e inferior del plasmoide derecho, lo cual significa que en
las zonas externas a la corriente laminar el plasma se mueve hacia la region central del dominio
numérico. Adicionalmente, es posible observar que los fluidos diamagnético y paramagnético al-
canzan respectivamente velocidades superiores e inferiores en comparacion al fluido sin polarizar.
En la columna central, correspondiente al tiempo ¢ = 4, puede apreciarse un cambio en la direccién
de la velocidad del plasma en las regiones superior e inferior de cada uno de los plasmoides, esto
significa que el plasma ahora estd siendo expulsado de la zona central del dominio numérico. Por
otra parte, la velocidad de salida del plasma dentro de los plasmoides aumentd considerablemente
para los tres tipos de fluidos, en donde el fluido diamagnético presenta el mayor valor de velocidad
y el paramagnético el menor valor en comparacion con el fluido no polarizado. Adicionalmente,
se puede observar que la velocidad del fluido tiende a cero en la region del plasmoide mads alejada
del punto central de la corriente laminar. Esta zona tiene un mayor tamafio si la susceptibilidad
magnética del fluido disminuye. Finalmente, en el tiempo ¢ = 8, se observa que en la regién central

de los plasmoides se genera un flujo de plasma hacia la region central de la corriente laminar. Sin
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embargo, el flujo de entrada estd rodeado por un flujo de salida, lo cual significa que el plasma
cambia de direccién y es expulsado nuevamente cuando estd préximo a la regién central de la
corriente laminar. Ademds de lo anterior, en las regiones externas a los plasmoides el plasma es
llevado hacia afuera del dominio numérico. Cabe resaltar que en este tiempo la velocidad de los
tres fluidos disminuy6 considerablemente en comparacién con el tiempo anterior, siendo el caso
diamagnético mas veloz, seguido por el caso no polarizado y finalmente por el caso paramagnético.
Adicionalmente, vale la pena mencionar que el comportamiento obtenido en las simulaciones para
la velocidad del plasma en la corriente laminar es muy similar al presentado por Zenitani et al.
(2010). Finalmente, en la grafica (19) se muestra el comportamiento de u* descrito anteriormen-
te a lo largo de la corriente laminar para los tres valores de susceptibilidad magnética y tiempos

considerados.
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Figura 18.

Componente ©* de la cuadrivelocidad del fluido para tres tiempos y valores de susceptibilidad
magnética diferentes
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Nota. Componente u* de la cuadrivelocidad del fluido (escala de colores) para tres tiempos y valores de susceptibili-
dad magnética diferentes. La fila superior corresponde al caso paramagnético X, = 0.2, la fila del medio al caso sin
polarizacién magnética J,, = 0.0 y la fila inferior al caso diamagnético ¥, = —0.2. La columna izquierda correspon-

de al tiempo ¢ = 2, la columna del medio al tiempo ¢t = 4 y la columna derecha al tiempo ¢ = 8.
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Figura 19.
Componente u* de la cuadrivelocidad del fluido a lo largo de la corriente laminar para tres tiempos
y valores de susceptibilidad magnética diferentes.
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Nota. Componente u* de la cuadrivelocidad del fluido a lo largo de la corriente laminar (direccion x) para tres tiem-
pos y valores de susceptibilidad magnética diferentes. La grafica superior corresponde al tiempo ¢ = 2, la central al
tiempo t =4 y la inferior al tiempo # = 8. Adicionalmente, la curva roja corresponde al caso paramagnético ¥, = 0.2,

la curva verde al caso sin polarizaciéon magnética ¥, = 0.0 y la curva azul al caso diamagnético y,,, = —0.2.
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Por dltimo, para tener un mejor entendimiento del fendmeno de reconexién magnética pro-
ducto de una corriente laminar, se graficé la evolucién temporal de la energia magnética, energia
cinética y energia interna especifica en el marco comovil al fluido para cada uno de los tres va-
lores de susceptibilidad magnética. Los resultados obtenidos pueden observarse en la figura (20).
Inicialmente la energia magnética disipada se transforma de manera eficiente en energia cinética,
sin embargo, los valores de las energias dependen drédsticamente de la susceptibilidad magnética
del fluido. Se puede observar en los tiempos iniciales que si el fluido presenta cardcter paramag-
nético disipard menos energia magnética que el fluido no polarizado y tendrd valores mas bajos
de energia cinética. Caso contrario al fluido diamagnético, el cual disipa mas energia magnética
y presenta los valores mds altos de energia cinética. Respecto a la energia interna especifica, se
observa que el fluido diamagnético inicialmente presenta valores mds bajos y el paramagnético
valores un poco mds elevados respecto al fluido no polarizado. Esto sugiere que en el instante que
inicia el mecanismo de Reconexion, la energia magnética de los fluidos se transforma en mayor
medida en energia cinética, acelerando asf las particulas que forman el plasma, y s6lo una pequefia
parte en energia interna especifica. Sin embargo, cuando se alcanza aproximadamente el tiempo
t = 1.6, este comportamiento cambia notablemente, debido a un crecimiento en las energias mag-
nética e interna especifica. Caso contrario a la energia cinética, la cual disminuye drasticamente. A
partir de este tiempo, el fluido diamagnético y el fluido paramagnético alcanzan respectivamente
configuraciones de menor y mayor energia magnética en comparacion con el fluido no polarizado,
aunque las diferencias en sus valores no son tan apreciables. Sin embargo, la energia magnética di-

sipada ahora se convierte mas eficientemente en energia interna especifica. Aqui se puede apreciar
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que el fluido diamagnético es el que presenta los valores més elevados y el fluido paramagnético
los valores mds bajos en comparacion con el fluido no polarizado. Respecto a la energia cinética,
justo depués del salto en los valores de energia, el fluido diamagnético es el fluido mas veloz y
el paramagnético el mds lento comparado con el fluido no polarizado. Sin embargo, la energia
cinética para los tres casos presenta una serie de oscilaciones hasta que se estabilizan y alcanzan

aproximadamente los mismos valores energéticos.

A pesar de los estudios y modelos tedricos desarrollados para entender el mecanismo de
reconexion magnética, la manera en que sucede el proceso de conversion de energia durante este
fendmeno es alin una pregunta abierta para la fisica del plasma (Yamada et al., 2014). Por tal razén,
cabe resaltar que no se entiende completamente el comportamiento mostrado en las simulaciones
antes del tiempo ¢ = 2 para la conversion energética. Sin embargo, de las simulaciones se puede
apreciar que si un fluido presenta un cardcter diamagnético alcanzard en todo instante de tiempo
configuraciones de menor energia magnética que un fluido no polarizado y un fluido paramagné-
tico, ademds de convertir de una manera mas eficiente la energia magnética en energia cinética y
térmica respecto a los otros dos fluidos. Esto sugiere que si un plasma presenta un cardcter dia-
magnético, probablemente sea un mejor candidato para explicar el calentamiento coronal estelar y

la aceleracion del plasma en sistemas como Jets.
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Figura 20.
Evolucién temporal de la energia magnética, energia cinética y energia interna especifica para para
tres valores de susceptibilidad magnética.
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Nota. Evolucion temporal de la energia magnética, energia cinética y energia interna especifica para para tres valores
de susceptibilidad magnética. La curva roja corresponde al caso paramagnético J,,, = 0.2, la curva verde al caso sin

polarizaciéon magnética y,, = 0.0 y la curva azul al caso diamagnético y,, = —0.2.
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Finalmemte, para evitar un mecanismo de disipacion tan rapido en la energia cinética como
el presentado en las simulaciones anteriores, es necesario satisfacer la relacién [/L < S% que se
deriva de modelos estindar de reconexion como el de Sweet-Parker. Esta expresion relaciona el
ancho [ y el largo L de la corriente laminar con el nimero de Lundquist S, el cual se define como
S = c,L/n (siendo ¢, la velocidad de Alfven) (Papini et al., 2019). Una manera de satisfacer dicha
relacion es considerar valores bajos de resistividad. Esto presenta un impedimento para nuestro
codigo numérico debido a que bajo esta condicidn el sistema de ecuaciones diverge dando lugar a
términos tipo stiff. Los integradores numéricos implementados en CAFE no son apropiados para
simular estos términos y por lo tanto es necesario implementar integradores méas robustos como los
IMEX. Otra alternativa a este problema es trabajar con configuraciones iniciales en las que se satis-
faga la condicion / << L entre el ancho y largo de la corriente laminar. Esto generaria valores mas
elevados de energia cinética en el sistema que se mantendrian por mds tiempo y posiblemente daria
origen a inestabilidades como la fearing instability. Sin embargo, esto presenta un inconveniente
a la hora de llevar a cabo las simulaciones debido a que se tendria que trabajar con resoluciones
espaciales muy elevadas haciendo que las evoluciones sean muy longevas. Por las razones expues-
tas anteriormente, para hacer mas eficientes las simulaciones y mejorar los resultados obtenidos
en este trabajo, el siguiente paso a seguir es implementar un Runge-Kutta IMEX como integrador

numérico en el cédigo CAFE.
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4. Conclusiones

En este trabajo se presentd la deduccion de las ecuaciones de la GRRMHD con polariza-
cién magnética y polarizacion eléctrica en forma conservativa. Para esto se emple6 el formalismo
3+ 1 de la Relatividad General y se sigui6 la formulacion de Valencia ya que es la més emplea-
da en codigos numéricos que resuelven las ecuaciones de la hidrodindmica relativista. Debido
a que bajo esta formulacién se obtiene un sistema de ecuaciones asociado a un tensor energia-
momentum arbitrario, fue necesario construir este tensor como la superposicion de los tensores
energia-momentum del fluido perfecto, campo electromagnético y el asociado a la polarizacion del
material. Aqui se realizaron dos consideraciones con el fin de simplificar un poco el sistema de
ecuaciones. La primera consistié en emplear la métrica de Minkowski g"¥ = n#V y la segunda que
los cuadrivectores de polarizaciéon magnética y eléctrica cumplen una relacién constitutiva lineal
con los cuadrivectores de campo eléctromagnético. Dichas relaciones estin dadas por M’ = yB'y
P' = x.E'. El sistema de ecuaciones resultante describe la hidrodindmica de un plasma no ideal
que se mueve a velocidades relativistas y que estd polarizado electromagnéticamente, este fluido
tendra cardcter paramagnético si X, > 0 y cardcter diamagnético si X, < 0. El sistema de ecua-
ciones obtenido en este trabajo es totalmente equivalente al presentado en Pimentel et al. (018a)
cuando el campo eléctrico estd dado por E! = —n’'y; B; (condicién de la RMHD ideal) y cuando
se considera polarizacion eléctrica nula y, = 0.0. Ademas de lo anterior, cuando se considera que
xm = Xe = 0.0 el sistema de ecuaciones obtenido se reduce al presentado en Ripperda et al. (2019),

el cual corresponde al sistema de ecuaciones de la RMHD no ideal.
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Para solucionar numéricamente el sistema de ecuaciones de la RRMHD con polarizacién
electromagnética se empleo el codigo CAFE. En el se modificaron ciertos métodos numéricos con
el fin de implementar el nuevo sistema de ecuaciones de forma satisfactoria. Para este propdsito lo
primero que debié modificarse fueron los flujos HLLE debido a la presencia de campos eléctricos
en el nuevo sistema de ecuaciones. Sin embargo, la estructura de valores propios caracteristica del
sistema de la RMHD ideal implementada en el cédigo no fue modificada. Posteriormente, con el
fin de garantizar el cumplimiento de las ecuaciones de ligadura de Maxwell para medios mate-
riales (V-B=0y V-2 = p,), se implement6 el método de Limpieza de la Divergencia. Este
método convierte dichas ecuaciones de ligadura en ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas
mediante la adiciéon de dos campos escalares al sistema de ecuaciones. Finalmente, debido a que
el codigo CAFE evoluciona tnicamente las variables conservativas, se deben obtener las variables
primitivas a cada paso de tiempo con el fin de calcular los flujos del sistema de ecuaciones. Para
lograr este objetivo se modificaron todas las ecuaciones empleadas en el método de Recuperacion
de Variables Primitivas para incluir los campos eléctricos en el nuevo sistema de ecuaciones. Con
todo lo anterior, fue posible determinar, mediante una serie de pruebas de Tubos de Choque, que
la implementacidn de los términos resisitivos en el codigo CAFE fue un éxito. Esto se debe a que,
en el caso en que la polarizacion eléctrica y magnética del fluido eran nulas ¥, = x. = 0.0, se
reprodujeron las pruebas presentadas en el articulo de Ripperda et al. (2019) para un plasma cuya
conductividad eléctrica era de o = 0, 10, 102 y 103, validando asf el codigo CAFE resistivo en el

limite ideal. Por dltimo, se realizaron las pruebas de tubo de choque para un fluido no ideal cuya
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susceptibilidad eléctrica era nula ., = 0.0 y cuya susceptibilidad magnética tenia los valores de
Xm = £0.20, £0.10, £0.05, 0.00 y los mismos valores de conductividad eléctrica anteriormente
mencionados. Aqui se observo que cuando el fluido presenta conductividades eléctricas bajas no
se presentan estados constantes en ninguna de las variables de estado del fluido. Esto generd un
impedimento para concluir con certeza el tipo de ondas que se propagan bajo estas condiciones,
sin embargo, a medida que la conductividad eléctrica crecia se presentaron estados mds definidos
que se asemejaban a los resultados para los tubos de choque que se obtienen considerando RMHD

bajo el limite ideal.

Por dltimo, con el fin de determinar los efectos que introduce la polarizacién magnética en
el fendmeno de Reconexidn, se implemento en el codigo CAFE un dato inicial basado en los ar-
ticulos de Komissarov et al. (2007) y Zenitani et al. (2010) que corresponde a una corriente laminar
de Harris perturbada. En las pruebas numéricas se consideraron tres tipos de fluido, un fluido para-
magnético de X, = 0.2, un fluido no polarizado ¥, = 0.0 y un fluido diamagnético de x,,, = —0.2,
ademds de considerar para todos los casos susceptibilidad eléctrica nula ), = 0.0. En las simula-
ciones 2D se present6 el grafico de la componente j;; de la densidad de corriente eléctrica libre
y las lineas de campo magnético generadas por la corriente laminar, aqui se pudo evidenciar la
generacion del fendmeno de Reconexidn para los tres fluidos en consideracion debido a la forma-
cién de dos islas magnéticas en la parte izquierda y derecha del dominio numérico. Estas pruebas
mostraron que en la region central de la corriente laminar se presenta la regién con mayor densi-

dad de corriente eléctrica, ademas se evidencié que el valor de la densidad de corriente disminuira



ESTUDIO NUMERICO DE CORRIENTES LAMINARES 124

progresivamente a medida que el tiempo avanza llegando asi a una configuraciéon mas uniforme a
lo largo de toda la corriente laminar. A pesar de que la morfologia para los tres fluidos era muy
similar y se presentaba poca diferencia en las magnitudes de la densidad de corriente libre, el fluido
que presenté mayor densidad de corriente fue el paramagnético, seguido del fluido no polarizado
y por dltimo del fluido diamagnético. Posteriormente, para determinar el comportamiendo de las
velocidades del plasma en el proceso de Reconexion, se presentaron las graficas 1D y 2D de la
componente u* de la cuadrivelocidad del fluido. En estas simulaciones se evidencié que cuando
el proceso de Reconexion sucede el plasma serd expulsado hacia la parte externa de la corriente
laminar, en donde el fluido que alcanza mayor velocidad serd el diamagnético, seguido del fluido
no polarizado y finalmemte por el fluido paramagnético. Ademads de lo anterior, se observé que a
medida que el tiempo avanza se genera en el interior de los plasmoides un flujo de plasma que se
mueve a la region central de la corriente laminar, sin embargo, cuando este flujo estd préximo a la

zona central cambia de direccion y es expulsado nuevamente de la 1dmina de corriente.

Finalmente, con el propdsito de tener un mejor entendimiento del mecanismo de conver-
sion de energia en el fendmeno de Reconexion, se realizaron graficas de la evolucion temporal de
la energia magnética, energia cinética y energia interna especifica para los tres fluidos en conside-
racion. Estas pruebas mostraron que durante el fendmeno de Reconexidn, el fluido diamagnético
alcanza configuracion final de menor energia magnética en comparacion con el fluido sin polari-
zacion, siendo este el fluido que presenta los valores mds elevados de energia cinética y energia

interna especifica. Por otra parte, el fluido paramagnético alcanza una configuracién final de mayor
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energia magnética en comparacion con el fluido no polarizado, siendo este fluido el que presenta
los valores mds bajos de energia cinética y energia interna especifica. Estos resultados muestran
que un fluido diamagnético transforma maés eficientemente la energia magnética disipada en ener-
gia cinética y energia interna especifica en comparacion con los otros dos fluidos considerados.
Esto convierte al fluido diamagnético en el mejor candidato para poder dar una posible explicacién
al calentamiento en algunos sistemas atrofisicos como las coronas estelares y ademds proporciona
un mecanismo mads eficiente para la aceleracion del plasma en sistemas como Jets. A pesar de lo
anterior, cabe resaltar que la forma en la que sucede la conversion de energia en el proceso de

Reconexidén Magnética es un fendmeno aun sin entender en la fisica del plasma.

Para trabajos futuros se planea implementarle al cddigo CAFE la estructura de valores pro-
pios caracteristica de la RRMHD con polarizacién magnética y polarizacion eléctrica, un integra-
dor numérico mds potente como un IMEX y adicionar los términos que permitan estudiar sistemas

astrofisicos en espaciotiempos curvos.
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Apéndices
Apéndice A. Término fuente de la ley de conservacion de la energia.

El término fuente de la ley de conservacion de la energia estd dado por
y — \/ _gT”vV‘unv7 (241)

al emplear la definicion de la derivada covariante (ver seccidn 2.10 del libro de Arfken and Weber

(2005)) 1a expresion anterior puede reescribirse como
y — _gT'uv (a‘unv - nprﬁv) — \/ _gTIJv (a'unv - npgpcrcuv) 5

escribiendo los simbolos de Christoffel en términos de las componentes covariantes del tensor

métrico esta expresion se transforma en

o
S =\/—gTH" {QLan - n? (avgcw +dugov — 86guv)}

1
S =\V-g (T“vaunv - T”V”Gaugvc + EnGT”V&;guv)

1
————
1 ~ ~~ -

IT

Haciendo uso de la expresion del tensor energia-momentum bajo la descomposicion 3 + 1
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(ecuacioén (42)) el término I se convierte en

I :T“O(?“no = (Un“no + SHn0 4+ 8%+ + W”O) duno

1 =Un"n®dyng + Un’n'dng + n°S'oiny,

aqui se ha tenido en cuenta que S° = WH% = 0. Reemplazando explicitamente cada una de las

componentes se tiene que I se transforma en

U U ,i s
I=-— E&)a + @ﬁlaia — 58,-06

1 , ,
I=— (UB'dia —Udpor — aS'o;ax) . (243)
El término II puede ser reescrito como

1
11 :T”vnc (5(90&“, — Hgvg)

1
I =n® (Un*n¥ + S*n¥ +ntsY + WHY) <§8agﬂv - 8ugvcr)

U 1
m=— Efl”nvncaogﬂvj— S“nvn"&ugvgj—ki W”Vn(’&(;guvl—yl/“vnc%gmj. (244)

1II v v VI

El término III estd dado por

I =n*n"n° dsguv

I =n°n°n° Ay goo + 2n°n°n dogoi + n°n'n* Ay g + n°n°n'digoo + 2n°n'n* digor + n'n*n' d;gy
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= 3 (o + BB ) + 26008+ B8 o — Bios (2 + Bip*)
+2B'B 0 — B'B* B 9]

I :% [~ 2adocc — B0 (yuB') + BidoB" + BB o + 200yt + BB, (vuP')
— B'BuaiB* — B'B*B o]

I :%[— 20300 — B*pu0B! — B*Bl o + Bt + BB oYk + 2B drcx

+ B BE 0B + B B*B oy — B BroiB* — BB B diyu]
al eliminar los factores iguales se tiene que el término III se reduce a
11 = 32 (B'oia— doax) . (245)
o
El término IV estd dado por

IV =S"n"n°dygvs = §' (nonoaigoo + 21 Qg o + nknl3,~gkl>

Str
v = _—20€3i06 + 9, (ﬁkﬁk) —2B%0iBi + ﬁkﬁlaﬁ’u]
Str
vV =2 _—2069i06 — B*o; (Yklﬁl) + BraiB* + ﬁkﬁlaﬁ’kl}
St
vV =2 _—206(9ia — B*1a0:B" — B*B'9ys + BB + ﬁkﬁlaim] ,
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al eliminar los factores iguales se tiene que el término IV se reduce a
v = 2soa (246)
o
El término V estd dado por
V =W n%dgguy = n°Wkdogi +n' Wk, gi,
aqui se ha tenido en cuenta que W°" = 0. Por lo tanto el término V se reescribe como
V= é (Wikao%k - ﬁlWikal'}’ik> : (247)
El término VI estd dado por

VI=WH*n%dygvs = W*n digio + W*n' ;g1

VI _Wik Wik
o

(04

[91' (?’klﬁl) - ﬁlaﬁ’kl} = (ﬁlaiisz + Yklaiﬁl - ﬁlaﬂfk:)

1 .
VI :an,a,-ﬁ’ . (248)

Reemplazando las expresiones (245), (246), (247) y (248) en la ecuacion (244), el término

II se transforma en

1 i i o (i i i
II :m [U (8006 — B (9,'06) +208 a,‘OC -+ 5 (W ka()’)/ik — ﬁlW kamk> —aW 18,131] ,
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al sumar la expresion anterior con la ecuacion (243) se llega a
[+ = % [aS’B,-oc n % (W"kaoy,-k _ B’W”‘&mk> _ ocW’j&iﬁl} .
Si se considera una métrica espacial estacionaria (dyy = 0) el término anterior se reduce a
[+11= é [Sia,-a — %ﬁ’w”‘aly,-k — Wi,a,-ﬁ’] .

Por ultimo, al reemplazar la expresién anterior en la ecuacion (242) y teniendo en cuenta
que /—g = o,/7, el término fuente de la ley de conservacion de la energia puede ser reescrito

como

S =Y (S"a,a — W0 - %W”‘B’Mk) : (249)

Apéndice B. Término fuente de la ley de conservacion del momentum.

El término fuente de la ley de conservacion del momentum estd dado por
yk = 4/ —gT”VV“e(k)V, (250)

empleando la definicién de la derivada covariante se tiene que esta expresion puede ser reescrita
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como

T =+/—gT"” (aue(k)v - e(k)crﬁv> :

los vectores espaciales de la Base Euleriana pueden ser escritos en términos de las componentes

covariantes del tensor métrico (ecuacién (13)), por lo tanto la expresion anterior se transforma en

S =+/—gT" (8/Jgkv - gkog(mrauv) )

escribiendo los simbolos de Christoffel en términos de las componentes covariantes del tensor

métrico la expresion anterior se transforma en

5(1
Tk =v/—gT"" [augkv - Tk (9v8ap + ugav — aag#")]

1
S = —g (T“V&Lgkv — 8% T dygayu + 58%TH Vaaguv)

Sk _gT”V3kguv,

al escribir el tensor energia-momentum en términos de las cantidades medidas por el observador

Euleriano (ecuacion (42)) la expresion anterior se transforma en

T :T—g [(Untn" +SHn¥ +S¥nk +WHY) degpy ]
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S :—'2_g Un“nVngu\:+2§”nv8kgﬂv—I—W‘“’&kgmi . (251)

-~ -~ -~

I II I

El término I estd dado por

1 =n"n"dguv = nnIgoo + 2n°n' dygo; + n'n' g

1 2 i Bi 1 inl
I:@r?k (—Oc +BiB ) —2$akﬁi+ pﬁ B v
1=— 2o+ 50 (up'B') —2250 (") + 388
o o2 " o2 "\ o l
2 1 [ - " L gi
I=——do+—; [B’ﬁlak%'z + YOk <ﬁ’ﬁl>] - 2% (%’lakﬁl +/319k%1> + @ﬁlﬁlak%'l
2 2 1 o 2 2 .
[=— 5‘9"0‘ + ?Blﬁlak'}/ﬂ + (Bl(?kﬁ’ +B’8kﬁl) - @ﬁlak = @ﬁlﬁlak%l
5 2 2 2 2 .
I=— oo+ Eﬁlﬁlak%z + Eﬁzakﬁl - Eﬁlakﬁl - Eﬁlﬁlak?’ila
por lo tanto el término I se reduce a
- —§8koc. (252)

El término II estd dado por

11 =S*n" dguv = S'n’dkgio + S'n' dgu,

aquf se ha tenido en cuenta que S = 0. Reemplazando explicitamente cada una de las componentes
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se tiene que

n-Sap-Spam -1 (o (up) - pan]

T el
por lo tanto el término II se reduce a
= lS,ak/%l . (253)
(04
El término III estd dado por
UL =WH"Y gy = W dgoy + WOgio + W dygu,
teniendo en cuenta que W = WH0 = ( la expresién anterior se reduce a
I = W o,g;. (254)
Reemplazando las ecuaciones (252), (253) y (254) en la expresion (251) se tiene que

/= 2 2 j
yk = —g (—aUak+ aSlakBla“i_Wllakgil) )

haciendo uso de la ecuacion (6), el término fuente de la ley de conservacion del momentum se
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transforma en

o .
S = ﬁ(EW”akyﬂ +Sl8kﬁl — U&ka) . (255)

Apéndice C. Tensor de Faraday y su tensor dual.
El campo magnético y el campo eléctrico en términos del vector potencial magnético A y

el potencial eléctrico ¢ estdn dados por (Griffiths, 2005)
B=VxA, E=-9A-V¢, (256)
por lo tanto estos en coordenadas cartesianas pueden reescribirse como

B = (d,A,— 3,A)) i+ (0,A, — AA;) J+ Ay — DAk,

E=—(0A:+00)i—(dAy+y0) ] — (dA. +0:0)k,

debido a que el cuadrivector contravariante de derivadas parciales estd dado por J* = (80, d! ) =

(—dy, 0y, dy,d;), los cuadrivectores de la expresion (71) pueden ser reescritos como

BH = (0,04 - 9°4%,0°A' —9'4°,9'A* - 9%A") (257)

& = (0,04 —9'4°,0%4% — 9%4°,0°4° — 9°4°) . (258)
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De acuerdo a la definicién (67), las componentes FY del tensor de Faraday estan dadas por

FOi:aoAi_aiA():éai

donde se ha tenido en cuenta la ecuacion (258). La expresion anterior en términos de la componente
temporal de la cuadrivelocidad del marco & (ecuacién (71)) puede ser reescrita como F 0i — 9081,

Debido a que %' = &° =0, las componentes F% en términos de ZZ* y &* pueden ser escritas como

FO = hgy — Frv. (259)

en la expresién anterior se cumple que F© = 0. Las componentes F0 del tensor de Faraday de

acuerdo a la definicion (67) estdn dadas por

Fl():alAO_aOAl:_(aOAl_alAO) :_éz?i7

la expresién anterior en términos de % © se transforma en F* = —&%/°. Debido a que %' = &° =

0, las componentes F° en términos de Z* y &* pueden ser escritas como

FO = _ghgyVv — FHv, (260)

en la expresién anterior se cumple que F% = 0. Por lo tanto, al sumar las ecuaciones (259) y (260)



ESTUDIO NUMERICO DE CORRIENTES LAMINARES 144

la parte temporal del tensor de Faraday puede ser escrita como

FRY = qhgv _shaV, 261)

en la expresién anterior se cumple que F% = Fik = (. Las componentes espaciales del tensor de

Faraday de acuerdo a (67) estdn dadas por

F12:_F21 :alAz_azAl :%37
F3— P31 — 9143 _ 9% — 3,

FIl—F2_fF¥_,

las componentes anteriores en términos de las componentes del tensor de Levi-Civita (!> =

! =1,n1%? = —1y n = 0) estan dadas por

Fl2— _p2l _ 1B g, Fll—pllig —o
F3— _p3l_pi¥g, F2 =g —0,
FB— _pB_pBlg F¥ =3z -0,

Por lo tanto, las componentes espaciales del tensor de Faraday en términos del tensor de
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Levi-Civita estdn dadas por
Fik = nil g,

Oikl

Teniendo en cuenta que " = n% y que % = —1, la expresién anterior puede reescribirse como

F* = _ Ok g8, — nik0 g,
debido a que Hy = %; = 0, las componentes espaciales del tensor de Faraday estan dadas por
F* = vl Bous = FH, (262)

en la expresi6n anterior se cumple que F¥ = F'* = FYV = 0. Por lo tanto, al sumar las expresiones

(261) y (262) el tensor de Faraday se transforma en
FRY =gt EY — ErUY + VP Bousp. (263)

El tensor dual de Faraday se calcula a partir de la expresion (69), por lo tanto se tiene que

I I
P = P = P (Ualy — ally + Naoy BV )

. 1 1 1
FHY — En“ﬁ“vnaﬁew%"%"% Enuvaﬁog/agﬁ — znuvaﬁga%ﬁ
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. 2 1 1

. 1 1
FRY = —(BrU” — Ut B) — P sutty — VP sutl,
por lo tanto, el tensor dual de Faraday estd dado por

FR =Yt B — BrUY VP Sy . (264)

Apéndice D. Derivacion del tensor energia-momentum del campo electromagnético.
El tensor energia momentum del campo electromagnético en términos del tensor de Faraday
estd dado por

1
T4 = FHFY o — g F*PFyp, (265)

haciendo uso de la expresion (72) la ecuacion anterior puede reescribirse como

ThY = <u“ea —u%et + S“O‘B"’bﬁuw> <uvea —uge’ + Sva66b5u9>

1
_ Zé’”v (bto‘e/3 —uPe® + e“ﬁ”’wauK> (uaep —upea +eap boup)
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expandiendo los productos se obtiene que

THY = uMe%u ey — ute®uqe’ + u“eaevaéeb ug —u®etu’eq +u®etuge’ — uaeugva59b u
em ouo oo
1
+ E“aﬁ"”bﬁuwuvea — E“O‘B“’bﬁuwuaev + S“aﬁwbﬁuwevawbgue — Zguv (uaeﬁuaeﬁ
—u%eP ugeq + uaeﬁsaﬁopbaup — uﬁeauaeﬁ + uBeauﬁea — uﬁeaeaﬁ proup

+ePV¥byucuges — e*PV¥byucugeq + P V¥byucea P bouyp),

empleando las ecuaciones (18), (74) y sabiendo que la densidad tensorial de Levi-Civita al ser
contraida dos veces con el mismo cuadrivector se anula (8"“59uab5 ug = 0) , la expresion anterior

se reduce a

vaéo

THY = u'ue%eq +ut'e eabgug +u’ et Veabguy —et'e"

1
+8“aﬁweva56bﬁuwb5u9—zg“v —2e%q + PV, 5Pbyuhoup | . (266)

I II

El término I estd dado por

I= E#QBWEVaéebBuwbgue = gVGE(xﬁquOngdbﬁuwbsue
I=g"° (_5136511/95#16 — M 58P 6V — 8V 581 g8P 5+ 6P 56448V
+ 5w58ﬁ95“0+6”55ly95[30> bﬁuwb5u9

1= —g"bPhsulug — b*u’bou® — ut b ush® + utu'bsh® + g* usb®bou® + b* b ugu®,
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sabiendo que u%uy = —1'y b%uqy = 0, la expresion anterior se reduce a
[=g"Vbob* +utu'beb® — b*b". (267)
El término II estd dado por

II == saﬁwkgaﬁopbwuk-bcup - SaBWKeaﬁapbquboup
II - _2 (51/10_6’([) - 5K66Wp) by/l/l;(bcup — _2 (bgl/lpbcup - bpucbcl/lp)

Il = —2b5b%upuP = 2bsb°. (268)

Reemplazando las expresiones (267) y (268) en la ecuacion (266) se tiene que

vado

ThY = utu’e%eq +ut'e eaqbsug + u' etoB l”e(xbﬁ uy —ete’

1
8 bab® " bab® — b — g (—eeq +bgb?),

sabiendo que e%eq = e y b%by = b? esta expresion puede ser reescrita como

1
Th = <§g”v + u“uv) (62 —l—b2) —eteV —brBY — ut eV e ushy — uveuaﬁweauﬁbw. (269)

Apéndice E. Derivacion del tensor energia-momentum asociado a la polarizacion.

El tensor energia momentum que describe la polarizacion eléctrica y magnética de un ma-
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terial esta dado por

T =S (FYqll ™ +Flo. ™), (270)

| =

haciendo uso de las expresiones (72) y (82) la ecuacion anterior puede reescribirse como

2Tp“v = (uvea —uge’ + SvaﬁbeLﬂ/) (pau“ — pHu® + Ea“GpmGup)

X (uuea —uget + guaﬁ’ybﬁu7> (p%u” — pu + €™ P muy),
expandiendo los productos se obtiene que

ZT#V = uveapau“ — uveap“ua + uveaea“GpmGup — uaevpau” + uaevp“ua — uaevea“GpmGup
+p“u”8"a5ybﬁuy— pﬂuagvaﬁybﬁbﬂ_i_ 8vaﬁybﬁuy8a”6pmoup L ulegp®u¥ — uFeqp’u®
+uteqe® Pmgup — et ugp®u’ + etugp¥u® — et uge* P mgup ~|—p°‘u"8“aﬁybﬁu7

—pYu®*e* aﬁybﬁ u’ + et aﬁyeawpmgupbﬁ u?,

empleando las ecuaciones (18), (100) y sabiendo que la densidad tensorial de Levi-Civita al ser
contraida dos veces con el mismo cuadrivector se anula (8““"" UgMsllp = 0), la expresion anterior

se reduce a

ZTP“V = 2eqp*utu’ — pte¥ —etp¥ — Mvguoccpeamoup + u“svaﬁypabﬁ Uy — u“svaapeamgup

+ uvguaﬁypabﬁ Uy + gvaﬁygauopbﬁ uymgup +eH amgavcpbﬁ uymgup . (271)

I II
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El término I estd dado por

I= 8vaﬁy£auopb/3 umeup = —gV(Psa(pﬁySa“prﬁquoup

I=g"bmeuPup +u'b*u®mes + mvu”uﬁbﬁ — g bPupu®me —m" b uyu?’ — utu¥o%my,

sabiendo que u%uy = —1, u%by = 0y u®*mg = 0 la expresién anterior se reduce a

[=—b%meg" +b'm" —b*moutu. (272)

El término II estd dado por

M= E“aﬁye“""pbﬁuymgup - _gﬂfpga(pﬁygavcpbﬁu?’maup
+8%p8Y 58Py + 8P 98°38"y) bPulmouy

I = g" b muPup +ut oY ume +mtu’bPuy — gV bPupu®me — m*b¥uPuy — utu’b°me,

sabiendo que u%uy = —1, u%by =0y u®*mgy = 0 la expresion anterior se reduce a

= —b%mag"’ +m"*bY — u*u"b%my, (273)
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sumando las ecuaciones (272) y (273) se tiene que
[+11=—2b%mg (g*" +utu”) +bHmY + mHbY. (274)
Reemplazando la expresion anterior en la ecuacion (271) se tiene que

2Tp“v =2eqp®utu’ — pte¥ —et p¥ —uV et *Pegmeaup + u”svaﬁypabﬁ uy—ute¥*Pegmauy,

+ uvsuaﬁypabﬁuy —2b%mg (g"Y +utu") + b m” +m* b,
por lo tanto el tensor energia-momentum asociado a la polarizacion estd dado por

1 1
T = —b%me (" +-utu") + 3 (b*m¥ +m*bY) + e* poutu’ — 3 (pte¥ +etpY)

L graan

5 u’ ghaoB (eamguﬁ +bapguﬁ) . (275)

eqMalp + bapauﬁ)

Apéndice F. Norma al cuadrado de la velocidad 2.

2

A partir de la ecuacién (225) puede mostrarse que la relacién v2 = viv; estd dada por

Si— (1 —+ )%) T],’mnEmBn

1+7Cem niklEkBl
Z
1 . em . em 2
Vs |S'si- 2<1+x2 )n’leiEkBH—(lerT) N i EBIE"B" | . (276)

I
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El término I estd dado por

I :n iklnimnEkBlEmBn
1= (6’<m61n . 61m5kn> E.B,E"B" = E,,B,E"B" — E,B,,E"B"

1=(E-E)(B-B)— (E-B)*=E’B>— (E-B)*, (277)

reemplazando (277) en la ecuacion (276), se tiene que v2 estd dado por

: 2
) 8% — (24 Xem) MM SiEB; + (1+ %) [EZBZ —(E-B)?
2 = . 278)

Apéndice G. Derivada del factor de Lorentz W'(Z).

La derivada del factor de Lorentz respecto a la variable Z est4 dada por

1
2

i em 2 -
aw(z) _d ]|, §? = (24 Xem) N SiErBy + (1 + %2) [EZBZ—(E-B)Z}
dZ ~ dZ B 72
dw(z) 1 3d (1 2 il o Xem\? [ -2 p2 2
dZ __W(Z) d_Z(?) {S _(2+Xem)n SzEkBl‘f‘(l—i—T) [E B _(E'B>] :
———
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La derivada I estd dada por

Reemplazando I en (279), se tiene que la derivada del factor de Lorentz respecto a la variable Z se

transforma en

dw (Z) [W (2)

3
. ikl g @2 KXem L) 2 . p\2
7 ~ ] {(2+xem)n SiEB =S = (1+ %) [E?B? — (E B)”. (280)
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