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DESCRIPTION

This work has as main aims to study the polynomials of Chebyshev and to show their relation
with the star figures. The Chebyshev polynomials of the first kind, ¢, (z), and the ones of the
second kind u,(x), can be obtained in different ways. In this work, three of these methods are
presented: firstly, based on the trigonometrical functions cosnf and sen né; secondly, as a so-
lution of the differential equation of Chebyshev; and, lastly, as an orthogonal set which is the

result of the orthogonalization process of Gram-Schmidt.

With regard on the polynomials ¢, (x) and u, (x), their properties, such as the recurrent formu-
las, the zeros, the parity, the extreme values, etc, are analized by means of explicit formulas.
Besides, the properties of the polynomial associated to u,(z), v,(x) = uy(x) + up—1(x), are
defined and presented. In the same way, it is established that a very remarkable characteristic

of the polynomials t,,(z), u,(x) and v, (z) is that they can be obtained as a curious determinant.

On the other hand, focusing on the star figures, their definition, examples, and some qualities
are cited to show, later on, their connection with the polynomials of Chebyshev. The represen-
tation of the polynomials u,(z) and v, (z) as the determinant of a matrix leads to consider, in
this work, their relation with the star figures, taking into account that the eigenvalues of these

matrixes are related to the measure of the side and radius of a star figure.
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DESCRIPCION

Este trabajo tiene como fines principales: estudiar los polinomios de Chebyshiov y mostrar su
relacion con las figuras estrelladas. Los polinomios de Chebyshiov de primera clase, t,(z), y
de segunda clase, u,(x), se pueden obtener de diversas formas. En este trabajo se presentan
tres de ellas: inicialmente, a partir de las funciones trigonométricas cos n y sen nf; en segundo
lugar, como la solucion de la ecuacion diferencial de Chebyshiov; y, por Gltimo, como un con-

junto ortogonal resultado del proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.

Con relacion a los polinomios t,(z) y u,(xz) se estudian propiedades, como las formulas
de recurrencia, las raices, la paridad, los valores extremos, etc, utilizando para ello formu-
las explicitas. Ademéas se definen y presentan propiedades del polinomio asociado a wu,(x),
vn(x) = up(z) + up—1(z). De igual forma se expone que una caracteristica muy importante de

los polinomios t,,(x), u,(z) y v,(z) €s que se pueden obtener como un curioso determinante.

Por otra parte, en cuanto a las figuras estrelladas, se presenta su definicion, ejemplos y algu-
nas propiedades, para luego mostrar su relacion con los polinomios de Chebyshiov. La repre-
sentacion de los polinomios u,(x) y v,(x) como el determinante de una matriz permite obser-
var, en este trabajo, su relacion con las figuras estrelladas, ya que los valores propios de estas

matrices se relacionan con la medida del lado y radio de una figura estrellada.
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INTRODUCCION

. . s’ , . . *
Los polinomios encontrados por el matematico ruso Pafnuty Lvévich Chebyshiov' y que
llevan su nombre son de gran interés por la diversidad de aplicaciones que presentan ya que
se utilizan en muchas ramas de la matematica: analisis numérico, teoria de interpolacion,

polinomios ortogonales, teoria de aproximacion, teoria ergddica, e incluso en geometria.

Es precisamente la relacién de los polinomios con la geometria el propésito de este trabajo,
especificamente, la relacién de los polinomios de Chebyshiov de segunda clase u,(z) y el
polinomio v, () asociado a este, con los poligonos regulares y figuras estrelladas, tomando
como referencia el articulo “Chebychev Poynomials and Regular Poligons”de D. Y. Savio

y E. R. Suryanarayan, (ver [7] en la Bibliografia).

En el primer capitulo se presentan algunos conceptos y propiedades ttiles para el de-
sarrollo del trabajo. Posteriormente, en el capitulo dos, se obtienen los polinomios de
Chebyshiov de diferentes formas, primero como las funciones senné y cosn#, utilizando
identidades trigonométricas y la férmula de Euler; luego se expresan como solucion de la

ecuacion diferencial de Chebyshiov y por tltimo como un conjunto ortogonal.

“En la literatura matemética no hay transliteracién estdandar para el apellido de este matemético,
debido a que el original cirilico da lugar a Chebyshev (inglés), Tchébychev (francés), Cebysciev (italiano),

Tschebyschev (alemdn), etc. Aqui se utilizara la transliteracién castellana Chebyshiov.



Introduccién

Teniendo definidos los polinomios de Chebyshiov de primera clase t,(z) y de segunda
clase u,(x), en el tercer capitulo se presentan algunas propiedades de estos y se define un
polinomio muy importante asociado a u,(x); ademéds, se muestra otra forma de ver los

polinomios de Chebyshiov, esta vez como un curioso determinante.

El cuarto capitulo estd dedicado a establecer la relacién de los polinomios de Chebyshiov
de segunda clase u,(z) y el polinomio v,(x) asociado a este con los poligonos regulares y
figuras estrelladas, para lo cual se presentan inicialmente las primeras figuras estrelladas,
la medida de los angulos y lados, para finalizar con el teorema que relaciona estas figuras

con los polinomios.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Antes de iniciar el estudio sobre los polinomios de Chebyshiov se quiere destacar la impor-
tancia de este matematico, ya que con sus trabajos realizé un gran aporte al desarrollo de
la matematica especialmente en Rusia. Ademas se presentan algunos conceptos y proposi-

ciones que se utilizaran en capitulos posteriores.

1.1. CHEBYSHIOV Pafnuty Lvévich (1821-1894)

Conocido como uno de los célebres mateméaticos rusos del siglo XIX, Chebyshiov ejer-
ci6 gran influencia en el desarrollo de la matematica y en particular en la formacion de la
Escuela Matematica de San Petersburgo. Esta escuela y en general los trabajos de Che-
byshiov se caracterizan por una estrecha relacién con la practica y un amplio contenido

de problemas cientificos.

Siendo aun estudiante Chebyshiov gané medalla de plata en el concurso de trabajos
estudiantiles por su obra “Célculo de raices de ecuaciones”; posteriormente, en 1846,
presento6 su tesis de maestria “Experiencia del analisis elemental de la teoria de probabi-

lidades”, y en 1849 obtuvo el grado de Doctor con su tesis “Teoria de las congruencias”.
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En general, el legado cientifico de Chebyshiov esta conformado por mas de 80 trabajos, los
cuales se pueden clasificar en cuatro ramas: teoria de niimeros, teoria de probabilidades,

teoria de integracién y teoria de aproximacion de funciones.

Chebyshiov se interesé por diferentes tipos de mecanismos articulados y les dedicé muchos
trabajos; justamente la investigacion de ellos lo condujo a problemas matemaéticos como la
determinacién de polinomios que tienen una minima desviacion de cero y la aproximacion
de funciones por polinomios. Estudiando estos problemas Chebyshiov encontré una clase
especial de polinomios que llevan su nombre y juegan un gran papel en las matemaéticas

por su diversidad de aplicaciones.

Las obras completas de Chebyshiov fueron editadas en 1945 en la coleccién “Herencia
Cientifica de P.L. Chebyshiov”, formada por dos tomos: el primero sobre matematica y

el segundo tomo sobre cinemética de mecanismos.

1.2. Propiedades basicas

La mayoria de los resultados utilizados en este trabajo son sencillos y muy conocidos. Por
ejemplo la féormula de Euler, identidades trigonométricas y otros que se mencionaran en
el momento que se requieran. Por esta razén, en esta seccién se presenta solamente un
método para resolver ecuaciones diferenciales mediante series de potencias, el proceso de

ortogonalizacion de Gram Schmidt, la definicion de valor propio y el Teorema de Rolle.

Las siguientes definiciones y teoremas se establecen considerando la ecuacién diferencial

lineal de segundo orden

y” + Pl(x)y/ + Py(z)y = 0. (1.1)

Teorema 1.1. Sean yi(x), ya(z) soluciones linealmente independientes de la ecuacion
diferencial lineal homogénea (1.1) en un intervalo 1. SiY (x) es cualquier solucion de (1.1)

en I, entonces es posible encontrar constantes c1, co tales que Y (x) = c1y1(x) + caya(x).
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Definicién 1.1. Se dice que x = xy es un punto ordinario de la ecuacion (1.1) si Py(x)
y Py(x) son analiticas en xq, esto es, silas funciones Py(z) y Py(z) permanecen finitas en
x = xg. Cuando Py(x) ¢ Py(z) (o ambas) divergen a medida que x — xy, el punto x = x

se llama punto singular.
Los puntos singulares se clasifican en regulares e irregulares.

Definicién 1.2. Un punto singular x = xy de la ecuacion (1.1) se denomina punto
singular no esencial o regular si (v — x¢)Pi(x) y (x — 20)?Po(x) permanecen finitas

a medida que T — xg.

Definicién 1.3. Un punto singular x = xo de la ecuacion (1.1) se denomina punto
singular esencial o irregular si (x — o) Py(z) o (x — x0)>Po(z) divergen a medida que

xr — X, esto es, cuando xg no es un punto singular reqular.

A continuacién, se enuncian dos teoremas que permiten encontrar soluciones en series de
potencias alrededor de puntos ordinarios y puntos singulares regulares, respectivamente,

para ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden.

Teorema 1.2. Si x = xg es un punto ordinario de la ecuacion (1.1), entonces ella tiene
dos soluciones linealmente independientes de la forma

Yy = Z an(x — x0)",

n=0

y dichas soluciones convergen en un intervalo abierto con centro en xg.

Teorema 1.3. Si xy es un punto singular reqular de la ecuacion (1.1), dicha ecuacion

tiene por lo menos una solucion no trivial de la forma
oo
T n
y =z — 0" ) an(r — z0)",
n=0

con ag # 0, y r una constante (real o compleja) que se puede determinar. Tal solucion

converge en algun intervalo con centro en xy.

Teorema 1.4. (Gram-Schmidt). Sea M = {v;, vs,...,v,} un conjunto generador de
un espacio vectorial dotado de un producto interno. Entonces existe un conjunto ortogonal

O ={wy, ws,...,wy}, tal que el espacio generado por M es igual al generado por O.
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Demostracion. Se usard induccién sobre el nimero de elementos del conjunto M. Si M es
un conjunto con sélo un elemento, es decir, M = {v;} entonces se considera w; = vy y es
inmediato que O = {w;} es un conjunto ortogonal, y (M) = G(O). Ahora se supone que
el resultado se cumple para un conjunto con p— 1 elementos y se verifica para un conjunto
con p elementos. Sea entonces M = {vy,va,...,V,}. Por hipdtesis de induccién se puede
construir un conjunto O = {wy, ws, ..., w,_1} tal que G(O) = G({v1,Vva,...,Vp_1}),

y O es un conjunto ortogonal. Se define

p—1
Wp = Vp — E a; Wi,
i=1
. Vp, W; . .
con a; = 0 si w; = 0 y a; = % S1 W 75 0. Ahora es necesario probar que
W;, W;

G(OU{v,}) =G(M) y que {wy,...,W,_1,W,} es un conjunto ortogonal.

En primer lugar se prueba que {wy,...,w,_1, W, } es ortogonal.
p—1 p—1
(W) W) = (W, vp) = (Wi, Y i, wi) = (W), vp) = Y ai(wy, wi).

i=1 i=1

Sij < p se sigue que (w;, wp,) = (W;,v,) —a;(w;, w;) = (W;,V,) —

En el caso en que w; = 0 es inmediato.

A continuacion se demuestra que los espacios generados por los conjuntos son iguales.
Si v € G(M), entonces v es de la forma v = Zp: b;v;, puesto que para i < p cada v;
es combinacion lineal de los elementos de O, y pzc:n} la construcciéon de w, el vector v, es
combinacién lineal de los elementos de OU{w, }, de lo cual se deduce que v € G(OU{w,}).
SiveGOu{w,}),v= zp: ¢;w;. Cada w; con i < p es combinacién lineal de los {v;}
i=1,...,(p—1). Por la cz):nlstruccién de w,,, este es combinacion lineal de los elementos

de M, entonces v € G(M). [ |

Definicién 1.4. Sea A una matriz de n x n con componentes reales. El nimero \ (real

o complejo) se llama valor propio de A si existe un vector v # 0 tal que Av = A\w.

Teorema 1.5. Sea A una matriz cuadrada de orden n; entonces A es un valor propio de

A sty sdlo si p(A\) = det(A— M) =0.
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Demostracion. Si A es un valor propio de A, existe un v diferente de cero tal que Av =
Av = Av, luego (A — Al)v = 0. Esta igualdad corresponde a un sistema homogéneo

de ecuaciones que tiene soluciones no triviales puesto que v # 0; asi se concluye que

det(A — \I) = 0.

En el otro sentido, si det(A — AI) = 0, entonces el sistema de ecuaciones representado por
(A—AI)v = 0, tiene soluciones no triviales, es decir, existe v # 0 tal que (A — AI)v = 0,
y reescribiendo esto se tiene, Av = AIv = Av. Luego A es un valor propio de A.

El siguiente teorema es muy conocido en los cursos de Calculo Diferencial y Analisis
Matemaético. En este trabajo se utilizara en el Capitulo 3 para demostrar una propiedad

de los polinomios de Chebyshiov de primera clase.

Teorema 1.6. (Teorema de Rolle) Sea [ una funcion que satisface las tres hipdtesis

stguientes:
1. f es continua en el intervalo cerrado |a,b.

2. [ es diferenciable en el intervalo abierto (a,b).

Entonces existe un nimero ¢, en (a,b), tal que f'(c) = 0.



CAPITULO 2

POLINOMIOS DE CHEBYSHIOV

En matematica se conocen diferentes tipos de polinomios. En este capitulo se estudia una
clase especial, los polinomios de Chebyshiov, que tienen gran utilidad en campos de la
matemaéatica como teoria de interpolacion, polinomios ortogonales, teoria de aproximacion,
teoria ergddica, etc. En Analisis Numérico una idea bésica es aproximar una funcién dada
utilizando funciones faciles de operar, por ejemplo polinomios; de aqui surge el problema
de encontrar un polinomio de grado prefijado para el que la norma del méximo sea lo més
pequena posible; el primero en resolver este problema fue Chebyshiov, encontrando los

polinomios que llevan su nombre y son el objeto de este trabajo.

En palabras de Rivlin [6], “Los polinomios de Chebyhiov son como una joya fina que

revela sus diferentes caracteristicas bajo iluminacion desde varias posiciones”.

Los polinomios de Chebyshiov se pueden obtener de varias formas: primero, a partir de
identidades trigométricas utilizando la férmula de Euler y el teorema del binomio; segundo,
como la solucién de la ecuacion diferencial de Chebyshiov; y por tltimo, aplicando el

método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.
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2.1. Funciones trigonométricas sennf y cosnf

Las siguientes identidades trigonométricas son conocidas desde los primeros cursos de

matemadatica universitaria:

cos20 = 2cos? 0 — 1, sen 20 = senf(2cos @),
cos 30 = 4cos® § — 3 cos ), sen 30 = sen (4 cos* 0 — 1),
cos40 = 8cos* O — 8cos? O + 1, sen 46 = sen 0(8 cos® § — 4 cos f).

Observandolas detenidamente se pueden inducir propiedades especiales de las funciones
cosnf y sennf; por ejemplo, cosnf se puede expresar como un polinomio de grado n en
cosf, y sennf como el producto de sen y un polinomio de grado n — 1 en cosf. Estas
afirmaciones se pueden demostrar mediante induccién matematica y se dejan como un

buen ejercicio para el lector.

Acé se demuestran mediante la bien conocida férmula de Euler y el teorema del binomio,
lo que permite obtener féormulas mas precisas para los polinomios que aparezcan en el

desarrollo de sennf y cosnf.

En efecto: Sea n € Z'; tomando como argumento nf en la férmula de Euler se tiene

e = cosnf + isennf, ademas, e’ = [e?]" = (cos# + isenH)", luego

cosnf + isennf = (cosh + isenf)". (2.1)

Realizando el desarrollo del binomio en el segundo miembro de la igualdad se tiene:

(cosf + isen O)" = Zn: (Z) [cos 0] [i sen 0]* = (g) [cos O] + (T) [cos 6] L sen 6+

k=0

+ (Z) [cos )" 2[isend)* 4 ... + (n ﬁ 1) cos fisen )" ! + (Z) [i sen 6]" =
— <g) [cos O]" + G”) [cos 0]" tisen 6 + (Z) [cos )" 2(—1)(1 — cos? )+

+ (g) [cos 0]"3(—1) (i sen ) (1 — cos®0) + ... + (") [i sen 6] =

n
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- % < ) [cos 0]"2F[1 — cos? 0] (—1)"+

+ [Z (2/{: ) cos 0"+ (jsen 6) (i sen )% =
[|k¥|]

Z ( ) [cos 0] 2*[1 — cos® O]F (—1)*+

+ [§” ( " ) [cos 0]~k HD (jsen ) (—1%) (1 — cos? ) =
Pt 2k + 1

5]

=3 (~1)F (272) [cos 0] 21 — cos? 6]"+

k=0
(1252 ] n
+isen 6 ; (—1%) <2k 1) [cos B]"~F+D (1 — cos? 6)

Reemplazando en (2.1), se tiene,

(151

cosnf + isennf = Z(—l)k (272) [cos 0] 2*[1 — cos® O]F+
k=0

Hn 1

+isen Z ( 1) [cos 0]~ CFHD (1 — cos? 0)F. (2.2)

Igualando la parte real e imaginaria de cada miembro en la ecuacién (2.2), se concluye

que
el k(T n—2k 2 g1k
cosnf = kgo(—l) (Qk) [cos 0]"“%[1 — cos” 0]", (2.3)
_ &) k n (2k+1) 2 Mk
sennf = senf EZO (—1) <2k N 1) [cos O] (1 — cos“0)". (2.4)

Tal como se observa en las identidades trigonométricas mostradas al inicio de esta seccion,
las féormulas (2.3) y (2.4) indican que la funcién cosné es igual a un polinomio de grado n

en cos 6, y la funcién sen nf es el producto de sen § y un polinomio de grado n—1 en cos 6.

Si se sustituye z = cos@ en (2.3), se obtiene un polinomio de grado n en x, el cual se
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conoce como polinomio de Chebyshiov de primera clase y se nota por t,(z), es decir,
cosnf = t,(x).

Igualmente si se hace x = cosf en (2.4), se obtiene la funcién de Chebyshiov de segunda
clase; en esta, el polinomio que acompana al factor v/1 — x? se conoce como polinomio de

Chebyshiov de segunda clase y se nota por u,_1(z), es decir,
sennf = V1 — 22 u,_1(x).

Aunque —1 < cosf < 1y por tanto —1 < x < 1, los resultados obtenidos tienen sentido

para todo numero real x.

Definicién 2.1. El polinomio de Chebyshiov t,(x) se define para todo x real por medio

de la ecuacion
5]

ta(r) = 3 (~1)" (;{) 22K (] g2k,

k=0
Definicién 2.2. El polinomio de Chebyshiov u,_1(x) se define para todo x real por medio

de la ecuacion
-1
125210

tna(z) = Y (—1)F (%Z 1)x”_(2k+1)(1 _ 2?)k,

k=0
Dando valores a n y resolviendo la suma se obtiene la expresién para cada polinomio ¢, ()

Y Un—1(z); por ejemplo:

to(z) =1, up(x) =1,

t1(z) =z, uy () = 2z,

to(r) = 20% — 1, uy(w) = da* — 1,
t3(z) = 42° — 3a, us(r) = 8% — 4z

2.2. Ecuacién diferencial de Chebyshiov

Facilmente se puede verificar que

cosnf = t,(x) y sennf =senb u, 1(x)
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son soluciones de la ecuacién diferencial

dQ?/ 2
%—Fn y:0.
Haciendo z = cos 8 se tiene:
dy_ dy d—m——senﬁ &y
do  dxr db dz’
@—i —sen@ﬁ =
ez do de ]
_d dy d dy, dv
=g (Teen0) o+ (msen) S (G0) g =
dy 2, A%y
——COSQ% + sen“d prc

Reemplazando en la ecuacion diferencial se obtiene:
2

d d
—cosG% + Sen29d—xg + n?y=0,

dy  dy
(1-— wQ)E T +n?y = 0. (2.5)

Por lo tanto, las funciones ¢,(z) = cosnf y v1— 22 u,_1(x) = sennf son soluciones
linealmente independientes de la ecuacién (2.5), conocida como ecuacion diferencial de

Chebyshiov.

En esta seccién se hallardn nuevamente los polinomios de Chebyshiov resolviendo la
ecuacion diferencial (2.5) mediante series de potencias. De acuerdo con el Teorema (1.2),
esta ecuacion tiene dos soluciones linealmente independientes alrededor del punto ordi-

nario xg = 0 de la forma:

y= Z Apa”. (2.6)
k=0
Se tiene entonces
y/ _ Z k‘Akl’k 17
k=1
y" = k(k — 1) A2
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Por lo tanto,

(1 — 2 Zk -1 Akx -2 —kaAkxk’l —i—nQZAkxk =0,
=2 k=1 k=0
Z k(k — 1)Akxk_2 — Z k(k —1)Apz® — Z kAiz® + n? Z Azt =0,
k=1 k=0

Zk ~1)A k2+2Akx —1) —k+n?% =0,

D (ke +2)(k + 1) Apar® + Z Apt®n® — kK + k— k] =0,
k=0 k=0

D (k+2)(k+ 1) Apnr® + ) Aatn® — k%) =0,

k=0 k=0

> (k+2)(k+ 1) Agor® =) A [k? — n?).

k=0 k=0

Para que se cumpla esta ultima igualdad es necesario que los coeficientes satisfagan:

(k+2)(k4+1)Aps = (K* —n*) Ay para k=0,1,2,---
k* —n?

A= T pan (2.7)

Iterando la férmula (2.7) se observa que si Ay = 0 todos los coeficientes pares son nulos,

y los impares son:

1 —n?
A3: 23 Ah
32 —n? 1—n2)(3% = n?
5= A3=( I )A1>
4.5 2:-3-4-5
52 — n? (1 —n?)(3% — n?)(5* — n?)
A = A = Aq:
6.7 Y 2.3.-4.5-6-7 b

en general, si Ag =0y k=2pconp=0,1,2,... Ay =A,=0,s1 4 #0y k=2p+1,

se tiene:
B C (1=n)B=n?)(*—n?) ... [2p+1-2)*—n?
Ap = Azpyr = (2p + 1)! A
(1 =n?)(32=n?)(5*—n?)...[(2p—1)* —n?]
A2p+1 = (2p n 1)' Al. (28)

Como y(z) = Ag+ Az + ...+ Az 4 ... es solucién de la Ecuacién (2.5), reemplazando
Yy
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los coeficientes obtenidos se encuentra la solucién impar de la ecuacion diferencial de

Chebyshiov:

y(z) = Ay + i _3!”2) Ayx® + (1= n2)5(!32 — ) A® 4.+
yi(x) = Ay — (HQBT D A+ (" — 1)5(!712 — ) Az® — .+
+(=1) e 32>(7Z;p_+5?)!. MUENC NS +
w(x) = A [ — ("23771):63 i (n? — 1);!712 _ 32)1,5 S
+ (D 32)(7(1;p_+5i))!' @y 1 (29)

Andlogamente, iterando la férmula (2.7) y tomando A; = 0y Ay # 0, todos los coeficientes

impares son nulos, y los pares son:

Ay TAO,

22 —n? 22 — n?)n? n? — 22)n?
A= g BT, T,

42 — p? 42 — n2)(22 — n?)(=n? —(n? — 42)(n22?)(n?
ho= B0 4 @B o) 02— D)

en este caso, sik =2p+1conp=0,1,2,... Ay = Agpr1 =0, y si k = 2p, se tiene:
—n2)(22 —n?) (42 —=n?)...[(2p—2)%2 —n?
pe = Ay = PN = ). (2 =2 =
(2p)!
n?(n? — 22)(n? — 4%) .- - [n? — (2p — 2)?
gy — (= E ) (227
(2p)!

Luego la solucién par de la Ecuacién (2.5) de Chebyshiov se obtiene reemplazando en

A07

Ap.

(2.6) los coeficientes encontrados:

n? 22 —n?
y2<l’> = AO — §A0[E2 — ( 4' )

n*(n® - 2%)(n* — 4%)--- [n? — (2p — 2)]

2
i AOZL'4—|—+

+ (_1)p (2p)' A01,2p 4.
a(®) = Aoll = %xz - _4? ) e+
+(= )pnz(n2 ) A = = 2] sy J. (2.10)
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Dado que t,(x) es la tinica solucién polindmica de la ecuacion diferencial de Chebyshiov
(salvo un factor constante), las expresiones (2.9) y (2.10) con un valor adecuado de Ay

6 A; son una férmula explicita para el polinomio ¢,(z).

Si n es par, se reemplaza x = cos %ﬂ' =0 en (2.10) y se tiene
1
tn(cos §7r) = Ao;

como t,(cos ) = cosnd = (—1)2, entonces Ay = (—1)%. Luego una expresién para t,(z)

con n par es:

fo(z) = (—1)3 [1_%?%2*##_“*
b (- =2 _473”'[” il G U} (2.11)

Si n es impar, se divide (2.9) por z = cos y se considera el siguiente limite:

(n*—1) , N (n? —1)(n? — 3%)

Al — 1y 2]
th 0 th 1
lim 7(008 ) = lim (z) = lim 3! !
69—  cosl z—0 X z—0 x
L (n=1) , (@ =1@>-3) ,
= lim Ayl - = —a® + - whb = Ay
por otra parte se tiene:
1 tn(cos ) . cosnb i n sennf o 1
im ————= = lim = Im ——— =mnsen -mn
0—Z cost T cosf ~~ ¢—~Z senf 2
9—>§ Regla de L’Hopital
:n(_l)ngl

Luego A; = n(—1)"z" . Reemplazando A4; en (2.9) se obtiene una expresién para t,(z) si

n es impar:

b(2) = n(—1)" [p — - D, ‘”ES!” =)
oy P ) o= 0y

Las férmulas (2.11) y (2.12) permiten obtener los polinomios de Chebyshiov de primera
clase, cuando n es par o impar respectivamente. Estas expresiones son mas explicitas que

la Definicién 2.1, y con ellas se pueden encontrar facilmente los polinomios ¢, (z).
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POLINOMIOS DE CHEBYSHIOV DE PRIMERA CLASE

Conociendo t,(x), es posible encontrar la férmula para y = v/1 — 22 u,_; () considerando

la siguiente identidad:

1 d 1 d dx

-_— 2 = = - — = —_—— — —_—

V1—22u, 1(z) =sennd e (cosnb) " dx(cos nd) 7
1 d 1—2a2 d

= —— (—senf) — (to(x)) = — (t,
L csend) ) = Y L )
) 1 d ) 1 d .
Es decir, u,_1(x) = — — (t,(x)), lo que equivale a wu,, () (tns1(x)). Derivando

n dx T n+lde
con respecto a z las expresiones (2.11) y (2.12) se tienen férmulas explicitas para u,(x):

Si n es par:

Up_1(z) =

|
SIm3IIR3I-
|
=
(S
3
R
3
S
+
S
|

|
—~
|
—_
~
N=
T
—
S
EX
|

2?4 ... (2.13)
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Si n es impar:

1 T e P (Lt s B

Up_1(z) = b {n(=1)z"V [z T + : 2 —..]}
=n( 1)%(”_1) % 11— (=1 2? D r? + (" = 1)4(:1 —3) zt— .
= (=1)z( D 1 — 1) 2? D + ("~ 1)4(!" =) 4 ] (2.14)

Al igual que para t,(x), las férmulas (2.13) y (2.14) permiten encontrar los polinomios de

Chebyshiov de segunda clase mas facilmente que con la Definicién 2.2.

POLINOMIOS DE CHEBYSHIOV DE SEGUNDA CLASE

2.3. Ortogonalidad de los polinomios de Chebyshiov

En esta seccion otra vez y finalmente se obtendran de nuevo los polinomios de Chebyshiov

de primera y segunda clase como elementos de un espacio vectorial con producto interno.

En el espacio vectorial P, de polinomios de grado menor o igual a n con coeficientes reales,

se considera el siguiente producto interno:
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1
p(z)g(z)
,q) = ——~———= dx paratodo p,q € P,.
(P, q) /1 Tz P P4

Aplicando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a la base candnica
V = {l,z,2% ...,2"} se encontrard un conjunto ortogonal {wg,ws, -+ ,w,} de la si-

guiente forma:

U)O:le‘/,
1
wl—x—<x’ >1,
(1,1)
1

0
W =2 —— =1,
T
1 2 2 2 2 2
% ) ) 71 )
oyt SR ) G GG
i <wia wi) <w07 ’LU0> <w17 w1> <17 1) <l‘, .T>

2 b
x5, x) = ———dx =0
(el = | e
2 1 222-1
w2=x2—i1—ix—x2——— v ,
T /2 2 2
2
w3 = fL‘3 o Z <‘r27wi> - 3 <.ZC3,/LU0> 0 — <£U3,'U)1> L — <$37w2>
—0 (wi, w;) ' {wo, wo) (wr, wy) (wa, wa)
3 222 — 1
3 <x3,1>1 (23, ) (%, 9 ) 221
= _ —_ T —
(1,1) (x,x) 202 —1 222 -1 2
< 2 ? 2 >
0. 37/8 0 222 -1 3 4o’ — 3w
— - 21— — —d ==
T /2 ‘ /8 2 T 4
_x3_§x_4x3—3x
N 47 4
Anélogamente,
8zt —8?+1

Wy = ———,

8
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_ 162° — 2023 + 5z
N 16 ’
3228 — 482 + 1822 — 1
Weg = .
32

Ws

El conjunto encontrado,

202 —1 42® —3x 8z*—8z2+1 162° — 2022 + 5z !
2 ’ 4 ’ 8 ’ 16 ’ ’

{1, =,

coincide con {to(z), t1(z), ta(z), t3(x), ...} salvo un factor constante, lo cual indica que
los polinomios de Chebyshiov de primera clase son un conjunto ortogonal en el intervalo

~1,1].

Del mismo modo, aplicando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a la base

{V1—222v1 — 22, 2°V/1 — 22, 23y/1 — 22, - - - } con el mismo producto interno, se en-

cuentran las siguientes funciones.

16
162° — 162° + 3z
wg =V1—122( G ).
Este conjunto, {w}, wh, w}, w}, -}, coincide (salvo un factor constante) con el conjunto

de funciones de Chebyshiov de segunda clase
{V1—=22uy(x), V1—22u(x), V1—22us(x), ...}

Por tanto, las funciones de Chebyshiov de segunda clase forman un conjunto ortogonal

en el intervalo [—1,1].



CAPITULO 3

PROPIEDADES DE LOS
POLINOMIOS DE CHEBYSHIOV

En este capitulo se presentan importantes propiedades de los polinomios de Chebyshiov

de primera y segunda clase.

Proposicion 3.1. Los polinomios de Chebyshiov de primera clase satisfacen la siguiente
identidad:
tnia(x) = 22t i1 (x) —to(x) n=0,1, 2,...

Demostracion. Teniendo en cuenta la relacién entre cosnb, t,(x), sennf, y u,_1(z), se

consideran las siguientes identidades trigonométricas:

cos[(n + 1)8] = cos(nf + ) = cosnb cos @ — sennb sen b, (3.1)

sen[(n + 1)0] = sen(nf + 0) = sennb cos O + cos nf sen 6. (3.2)

Como t,(x) = cosnd y sennf = sen Ou,,_(x), reemplazando en (3.1) se tiene:

tar1(x) = x t,(x) —sen € u,_1(x) send,

tni1(2) = 2 ty(x) —sen?® 0 u,_1(z),

z ty(z) — (1 — 22) up_1(2). (3.3)

thrl(x)
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Andlogamente, reemplazando en (3.2) se tiene:
sen Qu,(x) = sen 6 u,_1(x) x + t,(x)sen o,
Un () = & up_q1() + tp(x). (3.4)

x ty(x) — thyr ()
(1—a?)

De (3.3), up—1(z) = ; aplicando esto en (3.4) y operando, se encuentra

que

T tps1(7) — tnia(2) _ 7T [z ta(z) =t (2)] + (1 — 2?) t,(2)
(1 —a?) (1—a?) ’

= [ tn(2) = taa(2) | + (1 = 2°) (),
=22 tp(z) — = tpp1 () + to(z) — 22 t,(2),
Tt (7) + 7 Loy (7) — ta(2),

22ty (x) — tu(x). (3.5)

X thrl( ) - tn+2 x

xZ

(

b1 (1) = tnya(a
nt2(

(

)
)
) =
) =

n+2 X

Proposicion 3.2. Los polinomios de Chebyshiov de sequnda clase satisfacen la siguiente

identidad:

Upt1(z) = 22up () —Up—1(z) n=0,1, 2,...

Demostracion.
Teniendo en cuenta las expresiones (3.3) y (3.4), se despeja t,(x) en (3.4), es decir,

tn() = up(x) — zu,_1(x), y aplicando en (3.3) se obtiene:

tn1(2) = 2 up(2) = @ [ Un(2) =2 upr (2) | = (1= 27) (),

Upi1(7) — 2 U (2) = T Up(2) — 22 Up_1(T) — Up_1(2) + 2% up_1(2),

Proposicién 3.3. Sin > 1, el polinomio t,(z) tiene ceros en los n puntos

2k +1
Ik:COSu, k=0,1,2,...,n—1.
2n
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Demostracion. Puesto que t,(x) = cosnf y cosnf = 0 sélo si nf es un multiplo impar
(2k + 1)m
2
0 = arccosz, los ceros de t,(z) para x € [—1, 1] se encuentran entre los nimeros

de Z. es decir, cuando nf =
)

3 para un cierto entero k y teniendo en cuenta que

2k +1
xk:cos%#)ﬂ, k=0,4+1,£2,... (3.7)
n

Los valores £ = 0,1,2,...,n — 1 dan n ceros distintos xg, x1,--- ,z,_1 situados todos
en el intervalo abierto (—1,1). Puesto que un polinomio de grado n no puede tener més
de n ceros, es claro que deben ser todos los ceros de t,. Los restantes z; de (3.7) son

repeticiones de estos n.

[ ]
Proposicién 3.4. Sin > 1 el polinomio u,(x) tiene ceros en los n puntos
k
xk:cos(ﬁ) k=1,2,...n. (3.8)
n+1

Demostracion. Teniendo en cuenta que sen(n + 1)6 = /1 — 22 u,(x), los ceros de u,(z)
sen(n+1)0  sen(n+ 1)

V1—a? Y V1—a?

da cuando (n + 1)6 es miltiplo de 7, es decir, (n+ 1) = k7, y como x = cos#, los ceros

son iguales a los ceros de = 0 sélo si sen(n + 1)0 = 0. Esto se

de u,(x) se encuentran entre los niimeros

km

k=41,42, ... (3.9)

T = COS

Los valores k = 1,2,...n dan n ceros distintos x1,xs,...,x, situados en el intervalo
abierto (—1,1). Como u, es un polinomio de grado n, ellos deben ser todos los ceros de

Uy, y para otros valores de k, los x; son repeticiones de estos n.

A partir de los polinomios de Chebyshiov de segunda clase se puede definir un polinomio

muy importante, como se observa a continuacion.

Sean n € Z* y u,(z) el polinomio de Chebyshiov de segunda clase; un polinomio asociado
a este es

() = up(z) + up—1(z) n=1, 2, ...
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Los primeros polinomios v, (z) son:

v (@ 2x + 1,

vo(x 2 42z — 1,

vs(x 3 4 4x? — 4w — 1,

vy (@ 62t + 823 — 1227 — 4z + 1,

T 425 + 322° — 802t — 3243 + 2422 4 62 — 1,

vr(z 282" + 642° — 19225 — 802" + 803 + 242% — 8z — 1,

Vg

(x)

(v) =4

(r) =8

(r) =1

vs(z) = 322° + 162" — 322° — 122% + 62 + 1,
(v) =6

(z) =1

() =2

(z)

Vol

vig(z) = 10242 + 51227 — 2302° — 102427 + 17962° + 6722° — 5602 — 1602°

+ 6022 + 102 — 1.

Proposicién 3.5. El polinomio v, (z) tiene ceros en los n puntos

2k
Ty = COS T =1,2,...n.
2n+1

_sen(n+1)0

Demostracion. Como u,(r) = —————, operando y aplicando identidades trigonométri-

sen ¢
cas se tiene que:

sen(n+1)0 sennf

va(z) = + _ [sen(nf + 0) + sen nd]

sen f sen 6 sen f

= [sen nf cos § + cosnf sen  + sen nb|
sen(2%)

0 9[
2selr12cos2

1 1+0032§

e

sennf(cosf + 1) + cosnb sen 6]

cos nf sen 2%

562% + 12827 — 4482° — 1922° + 2402 4 802* — 402 — 8z + 1,

51227 4+ 2562° — 102427 — 44825 + 6722° + 240" — 1602° — 402% + 10z + 1,

) +

0 cosnf 2sen g COS

——— [sennd( 5

sen 5 COSs 3

1

2

= _Isennf(cos® =) +
sengcosg[ ( 2)

2

0
= 7[sennf cos ~ 4 cos nf sen |
sen 5 2 2

1 0 sen(n + )6
= g sen(nd + <) = (792).
sen 2 sen 3
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sen(n+3)0 .
Luego v,(z) = ————5=—, asi que para encontrar los ceros de v,(z) es necesario que
Sen ) o
(n+3)0 sea multiplo de 7, es decir (n+31)# = km para algtin entero k. Luego 6 = 5 _:1, y
n
2km .
como 0 = arccosx = SRS entonces los ceros de v,(x) se encuentran entre los niimeros
n
2k
T} = COS T k==+1, £2,...
2n +1
Como v, (x) es un polinomio de grado n, los valores de k = 1,2,--- ,n dan los n ceros
distintos del polinomio v, (z). |
Proposicién 3.6. Los polinomios t,,(x) y um,(x) tienen la paridad de m.
Demostracion. Se consideran los siguientes casos para t,,:
1. Si m es par, t,,(x) se define por la expresién (2.11):
m2 m2(m2 — 92
() =~ = g PR gy
nm?(m? —22)(m?® —4%) - [m? — (m—2)%]
(—1)% , (~2)")
m!
. m2 m2(m? — 22)
S Gt T e
nm?(m? —22)(m? —4%) - [m? — (m —2)?]
(-1 ) 2" = (2]

Luego t,,(x) es una funcién par cuando m es par.

2. Sim es impar, t,,(x) se define por la expresién (2.12):

(=) =m(1) By = T D gy 2D ey

m—1 (m2 — 1)(m2 - 32)(7712 - 52) . [mQ — (m— 2)2]
m!

(=1) 2
=m(=1)2"V[(=z) + (m 3|_ 1)x3 _mi- 1)5(‘m —3 )x5 —

me1 (m2 _ 1)(m2 _.32)(m2 . 52) o [m2 N (m B 2)2]
m!

(1)
:—m(—l)%(m_l)[l‘—f— (m3'_ 1)1‘3+ (m _1)5('771 -3 )1,5_’__’_
(e (= D = R = ) = (0 =20

m!

El polinomio t,,(x) es una funcién impar cuando m es impar.
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Para el polinomio w,,(z) se considera:

1. Sim es par, u,(z) se define por la expresién (2.14):

(=) = (b = DD ey
oy (21

(=) = (=1)3™ - [1 — 2] = (@)

2!

Luego u,,(x) es una funcién par cuando m es par.

2. Si m es impar, u,(x) se define por la expresién (2.13):

C((m+1)?2-2)

U (=) = (=1)2™ - m - | 3 (=P + -],
U (—1) = (=1)3™ .+ [— ((m+?!2‘22)$3+...],
U (—T) = —(—1)%’” m- [z — ((m + 1322 _ 22)933 | = —um(z)

El polinomio u,,(x) es una funcién impar cuando m es impar.

Proposiciéon 3.7. El coeficiente de " en t,(x) es 2" L.
Demostracion. Se consideran dos casos, n par o impar:
1. Sin=2kconkeZ":
Ay = (=15 [ (=1)% - n*(n® —2%)-- n(rﬂ —(n—2)) ]
(=2 (= (=2 (= 0)(n2 —2)---(n® = (n—2)%)
n! n!
_(2R)2((2k)? — 2%)((2k)* — 4%) - - ((2k)* — ((2k) — 2)%)
(2k)!

~ (2K)(2K)(2k — 2)(2k +2)(2k — 4)(2k +-4) - - - (2k — (2k — 2))(2k + (2k — 2))
B (2Kk)!
A @RK)(2E—-2)2k—4)---(2)} - {(2k)(2k +2)(2k +4) - -- (2k + (2k — 2))}
B (2k)!
@2k -1)2(k—=2)---(2)} - {(2k)2(k +1)2(k +2)---2(k + (K — 1))}
B (2k)!

{2%k(k — D) (k—2)--- 1} - {22k (k+ 1) (k+2) - (k+ (k= 1))}
(2K)!
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Rk —1)(k—2)-- 1} { (k+ D)(k+2) - (2k — 1)2k }
B (2k)!
2 (k= 2)(k = Dk(k+ 1)(k+2) - (2k — 1)2k

25! b=

2. Sin=2k+1lconkeZ":

An:n(—l)%[(_l)%(n —(n*=3)(n ;!5 ) (n*—(n—2)7)

:nﬁg—U09—3%WZ—WV“Oﬂ—(n—@%]
n!
_ n(n —Dn+1)(n=3)(n+3)(n—=5)(n+5)--(n—(n—2))(n+(n— 2))]
n!

]

:n{[(n—l)( —3)(n—5)---(n—(n—2))} . [(n+1)(n+3)(n+5)
(n+(n—-2) ]}/n'
2k+D{[2k+1—-1)(2k+1-3)(2k+1—5)--- (2k+1— (2k + 1 — 2))]

= (
[k +1+1)(2k+143)2k+1+5)---2k+1+ 2k +1—2))]}/(2k +1)!
= 2k + 1){[(2k)(2k — 2)(2k —4)--- 2k + 1 — 2k — 1 + 2))]

It

2k + 2)(2k + 4)(2k +6) - - - (4k)] } /(2k + 1)!
[(2K)2(k — 1)2(k — 2) -~ 2] [2(k + 1)2(k + 2)2(k + 3) - - - 2(2k)]

= @k+1) 2k + 1)

B 26[k(k —1)(k —2) - 1]2%[(k + 1)(k + 2)(k + 3) - - - (2Kk)]
= (2k+1) (2k + 1)!

B 2%1 (B =2)(k — Dk(k+1)(k+2)(k+3) - (2k)(2k + 1)

B (2k + 1)!

=1

Luego se tiene que A, = 2" ! en cualquier caso, n par o impar.

Teorema 3.1. En el intervalo [—1,1] los valores extremos de t,(x) son +1 y —1, alcan-

zados alternativamente en los n + 1 puntos

k
T, = COS (—W) , para k=0,1,...,n. (3.10)
n

Demostracion. Segun el teorema de Rolle, el maximo y el minimo relativos de t,, deben

presentarse entre dos ceros consecutivos; existen n — 1 puntos de tal naturaleza en el
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intervalo abierto (—1,1). Como t,(z) = cosnf con x = cosf, los valores extremos, +1,

s
son alcanzados en los n — 1 puntos interiores cos (—) , k=1,2,...,n—1, y también en
n
los extremos x = 1 y & = —1. Por consiguiente, en el intervalo cerrado [—1, 1] los valores
extremos +1 y —1 son alcanzados alternativamente en los n + 1 puntos xg, x1,..., 2,

k
dados por x; = cos (—W) para k=0,1,...,n.
n

Como se dijo anteriormente, los polinomios de Chebyshiov resuelven el problema de en-
contrar un polinomio para el cual la norma del maximo sea lo mas pequena posible; asi que

el siguiente teorema muestra este hecho en el intervalo [—1, 1].

Teorema 3.2. Sea p,(z) = 2" + ¢, 12" + ... + 17 + cp, un polinomio de grado n > 1
con primer coeficiente igual a 1, y considerando la norma del mdzimo dada por
lpnll = méx1 |pn|. Se tiene que

—1l<a<

lpall > [IEall,

5 t,
donde t,(x) = 275371).

Demostracion. En el intervalo [—1,1] el polinomio #, toma sus valores extremos =

1
o1 alternativamente en los n+ 1 puntos distintos xj, indicados en el Teorema 3.1, por
1

consiguiente, ||,|| = STt

A continuacién se demuestra que la desigualdad ||p,|| < lleva a una contradiccién.

2n—1

1 -
51 ¥ considerando la diferencia r(z) = t,,(x) — pp(x), en los n + 1
puntos xj dados por la ecuacién (3.10) se tiene

(=D* 1
o) = S~ pula) = (1) |5 — (1))

Suponiendo ||p,|| <

Por lo tanto

El factor entre los corchetes es siempre positivo, debido a que ||p|| < 1
r(z) tiene signos alternados en los n + 1 puntos xg, 1, ..., z,. Como r es continua, debe
anularse por lo menos una vez entre dos cambios de signo consecutivos. Por consiguiente,

r tiene por lo menos n ceros distintos. Pero como r es un polinomio de grado menor
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o igual a n — 1, esto significa que r es idénticamente nula. Luego, p, = t,, asi que
- 1 1
Ipall = |Itall = ST lo cual es falso porque se supone ||p,| < o=, Esto demuestra que
Ipall = 5o = liEnll-

En el capitulo anterior se han hallado los polinomios de Chebyshiov de primera y segunda
clase de diferentes formas; a continuacion se presentan los mismos mediante un curioso
determinante. Esta representacion permite cumplir con el objetivo principal de este traba-
jo: mostrar la relacién entre los polinomios de Chebyshiov y las figuras estrelladas, como

se observard en el Capitulo 4.

Como to(z) = 1y t1(x) = z, aplicando la férmula de recurrencia (3.5) para obtener to(x)

se tiene:

to(z) = 2z t1(z) — to(x)

=2z — 1
r 1
1 2z

De la misma forma,

ts(z) = 2xty(x) — t1(x)

r 1 r 1 z 0
=2z —x =2 -1 ;
1 2z 1 2z 1 1

que se puede ver como un determinante de orden tres, el cual se desarrolla por la tercera

fila. Luego,
z 1 0
t3(r) =1 2z 1
0 1 2z

Ademas,

ty(z) = 2xts(x) — ta(x)
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zr 1 0 zr 1 0 r 1 0
z 1
=2z|1 2z 1|—1 =2z|1 2¢ 1]|—11 2z 0
1 2z
0 1 2z 0 1 2z 0 1 1
z 1 0 0
1 22 1 0
0 1 22 1
0O 0 1 2z

Al igual que con ta(x) y t3(z), la féormula de recurrencia (3.5) permitié ver a t4(z) como

el determinante de una matriz que se desarrolla por la dltima fila.

Andlogamente, como ug(x) = 1y uy(z) = 2z, aplicando la férmula de recurrencia (3.6)

se tiene:

us(x) = 2zuy () — up(x)
=2x(2z) —1
2z 1
1 2z

)

ug(x) = 2zus(z) — ui(x)

2¢ 1 2¢ 1 2¢ 0
=2 — 2 = 2x -1
1 2z 1 2z 1 1
2¢ 1 0
=1 2z 1/|;
0 1 2z

2c 1 0 2¢. 1 0 2¢ 1 0
=2r|1 20 1|-— =2x|1 2z 1|—-1|1 2z 0
0 1 22z 0 1 22z 0 1 1
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2 1 0 0

1 2z 1 0

o1 o2 1
0 0 1 2z

zx 1 0 0 - 0
1 2z 1 0 - 0
To(x)=10 1 20 1 --- 0[], (3.11)
0 0 0 1 2z
2¢ 1 0 0 - 0
1 2z 1 0 - 0
Ulx)=0 1 20 1 --- 0|- (3.12)
0 0 0 1 2z
De la ecuacién de recurrencia (3.5) se puede inducir que
to(z) = det T, (x). (3.13)

Anélogamente, de la ecuacién de recurrencia (3.6) se puede inducir que
up(x) = det Uy, (2). (3.14)

k
Teorema 3.3. Los valores propios de Uy, (x) son 2(x—1)+4 sen%ﬁ), k=1,2,---,n.

Demostracion. Para encontrar los valores propios de U, (x), se buscan los valores A para

los cuales det(U,,(z) — AI) = 0. Luego

2t 1 0 0 0 A0 00 -+ 0
1 2 1 0 0 0 AN 00 0
Uz)=AX[=]10 1 2z 1 ol—=10 0 X o 0
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2t — A 1 0 0 -~ 0
1 2z—Xx 1 0 -~ 0
A
= 0 1 2=\ 1 -~ 0 =Un(a:—§).
0 0 0 1 2zx-X\

Asf pues los valores propios de U, (z) son los ceros de u,(z — %); de (3.8) los ceros son

xr — ’\—2’“ = oS nk—Lcon k=1,2,---,n; despejando se encuentra que \, = 2z — 2cos nk—ﬁ,
por tanto los valores propios de U,, son
km km km
Ae = 22 — 2 = 21 — 2082 = 2z — 2[1 — 2sen®
=2z —2cos —— =2z — 2cos (2n 2) x —2] sen 2n+2]
= 27 — 2 + 4 sen’ 2nj—2 = 2(x — 1) + 4sen’ 12
[ |

Ejemplo. Los valores propios de la matriz U, (1) son

km

A, = 4sen?
k= dsen®(o

) k=1,2,--,n.

Una caracteristica importante del polinomio v,(z) es que puede verse como el determi-

nante de una matriz cuadrada, al igual que los polinomios de Chebyshiov t,,(z) y u,(z).

Si se aplica a la definicién de v,(x) la férmula de recurrencia (3.6) se obtiene
U () = up () + up_1(x) = 220, _1(2) — Up_2(x) + up_1(x)
= 2z + Dup—1(x) — up—a(x).
Esta féormula tiene sentido para n =2, 3 ,4, ... ; por ejemplo,
vo(z) = (22 + Duy () — up(2)
=2r+1)2z -1

2x 1
1 20+41|
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v3(x) = (22 + Dug(z) — uy(x)

2¢ 1 2¢ 1 2¢ 0
=2z +1) —2x = (2x +1) —

1 2z 1 2z 1 1
2z 1 0
=11 2z 1 1
0 1 2x+1

vg(z) = (22 + Dug(z) — uz(x)

2r 1 0 20 1 0| [2z 1 0
2x
=QRr+1)|1 22 1]|- =@Rr+1)[1 2z 1|—|1 22 0
1 2z
0 1 2= 0 1 22 [0 1 1

0 0 1 2x+1

De acuerdo con los ejemplos y considerando la siguiente matriz de orden n:

2¢ 1 0 0 - 0
1 2¢ 1 0 - 0

Vixy=10 1 22 1 - 0
0 --- 0 0 1 22+1

se pueden obtener los polinomios v, (z) de la siguiente forma:

vn(z) = det V(). (3.15)

km

Teorema 3.4. Los valores propios de V,,(x) son 2(x—1)+4 sen2(2 1
n

), n=2,3,,...

Demostracion. Los valores propios de V,,(x) se encuentran calculando los A para los cuales

el det(V,,(x) — AI) = 0. Como
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20—\ 1 0 0 0
1 2z—-X 1 0 0

Vi) =M =] 0 1 2r—X 1 0 =Vulz—7), (3.16)
0 0 0 1 22—)X+1

y det(V,(z — 5)) = v,(r — 5) Entonces los valores propios de V,,(z) son los ceros de

A 2k
V(T — 5) De (3.5), los ceros son x — ?k = cos o~ _:1 con k=1,2,--- ,n; despejando se
encuentra que A\ = 2x — 2 cos Wl, por tanto los valores propios de U,, son
km km

Ak = QZE—QCOSQQ = 2z — 2[1 — 2sen? 2n+1] =2(z — 1) + 4sen?

n+1 n+1

Ejemplo. Los valores propios de la matriz V,,(1) son

km

e = 4sen?
k= dsen’(o o

) k=1,2,--,n.



CAPITULO 4

FIGURAS ESTRELLADAS

Entre las figuras geométricas se destacan los poligonos regulares y las figuras estrelladas.
Estas interesantes formas han sido utilizadas desde hace mucho tiempo; por ejemplo, en
el antiguo Egipto los octagonos regulares y poligonos de 16 lados aparecen en decora-
ciones de murales; los pitagéricos tenian como emblema el pentagrama; los babilonios
usaron pentagramas y hexagonos, etc. Un estudio acerca de estas figuras lo realizé el in-

glés Thomas Bradwardine (1290-1349).

En el desarrollo de este capitulo se quiere mostrar la relacién entre los polinomios de Che-
byshiov de segunda clase u,(x), el polinomio asociado v, (x) con los poligonos regulares y
las figuras estrelladas. Para esto se presentan inicialmente la definicién de figura estrellada

y algunas de sus propiedades.

Una figura estrellada de n lados es la que se forma con los n puntos que dividen una
circunferencia en partes iguales, uniéndolos con segmentos de recta de dos en dos, tres en
tres, etc. Si todos los n puntos no se unen, se inicia nuevamente con uno de los puntos

que queda por fuera de la linea poligonal, hasta que se incluyan todos los puntos.
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La situacion se ilustra con el siguiente ejemplo.
Ejemplo.

1. Sin =5y se unen los puntos de dos en dos, se forma la figura

2. Sin =8y se unen los puntos de dos en dos, se forma la figura

n

La figura estrellada formada al unir n puntos de ¢ en ¢, se denota . El primero en
q

usar un simbolo numérico como {n/q} para referirse a las figuras estrelladas fue L. Schléfli

(1814-1895).
Como unir puntos de g en ¢ es igual a unirlos de n — ¢ en n — ¢, es decir, de ¢ en g en
sentido contrario, entonces se puede construir una figura estrellada por cada entero menor

que g, es decir, para los ¢ tales que ¢ < 3.

Sean n,q € Z,n > 3y q < 45; se presentan los siguientes casos:
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1. Si ¢ =1 la figura que se obtiene es un poligono regular convexo de n lados y se denota
por {n}

Ejemplo. Triangulo equilatero, cuadrado, pentagono, etc.

NS

{3} {4} {5}

2. Siny qson primos relativos, se unen los vértices no consecutivos de ¢ en ¢ y la figura

formada se llama poligono regular estrellado o n-grama.

= No existen poligonos regulares estrellados de 3 lados, debido a que el nico primo

relativo con 3 menor que % es 1.

= Para n = 4 tampoco existen poligonos regulares estrellados de 4 lados, puesto que
el inico primo relativo con 4 menor que % es 1.

= Pentagono regular estrellado

El nimero primo relativo con 5 menor que g es 2; luego se puede construir el

pentagrama o pentagono regular estrellado uniendo los cinco puntos de dos en

dos. Los pitagéricos usaron pentagramas como simbolo de buena salud y como un

emblema de reconocimiento.
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= No existen poligonos regulares estrellados de 6 lados, puesto que no hay primos

6

relativos con 6 diferentes de 1 menores que 3.

= Heptagonos regulares estrellados
Existen dos ntmeros primos relativos con 7 menores que %, 2 y 3; asi que se
pueden construir dos heptagonos regulares estrellados, uniendo los 7 puntos de

dos en dos, y otro de tres en tres:
7 7
2 3

= Octagono regular estrellado

El nimero primo relativo con 8 v menor que & es 3, asi que uniendo los 8 puntos
2 )

de tres en tres se obtiene el octagono regular estrellado:

(AN

&
Nz

8
3

a\

= Eneagonos regulares estrellados
Los primos relativos con 9 menores que % son 2 y 4, luego se pueden construir dos

poligonos regulares estrellados de 9 lados:
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o

= Decagono regular estrellado

Como 3 es primo relativo con 10, se forma al unir los 10 puntos de tres en tres:

TN

N

10

Para un n dado, jcuantos n-gramas regulares se pueden construir? Por cada ¢ < 7 se

n
construye una figura estrellada ; como estas son n-gramas requlares cuando n 'y

q
¢(n)

¢ son primos relativos, se puede construir un n-grama por cada q < 5 donde ¢(n)

es la funcién de Euler (cantidad de niimeros menores que n y primos relativos con n).

. Sin y g no son primos relativos, la figura estrellada se forma con dos o mas poligonos
girados uno con respecto al otro; esto se debe a que al unir los puntos, se cierra la linea

poligonal sin incluirlos todos.
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» La figura estrellada es la conocida estrella de David, y se forma por dos
2

= La figura estrellada es llamada estrella de Lakshmi, y fue usada por los
2

indios para simbolizar las 8 formas de riqueza (Ashtaldkshmi). Esta se forma con

triangulos equilateros.

dos cuadrados:

9
= La figura estrellada se forma con tres triangulos equilateros:
3

10
= De 10 lados se pueden formar las figuras estrelladas y ; la primera

2 4
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se forma con dos pentagonos, y la segunda es muy interesante ya que se forma

con dos pentagramas, y no con poligonos regulares:

10 10
2 4
Sea O el centro, A, A’ vértices de la figura estrellada, R el radio de la circunferencia cir-

cunscrita y M el punto medio del lado AA’; la medida del angulo AOM es T para {n}
n
n

qm
y — para
n q

Conociendo la medida del angulo AOM se puede determinar facilmente la medida del

n
lado de {n} y
q
. ™ qm n
La medida del lado es [ = 2R sen — para {n} y | = 2R sen — para
n n
q
Ejemplos.
= Pentagono regular {5}
A/
A mLAOM = g—’g =z

[ = 2Rsen%

()
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5
= Pentagrama
2
A/
M,
O A mLAOM = %”
[ = 2Rsen 2?”
= Octagono regular estrellado,
3
m&LAOM = 3{

[ = ZRS«en%r

Los polinomios de Chebyshiov de segunda clase u, () y el polinomio asociado v, () tienen
una estrecha relacion con las figuras estrelladas. Dicha relacion se establece a través de

los valores propios de las matrices U,, y V,,, como se ilustra en los siguientes ejemplos.

Ejemplos.

1. Si se consideran las figuras de seis lados {6} y , se tiene:
2

I\2
= Para {6}, la medida del lado es [ = 2R sen(F), luego el cociente <E) es
[\2 2R )\ 2

(7) = (7 1)
Por otra parte, del Teorema 3.3 se tiene que los valores propios de la matriz
Us(1) son

k
Ap = 4sen2(%) para k=1, 2.
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2
Comparando las dos expresiones anteriores se observa que el cociente <E>

coincide con el valor propio A;.

6 I\2
» Para , la medida del lado es | = 2Rsen(3F), luego el cociente <§) es
2
[\2 2Rsen(38)\ 2 o 2T
(7) = (T =) =15

Este cociente coincide con el valor propio Ay de la matriz Us(1).

7

2. Si se consideran las figuras de siete lados {7}, y , se tiene:

2 3

» Para {7}, la medida del lado es [ = 2R sen(%), luego el cociente (é)Q es
I\2  (2Rsen(%)\2 o /T
(&) =T ) ')

Por otra parte, de el Teorema 3.4 se tiene que los valores propios de la matriz
V3(1) son
k
Ak = 4sen2(77r) para k=1, 2, 3.

I\2
Comparando las dos expresiones anteriores se observa que el cociente <E>

coincide con el valor propio ;.

2
» Para , la medida del lado es | = 2R sen(%”), luego el cociente <§> es
2

(7) = (7 =

Este cociente coincide con el valor propio Ay de la matriz V3(1).

2
= Para , la medida del lado es | = 2R Sen(37”), luego el cociente (é) es

3

(7) = (57 =

Este cociente coincide con el valor propio A3 de la matriz V3(1).
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Los ejemplos indican que las figuras estrelladas con un niimero par de lados se relacionan
con los valores propios de las matrices U y las figuras estrelladas con un ntimero impar de
lados se relacionan con los valores propios de las matrices V. Estos hechos se presentan
formalmente en el siguiente teorema, con el cual se finaliza este estudio sobre polinomios

de Chebyshiov y figuras estrelladas.

Teorema 4.1. Sea | un lado y R el radio de la figura estrellada reqular de n lados:

[\2 n
w Sin =2k, los valores propios de Uy_1(1) son las proporciones <§) de para

J
=12, k—1
. ) ) [\2 n
» Sin = 2k+1, los valores propios de Vi (1) son las proporciones (E) de para
J
j = 17 2a e 7]{:

Demostracion. Se consideran los casos:

» Si n = 2k, los valores propios de Uj_1(1), de acuerdo con el Teorema 3.3, son
Jm

2 S - - .
4 sen (Q(k: 1 2) para j = 1,2,...,k — 1, luego operando se tiene que |

) g B o JT\ o JTN R? o JT\  2Rsenif i,
4 sen (—Q(k‘ 0 2) = 4sen <_2k‘) = 4sen <_n ) = —24sen (_n ) = (—) =

2
(é) , donde [ es el lado de la figura estrellada
J

» Sin = 2k + 1, los valores propios de Vi (1), de acuerdo con el Teorema 3.4, son

4sen2(2kjj_ 1) para j = 1,2,...,k, luego opérando se tiene
Jm R? . 2Rsen % [\2
4sen2(m) = 4§ sen2(2g+1) = ( 7 ) = <E> , donde [ es el lado de la

figura estrellada

Este teorema es la generalizacién de un resultado observado por el astronomo aleman

Johannes Kepler (1571-1630), quien afirmé que los cuadrados de los lados de los poligonos
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7
{7}, , de radio unitario son las raices de la ecuacion

N — TN 4 14X — 7= 0.
Estas raices son precisamente los valores propios de V3(1).
El Teorema 4.1 es interesante ya que relaciona los valores propios de las matrices que

generan los polinomios de Chebyshiov u,(z) y el polinomio asociado v, (z) con el lado y

el radio de los poligonos regulares y las figuras estrelladas.
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