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Resumen
Titulo: Estructuras y mecanismos mentales asociados a la construccion del concepto de ortogonalidad: un modelo

ES

cognitivo desde la teoria APOE
Autor: Brandon Andrey Moreno Solares
Palabras Clave: Algebra lineal, Ortogonalidad, Teoria APOE, Descomposicién genética, Estructuras mentales.

Descripcion: En este documento se presentan los resultados de una investigacién de corte cualitativo, desarrollada
por medio de un estudio de casos. Esta investigacion se realiza con estudiantes de un primer curso de dlgebra lineal con
el fin de describir las estructuras y mecanismos mentales que permiten la construccion del concepto de ortogonalidad,

sustentada bajo la perspectiva tedrica de la teoria APOE.

Segtin las componentes del ciclo de investigacién propuesto en la teoria APOE, se disefi6 una descomposicién gené-
tica hipdtetica basada en el anélisis de libros de texto, la experiencia de los docentes y la literatura sobre el concepto
de interés. Con base en la descomposicién genética hipétetica, se disefiaron tareas que fueron expuestas mediante una
entrevista a cinco estudiantes de un primer curso de dlgebra lineal. En cada una de estas tareas se realiz6 un andlisis a
priori en donde se describe la intecion cognitiva y tedrica de cada situacion. Posteriormente, en el andlisis de los datos
se proporciona evidencia empirica sobre las estructuras y mecanismos mentales que interviene en la construccién del

concepto de ortogonalidad.

Trabajo de grado

** Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Maestria en Educacién Matemdtica. Directora: Solange Roa Fuen-

tes, Doctora en Ciencias Especialidad Matemdtica Educativa.
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Por ultimo, se presenta una descomposicién genética refinada que describe un posible camino para la construccién y

comprension del concepto de ortogonalidad.
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Abstract
Title: Mental structures and mechanisms associated with the construction of the concept of orthogonality: a cognitive

model from APOE theory. *
Author: Brandon Andrey Moreno Solares
Keywords: Linear algebra, Orthogonality, APOS Theory, Genetic descomposition, Mental structures.

Description: This paper presents the results of a qualitative research, developed through a case study. This research
is carried out with students of a first course of linear algebra with the purpose of describing the mental structures and
mechanisms that allow the construction of the concept of orthogonality, sustained under the theoretical perspective of

the APOE theory.

According to the components of the research cycle proposed in the APOE theory, a hypothetical genetic decomposition
was designed based on the analysis of textbooks, teachers’ experience and literature on the concept of interest. Based
on the hypothetical genetic decomposition, tasks were designed and exposed through an interview to five students of
a first course of linear algebra. In each of these tasks, an a priori analysis was performed describing the cognitive and
theoretical intention of each situation. Subsequently, in the analysis of the data, empirical evidence is provided on the

mental structures and mechanisms involved in the construction of the concept of orthogonality.

Finally, a refined genetic decomposition is presented that describes a possible path for the construction and understan-

ding of the concept of orthogonality. understanding of the concept of orthogonality.

Bachelor Thesis

Faculty of Sciences. School of Mathematics. Directora: PhD. Solange Roa Fuentes.
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Introduccion
La presente investigacion se preocupa por la construccion del concepto matemético de Ortogonali-
dad, el cual hace parte de un primer y segundo curso de dlgebra lineal de estudiantes universitarios
de primer afio en algunos programas académicos tales como ingenieria eléctrica, ingenieria electro-
nica, licenciatura en matematicas, matemadticas y fisica. Esta investigacion se desarrolla teniendo
como fundamento la teoria APOE (Arnon, Cottrill, Dubinsky, Oktac, Roa-Fuentes, Trigueros y
Weller, 2014) y busca en particular determinar cdmo los estudiantes construyen y comprenden el
concepto de ortogonalidad. Este concepto posee un alto grado de complejidad por su nivel de abs-

traccion y el lenguaje requerido.

El concepto de ortogonalidad ha sido poco explorado en el campo de la Educacién Mate-
mdtica y en la linea de investigacién de la Diddctica del Algebra. Desde la teoria APOE, se han
desarrollado diversos trabajos que involucran varios conceptos del dlgebra lineal, pero hasta el mo-
mento no se han encontrado trabajos previos en torno a la ortogonalidad pese a que es un objeto
matematico que se encuentra presente en el desarrollo de otros conceptos del algebra lineal y en
algunas aplicaciones que pertenecen a otros campos; por tal motivo, se considera pertinente inves-

tigar respecto a su ensefianza y aprendizaje.

Este documento estd organizada en siete capitulos. En el capitulo 1 se encuentran los ante-

cedentes, los cuales tienen que ver con las investigaciones que han desarrollado o involucrado el
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concepto de ortogonalidad. En el capitulo 2, se describe la problemética, pregunta y objetivo de
investigacion de esta propuesta. En el capitulo 3, se presenta la teoria APOE (Arnon et. Al., 2014),
como sustento tedrico y metodoldgico de la investigacion; se describen sus principales constructos
tedricos y las relaciones entre ellos, asi como las componentes del ciclo de investigacion que guian
los aspectos metodoldgicos, que corresponden a las fases descritas en el capitulo 4 de 1a metodolo-
gia. El capitulo 5 describe el andlisis tedrico de libros de texto sobre el concepto de ortogonalidad
y se propone una descomposicion genética hipotética. En el capitulo 6 se encuentra la recolecciéon
y el andlisis de los datos y por ultimo, en el capitulo 7 se presentan las conclusiones, implicaciones

did4cticas y reflexiones para futuras investigaciones.
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1. Antecedentes
Dreyfus y Hillel (1998, 2005) realizaron una investigacion que, segun su ellos, para la construccion
de significados relacionados con los conceptos de proyeccion y aproximacion. Para la construccion
de significados es necesario desarrollar una primera etapa llamada “perdida inicial de significados”;
la cual, segtin los autores, “ocurre cuando un concepto familiar primero es generalizado y luego
reinterpretado en contextos desconocidos” (p. 1). El concepto involucrado en esta investigacion es
proyeccion ortogonal; de esta manera, un concepto que se da por medio de otros conceptos tales
como distancia y ortogonalidad y es comprendido primero en un contexto geométrico debe ser re-
interpretado en un contexto desconocido; por ejemplo, en el espacio de las funciones continuas en
un intervalo dado. Para esto, es necesario la nocién “producto interno”, que es una generalizacion
del producto punto en R". A partir de la definicién de Espacios con Producto Interno (EPI) es posi-
ble definir en términos mds generales, otros conceptos como: proyeccion ortogonal, ortogonalidad,
norma, distancia, entre otros. Una aplicacion interesante de estos conceptos en este tipo de espa-
cios, tiene que ver con la teoria de la aproximacién. En particular, con el problema de encontrar la

mejor aproximacion de una funcién f mediante el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.

El trabajo de Dreyfus y Hillel se enfoca en el problema de encontrar la mejor aproxima-
cién de x> por medio de un polinomio de segundo grado. Ademds, se pide escribir x> como una
combinacién lineal de los polinomios que constituyen la base ortogonal de P>. Dentro de las re-

flexiones presentadas se encuentra que las nociones de ortogonalidad y proyeccion se presentan
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segun los tres modos de descripcion propuestos por Hillel (2000); su ensefianza se da primero de
manera abstracta (definicién formal), luego a través de representaciones geométricas en R? y R3
y, finalmente basada en la resolucion de ejercicios algebraicos. Este trabajo también sugiere una
perspectiva diferente y poco usual al tratamiento de estos conceptos dentro de un curso tradicional
de algebra lineal. Por ejemplo, el espacio de funciones es de suma importancia en matematicas y
fisica; sin embargo, es tratado de manera superficial e introducido en el curso por su importancia
y no por su utilidad (Dreyfus y Hillel, 2005). Por tanto, se tendrd en cuenta como una alternativa

para la construccién del concepto de ortogonalidad.

Por otra parte, Carlson et al., (1993) formaron un grupo de educadores mateméticos llama-
do Linear Algebra Curriculum Study Group (LACSG, por sus siglas en inglés), cuyo proposito
era estudiar las problematicas relacionadas con la ensefianza y el aprendizaje del dlgebra lineal.
Este grupo gener6 un conjunto de cinco recomendaciones para un primer curso de dlgebra lineal,
para las cuales se tuvo en cuenta: aspectos pedagdgicos y epistemoldgicos acerca del aprendizaje
y la ensefanza del dlgebra lineal; la experiencia de los docentes y algunas recomendaciones por
personas pertenecientes a otros campos. Estas recomendaciones tienen que ver con: (i) El curso de
algebra lineal debe responder a las necesidades de las disciplinas de los alumnos, (ii) Considerar
el curso de dlgebra lineal como un curso orientado a matrices, (iii) Considerar las necesidades e
intereses particulares de los alumnos, (iv) Uso de herramientas tecnoldgicas y, (v) un segundo cur-
so de algebra lineal debe ser prioridad para cada curriculo de matematicas. Dentro de la segunda

recomendacion, los autores destacan que un primer curso de dlgebra lineal debe estar mas enfoca-
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do a la resolucion de problemas que en el desarrollo de la abstraccion; es decir, un curso menos
abstracto, pero mds practico, lo cual se puede lograr a través de su orientacién matricial. Por tal
motivo, los autores proponen un plan de estudios que tiene por objetivo el dominio de los temas
propuestos como centrales (dlgebra matricial, sistemas de ecuaciones lineales, determinantes, pro-
piedades de R", valores y vectores propios y, ortogonalidad) y aumentar la capacidad de resolucién
de problemas. Respecto al concepto de ortogonalidad se encuentra:

Incluye los aspectos estdndares con un fuerte énfasis en geometria: proyeccidon ortogonal sobre

un subespacio; ortogonalizacién de Gram-Schmidt e interpretacién como una factorizacién QR;

y soluciones por minimos cuadrados de sistemas lineas inconsistentes, con aplicaciones para el

ajuste de datos. (Carlson et al, 1993, p.44)

Posteriormente, Gueudet-Chartier (2004) investiga las contribuciones del uso de la geome-
tria en el aprendizaje del dlgebra lineal; un apartado de este trabajo estd basado en el estudio de
libros de texto referentes a los conceptos de ortogonalidad y producto punto. Esto, con el fin de
observar el potencial y las limitaciones del uso de la geometria en la ensefianza del dlgebra lineal.
En dicho apartado, el autor destaca la carencia del aprendizaje de conceptos del dlgebra lineal a
partir de nociones intuitivas. Por ejemplo, el caso de la definicién de ortogonalidad en espacios
con producto interno que no tiene una nocidn intuitiva asociada que le permita a los estudiantes
establecer un vinculo entre el dlgebra lineal y la geometria. En esta investigacion se invita a consi-
derar las diferentes ramas de la matematica con el fin de mejorar la ensefianza del dlgebra lineal y
mads aun la geometria, asi conceptos como el de espacios con producto interno u ortogonalidad se

podrian estudiar con éxito a través de este enfoque.
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Bagley y Rabin (2013) realizaron un trabajo de investigacién en torno a las formas de pen-
samiento en un curso de Algebra Lineal cuando los estudiantes se enfrentan a un nuevo problema.
Este trabajo busca identificar las estrategias de los estudiantes al resolver el problema, las facilida-
des y restricciones que posee cada una de estas formas de pensamiento y cémo estas son coordi-
nadas por los estudiantes. Estos autores basados en su experiencia como docentes propusieron que
los estudiantes de un curso de édlgebra lineal deben desarrollar y transitar flexiblemente por tres
formas de pensamiento que fueron denominadas como: pensamiento computacional, pensamiento
abstracto y pensamiento geométrico. Esta investigacion se desarrollé con un grupo voluntario de
ocho estudiantes que pertenecian a un curso de dlgebra lineal, a quienes se les realizaron entre-
vistas que giraban en torno al “Problema de Michelle”. Este problema consiste basicamente en
encontrar una base para R* a partir de dos vectores dados u y v. Durante este estudio se identificé
que primaba el pensamiento computacional, aunque los otros dos tipos de pensamiento también

estaban presentes en algunas de las respuestas.

Este problema puede ser solucionado de dos formas haciendo uso del concepto de ortogo-
nalidad, la primera encontrando todos los vectores ortogonales a los vectores u y v, luego tomar
dos de estos vectores para formar la base en R* que se quiere. Para encontrar todos los vectores
ortogonales a los vectores dados u y v basta con el encontrar el espacio nulo de la matriz 2 x 4 for-
mada con estos dos vectores. La segunda solucién consiste en encontrar una base ortogonal para

R* que incluya los vectores u y v por medio del proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.
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Una sugerencia del entrevistador fue solucionar el problema por medio de la ortogonalidad, los
estudiantes intentaron este camino, pero al establecer un conjunto de ecuaciones no encontraron
ninguna solucidn, ya que planteaban sustituciones circulares que conducian a afirmaciones vacias

tales como 0 = 0.

Respecto al concepto de ortogonalidad se evidenci6 que los estudiantes operaban de mane-
ra circular cuando intentaban resolver un sistema de ecuaciones. También se identific que ellos
pensaban que la unica forma de producir vectores ortogonales era por el medio del proceso de
Gram-Schmidt. Otro resultado interesante es que ningtn estudiante intentd solucionar el problema
a través de la ortogonalidad de manera espontdnea, solamente lo hicieron cuando el entrevistador

lo sugirid.

Al parecer existe una dificultad que tiene que ver con establecer relaciones entre los di-
ferentes conceptos del dlgebra lineal, por ejemplo, conocer que tener un conjunto de vectores
ortogonales, implica que ese conjunto es linealmente independiente y por tanto forma una base
para el espacio, lo cual conduce a una soluciéon mas rapida del problema. Por otra parte, cuando
se estd hallando el espacio nulo de una matriz también se estdn encontrando todos los vectores
ortogonales a los vectores que componen la matriz. Esta falta de conexiones entre los conceptos
del élgebra lineal tiene que ver con la falta de estructuras previas necesarias para la construccion

de nuevos conceptos (Roa-Fuentes, 2012).
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En esta misma linea de investigacion, Appova y Berezovski (2013) estudian los errores mas
comunes que siguen presentes en un grupo de veintitrés estudiantes luego de cursar una asignatura
llamada “Métodos lineales” (variacion del curso tradicional de dlgebra lineal). Su investigacion
también gira en torno a una tarea especifica, la cual consiste basicamente en expresar un vector
x como la suma de dos vectores, donde el primero debia ser paralelo a un vector y y el segundo

ortogonal al mismo vector.

En esta tarea se identifican dos tipos de dificultades: la primera hace referencia a dificulta-
des en la comprension de los conceptos relacionados a vectores, tales como: longitud de un vector,
producto punto, multiplicacién escalar, suma y resta de vectores, donde se evidencia que los estu-
diantes no tienen esas nociones claras. La segunda, que es de interés en el presente trabajo, muestra
una falta de comprension e interpretacion del concepto de ortogonalidad y proyeccion ortogonal.
En particular, uno de los errores comunes que se encontrd en los trabajos de los estudiantes tiene
que ver con la interpretacion errénea de la proyecciéon como un escalar y no como un vector; esto
puede darse por la falta de comprension o la confusion en la notacién que involucra dicho concep-
to. Por otra parte, la ausencia de representaciones geométricas estuvo presente en todo el trabajo

de los estudiantes.

Otra aplicacion para el concepto de ortogonalidad y de espacios con producto interno es
investigada por Caglayan (2018). Este autor estudia sobre la comprension que pueden desarrollar

los estudiantes sobre los polinomios ortogonales de Hermite e identifica las formas creativas e
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innovadoras donde se coordinan enfoques visuales y analiticos a través de un software de geome-
tria dindmica. Mediante la exploracién de las actividades planteadas en un software de geometria
dindmica, los estudiantes obtuvieron una parte de la secuencia de los polinomios de Hermite y
posteriormente se abordaron algunas propiedades y conceptos en términos de los polinomios de
Hermite tales como ortogonalidad, desigualdad de Cauchy-Schwarz, desigualdad del tridngulo,

teorema de Pitdgoras, ortonormalidad, entre otros.

Los trabajos descritos desarrollan diferentes aportes respecto a la comprension del concep-
to de ortogonalidad. En ellos, se identifican algunas dificultades relacionadas con el concepto y se
proporciona un tratamiento diferente al usual en un curso de dlgebra lineal mediante la aproxima-
cién de funciones; de esta manera, se evidencian las conexiones existentes entre la ortogonalidad

y otros conceptos.
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2. Problema de investigacion

El algebra lineal es una de las asignaturas del ciclo bdsico universitario de los programas de in-
genieria y ciencias. Recientemente, la investigacion de la ensefianza y el aprendizaje del dlgebra
lineal ha adquirido un mayor interés y, en la actualidad, se encuentra una gran variedad de traba-
jos que muestran su importancia, dificultades asociadas a su ensefianza y aprendizaje y, estudios
para la comprension de conceptos especificos. Existen dos aspectos fundamentales que hacen del
algebra lineal una asignatura de gran dificultad y con un alto nivel de complejidad, estos tienen
que ver con la naturaleza abstracta del drea en si misma y el lenguaje o notacién involucrado. La
ortogonalidad es un concepto bastante abstracto y complejo que hace parte, en la mayoria de casos,
de un segundo curso de dlgebra lineal que solo esta presente en algunos programas académicos de
ingenierias y ciencias exactas; lo cual contradice las recomendaciones dadas por el grupo de edu-
cadores matematicos LACSG, quienes proponen que el concepto de ortogonalidad se debe abordar
en un primer curso de dlgebra lineal junto con otros conceptos subyacentes tales como bases y ma-
trices ortogonales, proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, entre otros conceptos (Harel,
2000).

Dorier, Robert, Robinet y Rogalski (2000) mencionan que los estudiantes en cursos de al-
gebra lineal se sienten “en otro planeta” en el cual no pueden encontrar su rumbo. En el estudio
realizado en 1987, Robert y Robinet disefaron un cuestionario con el fin de identificar los cono-
cimientos e ideas de los estudiantes en torno al dlgebra lineal. Dos de las preguntas pedian a los

alumnos realizar una descripcién del curso y sus dificultades. En ellas se encontré que la dificultad
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en la comprension de un objeto particular (Espacio vectorial), la multitud de teoremas, propiedades
y definiciones, el requerimiento de pruebas, rigor, precision, légica y cuantificadores y, la ausencia
de conexiones entre los conocimientos previos y los nuevos son los principales obstdculos en la
comprension del dlgebra lineal, denominado obstdculo del formalismo.

Desde otra perspectiva, Harel (2000) sefala tres principios para el aprendizaje y la ensefian-
za del dlgebra lineal: el principio de lo concreto, el principio de la necesidad y el principio de la
generalizacion. El primer principio tiene que ver con la comprension por parte de los estudiantes
de los conceptos matematicos partiendo de contextos concretos para ellos. El principio de la nece-
sidad hace referencia a que el conocimiento se desarrolla a partir de necesidades, intelectualmente
hablando; es decir, un estudiante aprenderd un concepto matemético cuando sienta la necesidad
de usarlo para dar solucion a una situacién problema de su contexto. Finalmente, el principio de
generalizacidn tiene como objetivo permitir y fomentar en los estudiantes la generalizacion de los
conceptos a partir de otros conceptos aprendidos en un modelo especifico.

Posteriormente, Dorier y Sierpinska (2001) construyen una compilacion de investigaciones
alrededor del dlgebra lineal, donde, se identifican dos tipos de dificultades: (i) dificultades con-
ceptuales, las cuales corresponden a las dificultes asociadas a la naturaleza del dlgebra lineal en
si misma, lo denominado por Hillel como “the nature of the beast”; y, (if) dificultades cognitivas,
las cuales hacen referencia al tipo de pensamiento que se necesita para la comprension del dlgebra
lineal.

Por otra parte, se han realizado diferentes investigaciones estudiando la construccién y com-

prension de algunos objetos matemaéticos especificos del dlgebra lineal, dentro de ellos se encuen-
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tran los conceptos de espacio vectorial (Trigueros y Oktac, 2005; Oktac et al, 2006; Parraguez y
Oktac, 2010); sistemas de ecuaciones lineales (Trigueros et al, 2007); base (Ku et al, 2008); trans-
formacion lineal (Roa-Fuentes y Oktac, 2010; Roa-Fuentes y Oktac, 2012); y, valores y vectores
propios (Salgado y Trigueros, 2014). Como se puede observar, en los trabajos realizados con la
teoria APOE en torno a los conceptos del dlgebra lineal no se ha estudiado el concepto de ortogo-
nalidad, lo cual es el interés de la presente investigacion. Ademads, hay pocos trabajos desde otras
teorias que involucran el estudio de la comprensién y la construccion de dicho concepto.

Luego de una extensa revision bibliogréfica, pocas investigaciones sobre la ortogonalidad
se han encontrado en educacién matematica, hasta el momento, ninguna de ellas bajo la mirada
de la teoria APOE. Sin embargo, dicho concepto es de gran importancia dentro del dlgebra li-
neal puesto que se encuentra presente y se relaciona con otros conceptos como se sintetizé en la
seccion anterior. Por lo tanto, se considera pertinente estudiar como se construye el concepto de
ortogonalidad.

De acuerdo con lo expuesto en este documento se propone abordar la siguiente pregunta
de investigacion: ;Qué estructuras y mecanismos mentales necesita construir un estudiante para
comprender el concepto de ortogonalidad? Con el fin de dar respuesta a esta pregunta, se plantea

como objetivo de investigacion:

Describir las estructuras y mecanismos mentales que desarrollan estudiantes universita-
rios de primer afio sobre el concepto de Ortogonalidad, a través del disefio y desarrollo
de dos componentes del ciclo de investigacion (Andlisis tedrico y Recoleccion y anélisis

de datos).
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3. Marco tedrico

Para el desarrollo de esta investigacion se usa la Teoria APOE (Arnon, et al., 2014), puesto que
se considera que los constructos tedricos que la componen permiten describir los conocimientos
previos y las estructuras que un estudiante necesita para construir el desarrollo y la comprension
del concepto ortogonalidad. Con base en dichos conocimientos y las relaciones que un individuo
puede establecer entre estructuras y mecanismos mentales en contextos particulares, es posible
disefiar y validar un modelo cognitivo de construccion del concepto de ortogonalidad. Por tanto, a
continuacion se realiza una descripcion de la teoria y las componentes del ciclo de investigacion
que guia la metodologia del presente trabajo.

3.1. Teoria APOE

APOE (acrénimo de Accién, Proceso, Objeto, Esquema) es una teoria cognitiva creada por Du-
binsky (1991). Esta se basa en el concepto de abstraccion reflexiva de la teoria constructivista de
Piaget; el cual es el eje fundamental para el desarrollo de los conceptos 16gico-matematicos de los
nifios. Dentro de la teoria piagetiana se destacan cuatro tipos de abstraccion reflexiva: interioriza-
cidn, coordinacion, encapsulacion y generalizacion. Mds tarde Dubinsky (1991) reconsidera cada
uno de estos aspectos en términos del pensamiento matematico avanzado y afiade un quinto tipo de

abstraccion reflexiva: la reversion, la cual habia sido considera por Piaget, pero no de esta manera.

La teoria APOE busca describir como un individuo construye su comprensién de un obje-

to matematico especifico mediante niveles establecidos denominados estructuras mentales. Estas
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estructuras le permiten reflexionar sobre las construcciones que va a hacer o que necesita realizar
para lograr la comprensién de un concepto matematico o una nocién matemadtica. De esta manera,
el individuo puede realizar un acercamiento al concepto de forma mds reflexiva, proporcionando
asi, un enriquecimiento de las estructuras matemdticas que evolucionan gracias a la construccién
de un nuevo objeto matemadtico. Para la construccién de dichas estructuras se requiere de los di-
ferentes mecanismos mentales, que funcionan como puentes que permiten el transito entre una

estructura y otra y, por tanto, conducen a la construccién de conocimiento matematico.

Existen dos términos importantes y de uso frecuente dentro de la teoria APOE: concepcion 'y
concepto. Estos, aunque bastante relacionados entre si, es necesario diferenciarlos; una concepcién
de cierto contenido matemdtico especifico son las ideas que un estudiante desarrolla internamente
luego de un proceso de reflexion; en cambio, el concepto de ese contenido matematico hace refe-
rencia a lo que ha sido establecido por una comunidad de mateméticos. A continuacién, se hace

una descripcion detallada de las estructuras mentales y los mecanismos que las generan.

Accion: Es la primera estructura mental que un individuo puede lograr de un concepto mate-
matico particular. Inicialmente un individuo puede asociar un nuevo concepto con la aplicacién de
procedimientos o cdlculos matematicos realizados secuencialmente (paso a paso); en esta estructu-
ra el individuo no puede saltarse ningtin paso, necesita realizarlos todos. Es decir, una concepcion
Accidn estd asociada a las operaciones que un individuo realiza para transformar un objeto fisico o

mental; en este caso estd condicionado o guiado por indicaciones puntuales. Aunque en principio
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parezca una estructura mental simple, las acciones son el eje fundamental para la construccion de
los conceptos matematicos puesto que a partir de ella se desarrollan las estructuras posteriores,
en términos de Meel (2003) “la piedra angular mas importante para la comprension es la Accion”
(p. 244). Por ejemplo, en la construccion del concepto de vector un individuo puede tomar una

cantidad especifica de nimeros y colocarlos en un orden particular.

Proceso: La repeticion continua de una Accién y la reflexion sobre la misma conduce a un
control interno de la Accion. De esta manera, un conjunto de acciones que era guiado por indica-
ciones puntuales se convierte en una construccion interna denominada Proceso. Una concepcion
Proceso de un concepto matematico le permite al individuo reflexionar acerca de las acciones que
realiza, comprender y describir el procedimiento, y, omitir y revertir algunos pasos dentro de su
ejecucion. En el caso del concepto de vector, el individuo puede construir una n-tupla mentalmente
asi el valor de n no sea definido; puede considerar la existencia de n?tuplas en cualquier espacio
vectorial. Ademads, el individuo se hace consciente de que el orden en que aparecen los elementos
del vector no puede cambiar. Los procesos pueden ser construidos a través de tres mecanismos
mentales, la interiorizacion, la coordinacién y la reversion; lo descrito en las lineas anteriores co-
rresponde al mecanismo de interiorizacidn, por lo tanto, se dice que las acciones interiorizadas son

procesos. La coordinacion entre diferentes procesos conduce a la construccién de nuevos procesos.

Objeto: Los procesos son considerados como estructuras dindmicas, de ello que una con-

cepcion Objeto de un concepto matematico se da cuando un individuo logra transformar una es-
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tructura dindmica en una estructura estatica (Objeto). De esta manera, el individuo es capaz de
establecer nuevas acciones y procesos (transformaciones) sobre esa estructura estdtica u objeto
construido. Una vez que esto sucede, se dice que el individuo ha encapsulado el Proceso en un
Objeto. La comparacion o la realizacion de operaciones binarias con vectores son las acciones que
un individuo puede realizar luego de que el Proceso de formacién de un vector se encapsule en
un Objeto (Arnon et al., 2014). El mecanismo de desencapsulacion permite que el individuo re-
grese sobre el Proceso que dio origen a un Objeto determinado. La investigacion sobre diferentes
conceptos matematicos desde la perspectiva APOE ha mostrado que dicho mecanismo es funda-

mental a la hora de establecer relaciones entre Objetos construidos previamente y nuevos Procesos.

Esquema: Esta es la estructura mental mas compleja, pocas veces es conseguida y es tema
de estudio actual en diversas investigaciones. Un esquema es una estructura dindmica que estd en
constante evolucion, estd compuesta por acciones, procesos, objetos y otros esquemas. Dicha com-
posicion estd a disposicion de cada individuo que tenga una concepcioén Esquema para ser usada
segln la situacién matemadtica y la capacidad que posea cada uno; la evolucién de los esquemas
estd ligada a la experiencia de cada individuo resolviendo problemas matematicos. Un esquema
también puede ser visto como una estructura estitica o un Objeto puesto que se pueden realizar

transformaciones que lo involucren.

La descripcidn de las estructuras se sintetiza a través siguiente figura 3.1, en donde se mues-

tran las relaciones entre las estructuras y los mecanismos mentales, asi como el proceso de cons-
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truccion del conocimiento matematico.

Esquema

interiorizacion

acciones

procesos
coordinacion

objetos reversién

encapsulacién

desencapsulacion

Figura 1. Estructuras y mecanismos mentales para la construccién de un objeto matemadtico (Arnon et al,
2014)

Se puede observar que desde la teoria APOE el conocimiento matemadtico se origina con la
aplicacion de acciones; de transformaciones sobre los objetos fisicos o0 mentales previamente cons-
truidos por parte de un individuo; la interiorizacion de las acciones conduce a una reflexion sobre
ellas y, por tanto, a una apropiacion interna de las mismas, de esta manera se produce una Proceso
sobre determinado concepto. El Objeto se logra a través de la encapsulacion, esto es, comprender el
Proceso como una estructura estatica con la cual se pueden realizar acciones. La desencapsulacion
es el mecanismo por el cual el individuo regresa al Proceso que dio origen a un Objeto mental.
Finalmente, un Esquema es un conjunto de acciones, procesos, objetos y otros esquemas que el
estudiante puede usar para dar solucién a una situacién problema. El nivel de comprension de un

individuo dependerd de su habilidad para establecer relaciones entre las diferentes construcciones
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mentales (Arnon et al, 2014).

Un aspecto fundamental de esta teoria es que parte de la idea de que todo objeto o con-
cepto matemético puede ser comprendido por un individuo si éste posee las estructuras previas
necesarias (Arnon et al, 2014, p. 25). Por tanto, se requiere del disefio de un modelo cognitivo
denominado descomposicion genética; el cual es un camino que describe coémo un concepto ma-
tematico puede llegar a ser comprendido por un individuo. Dicha descomposicién genética es el
punto de partida para el disefio de actividades que favorezcan tanto el trabajo del profesor como
el de los estudiantes, tales actividades deben promover cada una de las construcciones propuestas
para la comprension del concepto y de esta manera validar el modelo establecido; en caso de que
el modelo no funcione deber ser refinado y repetir el ciclo hasta que la nueva descomposicion ge-

nética sea un modelo que dé cuenta del aprendizaje del concepto deseado.

En particular en esta investigacion se parte de la idea de incluir dentro de la construccién
de conceptos matematicos avanzados la aplicacién de Acciones sobre Objetos concretos propuesta
por Arnon et al (2014). En el caso del dlgebra lineal Gonzdlez y Roa-Fuentes (2017) los Objetos
Concretos han sido interpretados como las representaciones geométricas de vectores como flechas;
mads recientemente Ballesteros (2021), plantea dentro de la misma estructura aquellas interpreta-
ciones de los vectores que incluyen valores especificos. Como se muestra en la siguiente figura
la construccion de Objetos abstractos parte de la aplicacion de Acciones sobre Objetos concretos

previamente construidos por el individuo y que una vez se completa el Ciclo resultan en nuevos
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Objetos Abstractos.

Esquema

interiorizacion

acciones

J‘ procesos
objetos
concretos

nuevos
objetos
abstractos

encapsulacion

desencapsulacion

Figura 2. Construccién de Objetos abstractos a partir de acciones sobre Objetos concretos (tomado de
Arnon et al., 2014, p. 154)

Los Objetos concretos son entendidos desde la perspectiva de Piaget como todo objeto fi-
sico o mental sobre el cudl un individuo puede realizar transformaciones. Por ejemplo, en el caso
de la perpendicularidad, dado un poligono en su representacion grafica, un individuo puede deter-
minar cudles de sus lados son o no perpendiculares ya sea por un asunto de percepcion visual o a
partir de la medicién de dngulos, entre otras formas de determinar dicha cualidad. Esto estard con-
dicionado por su experiencia en abordar diferentes situaciones matematicas. Como se mostrard en
el desarrollo de esta investigacion, la reflexién sobre qué es concreto y coémo puede o no potenciar
la construccion de formas abstractas de los conceptos matematicos, persiste y resulta e interés para

el desarrollo de nuestra disciplina.
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3.2. Paradigma de Investigacion

Como se menciono en la introduccién de esta seccion, la teoria APOE cuenta con un paradigma
de investigacion que consta de tres componentes: andlisis tedrico, disefio e implementacién de ins-
trumentos, y recoleccion y andlisis de datos. En la figura 4.2 se muestran las tres componentes y
cOmo estas estdn relacionadas entre si.

Analisis tedrico: La investigacion inicia con un estudio tedrico sobre el objeto matematico que

Analisis tedrico

Recoleccion y analisis de .| Disefio ¢ implementacioén
datos

F 3

de un modelo de clase

Figura 3. Ciclo de Investigacion de APOE (Arnon et al, 2014)

se desea comprender, esta componente se desarrolla teniendo en cuenta los siguientes insumos:
(i) andlisis de libros de texto, (if) dificultades identificadas desde otras perspectivas tedricas de
la disciplina, (iii) la experiencia de los investigadores como estudiante y docente y, (iv) andlisis
histérico-epistemologico del concepto de interés. Asiala et al., (1996) plantea dos preguntas asocia-
das a esta primera fase del paradigma de investigacion; “;Qué significa comprender un concepto?

y, (cOmo esa comprension puede ser construida por un estudiante?”

Por lo tanto, el propdsito del andlisis tedrico es proporcionar un modelo cognitivo que de
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cuenta de las construcciones mentales que un individuo necesita para lograr comprender un con-
cepto matematico especifico, este modelo es denominado como descomposicién genética prelimi-
nar. Es importante aclarar que se habla en términos de un modelo cognitivo o una descomposicion
genética puesto que ésta no es Uinica, como se menciond en el apartado anterior, una descomposi-
cién genética es un camino viable para la comprensién de un concepto matematico, pero la cons-
truccion de dicho camino depende de las estructuras mentales previas que se consideren necesarias,
o de la experiencia de los individuos. De esta manera, es posible afirmar que la descomposicioén
genética es el eje fundamental del ciclo de investigacion; una vez se obtiene, permite avanzar a las
etapas posteriores del ciclo hasta completarlo, dando como resultado una descomposicién genética
refinada. Cuanto mds se repita este proceso se obtendran descripciones mds finas de las cons-
trucciones mentales necesarias para la comprension de un determinado concepto. (Roa-Fuentes &

Oktac, 2012).

Diseiio e implementacion de un modelo de clase: El disefio de actividades permite validar
la descomposicién genética propuesta o remodelarla en caso de ser necesario. Cada una de las
actividades propuestas dentro de la investigacion debe estar orientada hacia el desarrollo de todas
y cada una de las construcciones mentales propuestas en la descomposicion genética preliminar

(Roa-Fuentes & Oktac, 2010).

Recoleccion y anadlisis de datos: Una vez disefiada la descomposiciéon genética del obje-

to matematico estudiado se debe proporcionar evidencia empirica que permita la remodelacién o
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validacion de dicha descomposicion genética; en caso contrario la descomposicion genética per-
manecerd Unicamente como una hipétesis. (Arnon et al, 2014) también sefialan que el propdsito
de esta fase debe responder a dos preguntas: ;Los estudiantes hicieron las construcciones mentales
descritas en la descomposicion genética? y, ;qué tan bien construyeron los estudiantes el concepto?
Existen diferentes tipos de datos que proporcionan informacion suficiente para responder a estas
dos preguntas, Asiala et al (1996), por ejemplo, proponen tres formas para la recoleccion de estos
datos: cuestionarios escritos previamente disefiados; entrevistas profundas enfocadas en el objeto

matemadtico de interés y; una combinacion de instrumentos escritos y entrevistas.
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4. Método de Investigacion
La presente investigacion es de corte cualitativo ya que estd enfocada en la descripcidn de las cons-
trucciones mentales que un estudiante debe realizar para comprender el concepto de ortogonalidad.
Este tema es opcional en el programa de Algebra Lineal I y obligatorio en el programa de Algebra
Lineal II (Anexo 1), de la Universidad Industrial de Santander. Esta investigacion se desarrolla con

un grupo de estudiantes de dlgebra lineal I.

Este grupo estd formado por 32 estudiantes de programas académicos correspondientes a
ingenierias o ciencias exactas que estan cursando algebra lineal I por segunda, tercera o cuarta vez.
Dado que el plan de 4rea de la asignatura es opcional, todos los estudiantes no han visto el mismo
contenido; sin embargo, todos han explorado el concepto de ortogonalidad en algin momento. Con

base en el rendimiento en un taller aplicado sobre el concepto a tratar se seleccionan 5 estudiantes.

Como se menciond en el capitulo anterior, esta investigacion estd guiada por dos compo-
nentes del Paradigma de Investigacion dado por la teoria APOE (Arnon et al, 2014), andlisis tedrico
y recoleccidn y andlisis de datos, que se constituyen en las etapas de la investigacién. A continua-
cidn, se describe en términos generales como se desarrolla cada una de las componentes dentro de

la investigacion.

Anadlisis tedrico: Teniendo en cuenta lo propuesto por Asiala (1996) para esta primera
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componente del Paradigma de Investigacion, se plantean las siguientes preguntas: (i) ;Qué signi-
fica comprender el concepto de ortogonalidad? y, (ii) ;Como se puede construir la comprension
de dicho concepto en estudiantes universitarios? Para dar respuesta a estas preguntas se propone
disefiar un modelo cognitivo con base en la experiencia de los autores de esta investigacion como
estudiantes y profesores. Por otra parte, se realiza un andlisis de tres libros de texto (Algebra lineal:
una introduccién moderna, Poole 2011; Algebra lineal para estudiantes de ingenierfa y ciencias,
Del Valle 2011; y Linear algebra, Hoffman & Kunze 1971) teniendo en cuenta los constructos
tedricos de la teoria APOE y tres de los cuatro criterios establecidos por Campos (2017) para el
andlisis de libros de texto; estos son: 1). Estructura general del libro de texto, 2). Presentacion y
definicién del concepto de ortogonalidad y, 3). Ejemplos y ejercicios proporcionados por el texto
respecto al concepto de ortogonalidad. Finalmente, se tienen en cuenta los aspectos presentados
por la Didéctica del Algebra Lineal respecto al concepto de estudio y a conceptos asociados o
que se consideren importantes para su construccion. Este modelo cognitivo es denominado por la
teoria APOE como descomposicion genética preliminar o descomposicion genética hipotetica, que
da cuenta de las estructuras y mecanismos mentales previos que un estudiante debe construir para
la comprension del concepto de ortogonalidad. Esta descomposicion genética es mucho mas que
la descripcién de una secuencia de ensefianza o un listado de operaciones que un estudiante debe
realizar (Arnon et al, 2014). Este andlisis es considerado el corazén de la teoria APOE, incluye la
descripcion profunda de las estructuras y mecanismos mentales que los estudiantes pueden reali-

zar, en este caso, sobre el concepto de ortogonalidad.
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En esta etapa también se define de qué manera se aborda el concepto de ortogonalidad; en
particular, el andlisis de los libros de texto contribuye en la seleccion de la postura que asume la
investigacion. Es decir, el interés es determinar qué teoremas, propiedades, definiciones y nota-
ciones intervienen en la construccién del concepto. Adicionalmente, hacia dénde debe dirigirse la

ensefanza del concepto de ortogonalidad y qué tareas favorecen esta ensefianza.

Recoleccion y analisis de datos: Esta componente se encuentra estrechamente relacionada
con la anterior, puesto que se toma como punto de referencia la descomposicioén genética prelimi-
nar con el fin de disefar e implementar una actividad cuyo propdsito es evaluar la comprension
de los estudiantes respecto al concepto estudiado para seleccionar aquellos con mejor desempefio
académico; es decir, aquellos estudiantes que evidencien mayor dominio del concepto de ortogona-
lidad; esto se debe a que el interés de la investigacion es estudiar como se construye este concepto

para dar cuenta de la comprensién del mismo.

Posteriormente, se realiza una entrevista compuesta por cinco tareas a los estudiantes selec-
cionados. Cada una de las tareas que hacen parte de la entrevista estd acompafiada de un anélisis
a priori con el fin de poseer elementos importantes que permitan direccionar a los estudiantes pa-
ra obtener una mejor descripcion de las estructuras mentales que construyen. Estas entrevistas se
llevan a cabo en las instalaciones de la Universidad Industrial de Santander (UIS), en una oficina
de la Escuela de Matemadticas donde son videograbadas para registrar y analizar con mds detalle la

actividad desarrollada por los estudiantes durante la entrevista.



CONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE ORTOGONALIDAD 37

En esta etapa se analizan los datos obtenidos de la implementacion de los instrumentos des-
critos previamente. Los resultados (videograbaciones, hojas de célculo) se analizan a la luz de la
descomposicion genética propuesta, de esta manera, las estructuras descritas alli se convierten en
categorias de andlisis. Mediante una confrontacion entre el andlisis a priori y el anélisis a posterior,
se pretende encontrar las estructuras propuestas que no se evidenciaron en las construcciones de los
estudiantes y las estructuras necesarias que no fueron consideradas con el fin de realizar los ajustes
correspondientes para que la descomposicion genética sea una mejor aproximacion a la construc-
cién del concepto de ortogonalidad. A esto se le conoce como refinamiento de la descomposicion
genética. De esta manera, el andlisis se realiza caracterizando las estructuras y mecanismos menta-
les que los estudiantes tienen alrededor del concepto de ortogonalidad lo cual permite la validacion

de la pertinencia y viabilidad de la descomposicién genética.
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5. Anadlisis tedrico
En este capitulo se desarrolla la primera componente del Paradigma de Investigacion propues-
to por la teoria APOE. Se describen las construcciones mentales (Acciones, Procesos, Objetos y
Esquemas) y los mecanismos mentales (interiorizacion, coordinacién, encapsulacion y desencap-
sulacién) que puede realizar un individuo para construir el concepto matematico de ortogonalidad.
Ademads, se disefia un modelo cognitivo llamado descomposicién genética hipotética del concepto
de ortogonalidad, con el fin de dar cuenta de estas construcciones y mecanismos necesarios para
la comprensién de dicho concepto. Por otra parte, se espera que este modelo sirva como punto de

referencia para el disefio de actividades y modelos de clase que involucren su ensefana.

Para el desarrollo de esta componente se plantearon las siguientes preguntas:

1. (Qué significa comprender el concepto de ortogonalidad?

2. (Cbémo puede un estudiante universitario construir dicho concepto?

3. (Qué conocimientos previos debe poseer un estudiante para la construccién del concepto de

ortogonalidad?

A continuacion, se realiza el andlisis de tres libros de texto segtn los tres primero criterios
(estructura general de texto, presentacion y definicion del concepto y, ejemplos y ejercicios pro-
porcionados por el texto respecto al concepto) para el andlisis de libros propuestos por Campos

(2017).
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5.1. Analisis de libros de texto
5.1.1. Algebra lineal: una introduccion moderna, Poole (2011).

5.1.1.1. Estructura general del libro. Este libro estd conformado por siete capitulos: vec-
tores, sistemas de ecuaciones lineales, matrices, eigenvalores y eigenvectores, ortogonalidad, es-
pacios vectoriales y, distancia y aproximacion. Ademds, desarrolla otros conceptos adicionales en
cinco apéndices con temas tales como notacién matematica y metodos de demostracion, induccién
matemadtica, nimeros complejos, polinomios y, tecnology bytes. Cada capitulo del libro se en-
cuentra dividido en diferentes secciones, dentro de las cuales hay una dedicada a estudiar algunas
aplicaciones de diversas disciplinas; otra al repaso del capitulo y una seccién de exploracion que
incluye resultados importantes que no son el tema principal del libro, por ejemplo, producto cruz y
determinantes. Seguin Harel (1987) existen dos enfoques para secuenciar el contenido del dlgebra
lineal, uno de ellos desarrolla técnicas computacionales antes que ideas abstractas, denominado
como enfoque de computacion a abstraccion. El otro, enfoque de abstraccion a computacion, desa-
rrolla las ideas abstractas antes que las técnicas computacionales. De acuerdo con esto, este texto
tiene un enfoque computacion-abstraccion, ademas el autor menciona que este libro es compatible
con las recomendaciones del Linear Algebra Curriculum Study Group (LACSG) puesto que se

centra en lo concreto antes que lo abstracto.

El concepto de ortogonalidad es desarrollado principalmente en tres momentos. Inicialmen-

te se introduce este concepto en la segunda seccidn del primer capitulo, donde se explora la idea
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de ortogonalidad a través del producto punto en R". Posteriormente, el capitulo cinco estd dedi-
cado al estudio de la ortogonalidad y conceptos subyacentes tales como conjuntos ortogonales,
complemento ortogonal, proyeccion ortogonal, proceso de Gram-Schmidt, matrices ortogonales,
entre otros. Esto tnicamente en el espacio R". Finalmente, en la primera seccién del capitulo siete
se generalizan estas ideas cuando se trabaja con espacios con producto interno. Alli se explora
nuevamente la idea de ortogonalidad en R” cuando el producto interno ya no es el usual (producto
punto). Dichas ideas también se estudian en otros espacios vectoriales tales como PP, y el espacio

de las funciones continuas en el intervalo [a, b].

5.1.1.2. Presentacion y definificon del concepto de ortogonalidad. 1.a seccién 1.2 inicia
con la definicidn de producto punto y menciona que este es un caso particular de una nocién mas
general llamada producto interior, la cual se desarrolla en el capitulo siete. Seguido de esto se
proporciona un teorema con las principales propiedades del producto punto. La seccién continua
definiendo otros conceptos a partir del producto punto tales como longitud, distancia y dngulo
entre vectores. El concepto de ortogonalidad es introducido a partir de la definicién de dlgulo entre
vectores y en el caso particular de R? 0 R3; esto es, en R? 0 R3, dos vectores u y v distintos de cero
son perpendiculares si el 4ngulo 8 entre ellos es un dngulo recto; es decir,

u-v

=¢0s90° =0,
[l 1]

por lo tanto u-v = 0.
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Durante la seccion, el autor resalta la importancia y utilidad de estudiar la perpendicularidad
en la geometria, por ello se generaliza esta idea para vectores en R”, donde se le llama ortogonali-
dad. Ademads, menciona que “el concepto de ortogonalidad es uno de los més importantes y utiles

en dlgebra lineal, y con frecuencia surge en formas sorprendentes”. (p. 26)

De acuerdo con la organizacion de los contenidos del texto, se puede ver que los cono-
cimientos previos que el autor considera para desarrollar el concepto de ortogonalidad en este
primer momento son: vectores, producto punto y dngulo entre vectores. Puesto que en esta seccion
del libro no se define otro producto interno mas que el usual, no se discute la idea de que dos
vectores pueden ser ortogonales atn si el dangulo formado entre ellos no es recto, geométricamente
hablando; esta es una discusion que se considera importante desarrollar ya que genera una ruptura
entre lo algebraico y lo geométrico. Mostrando asi, en términos de Hillel (2000) que los modos de

descripcion del dlgebra lineal no siempre son equivalentes (ver ejemplo 1).

= Ejemplo 1: Considere el siguiente producto interno en R?, (u,v) = 2u;vy + 3usvs. Los vec-

tores u = [2,1] y v = [—3,4] son ortogonales puesto que

(w,v) = 2(2)(=3)+3(1)(4)

= —12+12

Graficamente sucede lo siguiente:
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1=1003_~"7

Figura 4. Representacion geométricade u 'y v.

El capitulo cinco estd dedicado al estudio de la ortogonalidad de manera més detallada. Este
capitulo inicia con una seccidn introductoria que, como se menciond anteriormente, es opcional.
Esta capitulo busca generalizar 1a nocién de proyeccién ortogonal desarrollada en el primer y tercer
capitulo sobre un plano en R> seguida de ciertos problemas que conducen a férmulas andlogas. Las
siguientes secciones del libro abordan diversos conceptos subyacentes al de ortogonalidad desde el
espacio R”. Para extender el concepto de ortogonalidad en R” se parte de la definicion dada en el
primer capitulo en términos del producto punto y se toman en cuenta dos propiedades que facilitan

el trabajo con las bases estdndar {ej, ey, ...,e,} de R"; estas son:

1. Dos vectores distintos cualesquiera en el conjunto son ortogonales.

2. Cada vector en el conjunto es unitario.

Con base en la primera propiedad se define lo que es un conjunto ortogonal de vectores y
se establece relacion con dos conceptos fundamentales del dlgebra lineal: independencia lineal y

base, puesto que un conjunto ortogonal de vectores implica que los vectores son linealmente in-
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dependientes y si la cantidad de vectores es la misma que la dimensién del espacio entonces ese
conjunto es una base para ese espacio; de manera mas especifica, es una base ortogonal. La segun-
da propiedad junto a la definicion de conjunto ortogonal permite definir un conjunto ortonormal y
base ortonormal. La seccidn finaliza con la definiciéon de matriz ortogonal y algunos teoremas que

la involucran.

En la segunda seccién se toman como referencia algunos conceptos abordados en el primer
capitulo con el fin de generalizarlos al espacio de R", de manera que la nocién de un vector normal
a un plano se extiende a complementos ortogonales y la proyeccion de un vector sobre otro con-

duce al concepto de proyeccion ortogonal sobre un subespacio.

Para el caso del complemento ortogonal, se parte del hecho que para un vector normal n a
un plano que pasa por el origen, es decir, un subespacio W de R> es ortogonal a todo w € W, al
igual que lo es gen {n}. Por lo tanto, se tienen dos subespacios de R? tales que todo vector de uno
es ortogonal a todo vector del otro. Esta es la idea que conduce a la definicién del complemento
ortogonal de un subespacio W de R". Por otra parte, el concepto de proyeccion ortogonal surge de
la definicién de la proyeccion de un vector v en R? (ver figura 2); esto es,

Proy,(v) = (U) u
u-u
Ademas, el vector perp, (v) = v—proy,(v) es ortogonal a proy,(v), y v puede descomponer-

S€ Como
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u !

proy,(v)

Figura 5. Tomado de Poole (2011, p. 393)

v = Proy,(v) + Perp,(v)

Si W = gen{u}, entonces w = proy,(v) € W y wt = perp,(v) € W. Por lo tanto, se tiene
una forma de expresar a v como la suma de dos vectores, uno de W y el otro de W; esto es,

v =w+w'. Esto conduce a la definicién de proyeccién ortogonal en R”.

La seccioén 5.3 consiste en proporcionar un método para construir una base ortogonal u
ortonormal para cualquier subespacio de R”, el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. El
proceso de Gram-Schmidt es motivado a partir del problema de construir una base ortogonal para

un subespacio W = gen{x;,x,} de R3, donde los vectores x; y xp forman una base para W.

proyy (x) (/": i
- - W

Figura 6. Tomado de Poole (2011, p.400)

De esta manera, tomando la componente ortogonal de x; a x; se puede construir un vector
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vy ortogonal a xy. con el fin de formar la base ortogonal deseada; esto es,

v, = Perp, (x2) =x; —Proy,, (x2)
)
= _x2 —_
X1 X1

El conjunto {x;,x,} es un conjunto ortogonal de vectores en W. Por tanto, {x,x2} es un

conjunto linealmente independiente y forma una base para W. Por medio de este ejemplo particu-

lar, el texto generaliza este método llamado, proceso de Gram-Schmitd.

En la seccion 7.1 se extiende la nocion de producto punto abordada a lo largo de todo el
libro. Partiendo de la definicién y propiedades del producto punto se define el producto interior y
a través de esta nueva definicion se construyen definiciones andlogas de longitud, distancia y orto-
gonalidad en espacios vectoriales distintos a R”. Bdsicamente lo que hace el texto es generalizar
cada uno de estos conceptos que habian sido definidos en términos del producto punto al produc-
to interno; por ejemplo, la longitud o norma de un vector en R” que habia sido definida como
|v]| = /v~ v ahora se extiende a ||v|| = \/{v,v), siendo v un elemento de un espacio vectorial con
producto interno cualquiera. De esta manera, también se redefinen otros conceptos trabajados en el
capitulo 5 en términos del producto interior, conceptos tales como conjunto ortogonal, proyeccion

ortogonal, proceso de Gram-Schmidt, entre otros.
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Esta seccidn es bastante breve puesto que consiste en generalizar los conceptos que ya ha-
bian sido definidos; es decir, cambiar la operacion bajo la cual estaban definidos dichos conceptos.
Sin embargo, el autor menciona que lo que representan estos conceptos en R? y R3 no es lo mis-
mo que en otro espacio vectorial bajo el producto interno. Por ejemplo, si V es el espacio de las
funciones continuas en un intervalo cerrado, el hecho de que dos funciones f y g sean ortogonales

((f,g) = 0) no significa que sus grificas se intersequen en dlgulos rectos.

El enfoque del autor en la presentacion de los contenidos en el libro de texto es evidente,
siempre parte de situaciones particulares en R?> o R? para posteriormente extender los conceptos
a R" y m4s tarde a otros espacios vectoriales. Esto se hace con la intencién de desarrollar cierta

comprension geométrica que segun el autor, debe anteceder a las técnicas de cdlculo.
Definicion del concepto:

Durante todo el documento se presentan dos definiciones del concepto de ortogonalidad, la primera

de ellas en el primer capitulo y la segunda en el séptimo. Estas definiciones son las siguientes:
1. Dos vectores # y v en R" son mutuamente ortogonales si u-v = 0.

2. Sean u y v vectores en un espacio con producto interno V.

a) Lalongitud (o norma) de v es ||v|| = /(v,v).
b) La distancia entre uy vesd(u,v) = |lu—v|.

¢) uy v son ortogonales si (u,v) = 0.
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La primera definicidn es Ginicamente para el espacio vectorial de R" y estd dada en términos
del producto punto, el cual es un caso particular del producto interno. Esta definicion es introdu-
cida a través de la definicion de dngulo donde se concluye que dos vectores son ortogonales si su
producto punto es cero. En términos de la teoria APOE, para esta primera definicidn es necesario
que los estudiantes posean una concepcion objeto de vector puesto que es necesario realizar opera-
ciones con ellos, en este caso la operacion producto punto. Respecto al producto punto se requiere
una concepcidn accién ya que solo es necesario operar los vectores bajo su definicidn, esto es, la
suma del producto de sus correspondientes componentes, en caso de ser cero los vectores serian
perpendiculares u ortogonales. Finalmente, sobre el &ngulo entre vectores también es necesaria una
concepcidn accion que indica que si el dngulo entre dos vectores es recto entonces los vectores son

ortogonales.

Por el contrario de la primera definicion, la segunda es introducida netamente de manera
tedrica como una generalizacion del producto punto, el tercer item es el de interés para esta investi-
gacion. Esta definicion requiere de un mayor nivel cognitivo. Al igual que en la primera definicidn,
un estudiante debe estar en un nivel objeto de vector debido a que el producto interno involucra
operaciones entre estos elementos de un espacio vectorial V. Ademas, estos elementos tienen dife-
rente naturaleza dependiendo del espacio vectorial en el que se encuentren, ya no son unicamente
n-tuplas con entradas reales. Asimismo, el concepto de espacio vectorial juega un papel fundamen-
tal en esta definicion. El espacio vectorial es quien determina la naturaleza de los elementos con

los cuales se opera y por consiguiente se determina la condicién de ortogonalidad, por lo tanto se
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considera que un estudiante debe estar en una concepcidn proceso de dicho concepto. En lugar de
una concepcion accién de producto punto como en la primera definicién, ahora es necesaria una
concepcion proceso del producto interno ya que es posible definir mds de un producto interno en un
mismo espacio vectorial y que no todos los productos que se definen son productos internos, estos
deben satisfacer cuatro condiciones. Por ultimo, la idea de que dos vectores ortogonales forman
un angulo recto se desvanece en esta definicion, puesto que el concepto evoluciona al involucrar

cualquier espacio con producto interior, donde la geometria euclidiana no tiene el mismo sentido.

5.1.1.3. Ejemplos y ejercicios proporcionados por el texto. A continuacién se presenta
un andlisis de algunos de los ejemplos y ejercicios propuestos por el libro de texto que involucran
directa o indirectamente el concepto de ortogonalidad. Al igual que en la presentacion del concep-
to, este andlisis se realiza en tres momentos: seccion 1.2, capitulo 5 y seccién 7.1. Es importante
mencionar que no se analizan todos los ejemplos y ejercicios que presenta el texto, por tanto, se

toman aquellos que se consideran mds importantes.

Seccién 1.2: Longitud y dngulo: el producto punto.

= Ejemplo 1: Este primer ejemplo se proporciona inmediatamente después de la definicién de
ortogonalidad, consiste en determinar si dos vectores dados u = [1,1,—-2] y v=[3,1,2] son

ortogonales. En efecto, u-v=3+4+1—-4=0.

Este ejemplo tnicamente requiere una concepcion accion del concepto de ortogonalidad

puesto que para su resolucién basta con calcular el producto punto entre los dos vectores de R?.
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= Teorema 1: Para todos los vectores u y v en R, ||u+v||* = |Jul|* + ||v||* si y solo si u y v son

ortogonales.

Demostracién: de un ejemplo anterior se obtuvo que [|u+v||* = |Jul|* +2(u- v) + ||v||* para

todo vector u,v en R". Por tanto, [|u+v||* = ||ul|*+ ||v||* si y solo si u y v son ortogonales.
Seccion 5.1: Ortogonalidad en R”".

= Ejemplo 2: Demuestre que {v,v2,v3} es un conjunto ortogonal en R>si

2 0 1
> 1]>|—-1
—1 1 1

Para determinar si ese conjunto de vectores es ortogonal se debe verificar que los vectores
son ortogonales dos a dos; esto es, vy - v =0, vy -v3 =0y vy -v3 = 0. Este ejemplo requiere de una
concepcion accion de ortogonalidad puesto que solo involucra un célculo entre vectores; la accion
consiste en realizar el producto punto entre vectores para determinar si el conjunto de vectores es

ortogonal.
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= Ejemplo 3: Encuentre una base ortogonal para el subespacio W de R* dado por

W= x—y+2z=0

Este es un ejemplo interesante puesto que hasta este momento atn no se ha descrito el pro-
ceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt, por lo cual en términos del autor "se encontrard la base
ortogonal mediante fuerza bruta"(p. 381). Esto es, encontrar un conjunto de vectores linealmente
independientes que generen el subespacio W y sean ortogonales entre si. Lo primero que se hace es
encontrar una base para W, como W es un plano cualquier base para este va a estar conformada por
dos vectores u y v. Sin embargo, 1 y v no necesariamente son ortogonales, por tanto es necesario
construir un tercer vector w en W tal que w-u = 0 o w-v = 0. De esta manera, una base ortogonal
para W es B; = {u,w} o B = {v,w}. Se considera que este ejemplo requiere de una concepcién
proceso de ortogonalidad ya que un estudiante debe reflexionar sobre las condiciones que debe
tener un conjunto de vectores para formar una base ortogonal y reconocer que se debe construir un
tercer vector para cumplir dichas condiciones, lo cual no es una indicacion directa del enunciado

del problema.
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= Ejemplo 4: Encuentre las coordenadas de w = |5 | con respecto a la base ortogonal del

ejemplo 2.

El objetivo de este ejemplo es hacer uso de un teorema proporcionado en esta seccion
que menciona que un vector w de un subespacio W puede ser representado de una tGnica manera

w = c1v] +cava + ... + ¢xvy en términos de una base ortogonal {vy, vy, ..., v} para W, donde

Wi -V

ci = para i=1,...,k

ViV

Por tanto, se considera que este ejemplo requiere Unicamente de una concepcién accion
ya que solo se debe aplicar el teorema para encontrar los respectivos escalares cy,c»,c3 tal que

w = c1v] + 22 4+ c3v3 y de esta manera

C1
[W]ﬁ = )

€3

Al igual que el ejemplo anterior, los siguientes ejemplos que proporciona el texto requie-
ren Unicamente de acciones puesto que hay responder a indicaciones puntuales a través de una

definicion o de un teorema, por ejemplo verificar si un conjunto de vectores es un conjunto orto-



CONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE ORTOGONALIDAD 52

normal o partiendo de una base ortogonal construir una base ortonormal. Por tal motivo, éstos no

se describen de manera detallada.
Seccion 5.2: Complementos y proyecciones ortogonales.

= Ejemplo 5: Sea W el subespacio de R> generado por

- 1- -—1- - O-

-3 1 —1

wi=1| 5| ,wm2=1| 2| ,Ww3=1| 4
0 -2 —1

5 3 5

Encuentre una base para W.

El argumento que el autor usa para resolver este ejemplo es que el subespacio W generado
por wi,wy, w3 es igual al espacio columna de la matriz formada por estos vectores como columna.
Luego, por un teorema que menciona que si A es una matriz de m x n, entonces W = (col(A))*= =
nul(A7). De esta manera, usando A” se encuentra nul(A”) = W+ y por tanto, una base para este
subespacio. Conocer el teorema no es suficiente para que un estudiante resuelva de manera eficiente
este problema, puesto que se deben considerar las condiciones e igualdades que permiten abordar
este problema de otra forma y en consecuencia, llegar al resultado deseado. Por tal motivo, se

considera que este ejercicio requiere de una concepcion proceso de ortogonalidad, con el fin de
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hacer uso de los teoremas necesarios y establecer relaciones con otros conceptos, en este caso,

espacio columna, espacio nulo, base y complemento ortogonal.

= Ejemplo 6: Sea W el plano en R? con ecuaciéon x —y+2z =0y seav = _1| - Encuentre la

proyeccion ortogonal de v sobre W y el componente ortogonal de w a W.

Enfretarse a este problema requiere de una concepcion accién del concepto ya que con-
siste en aplicar un procedimiento que estd dado por las definiciones de proyeccion ortogonal y

componente ortogonal.

Seccion 5.3: El proceso de Gram-Schmidt.

En esta seccion se desarrollan dos ejemplos, el primero de ellos tiene que ver con encontrar
una base ortonormal a partir de una base dada, para lo cual basta con la aplicacion del proceso
de Gram-Schmidt para encontrar una base ortogonal y luego normalizar cada uno de los vectores
que conforman dicha base. El segundo ejemplo coniste en encontrar una base ortogonal de R> que
incluya a un vector v dado. En este caso, es necesario tomar dos vectores u y w tal que {u,v,w}
sea una base para R>; finalmente, se procede a ortogonalizar esta base mediante el proceso de
Gram-Schmidt. Estos dos ejemplos requieren de una concepcion accién de ortogonalidad puesto

que para resolverlos basta con aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmitd.

Seccion 7.1: Espacios con producto interno.
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Como ya se menciond, en esta seccién se presentan los conceptos de manera breve como
una generalizacion de los mismos en la seccién 1.2; esto es, se emplea una sola definicién para
longitud, distancia y ortogonalidad. De la misma forma se presenta un Unico ejemplo compuesto
por tres incisos que ilustra cada uno de los conceptos de la definicidn, por tal motivo solo se

considera el inciso que involucra la ortogonalidad.

= Ejemplo 7: Este ejemplo consiste en determinar si dos funciones dadas f =xy g =3x—2

en C[0, 1] son ortogonales con el producto interno usual en este espacio.

(f,g) = /O () g()dx = /O By —2)dx — /0 32— ) = [P — 2L =0,

Por tanto, f y g son ortogonales.

Aunque se involucren conceptos mds avanzados como el espacio de las funciones continuas
sobre un intervalo cerrado, producto interior e integral; se considera que este ejemplo solo requiere
de una concepcidn accién ya que tUnicamente implica un célculo (operacién) y dos elementos
especificos. La accién consiste en integrar el producto de las funciones f y g y determinar si son

ortogonales.

= Teorema 2: Sean u y v vectores en un espacio con producto interno V. Entonces u y v son

ortogonales si y solo si
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2 2 2
oa 4 v{J* = {lael|* + 1]

Demostracion: Al igual que en la seccion 1.2, de un ejercicio anterior se tiene que

i+ v[1 = Gt vyt v) = Jull?+2 () + vl

Por tanto,

lu+v||* = |Jul|*+||v]|* siysolosi (u,v)=0.

Al igual que en la seccion 1.2 se presenta el teorema de Pitdgoras pero en esta ocasion de

la forma mds general posible, su demostracion se realiza haciendo uso de la ortogonalidad.

= Ejemplo 8: Construya una base ortogonal para [P, con respecto al producto interno

)= [ rgan
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al aplicar el proceso de Gram-Schmidt a la base {1,x,x}.

Este ejemplo consiste inicamente en aplicar el proceso de Gram-Schmidt con el fin de
encontrar una base ortogonal {v{,v2,v3} a partir de la base {1,x,x?}. Para ello, se considera que

v; = 1, de esta manera

V1, X2 _ V1,X3 V2,X3
Viy vy=Xx3— 1% 1%

V) = X2 — 1
Vi, V1 V1,1 V2,V2

2

. . . 1
Por tanto, realizando las respectivas cuentas se obtiene que {l,x,x —5 es una base or-

togonal de P;.

Este es un ejemplo netamente algoritmico, por lo cual se considera que requiere de una
concepcion objeto de vector por las operaciones que se deben realizar entre estos elementos, una
concepcidn accién de producto interno para ejecutar esta operacion segiin como estd definida en
el enunciado y una concepcién accion de ortogonalidad para desarrollar el proceso de ortogonali-
zacion de Gram-Schmidt e identificar que estos vectores resultado son ortogonales entre si y por

tanto forman una base ortogonal para este espacio.

5.1.2. Algebra lineal para estudiantes de ingenieria y ciencias, Del Valle (2011).
5.1.2.1. Estructura general del libro. Este libro de texto estd compuesto por seis capitulos

principales: Matrices y sistemas lineales, matrices invertibles y determinantes, espacios vectoriales,
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espacios con producto interior y espacios normados, trasnformaciones lineales, valores y vectores
propios, y, aplicaciones. Ademads, incluye dos capitulos adicionales llamados uso de la tecnologia
y algebra lineal numérica. Cada capitulo cuenta con diferentes secciones en donde se desarrollan
los diversos conceptos del dlgebra lineal y una seccién dedicada a ejercicios resueltos y ejercicios

propuestos.

El concepto de ortogonalidad se desarrolla en dos momentos, el primero en el capitulo 3,
donde a lo largo de la seccién 1 se define el producto interior en R? y sus propiedades. Mds tarde,
en el capitulo 4, se dedica toda una seccion al estudio de espacios con producto interno y el con-

cepto de ortogonalidad.

5.1.2.2. Presentacion y definicion del concepto de ortogonalidad. El capitulo 3 inicia con
el estudio de R?, donde se definen algunos conceptos importantes tales como producto de un es-
calar por un vector, norma de un vector, distancia entre vectores y producto interior o escalar;
ademds, de su interpretacion geométrica. El concepto de ortogonalidad se desarrolla una vez defi-
nido el concepto de dngulo entre vectores, alli se establece que dos vectores son perpendiculares si
y solo si su producto punto es cero, ademads, se generaliza esta idea a R", donde surge la ortogona-

lidad.

El segundo acercamiento al concepto de ortogonalidad se da en el capitulo 4, donde inicial-

mente se define y estudian diferentes espacios con producto interior tales como R”, el espacio de
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las funciones continuas, el espacio de las matrices cuadradas de orden 2, entre otros. Posteriormen-
te, se extiende el concepto de ortogonalidad a un espacio con producto escalar a partir del propio
producto interior, tal como se hizo en R”. De igual forma, el concepto de ortogonalidad es definido
en términos del producto interior nulo de los vectores involucrados, luego de definir el &ngulo entre

vectores.

Definicion del concepto:

En el documento se presentan dos definiciones del concepto de ortogonalidad, la primera de ellas

en el capitulo 3 y la segunda en el capitulo 4. Estas definiciones son las siguientes:

1. Dos vectores u y v en R” son ortogonales (perpendiculares) si

es decir, si el angulo entre ellos es de 90°. Cuando u y v sean ortogonales lo denotaremos

poru L v.

2. (Ortogonalidad en espacios con producto interno) Se dice que i, Vv € E (espacio con produc-
to interior (-,-)) son ortogonales (perpendiculares) si (i,V) = 0. Si #i y V son ortogonales,

escribiremos ii L V.

De igual forma que en el andlisis previo, la primera definicién corresponde tnicamente

al espacio de R" mientras que la segunda corresponde a cualquier espacio con producto interno.
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Asimismo, se considera que las estructuras previas también son las mismas, puesto que estd invo-

lucrando los mismos conceptos y el mismo tipo de desarrollo.

5.1.2.3. Ejemplos y ejercicios proporcionados por el texto. A continuacién se presenta
un andlisis de los ejercicios resueltos y propuestos por el texto que involucran el concepto de

ortogonalidad.
Capitulo 3: Ortogonalidad en R".

= Ejemplo 1: Encontrar la ecuacién del plano que es ortogonal al vector n = (—1,2,4) y pasa

por el punto u = (2,1,1).

Se considera que para resolver este tipo de ejercicios basta con realizar acciones sobre los
vectores dados y conocer la ecuacion que determina el lugar geométrico correspondiente al plano,
esto es, a(x—xg) +b(y —yo) + c(z— z0), donde (xg,y0,2z0) es un punto del plano y es ortogonal al

vector n = (a,b,c).
= Ejemplo 2: Encontrar el valor de b talque (—1,b,1,—2) 1 u, donde u = (—1,3,4,-2).

En este caso, se considera que un individuo requiere de una concepcién Accion del concepto
de ortogonalidad teniendo en cuenta el tipo de interpretacion algebraica, puesto que es necesario y

suficiente que (—1,b,1,—2) -u = 0 para determinar el valor de b.

= Ejemplo 3: Sean u = (ay,az,a3) y v = (b1,by,b3) cualquier par de vectores no paralelos de
RR3. Encontrar el conjunto de vectores w = (c1,c,¢3) € R? que son perpendiculares tanto a

u como av.
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Este ejercicio requiere de una concepcion Proceso del concepto de ortogonalidad puesto que
pone en juego establecer relaciones entre dicho concepto y otros conceptos del dlgebra lineal, adi-
cionalmente, se debe abordar desde una interpretacion netamente algebraica y su respuesta estard

dada de igual forma.

Capitulo 4: Espacios con producto interior.

En este capitulo no se encuentran ejemplos o ejercicios propuestos que involucren de ma-
nera directa el concepto de ortogonalidad. Sin embargo, se puede evidenciar que si se requiere de
su comprension para otro tipo de problemas tales como encontrar proyecciones o bases ortonorma-
les. En este caso, se considera que para resolver este tipo de ejercicios basta con una concepcion
Accidn de la ortogonalidad.

5.1.3. Linear algebra, Hoffman & Kunze (1971).

5.1.3.1. Estructura general del libro. Este libro de texto estd compuesto por diez capitu-
los (ecuaciones lineales, espacios vectoriales, transformaciones lineales, polinomios, determinan-
tes, formas candnicas elementales, las formas racional y de jordan, espacios con producto interno,
operadores sobre espacios con producto interno y formas bilineales) en los cuales se abordan los
conceptos principales de un curso de dlgebra lineal y una gran cantidad de ejercicios para cada
uno de estos conceptos. En términos de los autores, un curso elemental de dlgebra lineal que tome
este texto como guia deberd cubrir los capitulos 1, 2, 3, 4, 5 con posibles excepciones de algunas

secciones, y concluir con las primeras secciones del capitulo 6 junto con el capitulo 8.
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Asimismo, este texto afiade un apéndice que introduce y analiza ideas bésicas de algunos
conceptos y conocimientos previos que un estudiante debe tener para la comprension de los con-

ceptos propios del dlgebra lineal.

5.1.3.2. Presentacion y definicion del concepto de ortogonalidad. FEl capitulo comienza
definiendo el concepto de producto de interno y espacios con producto interno para luego discutir

y definir otros conceptos tales como dngulo, longitud y ortogonalidad.

Definicion: Sea @ y B vectores en un espacio con producto interno V. Entonces & es or-
togonal a f8 si (a | B) = 0. Como esto implica que B es ortogonal a ¢, a menudo simplemente
diremos que & y 3 son ortogonales. Si S es un conjunto de vectores en V, S se denomina conjunto
ortogonal siempre que todos los pares de vectores distintos en S sean ortogonales. Un conjunto

ortonormal es un conjunto ortogonal S con la propiedad adicional que ||a|| = 1 para cada o en S.

Se puede observar una diferencia en el tratamiento del concepto respecto a los dos libros de
texto abordados previamente y es el hecho de que en este caso, no se define primero la ortogonali-
dad en R? ni tampoco se hace a partir del 4ngulo entre los dos vectores; al contrario, se presenta el
concepto de ortogonalidad para cualquier espacio con producto interno y definido por medio de la

operacion producto interno. Es decir, se aborda desde lo general hacia lo particular.
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5.1.3.3. Ejemplos y ejercicios proporcionados por el texto. Un ejemplo interesante que
se menciona es que el vector (x,y) de R? es ortogonal a (—y,x) con respecto al producto interno

candnico; puesto que, seglin la notacién del propio texto,

(e, )| (=y,x)) = —xy+yx = 0.

Sin embargo, si R? estd dotado del producto interno ((x1,x2)|(y1,¥2)) = x1y1 — X2y1 —

x1y2 +4xy2, entonces (x,y) y (—x,y) son ortogonales si, y solo si,
1
y= 5(_3 +v13)x.

Se considera que este ejemplo requiere de una concepcion Proceso del concepto de or-
togonalidad puesto que se involucran dos productos internos en un mismo espacio y se deben
determinan las condiciones de los vectores ortogonales seguin cada producto interno. Un individuo
debe ser conciente de que si el producto interno varia, las condiciones que definen los vectores
ortogonales también deben variar y que un vector ortogonal segun el primer producto interno dado

no serd ortogonal bajo el nuevo producto interno.

En las siguientes secciones no se encuentran mds ejemplos o ejercicios que involucren el
concepto de ortogonalidad de forma directa, por tanto, se considera que con una concepcién Accidén
del mismo es posible resolver los ejercicios que lo involucran de manera indirecta, esto es, proceso

de ortogonalizacion de Gram-Schmidt o proyecciones ortogonales.
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5.2. Descomposicion Genética Preliminar

5.2.1. Estructuras iniciales. Para la construccién del concepto de ortogonalidad, un indi-
viduo debe poseer una concepciéon Objeto del concepto vector puesto que es necesario que vea a
estos elementos como un todo y que pueda establecer operaciones (transformaciones) sobre ellos.
En este caso, las operaciones que se realizan sobre los vectores estan determinadas por el produc-
to interno definido en el espacio vectorial del cual hacen parte estos vectores (producto punto).
Ademas, es necesario que un individuo sea consciente de la existencia y la forma de un vector en
diferentes espacios vectoriales. Por ejemplo, los elementos del espacio vectorial R" son n-tuplas

de nimeros reales denotados como u = [uy,uy, ..., uy|.

Por otra parte, se considera que un individuo debe poseer una concepcion Proceso de la ope-
racion producto interno (producto punto). Usualmente el concepto de ortogonalidad es se presenta
en el espacio vectorial R", donde estd definido en términos del producto punto o producto escalar,
el cual es un caso particular de un concepto mas general llamado producto interno. Es importante
que un individuo logre generalizar dicha operacion y comprenda que ésta puede ser definida en
diferentes espacios vectoriales y en diferentres formas incluso en un mismo espacio vectorial pero
siempre debe cumplir con ciertas propiedades. Es importante mencionar que no existen investiga-
ciones sobre el concepto de producto interno bajo la perspectiva teérica de APOE.

5.2.2. Construccion del concepto de Ortogonalidad. Con base en el andlisis de los tres

libros de texto, las construcciones previas anteriormente descritas y la experiencia de los investiga-
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dores como estudiantes y profesores, se propone la siguiente descomposicion genética preliminar

para la construccién del concepto de ortogonalidad.

Este modelo cognitivo parte de la interpretacién geométrica de perpendicularidad en R? y

R? para dar paso a la construccién del concepto de Ortogonalidad en R”.

Acciones Concretas, vectores perpendiculares: esta estructura se caracteriza por las trans-
formaciones que un individuo puede realizar sobre un conjunto de vectores en R? o R> para de-
terminar si son o no perpendiculares. Las Acciones estdn definidas por el tipo de interpretacion
(geométrica, numérica o algebraica) que establece cada situacion matematica. La tabla 1 plantea
de manera puntual el tipo de Acciones que pueden aplicarse sobre una u otra interpretacion de

vectores en R2.

Interpretacion geométrica | Interpretacion numérica Interpretacion algebraica

w Encuentre todos los vectores
que son perpendiculares al

gLos vectores u — (0, 7)yv— | ° (1,1).

(1,—2) son perpendiculares?
V ~f a=90 . .

. Las Acciones consisten en
Las transformaciones en es-

i 0 1 . .. ) determinar si dos vectores cu-
ta interpretacion consisten en .
yas componentes involucren

calcular el producto punto en- . .
Lo , alguna variable o lenguaje al-
El individuo determina la | tre los vectores dados. .

gebraico son o no ortogona-

medida del dngulo com-

. les.
prendido entre los vecto-
res.

Figura 7. Tipos de Acciones sobre el concepto de ortogonalidad

En el caso de R?, se considera que las Acciones son similares, aunque en mayor medida la
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interpretacion geométrica se condiciona por el medio (software o papel) en que son presentados los
vectores. Es posible que las limitaciones de la representacion geométrica de los vectores, genere
la necesidad de hacer un transito de una interpretacion a otra. Esta necesidad de transitar entre las
diferentes interpretaciones de los vectores, puede generar el mecanismo de interiorizacién y dar

paso a la construccién de un primer Proceso.

Proceso 1: Cuando un individuo se enfrenta a tareas que implican diferentes tipos de inter-
pretacion, puede establecer relaciones entre ellas a tal punto de interiorizar las Acciones relacio-
nadas con cada tipo de interpretacion en un Proceso que le permite transitar de una interpretacion
a otra. Este Proceso surge precisamente de la necesidad de abordar una situacidn en un contexto
diferente al que fue dado inicialmente. Por ejemplo, frente a la siguiente tarea: "Determine si los
vectores u,v y w que aparecen en la figura son perpendiculares", un individuo puede requerir defi-
nir una escala que le permita dar coordenadas especificas a los vectores para realizar el producto

punto y determinar si son o no perpendiculares.

Proceso 2: Esta estructura consiste en generalizar las ideas relacionadas con perpendicula-
ridad en R? y R? hacia R”, en donde, la interpretacién geométrica desaparece por completo; sin
embargo, las ideas alli construidas deben permanecer en la mente del individuo. Por ejemplo, no es
posible graficar o imaginar dos vectores perpendiculares en R?, atin asf, las relaciones geométricas
se conservan, como el hecho de que el dngulo comprendido entre los dos vectores es un dngulo

recto.
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Figura 8. Representacién de tres vectores en R

Esta generalizacion sobre las estructuras permite que el concepto de perpendicularidad tam-
bién se generalice, ya que en estos nuevos espacios no se cuenta con una interpretacion geométrica
para resolver tareas. Cualquier situacién es analizada de forma numérica o algebraica. De esta
manera, se puede determinar si un conjunto de vectores en R” es perpendicular por medio de un

célculo numérico o algebraico, que mds tarde conducira al concepto de ortogonalidad.

Proceso de ortogonalidad: Por medio del mecanismo de coordinacién entre el Proceso 1y
el Proceso 2, un individuo puede construir un nuevo Proceso. Esto es, reflexionando sobre todas
las caracteristicas geométricas, numéricas o algebraicas que cumplen un par de vectores perpen-
diculares sin la necesidad de que estos estén definidos de manera concreta. Asimismo, dichas ca-
racteristicas se conservan en cualquier par de vectores perpendicualres en R”, lo que permite tener
una visién mas amplia sobre el concepto de perpendicularidad para dar paso a la ortogonalidad.

Adicionalmente, si el individuo pone en juego estas ideas junto con otros conceptos del Algebra



CONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE ORTOGONALIDAD 67

Lineal tales como independencia lineal, espacio generado y base puede establecer relaciones entre
estos conceptos y el concepto de ortogonalidad; puede reflexionar sobre las implicaciones que ge-
nera la ortogonalidad en otros conceptos y establecer relaciones entre dichos conceptos del dlgebra

lineal, ver figura 8.

Acciones
Determinar si dos vectores son perpendiculares
ulwv

I
' I .

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3
Interpretacion geométrica Interpretacion numeérica Interpretacion algebraica

Interiorizacion

| |

Proceso 1 Proceso 2

Transito de interpretaciones Perpendicularidad a R™

Coordinacion |

l

Proceso

Ortogonalidad en R"

Figura 9. Construccion del Proceso de orgonalidad.

Se considera que el concepto de perpendicularidad también puede ser generalizado por

medio de unas transformaciones que denominamos como Acciones abstractas, en donde, a partir
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de una estructura Accién de la producto interno, la estructura Proceso de espacio vectorial y la
estructura Proceso de ortogonalidad un individuo puede determinar si un conjunto de vectores
de un espacio vectorial cualquiera (matrices, funciones, polinomios) es ortogonal. Esta idea se

retomard en el capitulo final del documento.
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6. Recoleccion y analisis de datos
En este capitulo se presenta el desarrollo de la tercera componente del Paradigma de Investigacion.
Se describe de forma detallada cémo se llevé a cabo la implementacidn de actividades relacionadas
al concepto de Ortogonalidad, la implementacion de las entrevistas; ademds, se presenta el andlisis

a priori de las entrevistas y el anélisis a posterior.

6.1. Analisis a priori de la entrevista
En esta seccidn se presentan las posibles respuestas que pueden ser consideradas por los estudiantes
en cada una de las preguntas que conforman la entrevista y las construcciones mentales que pueden

generar en dichas respuestas. Asimismo, se describe el objetivo de cada pregunta.

Tarea 1:

De los siguientes conjuntos de vectores, /cudles son perpendiculares entre si? Justifique su res-

puesta.

a. u=(-2,3);v=(51).

b. Vectores dados en GeoGebra:

c. u=(=1,2,1); v=(=2,0,2); w=(3,—1,5).

d. Vectores dados en GeoGebra.

e. u=(4a,—b); v=(2b,8a).
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f.u=3,-1);v=(-3,-9); w=(2,6).

Solucion normativa:

a. u-v=(-2,3)-(5,1) = —10+3 = —7. Los vectores no son perpendiculares porque el pro-

ducto punto entre u y v es diferente de cero.

b. Los vectores u y v son perpendiculares ya que en la representacion gréfica se observa que el

angulo entre u y v es de 90°.

c. Para que los vectores u, vy w sean perpendiculares, debe cumplirse que u-v=0,u-w=0y

w-v = 0; entonces,

u-v=(-1,2,1)-(-2,0,2) = 4.

u-w=(-1,2,1)-(3,—-1,5) =0.

w-v=(3,-1,5)-(-2,0,2) =4.
Por lo tanto, los vectores u, v y w no son perpendiculares.

d. Con la ayuda de un software de geometria dindmica es facil ver que los dngulos entre los

vectores u 'y v, u y w, vy w son rectos.
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e. Realizando el producto entre los vectores se tiene que u-v = (4a,—b) - (2b,8a) = 8ab —

8ab = 0. Por tanto, los vectores u y v son perpendiculares.

f. Los vectores u, v y w no son perpendiculares dado que pertenecen a R? y en este espacio; a

lo més existen dos vectores perpendiculares entre si.

Analisis tedrico:

Esta pregunta estd compuesta por cinco items en los cuales se busca que los estudiantes determinen
si los conjuntos de vectores dados son perpendiculares. Esta pregunta solo involucra vectores en
R? y R3; espacios que son familiares para los estudiantes. Esto con el fin de identificar las trans-
formaciones numéricas, geométricas o algebraicas que los estudiantes realizan sobre los vectores
para dar respuesta a la pregunta dada; reflexiones que segun el andlisis tedrico se asocian con la

ejecucion de Acciones.

Enlos incisos a., c. y e., se espera que el estudiante realice la operacion producto punto para
determinar si los vectores son perpendiculares; en particular, en el inciso c., se quiere observar c6-
mo los estudiantes hacen uso de la definicion de perpendicularidad en un conjunto de tres vectores
definidos en un espacio de dimension 3. Es importante que los estudiantes tengan una vision alge-
braica de los vectores en el inciso e., y aunque estos estén dados en términos de variables, puedan
determinar si son perpendiculares o no. Este tipo de Acciones requieren de una interpretacion de

vector relacionada con su forma algebraica.
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En los incisos b. y d., los vecotres estdn dados de manera geométrica, lo que implica la
aplicacion de Acciones del tipo 1, es decir el estudiante calcula el dngulo comprendido entre los

vectores para determinar si son o no perpendiculares.

Para el inciso c., se le proporciona un archivo en GeoGebra en donde los estudiantes pueden
manipular los vectores, esto con el fin de observar si pueden determinar que los vectores dados son
perpendiculares a partir de argumentos geométricos o por el contrario, necesitan trabajar con ellos

€n un contexto numeérico.

El objetivo de esta pregunta es identificar las transformaciones asociadas a cada tipo de
interpretacion (numérica, geométrica y algebraica) que un estudiante puede realizar sobre un con-

junto de vectores para determinar si son perpendiculares.

A continuacidn, se describen algunas de las estrategias que los estudiantes pueden realizar

para determinar si los conjuntos de vectores dados son perpendiculares:

= Argumentos algoritmicos: si un estudiante realiza cualquier tipo de operacién con los vec-
tores para determinar que los conjuntos de vectores dados son perpendiculares, entonces
diremos que el estudiante tiene una concepciéon Accién del concepto de ortogonalidad. Estas
operaciones pueden ser el producto punto entre los vectores; el producto de las pendientes
de las rectas que definen los vectores dados; verificacion del teorema de Pitdgoras; determi-

nar mediante relaciones trigonométricas el dngulo entre los vectores; entre otras que pueden



CONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE ORTOGONALIDAD 73

emerger de la actividad generada por la pregunta.

= Argumentos geométricos: si un estudiante recurre a la interpretacién geométrica de los vec-
tores para observar si el dngulo formado entre ellos es recto, diremos que estd en una con-

cepcioén Accidn del concepto de ortogonalidad.

= Inspeccidn: si un estudiante no realiza ninguin tipo de operacién o representacion sobre los
vectores y puede determinar que son ortogonales, entonces se le pedird que argumente su

respuesta con el fin de determinar su nivel de comprension del concepto.

Tarea 2:

Sean A = (4,6),B = (5,1) y C = (x,2x) los vértices del tridngulo ABC. Encuentre las coordenadas
del vértice C de tal forma que el tridngulo ABC sea un tridngulo rectdngulo y el segmento AB sea

la hipotenusa.

Solucion normativa:

Primero, se deben calcular los vectores AC 'y BC, esto es,

AC=C—-A=(x,2x)— (4,6) = (x—4,2x—6)
BC=C—B=(x,2x)—(5,1) = (x—5,2x— 1)
Para que el tridngulo ABC sea rectdngulo, debe cumplirse que los vectores AC y BC sean

perpendiculares. Por ende, se deben encontrar los vectores AC y BC y garantizar que AC - BC = 0.

Luego,
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AC-BC=(x—4,2x—6)-(x—5,2x—1)=0 (1)
=x—4)(x—=5)+(2x—6)2x—1)=0 (2)
=x? —9x+2044x* — 14x+6=0 (3)
= 5x* —23x+26=0 “4)

Resolviendo (4), se obtienen los valores x; =2y x, = 2.6. Por tanto, las coordenadas de C

son: C; = (2,4) 0 C; = (2.6,5.2).

Analisis teorico:

En esta pregunta los estudiantes deben hacer uso de los tres tipos de Acciones del concepto de orto-
gonalidad descritas en la descomposicion génetica prelimilar. Se busca que los estudiantes sientan
la necesidad de transitar de una interpretacion a otra; de tal manera que se pueda determinar cémo
hacen uso de cada una de ellas en el momento oportuno. Esta situacién matemaética no puede ser
resuelta solo desde un tipo de Accidn, es necesario que los estudiantes identifiquen cuando deben
hacer uso de cada una de ellas. De tal manera que puedan integrar la informaciéon que cada una

ofrece para dar solucion a la pregunta.

Inicialmente se espera que los estudiantes construyan un bosquejo de la situacion y ubiquen

un punto C = (x,2x) segtin la condicion dada. Lo importante es que, con la ubicacién de este punto
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C, los vectores AC y BC deben ser perpendiculares. De tal forma que puedan calcular estos vectores
para luego realizar el producto punto entre ellos y determinar los valores de x para los cuales se

satisface la condicion.

A continuacion, se describen algunas de las estrategias que los estudiantes pueden realizar

para resolver este problema:

= Uso de Acciones: si un estudiante hace uso de los tres tipos de Acciones del concepto de
ortogonalidad con el fin de dar solucidn a la tarea, diremos que el estudiante se encuentra en
un nivel intermedio entre la concepcion Accién y Proceso del concepto de ortogonalidad; lo
cual denominamos como Proceso 1. Por otra parte, si el estudiante resuelve la tarea sin usar
argumentos asociados al concepto de ortogonalidad, diremos que el estudiante se encuentra

en una concepcion Accién de dicho concepto.

= Inspeccién geométrica: dado que los estudiantes podrdn hacer uso del software de geometria
dindmica GeoGebra, se considera que puede realizar transformaciones sobre el medio con el
fin de obtener el vértice solicitado. En ese caso, se les pedird argumentar sus procedimientos

para determinar su nivel de comprension del concepto de ortogonalidad.

= No responde: si el estudiante no puede resolver la tarea de ninguna forma, se le pedird que
reflexione sobre alguna estrategia que tal vez conduzca a su solucion. Se considera que este

caso no proporciona informacion valiosa para la investigacion.

Tarea 3:
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Seau=(2,0,-3)yv=(6,5,4).

a. (Los vectores u y v son perpendiculares?

b. Encuentre un vector w # 0 que sea perpendicular tanto a u como a v.

c. (El conjunto de vecotres S = {u, v,w} es linealmente dependiente o independiente? Justifique

ampliamente su respuesta.

d. (Es posible encontrar un vector z # 0 que sea perpendicular a u,v y w al mismo tiempo?

Justifique su respuesta.

Solucion normativa:

a. Los vectores son perpendiculares puesto que u#-v = (2,0,—-3)-(6,5,4) =12+0—12=0.

b. Para que w sea ortogonal a u y v, debe cumplrse que w-u =0y w-v=0. Sea w = (x,y,z2),

entonces,
Wil = (x,y,z) : (2707_3) =2x—3z=0
w-v = (x,y,z) ’ (67574) = 6X+5y—|—4z =0
3 13 .
De ello que 5y 4+ 13z = 0. Por tanto, el vector w = 5% —?az es perpendicularau y v.

c. Dado que u,v y w son perpendiculares, entonces son linealmente independientes.
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d. No es posible ya que la dimension del espacio en el que se encuentran u,v y w es tres,

entonces a lo mds existen tres vectores perpendiculares entre si.

Analisis teodrico:

En esta pregunta se relaciona el concepto de ortogonalidad con el concepto de independencia li-
neal. El objetivo es que los estudiantes puedan reflexionar a partir de las preguntas dadas y concluir
que un conjunto de vectores ortogonales necesariamente es un conjunto de vectores linealmente

independiente; lo cual ademds puede conducir a establecer relaciones con el concepto de base.

Se espera que los estudiantes reflexionen sobre las ideas geométricas que han construido
en R? y R? y los conocimientos estructurados alrededor del concepto de independencia lineal. Por
ejemplo, cuando dos vectores son linealmente independientes o dependientes, geométricamente

hablando. Esto con el fin de que puedan obtener resultados generales para R”.

A continuacion, se describen algunas de las estrategias que los estudiantes pueden realizar

para dar solucion a esta tarea:

Los estudiantes pueden calcular el producto punto entre los dos vectores dados para deter-
minar si son o no perpendiculares, lo cual corresponde a una Accién de tipo 2 del concepto de
ortogonalidad. Encontrar un vector que sea perpendicular a los dos vectores dados puede ser una

dificultad para los estudiantes, més cuando se les pida que justifique por qué su procedimiento
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determina un vector perpendicular. Este argumento se puede formular a partir de dos formas; la
primera es realizando producto cruz entre los vectores dados y la segunda es encontrar el vec-
tor a partir de la definicion de ortogonalidad. Los argumentos que utilicen los estudiantes pueden
contribuir a determinar en qué nivel de construccion del concepto se encuentran. Si un estudiante
requiere de un sistema de ecuaciones lineales (Acciones) para determinar que los tres vectores per-
pendiculares son linealmente independientes, diremos que se encuentra en una concepcion Accion
del concepto. Si, por el contrario, un estudiante relaciona lo que ha construido sobre independen-
cia lineal y perpendicularidad para responder la pregunta correctamente sin necesidad de realizar
operaciones, puede que el estudiante esté en un nivel Proceso 1, ya que a partir de la interpretacion
geométrica de los vectores perpendiculares identifica que estos deben ser linealmente independien-

tes.

Un estudiante que reflexione sobre esta situacion en R" y exprese que un conjunto de vec-
tores alli conserva las mismas caracteristicas geométricas de R? 0 R2, ha desarrollado una con-
cepcion Proceso 2. Adicionalmente, si coordina el Proceso 1 y 2 para construir un nuevo Proceso,
puede concluir que un conjunto de vectores perpendiculares en R" es un conjunto linealmente
independiente. Si un estudiante no puede responder las preguntas, intentaremos que reflexione a
partir de la interpretaciéon geométrica para obtener informacidn relevante respecto a las dificultades

asociadas al concepto.

En las preguntas 4 y 5, se busca que el estudiante reflexione sobre la relacioén entre la
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ortogonalidad y otros conceptos del Algebra Lineal con el fin de integrar dichos conceptos. Adi-
cionalmente, mostrar que la ensefianza de los conceptos del AL, no es independiente y que todos
estan estrechamente relacionados; comprender este tipo de aspectos y establecer relaciones entre

estos conceptos es lo que conlleva a su evolucion.

Tarea 4:

Analice y responda cada uno de los siguientes incisos.
a. Encuentre la ecuacién de la recta [ que pasa por los puntos A = (8,1,0) y B = (2,—2,6).
b. Encuentre la ecuacién del plano 7 ortogonal a la recta [ y que pasa por el punto A.
c. SeaC = (6,2,—3). Encuentre la distancia desde el punto C al plano 7.

Solucién normativa:

a. Se tienen como datos dos puntos de la recta, entonces los vectores AB y BA son paralelos
a dicha recta. Se elige uno de ellos como vector director, v=AB =B —A = (—6,—3,6).
Ademads, también se puede tomar cualquiera de los dos puntos dados como punto de paso,

por ejemplo A. Entonces la ecuacion de la recta esta dada por:

(x,v,2) =(8,1,0) + a(—6,-3,6), a € R

b. Se sabe que el vector v = (—6,—3,6) es un vector director de /, ademds, el vector v es

ortogonal al plano IT que pasa por el punto (8, 1,0). De ello que, la ecuacién del plano estd
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dada por:

T:—6-x—3-y+6-z4+D =0. Si pasa por el punto A = (8, 1,0), entonces
= —6-8-3-146-0+D=0

D =51

Por tanto, 7 : —6x —3y+6z+51 =0.

c. Para encontrar la distancia desde el punto C al plano 7, se debe encontrar la magnitud del
vector CD, donde D es el punto sobre 7 tal que el vector CD es ortogonal al plano 7 o; lo que
es equivalente a calcular magnitud del vector Proy A~BA#C. Seau=AC=C—-A=(-2,1,-3)

Y

yv=AB=(—6,-3,6), entonces:

u-v -9
y=—
> 81

1
(~6,-3,6) = —5(~6,-3,6)

proyyu =

1
Por tanto, proy,u = _5(6’ 3,—6) y la distancia entre C y 7 es ||proy,ul| = 1.
Analisis tedrico:

Existen algunas féormulas que permiten la resolucién de esta tarea sin necesidad de reflexionar so-
bre la misma; por ejemplo, la ecuacion de una recta, la ecuacion de un plano y calcular la distancia
de un punto a un plano. Si un estudiante resuelve esta tarea haciendo uso tUnicamente de estas

férmulas, diremos que se encuentra en una concepcion Accidn. Por el contrario, si un estudiante
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realiza Acciones nimericas, geométricas y algebraicas, y a partir de eso encuentra la distancia en-

tre el punto C'y el plano I, diremos que ha alcanzado una concepcién Proceso 1.

Si un estudiante no puede resolver la situacion, se le proporcionard una representacion geo-
métrica de la situacion con el fin de que reflexione sobre ella y pueda establecer alguna estrategia
general de resolucion e ideas respecto al concepto de ortogonalidad. Esto puede brindar informa-
cién acerca de como un estudiante puede hacer uso de la ortogonalidad para resolver una tarea,

aunque no conozca las férmulas necesarias.

Tarea 5:

Seau=(—3,4).

a. Determine los vectores v que son perpendiculares al vector u.

b. (Cudntos vectores v existen?

c. Encuentre el gen{v} y represéntelo graficamente.

d. ;/Qué relacion existe entre gen{v} y u?

Soluciéon normativa:

a. Los vectores v = (x,y) perpendiculares a u son aquellos que cumplan con la condicién u-v =
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0. Luego,

u-v= (_374) ' (-xay) =0
=—-3x+4y=0

3 3
De donde y = Zx y por tanto v = <x, Zx) .

b. Existen infinitos vectores perpendiculares a u.

c. Dado que gen{v} son todas las combinaciones lineales de v, se tiene que gen{v} = av, para

3
o € R. En este caso, los vectores estdn dados por la recta y = Zx.

[}

u

d. Todos los vectores que pertenecen al generado de v son perpendiculares a u.

Analisis tedrico:
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Esta pregunta vincula el concepto de espacio generado con el fin de que un estudiante pueda pensar
en todos los vectores que son ortogonales a un vector dado; en este caso, una recta. Este tipo de

situaciones puede potenciar la construccion del concepto de complemento ortogonal.

Se espera que los estudiantes trabajen a partir de la operacién producto punto entre el vec-
tor u y v, de esta manera, pueden obtener las condiciones sobre las coordenadas del vector v; que

determina la ecuacion de una recta.

A continuacidn, se describen algunas de las estrategias que los estudiantes pueden realizar

para dar solucidn a esta tarea:

Si un estudiante proporciona vectores particulares ortogonales al vector dado, diremos que
estd en una concepcién Accién del concepto de ortogonalidad. Si el estudiante encuentra la con-
dicion general que deben cumplir las componentes de un vector para que sea ortogonal al vector
dado, diremos que el estudiante estd en una concepcién Proceso 1 del concepto de ortogonalidad.
Finalmente, un estudiante que pueda establecer relacion entre el concepto de ortogonalidad y el
concepto de espacio generado en R”; en este caso, cualquier vector que pertenezca al generado de

v es ortogonal a u, entonces ha alcanzado una concepcién Proceso del concepto de ortogonalidad.

Un estudiante que no pueda resolver la tarea puede brindar informacidn sobre las dificulta-

des asociadas a la construccion del concepto de ortogonalidad.
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Tarea 6:

Analice y responda cada uno de los siguientes incisos:
a. Proporcione dos vectores perpendiculares en R? y realice un bosquejo.
b. Proporcione dos vectores perpendiculares en R? y realice un bosquejo.
c. Proporcione dos vectores perpendiculares en R>.
d. (Qué caracteristicas geométricas existen entre los vectores del inciso c.?
e. (Cudntos vectores perpendiculares entre si existen en R"?

f. (Qué caracteristicas existen entre dos vectores perpendiculares en R"?

Analisis teodrico:

El objetivo de esta pregunta es analizar cémo los resultados obtenidos en R? y R? pueden ser gene-
ralizados para R"; en donde, la interpretaciéon geométrica, numérica o algebraica pueden desapa-
recer y aun asi los estudiantes podrian seguir pensando en vectores perpendiculares que cumplen

con ciertas caracteristicas.

Si un estudiante proporciona ejemplos de vectores ortogonales en R? y R? pero no pue-
de pensar en vectores ortogonales en R> o R” y en las caracteristicas que poseen estos vectores,

diremos que evidencia una concepcion Accion del concepto de ortogonalidad. En caso contrario,
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diremos que estd en un nivel intermedio entre la concepcidn Accién y Proceso, la cual denomi-
namos Proceso 2. Se espera que las respuestas y reflexiones que emerjan de la actividad de los
estudiantes, puedan ofrecer informacion méas profunda sobre las caracteristicas de la estructura

Proceso.

6.2. Analisis a posteriori de las preguntas de la entrevista

6.2.1. Acciones sobre Objetos concretos. Los Objetos concretos de los cuales se parte
para la realizacién de Acciones, corresponden a un conjunto de vectores en R? o R? que pueden
o no ser perpendiculares. Estos Objetos aparecen como flechas, parejas o triplas ordenadas de nu-

meros reales particulares.

El problema 1b. y 1d. de la entrevista, por ejemplo, muestra un conjunto de vectores per-
pendiculares en R? y R3 respectivamente, sefialando que el dngulo que se forma entre ellos es
recto. Los estudiantes concluyen que los vectores son perpendiculares dado que, geométricamente

se forma un dngulo de recto.

los6 71 COP. 7
/
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v

Figura 10. Evidencias del trabajo realizado por los estudiantes en la pregunta 1a.

El problema la, presenta dos vectores de R? en términos de coordenadas numéricas, el es-
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tudiante ES4 contintia con una interpretacion geométrica para determinar si los vectores dados son
perpendiculares; realiza una representacion gréafica de estos vectores para concluir que el dngulo
formado entre ellos no es de 90°. Dicha conclusion se obtiene a partir de la percepcion visual de la

figura construida por él, como se muestra a continuacién en la figura 10.

Figura 11. Evidencias del trabajo realizado por ES4 en la pregunta 1a.

Por su parte, la primera opcién del estudiante ES1 es calcular el producto punto entre los
vectores para verificar si son o no perpendiculares; sin embargo, no tiene la claridad conceptual
sobre dicha operacion, por lo que recurre a una representacion geométrica de los vectores para
intentar medir el 4ngulo formado entre ellos y responder a la pregunta. A continuacidn, se presenta

un fragmento de la transcripcion de razonamiento realizado por ES1, en este problema.

ES1: Yo creo que, pues, o sea, cuando habldbamos de perpendiculares, habldbamos de ortogo-
nalidad, ;No? Seria decir que el producto punto entre ellos me diera cero, ;O era uno?

E: ;Uno o cero?
ES1: Uno, creo.
E: Entonces si da uno, ;qué sucede?

ES1: Son perpendiculares. [El estudiante procede a hacer una representacion grafica de los
vectores].

ES1: Yo diria que no son ya que, si los grafico, no me da un dngulo de 90°.

E: Basada en tu percepcidn, crees que ese angulo no es de 90°.
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Figura 12. Evidencias del trabajo realizado por ES1 en la pregunta la.

ES1: Si, aunque también puede influir que no tomé tan exacta las divisiones de la recta.
E: ;(Entonces dirfas que no son perpendiculares?

ES1: Yo diria que no, estos no son perpendiculares. [El estudiante intenta medir el dngulo con
su transportador mientras responde].

Como se aprecia en el extracto de la entrevista de ES1, las Acciones sobre las formas nu-
méricas de los vectores para calcular el producto punto, no la llevan a una conclusién determinante
sobre si los vectores son o no perpendiculares. Por tanto, regresa a la representacion grafica de los
vectores en el plano, que resulta como un Objeto concreto dentro de su razonamiento. Es importan-
te destacar que esta estudiante busca establecer una relacion entre las formas gréficas y numéricas
de los vectores. ES1 ha estructurado una forma de pensar sobre la perpendicularidad, que le sefala
que no es suficiente con su percepcion visual de la representacion gréifica de los vectores; esto se
refleja cuando asegura que: “? también puede influir que no tomé tan exacta las divisiones de la
recta?”. Este es un razonamiento que consideramos debe caracterizar el mecanismo de interioriza-

cion.
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En el caso del estudiante ESS, a pesar de realizar la misma representacion geométrica de
los vectores, podemos ver como la utiliza para establecer relaciones trigonométricas y demostrar

que los vectores dados no son perpendiculares:

ESS: ;Puedo armar un tridngulo rectangulo con los vectores?
E: Si puedes, si.

ESS: ;Puedo usar calculadora?

E: Si, {qué intentas hacer?

ESS: Yo sé que para que sean perpendiculares tiene que haber un dngulo de 90° entre los dos
vectores, entonces estoy intentando hallar este dngulo [] y este otro angulo [0] y si la suma
da 90° serian perpendiculares.

E: Entiendo.

ESS: Estos no serian perpendiculares.

v __/,_ﬂ‘
4
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Figura 13. Evidencias del trabajo realizado por ES5 en la pregunta 1a.

El trabajo realizado por los estudiantes ES1 y ES4 muestra una concepcién Accidn deter-
minada por su intuicién sobre la medida del dngulo entre los vectores. ES1 y ES4 evidencian una
limitante, dado que no incluyen otro tipo de argumento para validar las interpretaciones de la for-

ma en que aparecen los vectores. En contraste, ES5 como puede verse en la transcripcion de su
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entrevista, acude a razonamientos trigonométricos para encontrar el dngulo entre los vectores, 1o
cual permite evidenciar que, para él, su percepcion visual no es suficiente para dar una respuesta.
Sin embargo, su resultado también es prueba de una concepcion Accidn determinada por las trans-
formaciones sobre los vectores para verificar la no perpendicularidad. Lo cual estaba previsto en

el andlisis a priori ya que esta pregunta no busca indagar més alla de una concepcién Accidn.

Podemos ver como este argumento de la percepcion visual es de suma importancia para los
estudiantes y estd presente como un recurso clave a la hora de resolver una tarea. En la pregunta
2, se observa que algunos estudiantes intentan ?acomodar? el punto C de tal forma que cumpla
con la condicién dada, esto es, formando un tridngulo rectdngulo, segin su percepcion. Luego,
verifican si ese punto si hace que se cumpla la condicidn para darlo como respuesta definitiva o
descartarlo, segin sea el caso. A continuacidn, se presentan algunos fragmentos de las entrevistas

con los estudiantes ES4 y ES3.

ES4: Yo probaria con x = 2.
E: ;Por qué?

ES4: Haciéndolo grificamente creo que ese podria ser el valor. Entonces C = (2,4), para
probar que eso esté bien hallarfa AC y BC y el producto punto deberia ser cero. Si, ese es C.

E: ;Cumple con las condiciones del problema?
ES4: Si, eso forma un dngulo de 90°, seria un tridngulo rectangulo y AB seria la hipotenusa.
E: ;Cémo llegaste a ese x = 2?

ES4: Con la griéfica, tenfa que ser un nimero que y siempre fuera el doble de x, entonces mire
ese punto y me parecié que cuadraba.

E: Si por observacion no hubiera identificado ese punto, ;Qué harias?

ES4: De pronto esto mismo [producto punto], pero conservando las x, intentando despejar la
x al igualar a 0.
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Figura 14. Evidencias del trabajo realizado por ES4 en la pregunta 2.

La estudiante ES3, por su parte, muestra un razonamiento similar:

ES3: De pronto si ubico el punto C y hago el producto punto entre el vector CA y CB, de pronto
si C = (2,4) y conozco a A y B, pero no conozco los vectores.

E: ;Qué pasarfa si haces el producto punto entre esos vectores?

ES3: Que sea cero.

E: ;Y sino te da cero?

ES3: Si no me da cero entonces esa no es la coordenada.

E: ;Y qué harias entonces?

ES3: De pronto buscar otra que me cumpla esta condicién, de pronto un (1,2).
E: ;Buscédndolo a ojo?

ES3: Si.

(7]

ES3: Y si hago el producto punto, darfa cero. Entonces esa coordenada si seria la correcta. En
este caso los vectores son perpendiculares, entonces ahi esté el tridngulo rectdngulo.

(7]

E: Si no te hubiese dado cero, ;entonces intentarfas buscar otro punto y harias el mismo pro-
ceso?
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ES3: Creo que seria muy tedioso, intentaria buscarlo de otra manera.
E: ;De qué manera?

ES3: Es que sin tener a C? Pues hacer lo mismo que hice acd, pero usando (x,2x) y de ahi
despejo a x al igualar el producto punto a cero y hallar la coordenada.

E: Y crees que funcionaria?
ES3: Deberia.

Consideramos que se recurre a este camino como primera opcién debido al uso de variables
en las componentes del punto C, esta forma de abordar el problema se lleva a cabo con el fin de
evitar o evadir el trabajo con las variables. Sin embargo, es claro que, una vez resuelta la tarea los
estudiantes reconocen que el proceso puede llegar a ser tedioso y plantean que se puede abordar de
manera general, siguiendo los mismos pasos pero trabajando con la variable x, lastimosamente, no
se evidencia ningun resultado de este tipo. Es importante destacar la relacion de tridngulo rectan-
gulo, perpendicularidad y producto punto que los estudiantes ES4 y ES3 logran establecer a partir
de la informacidn solicitada; sin embargo, el hecho de pensar en un vector con coordenadas especi-

ficas y un método de “ensayo y error” para resolver la tarea es evidencia de una concepcioén Accidn.

En la pregunta 3b., los estudiantes intentan construir un vector w tal que sea perpendicular
a los otros dos vectores dados. Como se describié desde un principio en el anélisis a priori, este
problema puede ser resuelto de dos formas ES4: usando producto cruz o usando producto punto;
opciones que fueron consideradas por los estudiantes, sin embargo, evidenciamos la carencia con-
ceptual de los estudiantes, concepciones erréneas sobre el producto cruz o simplemente recordar
que genera un vector perpendicular sin saber el porqué y sin saber aplicarlo los conduce nueva-

mente a su percepcion visual o inspeccion por ensayo y error. A continuacion, se muestran algunas
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de sus respuestas frente a esta tarea:

ES1: Hay una forma de encontrarlo, ;No?, ;Hacerlo con la matriz aumentada o algo asi, para
hallar otro vector?

E: ;Crees que podrias encontrar un vector que sea perpendicular a los dos dados? [luego de
varios minutos]. ;Acé estabas intentando hacerlo al tanteo?, Es decir, ;Intentando que sea
perpendicular a uno y luego ver que también es perpendicular al otro?

ES1: Si, es que yo recuerdo que hay una forma de hacerlo, pero en este momento no sé.

ES2: Estoy confundido, recordé algo que habia leido del producto cruz, que decia que, si se
hacia entre dos vectores, eso generaba un vector perpendicular a ellos. Pienso que, si hago
el producto cruz entre dos vectores, eso me daria un vector perpendicular a ambos, y como
ya sé que u y v son perpendiculares, entonces ya serfan perpendiculares entre todos. Pero no
recuerdo como se calcula. Es que tengo la duda porque también recuerdo que el producto cruz
da un nimero, tengo ese choque de ideas, tengo la idea que acabé de mencionar, pero también
de que el resultado es un nimero porque segtn recuerdo el producto cruz es como hallar un
determinante, entonces eso me daria un nimero. Pero también recuerdo que es lode i,—j y
k, entonces también podria hacer el producto y que me dé un vector, pero creeria que eso estd
mal. Tengo un choque de ideas. Otra forma seria hacerlo a punta y prueba, o sea, intentar con
un vector que yo mismo vea y hacer que sea perpendicular a ambos. Estd complicado, hay
mucho para probar. Creo que de esta forma es mas complicado.

E: ;Se podria hacer de esa forma?

ES2: Si se puede encontrar, pero seria como muy demorado y muy poco eficiente porque uno
tiene que pensar en una condicién y la otra y si cambia un nimero entonces cambiar el otro
valor, entonces es muy complicado de hacer de esa forma. Entonces ese seria el problema en
la b, sigo pensando en el producto cruz, en que me produce otro vector que es perpendicular
a ellos, dirfa que estoy un 70 % seguro que ese es el camino, pero no recuerdo muy bien, no
recuerdo si lo que estoy pensando es correcto.

ES3: El inciso b lo puedo con producto cruz.
E: ;Por qué?

ES3: Porque si yo hago el producto cruz entre dos vectores me da otro vector que es perpen-
dicular a esos dos vectores.

E: ;Siempre genera un vector perpendicular?

ES3: Si.

E: ;Por qué?

ES3: No sé, pero es perpendicular... No recuerdo cémo se calcula el producto cruz.

ES4: Lo hice por inspeccion, lo primero en lo que me fijé es que la segunda componente del
vector u es cero, asi que no importa lo que coloque en la segunda componente del vector w,
solo lo va a afectar la primera y la dltima. De ahi conclui que la primera componente debia
ser 3 y la segunda 2, de esta manera el producto punto me daria 0. Después, el producto punto
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entre vy w también debia ser cero, asi que haciendo los calculos encontré el valor de la segunda
componente para que me diera 0.

Enlos incisos 1cy 1f, se generaron discusiones con algunos estudiantes por el hecho de usar
del producto punto o producto cruz para determinar si un conjunto de tres vectores es perpendicular.

A continuacioén, aparecen algunas de las reflexiones realizadas por los estudiantes.

ES2: Para el c., pienso que habria que hacer? Un producto cruz y el producto cruz me diria si
los vectores son perpendiculares entre ellos, es decir, si hago producto cruz entre los tres? pero
no recuerdo qué tendria que dar el resultado. Me sé el concepto, pero no recuerdo muy bien el
resultado que me tendria que dar para que me diga que son ortogonales.

ES3: En el caso del c., podria hacer el producto cruz entre dos vectores y me tendria que dar
el tercero.

ES4: En el c. tengo que usar lo del producto, pero no recuerdo cudl de los dos es, creo que es
producto punto y creo que tiene que dar cero porque ya en R> no se puede apreciar bien si son
perpendiculares.

ESS: Este estd més dificil para graficar, ;Cémo era la ecuacién? la de producto punto, producto
cruz? Era producto punto entre dos vectores, ;jno?

Finalmente, a partir de la discusion y sus propias reflexiones, todos concluyen que deben
usar el producto punto entre las posibles parejas de vectores para determinar si todo el conjunto es
perpendicular. A continuacidn, se muestra de manera especifica el razonamiento desarrollado por

ES2:

ES2: En este momento me falla si la regla para el producto cruz es que sean vectores en R? o
que hayan tres vectores, me falla la memoria.

E: ;Estas pensando en usar el mismo argumento del inciso c.? [El estudiante inicialmente
estd reflexionando sobre el producto cruz entre los vectores, pero ahora contempla realizar el
producto punto].

ES2: Si, aunque también podria hacerlo de la forma mds larga, por decirlo asi, o mds eficiente
como yo pensaria que seria capaz de hacerlo. Que seria hacer el producto punto entre u y v, u
YW, Vyu,vyw, wy vy, wy u. Y asegurarme que todos den cero, y si alguno no me da cero
puedo decir que no son perpendiculares entre si.
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E: En ese caso trabajarias con el producto punto, jeso quiere decir que ahora el producto punto
si funciona para ver si los vectores son perpendiculares entre si? Porque antes me habias dicho
que el producto punto no servia.

ES2: Si, pero creo que pensandolo bien si podria hacerlo también de esa forma. Borraria lo
que dije antes y afirmaria esto, que con realizar estos productos punto y si todas me dan cero,
entonces son perpendiculares entre ellos.

Tal y como se describe en el andlisis a priori, el objetivo de esta serie de preguntas es
identificar las transformaciones asociadas a cada tipo de interpretacion: numérica, geométrica y
algebraica que un estudiante puede realizar sobre un conjunto de vectores para determinar si son o
no perpendiculares. Es importante destacar en este punto que las formas algebraicas, representaron
un mayor nivel de complejidad en el trabajo realizado por los estudiantes y por tanto se presentan

con lo que hemos llamado ?Estructura intermedia? entre las Acciones y el Proceso.

Las Acciones que los estudiantes ejecutan sobre los vectores varian dependiendo del tipo
de interpretacion que se aborde, puede ser numérica o geométrica; sin embargo, todas las Acciones
apuntan a la bisqueda del dngulo que se forma entre los vectores, es decir, si este dngulo es de 90°
o no. Un aspecto importante que se evidencia a lo largo de todas las entrevistas es la falta de clari-
dad sobre los conceptos: producto cruz, &ngulo entre vectores y producto punto. Consideramos que
las estructuras de un individuo no pueden evolucionar si no posee las construcciones necesarias y
conocimientos previos adecuados, por ejemplo, los estudiantes intentan memorizar si el resultado

de uno u otro producto debe ser 0 o —1, pero no asocian esto por ejemplo con la expresion que

u-v

permite calcular el &ngulo 6 entre los vectores u y v, esto es, cos0 = ]| ’
ullv
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6.2.2. Estructura intermedia entre la Accion y el Proceso. Consideramos la existencia
de una estructura intermedia entre la Accion y el Proceso dado que algunos estudiantes muestran
evidencias de estar encaminados hacia la construccién de la estructura Proceso, pero no han lo-
grado interiorizar las Acciones. Podemos observar que existen limitaciones sobre los conceptos o

sobre las mismas Acciones que no permiten evolucionar las estructuras.

El problema le. involucra el uso de vectores generales de R2, es decir, las coordenadas de
los vectores estdn dadas en términos de variables, inicialmente lo llamamos en la descomposicion
genética preliminar como Acciones de tipo 3, Interpretacion algebraica. Consideramos que esto
hace parte de una estructura mds avanzada que la Accidn, esta permite la interiorizacion de Ac-
ciones, al considerar incluso vectores en R? de la forma (x,y). La interiorizacién permite que el
estudiante estructure la nocién de vector general en espacios como R? y R? que mds tarde condu-

cird a una generalizacion del espacio.

Frente a esta tarea, el estudiante ES2 por ejemplo, sospecha basado en su percepcion visual,
que los vectores dados pueden ser perpendiculares para algunos valores especificos de a y b. Para
encontrar estos valores de a y b, procede a calcular el producto punto entre los vectores e igualar a
cero, obteniendo como resultado una expresion algebraica; sin embargo, a partir de esto no logra

determinar si los vectores son perpendiculares o no, segin él, debido al uso de variables.

ES2: Yo creo que estos si son (refiriéndose a los vectores del inciso e) porque me parece que,
a simple vista, sin calcular nada, pareciera que pueden existir un a y b que se ajusten a los
pardmetros para que el producto punto me de cero.
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E: ;Y eso se cumplirfa solo para algunos valores o para todos los valores?

ES2: No, tnicamente para algunos valores porque tendria que ser a y b que hagan que el
producto punto entre ellos me de cero.

E: ;Y si quisiéramos saber esos valores?

ES2: Realizar el producto punto e igualar a cero y luego despejar.

Figura 15. Evidencias del trabajo realizado por ES2 en la pregunta le.

ES2: Resulta mas complicado de lo que pensé porque? por decirlo asi las b no estan ordenadas,
0 sea, acd una a multiplicada por una b, entonces ya resulta como mds complicado, entonces
no sé cdmo hacerlo.

E: ;Entonces no sabrias decir si los dos vectores son perpendiculares o no?
ES2: No, no sabria decirlo.
E: ;Consideras que es porque los vectores estan dados en términos de a y b?

ES2: Si porque con términos que uno no sabe es mas complicado hacer las cosas y llegar a una
conclusion.

De la misma forma, el estudiante ES4 intenta encontrar los valores de a y b para que los
vectores sean perpendiculares, lo cual hace a partir de ?ensayo y error?; es decir, asigna valores
especificos para las variables a y b y con base en el producto punto verifica si son 0 no perpendi-

culares.

ES4: Yo pondria que, si a'y b son cero se cumple.

E: Siay b son cero, ;Cémo serian los vectores u 'y v?

ES4: Serian cero y cero.

E: ;Y como se podria interpretar que el vector cero y el vector cero son perpendiculares?
ES4: No me imagino cémo hacerlo.

E: ;Qué pasa si a 'y b toman valores diferentes de cero? ; Ya no se cumple?

ES4: Si, deberia haber algin nimero real que si. Con el uno también se cumple. Creo que
cuando a y b son iguales se cumple.
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E: ;Cémo concluyes eso?

ES4: Porque cuando lo hago con el 0 me da, cuando lo hago con el 1 también, con el 2 también.
Siempre da cero, si lo hago con 3 también. Entonces supongo que sigue asi.

E: ;Por qué cree que solo se cumple cuando son iguales?

ES4: Porque empecé a probarlo y me dio.

Por otra parte, las reflexiones evidenciadas por el estudiante ES5 son muy interesantes, nue-
vamente nos encontramos con que parte de la idea de encontrar valores especificos o pardmetros
para las variables a y b que estdn determinados por el producto punto entre los vectores. El proble-
ma de ESS, al igual que ES2, radica en la conclusion final a partir de la expresion algebraica; en
este caso argumenta que depende de los valores que tome a y b, inicialmente piensa que alguna de
las variables debe ser cero, luego que deben ser iguales, para finalmente concluir que no importa
qué valores tomen ya que se cumple para cualquier valor real. Es importante mencionar que para
llegar a esta conclusién, ESS asigna diferentes valores especificos a las variables a y b para ver que

se cumple la condicion y convencerse a si mismo de su resultado.

Otro aspecto para destacar de ES5 es su necesidad de demostrarlo de manera general, ma-

nifiesta que:

ES5: Lo que no sabria bien es cémo demostrar eso porque como lo hice es para un valor en
especifico, la gracia seria mostrarlo en general, pero no se me ocurre como hacerlo. Yo si sé
que se debe hacer en forma general, sino no seria vdlido en un parcial, estoy seguro, pero no
se me ocurre cémo hacerlo para cualquier término, no sé.

ESS5 retoma la tarea intentando buscar una forma general de demostrar la perpendicularidad
de los vectores a lo que, debido a su falta de claridad sobre los conceptos relacionados, finalmente

concluye que estos vectores no son perpendiculares.
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ESS: Sigo pensando en el ejercicio anterior, creo que no es para cualquier valor entre a y b,
solamente para valores positivos, pero no sé como demostrarlo ahi porque si cambia el signo
ya darfa diferente, creo. Una de esas serfa probar con un montén de nimeros de todo tipo,
negativos y positivos y ver si da cero.

E: ; Tendria que hacer todo eso?

ESS: Es que eso es lo que me da rabia, a mi no me gusta hacerlo asi, a mi me gusta hacerlo en
general, pero no sé como hacerlo en general, no se me ocurre como.

E: ;La respuesta que diste antes no es suficiente?
ESS: Estd incompleta.
E: ;Qué concluyes ahora?

ES5: Que a y b valen cero porque solamente me dice que mire si los dos vectores son per-
pendiculares, no me esta diciendo que se le van a dar valores en ningtin momento, entonces el
valor de a y el valor de b ya estdn establecidos.

E: ;Qué vectores serian entonces?
ESS5: El vector (0,0) y (0,0).
E: ;Esos vectores son perpendiculares?

ESS5: Pues no sé la verdad, el vector (0,0) yo no lo veo como un vector porque no tiene una
magnitud, es un punto; pues no lo veo como un vector porque es (0,0), no seria un vector.
Bueno si, le dicen vector nulo, ;no? El nul de v o el nul de u. Creo que matemdticamente
hablando si se ven como vectores, pero geométricamente hablando no porque no poseen una
magnitud, su magnitud es nula.

E: Entiendo, ;Qué concluyes al final?

ES5: No son perpendiculares.

ES1 ES3

(40 ,-b)(2D ga)
80k - 8ab =0

BGh = BOb

Figura 16. Evidencias del trabajo realizado por los estudiantes en la pregunta le.

Inicialmente se habia considerado que, para resolver esta tarea de manera exitosa, se debia
poseer una concepcidon Accidn; sin embargo, se evidencia que esta pregunta no se encuentra al

mismo nivel de las anteriores y requiere de algo mas que una Accién para su respuesta. El hecho
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de involucrar variables dentro de las componentes de los vectores hace que su dificultad sea ain
mayor, tanto que pone en conflicto los conocimientos previos de los estudiantes y no les es posible

concluir a partir del resultado obtenido en el producto punto.

Creemos que esto es una limitacién sobre la concepcion de los vectores que no permite
interiorizar las Acciones en un Proceso. No poder visualizar un vector general con componentes
(x,y) o como una ?flecha? en el espacio hace que los estudiantes tengan una visioén reducida del

concepto de vector y por ende del concepto de ortogonalidad.

En la pregunta 3b., el estudiante ES5 implementa el uso de variables en un vector general de
IR? para resolver la tarea. ES5 muestra una estructura méds avanzada que sus compaiieros al pensar
en buscar el vector de forma general y no dando valores especificos a sus componentes hasta que

cumplan las condiciones. A continuacién se muestra su razonamiento:

ESS5: Haria lo mismo pero ddndole variables a w porque yo sé que w estd en R3, por lo tanto,
tiene tres componentes. De ahf seria hacer 1o mismo que acd [producto punto], que el producto
punto entre u y w sea igual a cero y que para v también sea igual a cero y de ahi despejar los
valores para x, y y z que puede tomar w, aunque ahi me darfa infinitas soluciones, creo que me
darfa infinitas soluciones, voy a hacerlo.

E: ;Por qué crees que te daria infinitas soluciones?

ESS: Es que veo que hay tres incdgnitas y solo dos vectores, al despejarlos creo que me que-
daria una variable en funcién de las otras, por eso creo que es infinitas.

E: ; A partir de eso podrias encontrar un vector perpendicular?

ESS5: Si, tendria infinitas soluciones y podria darle un valor y me lo restringe las otras dos
variables y si, encontraria un vector.

También podemos observar esta limitacién que tienen los estudiantes al requerir o involu-

crar el uso de variables en vectores bajo una interpretacion en la pregunta 4a. Los estudiantes no
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Figura 17. Evidencias del trabajo realizado por ES5 en la pregunta 1b.

pueden representar todos los vectores perpendiculares a un vector dado mediante una expresion

algebraica. Por ejemplo, el estudiante ES4 piensa inicamente en vectores particulares:

ES4: ; Aca tengo que encontrar un vector que sea perpendicular a u?
E: La idea seria encontrar la caracteristica de esos vectores para que sean perpendiculares a u.
ES4: Este es un vector perpendicular a u [v = (4,3)].

E: ;Podria darme otro vector diferente a ese?

ES4: Lo que pasa es que saldrian infinitos, pero serian paralelos, yo podria decir el vector
(2,1.5) 0 (8,6).

E: ;Por qué cree que esos son perpendiculares a u?

ES4: Porque? graficamente yo tengo esto [ver grafico], el primer vector que yo hallé es per-
pendicular a u y todos los que sean paralelos a él también son perpendiculares a u.

Figura 18. Evidencias del trabajo realizado por ES4 en la pregunta 4a.
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E: ;Y como podria mencionar todos los vectores perpendiculares a u? Es lo que dice
el inciso a., encuentre todos los vectores perpendiculares. ES4: No sé cémo escribirlo,
pienso que es como el doble del anterior? No, no sé.

Por su parte, el estudiante ES2 define un vector cualquiera (x,y) y procede a calcular el
producto punto entre este y el vector dado e igualando a cero, sin embargo, no puede concluir nada

a partir del resultado obtenido.

ES2: Como me piden los vectores v, lo haria de forma general.

Figura 19. Evidencias del trabajo realizado por ES2 en la pregunta 4a.

ES2: No sé qué puedo hacer con eso. E: Si te preguntara solo por uno, ;cudl me darfas? ES2:
Uno solo de manera particular, seria el vector (4,3). E: ;Cémo lo obtuviste? ES2: Al tanteo. E:
LY si te pido otro? [Hace cuentas en la calculadora]. ES2: Estaba pensando en que la condicién
fuera cualquier vector (3x,4y) pero no me cumple.

El estudiante ES3 realiza el mismo procedimiento que ES2, con la diferencia que establece
la relacién entre estos dos vectores y proporciona una expresion algebraica para todos los vectores
perpendiculares al vector dado, evidenciando asi que no solo puede realizar Acciones bajo cual-
quier tipo de interpretacion, sino que también puede generar conclusiones a partir de los resultados
obtenidos, producto de la interiorizacion de estas Acciones.

4 R
ES3: De pronto que el x de los vectores tenga 3 de y. E: ;Ahf estaria representados todos los

vectores que son perpendiculares a u? ES3: Si, porque si planteamos la condicién del producto
punto y multiplico normal y despejo, x va a tener esa forma y v tendria esa forma.
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Figura 20. Evidencias del trabajo realizado por ES3 en la pregunta 4a.

6.2.3. Estructura Proceso de ortogonalidad. Consideramos que los estudiantes que han
logrado una concepcién Proceso de ortogonalidad poseen una vision mds general y abstracta de es-
te concepto. Estos estudiantes pueden reflexionar sobre Acciones realizadas y pensar en la relacion
de perpendicularidad para cualquier conjunto de vectores, sean particulares o de manera general

en cualquiera de los espacios de R".

El problema de la pregunta 3d. consiste en encontrar un cuarto vector en R3 que sea per-
pendicular a 3 vectores conocidos y perpendiculares entre si. Esta, que en principio parece una
pregunta simple, tiene como objetivo indagar la comprension del concepto de ortogonalidad y las
implicaciones que este puede generar; es decir, la idea es estudiar si las Acciones aplicadas a un

conjunto de vectores han sido interiorizadas. La estudiante ES3 manifiesta que:

ES3: No es posible, pasa lo mismo que habldbamos ahorita sobre R? [pregunta 1f], es decir
en R? tengo dos ejes y esos dos ejes siempre van a ser perpendiculares, si yo trazo otro vector
perpendicular tendria que trazar otro eje. Si yo estoy en R? y tengo 3 vectores perpendiculares
y quiero hallar otro vector tendria que trazar otro eje.

Anteriormente, en la pregunta 1f, ES3 ya habia presentado un argumento similar al actual,

cuando se le proporcionan 3 vectores en R2 y se le pide que determine si son perpendiculares:

ES3: ;Cémo pueden ser perpendiculares entre si si viven en R?? [realiza una representacion
gréfica de los vectores]. Segun la grafica, puede que entre dos si sean, pero con el otro ya no.
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Y en R? creo que no se puede que tres vectores sean perpendiculares entre si? porque siempre
vamos a tener uno paralelo a otro.

ES3 refleja ideas claras respecto a la dimension del espacio y la cantidad de vectores per-
pendiculares entre si en dicho espacio. Por otra parte, el estudiante ESS proporciona una reflexion
mads profunda y establece relaciones con otros conceptos del dlgebra lineal para dar una respuesta

aun mas clara.

ESS5: Yo sé que esos tres vectores me generan R? y son linealmente independientes y son base
de R?, son generadores de cualquier otro vector de R y por lo tanto generan R>. Pero si yo
voy a buscar otro vector que me genere R? no lo encuentro, porque en R? solo puede haber
tres vectores que generen R?; si yo voy a buscar un vector z entonces tengo que buscar otra
dimension.
Parece que este resultado obtenido por ESS5 es producto de sus reflexiones a lo largo de la
entrevista y las preguntas planteadas puesto que en su respuesta a la pregunta 1f. no se ve reflejado
este tipo de razonamientos, él concluye que los tres vectores dados en R? no son perpendiculares a

partir de Acciones realizadas sobre los mismos sin tomar en cuenta los otros conceptos previamente

mencionados tales como: dimension del espacio, cantidad de vectores, independencia lineal o base.

También creemos que la evolucién sobre el concepto de vector o espacio vectorial permite
la evolucion misma sobre el concepto de perpendicularidad, generalizandolo al concepto de orto-
gonalidad. Se ha evidenciado como los estudiantes tienen arraigado el pensamiento geométrico,
siempre intentando medir o encontrar el dngulo entre un par de vectores para determinar si son o

no perpendiculares. Sin embargo, este pensamiento se va transformando cuando ya no visualizan
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de manera concreta el dngulo entre los vectores, el no poder representar graficamente los vecto-
res porque estos estdn dados de manera general o ubicarse sobre un espacio cuya representacion
grifica no es posible de imaginar, genera una gran dificultad en ellos. Alcanzar este grado de abs-
traccion sobre los conceptos involucrados es lo que consideramos que define la estructura Proceso
de ortogonalidad. Es necesario realizar ese transito de lo concreto a lo abstracto, independizarse de
la interpretacion geométrica o numérico puesto que no siempre puede estar presente y acercarse a
la definicién de ortogonalidad, donde la dnica forma de saber si un par de vectores cualesquiera es

perpendicular es a través del producto punto.

Evidenciamos que este pensamiento arraigado sobre lo concreto puede llegar a ser un obs-
taculo para los estudiantes, ver a los vectores siempre en términos de coordenadas con valores
especificos o como flechas no permite interiorizar las Acciones que realizan sobre ellos y dar pa-
so a una evolucién de sus estructuras. Asimismo, es indispensable generalizar las caracteristicas
establecidas entre un par de vectores de R? o R3 hacia R”, donde la visualizacién de estas caracte-

risticas desaparece, pero no hace que se dejen de cumplir.

En la tarea 5 se cuestiona sobre la perpendicularidad en R”, se muestra a continuacién

algunas de las reflexiones hechas por el estudiante ESS5:

E: Piensa en dos vectores perpendiculares en R?, ; En qué piensas?
ESS: Si, me los imagino graficamente, es mds fécil verlo asi.

E: Ahora piensa en dos vectores perpendiculares en R°.
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ESS: Pues graficamente ya no tiene mucho sentido ponerse a pensar porque materialmente no
podemos representar R,

E:;Pueden existir dos vectores perpendiculares en R>?

ESS5: Yo supongo que sf, aunque no conozco R> supongo que si.

E: ;Cémo garantizarias que esos vectores son perpendiculares?

ESS: Pues? seria matematicamente, ya no lo puedo ver geométricamente.
E: ;Qué harias?

ESS: Pues igual como yo parto del hecho de que son dos vectores, seria buscar su independen-
cia lineal o su dngulo.

E: ;Su independencia lineal o su dngulo?
ESS: Podria ser cualquiera de las dos.

E: ;Entonces si td descubres que los vectores son linealmente independientes automdticamente
serian perpendiculares?

ESS: Si.
E: ;Y sino?

ESS: Es que el dngulo no es que nos represente como tal que dos vectores son linealmente
independientes, pero es otra forma de verlo, es como de la forma geométrica porque uno dice
que dos vectores son perpendiculares entre si y una de sus caracteristicas es que tienen que
tener 90°, pero viéndolo en lo geométrico. Si lo vemos en una dimensién que no es posible
realizar una grafica, uno supone que deben tener 90° pero no llegaria a estar cien por ciento
seguro de eso.

Notamos que hay una limitacién debido a su fuerte inclinacién por lo geométrico, parece
que intenta nuevamente construir representaciones grificas en su mente para dar una explicacion
0 cuestionar sus conocimientos, pero es consciente de que esto no se puede hacer en espacios
superiores a R3. Por otra parte, hay quienes prefieren no pensar en este tipo de espacios 0 c6mo se

desarrollarfan los conceptos alli, por ejemplo, el estudiante ES4 manifiesta:

ES4: Pues yo nunca hablaria de R porque para mi eso no existe, si fuera por mf no hablarfa de
R> 0 R*, solo hasta R3, pero en clase se ven ejercicios que se hacen con el producto punto. Se
me hace muy dificil pensar porque los dngulos es algo que se ve, se me hace complejo pensar
en un angulo en algo que no sé como es, pero pues? deberia ser de 90°.
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Esta exploracion sobre las concepciones de los estudiantes respecto al concepto de perpen-
dicularidad en R” no se estudié en las demads tareas. Consideramos que es importante plantear
situaciones que indaguen sobre el nivel de abstraccion y comprension del concepto por parte de

los estudiantes, por ejemplo:

a. Demuestre que si u+v'y u—v son ortogonales en R", entonces ||u|| = ||v||.

Esta tarea puede evidenciar si un estudiante posee una concepcion Proceso de ortogonali-
dad puesto que requiere del trabajo con vectores definidos de forma general en R" y del uso del
concepto para llegar a la conclusion deseada. Como se ha mostrado anteriormente, no es suficiente
solo saber aplicar el producto punto entre los vectores e igualar a cero, sino que es necesaria una

comprension mds profunda para poder concluir a partir de estas Acciones.
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7. Conclusiones

7.1. Descomposicion genética refinada

El andlisis que guia el desarrollo de esta investigacién toma en cuenta la aplicacién de Acciones
sobre Objetos concretos para dar paso a la construccion de estructuras abstractas. En dlgebra lineal
los objetos concretos han sido definidos principalmente a través de la representacion geométrica
de vectores como flechas (en R? o R?), rectas, planos o regiones del plano. Dada la potencia visual
que ofrece dicha forma de comprender un vector o un conjunto de vectores y las variaciones que
se realizan sobre ellos por ejemplo a través de una transformacién lineal, estudiantes, profesores y
autores de libros de texto, consideran este como un buen acercamiento para iniciar la construccion
de diversos conceptos del algebra lineal (Gonzalez y Roa-Fuentes, 2017; Uicab y Oktag, 2006;
Sierpinska, Dreyfus y Hillel, 1999). Sin embargo, como resultado de esta investigacion es posible
afirmar que si bien la relaciéon de perpendicularidad que se desarrolla inicialmente a partir de la
medida del dangulo definido entre dos objetos (rectas, vectores, rectas y vectores, planos y vectores)
es considerada como la base para el desarrollo de la nocién de ortogonalidad, ésta puede resultar
problematica si la nocién de dngulo entre dos vectores u y v no evoluciona, la cual dependera de la

evolucién de la nocién de producto punto.

Inicialmente el producto punto entre dos vectores se define como la magnitud de la pro-
yeccion del primer vector sobre el segundo por la norma del segundo, esto es u-v = ||ul| ||v|| cos®,

donde 6 es el dngulo entre u y v. Existe una formula alternativa para calcular el producto punto
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que no depende de conocer el angulo entre los vectores; a partir de la ley del coseno se halla una
relacién del producto punto que depende exclusivamente de las componentes de los vectores. Esta
formula es de suma importancia puesto que, si no se establece, no se podria generalizar el producto
punto al no tener una forma de medir el dngulo entre los vectores por medios fisicos cuando n > 3.
Adicionalmente, se puede deducir la formula para calcular el dngulo entre dos vectores a partir
de la relacién geométrica inicial, la cual es valida solo en R? y R?; sin embargo, el concepto de

angulo entre vectores se puede extender a R” con n > 3.

Dos objetos (rectas, segmentos, vectores) son perpendiculares si el dngulo que se forma
entre ellos es de 90°, es lo que la matemadtica elemental le ha ensefiado a todo individuo; sin em-
bargo, comprender el concepto de ortogonalidad requiere que esta idea trascienda. Muchos con-
ceptos basicos del dlgebra lineal desarrollados geométricamente en R? y R? pueden generalizarse
a cualquier espacio de R" haciéndolos evolucionar y desarrollando un nivel de abstraccién en el
individuo puesto que no existe una forma fisica de trabajar en estos espacios. El hecho de que la
nocién de dngulo evolucione no significa que no se pueda calcular el dngulo entre dos vectores
de R” con n > 3, al contrario, implica que esto es posible aln si en estos espacios no existe una
forma fisica de definir cualquier tipo de geometria. De esta manera, si evolucionan conceptos ba-

sicos tales como vector, dngulo y producto punto también lo haré el concepto de perpendicularidad.

En la descomposicion genética preliminar que se propuso en esta investigacion, se habian

considerado tres tipos de Acciones: geométricas, numéricas y algebraicas; es decir, realizar trans-
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formaciones sobre vectores descritos en cualquier tipo de interpretacion para determinar si son
o no perpendiculares. Se creia que trabajar con vectores dados de forma general (por ejemplo,
(x,y) € R?) era igual que hacerlo con vectores sobre el plano cartesiano (presentados como flechas)
o con vectores de componentes numéricas. Sin embargo, con base en los resultados del anélisis de
datos evidenciamos que esto requiere un nivel de abstraccion de los conceptos involucrados, que
implican mds que una Accién; por tanto, incluimos un estado intermedio entre la concepcion Ac-
cién y Proceso. Dado que los estudiantes pueden pensar en la perpendicularidad entre dos vectores;
sin embargo, se evidencié que atin en R? o R3, no todos pueden determinar cuindo dos vectores
u y v cualesquiera son perpendiculares, establecer condiciones sobre una variable para que dos
vectores sean perpendiculares o definir un conjunto infinito de vectores perpendiculares a otro. En
la figura 20 se define este estado intermedio solo a través de dos tipos geométrica asociado a la
perpendicularidad y numérica donde se destaca el trabajo sobre la operacioén producto punto. La
construccién del proceso de ortogonalidad esta determinado por la experiencia de los estudiantes
de tipo 1 y 2 con diferentes vectores en diversos espacios vectoriales. Por ejemplo, el espacio de de
polinomios de grado menor o igual a n, el espacio de matrices, el espacio de funciones. Analizar

por ejemplo, una vez definido un producto interno, que dos funciones pueden o no ser ortogonales.

Se considera que esta generalizacion de perpendicularidad en R” es lo que define la estruc-
tura Proceso del concepto de ortogonalidad. Un individuo con una concepcién Proceso de ortogo-
nalidad puede pensar en dos 0 mds vectores cualesquiera perpendiculares entre si o que forman un

angulo recto aun cuando esto es imposible de visualizar, dado que no existe una formar definida
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por la comunidad matemadtica. Es decir, podra determinar si dos vectores # y v son ortogonales sin
importan cémo y donde estos estén definidos. Adicionalmente, puede reflexionar sobre caracteris-
ticas o implicaciones de la ortogonalidad que le permiten establecer resultados sin la necesidad de
realizar Acciones sobre los vectores; por ejemplo, que un conjunto de n vectores en R” no puede

ser ortogonal si n > m o0 que un conjunto ortogonal de vectores es linealmente independiente.

Acciones
Fijados a v b vectores particulares
Determinar si a y b son perpendiculares

! '

Tipo 1 Tipo 2
Interpretacion geometrica Interpretacion numeérica
alb a-b=0

l

Estado intermedio

Interpretacion algebraica
u-v=>0

l Interiorizacion

Proceso
Ortogonalidad en R™

Figura 21. Descomposicion genética refinada de ortogonalidad.

Dada la complejidad del concepto y su reducida participacién dentro de un curso de &l-
gebra lineal I es dificil estudiar la estructura Objeto o Esquema en los estudiantes. Sin embargo,
se considera que la estructura Objeto tiene que ver con involucrar otros conceptos, donde el uso

de la ortogonalidad toma un papel secundario pero necesario para responder o demostrar tareas
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asociadas a dichos conceptos. A continuacion presentamos tres tareas en las cuales creemos que la
ortogonalidad puede ser vista como un todo en un nivel elemental, es decir, considerando tnica-

mente el espacio de R”.

a. Sivy,vy, ...,v, €s un conjunto ortogonal de vectores distintos de cero en R”, demuestre que

este conjunto es linealmente independiente.

b. Sea W un subespacio de R" y de dimension n. Sea B; = wy,wy, ...,w,, una base ortogonal

de Wy B> =vi,v2, ..., v, una base ortogonal para wt.

a) (Por qué wi,wy, ...,w,, V1, V2, ..., V4 €8 un conjunto ortogonal? Justifique.
b) (Por qué el conjunto del inciso a., genera a R"?

¢) Demuestre que dimW+dimW+ = n.

c. Seaw=(—3,5)yz=(x,y).

a) Describa algebraica y geométricamente todos los vectores z que son ortogonales a w.

b) Muestre que el conjunto de todos los vectores ortogonales a w es un subespacio de R?.

En cada una de estas tareas es necesario comprender el concepto de ortogonalidad y ha-
cer uso de su definicion de manera constante para poder responder las preguntas planteadas; en
algunos momentos se debe tener presente la vision general del problema y las implicaciones del
concepto de ortogonalidad (encapsulacion) para buscar la respuesta, sin embargo, también es nece-

sario volver a la ortogonalidad de manera especifica (desencapsulacion) para aplicar su definicién
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y saber de qué manera contribuye a la solucion. Consideramos que la evolucidn de esta estructura
estd estrechamente relacionada con el desarrollo de otros conceptos del dlgebra lineal y conceptos
subyacentes al de ortogonalidad tales como proyeccién ortogonal, bases ortogonales, conjuntos

ortonormales, matrices ortogonales, subespacios ortogonales, complemento ortogonal, entre otros.

Todos los elementos abordados hasta este momento comprenden el desarrollo del concepto
de ortogonalidad en R”, como ya se ha resaltado en varias ocasiones, este concepto atin puede
evolucionar cuando otros conceptos lo hacen. En este caso, daremos algunas ideas relacionadas a
la construccion del concepto de ortogonalidad en un espacio vectorial con producto interno V, es
decir, la descomposicion genética previamente descrita corresponderia a un caso particular de la

descomposicion genética propuesta a continuacion.

Vector Producto interno

Objeto Proceso

l

Accién

Seau y v € V, determinar que u y v son ortogonales.
l Interiorizacion

Proceso

Reflexi6n sobre la ortogonalidad.

Figura 22. Descomposicion genética general del concepto de ortogonalidad.
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Para la construccion del concepto de ortogonalidad en un espacio vectorial con producto
interno V son necesarias algunas construcciones previas, el concepto de vector como Objeto y el
concepto de producto interno como Proceso. La concepcion Objeto de vector permite visualizar a
los vectores como elementos de un espacio vectorial cualquiera con los cuales se pueden realizar
transformaciones u operaciones; la estructura Proceso de producto interno es fundamental puesto
un individuo debe ser consciente de que no toda operacion establecida entre dos vectores es un
producto interno, es decir, un producto interno debe cumplir con unas propiedades y ademads, se

puede definir de diferentes formas.

La concepcion Accién del concepto de ortogonalidad tienen que ver con la capacidad del
individuo para determinar si un par o un conjunto de vectores es ortogonal, lo cual dependera del
producto interno dado y de la aplicacion de la definicién de ortogonalidad de manera general; esto
es u y v son ortogonales si (u,v) = 0. A diferencia de la descomposicién genética para R”, no
consideramos que las Acciones se producen en diferentes tipos de interpretacion, puesto que las
representaciones geométricas ya no tienen el mismo nivel de validez cuando el espacio vectorial
cambia; respecto a la interpretacion algebraica, atin creemos que requiere algo mas que una Accion
por la dificultad de involucrar vectores de forma general y uso de variables, hecho que pudimos

evidenciar en R”.

Un aspecto que consideramos importante destacar es que parece que no todas las Acciones

son de un mismo tipo, es decir, existen algunas Acciones que, ya sea por los conceptos previos



CONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE ORTOGONALIDAD 114

necesarios o los conceptos involucrados son més complejas que otras; estas Acciones las deno-
minamos previamente como Acciones abstractas. A continuacion se presentan tres situaciones en
donde, pese a que la pregunta o el objetivo de la tarea es el mismo, se evidencia que las Acciones

requeridas para responder no son iguales.

a. Sean los vectores u = (—2,3) y v = (5,1) en R?. Determine si u y v son ortogonales.

b. Sean Ay B € M, con el siguiente producto interno

(A,B) =tr(A) +tr(B).

SiA= yB= , determine si A y B son ortogonales.

c. Determine si las funciones f =xy g = 3x—2 en C[0, 1] son ortogonales con el producto

interno usual en este espacio.

La estructura Proceso esta asociada a la reflexion e interiorizacion de estas Acciones, sin
embargo, dada la naturaleza del concepto matematico estudiado, encontramos que no hay una for-
ma posible de determinar, salvo en algunos casos particulares que tienen que ver con la dimension
del espacio, si un par o un conjunto de vectores es ortogonal sin antes calcular el producto interno
entre ellos. Por este motivo, consideramos que esta estructura estd relacionada con la reflexion so-
bre el concepto de ortogonalidad y la construccidén de conjuntos ortogonales o productos internos

que permitan que dos vectores sean ortogonales; esto se refleja en las siguientes situaciones:
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a. Sea el espacio vectorial

M, = ca,b,c,deR

Con el producto interno denifido por (A,B) = tr(AB'). Determine un conjunto ortogonal a

partir del vector:

b. Seau = (2,1)yv=(—3,4), encuentre un producto interno tal que u y v sean ortogonales.

La estructura Objeto parece mas compleja que las demds puesto que se debe buscar una
forma en la cual la ortogonalidad pueda ser vista como un todo y ademds, se puedan estable-
cer operaciones o transformaciones con este concepto. Por este motivo, consideramos necesario
realizar nuevas investigaciones empiricas de tal manera que se cuente con mayor informacion
para describir el mecanismo de encapsulacion y por tanto esta estructura. Con base en nuestra in-
vestigacion, creemos que esta estructura puede estar definida por las implicaciones o usos de la
ortogonalidad, esto permitiria visualizar a la ortogonalidad como un todo y realizar nuevas trans-
formaciones con este concepto (la ortogonalidad aplicada en conceptos subyacentes o derivados

de este tales como proyeccion ortogonal, bases ortogonales, matrices ortogonales, subespacios or-
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togonales, complemento ortogonal, etc.). Con el fin de ejemplificar este punto, tomaremos como
referencia uno de los problemas planteados anteriormente: Considere el siguiente producto interno

en R?, (u,v) = 2uivy +3upvy y sean w = (=3,5) y z = (x,).
a. Describa algebraica y geométricamente todos los vectores z que son ortogonales a w.

b. Muestre que el conjunto de todos los vectores ortogonales a w es un subespacio de R2.

Para el inciso a., sea z = (x,y) € R2, los vectores w y z deben ser ortogonales, esto es,

6
(w,z) =0, de donde ((—3,5), (x,y)) =2(—3)x+3(5)y = —6x+ 15y =0, de donde la recta y = 5
describe todos los vectores ortogonales al vector w. Por otra parte, para el inciso b., debemos probar

que se cumplen las dos propiedades de cerradura, la suma y multiplicacién por un escalar. Sea S el

conjunto de todos los vectores perpendiculares a w, entonces:

a. Sea uy v que pertenecen a S, entonces (w,u) =0y (w,v) = 0; por propiedades del producto

interno se tiene que (w,u+v) = (w,u) + (w,v) =0+0=0.

b. Sea u que pertenece a Sy & que pertenece a R, veamos que otu también pertenece a S. Se

tiene que (w,u) = 0 y por propiedades del producto interno (w, ou) = o (w,u) = a0 = 0.

El concepto de ortogonalidad visto como un todo nos permiti6 encontrar y describir el con-
junto de vectores ortogonales a un vector dado; aplicar nuevamente el concepto de ortogonalidad
de manera “interna”, sobre los elementos de este conjunto, nos permitié probar que dicho conjunto
es un subespacio de R?. La definicién del concepto de ortogonalidad por sf sola no nos dice sufi-

ciente frente a una tarea, es por ello que cuando se ponen en juego otros conceptos, debemos ser
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conscientes de las implicaciones, usos o el papel que toma el concepto de ortogonalidad.

Respecto al Esquema, se sabe que es una coleccion coherente de construcciones relacio-
nadas con el concepto y sus niveles de evolucion estdn determinados por las relaciones que un
estudiante logra establecer con otros conceptos. Por lo tanto, creemos que la evolucién de los
conceptos vector, espacio vectorial y producto interno permitird la evolucion del concepto de orto-
gonalidad y ampliard la visién y abstraccion que los estudiantes tienen sobre el concepto de interés.
De esta manera, un estudiante podria pensar en la ortogonalidad, sus caracteristicas, relaciones es-
tablecidas y conceptos subyacentes a este en cualquier espacio vectorial con un producto interno

particular.

7.2. Implicaciones didacticas

Durante nuestra investigaciéon pudimos constatar que existen diversas formas de desarrollar un
primer curso de dlgebra lineal, en particular, encontramos que existen 4 posibles opciones de pro-
gramas para este curso que tienen algunos temas propuestos como obligatorios y otros como op-
cionales; sin embargo, cada docente es autdnomo para escoger el enfoque que le quiera dar a su
curso siempre y cuando cumpla con los contenidos minimos del mismo. El desarrollo del concepto
de ortogonalidad es uno de estos temas opcionales y solo se aborda de manera amplia en ninguno
de los programas; claramente elegir una u otra postura a la hora de estudiar un concepto podria li-
mitar o ampliar la construccién del mismo. Es por ello que consideramos importante tener presente

todos los posibles caminos que permitan la construccion del concepto matemético en cuestion y
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cudl favorecera su comprension.

Esta variedad de posturas también se evidencio en el andlisis de libros de textos, donde cada
autor propone y desarrolla conceptos de una forma especifica. Respecto al tratamiento del concep-
to de ortogonalidad se observé que tanto Poole como Del Valle tuvieron un acercamiento similar;
desde lo particular (ortogonalidad en R?) hacia lo general (ortogonalidad en R” y otros espacios
vectoriales). Por otra parte, el texto de Hoffman & Kunze se propone iniciar desde lo general para
luego dar ejemplos particulares en diferentes espacios vectoriales; parte de la definicion mas am-
plia de ortogonalidad, dada en términos del producto interno y no del producto punto, lo cual es

poco usual en un curso de dlgebra lineal I, pero que consideramos vale la pena profundizar.

También pudimos observar que en muchas ocasiones, tanto en libros de texto como en
cursos de dlgebra lineal I el tratamiento del concepto de ortogonalidad puede llegar a ser muy su-
perficial y automatico; definido tnicamente como sinénimo de perpendicularidad, sin profundizar
mucho al respecto y mecanizado a través de la operacion producto punto, idea que permanece en
la mayoria de los estudiantes debido a los cldsicos y repetitivos ejercicios a los que estamos acos-
tumbrados. Con base en esta investigacion, vimos que conocer la definicién de ortogonalidad y
aplicar el producto punto entre vectores no es suficiente para resolver algunas tareas y no garantiza
la comprension del mismo. Por este motivo, es importante replantear la ensefianza en general de

cada concepto desarrollado con el fin de mejorar su construccion.
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Consideramos que tanto la entrevista como los resultados acéd presentados pueden ser re-
finados a través de otras investigaciones. Disefiar situaciones matemadticas ricas no es una tarea
sencilla, sin embargo, debemos reflexionar sobre la gran variedad de actividades que existen y
usualmente estamos llevando al aula de clase con el fin de que estas actividades permitan una
evolucién en las concepciones que los estudiantes tienen sobre determinados conceptos y de esta
manera, desarrollar una mejor comprension sobre éstos. Por tanto, se recomienda considerar cada
una de las preguntas que se proponen en esta entrevista y mejorarlas; por ejemplo, creemos que
una situacion matemaética donde sea necesario establecer otras operaciones y otros conceptos rela-

cionados al de ortogonalidad permitiria evidenciar y construir estructuras mds complejas.

7.3. Reflexiones para futuras investigaciones

Los resultados obtenidos en esta investigacion pueden ser los primeros aportes al estudio de al-
gunos conceptos que atn no han sido considerados de manera directa tales como ortogonalidad o
producto interno; por tanto, creemos que se debe investigar y profundizar mas sobre estos temas
que juegan un papel importante dentro del dlgebra lineal. Claramente el camino propuesto en la
descomposicion genética refinada para la construcciéon del concepto de ortogonalidad puede ser
mejorado en gran manera a partir de futuras investigaciones, seria interesante poner a prueba este
modelo cognitivo teniendo en cuenta las consideraciones diddcticas y generando preguntas profun-
das que inviten a la reflexion, abstraccion y relacion con otros conceptos, de esta manera se podria

refinar y estudiar con mds detalle la evolucion de las estructuras.
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Es necesario continuar con el estudio del concepto de ortogonalidad con el objetivo de dar
informacién mds detallada sobre cada estructura, especialmente las estructuras Objeto y Esque-
ma. Inicialmente no nos atrevimos a dar una descripcion sobre lo que implica la comprension del
concepto en estos niveles debido a la complejidad de este; en la descomposicion genética refinada
mencionamos algunas ideas sobre esta estructura y lo que podria hacer un estudiante con este tipo
de concepcion. Recomendamos estudiar la construccion del concepto de ortogonalidad en estu-
diantes avanzados que hagan parte de cursos posteriores tales como un segundo curso de dlgebra
lineal o un curso de algebra lineal de maestria en matemadticas, asi podria generarse un nuevo ca-
mino que involucre el concepto en su miximo nivel de comprensién. En los anexos se encuentran

algunas preguntas que pueden contribuir en cada caso.

También se recomienda tener en cuenta la perspectiva observada en el libro de texto de
Hoffman y Kunze, la cual involucra un tratamiento general del tema y luego particularizarlo con
diversos ejemplos en diferentes espacios vectoriales. Creemos que es algo dificil de llevar a cabo
puesto que rompe con la tradicionalidad de los cursos de dlgebra lineal e implica desarrollar un ni-
vel mds alto de abstraccidn sobre los conceptos; esto también implicaria profundizar primero sobre
construcciones previas necesarias, por ejemplo, se requeriria de una concepcion Objeto de vector,
una concepcion Proceso de espacio vectorial y una concepcién Proceso de producto interno. Por
otra parte, pensamos que este camino también puede tener algunas ventajas; vimos que los estu-
diantes estaban limitados debido a su fuerte inclinacion por las representaciones geométricas o el

angulo entre los vectores, lo cual generaba dificultades en el proceso de generalizacién y abstrac-
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cion.

Finalmente, es importante generar espacios de reflexion y discusion sobre las ideas que para
el profesor pueden parecer triviales o que los estudiantes temen preguntar, por ejemplo, notamos
que para los estudiantes no es facil pensar en los espacios de R” cuando n > 3, mucho menos cuan-
do sus nociones geométricas son cuestionadas en este tipo de espacios. También creemos conve-
niente llegar a discutir las nociones de ortogonalidad y qué significa o implica este concepto sobre
otros espacios vectoriales tales como el espacio de matrices, polinomios y funciones continuas;
donde simplemente se hace uso de la definicién de un producto interno particular, sin embargo,
podemos tomar como referencia las nociones construidas en R? y R3. La geometria del espacio
euclidiano todavia puede guiarnos aqui, aun cuando no se puedan visualizar las cosas de la misma

forma (Poole, 2011).
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Apéndices

Apéndice A. Programa de algebra lineal I

1. Preliminares: Principio de induccion matematica: Aplicaciones. Sucesiones recursivas co-
eficientes binomiales y el teorema del binomio. El campo de los Nimeros complejos: repre-

sentacion geométrica, potencias y raices Complejas. Teorema Fundamental del dlgebra.

2. n como espacio vectorial y como espacio euclidiano: Vectores geométricos. Vectores y coor-
denadas. Suma de vectores, producto de un vector por un escalar, producto escalar de vecto-

res, producto vectorial y proyecciones. Rectas y planos en el espacio.

3. Matrices y sistemas de ecuaciones lineales: Sistemas de ecuaciones lineales. Solucién ge-
neral de un sistema de ecuaciones lineales. Algebra de matrices. Operaciones elementales
entre filas. Matrices equivalentes por filas. Matrices escalonadas reducidas por filas. Ma-
trices invertibles. Matrices elementales. Algoritmo para encontrar la inversa de una matriz

cuadrada.

4. Determinantes: Ampliacion del concepto de volumen. Calculo de determinantes por diago-
nalizacion. Férmula del producto y sus consecuencias. Férmulas de expansion para calcular

determinantes. Determinante de la transpuesta. Regla de Cramer.
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Apéndice B. Programa de algebra lineal 11

1. Espacios vectoriales: Definicion y propiedades elementales. Subespacios. Dependencia e
independencia lineal. Bases y dimension. Ejemplos de espacios de dimension infinita. Coor-

denadas. Cambio de base.

2. Espacios con producto interno: Producto interno. Ortogonolidad. Bases ortonormales. Pro-
cesos de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. Complemento ortogonal. Proyeccién de un

vector sobre un subespacio. Método de los minimos cuadrados.

3. Transformaciones Lineales: Transformaciones lineales. Nucleo, imagen y rango. Algebra de
operadores lineales. Teorema de la dimension. Aplicaciones geométricas. Representacion

matricial de transformaciones lineales.

4. Valores y vectores propios: Valores y vectores propios. Polinomio caracteristico. Diagona-
lizacién y vectores propios. Polinomio minimal y caracteristico de operadores lineales. El

teorema de Cayley-Hamilton.
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Apéndice C. Entrevista para algebra lineal 11

1. SeaV =C[—1,1] el conjunto de las funciones continuas en el intervalo [—1,1] en R con el

producto interno definido por

(f,8) = / 11 F()g(t)dt.

a) Muestre que el conjunto {l,t,tz, ..,1",...} no es ortogonal.

b) Muestre que fi(t) =ty f>(t) =t son ortogonales y verifique el Teorema de Pitdgoras
para f1(1) =ty faolt) = 2.

¢) Calcule la proyeccién de 1> sobre #. Haga un bosquejo de los gréficos de #° y proy;#> en

el mismo sistema de cordenadas.

d) Escriba a t> como una suma de dos polinomios ortogonales pi(¢) y pa(t) siendo p1(t)

un multiplo escalar de 7.

a b c d
2. SealU = EMy:abeR yV = EMy :c,d eR

—-b a 0 0

Demuestre que M, = U @V es decir:

a) UnNV ={0}.

b) My, = U +V, (Sugerencia: Pruebe que cualquier matriz de 2 x 2 se puede escribir

como la suma de una matriz de U y una matriz de V).
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3. Seau=(2,6) y v=(7,1). Escriba u como la suma de dos vectores ortogonales, uno en
gen{v} y el otro ortogonal a v. ;Es posible escribir cualquier vector en R? de esta misma

forma?

4. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V con producto interno y de dimensién n. Sea
Bi1 = {w1,w2,...,w,} una base ortogonal de W,y B, = {vi,2,...,v,} una base ortogonal
para wt.

a) (Por qué {wy,...,wp,v1,...,v4} es un conjunto ortogonal? Justifique.
b) (Por qué el conjunto del inciso a) genera a V? Justifique.

¢) Demuestre que dim W+ dim W+ = n.

5. Considere el producto interno (u,v) = 4ujvy + Supvs.

a) Describa algebraica y geometricamente todos los vectores z = (x,y) que son ortogona-

lesaw=(-3,5).

b) Muestre que el conjunto de todos los vectores ortogonales a w es un subespacio de R2.
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Apéndice D. Entrevista para Maestria en Matematicas

1. Sea M3 .3 el espacio vectorial de las matrices de 3 x 3 dotado con el producto interno:

(A,B)= Y aibij,
1<i,j<3
aypr ap a3 bi1 by bi3
donde A=) 4y ay| YB= |byy by bosl-
a1 a4z ass b31 b3 b33

a) SiV ={A € M3,3:Aessimétrica} y W = {A € M35 : A es antisimétrica}, muestre

que W = vt

b) Muestre explicitamente que si A € M3,3, entonces A =B+ C,donde Be VyCeW.
Concluya asi que toda matriz se puede escribir como la suma de una matriz simétrica

y una antisimétrica.

Una matriz A es simétrica si A7 = A y una matriz A es antisimétrica si AT = —A.
y

2. SeaT:V — W un isomorfismo. Si ( | )y es un producto interior en V, demuestre que

(wilw2)w = (vi|v2)v,

define un producto interior sobre W, donde 7'(vi) = wy y T (v2) = wy.
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3. Sean H = {(x,y) € R?:y=2x} y L = {(x,y) € R? : x = 2y}. { Existe un producto interno en
R? tal que H = L*? En general, si H y L son subespacios de R” tales que dim(H) +dim(L) =
n, entonces /existe un producto interno en R” tal que H = L*? ;Qué condiciones deben
cumplir H y L para que exista un producto interno donde H = L-? Argumente ampliamente

sus respuestas. (Sugerencia: Use el punto anterior.)

4. Sea (| ) el producto interior en R? definido por

((x,y)|(a,b)) = 5xa — 4xb — 4ya + S5yb.

Demuestre que el tridngulo representado en la figura, es un tridngulo rectangulo. Calcule la

longitud de cada lado y verifique el Teorema de Pitdgoras; es decir

= a2+b2,

donde a y b representan la longitud de los catetos y ¢ la longitud de la hipotenusa.

el LS

P o= =

5. Sea P, el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a 2, junto con el producto
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interno (p(x),q(x)) = f p(x)g(x)dx.

a) Encuentre una base ortogonal de W = {p(x) € P> : p(0) = p(1)}.
b) Encuentre W-.

¢) Calcule el polinomio en W mds cercano a f(x) = x — 2x°.



	Introducción
	Antecedentes
	Problema de investigación
	Marco teórico
	Teoría APOE
	Paradigma de Investigación

	Método de Investigación
	Análisis teórico
	Análisis de libros de texto
	Álgebra lineal: una introducción moderna, Poole (2011)
	Estructura general del libro
	Presentación y definificón del concepto de ortogonalidad
	Ejemplos y ejercicios proporcionados por el texto

	Álgebra lineal para estudiantes de ingeniería y ciencias, Del Valle (2011)
	Estructura general del libro
	Presentación y definición del concepto de ortogonalidad
	Ejemplos y ejercicios proporcionados por el texto

	Linear algebra, Hoffman & Kunze (1971)
	Estructura general del libro
	Presentación y definición del concepto de ortogonalidad
	Ejemplos y ejercicios proporcionados por el texto


	Descomposición Genética Preliminar
	Estructuras iniciales
	Construcción del concepto de Ortogonalidad


	Recolección y análisis de datos
	Análisis a priori de la entrevista
	Análisis a posteriori de las preguntas de la entrevista
	Acciones sobre Objetos concretos
	Estructura intermedia entre la Acción y el Proceso
	Estructura Proceso de ortogonalidad


	Conclusiones
	Descomposición genética refinada
	Implicaciones didácticas
	Reflexiones para futuras investigaciones

	Referencias Bibliográficas
	Apéndices

