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RESUMEN

TITULO: ANILLOS EPSILON-FUERTEMENTE GRADUADOS Y COHOMOLOGIA PARCIAL DE GRUPOS

AUTOR: JUAN DAVID RUEDA CENTENO ~

PALABRAS CLAVE: ANILLOS GRADUADOS, COHOMOLOGIA PARCIAL, GRUPO DE PICARD,
PRODUCTO CRUZADO PARCIAL.

DESCRIPCION: En este trabajo se estudian las acciones parciales de grupo y su relacion con los anillos

épsilon-fuertemente graduados. Se parte del concepto clasico de anillos graduados por un grupo, el
surgimiento de los anillos fuertemente graduados y, posteriormente, de los anillos épsilon-fuertemente
graduados introducidos por Nystedt, Oinert y Pinedo. Paralelamente, se revisa la teoria de acciones
parciales de grupo, la cual se origin6 para avanzar en el andlisis de C*-algebras y condujo a la definicion

de productos cruzados parciales y otras construcciones relevantes.

El primer capitulo retne los preliminares necesarios: caracterizaciones y ejemplos de anillos
épsilon-fuertemente graduados, fundamentos sobre acciones parciales y n-cocadenas, asi como
resultados sobre modulos proyectivos y biméddulos parcialmente invertibles. El siguiente capitulo desarrolla
en detalle los resultados del articulo de los profesores Bagio, Pinedo y Martinez, comenzando por las
extensiones de Galois para obtener condiciones que caracterizan cuando los anillos épsilon-fuertemente
graduados son algebras de Azumaya. Luego, se presentan condiciones para que ciertos anillos matriciales
sean productos cruzados parciales, y se establece una graduacion para el anillo de endomorfismos.
Finalmente, el trabajo busca combinar la teoria de anillos épsilon-fuertemente graduados con grupos de
cohomologia parcial, sucesiones exactas y grupos de Picard, cuyos avances principales se sintetizan en el

Teorema 2.4.2.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: EPSILON-STRONGLY GRADED RINGS AND PARTIAL COHOMOLOGY OF GROUPS *
AUTHOR: JUAN DAVID RUEDA CENTENO ™

KEYWORDS: GRADED RINGS, PARTIAL COHOMOLOGY, PICARD GROUP, PARTIAL CROSSED
PRODUCT.

DESCRIPTION: This work studies partial group actions and their relationship with epsilon-strongly graded

rings. We begin with the classical notion of rings graded by a group, highlighting the development of strongly
graded rings and, subsequently, the epsilon-strongly graded rings introduced by Nystedt, Oinert, and
Pinedo. In parallel, we review the theory of partial group actions, originally developed to advance the study
of C*-algebras and leading to the formulation of partial crossed products and other related constructions.

The first chapter presents the necessary preliminaries: characterizations and examples of epsilon-strongly
graded rings, fundamentals on partial actions and n-cocycles, and results concerning projective modules
and partially invertible bimodules. The second chapter provides a detailed exposition of the results by Bagio,
Pinedo, and Martinez, beginning with Galois extensions to establish conditions under which epsilon-strongly
graded rings are Azumaya algebras. Then, sufficient conditions for certain matrix rings to be partial crossed
products are presented, together with the construction of a grading on the ring of endomorphisms. Finally,
the work aims to combine the theory of epsilon-strongly graded rings with partial conomology groups, exact
sequences, and Picard groups, whose main developments are summarized in Theorem 2.4.2.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
Matematicas.



Introduccion

A grandes rasgos, un anillo R es graduado por un grupo G si puede descomponerse en
subgrupos aditivos, indexados por los elementos de G, de modo que la suma directa de
estos subgrupos sea Ry, ademds, se cumpla que R,R, C Ry, para todo g,h € G. Un
ejemplo claro de esta estructura es graduar el anillo de polinomios sobre un anillo por Z.
Estos anillos graduados desempenan un papel crucial en la geometria algebraica. Entre
ellos, destacan los anillos fuertemente graduados y en 2018, los matematicos P. Nystedt,
J. Oinert y H. Pinedo en el articulo ' generalizan este concepto al introducir los anillos
épsilon-fuertemente graduados.

Por otro lado, las acciones parciales de grupo son una generalizacion de las acciones de
grupo usuales. Esta nocion fue introducida por primera vez por R. Exel en 2, con el fin de
avanzar en su estudio sobre las C*-algebras. A partir de estas acciones se definieron los
productos cruzados parciales (ver Definicion 2.2.1), los cuales han sido una herramienta
en el estudio de las algebras de grupo graduadas y algebras de camino de Leavitt (ver 2

y ).

El concepto de accidon parcial esta muy relacionado a los anillos épsilon-fuertemente
graduados, pues dado S, un anillo épsilon-fuertemente graduado por GG, podemos definir
una accion parcial v para el centro de S, (Ver Proposicion 1.2.9). En este trabajo de grado
abordamos en primer lugar las propiedades fundamentales de estos anillos y, a partir de
ellas, la construccion de la accion parcial mencionada. Para este desarrollo, tomamos

' P.NYSTEDT, J. OINERT y H. PINEDO. “Epsilon-strongly graded rings, separability and semisimplicity”.
En: Journal of Algebra 514 (2018), pags. 1-24.

R EXEL. “Partial actions of groups and actions of inverse semigroups”. En: Proceedings of the American
Mathematical Society 126.12 (2021), 3481-3494.

3 M. DOKUCHAEV, R. EXEL y J. SIMON. “Crossed products by twisted partial actions and graded
algebras”. En: Journal of Algebra 320 (2008), pags. 3278-3310.

4 D. GONGCALVES y D. ROYER. “Leavitt path algebras as partial skew group rings”. En: Communications
in Algebra 42.8 (2014), pags. 3578-3592.



como referencia el trabajo de grado ° y el articulo '. Posteriormente, nos centraremos
en las propiedades de estos anillos que fueron recientemente desarrolladas en 6. En el
estudio de estos resultados el grupo y semigrupo de Picard seran una herramienta clave.

Este documento esta dividido en dos capitulos. El Capitulo 1 esta dedicado a los
preliminares. En la Seccion 1.1, presentamos las caracterizaciones y ejemplos relevantes
para este trabajo sobre anillos épsilon-fuertemente graduados. La Seccién 1.2 inicia
con la definicién de accion parcial y de las n-cocadenas, para asi definir los grupos
de cohomologia asociados a estas acciones. En la Seccién 1.3 se introducen los
preliminares sobre médulos proyectivos y bimddulos, que seran utilizados en la Seccion
1.4, donde se desarrollan las propiedades mas relevantes de los bimodulos invertibles
y parcialmente invertibles. Finalmente, el capitulo cierra con la Proposicion 1.4.9, en la
cual se demuestra que cada componente homogénea S, del anillo épsilon-fuertemente
graduado S pertenece al semigrupo de Picard de R.

En las tres primeras secciones del Capitulo 2 se realiza un analisis detallado del
articulo . En la Seccion 2.1, se introduce en el concepto de extensiones de Galois,
para asi establecer una condicién suficiente para que los anillos épsilon-fuertemente
graduados sean algebras de Azumaya. Las nociones de producto cruzado parcial y
épsilon-producto cruzado, asi como su equivalencia, son desarrolladas en la Seccién 2.2.
Asimismo, se establece una condicidn suficiente para que el anillo de matrices, M,,(S) sea
un producto cruzado parcial. En la Seccion 2.3, dado A un anillo G-graduado, se definen
los A-modulos graduados y se establece una graduacion al anillo de endomorfismos.
Luego, dado cualquier R-modulo M, se define el modulo inducido Ind4M = A®p M, que
resulta ser G-graduado. Se concluye esta seccidn, presentando en el Teorema 2.3.18
una condicion suficiente para que END 4(Ind5; M) sea un producto cruzado parcial.

El dltimo objetivo de esta tesis es combinar los anillos épsilon-fuertemente graduados
con los grupos de cohomologia parciales, mediante sucesiones exactas y diagramas
conmutativos donde aparezcan también grupos de Picard. Los avances obtenidos en

5 L. MARTINEZ. “Sobre anillos fuertemente graduados y epsilon-fuertemente graduados”. En: Tesis de
Maestria, Universidad Industrial de Santander (2021).

6 D.BAGIO, L. MARTINEZ y H. PINEDO. “Epsilon-strongly graded rings: Azumaya algebras and partial
crossed products”. En: Forum Mathematicum 35 (2023), pags. 1257-1277.



esta investigacion se presentan en el Teorema 2.4.2.
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1. Preliminares

El objetivo de este capitulo es establecer los antecedentes y fundamentos tedricos
necesarios para abordar el estudio de los anillos épsilon-fuertemente graduados, grupos
de Picard y cohomologia parcial de grupos. A lo largo del trabajo se asumira que todos
los anillos son unitarios y, para un grupo G, se denotara por e a su elemento identidad.

1.1. Anillos épsilon-fuertemente graduados

En esta seccion, se presenta el concepto de anillo épsilon-fuertemente graduado. Para
esto, comenzaremos definiendo los anillos graduados y fuertemente graduados, con
algunas caracterizaciones y ejemplos que nos permiten comprender mas a fondo estos
conceptos.

Definicion 1.1.1. Sean A un anilloy X,Y C A. Denotaremos por XY a la coleccion de
sumas finitas de elementos de la forma xy, donde x € X y y € Y. Por otra parte, dada una
coleccion {A;};c; de subgrupos aditivos de A, diremos que la suma ), _; A, es directa si
se cumple una (y por tanto todas) de las siguientes condiciones:

) A; N (Z#i Aj> = {0}, paratodoi € I.
) Si ) ,.;a; = 0esunasuma finita con a; € A;, entonces a; = 0 para todo i € 1.

) Si ) .c;a = > ,c;a; son sumas finitas con a;,a; € A;, entonces a; = a; para todo
1€ 1.

En este caso la suma se denota por ,; A;.

Definicion 1.1.2. Sean A un anillo y G un grupo. Decimos que A es un anillo G-graduado
o simplemente anillo graduado (cuando G es claro), si existe una coleccion {A,},c¢ de
subgrupos aditivos de A que cumple:

) A=EPA,;

geG

) A,A, € Ay, paracada g, h € G.

En el caso que AjA;, = Ay, decimos que A es un anillo fuertemente graduado.

11



Ejemplo 1.1.3. Sea A un anillo. Para cada z € Z, defina una familia de subgrupos de A|z]
de la siguiente manera:
Ax® si z >0,
Alz], =
0 stz < 0.

Es claro que A[z| es un anillo Z-graduado.

También podemos definir el soporte de un anillo G-graduado A como:

supp(A4) = {g € G| A, # 0}.
Por ejemplo, el supp(A[x]) como anillo Z-graduado es N.

Proposicion 1.1.4. Sean A un anillo G-graduado y U(A) el subgrupo multiplicativo de los
elementos invertibles en A. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1) A. essubanillode Ayl e A,;
) Seag € G. Paratodoa € U(A), sia € Ay, entoncesa™' € A,-1.
Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.

1) Como A. es un subgrupo aditivo de A, basta probar que A es cerrado bajo el
producto. Sean a,b € A,, sabemos que ab € A.A, C A, y como e = e,

obtenemos lo deseado. Por otro lado, dado que A = @Ag, existen a, € A, tales
geG
que 1 = > .. a,. De esta forma, para cualquier h € G, a5, = ) ;anay. Asi,

ap — apae = ), andy y COMO la suma es directa, axa. = a;. Luego,

aezlae:Zag%:Zag:l.

geG geqG

I) Sea a € A, un elemento invertible en A. Escribamos a™! =3, . as. Asi,

l=aa ' = Zaah € ZAgh.

heG heG

No obstante, 1 € A,. Luego, 1 = aa,—1 y porende, a™! = a,-1 € Ay-1.
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Presentamos ahora una caracterizacion de los anillos fuertemente graduados.

Proposicion 1.1.5. Sea A un anillo G-graduado. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

|) A es un anillo fuertemente graduado;
Il) Existe H un conjunto generador de G tal que A, A, = A, paratodo h € H;
) 1€ A;A,-1, paratodo g € G.

Demostracion. Es claro que | implica Il. Veamos que 1l implica Ill. Sea g € G, como H es
un conjunto generador de G existen hy,...,h, € H tales que g = h - - - h,,. Note que para
cadal <i <mn,setieneque A, A, -1 =A.,ycomole A, A C A, A A, 1. Asi, tenemos
que

Ac C A AcAy 1 C Ay Ay AcAy 1 Ay © e C Ay Ay Ap Ayr o Ay i Ay s © AgAg,

Por tanto, 1 € A;A,-1. Finalmente, probaremos que 11l implica I. Sean g,h € GG, como 1 €
AyA,-1, entonces Ay, C AjA,1 Ay, C AgAy. Porlo tanto, A es fuertemente graduado. [

Ejemplo 1.1.6. Sean FF un cuerpoy A = M;(FF). Entonces A es fuertemente Z,-graduado
por la siguiente familia:

AOZ 7A1:

o = o
o = o
H o o
=g o o
=g o o
o = o=

Para demostrarlo, haremos uso del item 11l de la proposicion anterior. Por la Proposicion
1.1.4, tenemos que 1 € AyAy y para ver que 1 € A; A, note que:

1 00 000 0 01 0 01 000
01 0J=10 01 00 O0l+]0 00 000
0 01 1 00 010 000 1 00

Definicion 1.1.7. Un anillo G-graduado S es llamado épsilon-fuertemente graduado si,
para cada g € G, se tiene que S, es un (S,5,-1, 5,-1.5,)-bimddulo unitario.

La siguiente proposicion nos presenta una caracterizacion de los anillos
épsilon-fuertemente graduado.

13



Proposicion 1.1.8. Sea S un anillo G-graduado con R = S,. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) S es épsilon-fuertemente graduado por G;

I1) Para todo g € G existe un elemento ¢, ¢ S,S,-1 tal que para todo s € S, se tiene

que €48 = 5 = S€4-1

1) Sy,S,-1 es un ideal con unidad de R tal que para todo g, h € G se tiene que S,S), =
SgSg-1Sgh = SgnSp-1Sh.

Demostracion. Por la definicién de bimddulo unitario es claro que 1 implica Il. Veamos que
Il implica 1. Como S es G-graduado se tiene que RS;S,-1 € SgS;-1 Y Sy5,-1R C SgS,-1,
por lo tanto S,5,-1 es un ideal de R. Afirmamos que ¢, es la unidad de S,5,-1. En efecto,
basta ver que siz € Sy, y € S,-1, entonces e,xy = xy = xye,. Por el item 11, sabemos que
€,v =Y ye, = y 'y por ende, (e,2)y = zy Y z(ye,) = xy. Ademds, dado que ¢, existe se
puede concluir que S, = S,5,-15,, para todo g € G. Asi, S;S), = 535,-15,5, € S3S,-15gh
y esto muestra que S,S, = S,S5,-1.5,,. Andlogamente, se prueba que S,S;, = SgSh-15%.-

Por ultimo, veamos que 11l implica I. Como S es un anillo G-graduado se tiene que
SgS,-15, C S,y por lo tanto, S, es un (S,S,-1, S,-1.5,)-bimddulo. Para ver que es unitario
probaremos que la unidad ¢, de S,5,-: cumple que ¢,z = z Y ze,-1 = x, para todo
r € S,. Tomando h = e en el item 11l se tiene que S, C 5,5, = 5,5,-15,. Esto implica que
podemos escribir z = Y7 a;bic; con a;,¢; € Sy ¥ b; € Sp-1 y asi,

n n n
€gL = Z eqga;bic; = Z(egaibi)cz- = Z a;bjc; = x.
=1 =1 =1
Analogamente, mostramos que ze,-1 = z. O

Por el item 11 de la Proposicion 1.1.8, es claro que todo anillo fuertemente graduado
es épsilon-fuertemente graduado. El siguiente ejemplo muestra que no todo anillo
épsilon-fuertemente graduado es fuertemente graduado.

Ejemplo 1.1.9. Sean A un anillo con unidad y B un ideal unitario propio de A (por ejemplo,

14



A=1Zsy B = (4)). Considere:

A A B A A O 0 0 B
S=|A A B|,S=A A 0]lyS=]|0 0 B
B B A 0 0 A B B 0

Es sencillo ver que S es un anillo Z,-graduado. Para ver que es épsilon-fuertemente
graduado, usaremos el item I de la Proposicion 1.1.8. Considere ¢y = diag(14,14,14) Yy
e1 = diag(1p,1p,15). Es claro que ¢ € SySp y como

1 0 0 0 0 0 0 0 1p 0 0 1p 0 00
0 1 0] =10 0 1p 0O 0 O0Of|+(0O0 O 0 0 0},
0 0 1p 1z 0 0 0 1z O 00 O Ip 0 0

se tiene que ¢; € 5;5;. Ademas, para cada s, € Sy y s; € S; se vale que sy = €3Sy = So€
y s1 = €151 = s1€1. Luego, S es épsilon-fuertemente graduado. Por otro lado, si ¢;, que es
la unidad de S, perteneciera a 5.5, implicaria que 14 € B, lo cual contradice que B es
un ideal propio de A. Por ende, S no es fuertemente Z,-graduado.

Presentamos otra caracterizacion de los anillos épsilon-fuertemente graduados que
usaremos con frecuencia en la Seccion 2.3.

Proposicion 1.1.10. Sea S = @ S, un anillo G-graduado. Las siguientes afirmaciones

geG
son eqUIva/entes:

1) S es épsilon-fuertemente graduado.

11) supp(S) es cerrado bajo inversos y para cada g € supp(S), existe un idempotente no
nulo e, € S;S,-1 tal que eys = s = se,—1, para todo s, € S,,.

Demostracion. Supongamos que S es épsilon-fuertemente graduado. Por el item 111 de
la Proposicion 1.1.8, tenemos que S,S5,-15, = S,5. = S,, para todo g € G. Luego, si
g € supp(S), entonces S, # 0. La igualdad anterior implica que S,-: # 0y por ende, g~ €
supp(S). Reciprocamente, en el caso de que g € supp(S), ya garantizamos por hipétesis
la existencia de ¢,. Ahora, si g ¢ supp(.S), como supp(S) es cerrado bajo inversos, tenemos
que S, = 0 = S,-1 y por lo tanto, definimos ¢, = 0 = ¢,-1. De esta forma, por la Proposicion
1.1.8, S es épsilon-fuertemente graduado. O]
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Proposicion 1.1.11. Sea S un anillo épsilon-fuertemente graduado por G con R = S..
Los elementos ¢, pertenecen al centro de R, para todo g € G.

Demostracion. Sea = € R. Note que ¢,z y x¢, pertenecen a S,5,-1, y como ¢, es la unidad
de este anillo, se tiene que e,z = (e,2)¢, = €4(x€,) = e O

Finalizamos esta seccién, con un ejemplo de un anillo épsilon-fuertemente graduado que
sera de nuestro interés.

Ejemplo 1.1.12. Sea S = @, S, un anillo G-graduado. Tome n € Ny considere
B = M,(95), el anillo de las matrices de tamafo n x n con entradas en S. Note que B es
G-graduado con la coleccién {B,} ¢, donde B, = M, (S,) para todo g € G. Mas aln S
es épsilon-fuertemente graduado si, y solo si, B es épsilon-fuertemente graduado.

En efecto, dado que € M, (S,) = M, (@ Sg>, se tiene que M, (S) = @ B, y como

geG geG geG
SgSh C Sgn, tenemos que B, By, C By,. Ahora, supongamos que S es épsilon-fuertemente

graduado. Luego, para cada g € G existe ¢, € 5,5,-: tal que ¢;s = s = se,-1, para todo

s € S,. Dado que ¢, € S,5,-1 existen n, € N, e s y 0%, tales que:
g 9 99 g 9 g g

g
€g = Zugz)vél_)l.
i=1

Denote por E;; la matriz con 1 en la coordenada (i, j) y 0 en todas las demds. Entonces

uff)v;i_)lEjj € B,B,-1y por lo tanto,

u) Eyy) (0 Ey5) € BBy

I
1

Ng
EgEjj = (Z UE;)’U;Z_)1> E]]
=1
De esta forma,
Eg = Eg]n = 69E11 + -+ EgEnn € Bng—l.

Sea C € By, note que E,C = ¢,1,C = ¢,C' y como cada entrada de C pertenece a S, se
tiene que ¢,C = C. Analogamente, CE,-» = C'y con esto que B es épsilon-fuertemente
graduado.

Reciprocamente, para cada ¢ € G, considere E, € B,B,1 que cumple que Si
C € B, entonces E,C = C = CE,-1. Asi, defina ¢, como la coordenada (1,1) de E,.
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Afirmamos que ¢,s = s = se,-1, para todo s € S,. En efecto, tomando C' = sE;; € B,
tenemos que E,C = C = CE,-: e igualando la coordenada (1,1) de estas matrices
obtenemos que ¢,s = s = seg-1.

1.2. Cohomologia Parcial de Grupos

A continuacion exploraremos una generalizacion del concepto de accion de grupo,
conocida como accién parcial de grupo. Esta resultara fundamental para la definicion
de los grupos de cohomologia parcial. Para el desarrollo de esta seccién usamos como
referencia los articulos “ y .

Definicion 1.2.1. Sean G un grupo y X un conjunto. Una accion parcial « de G en
X es una familia {D,},cc de subconjuntos de X y una familia {«,},cc de biyecciones
ag: Dy — Dy tales que:

) D.= Xy «a; es laidentidad de X;
||) D(gh)—l D) Cklzl(Dh N Dg—1> ;

) a0 an(z) = ag(r), paratodo x € a; ' (Dy N Dy-1).
Note que las condiciones I1'y 11l implican que la funcién «,, es una extension de o, o a,.

En el caso en el que X = A sea un anillo, una accion parcial « de G en A es llamada
accion parcial unitaria si cada D, es un ideal de A con unidad y los «,, son isomorfismos
de ideales. Denotaremos por 1, a la unidad de D,

Definicion 1.2.2. Sean A un anillo conmutativo, n € N\ {0} y o una accién parcial unitaria
de G en A. Una n-cocadena de G con valores en A es una funciéon f : G — A, tal que
flg1s- -, 9n) € U(ALy 1,04, - 14959, ). UNa 0-cocadena es un elemento de U(A).

Paran € N, denotamos el conjunto de todas las n-cocadenas por C"(G, A). Este conjunto
es un grupo abeliano con la multiplicacion punto a punto.

Definicion 1.2.3. (El homomorfismo de cobordos) Dados n € N\ {0}, f € C"(G,A) y
g1, .-, 9ns1 € G, considere

n

6nf(gl7 s 7gn+1) = Qg (f(ng cee agn-‘rl)lg;l)f(glv s ,gn)(—l)'”“l H O-(i)(_l)i7

=1

7 M. DOKUCHAEV y M. KHRYPCHENKO. “Partial cohomology of groups”. En: Journal of Algebra 427
(2015), pags. 142-182.
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donde o(i) = f(g1,---,GiGit1,---,9ns1). Ademas, los inversos se consideran en su ideal
correspondiente. Para el caso n = 0, si t es un elemento invertible de A, definimos
(0°1)(g) = ay(t1,-1)t"", paratodo g € G.

Proposicion 1.2.4. Para cadan € N\ {0}, se tiene que 6" : C"(G,A) — C""(G, A) es
un homomorfismo de grupos tal que Tm 6" C Ker §"*1.

Demostracion. Ver 7, Proposicion 1.5. O
Usando la Proposicién 1.2.4 podemos introducir la siguiente definicion.

Definicion 1.2.5. Para cada n € N\ {0}, definimos Z"(G,A) = Kerd", el grupo de
los n-cociclos parciales; B"(G, A) = Im "', el grupo de los n-cobordos parciales; y
H™(G, A) = Ker §"/Im 6", el n~ésimo grupo de cohomologia parcial de G con valores
en A. Para n = 0, definimos H°(G, A) = Z°(G, A) = Ker §°.

Ejemplo 1.2.6. Veamos una forma explicita de los primeros grupos de cohomologia.

HY(G,A) = Z°(G,A) = {t € U(A) | ay(t1,1) = t1,,Vg € G},

CHGA) = {f : G — A| f(g) € U(AL,),Vg € G},

BYG,A) ={f € CYG,A)| f(g) = a,(tl,)t"", paraalgint € U(A)},
ZNG.A) = {] € CH(G, A)| F(gh)1, = F()ay(F(R)Ly ), Vg h € GY.

Ahora, veamos que a todo anillo épsilon-fuertemente graduado se le puede asociar una
accion parcial unitaria.

Sea S un anillo épsilon-fuertemente graduado por G, entonces para cada g € G,
existe ¢, € 5,5,-1 que cumple el item Il de la Proposicion 1.1.8. De esta forma, existen
ng €N, uy’ € S,y v, € S, paracadai € {1,...,n,} tales que Y1, uy’v”, = ¢,. Para
cada g € G, fijamos estos elementos y también asumimos que n, = 1y u) = o = 1.
Con esto, definamos la funcién aditiva v, : S — S dada por

g
Vo(s) = Z Uél)své?ly
=1

para cada s € S.

Proposicion 1.2.7. Seag € G. Sir € Z(R), entonces la definicion de ~,(r) no depende
de la eleccion de los elementos u} y v;i,)l.
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Demostraglon Sean m, € N, af) € Sy Y b”1 € S,-1,paracada j € {1,...,m,} tales que
> ay )b(”_)l = ¢,. Note que

Ng g g Mg
r)= E u(g’)rv;z_)l = E Dy _1 E E a(] Dy _)1,
i=1 i=1 i=1 j=1

y dado que pY ,1ug € Ryr e Z(R), obtenemos que

Ng Mg Mg

Z Z b(J_lu Z a9rpV _169 Z aéj)rbéj_)l

i=1 j=1 7j=1

Proposicion 1.2.8. Paratodo g,h € G yr € Z(R), tenemos que ~,(v,(1)) = Ygn(r)e,
Demostracion. Ver ', Proposicion 12. O

Proposicion 1.2.9. Sean S un anillo épsilon-fuertemente graduado por G y R = S.. La
coleccion de las restricciones v = {v, : Z(R)e;~1 — Z(R)eg}tqe €S UNA accion parcial de
G en Z(R), donde sus primeros grupos de cohomologia son:

BYG,Z(R)) = {f € CY(G, Z(R)) | f(g9) = 7,(t)e,t ™", paraalgint € U(Z(R))},

(
ZU(G,Z(R)) = {f € C'(G, Z(R)) | f(gh)eg = [(9)14(f(h))eg, Vg, h € G}.

CUG,Z(R) ={f : G = Z(R) : f(g) € U(Z(R)e,), Vg € G},
|
Z(R)) |

)
)

Demostracion. Es claro que para todo g € G, Z(R)e, es un ideal de Z(R) con unidad
€. Veamos que las restricciones v, estan bien definidas, para todo ¢ € G. Note que si
r € Z(R), entonces

Ng ng
Vg(reg-1) = Z reg_w Zu rot _169 Yq(T)€g.
1=1 =1
Es decir, solo tenemos que probar que v,(r) € Z(R).
Sea ' € R, dado que v;i_)lr’ € S,-1, tenemos:
Ng

g
r)r' = Zug)rvél,)lr'eg Z Zu TV ,17"/u(3 v( 28
i=1

=1 j5=1
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Ademas, como r € Z(R), er ug € Ry rug € S, concluimos que la suma anterior
equivale a

g
ZZug)v;,)lr'ué])rvéﬂ)l = Zegru Z é ot ,1 = 1'y,(r).

Luego, v,(r) € Z(R). Ahora, probaremos que las restricciones -, son un isomorfismo de
anillos. Dados r,r" € Z(R) sabemos que:

Yo(reg-11'e,—1) = Eg(TT/E‘z—l) = g (rr'eg—1) = vy (rr').

De esta forma, solo es necesario probar que v, (rr’) = 7,(r)v,(r"). Por definicién tenemos:

g Mg

Zu rrv, Zeg (erv,l ZZU v,u rrv(,)l,

=1 j5=1

ydadoquer e Z(R)y v _)lug € R, concluimos

g TNg

ZZuU ’)r/v Zu (j_)l Zugi)r’véi_)l = (1), (1").
=1 j=1 i=1

Asi, v, respeta la multiplicacion. Para mostrar la sobreyectividad de estos
homomorfismos, sea r € Z(R). Note que por la Proposicion 1.2.8 tenemos que
Yo(Vg-1(r€g)) = Yg(Vg-1(r)) = 7e(r)e, = re,. Por dltimo, supongamos ~,(re,~1) = 0,
entonces re,1 = re.. = Ye(reg1)e,1 Y por la Proposicion 1.2.8 esto equivale a
Yg-1(74(reg-1)) = 0. Por ende, re,-1 = 0y de ahi que, v, es inyectiva.

Ahora, sean g,h € G. Probaremos que ~,, es una extensiéon de 7, o 7,. Primero
mostraremos que si x € Z(R)ep1 Y w(x) € Z(R)e,—1, entonces o € Z(R)eu)-1. Por la
Proposicién 1.2.8, tenemos que:

T =1 ((z)) = %rl(%(f)ﬁg) = %71(%(@)%*1(69) = ‘75%71(%*1(1)) = x’Y(gh)*l(l)eh*a

y como ¢, € Z(R), de arriba obtenemos que = = xe,-1€4,) 1 = x€gn 1. De esta forma,
xr &€ Z(R)E(gh)—
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Con base en lo anterior, solo nos falta probar que para todo =z € Z(R)e,-1, tenemos

que v,(y(z)) = veu(z). Note que v,(vn(x)) = vgn(x)ey, Y COMO Yyn(x)e, € Z(R)egh,
sabemos que v, (v (z)) = Ygn(z)eyeqn- Por otro lado, € e,, €s un elemento de Z(R)e,, y en
consecuencia, tiene preimagen bajo v, la cual es ¢,-1¢,;,)-1. De ahi que,

Vgh(x)Wgh(Ehflqgh)fl) = 79h<x€h*1€(gh)*1) = Ygn(T€(gn)-1) = Ygn().
Finalmente, a partir de la igualdad v,(e,) = ¢,-1 y del Ejemplo 1.2.6, podemos determinar
los grupos de cohomologia parcial para la accion . O

Proposicion 1.2.10. Paratodo g € G, sis € S, yr € Z(R), entonces

Vg(r€4-1)s = sT. (1.1)

Demostracion. Seanr € Z(R)y s € S,, entonces

Z uéi)rv;i_)ls = Zug)v;i_)lsr = €481 = ST

1.3. Mddulos proyectivos

Antes de adentrarnos en el estudio del grupo y del semigrupo de Picard, revisamos
en esta seccion los resultados sobre modulos necesarios para la comprension de este
trabajo. Comenzamos recordando los conceptos de bimodulos y duales. Posteriormente,
nos enfocamos en los moddulos proyectivos y presentamos sus propiedades mas
relevantes, las cuales serviran de base para las secciones posteriores.

Definicion 1.3.1. Sean R un anillo y (M, +) un grupo abeliano. Decimos que M es un
R-modulo a izquierda si existe una accion de R en M a izquierda, denotada por rm, tal
que:

1) (r1 + 7ro)m = rim + rom;
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N) r(my + ms) = rmy + rmy;

M) (ryr2)m = ri(rem);
para todos m, my € M y todos 1,75 € R.

Si vale que 1zm = m, para todo m € M, decimos que M es un R-moédulo unitario. En
adelante, todos los médulos seran unitarios.

Observacion 1.3.2. De manera analoga, definimos un R-médulo a derecha, donde la
accion de R sobre M es a la derecha y se denota por mr.

Definicion 1.3.3. Sean Ry S anillos. Un (R, S)-bimddulo es un grupo abeliano (M, +)
junto con un acciones de Ry S en M tales que M con la accion de R es un R-médulo a
izquierda, M con la accidon de S es un S-mddulo a derecha y se vale la siguiente condicion

r(ms) = (rm)s,

paratodor € R,s € S,m € M.
Cuando R = S, decimos que M es un R-bimddulo.

Definicion 1.3.4. Sea P un R-bimo6dulo. Definimos P*, el dual a la izquierda de P,
como el conjunto de los R-homomorfismos a izquierda de P a R. Este grupo abeliano
lo podemos dotar de una estructura de R-bimodulo con las siguientes operaciones:

r-f: P — R fr: P — R
z  — f(zr)’ x — f(o)r
Similarmente, definimos *P, el dual a la derecha de P, como el conjunto de los
R-homomorfismos a la derecha de P a R y es un R-bimddulo con las siguientes
operaciones:
r-f: P — R fr: P — R
r  — rf(z)’ x — f(rx)
Cuando trabajamos exclusivamente con R-modulos a izquierda, se considera Unicamente
el dual P*. De manera similar, en el contexto de R-modulos a la derecha, se utiliza el dual
*P.

Definicion 1.3.5. Un R-modulo a izquierda P es llamado modulo proyectivo si para
cada epimorfismo f : M — N y cada homomorfismo g : P — N existe un homomorfismo
h:P— Mtalque foh=g.
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Presentamos una caracterizacién de los médulos proyectivos cuya demostracién puede
consultarse en 8, Proposicion 2.1.

Proposicion 1.3.6. Sea P un R-mddulo a izquierda, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

|) P es proyectivo;
I1) P es sumando directo de un R-maodulo libre;

1) (Lema de la base dual) Existe una coleccion {p;},c; de elementos de P y {f;}icr C
P~ tales que para todop € P, (fi(p))icr €scasinulayp =73 .., fi(p)p:-

\v) Si f: M — P es un epimorfismo, entonces la sucesion 0 — Ker (f) — M Lpso
escinde, es decir, Ker (f) es sumando directo de M.

Diremos que P es un R-modulo a izquierda proyectivo finitamente generado (pfg) si
P tiene una base dual finita. Esto es equivalente a que P sea sumando directo de un
R-mddulo libre finitamente generado.

Observacion 1.3.7. Cuando P es un R-médulo a la derecha, las nociones de proyectivo
y proyectivo finitamente generado se definen de manera similar. En este caso, los
homomorfismos y sumandos directos involucrados corresponden a R-moédulos a la
derecha y el dual que se considera es *P.

Veamos algunas propiedades de los modulos proyectivos finitamente generados.
Proposicion 1.3.8. Sea P un R-bimddulo.

I) Si P es pfg a izquierda con base dual {p;, f;}1<i<n, €ntonces P* es pfg a la derecha
con base dual { f;, ¢; }1<i<» donde

wi: P — R
fo— ).

I1) Si P es pfg a la derecha con base dual {q;, g;}1<i<n, €ntonces *P es pfg a izquierda
con base dual {g;, vV }1<i<, donde

g — g(q).

8 J. BAEZ. “Semigrupo de Picard y acciones parciales”. En: Tesis de Maestria, Universidad Industrial de
Santander (2016).
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Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.

1) Sean f € P*yp e P. Entonces paratodo 1 < i < n,

oi(fr)=(f-7r)pi) = f(p)r = @i(f)r.

Luego, ¢; € *(P*). Afirmamos que >, f;-¢:(f) = f. En efecto, seap € P, entonces

n

DU el D) = 3 file)eif) = 3 filp)fpi) = f (Z fi(p)pi> = f(p).

=1
Esto es, {fi, vi}1<i<n €S Uuna base dual para P* como R-mddulo a la derecha.

1) La prueba es analoga a la del item anterior.
O

Proposicion 1.3.9. Sean M un R-mddulo y S un anillo. Si M pfg a izquierda (derecha)
como S-modulo y S es pfg a izquierda (derecha) como R-mddulo, entonces M es pfg a la
izquierda (derecha) como R-mddulo.

Demostracion. Por hipotesis, existen n,m € N, K un S-médulo y 7' un R-mddulo tales
que S"=M®d Ky R"=S&T.Deestaforma, (R")"=5S"@T"=M& (K ®T")y asi,
M es sumando directo de un médulo libre finitamente generado. Por lo tanto, M es pfg
como R-mddulo. O

A continuacion, recordaremos la construccién del producto tensorial de médulos. Sean
R un anillo, M y N, R-médulos a la derecha y a la izquierda, respectivamente. Sea
ZIM x N = @D Z(m,n). Consideremos S el subconjunto de Z[M x N] que tiene

(m,n)eMxN
los elementos de la forma:

(my 4+ mag,n) — (my,n) — (ma,n);
(m,ny + ng) — (m,ny) — (m, ny);

(mr,n) — (m,rn).
Definicion 1.3.10. El grupo Z[M x N]/ (S) es llamado el producto tensorial de M y N
y se denota por M ®r N.

La clase de (m,n) es denotada por m ® n, la cual es llamada tensor elemental. De esta

manera, paratodo = € M ®p N, existe t € Z* tal que z = 3"1_, m; @ n;.
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Ejemplo 1.3.11. Sean m y n primos relativos, entonces Z,, ®z Z, = (0). Dado que my n
son primos relativos existen z, y € Z tales que mx+ny = 1. De esta forma, dado cualquier
tensor elemental « ® b € Z,, ®7 Z,, tenemos que

a®b=(a(mzr+ny) @b=amr@b+any@b=00b+a®@nyb=0+a®0=0.

Definicion 1.3.12. Sean A un grupo abeliano, M y N R-modulos a derecha e izquierda,
respectivamente. Una funcion f : M x N — A es llamada balanceada si:

) f(ma+ma,n) = f(my,n)+ f(ma,n),
) f(m,ny+ng) = f(m,n1) + f(m,ng),
) f(mrn,n) = f(m,rn),
para todos m,my,ms € M,n,ny,nys € Nyr € R.

Proposicion 1.3.13. (Propiedad Universal). Sean A un grupo abeliano, M y N R-mddulos
a derecha e izquierda, respectivamente. Entonces, dada cualquier funcion f : M x N — A
balanceada existe una unica funcion f*: M ®r N — A tal que f(m,n) = f*(m ®n), para
todom € M,n € N.

Demostracién. Ver 8, Teorema 1.7. ]

Hasta ahora, el producto tensorial entre mddulos solo tiene estructura de grupo abeliano.
En la siguiente observacion, lo dotaremos de una estructura de médulo.

Observacion 1.3.14. En el caso que M sea un (S, R)-bimédulo podemos dotar a M @z N
de una estructura de S-médulo a la izquierda: dado s € S, definamos

for MXN — M®gN
(m,n) — sm®n

Note que f, es balanceada y por lo tanto, la Proposicion 1.3.13 implica que existe un
homomorfismo f*: M @r N — M ®g N tal que ff(m ® n) = sm ® n. Luego, podemos
definir s(m ® n) = sm ®@ n. De ahi,

t t
S <:£:7n4697u> zzjgjénni@bn%
i=1 i=1
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Anédlogamente, si N es un (R, T)-bim6dulo podemos dotar a M ®x N de una estructura
de T-médulo a la derecha. De esta forma, si N y M son R-bimodulos entonces M ®r N
también.

Observacion 1.3.15. La Proposicion 1.3.13 establece que, para probar que una funcion
f: M ®r N — A esta bien definida, basta con verificar que sea balanceada.

La siguiente proposicion establece que la propiedad de ser un modulo proyectivo
finitamente generado se preserva bajo productos tensoriales.

Proposicion 1.3.16. Sean P y () R-bimddulos. Si P y Q son pfg como R-modulos a la
izquierda (derecha), entonces P @5 Q es pfg como R-modulo a la izquierda (derecha).

Demostracion. Sean P y Q R-mddulos pfg como R-moédulos a la izquierda. Sean
{fi,pi}i=12..n Y {95, ¢ }j=12,.m bases duales de Py () respectivamente. Tome:

E,j5 P®RQ — R
p®q +— filpgi(q))

Es facil ver que F; ; es balanceada y por lo tanto, F; ; € (P ®x Q)*. Ademas,

ZZF 5(p®9)(pi®q;) = ZZ]‘ (pg;(2)) (Pi®q)) Zpgg )®q; = Zp®g] i = PRy,

7j=1 =1 J=1 =1

paratodop € Py q € Q. Entonces {F, ;,p; ® ¢;}:; es una base dual para P ®z Q como
R-médulo a la izquierda y de esta forma, P @z @ es pfg como R-médulo a la izquierda.
La demostracién del otro caso es analoga. ]

Presentamos una caracterizacion de este tipo de moédulos.

Teorema 1.3.17. Sea P un R-mddulo a la izquierda proyectivo. Las siguientes
propiedades son equivalentes:

1) P es pfg.

1) El homomorfismo ¢ : P* ®r P — End(grP) dado por:

” (Z g; ® qj> (0) =>_9;(p)g
j=1 j=1
es un isomorfismo. Esto es, P* @ P ~ End(gP).
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Demostracion. Sea P un R-moédulo a la izquierda pfg. Por definicion, existe {p;, fi}1<i<n
base dual de P. Es decir, para todo p € P tenemos que:

n
p=>_filp)p
=1
Veamos que ¢ es una biyeccion. Para esto, mostraremos que la funcion

¢ End(rP) —  P*®@pP

Foo— ) fioF(p)

es la inversa de ¢. Sea F' € End(zP) note que

o' (F)(p) =¢ (Z fi® F(m)) (p) = Z filp)F(p) = F (Z fi(p)pi) = F(p).

Por otro lado,

¢ (w <Z g; ® %‘)) =) fi®p <Z g; ® %‘) Z f@®z 9i(pi)q Z fi©9;(pi)g
j=1 i=1 j=1

_Zfz 9;(p:) @ q; = Zgg®qj

Reciprocamente, sabemos que ¢ es sobreyectiva y por ende, existe una familia
{fi,pi}1<i<n tal que

Z fipi = idp
i=1

De esta forma, para todo p € P tenemos que

Z filp)pi =p

Esto es, {p;, fi}1<i<n €S Una base dual finita de P. O

Observacion 1.3.18. En el caso de R-modulos a la derecha, el teorema anterior cambia
en que P es pfg si, y solo si, P ®g *P ~ End(Pg).
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Corolario 1.3.19. Sea P un R-bimddulo. Si P es pfg tanto a la izquierda como a la
derecha, entonces End(rP) es pfg a la derecha y End(Pr) es pfg a la izquierda.

Demostracion. Supongamos que P es pfg como R-mddulo a la izquierda y a la derecha.
Teniendo en cuenta que P es pfg a la izquierda, la Proposicion 1.3.8 y el Teorema 1.3.17
implican que P* es pfg a la derecha y P* @ P ~ End(zP). Ademas, dado que P es
también pfg a la derecha, la Proposicion 1.3.16 nos permite concluir que P* ®p P es pfg
a la derecha y por lo tanto, End(gP) es pfg a la derecha. Similarmente mostramos que
End(Pr) es pfg a la izquierda. O

Finalizamos esta seccidn definiendo los contextos de Morita y estableciendo una relacion
con los mddulos proyectivos.

Definicion 1.3.20. Sean R, S anillos, P un (R, S)-bimédulo, Q un (S, R)-bimédulo y
homomorfismos de bimédulos

TZP@SQ%R ) MQ@RP%S

tales que
TpRQp =pulgep) y qr(p®d)=nulg@p)d,

para todo p,p’ € Py q,¢d € Q. Entonces la sextupla (R, S, P,Q,,u) es llamada un
contexto de Morita. Si 7 y 1 son epimorfismos, decimos que el contexto es estricto.

Para un ejemplo de contexto de Morita, véase °, pagina 166.

Proposicion 1.3.21. Sea (R,S,P,Q,r,;1) un contexto de Morita estricto. Entonces
rP, Ps, sQ,Qr son pfg.

Demostracion. Como 7 es sobreyectiva existen p;, € Py ¢; € Q con 1 <i < n tales que

> (@ @p) = 1s.

=1
Ahora, sea p € P tenemos que:

n

p=pls=> pula®p)=> 7(PSq)p:

i=1 =1

9 N. JACOBSON. Basic Algebra II: Second Edition. Dover Books on Mathematics, 2012.
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Llamemos f; a la funcién de P a R tal que f;(p) = 7(p® ¢;), paratodop € Py 1 <i < n.
Es claro que f; € P* y ademas,

p= sz‘fi(p)-

Asi, {pi, fi}i=1..n €S la base dual finita de pP. Luego, P es pfg como R-mddulo a la
izquierda. Las demostraciones de los otros médulos son analogas. O

Proposicion 1.3.22. Sean R y S anillos, P un (R, S)-bimédulo y Q un (S, R)-bimdédulo
talesque PRsQ =2 Ry (Q®r P =S, como R-bimodulos y S-bimodulos respectivamente.
Entonces existen isomorfismos

[:PRsQ—R y t:Q®rP—S

tales que (R, S, P,Q, 1, t) es un contexto de Morita estricto.

Demostracion. Ver °, Proposicion 2.1.11. O

1.4. El grupo y el semigrupo de Picard

Esta seccion esta dedicada a explicar en detalle la construccion del grupo y semigrupo de
Picard, los cuales seran fundamentales para el estudio de los anillos épsilon-fuertemente
graduados en las Secciones 2.1y 2.4. A lo largo de esta seccion, R denotara un anillo.

Definicion 1.4.1. Sea P un R-bimédulo. Decimos que P es un R-bimodulo invertible si
exite Q R-bimodulo tal que P ®r Q ~ R ~ Q ®r P como R-bimddulos.

Definicion 1.4.2. Sea P un R-médulo a la izquierda. Diremos que P es un generador si
existenn € N, f, € P*yp, € Ptalesque > ., fi(p;) = 1g.

A partir de las propiedades de los médulos proyectivos, obtenemos una caracterizacion
de los bimddulos invertibles.

Teorema 1.4.3. Sea P un R-bimodulo. Las siguientes propiedades son equivalentes:

|) P es invertible.

0| ROCHA. “Uma sequencia exata relacionada a una extensao de aneis e una representacao parcial’.
En: Tesis de Doctorado, Universidad Sao Paulo (2017).

29



1) P es pfg como R-modulo a la izquierda, es un generador y R ~ End(gzP) via la
accion a la derecha de R sobre P.

) P es pfg como R-mddulo a la derecha, es un generador y R ~ End(Py) via la accion
a la izquierda de R sobre P.

Demostracion. Probaremos que el item | es equivalente al item 1. Sea P un R-bimédulo
invertible. Sabemos que existe ) un R-bimodulo tal que P @z Q@ ~ R ~ QQ ®x P. Por la
Proposicion 1.3.22, existen isomorfismos de R-bimoédulos [: PRrQ — Ryt: QRrP — R
tales que

(p@q)p =pe(gap) y qped)=r1(¢®p)d, paratodo p,p' € P,q,¢ €Q. (1.2)

Por otro lado, como t es sobreyectiva existen p, € Py ¢; € Q coni=1,2,...,n tales que:

v (Z 4 ®pz‘) = lg.
i—1

Con esto podemos definir
p — l(p®aq)

Como [ es un isomorfismo de R-bimédulos es claro que f; € P*, paratodoi =1,...,n
Veamos que {f;,p:}i=1...» €S Una base dual finita de P. Sea p € P, entonces

-----

Zfz(p Z[p@)% Di Zpt %@pz le_
=1

De esta forma, P es pfg como R-modulo a la izquierda. Ademas, existen G €EQYyp,eP

conj=1,...,mtales que
j=1

Asi, definimos:
gi: P — R

p — p®q).
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Es claro que ¢g; € P*. De esta forma,

Zgﬂ v3) :Z[pj@)qj = lgp.
7j=1

Por lo tanto, z P es un generador. Por ultimo, considere

¢: R — End(gP)
r — (p+—pr).

Claramente, ¢ esta bien definida. Sea r» € Ker (p), entonces pr = 0, para todo p € P.
Note que:

TIlRT:t<ZQi®pi>TZt(ZQi@)pir) =0.
i=1 i=1

Por lo tanto, ¢ es inyectiva. Ahora, sea f € End(gP), considere r = >_""  t(¢; ® f(pi)). Asi,

(o (r Zptqz@)fpz ZZZ[p@@qz
—f(Z l(p® q:)p > 1=)f<pz qz®pz>
= f(p)-

Esto es, ¢ es sobreyectiva y por consiguiente, un isomorfismo. Reciprocamente, por el
Teorema 1.3.17 tenemos que P* ®g P ~ End(gP) ~ R por lo que solo nos falta probar
que P ®r P* ~ R. Como P es generador existen f; € P*yp, € P,coni=1,...,n tales

que
Z filpi) = 1r
=1
Considere
[:PRrP* — R
p@f — f(p)

Veamos que [ es R-bilineal. Dado r € R tenemos que:
[((rp) @ f) = f(rp) = rf(p) = rl(f @ p),
(p@ (f-r)=(f r)p)=flp)r =Up& f)r,



para todo f € P*, p € P. Note que [ es sobreyectiva pues dado r € R tenemos que:

[ (Z i & fi) - Zfi(rpi) = eri(pi) =rlgp=r.
1=1 i=1

=1

Veamos que [ es inyectiva. Sean ¢; € Py g; € P*conj = 1,...,m tales que
[<Z§n:1 ¢ ® gj) =", 9i(¢:;) = 0. Paracada iy j defina

Gj’i:P — P
p — filp)g;

Es claro que 0;; € End(zP). Por hipétesis, End(gP) ~ R via accién a la derecha, por
tanto para cada 6;; existe r;; € R tal que 0(p) = pr;,. Asi,

D429 =Y 1r;®0g; = Y fi(p)a®9; =Y 0,(p)®g; = Y pirsi®9; = Y pi®rsg;
j=1 j=1 i i Js Jst

Para cada i fijo, veamos que 7", ;- g; = 0. Sea p € P, tenemos que

> giloria) = gi(05:(0) = > gi(fip)ay) = fip) > g(a;) = 0.

j=1 j=1 j=1 j=1
Por lo tanto, 37", ¢; ® g; = 0y asi, P ®r P* ~ R. Analogamente, se prueba que los item
|y Il son equivalentes. ]

Denotaremos por Pic(R) al conjunto de las clases de isomorfismos de los R-bimodulos
invertibles.

Teorema 1.4.4. Sea R un anillo con unidad. El conjunto Pic(R) es un grupo con la
operacion:

[PI[Q] = [P ®r Q]
para todo P y () R-modulos invertibles. Este grupo es llamado el Grupo de Picard.

Demostracion. Note que la operacidn esta bien definida pues si P ~ P'y Q ~ (@,
entonces PRz Q ~ P'®r Q. Ahora si Py () son invertibles, entonces existen P’y )’ sus
R-moddulos inversos. De esta forma, (Q'@rP')Qr(PR®rQ) ~ R~ (PRrQ)Rr(Q' @rP')y
por lo tanto, P® (@ es un R-bimddulo invertible. El elemento identidad para esta operacion
es [R] pues P @y R es isomorfo a P via p ® r — pr. Asi, de la definicion de Pic(R) todo
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elemento es invertible y por consiguiente, bajo el producto tensorial este conjunto es un
grupo. U

La siguiente definicién generaliza el concepto de bimddulo invertible.

Definicion 1.4.5. Sea P un R-bimo6dulo. Diremos que P es parcialmente invertible si
cumple las siguientes condiciones:

I) P es pfg como R-modulo a la izquierda y derecha.

I1) Las funciones

t: R — End(gP) [:R — End(Pg)
T peopr T D TP

son epimorfismos.

Denotaremos por PicS(R) al conjunto de las clases de isomorfismos de los R-bimodulos
parcialmente invertibles. Es claro que Pic(R) C PicS(R). Probaremos que este conjunto
es un monoide con el producto tensorial. Para esto necesitaremos el siguiente lema.

Lema 1.4.6. Sean P y ) R-bimddulos.

1) Si P y(Q son pfg como R-mddulos a la izquierda entonces la funcionn : P*®pQ* —
(Q ® P)*, dada porn(f ® g)(q® p) = g(qf(p)) es un isomorfismo de R-bimodulos.

1) Si Py son pfg como R-modulos a la derecha entonces la funcionn' : *P Qr*Q —
*(Q® P), dada porn'(f @ g)(q ® p) = f(g9(q)p) es un isomorfismo de R-bimddulos.

Demostracion. Probaremos solo el item |, pues la prueba del otro item es similar. Primero
veamos que 7 esta bien definida. Sea r € R, tenemos que:

n(f ®g)(rq@p)=g(rqf(p)) =rglqf(p)) = m(f @ g)(qg®p).

Luego, n(f ® g) € (Q ® P)*. Ahora,  es R-bilineal pues dado r € R tenemos que:
n(r-f®g)q@p) =glqlr- f)p) =glaf(pr)) =n(f @ g)((g@p)r) = (r-n(f ®g))(q®p),

nfeg-rqep) =g -r)efp) =g(qfp)r=M0nf®g) r)(¢xp).
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De esta forma, n es un homomorfismo de R-bimddulos y asi solo falta mostrar que es
biyectiva. Sean {f;,pi}tic12.-n Y {95, 9} j=12...m ases duales de Py @ respectivamente.
Veamos que
p:(Qe P — P*RgpQ*
F — Zfi®gj'F(Qj®pi)

es la inversa de 7. De hecho, dado F' € (Q ® P)* tenemos que:

n(zfi@)gj'F(Qj@pi)) (q@p) =Y (g5 Flg; @p:)(afi(p Zg] (i) Flg; @ pi)
ij i
= Flg(afip)a; @ pi) ZF (afi(p) ® ps)
ij
= ZF(CI ® fi(p)pi) = F(q@p).
Por otro lado, dado f ® g € P* ®r Q* tenemos que

n(f®g)) Zfz®gj (f©9)(g; ©p) = Zfz®g] (i)

=Zﬂ®zgj-g Zf1®fp@

_Zfz fp)@g=f®y.

Por lo tanto, 1 es la inversa de 7. Esto implica que 1 es un isomorfismo de R-bimdédulos.
0

Teorema 1.4.7. Sea R un anillo. El conjunto PicS(R) es un monoide via:

[PllQ] = [P ®r Q)

para todo [P, Q] € PicS(R). Este conjunto es conocido como el semigrupo de Picard.

Demostracion. Sean [P],[Q] € PicS(R). Por la Proposicion 1.3.16, sabemos que
P ®r Q es pfg. Dado que P y () son pfg existen ¢p y ¢g isomorfismos que
cumplen la condicion 11 del Teorema 1.3.17. Considere n la funcién del inciso |
del Lema 1.4.6. Con estas funciones podemos obtener el siguiente diagrama:
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¥
R—End(nQ) = Q" 81 Q — Q" ®x ROR Q

\

Q* ®p End(rP) ®r Q

Q" ®pp ®Q
Q" ®r P*Qr P ®rQ

\ nRP®RQ

(PRrQ)"®r P®rQ

w\\\\ PPreQ

L L End(r(P ®rQ))

Como todos los homomorfismos de R-bimddulos involucrados son sobreyectivos
tenemos que ¢ es un epimorfismo de R-bimddulos. Afirmamos que ¢ es la accién a la
derecha de R sobre P ®x Q). En efecto, sean {p;, fi}i=1.... ¥ {4;, f;};=1,..m bases duales
de Py @ respectivamente. De esta forma, paracadap € P, q € Q y r € R tenemos que:

7’!—)(q»ﬁqr)|—>Zgj®qu»—>2gj®1g®qu
s j=1

— Zgj®idp®qj7“ — Zgj@’fi@pi@qj?"
j=1 i

— > ((p®q) — filpg;(a))) @ pi @ g7

— p@qr— > filpgi(a)))pi ® ;7]

,J

— [p®q— Y pg;i(q) @ g;r]
j=1

— pog— Y p@g(@er]— P g— p@aqr],
j=1

Asi, la accion a la derecha de R sobre P ®r ) es sobreyectiva. Anadlogamente, la accion
a la izquierda también es un epimorfismo y, por lo tanto, [P ®r Q] € PicS(R). Es claro que
[R] € PicS(R) y es la unidad de este semigrupo.

]

Lema 1.4.8. Sea I un ideal unitario de R, entonces [I] € PicS(R).
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Demostracion. Llamemos e a la unidad de I. Entonces, ce = e y por lo tanto, e es
idempotente. Veamos que eR = [. Es claro que eR C I. Ahora, sea i € I tenemos
que ei = iy asi, I C R. De esta forma, R = eR @ (1g — e)R y por consiguiente, I es
un sumando directo de R. Luego, I es pfg. Por otro lado, dada f € End(gr/) tenemos
que if(e) = f(ie) = f(i), para todo i € I, es decir, la accion a la derecha de R sobre
I es sobreyectiva. Analogamente, obtenemos el mismo resultado para la accion a la
izquierda. O

Denotamos por I(R) al conjunto de isomorfismos de anillos entre ideales de R. Sean M
un R-bimoduloy 6 : R1,-1+ — Rlg en I(R) con 14-1 y 1, idempotentes centrales de R. Si
mly = m para todo m € M, entonces 6 induce una estructura a M, := M via

m -1 =mé(rly-1).
Note que M, sigue siendo R-modulo unitario dado que
m-1gp =ml(1glp-1) = ml(lg-1) = mly = m.

Denotaremos ;M := M al R-bimddulo M con la operacion a la derecha dada por 6 y la
estructura a la izquierda es la misma que M como R-médulo. Analogamente, podemos
definir g M.

Concluimos esta seccion con algunas propidades de PicS(R) que utilizaremos en
el Capitulo 2.
Proposicion 1.4.9. Sea R un anillo. Las siguientes propiedades se satisfacen:

1) Si[P] € PicS(R) se tiene que:

a) Existe un idempotente e, € R tal que Aun(Pgr) = ey R y la funcion v : (1g —
e1)R — End(rP) es un isomorfismo de R-bimodulos.

b) Existe un idempotente e, € R tal que Ann(zP) = Res y la funcion | : R(1gp —
e2) — End(Pgr) es un isomorfismo de R-bimodulos.

1) Sea P un R-bimddulo. Si existe un R-bimddulo @, ideales unitarios 1,J de R y
homomorfismos de bimodulos  : P®;Q — [ yu : Q ® P — J tales que
(1,J,P,Q, T, 1) es un contexto de Morita estricto, entonces [P] € PicS(R).
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1) Sean [P],[Q] € PicS(R). Asuma que los idempotentes hallados en el item | son

centrales. Entonces P ~ r(Q Si, y solo si, existe 6 isomorfismo entre ideales de R
con dom(0) e Im (0) generados por idempotentes centrales de R y Q) ~ ;4Fs.

IvV) Sea 6 : Rly-1 — Rly un elemento de I(R) y M := Rly, donde 1y-1 y 14 son

idempotentes centrales de R. Entonces [;;My|, [¢M;q] € PicS(R).

V) Suponga que S es un anillo épsilon-fuertemente graduado con R = S,. Entonces

a) [9y] € PicS(R), para todo g € G.

b) Re, = End(S, ) via la accion a la izquierda de Re, sobre S,.

Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.

1)

Sea [P] € PicS(R). Entonces v : R — End(gP) es un epimorfismo de R-bimddulos.
Es claro que el Ker t = Ann(Pg) y de esta forma, obtenemos la siguiente sucesion
exacta de R-bimodulos

0 — Ann(Pg) — R = End(gP).

Por el Corolario 1.3.19, la sucesién anterior, considerada como una sucesion de
R-médulos a la derecha, escinde. Esto implica que Ann(Pr) es sumando directo de
R como R-modulo a la derecha y asi, existe un idempotente e; tal que Ann(Pr) =
e1R. Ademas, R = (1g —e;)R@ e Ry porlotanto, v : (1g — e;)R — End(gP) es un
isomorfismo de R-bimodulos. De manera similar, utilizando el hecho de que End(Px)
es proyectivo como R-médulo a la izquierda, se demuestra el otro item.

Por la Proposicion 1.3.21 sabemos que los médulos ;P, P, ;Q y Q; son pfg.
Ademas, I y J son sumandos directos de R y por consiguiente, la Proposicion
1.3.9 implica que P y @ son R-mddulos pfg tanto a la izquierda como a la derecha.
Mostraremos que el homomorfismo:

vt:J — End(;P)
J > p—pj

es una biyeccion. Como u es sobreyectiva existen ¢; € Q, p; € P tales que

;= Z (g @ pi)-

=1
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1)

Asi, si j € Ker (t), entonces pj = 0, para todo p € P. Por lo tanto, j = 1,5 =
S (g @ pij) = 0. Por otro lado, dado f € End(;P) considere j = S0, u(q; ®
f(p:))- Note que para cada p € P, tenemos

pi=Y pa @ fp) =Y T(p©a)f(p) = f (Z T(p® Qi)pi)

=f <piu(qz- ®pi)> = f(p).

Asi, t(j) = f, es decir, v es una biyeccidén. Ahora bien, es claro que End(zP) C
End(;P). Veamos la otra contenencia. Sean f € End(;P), p € Py r € R,
entonces f(rp) = f(r(1;p)) = r(1;f(p)) = rf(p). Luego, f € End(gP). De esta
forma concluimos que v : R — End(zP) es un epimorfismo de R-bimodulos.
Andlogamente, se concluye que [ : R — End(Pg) también lo es. Por consiguiente,
[P] € PicS(R).

Sean [P}, [Q] € PicS(R). Supongamos que pP ~ r(, entonces existe h : P — ()
isomorfismo de R-modulos a la izquierda. Defina

h* : End(rQ) — End(grP)
f — h7Lfh

Veamos que h* es un isomorfismo de anillos. Sea f € End(rQ) tal que
(h=1fh)(p) = 0, para todo p € P. Como h~! es inyectiva, entonces f(h(p)) = 0.
Ahora, sea ¢ € ), como h es sobreyectiva existe p, € P tal que h(py) = ¢. De esta
forma, f(q) = f(h(po)) = 0, paratodo q € Q. Porloque f =0y h* es inyectiva. Para
la sobreyectividad, sea g € End(zP). Tomando f = hgh™', es claro que h*(f) =gy
con esto concluimos lo deseado.

Por hipotesis, sabemos que [P],[Q] € PicS(R) asi que por el item | de esta
proposicion existen ep y e idempotentes centrales de R tales que Ann(Pr) = Rep,
Ann(Qgr) = Reg,

tp: R(lR — GP) — EHd(RP) y tg: R(].R — 6Q) — El’ld(RQ)

son isomorfismos de R-bimddulos. Definamos 0 : R(1g — eg) — R(1r — ep), dado
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por § = v h*ry. Es claro que @ es un biyeccion de ideales en R que preserva la
suma. Sea tg € R(1g — eg). Llamemos tp = 6(tg), entonces tp(tp) = h*(rg(tg)).
Para simplificar notacion escribaremos t,,, en vez de tp(tp). Por lo anterior,

ttQh = http.
Asi,
h(x)tg = h(xt,) = h(z0(tg)), Vx € P. (1.3)
Con esto probaremos que ¢ preserva el producto. Sean tq, t;, € R(1r —eq), 0(tg) =

tp, 0(ty) = tp Y O(tqty) = tp. Afirmamos que tpt, — tp € Ann(Pg). En efecto, sea
reP

h(x(tpty — ) = h(ztptp) — h(zth) "= h(xtp)ty, — h(x)toty

W h(@)tgty — h(w)tgty, = 0.
Como h es inyectiva, z(tpt,—t) = 0. Esto implica que tpt),—t}, € RepNR(1g—ep) =
{0} y asi, 0(tq)0(ty) = 0(tqty). Por otro lado, como ep € Ann(Pg) entonces dado

xr € P tenemos que x(1 — ep) = © — zep = z. Asi, 4Py €s un R-bimddulo unitario.
Resta ver que Q ~ ;4. Sear € R,

h(z 1) = h(z0(r(1 — e0))) "2 h(z)r(1 — o) = h(z)r.

Por lo tanto, » es un isomorfismo de R-bimodulos entre ) y ;4P5. La reciproca es
inmediata.

Por hipotesis, M es un ideal unitario de R, y asi, el Lema 1.4.8 implica que [M] €
PicS(R). Veamos que M, es pfg. Sea {m;, f;}:<, base dual de My. Considere

i My — R
m - 071(fi(m)1p)
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para cada i < n. Note que para todo m € My y r € R se tiene que:

O (fi(mB(rlg-1))1g) = 0 (f;(m)O(rlg-1)1g)
01 (f;(m)19)0 1 (0(r1p-1)) = 07 (fi(m)1g)rlg—
0= (fi(m)lo)r = pi(m)r.

pi(m-r) =

Luego, ¢; € *My. Mas aun,
Zmi pi(m) = Zmie(e_l(fi(m)le)) = Zmifi(m)le = Zmifi(m) =m.
=1 =1 =1 =1

Entonces, {m;, ¢;}:<, €S base dual de M,. Ahora, veamos que [ : R — End(My) es
un epimorfismo. Como My es pfg, entonces [ : M — End(Mg) es un epimorfismo
por lo que basta probar que End(M,) = End(Mg). Es claro que End(Mg) C
End(M,). Luego, sea f € End(Mjy), entonces

f(mO(rig-1)) = f(m-r)= f(m)-r= f(m)0(rly-1) Vr e R, Ym € M.

Como 6 es biyectiva, f(m)s = f(ms), paratodom € My s € R1y. Asi, paratodo r €
R tenemos que f(mr) = f(mrly) = f(m)rly = f(m)ry por lo tanto, f € End(Mg).

Por altimo, veamos que
t: R — End(gM)

r o mr—m-r

es sobreyectiva. Sea f € End(grM), como M es pfg como R-bimodulo existe r € R
tal que f(m) = mr, para todo m € M. Ademas, como ¢ es sobreyectiva, existe
r" € Rtal que 0(r'1g-1) = rly y asi,

f(m)=mr =mrlg =ml(r'lg-) =m-7r".

Por consiguiente, t(r') = f. De esta manera, [;4M,] € PicS(R), y analogamente,
probamos que [4M,4] € PicS(R).

v) a) Como S es épsilon-fuertemente graduado tenemos que e;s = s = se,-1, para
todo s € S, y asi, S, es un (Re,, Re,-1)-bimodulo unitario, para todo g € G.
Veamos que la sextupla (Re,, Re,-1, Sy, Sy-1,my 41, my-1,) €S UN contexto de
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Morita estricto con

Mg g-1: Sg ®R6g—1 Sg—l — Rég
TRY — Ty

para todo g € G. Note que m, ,: esta bien definida pues S,5,-1 C Ry xye, =
z(ye,) = xy. Por otro lado,

My -1 (x@y)z" = zyx’ = amy-1 4,(y@2") Yy my-1 ,(y@x)y = yry' = ym, ;-1 (z@y').

Luego, dicha sextupla es un contexto de Morita por lo que para ser estricto
solo nos falta probar que m, ,-1 es sobreyectiva. Sea g € GG, como ¢, € S,5,-1
existen n, € N, ug(f) €S,y véi_)l, tales que:

g
=3 u®,
=1

Asi, dado r € R tenemos:
TLg ‘ ) TLg - ]
Mg g1 (Z ru(gl) X v§”1> =r Zu(gl)vg,)l = Teg.
=1 i=1
De esta forma, (Re,, Re,-1, Sy, Sy-1,my -1, my-1,) €S un contexto de Morita
estricto y por el item Il es esta proposicion, [S,] € PicS(R), para todo g € G.

Sea g € G. Por el item 5a), [S,] € PicS(R) y por lo tanto, el item 1b) implica que
existe e, € R tal que Ann(gS,) = Rey y la funcion [ : R(1z — ez) — End(S,,)
es un isomorfismo de R-bimoédulos. Veamos que e; = 1 — ¢,. Es claro que
1r — ¢, € Ann(rS,). Ahora, si r € R tal que rx = 0 para todo z € S,. Entonces

g
rég = Z ru(gi)v;l,)l =0.
i=1

De esta forma, (1 —¢,) = r —re, = r. Esto es, r € R(1 —¢,). Asi, [ : Re;, —
End(S, ) es un isomorfismo de R-bimddulos.
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2. Anillos épsilon-fuertemente graduados y cohomologia parcial de grupos

Los resultados mas importantes de este capitulo, cuyos argumentos hemos desarrollado
y completado, corresponden a los Teoremas 2.1.17, 2.2.4, 2.3.18 y 2.4.2. Para
precisar estos detalles, consultamos las referencias ', 2 y ', de las cuales obtuvimos
herramientas y nociones relacionadas con las acciones parciales, tales como acciones
parciales torcidas, productos cruzados generalizados y representaciones parciales.

2.1. Anillos épsilon-fuertemente graduados que son algebras de Azumaya

Comenzamos esta seccion recordando el concepto de R-algebras, haciendo énfasis en el
centro de estas algebras y en el concepto de separabilidad, con el objetivo de comprender
que significa que un algebra sea de Azumaya.

Definicion 2.1.1. Sea R un anillo conmutativo. Decimos que un anillo A es una R-algebra
si A es un R-modulo y la multiplicacion por escalar satisface que:

re(zy) = (r-o)y=xz(r-y),
paratodor € R,z,y € A.

Usando la ultima propiedad, podemos identificar a R en el algebra A mediante el subanillo
R -14,ycomo R es conmutativo, tenemos que R C Z(A).

Definicion 2.1.2. Sea A un anillo. Definimos el anillo opuesto A° de A como el mismo
conjunto A, con la misma operacion de suma, pero cuya multiplicacién esta dada por

a-b=ba, paratodoa,be A.

Es facil ver que si A es una R-algebra, entonces su anillo opuesto A° es también una
R-algebra.

M. DOKUCHAEYV et al. “Partial generalized crossed products and a seven-term exact sequence”. En:
Journal of Algebra 572 (2021), pags. 195-230.

2. M DOKUCHAEV e I. ROCHA. Partial generalized crossed products and a seven term exact sequence

(expanded version). 2021. URL: https://arxiv.org/abs/2105.01268.
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Proposicion 2.1.3. Sean A, B R-algebras. Entonces, el producto tensorial A®r B es una
R-algebra.

Demostracion. Como Ay B son R-bimodulos, entonces A ®r B es un R-moédulo con la
accion definida en la Observacion 1.3.14. Ahora dotaremos a A ®z B de una estructura
de anillo con el producto definido en los tensores elementales por:

(a1 @ b1)(ag ® by) = aras ® bybs,

y lo extendemos linealmente a todos los elementos de A @z B. La prueba de que esta
operacion esta bien definida puede consultarse en '3, Proposicién 9.99. Ademas, note
quesir € R, ay,a, € Ay by, by, € B tenemos que:

- (ar1az ® biby) = (rajag) @ bibe = (ra1 @ by)(az @ be) = (r - (a1 ® by))(as ® by),

y analogamente, r-(a;as®@b1by) = (a3 ®b1)(r-(a2®bs)). Luego, A®r B es una R-algebra. [

Si A es una R-algebra, entonces A ®5 A° es una R-algebra llamada algebra envolvente
de Ay la denotaremos por A~.

Proposicion 2.1.4. Sea A una R-algebra, entonces A es un A¥-mdédulo via:
(a®b)x = axdb (2.1)
para todo a,b,x € A. Ademas, la funcion:

pw: AP — A
a®b — ab

es un epimorfismo de A*-mddulos.

Demostracion. En primer lugar, note que
(ar @ b)x = arzb = axrb = (a @ rb)x,

paratodo a,b,x € A,r € R. Luego, por la Observacién 1.3.15, la operacién (2.1) esta bien

13 J. ROTMAN. Advanced Modern Algebra. Prentice Hall, 2002.
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definida. Por otro lado, tenemos que
(a®b)(z+y)=alz+y)b=arb+ayb= (a®b)x + (a®Db)y,

((a1 ® b1)(ag @ be))x = (ajaz ® boby)x = ajagrbaby = (a1 ® by)(azxbs) = (a1 ® by)((as ® be)x).

Luego, A es un A¥-modulo a la izquierda. Es claro que 1 es un homomorfismo y es
sobreyectiva pues p(a ® 14) = a. O

Definicion 2.1.5. Sea A una R-algebra. Decimos que A es separable sobre R si la
sucesion exacta:
0— Ker (u) - AP 5 A =0

escinde.

Definicion 2.1.6. Una algebra A sobre un anillo conmutativo R es Azumaya si Z(A) = R
y A es separable sobre R.

Definicion 2.1.7. Sean R un anillo conmutativo y @ = (D,, o) ,ec Una accion parcial de
G en R. El subconjunto de elementos invariantes de R respecto a a es

R* ={r € R|ay(rl,—1) =rl,, paratodo g € G}.
Ademas, definimos los siguientes submonoides de PicS(R):
PicSge(R) = {[P] € PicS(R) |rp=prVp e P,r € R*}.

PicSr(R) = {[P] € PicS(R) | rp=prVp € P,r € R}.
Es facil mostrar que R“ es subanillo de Ry que PicSg(R) C PicSga(R).
Ejemplo 2.1.8. Sean S = {5, un anillo épsilon-fuertemente graduado con R = S,

geG
conmutativo y « la accion parcial de G en R definida en la Seccién 1.2. Entonces S es

una [?-algebra. En efecto, sean r € R,z € 5. Escribamos z =} _ z,, entonces

xr = Z x,r aay ng(regq)xg = Z ré Ty =TT

geG geG geG

Asi, paratodo r € R?,z,y € S tenemos que r(xy) = (rx)y = z(ry). Por lo tanto, S es una
R-algebra.
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Proposicion 2.1.9. Sea R un anillo conmutativo. Entonces PicSg(R) es un monoide

conmutativo, y en el caso de que S = @ S, sea un anillo épsilon-fuertemente graduado
geG
con R = S, conmutativo, tenemos que [Re,| € PicSgr(R).

Demostracion. Es sencillo ver que si [P], [Q] € PicSg(R), entonces [P ®r Q] € PicSg(R).
Veamos que PicSg(R) es conmutativo. Esto es, P @z Q ~ Q ®g P. Tome

f: PR®rQ — QQ®rP
pP®qg > qp.

Note que f(rp®q) = q®@rp=qre@p=r(q®p)y f(p®gr) = qr&p =q@rp = (¢®p)r. Por
tanto, f es un homomorfismo de R-bimddulos. Ademas, es claro que la inversa de esta

funcion es
Q@rP — PRrQ

q¥p —> pRQ.

Luego, f es unisomorfismo de R-bimddulos. De esta forma, P®rQ ~ Q®z P. Por Ultimo,
como Re, es un ideal con unidad de R, el Lema 1.4.8 implica que [Re,] € PicS(R) y como
e, € Z(R), concluimos que [Re,| € PicSg(R). O

Definicion 2.1.10. Sea G un grupo. Un representacion parcial unitaria de G a un
monoide S es una funcién ® : G — S que satisface las siguientes condiciones para
todog,h € G

) ©(e) = 1s;
) (g~ 1) 2(9)2(h) = 2(g~")P(gh);
) @(g)@(h)2(h™") = @(gh)2(h™).
Proposicion 2.1.11. Sea S = @ S, un anillo épsilon-fuertemente graduado con R = S,

geCG
conmutativo. Entonces la funcion dada por:

®:G — PicS(R)
g [Sg]

es una representacion parcial unitaria con ®(g)®(g~*) = [Re,]
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Demostracion. Es claro que ®(e) = [R]. Veamos que ®(g)®(h) = [¢,5,4]. Sea

m: Sg ®R Sh — 6g‘svgh
TRY > €4TY

Note que m(S, ® S,) = €,5,5, = 5,5, = €,5,1, por tanto m es sobreyectiva. Ahora, sea
> a2 ®y; € Ker (m), entonces ¢, » _ z;y; = 0. Escribamos ¢, = 3", uéj)v;j_)l. Asi,

(2

in Ry = Z €4T; @ Y; = Zuéj)v;j_)lxi QY = Zuéj) ® véj_)l Z €gTiYi = 0.
i B3 J

7

7

Luego, ®(g)®(g~ ') = [Re,] y de esta forma,
©(g7")2(9)2(h) = [Rey—1][Sh] = [Reg1 @R Su] = [e5-194] = @(g7")(gh).

Analogamente, se muestra que ®(g)®(h)®(h~t) = ®(gh)®(h~'). Por lo que ® es una
representacion parcial unitaria. O

Sean R un anilloy © : G — PicS(R) una representacion parcial. Para cada g € G,
fijemos un representante ©, de las clases de isomorfismos de ©(g) € PicS(R). Decimos
que esta representacion es unitaria, si para todo ¢ € G, [©/][0,-1] = [R1,], donde 1,
es un idempotente central de R. Por 2, Lema 3.8, existe una familia de isomorfismos de
R-bimddulos

1o = {fge?h 10, ®p O = 1,0, :9,h € G}.

Dicha familia es llamada un conjunto factor para ©. Bajo estas condiciones definamos
A(©) = D, O, Este conjunto es un anillo con la multiplicacion definida por:

Ug *@ Up = ffh(ug & Uh) € 1g@gh;

y es llamado un producto cruzado parcial generalizado (Ver 2, Proposicion 3.14).

En nuestro contexto, tenemos que para la representacion parcial unitaria ® definida en
la Proposicion 2.1.11, &, = S, y 1, = ¢,, para todo g € G. Ademas, los isomorfismos de
R-bimédulos estan dados por: £, (s, ® sn) = €545, De esta forma, s, x¢ s, = €455
Como ¢,4s, = 54, para todo s, € S, tenemos que s, *¢ 5, = S455 Y POr lo tanto, el siguiente
resultado.
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Lema 2.1.12. Sea ® la representacion parcial unitaria de G en PicS(R) definida en la
Proposicion 2.1.11. Entonces A(®) = S.

Sea a = (D,,a,)sec Una accion parcial de G en R. A partir de esta accion, en '', se
construyd la representacion parcial

dy: G — PicSge (R)
g [agq(Dg_l)id]

Y, o = (Xg, a})4eq, Una accion parcial de G en PicSg(R).

Definicion 2.1.13. Sea « una accion parcial unitaria de G sobre un anillo R. La extensién
de anillo R 2 R es una extension parcial de Galois, si existe un entero positivo m y
elementos z;,y; € R, 1 < i < m tales que:

> wiog(yily) = 6.4, paratodo g € G.
=1

El conjunto {z;,y;}/", es llamado el sistema de coordenadas de Galois parciales de la
extensiéon R O R

Proposicion 2.1.14. Supongamos que R O R“ es una extension parcial de Galois. Sea
[ € ZYG,a*, PicSr(R)), entonces f®, es una representacion parcial unitaria de G en
PicS(R) y el producto cruzado parcial generalizado A(f®,) es una R*-algebra Azumaya
que contiene a R como una subalgebra conmutativa maximal.

Demostracion. Ver ', Proposicion 6.3 O

Para el resto de la seccién, consideraremos a S = @Sg un anillo épsilon-fuertemente
geCG
graduado con R = S, conmutativo, y a v la accion parcial de G en R definida en la Seccion

1.2. A continuacién mostraremos en detalle la construccion de ®, y o* para nuestra accion
parcial .

Lema 2.1.15. La funcion
(I)Q G — PlCSR’Y(R)

g = [’Yg—l Reg-1,]

es una representacion parcial de G que satisface las siguientes propiedades:
1) ©o(9)Po(g97") = [Rey;
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1) ®o(g)[Ren] = [Regn]Po(g);

) @o(g)[Reg1] = Po(g) = [Reg]Po(g)s

IV) ®o(g)Po(h) = [Reg]Po(gh) = Po(gh)[Ren-1];
para todo g,h € G.

Demostracion. Sea ¢ € . Por el item v de la Proposicion 1.4.9 se tiene que
[y, Reg—1,] € PicS(R). Sea x € Rey—1 y r € R7, entonces

rex="y,-1(r€g)x = r€g1T = rX = 7.

Esto implica que [, ,Re;-1,,] € PicSpr(R) y por lo tanto, ¢, esta bien definida.
Probaremos que dicha funcién es una representacion parcial. En primer lugar, +. es la
identidad de Ry por consiguiente, ®(e) = [R]. Por otro lado, queremos mostar que para
todo g, h € G, ®o(g~")Po(g)Po(h) = Po(g~")Po(gh). Esto es,

o legiq © 4 s Reg1,y @, Rep1yg = 5 Regy @5 Regny—1,
Para esto, considere la siguiente funcién:

Pan g Pegiq ® o Beg1,y @y Ren-1iq — 4 Regy @5 Regny—1,
ag @ by-1 @ cp-1 > ag @ Yp-1(bg-1€p)cp-1

Esta funcién esta bien definida pues
’yh<”yh—1(bg—1€h)ch—1> = 7h<7h—1<bg—1€h))7h(ch—1) = bg—l Gh’yh(ch—l) S Rég—l,

y por la propiedad Il de accion parcial, v;, ' (Re, N Rey) € Regny-1. Luego, yi,-1(by-1€p)cp1 €
Regny—1. Afirmamos que ¢, es un homomorfismo de R—bimodulos. En efecto,

Ggn(r1 - ag @ bg-1 @ cp-172) = Gg n(Vg(r1€4-1)ag @ bg-1 @ cp-172)
= ’yg(ﬁeg—1)ag (059 Yh—1 (bg—l €h)Ch—17"2
=T1-04 ® Vh—l(bg—lﬁh)ch—lrg

=7T- ¢g’h(ag (29 bg_l X ch—l)rg.
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Ahora, considere

Ibg’h : 7‘(]Regid(g) Vighy~1 Re(gh)ilid — ’Y.qREgid & Vg1 Rngll.d X 'yh71R€h*1id

ag X b(gh)—l —  ay® ’}/h(b(gh)—IEh—l) X €p-1.

Note que vj,-1(V(bgny-1€4-1)) = bgny-1€n € Reny—1 Y por la propiedad 11 de accion
parcial, v, ', (Rep-1 N Regny-1) € Re,1. Esto es, 1), esta bien definida. A continuacién
comprobaremos que v, es la inversa de ¢ . Sean a, € Regy, b1 € Rey1, cp1 €
Rep-1, b(gh)—l € RG(gh)—l; entonces

Vgn(Pgn(ag @ bg—1 @ cp-1)) = ag @ Ya(Va-1(bg-1€p)Cp-16p-1) @ €41
=0y ® by-1epYp(Cp-1€p-1) @ €1
=a, @ b;—1 ® epyp(ch-1€p-1) - €41
= g ® by—1 @ -1 (V(Ch-1€n-1)€n) p1
=ay ®by1 ® cp-1€p1

=a4® bgfl X Ccp-1.
Ademas,

Ggn(Vgn(ag @ bigny-1)) = ag @ V-1 (Yn(bign)y-1€p-1))ep-1 = ag @ bgpy-1€4-1
= Qg ® €(gh)—19€(gh)~1b(gn)—1 = ag ® Y(gn)—1 (Egﬁgh)b(gh)*1
=g ® €5 bgny-1 = ag€g ® bgny—1

=a,® b(gh)—l.

En consecuencia, ¢,, es un isomorfismo R-bimddulos. Similarmente, probamos que
Do (g)Po(h)Po(h™t) = Py(gh)Po(h~t). Con esto concluimos que &, es una representacion
parcial de GG. Probaremos que se cumplen las cuatro propiedades. Sea g € G, considere

f: 7g71R€gflid ®,, Reg,y — Rey
ag-1 @ b — Yg(ag-1)by.

Es sencillo ver que f es un homomorfismo de R-bimddulos. Definamos
h: Rey — nglRegflid ®s, Reg,,

o — eg71®ag.
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Note que
f(hlag)) = fleg1 ® ag) = yyleg-1)ay = €qay,
h(f(ag-1 ®by)) = €g-1 @ Yg(ag-1)bg = €51 @ ag-1 - by = €g-1a4-1 @ by = ag-1 @ by.
Por lo tanto, £ es la inversa de f y asi, |, _, Reg1,, ®4, Reg, | = [Reg]. Es decir, hemos

probado la propiedad I. Veamos II. Sean g,h € G. Usando la propiedad anterior y el
hecho de que &, es una representacion parcial, obtenemos:

Dy (g)[Ren] = Po(g)Po(h)Po(h™") = o(gh)Po(h™")
= (I)O(gh)(l)o
= q)o(gh)q)o

Es claro que el item 11l es consecuencia directa del item 1I. Finalmente, probaremos la
propiedad IV. Sean g, h € G, entonces:

_ _ |

©o(9)Po(h) = Po(g)Po(g™")Po(g)Po(h) = Po(g)Po(g ") Po(gh) = [Reg]Po(gh).
Ademas, tomando g = gh y h = h™! en la propiedad I, concluimos que ®,(gh)[Re,-1] =
[Rey|Po(gh). O
Lema 2.1.16. Sea g € G. Considere el ideal X, = [Re,|PicSg(R) y la funcion

Vi [Reg1|PicSg(R) — [Re,|PicSk(R)
[P] — Do(g)[P]Po(g7")

entonces v* = (Xy,7})4cc €S una accion parcial de G en el monoide conmutativo
PICSR(R)

Demostracion. Note que dado a,+ @ p® b,y €, _, Reg1,, ® P ®,, Reg,, y r € R, tenemos
que

e (ag-1 @pRby) = v4-1(reg)ag—1 @ p by
= g1 @ Yg-1(reg)p © by
= ag-1 @ pyg-1(reg) ® by
= ag-1 @ p @ Y(v4-1(reg) )by
= ;-1 QPR 1by = (a-1 ®p ® by)r.
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Luego, ®,(g)[P]®o(g~") € PicSr(R). Ademas, de la propiedad | del Lema 2.1.15, tenemos
que [Rey]®o(g)[P]Po(g™") = Po(g)[P]Po(g~") y por lo tanto, la funcion +; esta bien definida.
Por otro lado, dados [P], [Q] € X,-1 tenemos que

Y ([PIQ]) = Do(g)[P)[Rey1][Q1P0(g7") = Bo(g)[P1®o(g™")o(9)[Q1P0(g™") = 7 ([PD;(QD-

En consecuencia, +; es un homomorfismo. Probaremos ahora que es una biyeccion. Sea
[P] € X, [Q] € X,-1, entonces

(7 0 %) ([P]) = Do(g)®alg ™) [P1Do(9)®o(g™") = [Rey][P)[Re) = [P) y,

(51 0 1) (Q]) = Polg™)20(9)[Q)Po(g™)Po(g) = [Rey1][Ql[Re, ] = [Q).

Esto es, V,-1 €8 la funcién inversa de ~,. Por otro lado, como e, = 13 es claro que X, =
PicSgr(R) y 7 es la funcidn identidad de PicSg(R). Veamos ahora las propiedades Il y Ili
de accion parcial. Sean g, h € G. Debemos mostrar que (v;) ™' (X, N Xy-1) C X(gn)-1, pero
como la funcion ~;_, es la inversa de +; es equivalente mostrar que v;_,(X, N X,-1) C
Xgn-1- Sea [P] € X;, N X,-1, entonces

Y1 ([P)) = Do(h)[PJ@o(h") = Do (h)[Re, 1] [P10o(h ")
L [Re(gny1]@0(h ™) [P1®o(h ™) = [Re(gny 1751 ([P]):

Luego, v;_.([P]) € X(4n)-. Adicionalmente,

(vs o) ([P]) = @olg)@o(h)[P]@o(h~")Do(g™") v ®o(gh)[Rep-1][P][Rep-1]Po((gh) ™)
= Oy (gh)[P]Po((gh)™").

Por lo tanto, v*, es una extension de ~* o 45 y asi, concluimos la prueba de que +* es una
Ygh Yg © T
accion parcial de G en PicSg(R). O

Probaremos ahora el resultado mas importante de esta seccion.

Teorema 2.1.17. Sean S un anillo épsilon-fuertemente graduado por G. Sea ~ la accion
parcial de G en R definida en la Proposicion 1.2.9. Si R © R" es una extension parcial de
Galois, entonces S es una R”-algebra Azumaya que contiene a R como una subalgebra
conmutativa maximal.
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Demostracion. Primero probaremos que R” = Z(S). Para esto, afirmamos que
R={seS:sr=rsVre R}

En efecto, sea s € S tal que sr = rs, para todo r € R. Escribamos s = Z s4, €ntonces
geG

Esto implica que
rsg = Ye(reg-1)sg, Vg € G.

Por otro lado, R © R es una extension parcial de Galois. Luego, existen z;,y; € R,
1 <17 < mtales que

invg(yieg—l) = .4, Pparatodog € G.
=1

Asi, paracada g # e
Sg = Z TiYiSg = Z g (yi€g—1)sg = 0.
i=1 i=1

Por lo tanto, s = s., esto es, s € R. Dado que R es conmutativo, la otra contenencia es
inmediata. Por la afirmacion anterior, Z(S) C R. Luego, si r € Z(S) entonces para todo
g€ G, s, €9, setiene que

o (LD
T€gSg = SgT = Yg(T€s-1)5,.

Asi, el item vb) de la Proposicion 1.4.9 implica que para todo g € G, re; = v4(reg-1) y asi,
R = Z(S). Ahora, definiremos f € Z'(G,PicSg(R)) para asi poder usar la Proposicion
2.1.14. Del Ejemplo 1.2.6, tenemos que

C(G, PicSr(R)) = {f : G — PicSr(R) : f(g) € U([Re,JPicSr(R)),Vg € G}

ZM(G, PicSp(R)) = {f € CY(G, PicSp(R)) : F(gh)[Re,] = F(g)7;(F(h)[Re, 1)), Vg, h € GY.

Para cada g € G, definimos M, = S, ®,, Re,,,. De los items IV y va) de la Proposicién
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1.4.9, tenemos que [M,]| € PicS(R). Note que si s, € S,,7,r" € R, entonces

1.1
rSq @ 1'eqg = Yg(7g-1(reg))sg @ ' (LD SqYg-1(reg) @ 1'eq
=5, 79*1(7”69) "TE€g = 54 & 79('79*1(T69))T/€g

_ / . /
= S ®T€g7“ €g = Sy XXr €gT.

Luego, [M,] € PicSg(R) y asi, podemos definir f : G — PicSg(R) por f(g) = [M,],
para cada g € G. De esta forma, tenemos que M, ®r Re, = M,, y por tanto, f(g) €
[Re,|PicSk(R). Ademas, f(g) = ®(g)Po(g ') y para cada g, h € G se vale que

I
i

A~ I/~ N /N I~ I~ I/~ I~

Do(g ") Po(g))P(h)Po(h™!)[Reg-1]Po(g )
Reg-1]®(h)(Po(h~ ) o9~ Po(9))®olg™")
Reg1]@(h)@o(h™ g ™) Po(g)Po(g™")
O(h)®o(h g )[Reg]
O(h)®(h™")P(h)Po(h~'g~")[Rey]
gh)[Rep-1]®o(h~'g ") Re,]
gh)(@o(h™")Po(h)®o(h™"g™"))[Re,]
gh)®o(h~ ) 0(97")[Rey]
gh)®o(h™g™")[Re,]

gh)[Re,).

F(g)v,(f(h)[Reg-1])

)
—

)

Q

&
~— ~— ~— ~— ~—

I
= .~ .= L B~ = L~ .

—~

Tomando h = ¢!, concluimos que f(g)v;(f(g")[Re;1]) = [Re,]. Asi, f(g) €
U([Re,|PicSg(R)) y por lo tanto, f € Z*(G, PicSg(R)). Finalmente, note que

F(9)®0(9) = ®(9)Po(g~")Polg) = [Syl[Reg-1] = [S,] = D(g).

Luego, el Lema 2.1.12 y la Proposicion 2.1.14 implican que S = A(®) = A(f®y) es una
R-algebra Azumaya que contiene a R como una subalgebra conmutativa maximal. [

2.2. Anillos de matrices graduadas como productos cruzados parciales

Como se mostro en el Ejemplo 1.1.12, M,,(.S) es un anillo épsilon-fuertemente graduado
mediante la familia {B,},c¢. En esta seccién, comenzamos con la nocién de accion
parcial torcida, para luego introducir el concepto de producto cruzado parcial. Finalmente,
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estableceremos condiciones suficientes para que este anillo de matrices sea un producto
cruzado parcial.

Definicion 2.2.1. Sean GG un grupo y R un anillo. Una accion parcial torcida unitaria de
G enun anillo R es una tripla

Q= ({Dg}geGa {O‘g}geGa {Wg,h}(g,h)GGXG)a

donde D, es un ideal de R generado por un idempotente central 1, de R, ay : D,-1 — D,
es un isomorfismo de anillos, w,, € U(D,D,,), para todo ¢g,h € G, y las siguientes
condiciones se satisfacen para todo ¢, h,l € G-

(P1) D. = Ry a. es la funcién identidad de R
(P2) ay(Dy-1Dy) = DyDgy,.

(P3) ay 0 ay (1) = wypargn(r)w,,, ', para cualquier r € Dy—1Dgpy-1.
(P4)
(P5) Sir € Dy-1Dp, Dy, entonces oy (rwp )Wy n = ag(1)Wy nWgh,i-

E

eg—wge—l

Esta accion parcial torcida unitaria se denotara por (a,w). Adicionalmente, el producto
cruzado parcial unitario R x,, G asociado a la accion parcial torcida unitaria (o, w) es
la suma directa @©,c¢D,d,, donde ¢, es un simbolo formal para cada ¢ € G, con la suma
usual y la multiplicacion inducida por la regla

(10g)(r'0n) = rag(r'ly-1)wg ndgn, (2.2)

paratodo g.h € G,r € D,y r' € Dy,

Note que como los isomorfismos preservan el elemento identidad de cada ideal, la
propiedad (P2) implica que
Oég<1hlg—1) = 1gh1g- (23)

Veamos que efectivamente la multiplicacion definida anteriormente es asociativa. Sean
g,h,l € G,ae D,,be Dyyce D, Entonces

aég(béhcél) = a5g(bozh(clh71)wh,l§hl) = aag(b(l/h(clhfl)thlgfl)wthl(sghl.

Ademas, ay(1,-1¢) € oy (Dy-1D;) = Dy Dy y asi, 1,-1bag(cly-1) € Dy-1Dy Dy,. Luego, (P5)
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implica que

CLOég(bOéh(Clh—Qwh’ll )wg hléghl = CLOég( 1bOéh(Clh ))u}g7hwgh7l(59hl
ac,(

g bl )ag(ah(clhq)1h1971)w97hwgh7159hl

(2.3)

ag(blg 1) (ah(clh-1)ah(1(gh)-11h-1))wg,hw9h,l(59hl
(

)
= aog(blg-1)og(an(1p-11(gn)-1¢))wy nWen10gm
aag(blg 1)0.}9 hOégh(lh 11(gh) 1C)wgh15ghl

= aog(blg-1)wg hogn(Ln-11(gn)-1)agn (€l (gn)—1)wWgn1dgn

2.3
(:) CLOég(blgfl )nghlglghagh(cl(gh)fl )wgh7l59hl

= (aoy(bly-1)wy ndgn)co;.
Por consiguiente, ad,(bé,cd;) = (adybp,)cd;.

A lo largo de esta seccion, denotamos por S = @geG S, a un anillo épsilon-fuertemente
graduadoy R = S..

Definicion 2.2.2. Un elemento q, € S, es épsilon-invertible si existe b,-1 € S,-1 tal que
agby—1 = €4y by1ay = €,-1. Si para cualquier g € G, existe un elemento épsilon-invertible
en S,, entonces el anillo S es llamado un épsilon-producto cruzado.

Teorema 2.2.3. Sea S un anillo G-graduado. Entonces S es un épsilon-producto cruzado
si, y solo si, S es un producto cruzado parcial unitario.

Demostracion. Supongamos que S es un épsilon-producto cruzado. Para cada g € G,
fijamos un elemento épsilon invertible s, € S, con t,-1 € S,-1, su respectivo inverso.
Asumimos que s, = t. = 1. Definimos D, = S,5,-1 = Re, y 1, = €¢,. Ademas, considere
la funcion «, : D1+ — D, dada por «o,(re,~1) = sqrt,-1. Esta funcion esté bien definida,
pues dados r,r" € R tales que re,—1 = r'e,-1 tenemos que

_ _ / _ /
sgrtgfl = Sgrﬁgfltgfl = ST €gfltgfl = S4r tgfl

Ahora, considere o' : D, — D,-1, dada por «,'(re;,) = t,1rs,. Note que si r € R,
entonces

ozg(ozg_l(reg)) = ay(t,-178g) = Sgty-1Ts4t-1 = €47€q = TEg,
Olgl(ag(TE‘gfl)) = a;l(sgrtgfl) = 1g-154Ttg-155 = €4-1T€5-1 = '€y
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Luego, para cada g € G, o, es una biyeccion. Es claro que «, preserva la suma y ademas,
sir,r € R, entonces

ag(r1eg-1) = sgrr'ty—1 = syreg1r't1 = sgrt 18,7 t-1 = ag(reg-1)ay(r'e,1).

Por lo tanto, o, es un isomorfismo de anillos. Sean g, h € G. Definimos wy, = 545Kt (gn)-1-
Como wyp € RY wy ), = €,wy1€qn, tENEMOS QUE w, ;, € D,D,;,. Veamos que dicho elemento
es invertible en este ideal. En primer lugar, el elemento identidad de D D, €s €4¢,4, por
lo que definimos v, = sgptp-1t,~1 € DyDygy,. De esta forma,

Wg,hVg,h = SgSht(gh)—l Sghth—ltg—l = SgShE(gh)—lth—ltg—l = Sgshth—ltg—l

= Sgepty-1 = ag(€neg—1) = €4€qh.
?)g7hw97h = Sghthfltgflsgsht(gh)fl = Sghth—leg—lsht(gh)—l = Sghthflsht(gh)fl

= Sghehat(gh)a = agh<€h*1€(gh)*1) = €ghtyq-

Luego, w, es invertible y w;,ll = v,,,. Ahora, veamos que se cumple la condicion (P1).
Como ¢, = 1, tenemos que D, = R. Ademas, s, = t, = 1 y por lo tanto, a, = idgz. Veamos
que para todo g, h tenemos que ay(D,-1Dy,) = DyDgyy,. Note que

Oég(Dg—th) = Sng—lphtg—l = SgSg—lsgShSh—ltg—l g SgSg—l ghS(gh)—l = Dngh.

Para la otra contenencia, sean re,r'eg, € DyDgyy,. Entonces t,-1re, € S;-15,5,-1 Y r'egnsy €
SgnS(gn)-1.54- Adicionalmente,

Sy15,8,-1SyS(gn)-1Sy € Dy 184St = Dye1 Dy,
Por consiguiente, t,-1re ' egns, € Dy-1Dy,. Asi,
Qg(ty-11€gr €gnSy) = Sgty—17€gT €gn Syt -1 = €gregr'egne, = regrieg.

Con lo que concluimos la prueba de (P2). Probaremos (P3). Sea r € Dj-1Dp-1.
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Entonces

ag(an(r)) = sgsprtp-1tg-1 = SgSpT€gn)-1th-1tg-1 = SgSp€(gn)-1Ttp-1tg1
= SgSnt(gh)-1SgnTlp-1tg—1 = Wy pSghT€(gh)-1Tp-114—1
= wg7thhTt(gh)71 Sghth—ltg—l = wthOégh(’I“)Sghthfltgfl

= wg,hagh(r)w;}ll.

Para mostrar (P4). Recordemos que s, = 1, luego, we g = ScSgtg-1 = €5 Y Wy e = SgSety-1 =
e;. Antes de probar (P5), note que S, = D,s,. En efecto, sea = € S,, entonces = = ze,—1 =
xt,-1s, € Dys,. Reciprocamente, sea re s, € Dys,, entonces regs, = rs, € RS, C S,. De

S=EP S, =D Dys, (2.4)

geG geG

Mas aun, afirmamos que si s = > _,rys, conr, € D,, entonces los elementos r, son

unicos. De hecho, supongamos que r,s, = 7,5, CON 1y, 17 € Dy. ASI, 1gs4ty-1 = 1|54t -1
y como ¢, = s,t,—1 es el elemento identidad de D,, obtenemos que rye, = rje,, €sto es,
ry = 1,. Ahora, sitomamos r € D,,r" € D, obtenemos que

esta forma, obtenemos que

/ _ r / o /
(ng)(/r Sh) - 7‘3969*176 Sp = TSgT 69*18}1 = ngr tgfl Sgsh

_ / _ /
= 1847t g18g5ht (gh)~1Sgn = T (T €4—1)Wy pSgh-

Es decir,
(2.5)

(189)(r'sp) = rog(r'eg-1)wg nSgn-
Con esto tenemos las herramientas para probar (P5). Sea r € D,-1 D, D;, entonces

2.5 2.3
Oég(Tth)OJg’hnghl = EgOég(TthEg—l)wg,hnghl (:) (Sg)(TthShl) (:) 3g<7nah(€h—1€l)wh,lshl)

(2.5) (2.5)
=" 54(rspsi) = (sgrsp)si = (g(reg—1)wy.nSqn)si

(2.5) (2.3)
= ozg(r)wgﬁozgh(qe(gh)fl)wgh,lsghl = ag(r)wg,hegheghlwgh,lsghl

= g (1) Wg,hWgh,1 Sght-
Por la unicidad en la descomposicion en P, D,sy, Se sigue (15) de lo probado
anteriormente. Por consiguiente, (a,w) €s una accion parcial torcida unitaria. Finalmente,
de (2.4) y (2.5) se tiene que S es el producto cruzado parcial unitario asociado a esta
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accion.

Reciprocamente, supongamos que S = ®gcD,0, €S un producto cruzado parcial
unitario. Note que S es un anillo G-graduado pues, para cada g € G, podemos tomar
S, = D40, y de esta forma, se sigue de (2.2) y del hecho que w,;, € Dy, que 5,5, C Syp.
Por otro lado, es sencillo ver que S,5,-1 = D,é. y asi, para cada g € G, definimos
e, = 1,0.. Por ende, dado cualquier r € D, usando (P1) y (P4) tenemos que

(L40e)(rdg) = Lgae(rle)wegdy = 1g71edy = rdg,

(rdg)(1g-10e) = rag(ly-1)wg.edy = 110 = rdy.

Asi, S es épsilon-fuertemente graduado por G. Por Ultimo, para cada g € G, afirmamos

que s = 1,d, es épsilon-invertible. Considere ¢ = a,-1(w,; 1)d,-1 € S,-1. Entonces

1

- -1
st = 1g050-1(w,

)01 = Lgag(ag1(w,

L1))wg g-10e = 1gw;;,1w9,97156 =1,0. = ¢,.
Por otro lado, usando (P5) con g =g ', h =g,l =g 'y r =1, obtenemos que
ag-1(lgwy g-1)wg-16 = og-1(1g)wg—1 gwe g-1.

No obstante, tenemos que w,-1, = 151 = wey1, Y oy-1(1y) = 1,-1. De esta forma,
concluimos que

Qg1 (Wyg-1) = Wy-1,4. (2.6)
Retomando,

1

ts = ay-1(w -1
9.9

_1)(59—1 195g = Qg4-1 (wg7g_1)ag_1(1g)wg_1,g(56 = ozg-1(wg’g_1)*1wg_1,g<56

9

(26) 1 _
= wg_lygwg-ggée = 140e.

Por lo tanto, S es un épsilon-producto cruzado. O

Considere el conjunto Comp(S) = {[5,] : ¢ € G}. Por el item va) de la Proposicién 1.4.9,
tenemos que Comp(S) C PicS(R). Por otro lado, dado cualquier 6 : R1y-1 — Rly € I(R),
el item Iv de la misma proposicién implica que [;4(R1s)s] € PicS(R). Considere I,(R) el
subsemigrupo de I(R) conformado por los isomorfismos entre ideales unitarios de R. Por
lo anterior, tenemos la funcién w : I,(R) — PicS(R), definida por w(f) = [i.a(R1p)s]. A
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continuacion, presentamos una caracterizacion de los épsilon-productos cruzados.
Teorema 2.2.4. Las siguientes afirmaciones se tienen:

1) Seang € G ys, € S, tales que existen u,-1,v,1 € Sy-1 que cumplen que syu,-—1 = €,
Yy vg-15, = €,-1. Entonces u,-1 = v,-1 y por consiguiente, s, es épsilon-invertible.

Il) Para cada g € G, los siguientes enunciados son equivalentes:

a) Existe un elemento épsilon-invertible en S,,.
b) Existe un isomorfismo de R-modulos a la izquierda entre S, y Re,.
c) Existe una funcion 6 : Re,» — Re, € I,(R) tal que S, ~ ;4(Rez)g como

R-bimodulos.

1) Sea H(S) el conjunto de los elementos homogéneos no nulos de S. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) S es un épsilon-producto cruzado.

b) Existe una funcion v : G — H(S) tal que k(g) € S, y Rk(g9) = S, = k(g9)R, para
todo g € G.

¢) Comp(S) C Im (w).

d) Existe una funcionv : G — I,(R) tal que S, ~ ;a(R1,(y)).(s) €OMO R-bimodulos,
para todo g € G.

Demostracion. VVeamos cada uno de los enunciados.

) Sea g € G, entonces vy -15,uy;-1 = V1€, = Vy-1, PEI0 A SU VEZ, Uy-154Uy-1 =
€g-1Ug-1 = Ug—1. Por lo tanto, Ug—1 = Vg-1.

I) Veamos que a) implica b). Para cada g € G, fijemos s, € S, un elemento
épsilon-invertible. Considere la funcion f : Re, — S,, dada por f(re,) = rs,. Es
claro que esta funcion esta bien definida y es un homomorfismo de R-mddulos
a la izquierda. Ahora, si suponemos que rs, = 0, entonces por hipotesis existe
tg—1 € Sg-1 el inverso de s,. Asi, rs,t,-1 = 0, esto es, re, = 0. Por lo tanto, f es
inyectiva. Para la sobreyectividad, dado = € S,, tenemos que ze¢,-1 = = y como
t,-15, = €,-1, concluimos que f(xzt,-1¢,) = x. Luego, f es un isomorfismo.

Ahora, mostraremos que b) implica que ¢). Recordemos que [S,], [Re,| € PicS(R)
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1)

y por lo tanto, el item | de la Proposicién 1.4.9 implica que existen idempotentes
e1,e2 € R tales que esR = Ann((S,)r) Y e2R = Ann((Re,)r). Afirmamos que
Ann((Sy)r) = R(1 — ¢,-1). En efecto, si » € R tal que zr = 0 para todo = € S,.
Entonces

g
€11 = Z ué@lvg(]i)r = 0.
i—1

De esta forma, r(1 — ¢~1) = r — ¢;-1ir = 1. Esto es, r € R(1 — ¢,-1). La otra
contenencia es clara al igual que Ann((Rej)r) = R(1 —¢g). Asi, ep = 1 —¢;1 Y
e; = 1 — ¢, son centrales y consecuentemente, podemos usar el item 11l de la
Proposicion 1.4.9 para concluir que existe ¢ € I,(R) tal que dom(f) = Re,—1 ,
Im (0) = Re, y Sy ~ ia(Rey)o-

Para finalizar la prueba de este inciso, veamos que c¢) implica ). Por hipotesis,
existe p, : ia(Rey)o — S, isomorfismo de R-bimédulos. Considere s, = y,(¢,). Esto
implica que

Sy = pe(Rey) = Rsy,

pero a su vez,
Sg = pg(Reg) = pi(€gR) = s40(Reg—1) = sy Rey.

Luego, Rs, = syRe,. Asi, Re, = S;5,-1 = s,Re;S,-1 C 5,5,-1. Como ¢, € Re,, por
lo anterior, existe u,-1 € S,-: tal que ¢, = syu,-1. Similarmente, Re;-1 = S,-15, =
Sy-1Rsy C S,-15,4 y asi, existe v,-1 € S,-1 tal que vy-15, = €,-1. Se sigue del item |
de esta proposicion, que s, es épsilon-invertible.

Probaremos que los items a) y b) son equivalentes. Supongamos que S es
un épsilon-producto cruzado. Para cada ¢ € G, fijamos s, € S, un elemento
épsilon-invertible. Definamos la funcién x : G — H(S), dado por x(g) = s,, para
cada g € G. Llamemos ¢,-: al inverso de s,, entonces dado = € S, tenemos que
T = xeg1 = xty154. Luego, S, C Rk(g) y como s, € Sy, se sigue la otra contenencia.
Analogamente, se prueba que S, = k(g)R. Reciprocamente, supongamos que
existe k : G — H(S) con las condiciones mencionadas. Veamos que para cada
g € G, k(g) es invertible. Por hipétesis,

€g € SgSg-1 = K(g)RSy-1 = RK(g)Sy-1.
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Por lo tanto, existen r € R, t € S,-1 tales que k(g)rt = ¢,. Llamamos u,—1 = rt € S,-1,
entonces x(g)u,—1 = ¢,. Similarmente, probamos que existe v,-1 € S,-1 tal que
vg-1K(g) = €,-1. De esta forma, el resultado se sigue una vez mas, del item |I.

Es claro que d) implica ¢). En la otra direccion, como Comp(S) C Im (w),
para todo g € G, podemos fijar §, € I,(R) tal que S; ~ ;4(R1y,)s,. De este modo,
definimos la funciéon v : G — I,,(R) por v(g) = 6, y concluimos lo deseado. Con esto
c) y d) son equivalentes. Ahora, supongamos que se vale a), entonces para cada
g € G, existe un elemento épsilon-invertible en S,. Por el item 2c), podemos definir
la funcion v. Luego, a) implica d).

Finalizamos esta prueba mostrando que d) implica b). Por hip6tesis, para cada
g € G, existe py 1 ;a(Rlyg)u — Sy isSomorfismo de R-bimddulos. Asi, definimos
kG — H(S) por k(g) = pe(ly). Note que si z € S, como u, es sobreyectiva,
existe r € R, tal que = = jiy(rlyg)) = rig(1ug)) = rx(g). Por ende, S, C Rk(g). Por
otro lado, para cada r € R,

1v(g) = 1v(g)U<g)(7a1v(g)*1) = U(g)(rlv(g)*l) = rv(g)(lv(g)*l) = rlv(g)-

Esto implica que x(9)R = pg(lug)R = pg(lug) - R) = pg(Rlyg)) = Rug(log)) =
Rk(g). Claramente, Rx(g) € S, y asi, Rk(g) = S, = k(g)R.
Concluimos esta seccién, aplicando los Teoremas 2.2.3 y 2.2.4 al anillo M, (S).
Corolario 2.2.5. Sea n un entero positivo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) M, (S) es un producto cruzado parcial,

1) M,(S) es un épsilon-producto cruzado,

1) Existe una funcion v : G — I,(M,(R)) tal que M,(S,) ~ .(M,(R)1,,).q) como
R-bimddulos,

Iv) Existe una funcion . : G — H(M,(S)) tal que k(g) € M, (S,) y

para todo g € G.
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2.3. Graduacion para el anillo de endomorfismos

A lo largo de esta seccion, G denota un grupo, A = P, 4, un anillo graduado y R = A..
Hemos visto que los anillos pueden ser graduados por un grupo; ahora veremos que los
modulos sobre anillos graduados también pueden ser graduados.

Definicion 2.3.1. Sea M un A-modulo. Diremos que M es un modulo graduado si existe
una coleccion {M,},cc de subgrupos de M que cumple:

) M =P M,;

geG

) A,M, C My,

En el caso que A,M;, = M,,, decimos que M es un médulo fuertemente graduado.
Ademas, un submodulo N de M es un submodulo graduado si

N =N N M,).

geG

Ejemplo 2.3.2. Sean M y N, A-mddulos graduados. Es facil ver que la suma directa
M & N con la graduacion ., M, ® Ny, es también un A-modulo graduado. Ademas, si
My N son A-bimodulos, el producto tensorial, M ®4 N es un médulo graduado con

(M ®4N)y=ED Mg ®4 Ny-1, Vg € G.
heG

Sean M y N, A-mddulos G-graduados y ¢ : M — N un homomorfismo de R-mddulos
tal que ¢(M,) € N,, para cada g € G. Este tipo de homomorfismo es llamado un
homomorfismo graduado. Ademas, decimos que M ~ N (como modulos graduados)
si existe un isomorfismo de médulos f : M — N que preserva la graduacion. Denotamos
por ¢ a la categoria cuyos objetos son los A-mddulos a la izquierda graduados y cuyos
morfismos son los homomorfismos graduados, que denotaremos por Morg (M, N).

Ejemplo 2.3.3. Sean N € ¥ y N’ un sumando directo graduado no nulo de N. Entonces
las funciones proyeccién 7y : N — N’ e inclusion (y: : N — N son homomorfismos
graduados. Por lo tanto, podemos definir el siguiente homomorfismo graduado no nulo:

EN' = LN' OTINY. (27)
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Sean M = H M, y N = H N, objetos en %. Para cada [ € G, denotamos por M(l) a
geG geG
la I-suspension a la izquierda de M, esto es, M(l) := @Mgl. Es claro que M(l) es un

geG
modulo G-graduado. Ademas, definimos

Mora (M, N); = {f € Mory(M,N) : f(M,) C Ny, paratodo g € G}.

Los homomorfismos que pertenecen a Mors(M,N), son llamados homomorfismos
graduados de grado [ . Afirmamos que } ;. Mor4(M, N); es la suma directa de grupos
aditivos. En efecto, sean f; € Mory (M, N), tales que >, . i = 0. Fijemos g € G. Sea

m € M,, entonces
0=2 fitm) € Ny
leG leG

como la suma de los Ny, es directa, f;(m) = 0, paratodo ! € G. Dado que M = P ., M,,
concluimos que f; = 0. De esta forma, podemos definir

MOR4(M, N) := €5 Mor (M, N),.
leG

Por otro lado, es facil ver que Mor (M, N); = Morg (M, N(1)) = Morg(M(I71), N), para

todo [ € G. Asi, podemos definir

END4(M) := MOR4(M, M) = ) More (M, M(1)).
le@

Establecemos que uv = v o u, para todo u,v € END (M ). Note que si u € Morg (M, M (1))
y v € Mory (M, M(h)), entonces para cualquier g € G,

(vou)(My) Cv(Mg) S M.

Luego, uv € Mory (M, M(lh)) y asi, END4(M) es un anillo G- graduado con la suma
usual y la multiplicacion definida anteriormente.

A continuacién, se define el concepto de divisibilidad entre mddulos graduados,
con el objetivo de estudiar las propiedades que posee la graduacion anteriormente
definida en END 4(M).

Definicion 2.3.4. Sean M, N € ¥. Decimos que N divide a M si es isomorfo a un
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sumando directo graduado de M (™, para algin » € N. En este caso, escribimos N | M y
cuando, también sucede que M | N, escribimos M ~ N.

Proposicion 2.3.5. Sean M, N € €. Entonces N | M si, y solo si, existen homomorfismos
graduados f, -+ ,fn : M — N, g1,--- , 9, : N — M tales que

Zfi og; =idy.
=1

Demostracion. Supongamos que N | M. Por definicién, existen n € N, § < M®™,
sumando directo graduado tales que S ~ N. Entonces existe h : N — S isomorfismo
graduado. Para cada 1 < i < n, definimos

g; - N — M, ,dada por g; = m; o 15 o h,

fz-:M—>N,dadap0rfi:h_lo7rsou.

Como todos los homomorfismos involucrados son graduados, concluimos que f; y g;
también son graduados. De esta forma,

n n n
E fiogizg h_IOTrSOLZ‘Oﬂ'iOLSOh:h_IOT('SO(g Liom)oggoh
=1 1=1 =1
=h tomgoidym otgoh=idy.
S M S

Reciprocamente, definamos

g: N — M®
r — (g1(®),...,gn(x))

fo M® — N
(‘Tlv"'>xn> — Z?:lfz(xl)

Considerando a M™ con la graduacion del Ejemplo 2.3.2, tenemos que f,g son
homomorfismos graduados y (f o g)(z) = z. Asi, obtenemos la siguiente sucesion exacta

0—=NZM™ — M™/Im (g) — 0,

que escinde. Por lo tanto, Im (g) ~ N es sumando directo de M ™. Luego, N | M. N
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Lema 2.3.6. Sea M < ¥. Entonces M | M(l), para todo | € G si, y solo si, M ~ M(l),
paratodol € G.

Demostracion. Supongamos que M | M(l), paratodo [ € G. Seal € G, por hipdtesis M |
M(I~1). De la Proposicion 2.3.5 existen fi,..., f, : M(I"Y) = M, g1,...,gn: M — M(I™1)
homomorfismos graduados tales que >, f;0g; = idy. No obstante, Mory (M (I71), M) =
Morg (M, M (1)), Mory(M,M(I71)) = Morg(M(1), M) y idy = idy@- Luego, la misma
proposicion nos permite concluir que M (l) | M. Por lo tanto, M ~ M(l). O

Presentamos condiciones suficientes y necesarias para que END,4(M) sea fuertemente
graduado.

Teorema 2.3.7. Sea M € ¢. Entonces END 4(M) es fuertemente graduado si, y solo si,
M ~ M(l), para todol € G.

Demostracion. Supongamos que B = END,4(M) es fuertemente graduado. Sea | €
G. Por la Proposicién 1.1.5, idy, € B;B;-1, para todo [ € G. Luego, existen v; €
Morg (M, M(1)),u; € Morg (M (1), M) tales que

1dy = Z%‘Ui = Zul o v;.
=1 =1
Por la caracterizacién de divisibilidad, M | M (l). El lema anterior implica que M ~ M(l),

para todo [ € G. La reciproca, es también consecuencia de la Proposicion 2.3.5. O

Ahora, queremos estudiar cuando END,4(M) es épsilon-fuertemente graduado. La
siguiente proposicion sera de gran de utilidad para este fin.

Proposicion 2.3.8. Sean M,N € ¢ y N’ un sumando directo graduado no nulo de
N. Considere el homomorfismo ey definido en (2.7). Entonces para f € Mory (M, N)
(respectivamente g € Mory (N, M)) las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) envo f = f (respectivamente g o exr = g).
1) Im f C N’ (respectivamente Ker ey C Ker g).

1) Existe f' € Mory(M,N') tal que f = wn o f' ( respectivamente existe ¢ €
Mory (N', M) tal que g = g’ o ).

65



Demostracion. Supongamos Ill. Entonces ey o f =eyrowyio f' =y o f' = fygoen =
g omy oeny = ¢ omy = g. Luego, tenemos I. Ahora, es claro que | implica 1. Por
ultimo, veamos que Il implica 11l. Asumamos que Im f C N’. Considere f" = iy o f y
asi, tyr o f' = ity oy o f = f. Por otro lado, supongamos que Kerey: C Kerg. Es
sencillo verificar que N = N’ @ Ker ey.. Luego, dado n € N, escribimos n = n’ + m con
n’ € N',m € Kerey y como Ker eys C Ker g, concluimos que g(n) = g(n'). Por lo tanto,
podemos considerar la restriccion ¢’ : N’ — M y de ahi que, g = ¢’ o mp. O]

Presentamos un ejemplo de un anillo de endomorfismos que es épsilon-fuertemente
graduado.

Ejemplo 2.3.9. Sea K un cuerpo. Entonces K posee la siguiente Z-graduacion trivial:
Ko =K, K, = {0}, paratodon # 0.

Considere V = K3, el K-espacio vectorial con la siguiente Z-graduacion,

V1 =Kx{0}x{0}, Vo={0}xKx{0}, V1 ={0}x{0}xK, V,={0},n¢{-1,0,1}.

Es claro que supp(ENDk(V)) = {£2,4+1,0} y por lo tanto, es cerrado bajo inversos. A
continuacion, definimos ciertos endomorfismos de V. Sean (z,y, z) € V, entonces:

eo = idy, ei(x,y,2) = (z,9,0), e(z,y,2) = (x,0,0),
Efl(xvya Z) = (07y7 2)7 672(‘1:73172) = <0707’Z)7 u*l(xayu Z) = (y; 270) .
U_2($,y,2) = (2707 0)7 Ul(l',y,Z) = (Oaxvy)a UQ(.CE,:(/,Z) = (070733)

Es facil verificar que u_; € ENDg(V)_; y v; € ENDg(V);, para todo i € {1,2}. Luego,
podemos definir
€ =U_; 0 V; = VUu_; € ENDKG/)zENDK(V),Z, (28)

€, =0V;0 U_; = U_;V; € ENDK(V)_ZENDK(V>Z, (29)

para cada i € {1,2}. Ademas, para i = 1,2, tenemos que
Kere; C fi, Im f; Cey, Vf; € ENDg(V),,

Kere_; C fo;, Imf_;Ce¢, Vf_;€ENDg(V)_;.

Por lo tanto, la Proposicién 2.3.8 implica que ¢;f = f = fe_;, paratodo i € {+2,+1,0}.
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Luego, la Proposicion 1.1.10 nos permite concluir que ENDg (V') es épsilon-fuertemente
graduado. Mas aun, por las ecuaciones (2.8) y (2.9), es un épsilon-producto cruzado.

Definicion 2.3.10. Sean M, N € %. Decimos que N semidivide a M si existe un
sumando directo graduado no nulo N’ de N talque N’ | M, enyrof = fygoen = g,
para todo f € Mory (M, N), g € Morg(N, M). Lo anterior es denotado por N |,; M y en el
caso en que también tengamos que M |, N, escribimos N ~g; M.

El siguiente resultado proporciona una caracterizacion de cuando un sumando directo
graduado no nulo de N divide al modulo M.

Proposicion 2.3.11. Sean M, N € ¥ y N’ un sumando directo graduado no nulo de N.
Entonces N' | M si, y solo si, existen homomorfismos graduados fi,--- ,f, : M — N,
g1, 9. : N — M tales que

n
E fiogi=en.
=1

Demostracion. Supongamos que N’ | M. Entonces por la Proposicién 2.3.5, existen
homomorfismos graduados f{,---,f,: M — N, g},--- ,g,, : N' — M tales que

> fiogi=idy.
=1

Considere f; = tyvo fl'y gi = ¢, oy, para cada 1 < i < n. Por lo tanto, f; y g; son
homomorfismos graduados y se tiene que

n

Zfzogz - ZLN’ o (f;ogé) O TN/ = ENV.
=1

=1

Reciprocamente, para cada 1 < i < n, considere g, = g; o txv Y f/ = mnv o f;. Asi,
n n
Zfi/ogg = ZWN/ o(fiogi)oin =mN 0€n 0Ly = idy.
i=1 i=1

La Proposicion 2.3.5 implica que N’ | M. O

Lema 2.3.12. Sean M € ¢ y H C G cerrado bajo inverso. M |sq M(l), paratodo! € H si,
y solo si, M ~4, M(l), paratodol € H.

Demostracién. Sea | € H. Por hipétesis, (™! € H y por lo tanto, M |, M(I™'). Esto
quiere decir, que existe M’ sumando directo graduado no nulo de M tal que M’ | M(l),

67



exrof=fYygoey = g,paratodo f € Morg(M(I71), M), g € Morg (M, M(I71)). Asi, M'(1)
es un sumando directo graduado no nulo de M (1) y como ey = ey, Morg (M (I71), M) =
Morg (M, M (1)) y Morg (M, M(I71)) = Morg(M(1), M), lo anterior implica que M (1) |.q M.
Por consiguiente, M ~; M(1). O

Teorema 2.3.13. Sea M € €. Entonces B = END 4(M) es un anillo épsilon-fuertemente
graduado si, y solo si, M ~.; M(l), para todo | € supp(B).

Demostracion. Supongamos que B es épsilon-fuertemente graduado. Por la Proposicion
1.1.10, supp(B) es cerrado bajo inversos y para todo | € supp(B), existe ¢, € B; B
idempotente no nulo tal que

u=€u=uoe€, vV=veg=c¢cov, Yu€E B,veEB-1. (2.10)

Como ¢, € B;Bj-1, existen u; € B, = Morg(M, M (1)), v; € Bi-1 = Morg (M (1), M) tales que

(—:l:iuivi:ivioui. (2.11)
i=1

=1

Ademas, el hecho de que ¢ sea un endomorfismo idempotente de M implica que M =
M @& M", con M =Ime y M" = Ker ¢,. Afirmamos que ¢, = ¢,,.. En efecto, sea m € M.
Escribamos m = = + y, con z € M',y € M”, entonces existe z € M tal que ¢(z) = .
Luego,
a(m) = q(z) =€ (2) = (2) = v = eap(m).

Como M’ es un sumando directo graduado no nulo de M, la ecuacion (2.11) implica que
M' | M(l). Asi, de (2.10) tenemos que M |,; M (l). Puesto que supp(B) es cerrado bajo
inverso, usamos el lema anterior para concluir que M ~,, M(l), para todo [ € supp(B).

Reciprocamente, sea [ € supp(B). Por hipdtesis, M |, M(l). Luego, existe M’
sumando directo graduado no nulo de M tal que M’ | M(l)y,

exvou=u , voey =uv, Yué& Morg(M(l),M),ve Morg(M,M(I)). (2.12)

Por la Proposicion 2.3.11, existe n € N y homomorfismos graduados u; : M(l) — M,
v, M — M(l) tales que

n
E U; O V; = €Epgr
i=1
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Asi, podemos definir, ¢, :== ey € B;B;-1. Como ¢, # 0 € B, B,-1, concluimos que B;-1 # {0}
y por consiguiente, supp(B) es cerrado bajo inversos. La ecuacién (2.12) implica que
au = u = ue-1, para todo u € B;. Por ende, la Proposicion 1.1.10 nos permite concluir
gue B es un anillo épsilon-fuertemente graduado. O

Sea M un R-médulo, entonces el mdédulo inducido de M es A®r M se puede G-graduar
por la familia
(A®r M)y = Ay ®r M,

para todo ¢ € G. Este modulo inducido lo denotaremos por IndM. Por simplicidad,
en ocasiones en que la notacion resulte demasiado cargada, escribiremos N en vez
de IndﬁM . Para el siguiente resultado, necesitaremos notacion extra. Para cada | € G,
considere el conjunto

supp;(A) = {g € G| (g, 9l) € supp(A) x supp(A)}.

Ademas, definamos

N(l) = @ Agl ®R M, N(l) = @ Ag ®R M.
gé€supp; (A4) g€supp; (A4)
Es claro que N es un submoédulo graduado de N 'y como NO = N(l)q, tenemos que

N® es submddulo graduado de N(1).

Proposicion 2.3.14. Sea M un R-médulo. Suponga que N ~ N, como mddulos
graduados, para todo | € supp(C). Entonces C' = END 4 (Ind4M) es épsilon-fuertemente
graduado.

Demostracion. Veamos primero que supp(C') es cerrado bajo inversos. Sea | € supp(C).
Entonces, existe un elemento no nulo u € Morg (N, N(1)) = C). Por lo tanto, para algun
g € supp(A), tenemos que

{O} 7& U,(Ag XRnr M) g Agl Xr M.

Esto implica que g € supp,(4) y por lo tanto, myw : N(I) — N©® es no nula.
Adicionalmente, por hipétesis existe f : N — N, isomorfismo graduado. De esta forma,
LNy, © fomy €s un elemento no nulo de Morg (N (1), N) = Ci-1. Luego, 71 € supp(C). Por
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otro lado, considere vy o f~1o TN, € Morg (N, N (1)) = C;. Asi,
-1
LN © fomywotywo f o TNy = LNy © TN, -

Por ende, definimos ¢; := N € C;Cj-1. Ahora, sea u € C;. Afirmamos que Ker ¢, C Ker .
Sea z € Ker ¢, entonces podemos escribir z = > .. 4 24, CON 24 € N,. Esto implica
que para cada g ¢ supp,;(A), u(z,) € Ny = {0} y por tanto,

u(z) = Z u(z,) = 0.
g¢suppi(A)
Es decir, x € Ker u y asi, se tiene el item 11 de la Proposicion 2.3.8. Luego, podemos usar
el item 111 de la misma proposicion, para concluir que ¢u = uo ¢ = u. Finalmente, veamos
que Im u C Ny-1y. Sea y € Im u, entonces existe z € N(I™') tal que u(z) = y. Escribamos
T =) ,eq Tg-1, CON Ty € Ny-1. Note que si g ¢ supp;-1(A), entonces N, = {0} y como
u(xy-1) € Ny, tenemos que

y =u(z) = Z U(g-1).

g€supp,—1(A)

Luego, y € N;-1). No obstante, u € C; = Morg(N(I™'), N) y asi, podemos usar el item |
de la Proposicion 2.3.8 para concluir que ue;-1 = ¢-1 o u = u. Finalmente, la Proposicion
1.1.10 implica que C' es épsilon-fuertemente graduado. O

En la dltima parte de esta seccion, queremos caracterizar cuando END4(M) es un
producto cruzado parcial. Empezamos con la siguiente definicion.

Definicion 2.3.15. Sean M, N € ¥. Decimos que M y N son épsilon-similares si existen
sumandos directos graduados no nulos M’ de M, N de N’y morfismos f € Mory (M, N)
y g € Mory (N, M) tales que

fog=ce€n, gof=¢€y, €EVOU=U=UOEy VOEN =1V =€y 00, (2.13)

para todo u € Morg (M, N)y v € Morg (N, M).

Teorema 2.3.16. Sean M € ¥ y B = END,(M). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) B es un épsilon-producto cruzado.
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1) B es un producto cruzado parcial.

I11) supp(B) es cerrado bajo inversos y ademas, M y M(l) son épsilon-similares, para
fodo | € supp(B).

Demostracion. Del Teorema 2.2.3, tenemos que los items I y 11 son equivalentes. Veamos
que | implica 11l. Como B es un anillo épsilon-fuertemente graduado tenemos de la
Proposicién 1.1.10 que supp(B) es cerrado bajo inversos. Sea | € supp(B). Entonces
existe un elemento épsilon-invertible f, € B, = Mory (M, M(l)) y por lo tanto, existe
hi-1 € Bj-1 = Morg(M(1), M) tal que fih;-1 = ¢ y hi-1fi = ¢-1. Tome los siguientes
sumandos directos graduados no nulos M’ = Ime¢ y N’ = Ime-1 de My M(l),
respectivamente. Al igual que en la demostracion del Teorema 2.3.13, tenemos que
exr = € Y env = €,-1. Por consiguiente,

U = U€-1 = €N’ O U, U= €U = UO €y,

V=V€ =€y 0V, V= €-1V =100 €N,

para todo v € Bj,,v € Bi-1. Esto es, M y M(l), son épsilon-similares. Por ultimo,
probaremos que 1l implica I. Sea | € supp(B) y suponga que M y M(l) son
épsilon-similares. Entonces existen sumandos directos graduados no nulos A/ de M y M/’
de M(l) y, morfismos f; € B; y ly-1 € Bi-1 que satisfacen (2.13). Definiendo ¢; = €, se
sigue de la Proposicion 1.1.10 que B es un anillo épsilon-fuertemente graduado. Ademas,
para | € supp(B), f; € B, es un elemento épsilon-invertible y si | ¢ supp(B), tenemos
que 7' ¢ supp(B) y por ende, ¢, = 0 pertenece a B; y es trivialmente un elemento
épsilon-invertible. ]

Ejemplo 2.3.17. Sea B = ENDg(V), el épsilon-producto cruzado considerado en el
Ejemplo 2.3.9. Por el Teorema 2.3.16, tenemos que B es un ejemplo de un anillo de
endomorfismos que es un producto cruzado parcial.

Concluimos esta seccion, presentando una condicion suficiente para que el anillo de
endomorfismos del médulo inducido sea un producto cruzado parcial.

Sea M un R-modulo. Diremos que M es un modulo G-invariante si A, ® M ~ M como
R-médulos, para todo g € supp(A).
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Teorema 2.3.18. Sea M un R-moédulo G-invariante. Entonces
C' = END 4(Indy M)

es un producto cruzado parcial.

Demostracion. Primero probaremos que C es épsilon-fuertemente graduado. Como M
es G-invariante, tenemos que para todo g € supp,(A),

Ag@r M =M, A, ®rM =M.

Es decir, las componentes homogeneas de N y N® son isomorfas y por lo tanto,
N® ~ N; como moédulos graduados. Luego, la Proposicion 2.3.14 implica que C' es
épsilon-fuertemente graduado con ¢ = uy, o 7y, para cada [ € supp(C). Ahora,
probaremos que C' es un producto-épsilon cruzado. Sea g € supp(A). Por hipotesis,
existen isomorfismos

Gg: Ag@r M — M.

Luego, para cada g,h € supp(A), podemos considerar el siguiente isomorfismo de
R-modulos:
¢g,h:Ag ®RM—>Ah®RM:: ¢}:10¢g,

cuya inversa es ¢+ = ¢y ,. De esta forma, para cada [ € supp(C), definimos
g,h g

®r= Z Py
(4)

geEsupp

donde
LNgl © ¢g,gl © 7TNg Si g € Suppl(A)7

¢lg,l =
0 st g ¢ supp(A).
Es claro que @, € C; = Morc(N, N(1)). Afirmamos que @, es épsilon-invertible. En efecto,
considere
o = Gy € Crr.

gle€supp(4)
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Entonces, dado = = ) a, ® m € N tenemos que

gEsupp(A)

Py(z) = Z Gggi(ag ®m) = Z (¢;ll ° ¢g)(ag @ m).

g€supp; (A) g€supp; (A)

Por lo tanto,

O (Ri2) = D (B oda)@) = D ay@m=qla).

g€supp; (A4) g€supp;(A)

Es decir, ®,®, ' = ®, ' 0 ®; = ¢;. Similarmente, ®,'®, = ¢;-1. Para [ ¢ supp(C), ¢, = 0 es un
elemento épsilon-invertible. Asi, el Teorema 2.3.16 implica que C' es un producto cruzado
parcial. O

2.4. Una relacion entre anillos épsilon-fuertemente graduados, los grupos de
cohomologia y los grupos de Picard.

Sean S un anillo épsilon-fuertemente graduado y R = S.. Recordemos los grupos de
cohomologia definidos en la Proposicién 1.2.9

CUG,Z(R)) ={f:G = Z(R): f(9) € U(Z(R)ey), Vg € G},

BY(G,Z(R)) = {f € CY(G,Z(R)) | f(9) = 14(t)eit ", paraalgint € U(Z(R))}, (2.14)

ZG,Z(R)) = {f € C1(G, Z(R)) | f(gh)eg = f(9)s(f(h))eg, g, h € G}, (2.15)
- SE

Proposicion 2.4.1. Sean S un anillo épsilon-fuertemente graduado y R = S.. Considere
Pic?"(S) = {[P] € Pic(S) : P es un S-bimodulo graduado},

Pics(R) = {[P] € Pic(R) : [P] = [Q.], para algun Q] € Pic?"(S5)}.
Entonces, Pic?"(S) y Pics(R) son subgrupos de Pic(S) y Pic(R), respectivamente.

Demostracion. Por el Ejemplo 2.3.2, es claro que Pic?"(S) es un subgrupo de Pic(S).
Ahora, si [P|] € Picg(R) y [P] € Picg(R), entonces existe [Q],[Q'] € Pic?"(S), tales
que [P] = [Q.] y [P'] = [Q.]. Afirmamos que (Q ®s Q). = Q. ®gr Q.. En efecto, por el
Ejemplo 2.3.2 (Q ®s Q') = > ,cc @y ®s Q-1 Considere ¢ : Q. ®r Q, — (Q ®s Q).
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la inclusién. Recordemos que para cada g € G, existen u ) € Sy vg € 9, tales que

nq_l (@)

€1 = > 0 u _lvg Asi, podemos considerar la funC|on p:(QRs Q) — Qe Rr Q,
definida cada q € Qg,q € Q- por

ng—1

(g ®sq) un ) @rolq

Para verificar que p esta bien definida, debemos ver que no dependen de la

descomposicion de ¢,-1. Supongamos que ¢,-1 = ]91 a(_)lbé ), entonces:
71971 n g—1
un(;ll Qr ’) ! qu 1u 1 QR v(z) !
=1
n g—1
= Z q Z ;jf)lb;j) uézzl Xr Uéi)q,
j=1

ng—1 n’ g—1

= Z Z qa ley)q’

=1 j=1

n -1

S STEIRNIY S
g—1
= Z qaé{)1 ®r béj)egflq’

n;71
=Y qa @pbyq
j=1

Por ende, la funcion p esta bien definida. Es claro que « es un monomorfismo. Resta ver
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que es sobreyectiva. Para esto, sean g € )y, ¢’ € @, entonces

n, -1
L(p(qg®sq)) <un 1®RU >
=3 i sl
i=1

n -1
=>_a@sulod
=1

=q®s€-1¢ =qRsq.

Asi, hemos probado que : es un isomorfismo. De esta forma, [P @z P'| = [Q. ®r Q.] =
[(Q ®s Q)] y por lo tanto, Picg(R) es un subgrupo de Pic(R). O

Para cualquier automorfismo o de S, denotamos por °S a S considerado como
(S, S)-bimddulo, con la accién a la izquierda dada por s’ - s = o(s’)s y la accion a la
derecha dada por el producto usual de S. Esta ultima seccion esta dedicada a mostrar
una conexién entre los grupos de cohomologia parcial y los grupos de Picard definidos
anteriormente. Para esto, debemos definir algunos grupos complementarios:

Inn(R) = {0 € Aut(R) | o(r) = trt~*, paraalgin ¢t € U(R)},
Inng(R) = {0 € Inn(S) | o(s) = tst™!, paraalgint € U(R)},
Aut?(S) = {o € Aut(9) | o(S,) C Sy, para todo g € G},
Autg(R) = {0 € Aut(R) | o puede ser extendido a h € Aut?"(5)}.

En 4, Proposicion 4.2, los autores presentan un diagrama conmutativo que relaciona los
grupos anteriormente mencionados, bajo la hipotesis de que el anillo S es fuertemente
graduado. A continuacion, mostramos los avances obtenidos al considerar el caso mas
general en el que S es épsilon-fuertemente graduado.

Teorema 2.4.2. Sea S un anillo épsilon-fuertemente graduado. Entonces existe un

4 A.DEL RIOy J. HAEFNER. “Actions of Picard Groups and Graded Rings”. En: Journal of Algebra 218.2
(1999), pags. 573-607.
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diagrama conmutativo

1 1 1
4 \ \:
1 — BYG,Z(R) % Imgp(S) & mn(R) — 1
lu Lig 13
1 — ZMG,Z(R) % Aut®(S) B Auts(R) — 1
lm 4 473
1 — HYG,Z(R) % Pic*(S) & Pics(R) — 1
!
1

con las filas y columnas sucesiones exactas, donde para cualquier ¢ € Z'(G,Z(R)),
tenemos que as(c) : S — S, aa(c)(s,) = c(g)sy, para todo g € G, s, € S. Ademas, o, es la
restriccion de o, a BY(G, Z(R)); as(c) = [*29S]; 81 y B, son restricciones; y 35([P]) = [F.]
para cualquier P € Pic?"(S). Finalmente, m, es la proyeccion canonica; my(c) = [°5];
m3(0) = [7R]; y los homomorfismos verticales, denotados por ., son inclusiones.

Demostracion. En la primera parte de esta demostracion, mostraremos que todas las
funciones involucradas estan bien definidas y son homomorfismos. Comenzamos con «;.

Sea ¢ € B'(G, Z(R)), entonces por (2.14), existe t € U(Z(R)) tal que c(g) = v,(t)e,t 7,
para cada g € G. Luego, para cada s, € S,

(1.1)

a1(c)(sg) = c(g)sy = 'Vg(t)egtilsg = til'Yg(t)Sg ="t

Sg4t.

Esto implica que a;(c)(s) = ¢t 'st, para todo s € Sy por lo tanto, a;(c) € Inng(S). Es
decir, o, esta bien definida. Ahora, si ¢ € Z'(G, Z(R)), entonces para cualquieras s, € S,
y s, € Sy, tenemos que

2(6)(sgs1) = c(gh)sgsn “2 c(g)rg(c(h))sesn = c(g)sge(h)sn = an(c)(sq)as(c)(sh).

Esto implica que ay(c) es un homomorfimos de anillos de S. Considere A(¢) : S — S5,
definida paracada g € Gy s, € S, por A(c)(sy) = c(g)~'s,. Asl,

(az(c) 0 A(e))(sq) = aa(c(g) ™" sg) = c(g)elg) ' sy = €95y = 54,



(A(e) © aa(0))(s) = Me(g)sy) = c(g)'c(g)sy = €45 = 5.

Esto implica que A(c) es la inversa de asy(c). Por lo tanto, as(c) € Aut(S) y ademas,
as(c)(Sy) = ¢(g9)S, C RS, C S,. Luego, as(c) € Aut? (S).

Para probar que a3 esta bien definida, supongamos que ¢, ¢ son 1-cociclos cohomologos.
Entonces existe f € BY(G,Z(R)) tal que c(g9) = f(g)c(g), para todo g € G. Por (2.14),
existe t € U(Z(R)) tal que ¢(g) = v,(t)t~'(g). Considere

p: @Oy g
S — ts '

Entonces para s, € Sy, s, € S;, vale que

©(sg - sn) = p(aa(c)(sg)sn) = te(g)sysn

= t'}/g(t)t_lcl(g)sgsh = tt_IVQ(t)CI(g)SQSh

) (g)sgtsn = as(<)(s0)(51) = 54 - o (s1),

Y ©(sg8n) = tsns, = ¢(sn)s,. Ademas, es sencillo ver que

()0—1: ag(c/)S N ag(c)S
S —  tls

es lainversa de ¢. Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo de bimddulos y dado que claramente
es graduada, concluimos que [*2(<)S] = [@2(¢) g,

Es claro que Inng(S) € Aut?(S) y Inn(R) C Auts(R); luego, 12 y t3 estan bien
definidas. Ahora, veamos m,. Sea o € Aut(S), queremos ver que [?S] € Pic(S). Considere
Y S® 7S — S, dada por ¢(s; ® s;) = o~ (s1)s,. Note que

U(s15 @ 59) = 0 (51)07 (5)s0 = U(s1 @ 07 (8)82) = Y(s1 @ 5 - 59),

para cada s, s;, s € S. Por ende, 1) esta bien definida. Comprobemos que efectivamente
1) sea un homomorfismo de bimddulos

V(s 81 ®82) =0 o(s))o " (s1)s2 = 507 (51)s2 = s9(81 @ 83),
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V(51 @ 595) = 0 (51)525 = (51 @ 53)8.

Note que definiendo v~ : S =7 S® “ 'S por 1(s) = o(s) ® 1g, para cada s € S tenemos
que

PV (Y(51 @ 89)) = (07 (51))0(52) @ 1g = 51 @ 0(52) - 1g = 51 @ 0 0 (82))1g = 51 @ 8.

Ademas, es claro que ¥ (¢"%(s)) = s y por consiguiente, i) es un isomorfismo de
S-bimodulos. Lo que implica que S es un bimodulo invertible. Por dltimo, como
o € Aut?’(S5), tenemos que o(S,) = S, y por lo tanto, S, ® S, C Sy,. En consecuencia,
[75] € Pic?"(S).

Similarmente, dado ¢ € Autg(R), por lo hecho en m,, [7R] € Pic(R). Mas aun, si
o' € Aut?’(S) es la extension entonces [7'S] € Pic?’(S) y [7S.] = [°R]. Luego,
[’R] € Pics(R) y asi, w3 esta bien definida. Es claro que j;, f, estan bien definidas y

todas las funciones anteriormente mencionadas son homomorfismos de grupos.

Finalmente, veamos (3 es un homomorfismo. Dado [P] € Pic?(S), probaremos
que [P.] € Pic(R). Tenemos que existen [Q] € Pic?" (S)y u: PRsQ — S, 7: Q®s P — S,
isomorfismos de S-bimodulos graduados. Como en la demostracion de la Proposicion
2.4.1 tenemos que (P ®s Q). = P, ®r Q.. Ademas, u, 7 son isomorfismos graduados y
por lo tanto, (P ®s Q). = S. =Ry (Q ®s P). = S. = R. De esta forma, lo anterior implica
que P. ®r Q. 2 Ry Q. ®r P. = R. Luego, [P.] € Pic(R). Con esto garantizado es claro
que [F,] € Picg(R). Note que (P ®s Q). = P. ®r Q. también implica que

63([P][Q]) = 63([P ®s Q]) = [(P ®s Q)e] = [Pe][Qe]'

Esto es, #3 es un homomorfismo de grupos. La conmutatividad del diagrama es inmediata
de las definiciones de los homomorfismos involucrados.

En esta segunda parte, demostraremos que las columnas forman sucesiones exactas.
De la Proposicion 1.2.4 es claro que la primera columna es una sucesion exacta. Veamos
que la sucesion

1 — Inng(S) 2 Aut? (S) 33 Pic"(S)

es exacta. Es claro que ¢, es inyectiva. Mostraremos que Inng(S) = Kerm,. Sea o €
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Inng(S), entonces existe t € U(R) tal que o(s) = tst™!, para todo s € S. Considere la
siguiente funcion
f: S — °5
s — ts

Es sencillo ver que f es un isomorfimo de S-bimddulos graduados y por lo tanto,
[S] = [°S]. Esto es, 0 € Kerm,. Reciprocamente, sea f : S — “S un isomorfismo
de S-bimédulos graduados. Entonces f~! es también un homomorfismo graduado y por
ende,

FAs) [ (1) = f(sf ' (1s)) = f(f ' (As)) = 1s,  f 1 (1s)f(Ls) = f(1sf ™ (1s)) = 1s.

Luego, f(1s) es un elemento invertible. Ademas, dado que 1¢ € Ry f es graduada,
concluimos que f(1g) € U(R). Por otro lado, sea s € S, entonces

f(ls)s = f(s) = f(sls) = s f(ls) = a(s)f(1s).

Esto implica que o(s) = f(15)sf(1s)~ !y asi, Ker m C Inng(S). Andlogamente, mostramos
gue la columna 3 es una sucesion exacta.

En esta dltima parte, resta probar que las filas son sucesiones exactas. Es claro
que [, 02 Yy B3 son epimorfismos. Veamos que la fila 1 es exacta. En primer lugar,
afirmamos que «; es inyectiva. En efecto, sea ¢ € Ker a;, entonces para todo g € G,
54 € S, tenemos que

€45g = Sg = a1 (c)sy = c(g)sq. (2.16)

Luego, el item vb) de la Proposicion 1.4.9 implica que ¢, = c(g), para todo g € G. Luego,
oy es inyectiva. Ahora, probaremos que Im «; = Ker ;. Sea A € Ker 3, entonces \(r) =
r, para todo » € R. Ademas, recordemos que existe t € U(R) tal que \(s) = tst™ !,
para todo s € S. Luego, » = ¢rt~!, para todo r € R. Esto es, t € Z(R). Considere
c € B™YG,Z(R)) dado por ¢(g) = v,(t*)e,t, para cada g € G. Entonces,

(1.1)

a1(c)(sy) = c(g)s, = Vo (t s, = ty, ()3, ts;t™', Vg€ G, Vs, €5,

En consecuencia, a;(c) = ). Reciprocamente, sea ¢ € B(G,Z(R)), entonces existe
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t € U(Z(R)) tal que c(g) = 7, (t)e,t . Asi,

Bi(a1(0)(r) = ar(e)(r) = cle)r = ye(t)tr =t

Por consiguiente, a1 (c) € Ker 5;. De esta forma, hemos probado que la fila 1 es exacta.

La inyectividad de «, se obtiene mediante un argumento analogo al utilizado para
ay. Veamos que Im o, = Ker 5. Sea ¢ € Z'(G, Z(R)). Entonces por (2.15) tenemos que
c(e)e. = c(e)ve(c(e))e.. Lo que implica que c(e) = 1y asi, ax(c)(r) = c(e)r = r, para todo
r € R. Reciprocamente seao € Ker 62, entonces o(r) = r, paratodo r € R. Sea g € G,
escribamos ¢, = 7, u'v'”,, con uf) € 5,0\, € S,-1. Para cada g € G, defina

’L
Eu v_l

Sea s, € S,. Entonces como o' es sobreyectiva, existe z, € S, tal que o' (z,) = s,. Asl,

g Ng
— Zug)afl(vg_)l)sg = Zuéi)afl _191:9 Zu _11'9 =x,=0(sy). (2.17)
i=1 i=1

Por otro lado, es claro que c¢(g) € RY c(g)e; = c(g). Note que dado r € R, s, € S,

i 1y, (i 217
c(g)rsy = Zué)a l(v;_)lrxg) = €1y =12y = 10(5,) @17 re(g)sg.

Una vez mas, por el item vb) de la Proposicidn 1.4.9, lo anterior implica que rc(g) = c(g)r
y por lo tanto, c¢(g) € Z(R)e,. Defina ¢(g) = 3.1, uéi)a(v;i,)l). Por lo hecho anteriormente,
tenemos que (g) € Z(R)y o~ !(s,) = ¢(g)s,. Luego,

€gSg = ‘7(071(59» =0(c(g)sg) = c(9)c'(9)5,-

Como se vale para todo g € Gy todo s, € S,, concluimos que ¢(g)c'(g) = €4, paratodo g €
G. De esta forma, hemos probado que ¢ € C'(G, Z(R)). Resta ver que ¢ € Z'(G, Z(R)).
Para esto, sean g, h € G, s, € S, ¥ s, € S,. Entonces

1.1

c(g)v4(c(h))egsgsn (LD c(g)sqc(h)sy, = o(sg)o(sn) = a(sgsn) = c(gh)sgsh.
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Luego, c(g)v,(c(h))e, = c(gh), para todo g,h € G. La ecuacion (2.17) implica que
as(c) = oy por tanto, Ker 55 C Im .

Por ultimo, veamos que la tercera fila es exacta. Empezamos probando que a3 es
inyectiva. Sea cls(c) € Ker as. Entonces as(c) € Inng(S) y por ende, existe ¢t € U(R)
tal que as(c)(s) = tst™!, para todo s € S. Por otro lado, como la fila 2 es exacta,
as(c) € Ker B3 y por lo tanto, la ecuacion anterior implica que ¢t € Z(R). Asi, para cada
g € G, s, €5, tenemos que

IPRGR) _ _
c(g)sy = tsgt 1= ty,(t 1)sg = 7,(t 1)1559.

Una vez mas, el item vb) de la Proposicién 1.4.9 implica que ¢ € BY(G,Z(R)) y por
consiguiente, s es inyectiva. Es sencillo ver que Im (a3) € Ker (f;). La otra contenencia
permanece aun sin demostracion, siendo este el Unico aspecto pendiente en nuestro
resultado. O
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