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RESUMEN

TITULO: DISCOS DELGADOS RELATIVISTAS CON FUENTE MATERIAL POLA-
RIZADA O MAGNETIZADA !

AUTOR: Anamaria Navarro Noguera 2

PALABRAS CLAVE: Relatividad General, ecuaciones de Einstein-Maxwell, discos rela-
tivistas, soluciones exactas, espacio-tiempo conformestatico, tensor de momentum-energia,
condiciones de energia, distribuciones tensoriales.

Descripcion:

Se presentan dos familias infinitas de discos delgados relativistas autogravitantes y axialmen-
te simétricos, uno compuesto por materia polarizada magnéticamente y el otro compuesto por
materia polarizada eléctricamente. Estos modelos se obtienen al solucionar analiticamente
las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el electrovacio para un espacio-tiempo conformestati-
co. Consideramos una funciéon métrica y un potencial electromagnético que presentan una
discontinuidad finita en su primera derivada normal a través del plano z = 0 con el fin
de producir una singularidad del tipo funciéon delta de Dirac, la cual interpretamos como
el efecto gravitacional y electromagnético causado por un disco delgado infinito de fuente
material polarizada electromagnéticamente en el plano z = 0. De acuerdo con la naturaleza
del espacio-tiempo, encontramos relaciones para la funciéon métrica y el potencial electro-
magnético en términos de una solucion a la ecuacién de Laplace, la cual expresamos como
una expansién de polinomios de Legendre y a la que aplicamos el método de “desplazamien-
to, corte y reflexion” con el fin de introducir las discontinuidades en la funciéon métrica y
el potencial electromagnético. Para los dos tipos de disco se obtienen las componentes del
tensor de momentum-energia superficial, los vectores polarizacién electromagnética, y los
campos electromagnéticos. Finalmente se analizan los dos primeros modelos de cada tipo
de disco, analizando cualitativamente el comportamiento de las cantidades fisicas bajo el
cumplimiento de las condiciones de energia del tensor de momentum-energia superficial. Por
ultimo probamos la convergencia de la masa total en todos los modelos.

!Trabajo de Grado
2Escuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo A.
Gongzalez V., Ph.D.



ABSTRACT

TITLE: RELATIVISTIC THIN DISKS WITH MATERIAL SOURCE POLARIZED OR
MAGNETIZED 3

AUTHOR: Anamaria Navarro Noguera *

KEYWORDS: General Relativity, Einstein-Maxwell equations, relativistic disks, exact so-
lutions, conformastatic spacetime, energy—momentum tensor, energy conditions, tensorial
distributions.

Description:

Two new families of exact solutions of the Einstein-Maxwell’s equations are presented, which
describe two axially symmetric infinite thin disks composed by electrically or magnetically
polarized material. In order to obtain the models, axially symmetric solutions for electro-
vacumm in a conformastatic spacetime are considered. The solution of Einstein-Maxwell’s
equations leads to a relation for the metric function and the electromagnetic potential in
terms of a solution of Laplace’s equation, which we take as an expansion of Legendre Poly-
nomials. It is assumed the electromagnetic potential and the metric function present a finite
discontinuity in their normal first derivative through a thin disk, which is introduced by
applying the “displace, cut and reflect” method on the solution of Laplace equation. Then,
the energy-momentum tensor, the electromagnetic fields and the polarization vectors are
found. We analyze the behavior of the first two models in a local reference frame, when
the energy conditions are fully satisfied. The convergence of the mass for all the models is
proved.

3Degree Work
4Escuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Advisor: Guillermo A.
Gongzalez V., Ph.D.



Capitulo 1

Introduccion

Una de las caracteristicas mas fundamentales de un sistema aislado en el universo es la
simetria axial, ejemplos importantes de esta clase de configuraciones son planetas, estrellas,
galaxias, discos de acrecion y agujeros negros. De acuerdo con esto, se han desarrollados
numerosos trabajos tanto en el marco de la Teoria Newtoniana de la Gravitacion como en el
de la Teoria de la Relatividad General. Ahora bien, en el contexto de la Teoria de la Relati-
vidad General, la construccion de soluciones fisicamente aceptables y auto-consistentes para
fuentes materiales y sus campos gravitacionales asociados es un problema de alta compleji-
dad. Para obtener estas soluciones se debe resolver simultaneamente el problema exterior,
cuya solucion determina el campo externo y es basicamente un problema de contorno pa-
ra las ecuaciones de Einstein de vacio; y el problema interior, cuya solucién determina la
estructura y la dindmica de la fuente en su propio campo gravitacional.

Por otro parte, al considerar como fuente un disco infinitesimalmente delgado, el problema
se reduce a formular condiciones de frontera adecuadas para la solucion exterior. Asi entonces,
se pueden obtener soluciones auto-consistentes que describan fuentes de materia con un
comportamiento fisicamente razonable. A pesar de su naturaleza altamente ideal, los modelos
relativistas de discos delgados son interesantes debido a su semejanza con sistemas astrofisicos
como los discos de acrecion, galaxias en equilibrio termodindmico y la superposicion de un
agujero negro con una galaxia. En consecuencia, una extensa cantidad de trabajos se han
dedicado a la obtencién y andlisis fisico de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein
correspondientes a este tipo de configuraciones. Los primeros modelos relativistas de discos
estéticos delgados fueron obtenidos en 1968 por Bonnor y Sackfield [1] y en 1969 por Morgan
y Morgan [2]. Desde entonces, varios autores han obtenido diferentes clases de soluciones
exactas correspondientes a discos delgados estéticos [3-13] y estacionarios [14-17], mientras
que la estabilidad de este tipo de modelos de discos delgados fue investigada en [18] utilizando
una perturbacion de primer orden del tensor de momentum-energia.

Fuentes discoidales para espacio-tiempos estacionarios axialmente simétricos con cam-
pos magnéticos son igualmente de importancia astrofisica, principalmente en el estudio de
estrellas de neutrones, enanas blancas y formacién de galaxias. Por otra parte, aunque nor-
malmente se considera que los discos con campo eléctrico no tienen una clara importancia
astrofisica, su estudio es de interés principalmente en el contexto de las soluciones exactas,
en donde la clara identificacion de la fuente material asociada a una soluciéon dada es un
problema bastante complejo. De esta manera, la obtencién y el andlisis fisico de esta clase
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de soluciones ha sido motivo de distintos trabajos, por ejemplo discos delgados como fuen-
te de campos de Kerr-Newman [19], campos magnetostaticos axialmente simétricos [20] y
métricas conformestaticas y conformestacionarias [21-23], mientras que modelos de discos
de polvo estaticos contrarrotantes cargados se presentaron en [24]. Discos de fluido perfecto
cargados también fueron estudiados como fuentes de espacio-tiempos estaticos [25,26] y de
tipo Taub-NUT [27], discos delgados rotantes como fuentes de espaciotiempos de Kerr-NUT
cargados y magnetizados [28], discos con halo esferoidal y campo magnético generado por co-
rrientes [29], discos con halo y campo eléctrico generado por cargas libres [30], entre muchos
otros trabajos.

Por otra parte, fuentes de campo magnético facilmente evidenciadas en la astrofisica son
los dipolos magnéticos como los de estrellas y planetas, sin embargo este tipo de fuentes han
sido estudiados en menor medida en el contexto de las soluciones exactas de las ecuaciones de
Einstein-Maxwell. Los tnicos trabajos relacionados fueron realizados por Giirlebeck, Bicak
y Gutiérrez-Pineres [31,32], en los que analizaron campos eléctricos y magnéticos generados
por capas dipolares eléctricas y magnéticas sobrepuestas a un espacio-tiempo de Schwarchild,
donde resuelven solamente las ecuaciones de Maxwell. En razén de lo expuesto, consideramos
de gran importancia encontrar soluciones exactas de discos delgados relativistas con materia
polarizada electromagnéticamente, con base en la evidencia observacional de los dipolos
magnéticos y como parte del progreso tedrico general de los discos delgados relativistas.
Es por esto que el objetivo del presente trabajo de grado es la construccion de dos modelos
relativistas de discos delgados y estaticos, uno compuesto por una fuente material polarizada
magnéticamente y el otro eléctricamente, por medio de la solucion analitica de las ecuaciones
de Einstein-Maxwell. El plan general del trabajo es el siguiente:

En el capitulo 2 encontramos las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el electrovacio para
una configuracion discoidal de materia compuesta por material polarizado electromagnéti-
camente empleando el formalismo distribucional de tensores. Con dos potenciales electro-
magnéticos correspondientes a un disco polarizado eléctricamente y a uno polarizado magnéti-
camente, resolvemos las ecuaciones de Einstein-Maxwell en un espacio-tiempo conformestati-
co, donde hemos supuesto que el tensor métrico junto con el potencial electromagnético
presentan una discontinuidad finita en su primera derivada a través del plano z = 0. Al re-
solver el sistema encontramos relaciones entre cada uno de los potenciales electromagnéticos
en términos de la funcion métrica, lo cual permite encontrar expresiones para las compo-
nentes del tensor de momentum-energia superficial del disco y los vectores de polarizacién
electromagnética en términos de la funcién métrica. Después, con el fin de poder analizar
el contenido fisico del disco, hacemos una transformacion a un sistema de referencia local-
mente Minkowskiano, en el cual los autovalores del tensor de momentum-energia superficial
del disco representan la densidad de energia superficial del disco, y las presiones principales.
La naturaleza conformestatica del espacio-tiempo permite expresar la funciéon métrica en
términos de una solucion a la ecuacién de Laplace, con lo cual todo el contenido fisico del
disco queda expresado en términos de una solucion de Laplace.

En el capitulo 3, debido a la simetria axial del sistema, consideramos como solucién a la
ecuacion de Laplace una expansién de polinomios de Legendre, a la cual aplicamos el método
“desplazamiento, corte y reflexién” con el fin de introducir las discontinuidades en las prime-
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ras derivadas de z, las cuales representan el efecto gravitacional y electromagnético causado
por el disco. De esta manera encontramos las expresiones generales del contenido fisico de los
discos para una familia infinita de modelos. Finalmente analizamos el comportamiento de los
dos primeros modelos de cada tipo de disco, el cumplimiento de las condiciones de energia
del tensor de momentum-energia superficial, la densidad de energia superficial, las presiones
principales, los campos electromagnéticos y los vectores de polarizacion electromagnética.
Por 1ltimo, demostramos la convergencia de la masa total de todos los modelos.



Capitulo 2

Modelo de Discos con Polarizacion
Electromagnética

2.1. Preliminares

Uno de los métodos para obtener discos delgados en Relatividad General es a partir de
soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein—-Maxwell en las que se intro-
duce una discontinuidad finita en la primera derivada del tensor métrico a través del plano
z = 0. Esta discontinuidad puede representarse por una funcién de Heaviside de tal forma
que, dado que el tensor de curvatura es lineal en las segundas derivadas del tensor métrico y
cuadratico en las primeras derivadas, tendra términos proporcionales a la distribucion delta
de Dirac con soporte en z = 0; estos términos se interpretan como el efecto gravitacional
causado por una distribucién de materia discoidal en el plano z = 0. Por otra parte, si con-
sideramos un potencial electromagnético con una discontinuidad como la del tensor métrico
en el plano del disco, se genera un término proporcional a la distribucion delta de Dirac
en la derivada covariante del tensor electromagnético; éste término puede ser interpretado
como el efecto causado por fuentes electromagnéticas en el plano del disco. En éste capitulo,
por medio del formalismo de distribuciones tensoriales, hallamos las ecuaciones de Einstein-
Maxwell para una configuracién discoidal de materia polarizada electromagnéticamente, y
las resolvemos en un espacio-tiempo conformestatico para dos casos particulares de potencial
electromagnético con tal de obtener un disco polarizado eléctricamente o magnéticamente.
Con el fin de analizar los resultados obtenidos, hacemos un cambio de base a la de un ob-
servador localmente Minkowskiano. Por tltimo, debido a la naturaleza del espacio-tiempo,
encontramos una manera de expresar todo el contenido de los discos como funciones de una
solucién a la ecuacion de Laplace.

2.2. Ecuaciones de Einstein-Maxwell para distribucio-
nes discoidales de materia

En un espacio-tiempo estatico y axialmente simétrico, donde la tnica distribucion de
materia corresponde a un disco infinitesimalmente delgado en la superficie z = 0, el tensor

13



14 Capitulo 2. Modelo de Discos con Polarizacion Electromagnética

métrico tiene simetria respecto a la superficie del disco de la forma

gaﬁ(ra Z) = gaﬁ(ra _Z>7 (2'1>

de tal manera que, para z # 0,

Gap,2 (T, 2) = —gap (1, —2). (2.2)

Supondremos que el tensor métrico es continuo en la region del disco, lo cual se puede escribir
como

[908] = asl:=0+ = Japl:=0- =0, (2.3)

donde [gap] se conoce como el salto del campo g,z a través de z = 0 y los superindices
+ y — representan las zonas superior e inferior al plano. Con el fin de introducir el efecto
gravitatorio generado por el disco, supondremos que el tensor presenta una discontinuidad
finita en su primera derivada normal al disco, la cual sera descrita por el tensor b,g, definido
como

baﬁ = [gaﬁ,Z] = gaﬁ7Z|Z=0+ - gaB,Z|Z=0— = 29a5,2|Z=0+7 (2'4>

donde se ha tenido en cuenta la simetria de reflexiéon con respecto al eje z = 0. Supondremos
ademas que la materia que conforma el disco esta polarizada electromagnéticamente de modo
que el potencial electromagnético A,, al igual que el tensor métrico, tiene simetria respecto
a la superficie del disco de la forma

An(r, z) = An(r, —2), (2.5)
de tal manera que, para z # 0,
AL (r,2) = —Aq (1, —2). (2.6)
Suponemos que A, es continuo en la regién del disco,
[Aa] = Aal.=o+ — Aals=0- =0, (2.7)

y presenta una discontinuidad finita en su primera derivada, que puede ser representada
como

[Aa,z] = Aa,z‘z:0+ - Aa,z‘z:O* = 2Aa‘z:0+a (28>
donde hemos tenido en cuenta la simetria respecto a z = 0.

Por otra parte, las ecuaciones de Einstein-Maxwell en unidades de Heaviside-Lorentz
geometrizadas, donde ¢ = 87G = pg = € = 1, en un espacio-tiempo libre de corrientes y
cargas libres, estan dadas por

Gap=Tos +Tis+Tog”, (2.9a)

Faﬁ;ﬂ - Ma6;67 (2.9b)

donde
Fop = Apa — Aap, (2.10)
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es el tensor electromagnético y M,z es el tensor de polarizacién electromagnética [33]. El
tensor de momentum-energia tiene una componente que corresponde a la materia T]?f , una
al campo electromagnético TI?B , dada por

1
T;B _ FaMFﬁu _ ZgaﬁFWFW’ (2.11)

y una a la interaccion electromagnética con la materia polarizada TI?JB\/[, expresada como
B
Toh, = —F*,M°", (2.12)
la cual es consistente con las leyes de la termodindmica de medios continuos [33,34].

La formulacién distribucional tensorial [35-37] nos permite expresar el tensor métrico g,z
de la forma
9ap = 9agO(2) + gop {1 — O(2)}, (2.13)
siendo gfﬁ el tensor métrico en las regiones superior e inferior al disco y ©(z) la distribucién
de Heaviside definida segin

1, z2>0,
O(z)=4q 3, 2=0, (2.14)
0, z<0.
El tensor de Ricci puede ser expresado como
Rop = RY40(2) + Rog {1 — O(2)} + Hapd(2), (2.15)

donde 6(2) es la distribucién de Dirac con soporte en la superficie z = 0 y H,z esta dado
por

1
Haﬁ - 5 (bza Zﬁ + bzﬁéza - bﬂuéza(szﬁ - gzzbaﬁ) ) (2'16)

donde todas las cantidades deben evaluarse en z = 07. Al reemplazar la expresion para el
tensor de Ricci (2.15) en el tensor de Einstein,

1

Gaﬁ = Raﬁ - 5905R7 (217)
se obtiene

Gop = G130(2) + G5 {1 — O(2)} + Qapd(2), (2.18)

donde 1
Gag = Ras — 59051, (2.19)

Y 1
Qaﬂ Haﬁ §ga/3H> (220)

donde H = g**H .

El potencial electromagnético A, y su derivadaA, g, siguiendo la formulacién distribu-
cional, se pueden escribir del siguiente modo

Aq = ATO(2) + AZ{1 — O(2)}. (2.21)
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Ay = A(‘;ﬁ@(z) + A, 5{1 - 06(2)}. (2.22)

Entonces, reemplazando (2.22) en (2.10) encontramos que el tensor electromagnético puede
escribirse como

Fus = F50(2) + Fp{1 — 0(2)}, (2.23)

y, reemplazando (2.23) en (2.11), obtenemos para el tensor de momentum-energia electro-
magnético la expresion

TP =T () + T2 {1 - 0(2)}, (2.24)

+
donde TI?B estd dado por (2.11). El tensor de polarizacién electromagnética y el tensor de
momentum-energia de materia se pueden escribir como

MP =TI°P§(2), (2.25)
Ty = 7376 (2), (2.26)

dado que sélo en la regién del disco, en el plano z = 0, existe materia y ésta se encuentra
polarizada electromagnéticamente. Los vectores polarizacion eléctrica y magnética del disco
estan definidos como

P, = Uﬁnﬂm (2.27)
1
M = igaﬁﬂ”ﬂwuﬁ (2.28)

respectivamente, donde ug es la velocidad del observador y e*# es el tensor de Levi-Civita.
Al reemplazar (2.23) y (2.25) en (2.12), encontramos que el tensor de interaccién electro-
magnética puede escribirse de la forma

Tivy = Tind(2), (2.29)
donde
o = Fo I, (2.30)
con
B Fa + + Fa —
O;: = %’ (2.31)

en la que todas las cantidades deben ser evaluadas en z = 0F.

Podemos escribir la derivada covariante del tensor electromagnético y del tensor de po-
larizacion electromagnética como

A D A
VEgF s = (B0 ,) + [F7] 6%0(2), (2.32)
V=gMP 5 =11 ;6(z) + 1%/ (2), (2.33)
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donde Fo8 = \/=gFf y TI*F = \/—gII*®. Asi, al reemplazar (2.32), (2.33), (2.24), (2.29) y
(2.26) en las ecuaciones de Einstein-Maxwell (2.9) y después de realizar una comparacion de
términos, obtenemos los sistemas de ecuaciones

Gt = (TE)™, (2.34a)
FP, =0, (2.34b)
para las regiones 2 >0y 2 <0, y
Qap = Tag + Tag (2.35a)
[FW} — 17, (2.35b)
[ = 0, (2.35¢)

para la region del disco, el plano z = 0.

2.3. Tensor de momentum-energia superficial

De la ecuacion (2.35a) podemos despejar el tensor TO%, asi se obtiene

= Qas ~ Tap (2.36)

por medio de esta ecuacién, el tensor de momentum energia correspondiente a la materia se
puede expresar como

To5 = (Qas — Tag ') 0(2), (2.37)

la cual nos permite calcular el tensor de momentum energia superficial del disco, el cual
estd dado por la integral

Sap = /T%dsn = /9. (Qaﬁ — TfBM) , (2.38)

donde ds, = \/g..dz es la medida fisica de longitud en direcciéon normal al disco.

En una tétrada ortonormal como la del “Observador Localmente Estatico” (LSO) [22],
un observador en reposo con respecto al infinito, definido como

el = e Vo, (2.39a)
el = Vs, (2.39b)
elp) = ewég/r, (2.39¢)
el = €02, (2.39d)

donde €o) s la cuadrivelocidad del observador, el tensor de momentum energia superficial
se puede descomponer de la forma

Sap —ae()e(ﬂ) + pre ()e(ﬂ) + ppelPey )+pz (e (z) (2.40)
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donde o representa la densidad de energia superficial del disco, p, la presién radial, p, la
presién en azimutal y p, la presién normal [38], los cuales son los autovalores del tensor en
la tétrada ortonormal,

o= Sw; (2.41)
Pr = S)(r)s (2.42)
Po = S()(@) (2.43)
P = S)(2); (2.44)

estas componentes se calculan mediante la relacion
S@)8) = Suv €a)€(3); (2.45)

con S,p dado por (2.38).

Es razonable esperar que el tensor de momentum-energia superficial del disco satisfaga
ciertas condiciones, como que la densidad de energia sea positiva y domine sobre las presiones.
Dichos requerimientos se expresan en las condiciones de energia, las cuales son:

1. Condicion débil de energia: La densidad de energia medida por un observador
arbitrario no puede ser negativa.

2. Condicién fuerte de energia: La densidad de masa medida por un observador ar-
bitrario no puede ser negativa.

3. Condicién dominante de energia: El vector densidad de flujo de energia medido
por cualquier observador debe ser un vector temporal o nulo orientado hacia el futuro.

Estas condiciones de energia estdn resumidas en las siguientes desigualdades

o>0, (2.46a)

o] > |pil, (2.46b)
o+p; >0, (2.46¢)
o+pr+ps+p.20, (2.464d)

mediante las cuales se evalia si un modelo de distribucién de materia es fisicamente razona-

ble.

Por otra parte, por medio del tensor de momentum-energia superficial podemos calcular
la masa total del disco. Una definicién para la masa total de un espacio-tiempo estacionario
y asintéticamente plano fue desarrollada por Komar [38], y se expresa como

1
M=2 / [T(w - —Tgaﬁ} ¢, ds, (2.47)
5 2
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donde n® es el vector unitario perpendicular a la hipersuperficie, fa) es el vector de Killing
tipo tiempo y dX es el elemento de volumen. Para calcular la masa del disco, tenemos que el
vector normal estd dado por n® = e, el vector de Killing por £} = ewe‘é), dY¥ = re3¥drdodz
y Top = €¥Sap0(2), entonces la ecuacién (2.47) se reescribe como

1
M = 2/ |:Saﬁ - éSgag] e‘é)ez)re’wé(z)drd¢dz. (2.48)
>

Considerando que en la tétrada ortonormal el tensor de momentum energia superficial S,z
se puede descomponer segtn (2.40), tenemos que

1 . 1
|:Sa5 - asgaﬁ] €(t)€(ﬁt) = 5 ( + Pr + Do +pz> ) (2‘49)

reemplazando (2.49) en (2.48) y evaluando las integrales en ¢ y 2z encontramos
M = 271/ (o + D+ py + p.) re”Vdr, (2.50)
0

la cual es la expresion general para el cdlculo de la masa de los discos en términos de los
autovalores del tensor de momentum-energfa superficial en la tétrada ortonormal (2.39).

2.4. Disco Polarizado Magnéticamente

Con el fin de estudiar las ecuaciones de Einstein-Maxwell deducidas en la seccién 2.2,
las ecuaciones (2.34) y (2.35), las estudiamos en un espacio-tiempo conformestatico [39,40],
cuyo elemento de linea en coordenadas cilindricas, % = (t,7, ¢, 2), se puede expresar como

ds® = —e®dt* + e (dr® + r’d¢® + dz?) , (2.51)

donde la funcién métrica v tiene dependencia » = 1(r, z), para que el espacio-tiempo sea
axialmente simétrico. La coordenada ¢ varfa en el intervalo usual [0,27), r entre [0,00) y 2
entre (—00,00).

Consideramos que el disco delgado contiene solamente materia polarizada magnéticamen-
te, por lo tanto el vector potencial electromagnético esta dado por

A, = (0,0, A,0), (2.52)

donde suponemos que la funcién A tiene simetria respecto a la superficie del disco de la
forma

A(r,z) = A(r, —2), (2.53)

es continua en la regién del disco,

[A] = Al.=o+ — Als=0- =0, (2.54)
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y presenta una discontinuidad finita en su primera derivada, que puede ser representada

como
[A.] = A |.—or — A.l.—o- = 24 _|.—0+, (2.55)

donde se ha tenido en cuenta la simetria de reflexion respecto al plano z = 0.

Por medio de la ecuacién (2.35¢), encontramos que las componentes no nulas del tensor
polarizacién electromagnética del disco son 11,4 y —II,, considerando esto, el vector pola-
rizacion magnética (2.28) sélo tiene una componente, la cual estd en la direcciéon z dada

por
M, = €311, /7%, (2.56)

para la cual hemos tomado como velocidad al vector e, definido en (2.39). Despejando de
esta ecuacion II,, y teniendo en cuenta que el tensor de polarizacion electromagnética es
antisimétrico, tenemos que

I,y = —M4 = e 27’ M,. (2.57)

Con estas componentes y las ecuaciones (2.34a) y (2.34b), encontramos el siguiente sistema
de ecuaciones

2p,1p 17 + €M ALA L =0, (2.584)
20707 — eV A% =0, (2.58b)
2% — e A% =0, (2.58¢)

V2 — Vi - Vip = 0, (2.58d)

donde V es el operador diferencial usual en coordenadas cilindricas. Las ecuaciones (2.58a),
(2.58b) y (2.58¢) implican las relaciones

A, =2V, (2.59a)
A, =21y, (2.59Db)

cuyas condiciones de integrabilidad estdn garantizadas por la relacién(2.58d). De la ecuacion
(2.35b) obtenemos la ecuacién diferencial para M,

rM., + M.(1—11,) +2V2e*9, =0, (2.60)

la cual tiene solucion
M, =2v2(e" —1), (2.61)

donde la constante de integracion se ha elegido igual a cero. Finalmente, con las expresiones
para las derivadas del potencial electromagnético A, las componentes no nulas del tensor de
momentum-energia superficial del disco son

Sy = 4e* (2.62)
Sy = V2re 39 M, (2.63)
S¢¢ = TQSTT, (264)

definidas por la relacién (2.38).
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2.5. Disco Polarizado Eléctricamente

Ahora, analizaremos un disco delgado con fuente material polarizada eléctricamente si-
guiendo los mismos pasos de la seccién 2.4 y considerando el mismo elemento de linea (2.51).
En este caso el vector potencial electromagnético esta dado por

Ay = (=x,0,0,0). (2.65)

Segun las caracteristicas del potencial electromagnético descritas en la seccion 2.2, suponemos
que la funcion x tiene simetria respecto a la superficie del disco de la forma

x(r,z) = x(r, —2), (2.66)

es continua en la regién del disco,

[X] = Xls=0+ = X[:=0- =0, (2.67)

y presenta una discontinuidad finita en su primera derivada que puede ser representada como

[X,z] - X,z|z:04r - X,z|z:0* = 2X,z|z:0+> (268)
donde se ha tenido en cuenta la simetria de reflexion respecto al plano z = 0.

Por medio de la ecuacién (2.35¢) y considerando la simetria axial del sistema, encontramos
que las componentes no nulas del tensor de polarizacion electromagnética del disco son I,
y II;-; considerando esto, el vector polarizacién eléctrica (2.28) sélo tiene una componente,
la cual esta en la direccion radial, dada por

P, = e VIl /17, (2.69)

para la cual hemos tomado como velocidad al vector €{0)> definido en (2.39). Despejando
de esta ecuacién II,; y teniendo en cuenta que el tensor de polarizacion electromagnética es
antisimétrico, tenemos que

I, = —1II, = Pe’. (2.70)

Con estas componentes y las ecuaciones (2.34), encontramos el siguiente sistema de ecuacio-
nes

X —2e*% = 0, (2.71a)

X% = 2e*9% =0, (2.71b)
XXz — 2621, = 0, (2.71c)
V2 — Vi - Vip = 0, (2.71d)

donde V es el operador diferencial usual en coordenadas cilindricas. Las ecuaciones (2.71a),
(2.71b) y (2.71c¢) implican una relacién funcional x = x(¢) de la forma

X=v2 (e —1), (2.72)
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donde el valor de la constante de integracion ha sido elegida de tal manera que el potencial
electromagnético corresponda al de una fuente de extensién finita, se anule cuando r tiende
a infinito. De la ecuacion (2.35b) obtenemos la ecuacién diferencial para P,

PP, + Pl —19,) +2V2ri, =0, (2.73)

la cual tiene como solucion

2v/2¢¥
PT’ = — \/_e /T@Z),ze_wdr, (274)
T

donde la constante de integracion se ha elegido igual a cero. Finalmente, teniendo en cuenta
la expresion para el potencial electromagnético y, las componentes no nulas del tensor de
momentum-energia superficial del disco son

S = ¢ (40 — V2P, ), (2.75)
Sy = V2e 71, P, (2.76)

definidas por la relacién (2.38).

2.6. Contenido de los Modelos en un Sistema de Refe-
rencia Localmente Minkowskiano

Con el fin de analizar el contenido fisico de los discos, hacemos una transformacion a una
tétrada ortonormal de vectores definida por las relaciones (2.39), la cual ubica al observador
en una posicién local, en la cual calculamos las componentes del tensor de momentum-energia
superficial, los campos electromagnéticos y los vectores de polarizacion electromagnética, .

Para el disco con materia polarizada magnéticamente encontramos las siguientes expre-
siones para las componentes del tensor de momentum-energia en la tétrada

o= 4ep (2.77a)
pr= V2" M., (2.77b)
Dy = Drs (2.77¢)
p, = 0. (2.774d)
El campo magnético en la base ortonormal se calcula mediante la expresion
1 v

Ba) = Bueé‘a) = aguﬁ)\yF’\ uﬁeé‘a), (2.78)

donde u® es la cuadrivelocidad del observador. Sus componentes no nulas son
B(r) = —\/5 €w77/)’r, (2.79&)

By = —V2 %, (2.79b)
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Podemos escribir estas componentes en términos del potencial electromagnético de la forma

By = A/, (2.80a)
By = —A,e*/r, (2.80b)

segtn las expresiones del potencial electromagnético (2.59). La polarizacién magnética en z
en la base ortonormal esta dada por

My = Mpe(,y = Moe? =2v2 (1 —¢). (2.81)

Para el disco con materia polarizada eléctricamente encontramos las siguientes expresio-
nes para las componentes del tensor de momentum-energia en la tétrada

o= e’ (41/;,2 — \/ﬁw,ra) , (2.82a)
pr= V2 ,e’ Py, (2.82b)
Pp =Pz = 0. (282C)

El campo eléctrico en la base ortonormal se calcula mediante la expresién
Ew = Eueé‘a) = Wu”eé‘a), (2.83)
donde u® es la cuadrivelocidad del observador. Sus componentes no nulas son

Ew=—V2 ey, (2.84a)
Euy=—V2 e, (2.84b)

La polarizacién eléctrica radial en la base ortonormal esta dada por

2v/2e?¥
Pyy = Pﬁe(ﬁr) = Pe¥ =— V2e /rw,zewdr. (2.85)
r

Segun las expresiones (2.79) y (2.84) encontramos que los campos eléctrico y magnético
para los dos tipos de disco son iguales, por lo tanto las ecuaciones de sus lineas de campo
seran idénticas. Las lineas de campo magnético pueden obtenerse al resolver la ecuacién
diferencial

dz dr
= ) (2.86)
B B
la cual al sustituir las componentes (2.80) puede escribirse como
dA=A,dr+ A_.dz = 0. (2.87)
En consecuencia, la ecuacién
A(r,z) =k, (2.88)

con k constante, puede utilizarse para obtener las lineas de campo magnético.
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Figura 2.1: Método de “desplazamiento, corte y reflexion”

2.7. Solucién para la Funcion Métrica ¢

En la seccion anterior encontramos expresiones para todas las cantidades que describen
el comportamiento de los discos, la densidad superficial de energia, las presiones, los campos
electromagnéticos y los vectores de polarizacién electromagnética en términos de la funcién
métrica 1. Por otra parte, en las secciones 2.5 y 2.4 hemos encontrado la ecuacion

V2 — Vi - Vip = 0, (2.89)

(2.58d) para el disco polarizado magnéticamente y (2.71d) para el disco polarizado eléctri-
camente y puede ser escrita como

V?(e7?) =0, (2.90)

la cual es la ecuacién de Laplace V2U = 0. Por lo tanto podemos expresar la funciéon métrica
de la forma

eV =1-U, (2.91)

donde U(r, z) es una solucién a la ecuacién de Laplace que se anula apropiadamente en el
infinito con el fin de que el espacio-tiempo sea asintéticamente plano.

Entonces, podemos expresar todas las cantidades fisicas en términos de la funcion U. Para
el disco polarizado magnéticamente, podemos expresar la densidad de energia superficial, la
presion radial, la polarizacion radial, el campo eléctrico y la masa total de la forma siguiente
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o= %, (2.92a)
Dr =Dy = —%, (2.92b)
M) _i\_fi?g, (2.92¢)
By = (f%32, (2.92d)
B, —(1\/_57(](]’2)2, (2.92¢)
M =87 /: U ((itg))rdr, (2.92f)

y de igual forma para el disco polarizado eléctricamente encontramos
o= ﬁ [U,Z + (1[_]7’;])7“/[]%7"037"] , (2.93a)
Dr = —%/Uﬂ“dﬁ (2.93b)
Pyy = %/Uﬁdr, (2.93c¢)
Epy = (1\/_5%)2 (2.93d)
E.y = —(1\/_57(](]’2)2, (2.93e)
M = 8n /r: %, (2.93f)

donde las cantidades o, p,, py, M(s), P deben evaluarse en z = 0". Tenemos entonces a
todas las variables del modelo expresadas en términos de la funcién U(r, 2).

Ahora bien, las soluciones que correspondan a un disco delgado infinito deben ser fun-
ciones simétricas de z con su primera derivada en z discontinua en z = 0. Entonces, con el
fin de obtener este tipo de soluciones, asumiremos que U(r, z) es continua al igual que sus
derivadas y realizaremos la transformacion

z— |z] +a, (2.94)

donde a es una constante positiva. Esto lo hacemos con el fin de introducir las discontinui-
dades que generan el efecto de un disco delgado infinito polarizado electromagnéticamente,
es decir, las ecuaciones (2.4) y (2.8). Este método fue implementado por Kuzmin y Toomre
y se conoce como el método “desplazamiento corte y reflexion”, el cual se puede observar
graficamente en la figura 2.1.



Capitulo 3

Analisis de los modelos obtenidos

3.1. Preliminares

En este capitulo evaluamos una solucién particular de la ecuacion de Laplace y aplican-
do el método desarrollado por Kuzmin—-Toomre en gravedad Newtoniana, se introducen las
discontinuidades que representan el efecto causado por un disco delgado infinito. Asi obte-
nemos las expresiones generales de las funciones que describen los modelos, las componentes
del tensor de momentum-energia, los campos electromagnéticos, los vectores de polarizacién
electromagnética y la masa total. Analizamos estas funciones para dos modelos particulares
de cada tipo de disco y por ultimo demostramos que la masa total de los discos converge
para toda la familia de soluciones por medio del teorema de comparacion del limite.

3.2. Solucién de la Ecuacién de Laplace

En el capitulo anterior expresamos las variables que caracterizan los dos tipos de disco en
términos de una funcién solucién a la ecuacion de Laplace U. Pensando en nuestro sistema
axialmente simétrico, es razonable que expresemos dicha funcion de la forma

"L C,P,(cos b
U(R,0), = STl (3)
=0

donde C; son constantes y P;(cos#) son los polinomios de Legendre. Ademés,
R=+r?+ 22 (3.2)

en la que r es la coordenada radial y z es la coordenada perpendicular al plano del disco.
La funciéon se anula cuando r tiende a infinito, garantizando que el espacio—tiempo sea
asintéticamente plano, ecuacién (2.91). Como se explicé en el capitulo anterior, aplicaremos
la transformacién (2.94) con el fin de producir las discontinuidades que originan el disco.

26
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3.3. Disco Polarizado Magnéticamente

Expresando como solucién de Laplace U a la expansién de polinomios de Legendre (3.1),
y después de realizar la transformacién (2.94) tenemos

" C
Uvn|z:04r = - Z RZ—LPZ(Q/RO)a (33)
1=0 =0
Ol +1
Un,z‘z:O‘F = Z %PH*l(a’/RO)? (34>
=0 RO
~ C/P/(a/Ry)
Un,r|Z:0+ = Z W7 (35)
=0 0

donde

Ry = Vr? 4 a?, (3.6)
por medio de las cuales encontramos las expresiones generales para el célculo de la densidad
de energia superficial del disco
1[5 U /)

=0

- [1:i & (G/Ro)r’ <3.7>

=0

la presion radial y azimutal

1|35 s/ R0)| |5 S Prta/ o)

=0 =0

Pr =Py = , (3.8)

- 2

1+ 3 R/ )
=0

la magnetizacién en direccion z

e [z sk P/ o)

M) =— ; (3.9)
1 + Z Rl+1 PZ(Q/RO)

las componentes del campo magnético

" ¢,P (a/R
va {z A ﬂ

=0 0

2
<1+Z?0Rl+1-Pl a/RO )

va[$ gty PHl(a/Ro)}

=0

By = — (3.10)

By = - (3.11)

[1 4 lzo n l(a/Ro)}
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y para la masa total del disco

N {Z fgﬁfﬁ%’PZH(a/RO)} { -2 i (a/RO)} rdr

=0 =

(£ Rmma/Ro)}

(3.12)

A continuacién, evaluaremos el comportamiento de estas funciones para los modelos n = 0
yn=1.

3.3.1. Modelon =20

Analizaremos las soluciones correspondientes al primer término de la expansion de poli-
nomios de Legendre, reemplazando n = 0 en la ecuacion (3.1), de este modo la funcién U
quedara representada por la expresion

Co
U= ———. (3.13)
V2 4 22
Para ello, reemplazamos n = 0 en las expresiones para la densidad de energia, las presiones
principales, los vectores electromagnéticos y los campos electromagnéticos, y después apli-
camos el método “desplazamiento, corte y reflexion” que introduce las discontinuidades que
originan el disco.

Encontramos que para este modelo, la densidad de energia superficial estda dada por la
expresion

4000,
__ “boa 3.14
77 Ro(Ro + Co)?’ (3.14)

Ry = V1?2 +a?. (3.15)

Normalizando y adimensionalizando la expresion por medio de las definciones r = ar, Cy =
aCy , Ry = aRy, obtenemos

donde

_ o (1 —+ 60)2
AN G i) 3.16
7 (o) Ro(RO -+ 00)2 ( )

en la cual a
4Cy
00 =0|(p—p) = ———=—. 3.17
0= le=0 = TRy (3:17)
Las presiones radial y azimutal quedan representadas por la expresion
4C3a
=Py = = 3.18
y al normalizar y adimensionalizar obtenemos
_ _ pr 1+ CO 2
Dr = Pg == ( - )_ ; (3.19)

Py Ry’ (Ro+Cy)?
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donde ,
4C)y
v = Dol (o) = ————=——. 3.20
Prq p |( 0) a(1_|_00)2 ( )
La magnetizacion en direccion z queda representada por la expresion
2:/2C
M) = L, (3.21)
(Ro + Cp)
la cual al normalizar y adimensionalizar se convierte en
_ M, 1+ C
My =6l = 2120 (3.22)
M, ()9 o+ Co
en la cual V30
24/2C
My = M), = (3.23)

1+ 00 .
Segun las expresiones (3.14) y (3.18), las condiciones de energia (2.46) se satisfacen sélo si
Co = a. Con este valor para la constante presentamos en la figura 3.1 las gréficas para la
densidad superficial de energia y las presiones radial y azimutal, ecuaciones (3.16) y (3.19),
grafica que muestra que en el centro de la estructura discoidal la densidad de energia y
las presiones tienen su valor maximo y a medida que la coordenada radial aumenta sus
valores disminuyen considerablemente hasta tender a cero; ademéas son funciones suaves y
no presentan singularidades. En la figura 3.2 presentamos la gréfica de la magnetizacion en
direccién z, ecuacién (3.22), tomando Cy = a, en la que encontramos que en el centro del
disco existe una concentracion maxima de dipolos magnéticos orientados en la direccion z,
la cual decae conforme la distancia desde el centro del disco aumenta.

Por otra parte, las derivadas del potencial magnético A, estan dadas por las expresiones

0 (1
Ar = —\/50025 (E) s (324&)

2
.
A, = —\/500@ (3.24b)

Podemos asi expresar el potencial magnético de una forma més general como

Alr, 2) = / Aydr + f(2): (3.25)

donde f(z) es una funcién que depende tnicamente de z. Sustituyendo la ecuacién (3.24a)
en la anterior, se tiene

Alr,2) = —/2Cyz (%) +F(2). (3.26)

derivando esta expresion respecto a la coordenada z y reemplazando (3.24b) encontramos
que f(z) es una constante, la cual tomaremos como cero; asi el potencial queda expresado
por

A(r,z) = —200%. (3.27)
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Figura 3.1: 0, p, y py del disco polarizado Figura 3.2: M, del disco polarizado
magneticamente para el modelo n = 0, magnéticamente para el modelo n = 0,
ecuaciones (3.16) y (3.19) con Cp =1 ecuacién (3.22) con Cy =1

Haciendo la transformacion (2.94) e igualando el potencial a una constante C'y tenemos

Cu= (=] + a) (3.28)
\/ 2 + (2] + a)?
resolviendo r de esta expresion obtenemos la ecuacion para las lineas de campo magnético
7 = Cte()z] + 1), (3.29)
donde
C—, 2
Cte = /2 (TO) —1, (3.30)
Ca

yr =ar, z = az, Cy = aCy, C4 = aCy. En la figura 3.3 presentamos las lineas de campo
magnético, ecuacion (3.29).

3.3.2. Modelo n=1

Del mismo modo que en la seccién 3.3.1, analizaremos las soluciones correspondientes al
primer y segundo término de la expansion de polinomios de Legendre, reemplazando n = 1
en la ecuacion (3.1); la funcién U quedard representada por la expresién

CO 012
Para ello, reemplazamos la ecuacién (3.31) en las funciones que describen el disco, y después
aplicamos el método “desplazamiento, corte y reflexion”.

U = — (3.31)
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Figura 3.3: Lineas de campo magnético del disco polarizado magnéticamente para el modelo
n = 0, ecuacién (3.29)

Encontramos que en este modelo, la densidad de energia superficial esta dada por
4R0 (COCLR% + Cl [2@2 — 7’2])
g =
(Rg + C()Rg + C’la)2

: (3.32)

donde
Ry = Vr?+a?. (3.33)

Ahora bien, normalizando y adimensionalizando la expresion por medio de las definiciones
r =ar, Cy = aCy, C; = a®>C, , Ry = aRy, obtenemos

o Ro(GR+Ci2=7) (1+Co+ O’

g=—= - — — 55— - , (3.34)
o0 (B’ + CoRe” + C1) (G +201)
en la que - -
4 (Cy + 2C4
og = Ul(r:O) = ( — _) R (335)
a (1 + C() + Cl)
Las presiones radial y azimutal estan dadas por
4 (C()R2 + C’la) (COCLRQ + Cl (2(12 — 7“2))
Pr=ps = e ° ; : (3.36)
RO (RO + CORO + Ola/)
y normalizando y adimensionalizando la expresién obtenemos
o (GRS +G) (Gl + 2= 7)) (14 Cy+ G
Pr=Dpy=—_—= , (3.37)

_ _ _ ~\2  _ _ _ _
Pro R02 (Ro3 + OORO2 + Cl) (Co + 201) (Co + 01)
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en la cual ( C(Co+ Cra)
4(Co + 2C1)(Co + Cha
Pro = Prlr=0) = . (3.38)
(1+Co+Ch)
La magnetizacion en direccion z queda expresada como

z ~ -~ 9
RS’ + C()R% + C’la
al adimensionalizar y normalizar obtenemos

CoRy’+C) (1+Cy+C
i =M <_§0__;)(_ 0+ (3.40)
MZO <R0 +C()R0 ‘f‘Cl) (Co+01)

en el cual _ _
2v2 (Co + C)
(1+Co+Ch)°
Segun las expresiones (3.32) y (3.36), las condiciones de energia (2.46) se satisfacen sélo si
se cumplen las relaciones

Mzo = Mz|7“:0 - (341)

¢y <0, (3.42a)
Co > 2|C, (3.42b)
R* > (CoR* + () . (3.42¢)

Con algunos valores de las constantes Cy y C que satisfacen las expresiones anteriores,
presentamos en la figura 3.4 la grafica para la densidad superficial de energia, ecuacién (3.34),
la cual, a diferencia del modelo anterior, no alcanza su valor maximo en el centro; sin embargo,
disminuye conforme la coordenada radial aumenta. En la figura 3.5 presentamos la grafica de
las presiones radial y azimutal, ecuacién (3.37), la cual demuestra un comportamiento similar
al de la densidad de energia. En la figura 3.6 presentamos la grafica de la magnetizacién en
direccién z, ecuacién (3.40), en la que encontramos que en el centro del disco su valor es
maximo y finito, y a medida que la distancia aumenta su valor decrece; es una funcién bien
comportada pues no tiene singularidades y es una funcién suave.

Las derivadas del potencial magnético estan dadas por las expresiones

. C()Z 01 30122

Ar=—Vor {_ (r2 + 22)3/2 + (r2 + 22)3/2 - (r2 + 22)5/2] ’ (3.43a)
B Cor 3C zr

A =V2r {— RS T /2} . (3.43b)

El potencial magnético puede ser expresado de una forma mas general como

Alr,z) = /Ardr + f(2). (3.44)
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Figura 3.6: M, del disco polarizado magnéticamente para el modelo n = 1, ecuacién (3.40)
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Derivando esta expresion respecto a la coordenada z y reemplazando (3.24b) encontramos

que f(z) es una constante, la cual tomaremos como cero. Asi el potencial queda expresado

por

\/5 (0023 + 7"2002 — 017"2) .
(r2 + 22)3/ 2 7

ahora bien, haciendo la transformacion (2.94) e igualando el potencial a una constante C4

tenemos

A(r,z) = —

(3.45)

2(C 34 r2C — Cyr?
(r? + (2] + a)?)
y al resolver la expresién anterior para la coordenada r, obtenemos la ecuacion de las lineas
de campo magnético

_ _ _ _ 2
. i
7= <% pp G- G)? V2G £O°Z> — 22, (3.47)

Ty VEL =0~
T3 5a, 3Ch 0 3 Cy
donde hemos adimensionalizado C'y = Csa, y en la que

T = % (—108\/501(14222 +8(V2)PC,° — 48V2C,C1 %2 — 48C,°Caz®  (3.48a)
A

_ . \1/3
—8(\/5)300353+120AT1) ,
T = (—72%500(712@124 +144C,C, 3 — 48C1C,° 5 + 1620,°C %20 (3.48D)
_ 1/2
—48(]1422> .

En la figura 3.7 presentamos la grafica de las lineas de campo magnético, la ecuacién (3.47),
lineas que se comportan de manera similar al del modelo anterior.

3.3.3. Calculo de la Masa Total

El disco polarizado magnéticamente tiene como expresion general para el cdlculo de la
masa total la ecuacion (3.12), y por medio de ella calculamos la masa total para el modelo
n = 0; tenemos entonces

OO(RO_CO)CZRO
M = 87C,
" Oa/a R§ (Ry + Cp)

_ 8r (Qa In (CO i a) _ CO) , (3.49b)

a
=8ma(2In2 —1), (3.49¢)

(3.49a)

donde hemos reemplazado Cy = a, pues éste era el inico valor de la constante que hacia que
las condiciones de energia se satisficieran para este modelo, con lo que encontramos que la
masa del disco converge.



3.3. Disco Polarizado Magnéticamente 35

—_

|
(e}
T

—_

Figura 3.7: Lineas de campo magnético del disco polarizado magnéticamente en el modelo
n = 1, ecuacién (3.47)

Segun la ecuacién (3.12), el integrando general para la masa del disco estd dado por

SRR |-

"~ P/ )

=0

fn = - ; (3.50)
1+ 3 /)
1=0
por lo tanto, para demostrar la convergencia de las masas de todos los modelos basdndonos
en el teorema de comparacién de limite [41], debemos demostrar que
fn+1

P}glgoz T =c (3.51)

con ¢ # 0y R? =r? 4 @?. Las funcién f,, 1, se expresa como

n

$° D P/ R) + S Praala/ )] [1 - A0/ R) - Gt Pana/R)
fn+1 n = )

L+ Y w2k P(a/R) + G Paga(a/R)
=0

(3.52)
y por tanto, se puede calcular la relacién
Cnii(n42) p k> 5 P(a/R) — S5 Poa(a/R) | |1+ Y 35 Pi(a/R)
fn+1 — |14 Rn+3 n+2< / ) =0
Ir l S SR (afR) | |1+ 2 rrPi(a/R) + gt Pun(a/R) | | 1= 32 g Aa/R)
=0 =0

(3.53)
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de donde es facil ver que

lim {4 g, (3.54)

R—o00 n

En conclusiéon, ya que se logré demostrar que la masa para el modelo n = 0 converge, se
puede afirmar que para cualquier modelo n la masa también converge.

3.4. Disco Polarizado Eléctricamente

Del mismo modo que en la secciéon anterior, encontramos para el disco polarizado eléctri-
camente la expresién general para la energia superficial de disco,

4 {Z = BH(a/Ro)] Raf:éf“’ f > ittt P/ Ro)rdr
1=0 0 =
= - > 3 , (3.55)
para la presion radial
C, P/ (a/Ro)
4 LE:O—ZRZSHS)O } n Cil+ 1)
Pr=— — / WP[JF:[ (a/Ro)rdr, (356)
- o

n 3
1+ 35 R/ )
1=0
para la polarizacién radial,

e
IR Rmpz(a/Roﬂ ,

para el campo eléctrico

Py = / 5l (m) G L) b+ (af Royrr, (3.57)
=0

" P (a
va | e
E(r) = — — 35 (358)
|:1 + Z Rl+1 PZ(G/RO)}

V3 [z UL o/ )

=0

By =— (3.59)

[T RHle(a/Rw]z |

y para la masa total del disco

=SSR, (a/Ry)
M = 8r = rdr. (3.60)
r=0 1+ g %B(G/RO)
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A continuacién, analizaremos el comportamiento de estas funciones para los modelos n = 0
yn=1.

3.4.1. Modelon =20

Para este modelo, la densidad de energia superficial esta dada por la expresién

4(100
= 3.61
" Ro+ G (361)

donde
Ry = V1?2 + a2 (3.62)

Normalizando y adimensionalizando la expresion por medio de las definiciones r = ar, Cy =

aCy, Ry = aR, obtenemos
1+C \°
5:3:( il 0), (3.63)

(o) Ro + 00
en la cual %
0
00 = 0|(r=0) = a1+ o) (3.64)
Para la presion radial encontramos la expresion
4aC3
= 3.65
P = Ro(Bo + Co)? (3.65)
al normalizarla y adimensionalizarla obtenemos
5 0\ 3
p:&:i<71+09) (3.66)
" P Ro\Ro+Cy)
en la que _
4C2
Prqg :pr|(r=0) = a(l T C,O)B' (367)
La polarizacién radial queda expresada por
_ _2\/§COCLRO (3 68)
™) (Ro + 00)2’1“ ’ .
al adimensionalizarla encontramos
—2v2C0 R, (3.69)

0= Tt Cor

Segun las expresiones (3.61) y (3.65), las condiciones de energia (2.46) se satisfacen sélo si
Cy = a. Con este valor para la constante presentamos en la figura 3.8 las gréficas para la
densidad superficial de energia y la presién radial, ecuaciones (3.63) y (3.66), en las que
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0.5 1
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Figura 3.8: ¢ y p, del disco polarizado Figura 3.9: P, del disco polarizado eléctri-
eléctricamente para el modelo n = 0, camente para el modelo n = 0, ecuacion
ecuaciones (3.63) y (3.66), con Cy =1 (3.69), con Cy =1

encontramos que en el centro del disco alcanzan su valor maximo y a medida que la coor-
denada radial aumenta, disminuyen considerablemente, son funciones suaves y no presentan
singularidades. En la figura 3.9 presentamos la gréfica de la polarizacién radial, la ecuacion
(3.69), la cual muestra una singularidad en el centro del disco, y a medida que la distancia
desde el centro aumenta, su valor disminuye.

El potencial eléctrico esta representado por la expresion

—V2G,
V2 + (2] + a)? 22+ Co

X = (3.70)

al igualarlo a una constante yc tenemos

V3,

V2 + (2] +a)2+ Gy

expresion que nos permite encontrar las ecuaciones de las lineas equipotenciales al despejar
T?

T=+vv—(z] +1)? (3.72)
donde
VNG
— 20 , 3.73
v =a’C, (Xc+1 (3.73)

y r = ar , Cy = aCy. Las ecuaciones (2.84) y (2.79) muestran que los campos eléctrico y
magnético para los dos tipos de discos son iguales, por lo tanto la expresion para las lineas de
campo eléctrico las tomamos de las lineas de campo magnético calculadas en la seccién 3.4.1,
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Figura 3.10: Lineas equipotenciales y lineas de campo eléctrico para el disco polarizado
electricamente para el modelo n = 0, ecuaciones (3.29) y (3.72)

la ecuacién (3.29), las cuales graficamos en la figura 3.10 junto a las lineas equipotenciales,
ecuacion (3.72).

3.4.2. Modelo n=1

Encontramos que para este modelo, la densidad de energia superficial, esta dada por

o 4RZ (CoaRy + Cy [a*(R2 + a?) — r*] + 2C%aRy)

3 , (3.74)
(Rg + C()Rg + C’la)
normalizando y adimensionalizando la expresion obtenemos
s2(A 54 A (/52 4 =25 5 = \3
Ry <00R0 +C [(Ro +1)—7 I + 204 Ro) (1 +Cp + 01)
o= - — ——5—— - - , (3.75)
<R03 + C()ROQ —+ Cl) (CO + 201(1 + Cl))
donde B B B
4(Co+2C1(1+C
00 = 0|(r=0) = (G _1( - 31)) (3.76)
a (1 + C() + 01)
Para la presion radial encontramos
D, = 4R (C()Rg + 301&) (C()GR(% — 017“2)’ (377)

(Rg + C()Rg + C’la)3
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normalizando y adimensionalizando la expresion obtenemos

5P Fo (CoRy” +3Cy) (CoRy’ — 72Cy) (1+ Cy + Cy)? (3.78)
" D Co(Ry’ + CoRy” + C1)3 (Co + 3C)) ’

en la que o B
4Cy(Cy + 3CY)
a(l + éo + 61)3.

Pro = pr‘(r:O) = (379)

La polarizacion radial queda expresada como

. —2\/5 (COCLR% — 017“2)
" T (Rg + C()R% + C’la) ’

(3.80)

al adimensionalizar la expresién obtenemos

22 (cm& _ c‘w)
P=—— — — (3.81)
7 (R03 1+ CoR + Cl>

en la cual
Py = Plmo = —2V2(Co + C1) . (3.82)

Segun las expresiones (3.74) y (3.77), las condiciones de energia (2.46) se satisfacen sélo
si se cumplen las relaciones

Ry (CoRo' +Cy [ +2 = 7] + 201 Ry) > (CoRo’ +3C1 ) (CoRe” = C1?) . (3.83)

CoRo" + Cy [ +2 — 7] +2C,* Ry > 0, (3.83b)
Co > |C1] — 1, (3.83¢)
Co > 3|C4]. (3.83d)

Con algunos valores de las constantes Cy y C; que satisfacen las expresiones anteriores,
presentamos en la figura 3.11 la grafica para la densidad superficial de energia, ecuacién
(3.75), la cual muestra que en el centro del disco tienen su valor maximo y a medida que la
coordenada radial aumenta sus valores disminuyen considerablemente hasta tender a cero,
ademds son funciones suaves y no presentan singularidades. En la figura 3.12 presentamos
la gréfica de la presién radial, ecuacién (3.78), en la que vemos que el valor méximo no
ocurre en el centro del disco como en el modelo anterior, sino que se encuentra desplazado,
sin embargo, una vez alcanzado el punto maximo su valor disminuye conforme aumenta la
coordenada radial. En la figura 3.13 presentamos la grafica de la polarizacién radial, ecuacién
(3.81), en la que encontramos un comportamiento similar al del modelo anterior, existe una
singularidad en el centro del disco y a medida que aumenta la coordenada r el valor de la
polarizacién disminuye.
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El potencial eléctrico queda definido como

COR2+012
= —V?2 .84
X \/_(R?’—'—C()RQ—'—CLZ)’ (38 )

igualandolo a una constante ¢, tenemos

C(()}%2 +012
= 2 .
xe =-v2 (R3 + CoR? + Clz) ! (3.85)

realizando la transformacién (2.94) y resolviendo r obtenemos una expresion para las lineas
equipotenciales

1
7= j:\/% (D 4+ 402D-1 —2a)* — (2| + 1), (3.86)
donde
1/3
D= (-10815 —8a® +124/372(2777 + 413)> : (3.87)
i 2
a= 0<1+f>, (3.88)
XCte
i 2
5=0, <1+ f). (3.89)
XCte

En la figura 3.14 presentamos la gréfica de las lineas equipotenciales, ecuacién (3.86) y las
lineas de campo eléctrico, tomando la ecuacién deducida para el campo magnético del disco
polarizado magnéticamente, ecuacién (3.47).

3.4.3. Calculo de la Masa Total

El disco polarizado eléctricamente tiene como expresion general para el calculo de la masa
total la ecuacién (3.60), y por medio de ella calculamos la masa total para el modelo n = 0;
tenemos entonces

4R,
M =8raCy | ——0 3.90
i O/a Ro(Ro + Co) (3:90)
C
— 8raln ( 0; a) , (3.91)
= 8maln2, (3.92)

donde hemos reemplazado Cy = a, pues éste era el inico valor de la constante que hacia que
las condiciones de energia se satisficieran para este modelo. Asi encontramos que la masa del
disco converge en este modelo.
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Figura 3.14: Lineas equipotenciales y campo eléctrico del disco polarizado eléctricamente en
el modelo n = 1, ecuaciones (3.86) y (3.47)

Segun la ecuacién (3.60), el integrando general para la masa del disco estd dado por

%%%11HuwR>

h, — =0 (3.93)
1+ Z Rz—ile(a/R)
=0

por lo tanto, para demostrar la convergencia de las masas de todos los modelos basandonos
en el teorema de comparacién de limite [41], debemos demostrar que

; o thrl o
I%EI;O— . =c, (3.94)

con ¢ # 0y R* = r? 4 a?. Las funcién h, 1, se expresa como

C];Ll,(zljgl) Pi(a/R) + %WP”+Q(G/R)
i1 = = , (3.95)

1+ whP(a/R) + 555 Poyi(a/R)
=0

y por tanto, se puede calcular la relacién

Cnt1(nt2) P, Q(G/R) n
14 —acty 1+ % P(a/R
E CZ(HI)PlH(a/R) l:ZO RIAT l( / )

hn,
h“ = : (3.96)
" 1+ Z i Pi(a/R) + G5 Poia(a/R)



de donde es facil ver que

lim Mot g (3.97)

R—o0 n

En conclusion, ya que se logré demostrar que la masa para el modelo n = 0 converge, se
puede afirmar que para cualquier modelo n la masa también converge.



Conclusiones

Se construyeron dos familias infinitas de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein-
Maxwell para un espacio-tiempo conformestatico y axialmente simétrico. Dichas soluciones
describen dos familias de discos infinitesimalmente delgados, uno polarizado eléctricamente
y otro magnéticamente. Estos modelos se obtuvieron por medio del formalismo general de
distribuciones tensoriales, al introducir discontinuidades finitas en las derivadas del tensor
métrico y el potencial electromagnético. Encontramos que el disco con polarizacién eléctrica
tiene solamente presion radial, y su tinica componente del vector polarizacion esta en direc-
cién radial; mientras que en el disco con polarizacién magnética encontramos que la presiéon
radial es igual a la presién azimutal, es decir, es un disco de fluido perfecto, y su tnica
componente del vector polarizacién esta en direccion normal al plano.

Se analizé el comportamiento de los modelos n = 0 y n = 1 para cada tipo de disco,
encontrando las restricciones sobre las constantes de la expansién de polinomios con las que
se satisfacen las condiciones de energia. Con estas pudimos ver que las densidades de energia
superficial son funciones suaves y no presentan singularidades, y en general se comportan
de manera similar, diferenciandose basicamente en el punto en el que alcanzan su valor
maximo, estan concentradas en la region central de la configuracion, lo cual es fisicamente
aceptable ya que a pesar de que la extension del disco sea infinita, la distribucion de energia
esta concentrada en el centro del disco.

Para las presiones, en general encontramos un comportamiento similar a los de la densidad
de energia superficial, que disminuyen al aumentar la distancia, no presentan singularidades,
y cuyas diferencias més notorias son en el punto de su valor méximo. Igualmente, vimos que
la magnetizacion en direccién z del disco polarizado magnéticamente no presenta singula-
ridades, alcanza su valor maximo en el centro de la configuracion y decrece al aumentar la
coordenada radial. Por otra parte, la polarizacién radial en el disco polarizado eléctricamen-
te presenta una divergencia en el centro del disco y disminuye cuando la distancia desde el
centro aumenta; esta divergencia es el tinico inconveniente, ya que no podemos interpretarla
fisicamente. Por otra parte, mediante el Teorema de comparacién del limite demostramos que
la masa de ambos sistemas para todos los modelos converge, al haber probado la convergencia
del modelo n = 0.

Los modelos obtenidos son bien comportados en general, pues el valor de la masa converge
y pese a que son de extension infinita, la densidad de energia esta concentrada en la region
central, como se esperaria fisicamente. Estos trabajos sirven como punto de partida para el
estudio de la materia polarizada en el contexto de las soluciones exactas de las ecuaciones
de Einstein-Maxwell, y sirven como motivacion para considerar en futuros trabajos discos
con caracteristicas mas complejas como por ejemplo, discos con extensiéon finita, con halos
esferoidales, discos estacionarios que presenten rotacién, o un disco con materia polarizada
electromagnéticamente.
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