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RESUMEN

*

TITULO: TEOREMA DEL CUADRILATERO COMPLETO

AUTOR: MARIA LUCIA SUAREZ CARRENO ~

PALABRAS CLAVE: cuadrildtero completo; cuaterna armoénica; geometria proyectiva; dualidad

proyectiva; razén doble; proporcion aurea; conjugado armonico.

DESCRIPCION:

En este trabajo se analiza y demuestra el teorema del cuadrildtero completo desde los enfoques
clasico y proyectivo, integrando una demostracién constructiva con fundamentos euclidianos y una
formulacién algebraico-proyectiva en coordenadas homogéneas. En la primera parte se presenta la
demostracion euclidiana del teorema, construida mediante los teoremas de Ceva y Menelao, que permite
establecer relaciones de conjugacion armoénica dentro de la configuracién. A continuacién, se introducen
los fundamentos tedricos de la geometria proyectiva necesarios para reformular el teorema, tras lo cual se
desarrolla su demostracién proyectiva en coordenadas homogéneas. Posteriormente, se amplia el marco
tedrico con el principio de dualidad, que permite extender los resultados a configuraciones reciprocas.
Adicional a eso, se analizan las secuencias arménicas derivadas de la configuracién, destacando la
aparicion de la proporcion aurea en determinadas condiciones. Este hallazgo revela una correspondencia
entre la estructura geométrica del cuadrilatero completo y propiedades aritmético-geométricas de la razén
aurea. Finalmente, el trabajo concluye que el enfoque proyectivo no solo aporta una comprension mas
general y unificada del teorema, sino que también abre lineas de investigacion futuras sobre iteraciones

armonicas y transformaciones proyectivas en contextos geométricos mas amplios.
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ABSTRACT

TITLE: THEOREM OF THE COMPLETE QUADRILATERAL

AUTHOR: MARIA LUCIA SUAREZ CARRENO

KEYWORDS: complete quadrilateral; harmonic quadruple; projective geometry; projective duality; cross

ratio; golden ratio; harmonic conjugate.

DESCRIPTION:

This work analyzes and proves the Theorem of the Complete Quadrilateral from both classical and
projective perspectives, integrating a constructive demonstration based on Euclidean foundations with an
algebraic—projective formulation in homogeneous coordinates. The first part presents the Euclidean proof
of the theorem, constructed through Ceva’s and Menelaus’ theorems, which allows establishing harmonic
conjugation relations within the configuration. Subsequently, the theoretical foundations of projective
geometry necessary to reformulate the theorem are introduced, and its projective proof is developed in
homogeneous coordinates, showing the projective invariance of the cross ratio. The theoretical framework
is then completed with the principle of duality, which extends the results to reciprocal configurations. In
addition, the harmonic sequences derived from the configuration are analyzed, highlighting the appearance
of the golden ratio in certain families and specific conditions. This finding reveals a correspondence between
the geometric structure of the complete quadrilateral and the arithmetic—geometric properties of the golden
ratio. Finally, the study concludes that the projective approach not only provides a more general and unified
understanding of the theorem but also opens new lines of research on harmonic iterations and projective

transformations in broader geometric contexts.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jurgen Alfredo Julio Batalla, Doctor en
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Introduccion

Desde la Antigliedad, la geometria ha sido una herramienta esencial para medir,
describir y comprender el espacio. La geometria euclidiana, formalizada en Los
Elementos de Euclides', se cimenta sobre nociones meétricas: distancias, angulos,
paralelismo, perpendicularidad y congruencia. Su enfoque proporciona un marco preciso
para resolver problemas de construccion y medida, pero su dependencia de magnitudes
métricas la hace sensible a transformaciones que alteren esas medidas. Con el tiempo,
esta limitacién impulsé la busqueda de un enfoque mas general que capturara relaciones

espaciales independientes de la métrica.

La geometria proyectiva surge como respuesta a esta necesidad, al enfocarse en
propiedades que permanecen invariantes bajo proyecciones y perspectividades. En este
marco, conceptos como la distancia o el angulo dejan de ser esenciales y adquieren
protagonismo relaciones mas abstractas, como la alineacion de puntos, la concurrencia

de rectas o la razén doble.

El interés por las propiedades proyectivas surgié en un contexto practico y artistico:
los pintores del Renacimiento, al representar el espacio tridimensional en un plano,
descubrieron que ciertas relaciones geométricas permanecian inalteradas bajo las
proyecciones utilizadas en el dibujo. Sin embargo, a mediados del siglo XIX, se consolidd
el cuerpo tedrico de la geometria proyectiva, integrando resultados dispersos y dotandola
de un sistema coherente de métodos y definiciones. La formulacién moderna, permite
transitar con naturalidad del razonamiento clasico a un marco algebraico mediante
coordenadas homogéneas. Este paso no solo facilita los célculos y la representacion
de los objetos, sino que hace posible enunciar y demostrar resultados generales como el

principio de dualidad.

Dentro de este estudio proyectivo, el teorema del cuadrilatero completo ofrece un

punto de partida privilegiado. A partir de la disposicidn de sus veértices y las rectas que

' Euclides (c. 325 a. C.—265 a. C.). Matematico griego, considerado el "padre de la geometria". Su obra

Los Elementos sistematizé el conocimiento geométrico de la antigliedad y fue el texto de referencia
durante mas de dos milenios.



los unen, se obtiene una configuracién que contiene relaciones armoénicas entre puntos y
rectas. Esta configuracion no solo constituye un ejemplo clasico de propiedad invariante
bajo proyecciones, sino que también proporciona un terreno fértil para compararla
demostraciones constructivas con técnicas mas algebraicas mediante coordenadas

homogéneas.

Un fenomeno interesante dentro de la configuracion y proporcién del teorema del
cuadrilatero completo es la aparicion natural de cuaternas armoénicas. Esta permite
generar tres secuencias distintas de puntos, cada una definida por la construccién
recursiva del conjugado armonico del término anterior respecto a un par fijo de referencia.
En dos de estas secuencias, el numero aureo se manifiesta: ya sea como el limite del
ritmo de aproximacién entre términos consecutivos o0 como el angulo constante que,
sobre el circulo unitario, transforma un punto en el siguiente. Ambas interpretaciones,
aunque distintas en su forma, colaboran en un mismo marco algebraico-geométrico,
estableciendo un vinculo directo con la estructura del plano complejo y anadiendo una

dimensidén adicional al estudio proyectivo del cuadrilatero completo.

Este trabajo ofrece una exposicién integral del teorema del cuadrilatero completo
desde una doble perspectiva: clasica (euclidiana), y la algebraica (proyectiva), basada en
coordenadas homogéneas y el principio de dualidad. Se destaca el papel de la cuaterna
arménica como nucleo estructural de la configuracion y se analizan sus vinculos con la
proporcion aurea y su representacion en el plano complejo. La presentacién combina
la construccidn geométrica con el sustento algebraico que la respalda, con el propdsito
de mostrar, cdmo un resultado clasico encierra conexiones entre armonia, proporcion
y estructura proyectiva, reafirmando su vigencia y valor en el marco general de la

geometria.

Se comienza en el capitulo 1, con los conceptos preliminares y la enunciacién
precisa del teorema, que servira de hilo conductor para todo el trabajo. La demostracion
algebraica de este ultimo se da en el capitulo 2, mientras que en el 3 se desarrolla la
teoria escencial sobre el Principio de dualidad. Se finaliza, en el capitulo 4, donde a partir

de secuencias armonicas, se da la proporcion aurea.
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1. Conceptos tedricos preliminares

Antes de enunciar el teorema del cuadrilatero completo, se deben tener en cuenta las

siguientes definiciones:

Definicion 1.1 (Razén doble). Dados cuatro puntos colineales A, B,C'y D, su razdn doble

se define como

. __ACBD (C—A)(D-B)
|4, B;C, D] := BCAD (C—B)(D—A)’

donde las distancias se consideran firmadas de acuerdo con una orientacion elegida

sobre la recta.

Por esta razén, el valor de la razén doble puede ser negativo: el signo depende de la

disposicion y del orden de los puntos en dicha orientacion.

Definicion 1.2 (Conjugado arménico). Dados tres puntos colineales A, B, y C. Se define

como conjugado armonico del punto C, respecto a A y B, al punto D que cumple;

a. Es colineal a los puntos dados.

b. [A,B;C,D] = —1.

A D B C

Figura 1. Construccion del conjugado arménico de un punto

Definicion 1.3 (Cuaterna arménica). Se dice que cuatro puntos A, B,C' y D forman una
cuaterna armonica si
[A,B;C, D] = —1.

Para este trabajo es de interés analizar las relaciones entre las intersecciones de
los lados de un cuadrilatero. En el marco de la geometria proyectiva, resulta natural
considerar cuadrilateros cuyos lados siempre se encuentran en un punto de interseccion.

Aclarado esto, se puede enunciar el siguiente teorema:

11



1.1. Teorema del cuadrilatero completo = Dados cuatro puntos A, B, C'y D, tales que
tres de ellos no sean colinealesy sean £ = ABNCD, F = ACNBD,G = ADNBCy

H = BC N EF, entonces H es conjugado armonico de G respecto a By C.

Figura 2. Construccion del cuadrilatero completo

Para demostrar el teorema anterior, se usaran el teorema de Ceva y el teorema de

Menelao, los cuales se recuerdan a continuacion:

Teorema de Ceva

Dado un triangulo AEBC' y puntos H, D y A ubicados en los lados BC, CE'y EB

respectivamente, tales que BD, HE y C'A sean concurrentes, se cumple que:

CDEABH

DE ABHC



B HC

Figura 3. Teorema de Ceva

Teorema de Menelao

Dado un tridngulo AEBC, puntos A y D ubicados en los lados BE, y EC

respectivamente; y un punto G = BC N AD, se cumple que:

CDEABG

DE ABGC

B C G

Figura 4. Teorema de Menelao



Demostracion del teorema del cuadrilatero completo

La demostracion que se presenta a continuacion sigue la construccidn clasica descrita
por Shively?, adaptada aqui a la notacién y estilo de exposicion de este trabajo. Se realiza
de manera directa empleando los teoremas de Ceva y Menelao previamente enunciados.

Teniendo los ocho puntos A, B, C, D, E, F', Gy H distribuidos tal como se describe en 2.

Ubiquese el triangulo AEBC,

Figura 5. Demostracién del teorema del cuadrilatero completo

en el cual por el teorema de Ceva (ver figura 3) se cumple que:

CDEABH _, )
DE ABHC

Ahora, como G = BC N AD por el teorema de Menelao (ver figura 4) se cumple que:

CDEABG

DE ABGC

2 SHIVELY, A. An Introduction to Modern Geometry, Continental, 1984, p. 51.
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Luego, si se invierten signos, se tiene:

CD FA BG
“DEABGC - )

Por (1) y (2) se obtiene:
CDEABH  CDFEABG

DEABHC  DEABGC’
BH BG
HC ~ GO’
BH GC
HC BG ~

—1.
Por lo que se concluye que H es conjugado armonico de G respecto a By C. O

Una vez enunciado y demostrado el teorema del cuadrilatero completo desde la
perspectiva clasica, el siguiente objetivo es demostrar el teorema en su versién de
geometria proyectiva para ello se hara una revisidbn exhaustiva de los principales

elementos y herramientas de dicha subdisciplina.

La presentacion del siguiente subcapitulo esta adaptada del capitulo 2 de Doneddu?, con

ajustes en notacion y estilo.

1.2. Espacio proyectivo  Dados un cuerpo K y un espacio vectorial de dimension finita

V' sobre K considere la relacion de equivalencia ~ en V' — {0} definida como:

a~bs (INeK—{0}:a=M\b).

Se define el espacio proyectivo deducido de V como las clases de equivalencia

generadas por ~. Y se denota como

P(V) = (V—{0})/ ~.

3 DONEDDU, A. Complementos de Geometria Algebraica. Dunod, 1978.
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Para todo x € VV se denota la clase de x como:

x={\x, A € K},

Se denotara por P"!(K) al espacio proyectivo P(K") donde (K") es el espacio

vectorial de n-tuplas con entradas que pertenecen al cuerpo K.
El siguiente ejemplo esta tomado literalmente de las notas de clase de Granados *.
Ejemplo 1.1.  a. Recta proyectiva real P*(R).

Sea X = R? — {(0,0)}. Se define la relacién de equivalencia ~ sobre X asi:

(z0,%0) ~ (z1,91) <= INE€ R~ {0} : (w1,y1) = Mwo,%0)-

El espacio cociente X/~ se llama recta proyectiva real, denotada por P*(R).

b. Plano proyectivo real P*(R).
Sea X = R* - {(0,0,0)}. Se define ~ sobre X asi':

($o,y0,zo) ~ ($1,y1721) <~ JAeR- {0} : (901791721) = /\(170790720)'

El espacio cociente X/~ se llama plano proyectivo real, denotado por P?(R).

c. Recta proyectiva compleja P! (C).
Sea X = C% - {(0,0)}. Se define ~ sobre X como:

(w0, 90) ~ (21,51) <= IA€ C—{0} : (z1,91) = M@0, Yo)-

El espacio cociente X/ ~ se llama recta proyectiva compleja, denotada por P! (C).

d. Plano proyectivo complejo P?(C).

4 Granados, Claudia. NOTAS DE CLASE. Universidad Industrial de Santander, s.f.
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Sea X = C3 — {(0,0,0)}. Se define ~ sobre X de la siguiente forma:

($an0720) ~ (xbylazl) <~ El/\ € (C - {0} . (x17y1>zl) = >\(5F07y0,2’0)-

El espacio cociente X/ ~ se llama plano proyectivo complejo, denotado por P%(C).

Una vez establecido que un espacio proyectivo puede deducirse a partir de un espacio
vectorial, resulta natural cuestionarse acerca de la relacién que existe entre ambos y, en
particular, entre sus respectivos elementos. Este vinculo es fundamental, pues permite
comprender como la estructura proyectiva surge de la estructura lineal subyacente y de
gué manera se conectan los objetos de cada uno de estos espacios. La respuesta a esta

cuestion se formaliza mediante la siguiente definicion:

Definicion 1.4. Se llama aplicacion candnica de V — {0} sobre P(V) a la aplicacion

dada por:

T V—-{0} — P(V)

X — (X)) ==.
Note que esta aplicacidén es sobreyectiva.
Definicion 1.5. Dado un espacio vectorial V de dimension finita n, se define la dimension

del espacio proyectivo P(V') deducido de V', al enteron — 1 y se denota por dimP(V) =

n— 1.

Ademas se observa que:

Espacio Vectorial V 5 Espacio Proyectivo P(V)
recta vectorial dimV =1 punto proyectivo dimP(V) =0
plano vectorial dimV =2 recta proyectiva dimP(V)=1

espacio vectorial dimV =3 plano proyectivo dimP(V) = 2.

De este modo la aplicacion canénica cumple el papel de “traductor” entre objetos del

espacio vectorial V'y su espacio proyectivo deducido P(V').

17



Definicion 1.6. Dado un subespacio W de un espacio vectorial V; se define como
subespacio proyectivo del espacio proyectivo P(V') al conjunto de la forma n(W) =
P(W).

Si W cumple que dimP(W) = dimP(V) — 1 se dice que P(IW) es un hiperplano

proyectivo .

Lo anterior podria aplicarse incluso al conjunto que forma un sistema de coordenadas

para un elemento x € V' — {0}. Como se sigue a continuacion:

Definicion 1.7. Sea dimV =n+ 1y B = {ey,...,e,11} una base de V. Se designa el

sistema de coordenadas para todo x € V en la base B con (a, ..., o, 1) € K", es decir,

X=016+  +0pr1€511.

Para todo x = w(x) € P(V), se define como coordenadas homogéneas de = a la clase

de (ay, ...,a, 1) denotada por r((aty, ..., i) = [ag ¢ oo agq] € P(K™) — {0}.

1.2. Referencias proyectivas Para introducir adecuadamente el concepto de
referencia proyectiva, resulta indispensable enunciar previamente la siguiente definicién,

la cual establece las bases necesarias para su comprension.

Definicion 1.8. Un conjunto x; = =n(xy),...,x, = w(xX,) en P(V) es proyectivamente
independiente si los vectores xi, ..., X, del espacio vectorial V', son linealmente

independientes en V. En particular, esto implica que dim(V') > n.

Por otro lado en este trabajo sera util considerar conjuntos de puntos en espacios

proyectivos que se distribuyen con una configuracidén especial:
Definicion 1.9. Un conjunto x,...,x; en P(V) (con dimP(V) = n) estan en posicion
canonica cuando se cumple una de las siguientes dos condiciones:

a. Sik <n, los puntos x, ...,x; son proyectivamente independientes.

b. Sik > n, no existe ningun hiperplano de P(V') que contenga n + 1 puntos de Ios ;.

18



La nocion de posicidon canonica resulta fundamental. El siguiente teorema es una

consecuencia de la configuracion de puntos tal como en el primer item:

Teorema 1.1. ° En un espacio proyectivo P(V) con dimP(V) = n, para toda familia
{ao, ..., an11} tal que toda subfamilia de cardinal n + 1 sea proyectivamente independiente,

existe siempre una base B = {ey, ..., e,.1} de V unica, salvo homotecia, tal que:

a. W(el) = a, ...,W(en+1) = Ap+1,

b. 7(e1+ -+ €ny1) = ao.

Demostracion. Paratodo i € {1,...,n + 1} se elije u; € V tal que

a; = 7(U;).

Entonces {uy, ...,u,.1} constituye una base en V' y en ella todo u, € V, tal que ay =

7(Ug), posee un sistema de coordenadas (ay, ..., @4 1):
Up = Uy + ... + app1Upqg-

Note que todos los «; # 0; en efecto, si existe un j € {1,....,n + 1} tal que a; = 0
entonces la familia {uo, ...,u;_1,U;11, ..., U,4+1 } NO seria independiente en V/, y por tanto,
la subfamilia {ao, ..., a;_1,a;+1, ...,a,4+1} NO seria proyectivamente independiente, o que
contradice la hipotesis. Por consiguiente si paratodo i € {1,...,n+1} se escribe e; = a;u;,

entonces B = {ey, ...,e,.1} €s una base de V tal que:

W(el) =ay, ..., W(en+1) = Qp41, (3)

7T(e1 + -+ en+1) = Q. (4)

Probandose la existencia de B. Queda demostrar que cualquier otra base B’ que satisfaga

la hipétesis se deduce de B por una homotecia, es decir que existe I' € K — {0} tal que

5 Adaptado de DONEDU, A. Complementos de Geometria Algebraica. Dunod, 1978, cap 2.
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B'=TB. En efecto si B’ = {€,...,e],,} es una base que satisface (3) y (4), se tiene que:
Vie[l,n+1], w(e)=mr(e), (5)

m(€]+ €)= (81t + ). (6)
De (5) se deduce que paratodo i € {1,...,n + 1}, existe v; € K — {0} tal que €, = ;e;;
de (6) se deduce la existenciade I' € K — {0} tal que:
e+ te =T+ - +enn)

Las dos condiciones obtenidas implican:

(i —D)er+ -+ (ya+1 — Ient1 = 0.
Asi, paratodoi € {1,...,n + 1}:
Vi = F7

y por consiguiente:
B' =TB.

]

Definicion 1.10. Se define como referencia proyectiva del espacio proyectivo P(V'), con

dimP(V') = n, todo conjunto de puntos ay, ..., a,.1 que estan en posicion canonica.

Note que la anterior definicion es equivalente a que la familia {ay, ..., a, 1} cumple que

toda subfamilia de cardinal n + 1 sea proyectivamente independiente.

Por definicion, toda referencia proyectiva cumple el teorema 1.1. a, se denomina
centro de la referencia.
Ejemplo 1.2. a. En la recta proyectiva, cualquier familia de tres puntos, distintos dos a

dos, es una referencia proyectiva.

b. En el plano proyectivo, cualquier familia de cuatro puntos tales que tres cualesquiera

entre ellos no sean colineales, son una referencia proyectiva.

20



c. Si dimP(V) = 3, cualquier familia de cinco puntos tales que cuatro cualesquiera

entre ellos no sean coplanares, son una referencia proyectiva.

Para completar el marco conceptual requerido por el teorema del cuadrilatero
completo, se introduce a continuacién la nocion de razén doble, en su version

correspondiente en la geometria proyectiva.

Definicion 1.11. En el espacio proyectivo P(V'), con dimP(V') = 1 (una recta proyectiva).
Dada una cuaterna de puntos (a,b, c,d) tales que (a,b, c) sean una referencia proyectiva
de P(V') con centro ¢ y d # a. Se define como razon doble de la cuaterna al escalar

p € K, tal que [p : 1] sea un sistema de coordenadas homogéneas de d. La notacion es:
p = la,b;c,d],
O sea, existe una base {a,b} de V tal que:
m(@) =a; w(b)=05b; w(a+tb)=c; =w(pa+Db)=d;

Observacion 1.1. [a,b;¢,c] = 1,[a,b;¢,b] = 0. Sia, b, ¢ y d son distintos entonces p # 1 y

p # 0.

Ejemplo 1.3. Sea P(V) = P'(R) y se consideran los puntos
a=[1:0], b=[0:1], ec=[1:1], d=][p:1].
De acuerdo con la definicion, la razon doble de la cuaterna (a,b,c,d) es
p = la,b;c,d].

En coordenadas afines x = 7, los puntos se representan como
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Asi, la expresion clasica de la razén doble en la recta proyectiva es
C J—
la,b;c,d] =
C

Por ejemplo, si p = 2, entonces los puntos a = 0, b = oo, ¢ = 1 yd = 2 forman una

cuaterna cuya razon doble es 2.
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2. Teorema del cuadrilatero completo en la Geometria Proyectiva

En este capitulo se enunciara y demostrara el teorema del cuadrilatero completo
haciendo uso de los conceptos tebricos preliminares de la geometria proyectiva
estudiados previamente. Las definiciones y resultados de este capitulo siguen de manera
cercana la exposicion del capitulo 2 de Fortuna et al.b. La notacion y el orden de

presentacion han sido adaptados ligeramente para ajustarse al enfoque de este trabajo.

2.1. Preliminares

Definicion 2.1. Ecuacion de la recta proyectiva en P*(K) Sea [vq : =1 : 5] la
coordenada homogénea en P*(K). Una recta proyectiva L C P*(K) viene dada por una

ecuacion lineal homogénea
L ={[zg: z1 : zs] € P*(K)|agzo + arzy + agzs = 0},

donde (ag,a;1,a;) € K*\ {0}. La triada de coeficientes determina la misma recta que
cualquier mdltiplo no nulo X ay,a,,a2) €s decir, los coeficientes se consideran hasta

multiplicacion escalar.

Definicion 2.2. Ecuacion de plano proyectivo en P3(K) Sea [zy : =1 : zo : w3] la

coordenada homogénea en P*(K). Un plano proyectivo IT c P3(K) esta dado por
I = {[zo: z1 : 2o : 23] € PP(K)|agwo + a121 + asxs + agzs = 0},

con (ag, a1, as,a3) € K*\ {0}, nuevamente definido hasta multiplicacién por un escalar no

nulo.

Definicion 2.3 (Colinealidad en P%(K)). Sean

P = [x[(]l) : :Egl) : :Egl)], P, = [a:éQ) : zg2) : ng)], Py = [xé?’) : arg?’) : :c§3)] c P*(K),

y sean v; = (2,2, 2"} € K® representantes no nulos. Se dice que Py, P, P; son

6  FORTUNA, E., et al. Projective Geometry. Springer, 2016.
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colineales si existen representantes tales que pertenecen a un mismo plano que pasa
por el origen, es decir, si los vectores vy, vo, v3 generan un subespacio lineal de dimension
< 2.

En particular, dados dos puntos P, y P, un punto P; es colineal con los puntos

anteriores, si su representante v3 es combinacién lineal de los otros dos representantes.

Teorema 2.1 (Criterio algebraico de colinealidad). Con la notacion anterior, las siguientes

condiciones son equivalentes:
a. Los puntos P, P,, P; son colineales.
b. det (v1 Uy U3) = 0.

Demostracion. Una recta proyectiva corresponde a un subespacio lineal de dimension 2
en K3. Decir que tres puntos pertenecen a una misma recta proyectiva es exactamente
lo mismo que decir que sus representantes estan contenidos en un mismo subespacio
lineal de dimensién < 2, lo que equivale a que la matriz cuyas filas son los representantes

de esos tres puntos tiene determinante cero (0, en términos equivalentes, rango < 2). [J

Definicion 2.4 (Coplanaridad en P?(K)). Sean

4 4 4 4 2
Q1= oty ) Qa =Y Y Y i) e PAK),

con representantes w; € K*. Se dice que ),,..., Q4 son coplanares si pertenecen a un
mismo plano proyectivo, es decir, si los w; generan un subespacio lineal de dimension

<3.

En particular, dados tres puntos 1, Q2, Q3 un punto (), es coplanar con los puntos

anteriores, si su representante w, es combinacion lineal de los otros tres representantes.

Teorema 2.2 (Criterio algebraico de coplanaridad). Con la notacion anterior, las

siguientes condiciones son quivalentes:
a. Los puntos )1, Q2, Q3,4 Son coplanares.

b. det (w1 Wy W3 "LU4) =0.
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Demostracion. Un plano proyectivo corresponde a un subespacio lineal de dimension 3
en K*. Decir que cuatro puntos pertenecen a un mismo plano proyectivo es exactamente
lo mismo que decir que sus representantes estan contenidos en un mismo subespacio
lineal de dimensién < 3, lo que equivale a que la matriz cuyas filas son los representantes
de esos cuatro puntos tiene determinante cero (o, en términos equivalentes, rango < 3).
O

Definicidon 2.5. Sea K un cuerpo. Se define la caracteristica de K, denotada por car(K),

como el menor entero positivo p tal que:

p-l=1+1+---+1=0,

p veces

donde 1 representa el elemento neutro multiplicativo de K. Si ningun entero positivo p

satisface esta condicion, se dice que K tiene caracteristica cero.

2.2. Teorema del cuadrilatero completo en la geometria proyectiva

Teorema 2.3. En el plano proyectivo P(V') sobre un cuerpo K de car(K) # 2, considere
D,,, como la recta que pasa por los puntos = y y. Si se toman cuatro puntos a, b, ¢ y d

que formen una referencia proyectiva y

e= Dy N Dy g = Dyg N Dy,
f:Dacmed h:DmeDef
Entonces b, ¢, g, h pertenecen a una recta proyectiva. Ademas [b, c; g, h] = —1.

La restriccion car(K) # 2 en el enunciado del Teorema 2.3 es esencial porque
el teorema establece que cuatro puntos b,c,g,h en una recta proyectiva satisfacen
[b,c;9,h] = —1. En un cuerpo de caracteristica 2, se tiene —1 = 1. Una razén doble

igual a 1 indica ¢ = h y ya no se tendria una referencia proyectiva.

El objetivo es demostrar el teorema anterior a detalle haciendo uso de los elementos

tedricos de la geometria proyectiva estudiados.

Demostracion. Tomando cuatro puntos a, b, ¢ y d que forman una referencia proyectiva,

sin perdida de generalidad, se toma la referencia proyectiva estandar, dada por:

25



a=1[1:0:0,b=[0:1:0,,c=[0:0:1]yd=1[1:1:1]

Se necesitan las ecuaciones de las rectas, Dy, Deq, Dac, Dya, Dag Y Die, €mpezando
por D, que resulta de calcular el determinante de la matriz con filas dadas por los
vectores (1,0,0),(0,1,0) y (zo,x1,22) € igualarlo a 0 ya que cuando esto ocurre, quiere
decir que la tercera fila es combinacion lineal de las otras dos. Es decir [z : x; : 3]

pertenecerd a la recta D,.

Asi:
1 0 0
0 1 0]|=0+22=0
Tog T1 X2
luego,

Doy = {[xo : 71 : 15 € P*(K)|z, = 0}

Repitiendo el proceso para las demas, se obtiene:

0 0 1
1 1 1|=0&z=mn

To T1 T2

Deq = {[x0 : 71 : 73] € P*(K)|zo = 21}

1 0 0

Lo T1 X2
Dac = {[.CCQ A Q?Q] € Pz(K)\xl = O}

0 1 0
1 1 1|=0c2=12

g T1 To

Dy = {[QZO X [Eg] € PQ(K)le = ZEQ}
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1 0 O
1 1 1|=0< 2=

To T1 T2
Dag = {[z0 : 21 : 23] € P2(K)|2, = 29}

0 1 O

Tog T1 X2
Dbc = {[CEO L X IQ] € ]PQ(K)’SCO = 0}

Con lo anterior, se puede determinar las intersecciones ¢, f, g y h de las rectas anteriores,

empezando por e que resulta de resolver el siguiente sistema:
{ To = 0
To =T
luego,
e=1[1:1:0].

Repitiendo el proceso para los demas, se obtiene:

~0 o
{ i esto implica que: f=[1:0:1].
To = T2

{xl ~ " estoimplicaque: g=[0:1:1].
Ty = 0

=0 o

{ o esto implicaque: h=1[0:—1:1].
To = T —+ X9

Como zy = 0 para b, ¢, g y h entonces son colineales (Pertenecen alarecta L = {[zg : 7 :

19| € P(K)|ayz; + asrs = 0},. Ademas note que
m(b) =7((0,1,0)) =[0:1:0] =0

m(e) =7((0,0,1))=[0:0:1] =¢

r(b+c) = 7((0,1,1)) =[0:1:1] =g
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n(-b+c) =7((0,-1,1)) =[0: -1:1] =h

porloque p=—1=1[b,c;g,h]
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3. Principio de dualidad

Tras analizar el teorema y su demostracion, a continuacién, se profundizara en las
simetrias que existen entre puntos y rectas en el enunciado de ese teorema. Para tales
fines se necesita estudiar de otros conceptos fundamentales de la geometria proyectiva.
Cabe destacar que la demostracién del teorema del cuadrilatero completo, aunque sirvid
como punto de partida para adentrarse en este campo, solo se abarcaron los elementos

necesarios para comprender ese teorema especifico.

Es posible estudiar el plano proyectivo desde una perspectiva mas axiomatica. Para
esto, se tendra presente el capitulo 14.1 de Coxeter’, aunque adaptado en estilo y

notacién al contexto presente.

Axioma 3.1. Dos puntos diferentes cualesquiera estan unidos por una unica recta.

Axioma 3.2. Dos rectas cualesquiera se intersecan en por lo menos un punto.

Axioma 3.3. Existen cuatro puntos, tales que tres de ellos no son colineales.

Axioma 3.4. Axioma de Fano Los tres puntos diagonales de un cuadrangulo completo

no son colineales nunca.

Lo anterior determina una de las propiedades mas especiales del plano proyectivo,
la cual es: la dualidad, que es la correspondiencia biyectiva entre puntos y rectas que
respeta la incidencia: un punto incide en una recta si el punto pertenece a la recta, y una
recta incide en el punto si la recta pasa por el punto. En ese orden de ideas, se puede

enunciar:

Teorema 3.1. Dos rectas diferentes cualesquiera se intersecan en un unico punto.

7 COXETER, H.S.M. Introduction to Geometry. 2nd ed. Wiley, 1969.
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Teorema 3.2. Dos puntos cualesquiera estan unidos por al menos una recta.

Note que teorema 3.1 es la proposicion dual del axioma 3.1, que facilmente se
demuestra usando el axioma 3.2. Analogamente se tiene lo mismo para el teorema 3.2

gue es la proposicion dual del axioma 3.2 y se demostraria usando el axioma 3.1.

El principio de dualidad afirma que si una proposicién verdadera sobre unicamente
los términos punto, recta y la relacion de incidencia, entonces la proposicién dual,
obtenida de la original intercambiando la palabras puntos por rectas, interseccion por
union, concurrentes por colineales, haz por hilera, n-angulo por n-latero, etc, también es

verdadera.

Para demostrar esto solo se necesita utilizar los anteriores axiomas. Por lo que se
puede demostrar mecanicamente el teorema dual de uno original dualizando cada paso

de la demostracion original.

Ejemplo 3.1. E/ dual del axioma 3.3 afirma la existencia de un cuadrilatero completo. Si

A, B, C, D son los vértices de un cuadrangulo cuyos lados son

De manera ilustrativa:

B G f C

Figura 6. llustracién de dualidad
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Entonces a, b, ¢, d son las rectas de un cuadrilatero cuyos vértices son

A=anb, B=anf, C=bNnf, D=cnd, E=anNnc, F=bNd.
Donde las tres rectas que unen pares de vértices opuestos se denominan diagonales.

Por el axioma 3.4 lo siguiente:

Los tres puntos diagonales E = anNec, F=bNd, G=enN f noson colineales. (7)

Por el dual, se tendria que las tres rectas diagonales de un cuadilatero nunca
concurren. Si ese cuadrilatero es el formado por a, b, c y d y lo anterior es falso, entonces
sus diagonales

e=AD, f=BC, g=EF

concurren, por lo que el punto G estaria en la recta g, lo cual contradice (7). H

Materializando lo anterior para el contexto del cuadrilatero completo se tendria:

Teorema del cuadrilatero completo Teorema del cuadrangulo completo
Dados cuatro puntos A, B, C'y D, tales Dadas cuatro rectas a, b, cy d, tales

que tres de ellos no sean colineales y sean que tres de ellas no sean concurrentes y sean

E=ABNnCD, F=ACnNBD, e=anb cNd, f=aNc bNd,
G=ADNBCyH=BCNEF, g=and bNecyh=bNc enf,
entonces H es conjugado arménico de G entonces h es conjugado armoénico de g
respectoa By C. respectoabdy c.

Donde la definicion de razdn doble de cuatro rectas concurrentes es:

Definicion 3.1. Dadas b,c, g y h cuatro rectas distintas que pasan por un mismo punto
O. Sea | una recta cualquiera que no pase por O y que corte a b,c,g,h en los puntos

B,C,G, H, respectivamente. Se define la razon doble de las rectas [b,c; g, h] como la
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razon doble de los puntos [B,C; G, H], esto es:

BGCH

[b, c, g, h] = [B, O, G, H] = @ﬁ

El valor de esta razén es independiente de la recta [ elegida. Ademas, cuando se
cumple que

[ba G4g, h] - _]-7
se dice que h es conjugado arménico de g respectoa by c.

Asi se tiene que el teorema del cuadrangulo completo al ser el dual del original,

también es cierto.

Habiendo abordado la dualidad desde un perspectiva axiomatica, se cambia ahora
a una formulacion algebraica que permita calculos y construcciones explicitas. Se
instroduce la transformacion proyectiva, entendida como la correspondencia entre
espacios proyectivos que proviene de aplicaciones lineales inyectivas en los espacios
subyacentes, y utiliza su representacion algebraica para traducir las propiedades

axiomaticas en enunciados demostrables.

Los subcapitulos presentados a continuacion tienen como principales fuentes
bibliograficas los capitulos 1.2.2, 1.2.3, 1.4.2 y 1.4.4 de Fortuna et al.8, el capitulo 5.5

de Gallier® y el capitulo 3F de Axler'®.

3.1. Preliminares

Definicion 3.2. SeanVV y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Se define como
transformacion proyectiva a la aplicacion g : P(V) — P(W), si existe una aplicacion

lineal inyectiva f : V — W tal que:

8 FORTUNA, E.; FRIGERIO, R.; PARDINI, R. Projective Geometry. Springer, 2016.
9  GALLIER, Jean. Geometric Methods and Applications. Springer, 2011.

10 AXLER, Sheldon. Linear Algebra Done Right. Springer, 2024.

32



Y sedenotag = f.

Si f es unisomorfismo lineal entonces g es un isomorfismo proyectivo. Dos espacios
proyectivos sobre un cuerpo K se dicen isomorfos si existe un isomorfismo proyectivo

entre ellos; esto ocurre si, y solo si, tienen la misma dimension.

3.2. Espacio Vectorial y Espacio Dual Dados un cuerpo K y un espacio vectorial de
dimensién finita V' sobre K. Se define como espacio dual al espacio formado por las

aplicaciones lineales de V a K. Y se denota por

V*={¢:V - K| ¢eslineal}

Paratodoxyy e Vykyk' € Ksetiene:

(kX + K'Y) = ko(X) + E'o(y),

donde los ¢ son elementos de V*.

Ejemplo 3.2. Considere el espacio vectorial R* sobre el cuerpo R. Dicho espacio tiene
como base a los vectores:
e = (1,0), e = (0,1).

Se puede afirmar que los funcionales <°, ¢! que satisfacen

EO(eO) = ]-7 60(61) = 07 €1<eO) = 07 El(el) =1
son una base de su espacio dual, R** y se denomina como la base dual.

Asi, cada elemento de R** se puede escribir como:

& = ae’ + be', a,beR
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De manera mas explicita, tome el vector x= (xy,X,), entonces,

€O(X0,X1) = Xo yﬁl(XO, X1) = X1

por tanto,

o(X) = o((Xo€ + X1€1))

por linealidad,

P(X0€ + X161) = P(Xo€0) + P(X161) = b(€0) X0 + P(E1)X1 = P(&0)e” (X0, X1) + P(€1)€' (X0, X1)

Asi tomando a = ¢(ey) y b = ¢(e,) se obtiene la expresion previa ¢ = ac® + be'. En

particular, se puede escribir a ¢ como:

¢ = <a7b)

Donde (a, b) seria el sistema de coordenadas para ¢ € R** en la base (°, ¢!).

Ejemplo 3.3. Generalizando para R". Brevemente, la base de este espacio es
{ev, ..., €,_1}, donde cada coordenada del vector e; es 0 menos la j-ésima coordenada
que es 1. Por lo anterior, es claro que la base dual es {¢°, ...,e"~'}, donde cada funcional
¢/ “extrae” la coordenada j-ésima correspondiente de un vector de R". Asi todo ¢ de R™

se puede escribir de esta forma:

¢: k060+...+kn_1€n_1, k‘o,..,kn_l eR

Por lo tanto se puede concluir que todo ¢ de R™ puede escribirse como ¢ =
(ko, ..., k.—1). De ese modo, se puede ver a los funcionales ¢ del espacio dual R™* como

vectores columna de R".

Observacion 3.1. De lo anterior se puede deducir que hay un isomorfismo lineal entre

todo espacio vectorial V' y su respectivo espacio dual V*. Por lo que si un espacio vectorial
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V' tiene dimension n + 1, dimV = n + 1, entonces su espacio dual V* también tiene

dimensionn + 1, dimV* =n +1 = dimV.

El isomorfismo mencionado en la Observacion 3.1 es el que asigna a cada vector
x € V su correspondiente funcional ¢ en el espacio dual V*, que actua extrayendo sus
coordenadas en la base dual. Es decir, si la base de V' es {ey,...,e,} y la base dual

correspondiente es {¢', ..., €"}, el isomorfismo esta dado por:

f: V=V x= inei = f(X) = ox = inei.
i=1 i=1

Asi, la i-ésima coordenada de x en V' se corresponde con la i-ésima coordenada de

¢x en V* mostrando el isomorfismo entre ambos espacios.

3.3. Espacio Proyectivo Dual = Dados un cuerpo Ky un espacio vectorial de dimension
finita V' sobre K, denotando por V* su espacio dual. Considere la relacion de equivalencia

~ en V* — {0} definida como:
a~bs (3N K—{0}:a=M\b).

Se define como espacio proyectivo dual al espacio proyectivo P(V*), deducido del

espacio dual V* como las clases de equivalencia generadas por ~. Y se denota como
P(V*) = (V*={0})/ ~.
Para todo ¢ € V* se denota la clase de ¢ como:
e ={Ap, A € K*},
Asi, por definicion, existe una aplicacion canénica de V*— {0} sobre P(V*) dada por:

' V*—={0} — P(V*)
¢ - 7(¢) = .
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SidimV = n+ 1, como P(V*) es isomdrfo proyectivamente a P(V') entonces tiene

dimensiéon n.

En resumen se tiene lo siguiente:

| VAR Ve
[ |7
P(V) P(V*)

Por otro lado, cabe destacar que si se tiene h : V. — W es una aplicacion lineal
inyectiva que induce g, que es una aplicacién proyectiva, entonces el conjunto de

aplicaciones lineales de V. a W que inducen a g coincide con la familia {\h | A € K*}.

Asi se puede completar el siguiente diagrama conmutativo:

V = {x} LN V= {¢x}
|m |~
P(V) = {zlz = {Ax}} = P(V*) = {glp = {\ox}}
El anterior diagrama permite comprender de manera explicita el isomorfismo entre
P(V)y P(V*)

3.4. Principio de dualidad A continuacion, se presentaran definiciones elementales

para establecer el principio de dualidad.

Definiciéon 3.3. Dado un subespacio W, con dimW = k de un espacio vectorial V,

dim V' = n. Se define como anulador de W al conjunto de todas las formas lineales ¢

en el espacio dual V* tales que ¢ es cero restringido en W, se denota por:
W?={peV*|olw=0}

Observacion 3.2. W° es un subespacio lineal de V* de dimensionn — k y (W9)° = .

Propiedades 3.1. Para W, y W, de V* se verifican las siguientes propiedades:

(l) (Wl -+ W2)0 - Wl() N W20
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Demostracién. (W, + W3)? C W{ N W9:

Sea ¢ € (W, + W,). Entonces ¢(w) = 0 para todo w € W, + W,. En particular, para
todo w, € Wy C W, + W, se tiene ¢(w;) = 0, luego ¢ € WP. Andlogamente, para
todo w, € Wy C W, + W, se tiene ¢(w,) = 0, luego ¢ € W2. Por tanto, ¢ € WD N W2.

WO N WY C (W, + W,)O:

Sea ¢ € WY N WJ. Entonces ¢(w;) = 0 para todo w; € Wy y ¢(w,) = 0 para todo
we € Wiy, Para cualquier w € Wy + Way, existen wy, € Wi y wy € W, tales que

w = w; + wy. Luego:

p(w) = ¢(wy +wz) = d(w) + d(wz) =040 = 0.

Por tanto, ¢ € (W, + W5)°.

De ambas inclusiones se sigue la igualdad (W, + W5)? = W2 N W2, O
(Wy N Wa)0 = WP + W0,

Demostracion. W9 + W9 C (W; N W,)°:

Sea ¢ € W} + WJ. Entonces existen ¢; € W'y ¢, € W7 tales que ¢ = ¢1 + ¢s.
Para cualquier w € W, N W,, se tiene que w € Wy y w € W,. Dado que ¢, € WP,

¢1(w) =0,y como ¢y € W2, ¢o(w) = 0. Por lo tanto:

d(w) = ¢1(w) + ¢o(w) =040 = 0.

Esto implica que ¢ se anula en todo w € W, N W,, es decir, ¢ € (W, N W), Asi,
WY+ W9 C (W N Wy)P.

(Wl N Wz)o - W(l) + Wg

Sea n = dim V. Para cualquier subespacio W de V, se tiene dim W° = n — dim W.
Ademas, nétese que WP N W2 = (W, + W,)", ya que un funcional se anula en W, y

W, siy solo si se anula en Wy + Ws.
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Se calcula la dimension de W7 + W2:

dim(Wy + W3) = dim W} + dim Wy — dim(W} N W5)
= (n — dim Wy) + (n — dim W) — dim(W; + Wy)°
=2n — dim W; — dim Wy — (n — dim(W; + W3))
= n — dim W, — dim Ws, + dim (W, + Wa).

Por la férmula de la dimensién de la suma de subespacios:
dim (W, + Wa) = dim Wy + dim W — dim (W, N Wa).
Sustituyendo:
dim(Wy + W3) = n — dim Wy — dim Ws + (dim Wy + dim Wy — dim(W; N Wy))
=n — dim(W; N Ws).

Por otro lado:
d1m(W1 N W2)0 =N — d1m(W1 N WQ)

Por lo tanto, dim(W2+W2Y) = dim(W;NW,)°. Dado que ya se tiene W+ W, C (WinN
W,)?, y ambos espacios tienen la misma dimensién, se concluye que (1, N W,)° C
WP + wy.

De ambas inclusiones se sigue la igualdad (W, N W5)? = WP + W2, O

Notacion: El simbolo span denota el subespacio generado por los vectores indicados,

es decir, el conjunto de todas sus combinaciones lineales.
Ejemplo 3.4. SeaV =R3 y W = span{(1,0,0),(0,1,0)} C V.

El espacio dual V* es el conjunto de todas las formas lineales ¢ : R* — R. Se quiere

describir el anulador W° c V*, es decir:
W= {¢eV*|p(w) =0 para todow € W}.

Dado que los vectores de W tienen su tercera componente igual a cero, cualquier
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forma lineal que se anule en W debe depender unicamente de la tercera coordenada. Por

tanto, W' esta generado por la forma lineal

¢ tal que ¢(xo, x1,12) = T2, ¢ =€
Asi,
W = span{e*} c (R*)*.

Definicion 3.4. Dado un subconjunto no vacio A C P(V). Se define como espacio
generado por A al subespacio proyectivo obtenido al intersectar todos los subespacios

de P(V') que contienen a A. Y se denota por:

L(A) =N{SCP(V)| AC S}

Si A =5US5,con S = PWp), S, = P(W,), el subespacio generado por A se
denotara como L(Si, Ss) y se llamara la unién de S; y S,; se denotara por L(P;, ..., P,)

al subespacio generado por los puntos P, ..., P,.

Observacion 3.3. Note que
L(Sy,S2) = P(W; + W)

Demostracion. L(S1,S2) C P(W; + Wy):
Como Wy, C Wy + Wy y Wy C W, + Wy, se sigue que S; = P(W,) C P(W, + Wa) y
Sy = P(W3) C P(W,+Ws). Por tanto, P(IW;+W5) es un subespacio proyectivo que contiene
a S; U S,. Por la definicién de L(S;,S:) como interseccién de todos los subespacios
proyectivos que contienen a S; U Ss, la interseccion esta contenida en cualquiera de esos
subespacios, en particular:

L(Sy,Sy) CP(W, + Ws).

P(Wl + W2) - L(Sl, 82):

Sea S un subespacio proyectivo arbitrario que contenga a S;US,. Entonces S = P(U) para
algun subespacio vectorial U C V,y S; C P(U) es decir P(W;) C P(U). Se toman v € W,
v # 0. Entonces la clase proyectiva [v] € P(W;) C P(U), por lo que existe u € U \ {0}y
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A € K* con u = \v; por tanto, v = A™'u € U. Asi, W; C U. Anadlogamente, W, C U. De

aqui se sigue que W, + W, C U, y por tanto:

P(W; + W,) CP(U) = S.

Como S era un subespacio proyectivo arbitrario que contenia a S;US,, la inclusién anterior

muestra que P(1W; + W) esta contenida en la interseccion de todos esos S, es decir:

P(W; + Wa) C L(Sy, S).

De (i) y (ii) se obtiene la igualdad buscada:

L(Sy, S) = P(W, + Wh).

]

Sean P, = [v1] y P» = [vs] dos puntos distintos en el espacio proyectivo P(V'), donde
vi,vy € V' \ {0} son representantes homogéneos. El subespacio generado por ellos es
L(P,, P,) y es el menor subespacio que los contiene. Como P, # P, los vectores v, y vy
no son proporcionales, es decir, son linealmente independientes. Entonces, el subespacio
lineal

W = span{v;, v} CV

tiene dimensién 2. Este subespacio es el Unico subespacio de V' de dimensidén 2 que
contiene simultdneamente a v, y vy, ya que cualquier otro subespacio de dimension 2 que

los contenga debe coincidir con .
Con esto, se ha demostrado el siguiente teorema:

Teorema 3.3. Dos puntos diferentes cualesquiera estan unidos por una unica recta

proyectiva.
Note que este enunciado es el axioma 3.1 de la geometria del plano proyectivo.

Definicion 3.5. Sean S; = P(W;) y Sy = P(W,) subespacios proyectivos de P(V'). Los

subespacios S, y S, se dicen incidentales si S, N S, # (), y disjuntos si S; NSy = (.
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Observacion 3.4. Note que
SlmSQIP(WlmW2>

Demostracion. S; NS C P(W; N Wo):

Sea [v] € 51N S,. Entonces [v] € P(W) y [v] € P(W5); por tanto existe v # 0 tal que v € W)
y v € Wy, De ello se sigue v € W, N Ws,, y por ende [v] € P(W; N W,). Esto prueba la

inclusién indicada.
]P)(Wl N Wz) C Sl N S2:

Sea [v] € P(W; N Ws,). Entonces v # 0y v € Wy N W,, de modo que v € Wy y v € Wha.
Por definicién de proyectivizacién se tiene [v] € P(W;) = Sy y [v] € P(W3) = Ss, luego

[v] € S1 N S,. Esto prueba la inclusion contraria.

Combinando (i) y (ii) se obtiene la igualdad

Sl N Sg = ]P(Wl N Wg)

]

A continuacién, se enuncia una férmula fundamental que se utiliza para estudiar

intersecciones en espacios proyectivos.

Féormula de Grassmann para espacios proyectivos: Sea P(V) un espacio

proyectivo y sean S, S, C P(V). Entonces,

Demostracion. Sea S, = P(W;)y Ss = P(Ws,), donde Wy, W, C V talque S1, 52 C P(V).
Se sabe que la dimensidn de un subespacio proyectivo P(IW) es dim W — 1. Se aplica la

formula de Grassmann en espacios vectoriales:

Ahora se traslada esta féormula al contexto proyectivo. Primero, se tiene que:
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(Las ultimas dos ecuaciones son consecuencia de las observaciones 3.3y 3.4.)

Asi, sustituyendo en la formula de Grassmann se obtiene:

dim(L(Sy, Ss)) = dim(W; + Wy) — 1 = [dim(W;) + dim(Ws) — dim(W; N Wa)] — 1.

Reorganizando términos:

dim(L(Sy, Ss)) = (dim(W;) — 1) + (dim(Ws) — 1) — (dim(W; 0 W) — 1),

lo cual equivale a:

dim(L(Sy, Ss)) = dim(S7) + dim(Ss) — dim(S; N Sy).

]

Lo anterior implica que si dos subespacios S; = P(W;), So = P(W,) C P(V) cumplen
que
dim S; 4+ dim Sy > dim P(V),

entonces necesariamente S; N S, # (), es decir, los subespacios se intersecan.

Demostracion. Sean S; = P(W;) y S, = P(W>) subespacios proyectivos de P(V'), donde
W1, W5 son subespacios vectoriales de V.

Aplicando la relacidén entre dimensiones proyectivas y vectoriales, se obtiene:

dim L(Sl, Sz) = dim Sl + dim SQ - dlm(Sl N SQ)

Ahora, se tiene que
dim S; + dim Sy > dim P(V),
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y como L(Sy,.S;) esta contenido en P(V'), se cumple
dimP(V) > dim L(Sy, Ss),
por tanto,
Sustituyendo la expresién de dim L(S;, S;) obtenida anteriormente, se tiene:
dim Sl -+ dim SQ 2 dim 51 + dim Sz — dlm(Sl N Sg),
de donde se deduce que
0 Z — dlm(Sl N Sg),

Yy, en consecuencia,
lel(Sl N SQ) Z 0.

Cabe recordar que, por convencién, el conjunto vacio tiene dimension —1, es decir,
dim(p)) = —1. Dado que la dimensién de la interseccion es mayor o igual que 0, se

concluye que dicha interseccidén no puede ser vacia. Por lo tanto,

S1N Sy #0.

entonces necesariamente se intersecan. [

En particular, si se trabaja en un plano proyectivo, es decir, si dim(P(V')) = 2, entonces
cualquier par de subespacios proyectivos de dimension 1 (es decir, rectas proyectivas)

satisfacen

dim(S)) = dim(Sy) =1 = dim(Sy) + dim(Ss) = 2 = dim(P(V)).

Con esto se ha demostrado el siguiente teorema:
Teorema 3.4. Dos rectas proyectivas en un plano proyectivo siempre se intersectan.

Note que este enunciado es el axioma 3.2 de la geometria del plano proyectivo.
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A continuacién se presenta un teorema que introduce una definicién significativa para

este capitulo.

Teorema 3.5. Sea P(V') un espacio proyectivo de dimension n, entonces existe una
biyeccion entre el conjunto de subespacios de dimension k de P(V') y el conjunto de

subespacios de dimensiénn — k — 1 de P(V)*.

Demostracion. Se considera la funcidén § que va de los subespacios de dimensién £ de
P(V) a los subespacios de dimensién n — k — 1 de P(V)*, dada por §(P(W)) = P(WY).
Entonces:

dimP(W) + dim P(W?) = dim W — 1 + dim W° — 1.

Por propiedades de la dimensién del espacio anulador (dim V' = dim W + dim W?):

dim P(W) + dim P(W°

dim P(W°

(W% =

dim P(W) + dim P(W°) = dimP(V) — 1
(W) =dimP(V) —dimP(W) — 1
(W)

dmPW =n—k—1

Por lo tanto, la funcion ¢ esta bien definida.

Inyectividad. Supongamos que
5(P(W1)) = 5(P(W2))'

Entonces,
P(WY) =P(Wy) = Wy =Wy,

Por propiedades del espacio anulador((17°)? = W.) Por tanto,
Wy = (WY)" = (W3)" = Wy,

lo cual demuestra que ¢ es inyectiva.

Sobreyectividad. Sea H C V* un subespacio de dimensién n — k. Se define W =
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H° C V. Entonces se cumple que
W = (H°)" = H.

Por tanto,
S(P(W)) =P(W°) = P(H),

lo que muestra que cada subespacio de dimensién n —k —1 en P(V*) es imagen de algun

subespacio de dimensién k& en P(V). Asi, ¢ es sobreyectiva.

Dado que § es inyectiva y sobreyectiva, se concluye que es una biyeccién. O

Definicidn 3.6. Se define como biyeccion candnica dual a la aplicacion que tiene como
dominio el conjunto de los subespacios de P(V') de dimension k y como codominio el
conjunto de subespacios de P(V*) de dimensionn — k — 1, que asocia a cada subespacio

S =P(W) el subespacio P(W"). Y se denota por:

§: {P(V)2S=P(W)|dimS =k} — {PW° CP(V*)}
S —  0(S) =P(W).

Ejemplo 3.5. Se considera el espacio V. = R3* y el subespacio W =
span{(1,0,0),(0,1,0)} c V. Entonces, dim(W) = 2, por lo tanto S = P(W) c P(R?)

€s un subespacio proyectivo de dimension k = 1.

Se quiere encontrar la imagen de S bajo la biyeccion candnica dual, es decir, 6(S) =
P(WY) C P((R3)).

Como W esta generado por vectores cuya tercera coordenada es cero, las formas
lineales que se anulan en W deben depender solamente de la tercera variable. Asi, W°

esta generado por las formas lineales:
¢ tal que gb(l’o, xl)'IQ) = T2, ¢ - 62

Y su dimensién es 1. Por tanto, W° = span{(e*)} c (R3)*, lo cual implica que el

subespacio proyectivo §(S) = P(W?) tiene dimension 0.
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Propiedades 3.2. Para cualesquiera subespacios proyectivos S; = P(W;) y Sy = P(Ws)

de P(V), ¢ verifica las siguientes propiedades:

(1) (Inversién de inclusiones) SiS; C S,, entonces

d(S2) C 4(Sh).

() (Interseccion <+ suma proyectiva)

3(S1N S2) = L(5(S1),5(S2)).

(1) (Suma proyectiva «» interseccién)

0(L(S1,52)) = 6(S1) Nd(Sh).

Demostracion. Sea S; = P(W;) (i = 1,2) con W; C V subespacios vectoriales.

(i) (Inversion de inclusiones).

Supongamos S; C Sy. Entonces P(W;) C P(W,), y por la relacion entre proyectivizacion
e inclusién de subespacios vectoriales se sigue 1, C W,. Sea ¢ € WJ. Por definicién
o(w) = 0 para todo w € W,; como W; C W, se obtiene ¢(w) = 0 para todo w € W, es
decir ¢ € W). Por tanto W C W7, y y por la relacién entre proyectivizacion e inclusion de

subespacios vectoriales se sigue
8(Sy) = P(Wy) C P(WY) = 6(5h).

Esto prueba (i).

(ii) (Dualidad entre interseccion proyectiva y suma).

Por las propiedades de la proyectivizacion de intersecciones vistas anteriormente
Sl N SQ = P(Wl N W2)7

y por definicion
3(S1 M Sy) = P((Wy NW,)°).
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Ahora, por propiedades del anulador de un subespacio vectorial
(W N )0 = W + W3,
Aplicando proyectivizacién, se obtiene:
P(WP + WY) = L(6(S1),6(S2)) = 6(S1 N Sa).

Queda demostrado (ii).

(iii) (Dualidad entre suma proyectiva e interseccion).

Por las propiedades de la proyectivizacion de suma vistas anteriormente
L(S1,S) = P(W; 4+ Wy)

y por definicion
0(L(S1,S2)) = P((Wy + W)°).

Ahora, por propiedades del anulador de un subespacio vectorial
(Wi + Wa)? = WY N Wy,
Aplicando proyectivizacion, se obtiene:
P(WP A WY) = 6(S1) N6(S) = 6(L(S1, Ss))-

gue es precisamente (iii).

Cuando k£ = n — 1, se recupera la correspondencia uno a uno entre hiperplanos de

P(V) y puntos de P(V*); cuando k£ = 0, se obtiene una correspondencia uno a uno entre

puntos de P(V) e hiperplanos de P(V*).

La formalizacion algebraica de los Teoremas 3.3 y 3.4 establece un marco sélido

para garantizar el principio de dualidad en el plano proyectivo: entendido como

una correspondencia biyectiva entre puntos y rectas que preserva la incidencia. En
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consecuencia, cada enunciado puede reinterpretarse en su forma dual y, con base en
los resultados ya demostrados, formularse las proposiciones duales correspondientes a

los Teoremas 3.3 y 3.4, que se presentan a continuacion.

Proposiciones duales de los teoremas 3.3 y 3.4

Recordando el Teorema 3.3 en el plano proyectivo:

Dados dos puntos proyectivos distintos P, y P», existe una Unica recta L( P, P;)

proyectiva que pasa por ambos.

Su proposicién dual es:

Dadas dos rectas proyectivas distintas L; y L,, existe un Unico punto P =

L1 N L, proyectivo donde se intersecan.

Demostracion. Se denota

Ly =6(Py), Ly = §(P)

por biyectividad de ¢ se tiene que:

571(L1) — Pl, 571([/2) — P2
Por Teorema 3.3 hay una unica recta proyectiva L(P;, P,) que pasa por P, y P,. Asi,
por propiedad iii de ¢
S(L(P,Py))=06(P)N6(P)=P=LiNLy
donde P es un punto proyectivo Unico ya que L(P;, P») es Unicay ¢ es biyectiva. [

Recordando el Teorema 3.4 en el plano proyectivo:

Dos rectas proyectivas cualesquiera L y L, siempre se intersecan en un punto
proyectivo P = Ly N Ls.
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Su proposicién dual es:

Dos puntos proyectivas cualesquiera P, y P, siempre estan unidos en una

recta proyectiva L(P;, P,)

Demostracion. Se denota

por biyectividad de ¢ tiene que:

§H(P) =L, 6 1(P) = Ly

Por Teorema 3.4 hay un punto proyectivo P = L, N L, en el que L; y L, siempre se

intersecan. Asi, por propiedad ii de §

(5([/1 ﬂ LQ) - L((S(Ll), 5(L1)) — L(Pl, PQ)
donde L(P;, P») es una recta proyectiva. O

Expuesto el uso de la biyeccion candnica dual, se pueden establecer los otros axiomas

del capitulo anterior y:
El Principio de Dualidad en el Plano Proyectivo

Si una proposicidén verdadera involucra unicamente los términos punto, rectay la

relacion de incidencia,

la proposicidén dual, obtenida al intercambiar las palabras punto(s) por recta(s),
interseccion por unién, concurrentes por colineales, haz por hilera, n-angulo por

n-latero, etc, también es verdadera.

Asi, con la ayuda del &lgebra y los conceptos vistos en el capitulo, se puede demostrar
que los duales de los mencionados axiomas y del teorema del cuadrilatero completo

también son verdaderos.
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4. Construccion de la proporcion aurea a partir de secuencias arménicas

En este capitulo se aborda la construcciéon de la proporcion aurea en el marco de
la geometria proyectiva, utilizando para ello el concepto de secuencias arménicas. La
idea central consiste en aplicar iteradamente la nocién de conjugado arménico sobre
cuaternas de puntos, lo que permite generar sucesiones con propiedades invariantes
bajo transformaciones proyectivas. A partir de esta estructura se identifican distintos tipos
de secuencias que conducen a la apariciéon de la razén aurea como un limite. Para ello,
se presentan primero algunos preliminares técnicos, seguidos de la definicion y analisis
de secuencias de tipo 1, 2 y 3, cada una de las cuales aporta un enfoque particular en la

construccién buscada.
El siguiente subcapitulo contiene definiciones que toman como fuente al capitulo 5.5
de Gallier''.

4.1. Preliminares

Transformaciones proyectivas: (los grupos GLy PGL)  En geometria proyectiva, las
transformaciones mas fundamentales son aquellas que preservan la estructura proyectiva
del espacio. Estas transformaciones estan estrechamente ligadas a los grupos GL y PGL,

descritos a continuacion.

Definicion 4.1. E/ grupo lineal general GL(n,K) esta formado por todas las matrices

invertibles de tamano n x n con entradas en K, es decir:

GL(7,K) = {A € Mat,x(K) | det(A) # 0} .

Este grupo actua sobre el espacio vectorial K™ mediante la multiplicacion matricial.

Sin embargo, en geometria proyectiva no se trabaja directamente con vectores de
K", sino con clases de equivalencia de vectores no nulos bajo multiplicaciéon escalar. Es

decir, se consideran puntos de espacio proyectivo P"(KK), que pueden interpretarse

" GALLIER, Jean. Geometric Methods and Applications. Springer, 2011.
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como lineas que pasan por el origen en K". Por lo tanto, dos matrices que difieren solo

por un escalar definen la misma transformacion proyectiva.

Definicion 4.2. E/ grupo lineal general proyectivo PGL(n,K) se define como el
cociente:

PGL(n,K) = GL(n, K)/K*,

donde K* es el grupo multiplicativo de escalares no nulos de K, actuando sobre GL(n,K)
por multiplicacion escalar. Dos matrices en GL(n,K) representan la misma clase en

PGL(n,K) si difieren solo por un escalar.

Definicion 4.3. Dada una aplicacion lineal biyectiva f : V — V entre espacios vectoriales

de dimension finita, se dice que la aplicacion inducida
P(f):P(V) = P(V)

es una proyectividad.

Ejemplo 4.1. En el caso particular de la recta proyectiva P'(K), toda proyectividad esta

inducida por una aplicacion lineal biyectiva
g:K? - K?

representada por una matriz invertible:

b
M(g)(a ), con ad — bc # 0.
c d

Obsérvese que define naturalmente una transformacién en la recta proyectiva P! (K) dada
por

[z :y] — [ax + by : cx + dy].

Esta correspondencia esta bien definida, pues si [z : y] = [A\x : \y] para A # 0, entonces
[ax + by : cx + dy] = [Aaz +by) : AM(cx + dy)], de modo que la clase proyectiva no depende

del representante. Asi, toda matriz invertible M (g) induce una proyectividad sobre P! (K).

En la carta afin donde y # 0, se identifica cada punto de P!(K) con un elemento
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z = x/y € K. En estas coordenadas, la aplicacién anterior toma la forma racional dada

por

az+b i _d
cz+d’ SI 2z 7é c’

c#0{o00, siz=-2 =0

c’

4 Si z = o0,

c?

Ya que P/(K) ¥ K U oo

Definicion 4.4. El primer caso es conocido como transformacion de Mébius, las cuales
son transformaciones dadas de la forma:
at+b

f(t) = Td con ad — be # 0.

En los casos donde K = R o K = C, se observa que:

i az+b a i az+b
1m = — 1m =
zmocz+d ¢ y st cz+d

o0,

cuando ¢ # 0, lo cual asegura continuidad proyectiva.

Teorema 4.1. '2[TEOREMA FUNDAMENTAL DEL PLANO PROYECTIVO] Dadas dos
cuarternas de puntos en posicién general A,B,C,D y A’, B',C', D' en P*(R), existe una

unica proyectividad T' € PGL(3,R) que lleva uno a otro:

Esto quiere decir que cualquier cuarteto de puntos proyectivos en posicion general
se puede transformar en otro cuarteto, también en posicién general, mediante una Unica

proyectividad.

La prueba del teorema se basa en un lema técnico, que nos da control sobre los

representantes homogéneos de cuatro puntos proyectivos en posicién general.

12 Adaptado de RAMIREZ-GALARZA, A. |.; KURI, J. S. Introduccion a la geometria avanzada. 2002, cap.
3.5.

52



Lema 4.1. '8 Dada una cuaterna A,B,C,D € P%(R), en posicion general, es posible

encontrar representantes (vectores a = (a1, as, a3), .. .) tales que:
a=b+c+d

Esto quiere decir que se puede encontrar representantes en R? tales que uno de ellos

(por ejemplo a) es combinacion lineal de los otros tres.

Demostracion. Cuatro puntos proyectivos en posicion general determinan cuatro
direcciones no coplanares en R3. En consecuencia, cualquier subconjunto de tres de
estos vectores genera una base del espacio, y por tanto, el cuarto puede escribirse como

combinacion lineal de los otros tres. Asi, existen escalares 3,~,d € R tales que:
a= b+~ +dd.

Multiplicando cada vector por el escalar correspondiente, se redefinen los

representantes:
b:=p, c:=~d, d:=dd,

y se obtiene:
a=b+c+d.

De esta manera, se hallan representantes homogéneos tales que uno es suma de los

otros tres, lo cual concluye la demostracién del lema. O

Demostracion del teorema. Se aplica el lema anterior a ambos cuartetos A, B, C, D
y A’ B'.C', D'. Se obtiene vectores representativos A, B,C,D € R®*y A’ B'.C'", D’ € R?

tales que:

N

=B+C+D, A=B+C+D.

Como los vectores 5, C, D forman una base de R? (por estar en posicion general), y

13 Adaptado de RAMIREZ-GALARZA, A. |.; KURI, J. S. Introduccion a la geometria avanzada. 2002, cap.
3.5.
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lo mismo ocurre con B’,C’, D', existe una Unica matriz M € GL(3,R) tal que:

=
=
I
=
e
+
Q
_l_
S
I

M(B)+ M(C)+M(D)=B +C' +D = A,

Por lo tanto, la transformacion lineal inducida por M lleva los representantes de los
puntos A, B,C, D alos de A’, B',C’, D', respectivamente. Como las proyectividades en
P%(R) corresponden a clases de matrices en GL(3,R), se concluye que la clase [M] €
PGL(3,R) es la proyectividad buscada. O

Con lo anterior se puede afirmar:
Teorema 4.2. La razon doble es invariante bajo transformaciones de Mébius.

Demostracion. Considerese primero el caso en que todos los puntos z, 23, 23, 24 SON

finitos. Se definen las imagenes bajo f como:

az; +b
cz +d’

w; = f(z) = parai=1,2,3,4.

La raz6n doble de los puntos w, ws, w3, w, €sta dada por:

(w1 — w3)(wy — wy)

(w1 — wy)(wz —w3)

(’LUl, Wa; W3, ’IU4) =

Se calculan las diferencias w; — w; para i # j. Se tiene:

_az+b az;+b  (az +b)(cz; +d) — (az; +b)(cz +d)

wi_wj_czi—l—d_czj—i—d_ (czi +d)(cz; +d)

Desarrollando el numerador:

(az; + b)(cz; + d) — (az; + b)(czi + d) = acz;zj + adz; + bezy + bd
— acziz; — adz; — bez; — bd

= (ad — bc)(z; — 2;).
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Por lo tanto,
(ad — be)(z — 25)
(CZZ' + d) (CZj + d) )

w; — U)j =
Sustituyendo en la razén doble:

(w1 — w3) (w2 — wy)
(w1 — wy)(wz — ws)

((ad be)(z1— 23)) ((ad bc)(227Z4))
(cz1+d)(cz3+d) (cza+d)(cza+d)
((
(

)
=)= ) (b)Y

(UJl, Wa; W3, U}4)

cz1+d)(cza+d

Observése que los factores (ad — be) se cancelan (pues ad — be # 0), y reorganizando los

denominadores se obtiene:

(21 — 23)(22 — 21) (c21 + d)(czqg + d)(cz2 + d)(cz3 + d)
(21 — 24)(22 — 23) (cz1 +d)(czg+d)(cza+ d)(czg + d)

(wl,wQ;wg,w4) =

Cancelando los términos comunes en el numerador y el denominador, se llega a:

(21 — 23)(22 — 24)

(21— 2a) (22 — 28) (1, 22523, 20).

(wl,wQ;wg,w4) =

Esto demuestra la invarianza para puntos finitos.

Si uno de los puntos es el punto al infinito, la demostracion se completa por
continuidad. Dado que las transformaciones de Mébius son homeomorfismos de la recta
proyectiva y la razén doble es continua, la igualdad se extiende a todos los puntos de
PH(K). O

Antes de abordar el andlisis asintético de sucesiones mediante herramientas
proyectivas, es fundamental introducir el papel que desempenfan las transformaciones
de Mébius.

En geometria proyectiva, el espacio que se considera no es el espacio afin habitual
(como R o C), sino el espacio proyectivo P!(R), que extiende la nociéon de punto al
incluir un punto en el infinito. En este entorno, las nociones métricas absolutas pierden
significado (como distancias o diferencias), y en cambio se privilegian las relaciones

invariantes bajo transformaciones proyectivas, como la razén doble.
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En este marco, cualquier sucesién numérica clasica como

(an)neN C R

no puede analizarse directamente en términos proyectivos sin un procedimiento que

garantice la coherencia geométrica con la estructura de P*(R).

Una transformacién de Mobius es un isomorfismo de P!(R) sobre si misma, y su

aplicacion a una sucesién produce una nueva sucesion de puntos proyectivos:

P, = f(a").

El propdsito del uso de esta transformacioén es multiple:

= Uniformizacion proyectiva: Permite representar la sucesion original en el espacio

proyectivo P'(R) de manera canénica.

= Preservacion de propiedades proyectivas: Las transformaciones de Mobius
preservan invariantes proyectivos esenciales, como la razén doble. Asi, cualquier
analisis realizado sobre la sucesion transformada P, tendra validez en la estructura
de P'(R).

= Acceso a limites proyectivos: Permite definir y analizar limites proyectivos y otras

propiedades geométricas que no tienen sentido en el plano afin clasico.

En lo que sigue se usaran definicion 1.1, definicion 1.2, definicion 1.3.

Definicion 4.5. Dado un par de puntos Cyy, C y un punto C5, se define recursivamente una
secuencia (C,).en tal que cada término C,, ., esté posicionado como en la definicién 1.2
(Conjugado armonico) para C, con respecto al par (C,_1,C,_,). Esta secuencia se

denomina secuencia armonica generada por C, respectoaC,,_, y C,_».

Notacion: El simbolo H(A, B;C) denota el conjugado armdnico del punto C' con

respecto a los puntos Ay B.

En este capitulo se propone construir la proporcidon aurea a partir del estudio de

secuencias armonicas en el contexto proyectivo. La construccion se basa en una sucesion

56



de cuaternas armdnicas definidas sobre una linea proyectiva y en la aplicacion iterada del

concepto de conjugaciéon armdnica.

Se parte de tres puntos iniciales distintos y en posicion general sobre una linea
proyectiva, los cuales se denotan por Iy, P; y P». La elecciéon de un cuarto punto, que
permita formar una cuaterna arménica con tres puntos consecutivos, da lugar a tres
posibles formas de extender la sucesion {P,},cz, cada una determinada por una regla

distinta de generacién armoénica. Estas formas se pueden clasificar del siguiente modo:

= Regla directa: el punto P,.5; es definido como el conjugado arménico de P, con
respectoa P,.1 Yy P,.o.
Pn+3 = H[Pn—i-la Pn—i—Q; Pn]

= Regla intermedia: el punto P, .3 es definido como el conjugado armonico de P, .,

con respecto a P, y P..

Pn+3 = H[Pna Pn—i—Z; Pn—l—l]

= Regla inversa: el punto P,, 3 es definido como el conjugado arménico de P,,, con
respectoa P,y P, .
Pn+3 = H[Pna PnJrl; Pn+2]

Para elegir alguna secuencia que estudiar a partir de ahora, por practicidad, se

selecciona una secuencia geométrica:

P, = qn>
donde ¢ es un escalar no nulo del cuerpo base.

La eleccién de esta forma funcional para la sucesioén permite aprovechar la estructura
algebraica para estudiar las condiciones necesarias para que se cumpla la relacién de

conjugacion arménica entre los términos de la sucesion.

La presentacion que sigue, incluyendo las formulas y los resultados cualitativos, se basa

en el trabajo de Leitenberger (2016), aunque la redaccion ha sido adaptada a la notacion
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y estilo de esta tesis.'

4.2. Secuencias de tipo 1 Especificamente, se desea determinar bajo qué valores de

q se satisface que ¢" es el conjugado arménico de ¢" 3 con respecto a ¢" 2y ¢" ..

En este caso, se impone:

0 sea, que cumpla:

[, "% g ) = —1
aplicando la férmula:
T e [t 0 N

(" =) =) (g + 1)

ie.
¢ +3¢+1=0
Las soluciones son:
-3 5) -3 =5
PP S P . e R S
2 2
donde ¢ = ”Tﬁ’ es el numero aureo.
Considere la transformacion proyectiva
at + b
t) = con ad—bc#0

que induce una sucesion de puntos proyectivos:

4 El desarrollo matematico y las expresiones empleadas se basan en LEITENBERGER, Frank. “Iterated

Harmonic Divisions and the Golden Ratio”, Forum Geometricorum 16 (2016), pp. 429-430.
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Para analizar el comportamiento de la sucesién, se considera el siguiente limite:

lim Pn+2pn+l
n—00 Pn+1pn )

Este cociente mide el ritmo de aproximacion de los términos sucesivos de la sucesion.

Para un limite finito, se tiene d A0y

aq?+2+b . aq?+1+b "
T PoiaPoi1 oy el a(cqt +d) 2
n—o0 Pn+1Pn n—00 aq?+1+b _agp+b (CQ?J’_Q + d) !
g T Hd ey +d

PyioP,i ~ —® 2P, P, paran grande.

Para un limite infinito, se tiene d = 0, y

. PapoPa ; et cqpt 1 2
1i im —— — = -9~
n—00 Pn+1 - n—oo aq +b aq+b Q1

cqp cay

P, oP, ~ —®?P, P, paran grande.

En este contexto, aunque las transformaciones proyectivas no preservan razones entre
puntos, se observa un fendmeno notable: ciertos limites de cocientes, como el ritmo de
crecimiento entre términos consecutivos de una sucesion proyectiva, si se conservan.
Este tipo de limites permiten captar informacién estructural que sobrevive a la accion
proyectiva, funcionando como una especie de invariante débil. En particular, cuando se
aplica una transformacién proyectiva a una sucesién geométrica, se pueden obtener
nuevas sucesiones cuyos limites reflejan propiedades constantes, como ocurre con la

aparicion del nimero aureo.

Se puede contemplar que la sucesién definida por ¢, = (—®%)" puede interpretarse

como un subconjunto real de la llamada espiral dorada, descrita por la expresion
2(t) = ML)t e R,

que representa una espiral logaritmica rotando en el plano complejo con razén aurea.
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Espiral dorada y puntos g, en el plano complejo

—— Espiral dorada
® g =(—dY

Parte Imaginaria
o

6 -1 -2 0 2 4 6
Parte Real

Figura 7. Espiral logaritmica dorada junto con la sucesion g, = (—¢*)".

4.3. Secuencias de tipo2  Por definicion, se tiene que P,., = P,. La sucesion (F,) es

una sucesion 4-periddica de dos pares de conjugados arménicos: (P, )y (Py, Ps).

4.4. Secuencias de tipo3  Especificamente, se desea determinar bajo qué valores de

q se satisface que ¢" es el conjugado armoénico de ¢" 2 con respecto a ¢" 3y ¢" .

En este caso, se impone:

0 sea, que cumpla:




Las soluciones complejas son:

=347

L =3—aT
4 - )

q1 1

q2

Ademads, se observa que |¢+| = 1, lo que significa que los modulos de las soluciones

son 1, por lo tanto, estan sobre la circunferencia unitaria del plano complejo.

Para una secuencia arbitraria de tipo 3, existe un isomorfismo proyectivo entre la
circunferencia unitaria del plano complejo y la recta proyectiva real, tal que al aplicar
este isomorfismo a la potencia ¢”, se obtiene un punto F, sobre la recta proyectiva real.

Este isomorfismo es inducido por una transformacion de Mébius compleja.

Esto quiere decir que se generan los puntos ¢!*' a partir de ¢" rotando en la
circunferencia unitaria por un angulo arg(q. ). Sin embargo, este angulo es irracional (en
el sentido de que no es mdltiplo racional de 2x), porque el nUmero ¢, no es una raiz de
la unidad. De hecho, su polinomio minimal 24 + 3¢ + 2 no es ciclotémico (no tiene raices

de la unidad como soluciones).

Como consecuencia:

= Los puntos ¢” son densos en la circunferencia unitaria.
9+

= Por lo tanto, sus imagenes P, bajo la transformacion de Mébius también son densos

en la recta proyectiva real.

Aunque las secuencias tipo 3 no estan directamente relacionadas con el numero
aureo, el angulo de rotacién arg(q,) ~ 138,59° es sorprendentemente cercano al angulo

aureo:

donde ¢ es el nUmero aureo.
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5. Conclusiones

a. Sintesis conceptual y metodoldgica. Este trabajo integré con éxito dos marcos
de referencia complementarios para el estudio del teorema del cuadrilatero
completo: (i) una demostracion clasica basada en herramientas euclidianas (Ceva
y Menelao), de caracter constructivo, y (ii) una formulacién algebraico—proyectiva
en coordenadas homogéneas que hace explicita la incidencia y la invariancia
proyectiva de los objetos involucrados. Esta doble via permitié contrastar el alcance

y las limitaciones de cada enfoque, y dio una vision unificada del resultado.

b. Principio de dualidad formalizado. Se establecié el principio de dualidad tanto en
su formulacién axiomatica como en su traduccién algebraica mediante la biyeccion
canodnica dual § : P(W) — P(W?Y), basada en anuladores y en la correspondencia

entre subespacios de P(V) y P(V*).

c. Estructura armonica e invariantes. La raz6n doble se consolidé como el invariante
central de la configuracion: en el cuadrilatero completo, los cuatro puntos colineales
correspondientes satisfacen una cuaterna armonica con razon doble —1, lo que
identifica al punto H como conjugado arménico de G respecto de los puntos de
referencia B y C. La formalizacion en P?(K) aclaré el requerimiento car(K) # 2 y

su papel para evitar degeneraciones (por ejemplo, —1 = 1 en caracteristica 2).

d. Secuencias arménicas y aparicion de la proporcion aurea. El andlisis de
secuencias armonicas sobre la recta proyectiva mostré tres familias canonicas.
En la familia tipo 1, la condicién de conjugacién arménica conduce al polinomio
¢*+3q¢+1 = 0, cuyas raices se expresan en términos del nimero aureo @, vinculando
asi la dindmica de la sucesién con la proporcion aurea. El estudio mediante
transformaciones de M®dbius evidencia que ciertos cocientes asintéticos entre
términos se estabilizan en constantes relacionadas con &, revelando un invariante
débil bajo proyectividades. En contraste, la familia tipo 3 la condicién de conjugacién
armoénica conduce al polinomio ¢*> + 3¢ + 1 = 0 lo que lleva a rotaciones de
angulo irracional sobre la circunferencia unitaria (raices no ciclotémicas), implicando

densidad en la circunferencia y en la recta y ofreciendo un puente entre la dinamica
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y el plano complejo.
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