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Resumen

Titulo: Motivos de cambio en el uso del ejemplo en la resolucién de problemas de demostracion
en Geometria Euclidiana”

. , . sk
Autor: Sergio Andrés Caicedo Araque

Palabras clave: Ejemplos, Demostracion, Geometria Euclidiana, Experimento de ensefianza
Descripcion:

En la educacion matematica se ha estudiado el papel de los ejemplos en el proceso de
demostracion, destacando que su uso productivo puede contribuir al desarrollo, exploracion,
comprension y demostraciéon de conjeturas (Zaslavsky, 2018; Zaslavsky y Knuth, 2019). No
obstante, segtn Ellis et al. (2019) y Knuth et al. (2019), se necesitan de mds investigaciones que
ayuden a comprender mejor la naturaleza de los usos del ejemplo; en particular, en el contexto de
la geometria euclidiana (Zaslavsky, 2019).

En este sentido, el presente documento reporta una investigacion que tuvo por objetivo analizar
los motivos que generan cambios en el uso de los ejemplos durante el proceso de resolucion de
problemas de demostracion en un curso de Geometria Euclidiana, al implementar una secuencia
de ensefianza centrada en situaciones referentes a las propiedades y congruencia de triangulos.

Como bases teoricas se tomo la estructura analitica de demostraciones de Beltran-Meneu et al.
(2024) y el marco CAPS de Ellis et al. (2019); elementos que se usaron para analizar el proceso
de construccion de las demostraciones, el rol que tuvieron los ejemplos en tal proceso y los
cambios en sus usos. La metodologia se guio por la estrategia de investigacion denominada
experimento de enseianza. En donde se disend, implementd y ajustod una secuencia de ensefianza
enfocada en las propiedades y la congruencia de tridngulos. La muestra seleccionada fueron
estudiantes del curso de Geometria Euclidiana del programa Licenciatura en Matematicas de la
Universidad Industrial de Santander.

Los resultados dan cuenta que en algunos casos el uso de ejemplos posibilitd a los estudiantes
obtener informacion para desarrollar conjeturas y construir demostraciones, permitiéndoles
transitar de argumentos basados en ejemplos a argumentos basados en aspectos genéricos del
problema. Lo que confirma que, los ejemplos pueden resultar utiles para que los estudiantes
puedan transitar de demostraciones empiricas a deductivas (Zaslavsky y Knuth, 2019). En ese
sentido, se evidencid que los estudiantes evolucionaron en la forma de usar los ejemplos en el
proceso de resolucion de problemas de demostracion. Pasaron de usos empiricos a usos mas
productivos. Esto, por los siguientes motivos identificados: necesidad de generalizar propiedades
y argumentos, necesidad de organizar propiedades y argumentos, necesidad de concentrarse en el
problema, exigencias del proceso de demostracion y retroalimentacion del profesor o compaiiero.

* Trabajo de Grado
** Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jorge Enrique Fiallo Leal. Doctor en Didactica de las
Matematicas. Codirector: Luis Angel Pérez Fernandez. Magister en Educacion Matematica.
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Abstract

Title: Reasons for Changes in the Use of Examples in Solving Proof Problems in Euclidean
Geometry”

Author: Sergio Andrés Caicedo Araque”™
Key words: Examples, Proof, Geometry Euclidean, Teaching Experiment
Description:

In mathematics education, the role of examples in the process of proof has been studied,
highlighting that their productive use can contribute to the development, exploration,
understanding, and proof of conjectures (Zaslavsky, 2018; Zaslavsky & Knuth, 2019). However,
according to Ellis et al. (2019) and Knuth et al. (2019), further research is needed to better
understand the nature of the uses of examples, particularly in the context of Euclidean geometry
(Zaslavsky, 2019).

In this sense, the present document reports a study aimed at analyzing the reasons that generate
changes in the use of examples during the problem-solving process of proof tasks in a Euclidean
Geometry course, through the implementation of a teaching sequence focused on situations related
to the properties and congruence of triangles.

As theoretical foundations, the analytical structure of proofs proposed by Beltran-Meneu et al.
(2024) and the CAPS framework of Ellis et al. (2019) were adopted. These elements were used to
analyze the process of constructing proofs, the role that examples played in this process, and the
changes in their uses. The methodology was guided by the research strategy known as a teaching
experiment, in which a teaching sequence focused on the properties and congruence of triangles
was designed, implemented, and refined. The selected sample consisted of students enrolled in the
Euclidean Geometry course of the Bachelor’s Degree in Mathematics program at the Industrial
University of Santander.

The results show that, in some cases, the use of examples enabled students to obtain information
to develop conjectures and construct proofs, allowing them to move from arguments based on
examples to arguments based on generic aspects of the problem. This confirms that examples can
be useful in helping students transition from empirical proofs to deductive proofs (Zaslavsky &
Knuth, 2019). In this regard, it was observed that students evolved in the way they used examples
in the process of solving proof problems. They moved from empirical uses to more productive
uses. This occurred due to the following identified reasons: the need to generalize properties and
arguments, the need to organize properties and arguments, the need to focus on the problem, the
demands of the proving process, and feedback from the teacher or peers

* Master’s Thesis
** Science Faculty. Mathematics school. Advisor: Jorge Enrique Fiallo Leal. PhD in Didactics of Mathematics. Co-
advisor: Luis Angel Pérez Fernandez. Master’s in Mathematics Education.
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Introduccion

El transito de la demostracion empirica a la demostracion deductiva ha sido un tema de
interés en el campo de la educacion matematica. En particular, se ha estudiado como el uso de los
ejemplos contribuye a que los estudiantes realicen este transito entre lo empirico y lo tedérico. Al
respecto, algunos estudios muestran que el uso de ejemplos puede desempenar un papel
fundamental en el desarrollo, la exploracion y la comprension de conjeturas, asi como en los
intentos por demostrarlas; en tanto que el uso dado a estos ejemplos sea productivo (v.g. Zaslavsky,
2018; Zaslavsky y Knuth, 2019; Ellis et al.,2019). Entendiéndose por uso productivo a una
actividad que conduzca a una comprension mas profunda de una conjetura, a la generalizacion
mediante el uso de un ejemplo genérico, a la generacion de un contragjemplo, o a la construccion

parcial o total de una demostracion deductiva (Knuth et al., 2019).

No obstante, se necesitan de mdas investigaciones que indaguen sobre la naturaleza y el
disefio de las practicas que facilitan el desarrollo de las habilidades de los estudiantes para utilizar
ejemplos de manera productiva en actividades relacionadas con la demostracion (Zaslavsky y
Knuth, 2019; Knuth et al., 2019; Ellis et al., 2019; Lynch y Lockwood, 2019); en particular en el
contexto de la geometria euclidiana (Zaslavsky, 2019). Ademads, hay una necesidad latente por
realizar investigaciones basadas en intervenciones en el aula que aborden cuestiones importantes
de la ensefianza y el aprendizaje de la demostracion (Stylianides y Stylianides, 2017; Stylianides

et al., 2024).

En ese sentido, la presente investigacion se intereso6 por analizar los motivos de los cambios
de un uso del ejemplo a otro durante el proceso de resolucion de problemas de demostracion en un
curso de Geometria Euclidiana, al implementar una secuencia de ensefianza enfocada en

situaciones referentes a las propiedades y congruencia de tridngulos.
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La memoria de esta investigacion estd estructurada de la siguiente manera: en el primer
capitulo se expone la problemadtica y el objetivo del estudio. En el segundo capitulo se presentan
algunos antecedentes relevantes para el trabajo. En el tercer capitulo se presenta el marco teorico
compuesto por la tipologia de demostraciones de Marrades y Gutiérrez (2000) y el marco CAPS
desarrollado por Ellis et al. (2019) y Knuth et al. (2019). En el cuarto capitulo se plantea el
experimento de ensefianza como método de investigacion. En el quinto capitulo se exponen los
analisis de la informacion y los resultados. Finalmente, en el sexto capitulo se presentan las

conclusiones del trabajo.
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1. Planteamiento del problema

La demostracion ha sido el foco de atencion de multiples investigaciones en el campo de
la Educacion Matematica en las ultimas décadas. En particular, lo relacionado con su ensefianza y

aprendizaje (Fiallo et al., 2013; Stylianides y Stylianides, 2017; Stylianides et al., 2024).

Knuth et al. (2019) mencionan que es generalmente aceptado que los argumentos de los
estudiantes deben evolucionar de empiricos a deductivos, los que finalmente constituiran una
demostracion. Sin embargo, esta evolucion no se ha logrado explicar muy bien y diversos estudios
muestran que los estudiantes tienen dificultades para realizarla (Zaslavsky y Knuth, 2019). Al
respecto, se ha sugerido que el tratamiento y la excesiva dependencia de los ejemplos como medio
de justificacion por parte de los estudiantes es una fuente principal de sus dificultades para realizar
esta transicion de lo empirico a lo deductivo. En consecuencia, se ha abogado porque los
estudiantes comprendan las limitaciones de los ejemplos y que reconozcan la necesidad de las

demostraciones deductivas.

Sin embargo, aunque Knuth et al. (2019) defienden la idea de que los estudiantes deben
reconocer las limitaciones de los ejemplos y la necesidad de las demostraciones deductivas,
consideran que el razonamiento basado en ejemplos adquiere un papel protagénico en la
formulacion y demostracion de conjeturas. Ideas que se comparten con algunas investigaciones

como las de Zaslavsky (2018), Zaslavsky y Knuth (2019), Ellis et al. (2019).

Esto sugiere, de acuerdo con Zaslavsky y Knuth (2019), una reconceptualizacion de la
investigacion sobre el razonamiento basado en ejemplos, pasando de una vision en la que este se

considera como un obstaculo hacia una vision en la que se ve como una base necesaria en el

12
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aprendizaje de la demostracion; como una etapa intermedia hacia el desarrollo de un enfoque mas

formal.

Por consiguiente, Knuth et al. (2019) marcan la necesidad de comprender mejor la
naturaleza y la evolucion del uso de ejemplos en actividades demostrativas; asi como la naturaleza
de las practicas de instruccion para ayudar a los estudiantes a volverse mdas deliberados y
estratégicos en el uso de ejemplos en tareas de demostracion. Para afrontar esta necesidad, se
realizd The Examples Project, una investigacion de cuatro afios que present6 sus resultados en un
numero especial del Jhournal of Mathematics Behavior, volumen 53. Este proyecto, realizado con
estudiantes de secundaria y universidad, busc6 entender mejor el papel que juegan los ejemplos en

el desarrollo, exploracion y justificacion de conjeturas.

Uno de los principales resultados de esta investigacion fue presentar un marco analitico
denominado CAPS (Criteria, Affordances, Purposes, and Strategies), en Knuth et al. (2019) y
Ellis et al. (2019). Este marco se desarrolld para caracterizar y dar sentido a los roles y usos de los
ejemplos en las actividades relacionadas con la demostracion; resaltando la complejidad y
diversidad de estos usos durante dichas actividades. Este marco, segin Knuth et al. (2019), captura
el uso de ejemplos que puede o no ser productivo para avanzar en el desarrollo de una

demostracion.

Con este marco ha sido posible documentar, examinar y caracterizar los roles y usos
estratégicos de los ejemplos durante las actividades relacionadas con la demostracion; indicando
fortalezas y debilidades sobre estos usos. En particular, segiin Zaslavsky y Knuth (2019), la
hipotesis central que se plantea a partir de sus resultados es que: los estudiantes que son capaces
de pensar estratégicamente y utilizar ejemplos de manera productiva a medida que participan en

actividades relacionadas con la demostracion no solo obtendrdn una comprension mas profunda

13
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de las matematicas subyacentes, sino que también aprenderan a desarrollar con éxito

demostraciones deductivas.

No obstante, segun Ellis et al. (2019) y Knuth et al. (2019), se necesitan de mas
investigaciones que ayuden a comprender mejor la naturaleza de los usos del ejemplo. En ese
sentido, de acuerdo con Zaslavsky y Knuth (2019), el trabajo futuro en este campo deberia
corresponder a investigaciones basadas en intervenciones en el aula con el fin de abordar
cuestiones con respecto a la ensefanza y el aprendizaje de la demostracion al usar ejemplos de

manera estratégica y productiva.

Mas especificamente, existe la necesidad de: disefar y probar intervenciones educativas
destinadas a ayudar a los estudiantes a aprender a pensar estratégicamente y usar ejemplos de
manera productiva en actividades relacionadas con la demostracion; y, de investigar las formas en
que el uso de los ejemplos puede facilitar el desarrollo del aprendizaje de los estudiantes para

demostrar (Zaslavsky y Knuth, 2019).

Estas necesidades se enmarcan en una mas general del campo de la educacion matematica,
pues segun Styilianides y Stylianides (2017) y Stylianides et al. (2024) hay una necesidad latente
por realizar investigaciones basadas en intervenciones en el aula. Estos autores argumentan que
hay pocas de estas investigaciones que han desarrollado intervenciones prometedoras para abordar

cuestiones importantes de la ensefanza y el aprendizaje de la demostracion.

Ademas, muchas de estas ideas sobre el uso productivo de ejemplos no se han explorado
en el contexto de la geometria euclidiana, por lo que resulta pertinente explorarlas en este ambiente

y ver qué resultados se obtienen (Zaslavsky, 2019).

14
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Con base en lo anterior, esta investigacion busca atender a la necesidad de comprender
mejor la naturaleza de los usos de los ejemplos en el desarrollo, exploracion y demostracion de
conjeturas. Asimismo, se pretende contribuir a la problematica general que busca favorecer la
transicion de demostraciones empiricas a deductivas; y a la necesidad de realizar intervenciones
en el aula que aborden cuestiones sobre la demostracion. En ese sentido, se indaga sobre los
factores que motivan determinados usos del ejemplo y los cambios en ellos a lo largo del proceso

de demostracion, mediante una intervencion en el aula.

Por lo tanto, el objetivo que se plantea en esta investigacion es:

Analizar los motivos que generan cambios en el uso de los ejemplos durante el proceso de
resolucion de problemas de demostracion en un curso de Geometria Euclidiana, al implementar
una secuencia de ensefianza centrada en situaciones referentes a las propiedades y congruencia de

triangulos.

15
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2. Antecedentes de investigacion

En este capitulo se presentan los principales referentes teéricos y contextuales que
sustentan esta investigacion. En primer lugar, se presenta una revisiobn sobre aspectos
fundamentales de la geometria euclidiana en el curriculo escolar. En segundo lugar, se abordan
estudios y perspectivas sobre el uso de ejemplos en la construccion de demostraciones. Finalmente,

se exponen algunas consideraciones sobre la demostracion en clase de Geometria Euclidiana.

2.1 Panorama general sobre aspectos de la geometria euclidiana

La geometria euclidiana es considerada dentro del curriculo escolar como un espacio
natural e idoneo para que los estudiantes desarrollen habilidades de razonamiento, justificacion y
demostracion, a partir de las figuras geométricas y sus relaciones (NCTM, 2003). El desarrollo de
estas habilidades se potencia por algunos usos de los softwares de geometria dindmica (SGD) en
clase de Geometria, en tanto que estos les propician a los estudiantes ambientes de exploracion en
los que se manipulan los objetos que se muestran en la pantalla; con el fin de establecer y explorar
conjeturas, determinar invariantes, evidenciar y establecer propiedades, y mostrar ejemplos y

contraejemplos (NCTM, 2003; MEN, 2004; Laborde et al., 2006; Acosta y Fiallo, 2017).

En ese sentido, de acuerdo con Acosta y Fiallo (2017), la geometria comprende procesos
de percepcion de figuras y procesos de razonamiento utilizando figuras. Lo que conlleva a una
tension entre la percepcion y la teoria, que se ven como dos polos dentro de esta rama de las
matematicas, justamente por su clara oposicion; pero también por la dependencia y
complementariedad que tienen entre si, dada la evolucion historica de la propia geometria

euclidiana.

16
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En consecuencia, segin Acosta y Fiallo (2017), emergen dos grandes objetivos en la

ensefanza de la geometria:

1. Introducir a los estudiantes, por medio de la percepcion, a la teoria.

2. Lograr un equilibrio entre la percepcion y la teoria en la actividad geométrica de los

estudiantes.

Para contribuir al cumplimiento de estos objetivos, el SGD cobra suma importancia, dado
que, los objetos mostrados en el software son tanto perceptibles como tedricos; lo que permite

establecer relaciones entre estos dos polos.

Asi, lo que se pretende en un curso de Geometria Euclidiana, esencialmente, es que los
estudiantes aprendan a demostrar a partir de los objetos geométricos y sus propiedades. Una
estrategia para lograrlo es propiciar con los SGD ambientes de exploracion para la formulacion y

justificacion de conjeturas (Samper y Molina, 2013; Samper et al., 2013; Acosta y Fiallo, 2017).

En general, en el campo de la educacion matematica, la ensefianza y el aprendizaje de la
demostracion ha sido llamativo para diversos autores y se han desarrollado varios estados del arte
al respecto (v.g. Fiallo et al., 2013; Stylianides y Stylianides, 2017; Stylianides et al., 2024). Alli
se mencionan varias investigaciones que versan sobre la idea errénea que tienen muchos
estudiantes de creer que uno o varios ejemplos constituyen una demostracion; problematica que se
ha identificado hace tiempo de acuerdo con el Education Committee of the European Mathematical

Society (2011), que menciona que uno de los resultados empiricos es que:

Existe evidencia considerable de que muchos estudiantes confian en la validacién por
medio de uno o varios ejemplos para apoyar enunciados generales, que este fendmeno es
persistente en el sentido de que muchos estudiantes contintian haciéndolo incluso después

17
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de una instruccion explicita sobre la naturaleza de la demostracion matematica, y que el

fenomeno es internacional [Traduccion propia] (pp. 50-51).

Al respecto se han realizado estudios que informan sobre resultados prometedores para
mejorar el aprendizaje de la demostracion en matematicas y en el contexto de la geometria
euclidiana. Entre estos estudios, se destacan, para efectos de esta investigacion, los que hacen
referencia al papel que juegan los ejemplos en el aprendizaje de la demostracion y, en particular,

los que versan sobre el aprendizaje de la demostracion en clase de Geometria.

2.2 Sobre el uso de los ejemplos en la demostracion

Se han realizado investigaciones que han estudiado las formas de trabajo de los estudiantes
cuando resuelven problemas de demostracion (v.g. Bell, 1976; Balacheff, 1988; Harel y Sowder,
1996; Marrades y Gutiérrez, 2000; Mason, 2019; Zaslavsky y Knuth, 2019). Los resultados de
estas investigaciones dan cuenta que, en la mayoria de los casos los estudiantes utilizan los

ejemplos para apoyar y guiar sus demostraciones.

En estas situaciones en las que un estudiante busca demostrar una afirmacion probando que
es valida en algunos casos, se dice que tiene un esquema de demostracion empirica. Inclusive, el
Education Committee of the European Mathematical Society identifico en 2011 que la mayoria de
los estudiantes que empiezan a estudiar un programa de Matematicas tienen esquemas de
demostracion empirica y continllan actuando con estos esquemas durante algunos semestres.
Resultados que no distan de los expuestos en otras investigaciones recientes con estudiantes

universitarios (v.g. Riafio, 2023 y Guarin y Malaver, 2023).

Sobre esta naturaleza de las demostraciones, Bell (1976) identificoé dos tipos de

justificaciones que utilizaron alumnos de secundaria en los problemas relacionados con la
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demostracion: la justificacion empirica, la cual se refiere al uso de los ejemplos como elemento de
conviccion y la justificacion deductiva, que se caracteriza por el uso de la deduccion para conectar

los datos con las conclusiones.

Por otra parte, Balacheff (1988) distinguié en alumnos de secundaria dos categorias de
justificaciones: las justificaciones pragmdticas y las justificaciones conceptuales. En la primera
categoria las justificaciones se basan en el uso de los ejemplos y acciones sobre ellos, distinguiendo
asi tres tipos: El empirismo ingenuo, donde se usan unos pocos ejemplos como comprobacion de
un enunciado; el experimento crucial, en donde el enunciado se comprueba con un ejemplo
cuidadosamente seleccionado; y el ejemplo genérico, donde se selecciona un ejemplo como
representante de una clase (de acuerdo con sus caracteristicas) y la justificacion se basa en
operaciones o transformaciones sobre este representante. En la segunda categoria, las
justificaciones se basan en formulaciones abstractas de propiedades y relaciones entre propiedades,
de donde se distinguen dos categorias: El experimento mental, donde las acciones se interiorizan
y se disocian de los ejemplos concretos considerados; y los cdlculos simbolicos, donde la

justificacion se basa en el uso y transformacion de expresiones simbolicas formalizadas.

En el trabajo de Harel y Sowder (1996), se identificaron tres esquemas de prueba
(categorias de justificaciones): Externas, basadas en la autoridad de una fuente externa; Empiricas,
basadas en ejemplos o dibujos; y Analiticas, basadas en argumentos que pueden constituir o llegar
a constituir una demostracion formal. Esto sugiere, como se menciond anteriormente, que la
mayoria de las veces los estudiantes utilizan los ejemplos para guiar y apoyar sus demostraciones.
Por tanto, segun mencionan Zaslavsky y Knuth (2019), estudios recientes se han interesado en

investigar sobre como el razonamiento basado en ejemplos puede ayudar a que los estudiantes
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aprendan a demostrar; caracterizando y dando sentido a los roles y usos de los ejemplos en las

actividades relacionadas con la demostracion.

En este sentido, Zaslavsky (2019) argumenta que los ejemplos constituyen una parte
fundamental de una buena explicacion; pues para que el aprendizaje se pueda propiciar, se
necesitan de varios ejemplos que logren encapsular determinadas caracteristicas. Por lo que el uso
de ejemplos para explicarse a uno mismo o a otra persona, no es un desafio trivial. Sin embargo,
la autora también hace énfasis en que el uso de los ejemplos puede traer inconvenientes en
situaciones en las que pueda haber una excesiva adherencia a los ejemplos prototipicos o una
excesiva dependencia hacia ellos para realizar demostraciones. Para Zaslavsky (2019) un objeto
matematico es considerado un ejemplo solo cuando el estudiante y/o el profesor lo perciben como
una instancia de un fenémeno, propiedad, clase o idea. De modo que estos resultan tutiles mientras
sean transparentes para el estudiante; es decir, que le permitan ver las caracteristicas que los hacen

ejemplares de manera relativamente sencilla.

Knuth et al. (2019), Ellis et al. (2019), Aricha-Metzer y Zaslavsky (2019) y Lynch y
Lockwood (2019) hablan del razonamiento basado en ejemplos y consideran que este desempefa
un papel esencial en el desarrollo, la exploracion y la comprension de las conjeturas; asi como en
los intentos posteriores para desarrollar sus demostraciones. No obstante, si los estudiantes no
piensan ni analizan estratégicamente los ejemplos en actividades relacionadas con la demostracion,
esto puede conllevar a dificultades para aprender a demostrar. Por tanto, se sugiere que se instruyan
a los estudiantes en aprender a pensar estratégicamente y usar ejemplos de manera productiva en
estas actividades para facilitar el aprendizaje de la demostracion (Knuth et al., 2019). Donde el uso

productivo del ejemplo es entendido por Knuth et al. (2019) como una actividad que conduce a
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una comprension mas profunda de la conjetura y a la comprension del desarrollo de una

demostracion, llevando a la persona en cuestion a una conciencia de generalizacion.

Con la intencion de estudiar mas a fondo la funcion de los ejemplos en la elaboracion de
demostraciones, Knuth et al. (2019) y Ellis et al. (2019) presentan el marco analitico integral CAPS
para caracterizar y dar sentido a los roles y usos de los ejemplos en las actividades relacionadas
con la demostracion en el contexto de la Teoria de Numeros; con datos tomados de estudiantes de

secundaria, de pregrado, y matematicos.

Las categorias principales del marco incluyen: el proposito previsto de un ejemplo, los
criterios para elegir un ejemplo, las posibilidades que resultan del uso de los ejemplos, las
estrategias de uso de ejemplos y las transiciones o cambios en la actividad relacionada con la
demostracion. Este marco también captura usos de ejemplos que pueden ser productivos o no, para
avanzar hacia el desarrollo de una demostracion (Knuth, et al., 2019). Una descripcion mas

detallada de este marco se presenta en 3.4 Marco CAPS.

Usando el marco CAPS, Ellis et al. (2019) reportan que los estudiantes pueden adquirir
mayor comprension de las conjeturas y hacer generalizaciones si usan los ejemplos para:
comprender por qué la conjetura puede ser verdadera, transmitir generalidad, construir formalidad
e ilustrar representaciones. Considerando que los que mads se benefician del uso de los ejemplos
son los estudiantes que pueden notar y aislar estructuras matematicas similares en diferentes
ejemplos, ya que proporciona informacion y vias para argumentos deductivos. También
mencionan que el uso de los ejemplos puede evolucionar con el tiempo y con una mayor

sofisticacion matematica.
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En lo que respecta a la instruccion del uso de ejemplos, Ellis et al. (2019) sugieren que,
instruir a los estudiantes a usar ejemplos estratégicamente es poco probable que tenga éxito si no
se aborda simultaneamente la comprension conceptual de las conjeturas que exploran. Inclusive,
si esta instruccion minimiza la comprension de la situacion, se corre el riesgo de que se vea el uso

de ejemplos como un conjunto generalizado de heuristicas y procedimientos; llevando al fracaso.

Esto conlleva a indagar mas en la naturaleza del uso productivo de ejemplos, pues como
sefalan Ellis et al. (2019), este uso productivo da indicios de que puede ser ensefable. En este
mismo sentido, Ozgur et al. (2019) investigan la naturaleza del uso productivo de ejemplos en
estudiantes de secundaria y universidad a partir de examinar las caracteristicas de los casos
exitosos y no exitosos de demostracion usando ejemplos en el contexto de la Teoria de Numeros.
Entendiendo por caso exitoso si existen indicadores de que el trabajo con ejemplos llevo al
estudiante a avanzar hacia el desarrollo de una demostracion total o parcial (Ozgur et al., 2019;
Aricha-Metzer y Zaslavsky, 2019). Para ello, utilizan el marco CAPS y examinan los propositos,

estrategias y posibilidades del uso del ejemplo por parte de los estudiantes.

Los resultados arrojados de Ozgur et al. (2019) sugieren que en los casos exitosos se dieron
mas posibilidades del uso del ejemplo que en los casos no exitosos. Es decir, el uso de los ejemplos
en los casos exitosos posibilitd: comprender la conjetura; generalizar; producir una demostracion
viable, pero incompleta; revisar la conjetura; y producir una demostracion. Mientras que, en los
casos no exitosos, se dieron pocas de estas posibilidades. Del mismo modo, en los casos exitosos,
los estudiantes pudieron mirar a través de los ejemplos y usarlos para comunicar una generalidad
que habian reconocido, emplearon estrategias con mas frecuencia y le dieron mas propositos al
uso de los ejemplos para realizar su demostracion. Lo anterior, permitié concluir que cuando se

aplica con atencion el uso de los ejemplos para diversos propositos y se seleccionan bajo ciertas
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estrategias, pueden conducir a muchas posibilidades; entre ellas, el desarrollo exitoso de
demostraciones, que, a su vez, pueden beneficiarse aiin mas si se les presenta a los estudiantes una

amplia gama de ejemplos intencionados y estratégicos.

Por la misma linea y con estudiantes de secundaria y universidad, Aricha-Metzer y
Zaslavsky (2019) abordan el estudio de los usos productivos de los ejemplos en la produccion de
demostraciones, distinguiendo entre el uso empirico y genérico de ejemplos. Entendiendo por uso
empirico al uso de ejemplos para dar sentido, validar o verificar conjeturas centrdndose en los
detalles de un ejemplo sin mirar los detalles de manera general. Y por uso genérico a un ejemplo
general que permite ver detalles, caracteristicas y propiedades a través de ese caso general.
Ademas, distinguen entre tres escenarios del uso del ejemplo: el uso espontaneo, que surge de
manera natural de los estudiantes; el uso evocado, cuando se sugiere usar ejemplos; y el uso guiado,

cuando el investigador o profesor le sugieren al estudiante un ejemplo.

Aricha-Metzer y Zaslavsky (2019) concluyen que, aunque se les presente a los estudiantes
ejemplos genéricos, estos no lo seran hasta que los estudiantes los vean asi. Por lo que se requiere
fomentar el estudio de las caracteristicas que hacen que el ejemplo sea genérico y el estudiante lo
vea como tal; naturaleza similar a que un ejemplo se considera como tal si para el que lo esta
usando, refiere ese estatus (Knuth et al., 2019; Ellis et al., 2019). No obstante, los casos productivos
se dieron cuando los estudiantes trataron los ejemplos de manera genérica. Esto puede sugerir que
el uso genérico de ejemplos pueda ser una condicion necesaria para el uso productivo de ejemplos,
asi como los diversos propositos y estrategias para escoger los ejemplos, como se menciond en

Ozgur et al. (2019).

Un resultado interesante que explicitan Aricha-Metzer y Zaslavsky (2019) es que cuando

el investigador les sugeria un ejemplo genérico a los estudiantes, mas de la mitad de los casos
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fueron productivos, llevando a los estudiantes a realizar argumentos deductivos. Idea que se alinea
con lo mencionado por Zodik y Zaslavsky (2007), quienes mencionan que el profesor debe
procurar que el ejemplo que proporcione reduzca las suposiciones injustificadas que puedan hacer
los estudiantes, o incluso sugerir otros, pues ellos suelen elegir ejemplos espontaneamente que

pueden aumentar considerablemente la dificultad del problema de demostracion.

Sobre la generacion de ejemplos, autores como Zazkis y Leikin (2008) investigan en
futuros profesores de matematicas si los ejemplos que ellos proporcionan revelan la comprension
que tienen sobre conceptos matematicos, en particular, sobre el concepto de cuadrado. Para ello,
plantean a estos futuros profesores proporcionar tantos ejemplos como sea posible para una
definicién de un cuadrado y juzgar la validez de 24 ejemplos de definiciones del cuadrado. Los
resultados dieron cuenta que los estudiantes mostraron y eligieron algunos ejemplos de
definiciones que eran inapropiados, aunque en pequeiia medida; lo que permiti6 reafirmar un poco
mas la idea de que los ejemplos generados por los participantes reflejan sus concepciones de los

objetos matematicos, su repertorio pedagdgico y sus dificultades.

Ademas, mencionan Zazkis y Leikin (2008), que esto revela la capacidad e incapacidad,
en algunos casos, de distinguir entre condiciones necesarias y suficientes. Incluso, mencionan las
autoras, que puede complementar los resultados de otras investigaciones que dicen que los
estudiantes experimentan dificultades para interpretar las definiciones y usarlas de manera
adecuada en demostraciones. Por lo que Watson y Mason (2005) resaltan el hecho de que los
estudiantes generen sus propios ejemplos, ya que puede resultar positivo para mejorar el

aprendizaje en las matematicas y superar estas falencias.

De acuerdo con lo mencionado hasta el momento, los ejemplos son una herramienta que

los estudiantes suelen usar al momento de conjeturar y construir una demostracion. No obstante,
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esta herramienta puede resultar obsoleta si la demostracion que da el estudiante sobre la conjetura
que formula esta basada inicamente en ejemplos (particulares o generales), sin recurrir al uso de
reglas tedricas (definiciones, postulados y teoremas). Por ello se requiere que se genere en el
estudiante la necesidad de usar estas reglas para sus demostraciones y se le instruya sobre el uso
productivo del ejemplo para buscar establecer conexiones con la teoria y asi poder pasar de una

demostracion empirica a una deductiva.

Con base en lo anterior, los estudios que se han descrito en esta seccion resultan pertinentes
para esta investigacion, puesto que refieren a los usos que pueden tener los ejemplos al momento
de formular una conjetura y construir una demostracion, y, porque plantean como estos usos

pueden contribuir al proceso de demostracion.

Ahora bien, como el contexto de esta investigacion es la geometria euclidiana, en el
siguiente apartado se presentan algunos estudios que versan sobre temas generales de la

demostracion en este contexto.

2.3 Sobre generalidades de la demostracion en clase de geometria

Como se mencioné en el panorama general, el uso de los soffwares en clase de Geometria

trae consigo una forma diferente para ensefiar y aprender geometria; en particular, para demostrar.

En ese sentido, Marrades y Gutiérrez (2000) se interesaron por estudiar como los entornos
del SGD pueden ayudar a los estudiantes a mejorar su concepcidn de la demostracidon en geometria
y sus métodos de justificacion. Este estudio lo realizaron con estudiantes de secundaria y a partir
de la informacion recolectada definieron un esquema de clasificacion de las demostraciones. En
este esquema de clasificacion que definieron, se distinguen dos categorias principales: las

demostraciones deductivas y las empiricas, dependiendo si la demostraciéon se realiza
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comprobando ejemplos o no. Al mismo tiempo, ambas categorias se dividen en varias subclases
dependiendo si se selecciona o no un ejemplo para organizar la demostracion, y en funcion del
modo en el que se seleccionan y utilizan los ejemplos. Este esquema se describe con mas detalle

en 3.2 Estructura analitica de los tipos de demostracion.

Las conclusiones del estudio de Marrades y Gutiérrez (2000) sugieren que: el uso del SGD
ayudod a los estudiantes a comprender la necesidad de realizar demostraciones deductivas; el
arrastre les permitidé ver varios ejemplos al mismo tiempo, lo que favorecié la busqueda de
propiedades, la formulacion de contragjemplos, entre otros; y la transicion entre las
demostraciones empiricas a deductivas fue muy lenta, por lo que se necesitan investigaciones en

las que se promuevan maneras para que esta transicion sea menos laboriosa.

Aunque los estudiantes puedan disponer del SGD en las clases de geometria, también
disponen de otra herramienta aunque con distinta naturaleza: el papel y lapiz. Al respecto,
Komatsu y Jones (2020) se interesan por la interaccion que surge entre la actividad de los
estudiantes con papel y lapiz y con el SGD durante la produccion y demostracion de una afirmacion
general. Para ello, examinan una serie de lecciones en el aula en las que participan estudiantes

japoneses de secundaria (14 — 15 afios, grado 9) utilizando un SGD.

Komatsu y Jones (2020) encontraron que el SGD favorecid la generalizacion de la
afirmacion, pero algunos estudiantes no pudieron demostrar su generalidad; fue mediante la
combinacion del trabajo del SGD y la actividad en papel y lapiz que pudieron realizar la
demostracion. En consecuencia, estos dos entornos (digital y fisico) desempefian un papel
complementario entre si en el aprendizaje de acuerdo con las posibilidades distintivas de cada
entorno. De esta manera, concluyen que usar el SGD puede permitir la generacion de conjeturas,

y el trabajo en papel y lapiz permite concentrarse en una sola configuracion de los objetos para
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realizar la demostracion; ya que razonar teniendo en cuenta varias configuraciones de los objetos
a la vez no puede resultar muy 1til en esta fase de construir la demostracion. Ademas, que el trabajo
en el papel y lapiz permite anadir marcas que hacen referencia a relaciones y propiedades de los
objetos, marcas que ayudan a que se tengan presentes estas propiedades durante el proceso de

demostracion y no se pierdan de vista por el dinamismo.

El uso de los SGD ademaés de influir en las actividades de conjeturacion y demostracion,
también influye en la actividad de construccién de figuras geométricas. Al respecto, Mariotti
(2000, 2019) plantea que las herramientas y las reglas de los SGD al estar fundamentadas en los
axiomas y teoremas de un sistema tedrico, conlleva a que cualquier construccion geométrica tiene
un significado tedrico; por tanto, resolver un problema de construccién en geometria corresponde

a demostrar un teorema que valida el procedimiento de construccion.

Ademas, menciona Mariotti (2019) que el entorno dinamico trae consigo la novedad de la
manipulacion directa de figuras geométricas mediante el arrastre. Dicha manipulacion, o arrastre
de figuras, conserva la logica de la construccion; por lo que es posible interpretar al control por
arrastre como un control tedrico que usualmente se le da el nombre de “/a prueba del arrastre”.
Esta prueba permite corroborar si una construccion es aceptable, en el contexto de la clase, si al
arrastrar la figura en la pantalla, esta mantiene se mantiene estable. No obstante, menciona Mariotti
(2000) que es importante que se haga una distincidon en estos entornos de manera explicita entre
“dibujo” y “figura”. Donde dibujo es, para ella, una construccion que no resiste la prueba del
arrastre y figura una construcciéon que si la resiste. Del mismo modo, es importante que los

estudiantes interpreten el arrastre como una prueba tedrica de las construcciones.

Esta nueva naturaleza de las construcciones en el SGD hace que las tareas de construccion

en estos entornos también cambien. Asi, Mariotti (2019) sugiere que las tareas de construccion
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tengan dos tipos de solicitudes al estudiante: la primera es construir una figura que pase la prueba
del arrastre y la segunda es la produccion de un texto escrito que describa el procedimiento
utilizado para obtener la figura. En consecuencia, y compartiendo las ideas de Acosta y Fiallo
(2017), esto puede propiciar una introduccion a la teoria para los estudiantes, en tanto que ellos
consideren teoremas geométricos para validar las construcciones y reconozcan las herramientas

del software como herramientas tedricas que refieren a axiomas o teoremas.

Ahora bien, en el trabajo que realizan los estudiantes para formular conjeturas y elaborar
demostraciones en muchos casos se requiere que consideren objetos auxiliares, tanto en el medio
fisico como en el digital. Sin embargo, se presentan algunas dificultades, ya que como mencionan
Palatnik y Dreyfus (2018), puede resultar artificial para los estudiantes construir objetos que
inicialmente parece que no tienen nada que ver con la situacion en cuestion. En ese sentido, los
autores sugieren que los estudiantes deben tomar conciencia sobre esta estrategia en tanto que
construir objetos auxiliares permite: recordar féormulas, definiciones y procedimientos conocidos;
recibir mas informacion de la situacion; explorar una idea vaga; hacer notar ciertas caracteristicas;

y producir casos adicionales de la situacion.

Durante la actividad demostrativa en clase de Geometria el rol del profesor resulta
importante en tanto que es el que orienta a los estudiantes en este proceso. Por lo que Zodik y
Zaslavsky (2007) se interesan por analizar los diagramas, o ejemplos, que acompafnan a los
problemas de demostracidon propuestos por cinco profesores en clase de Geometria en la escuela
secundaria. Luego de analizar los ejemplos presentados por los profesores, los autores afirman que
las razones para presentar determinado ejemplo puede conducir a que estos resulten tutiles,
reduciendo la demanda cognitiva en los problemas de demostracion; pero hacen la salvedad de

que estos ejemplos también pueden aumentar el nivel de dificultad. Asi, identifican que las algunas
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razones para proponer ejemplos en problemas de demostracion pueden ser: representar la situacion
real, ocultar lo que necesita ser probado, y que no concuerde el ejemplo con los datos del problema.
En cada caso, y dependiendo de la forma en que se aborde el ejemplo, este puede o no servir a los

estudiantes como una herramienta para analizar el problema y comunicar su demostracion.

Otra sugerencia para el profesor en cuanto a la demostracion se refiere, la plantea De
Villiers (1990), quien expresa su inconformidad de que la demostracion se ha interpretado
unicamente en términos de verificar un enunciado y esto ha repercutido en las aulas, donde los
estudiantes poco o ningun sentido le ven a demostrar afirmaciones matematicas. En su estudio,
realizado con matematicos profesionales en ejercicio, el autor identifica que la demostracion tiene
otras funciones. A saber: la funcion de explicar por qué un resultado es verdad, la funcion de
sistematizar resultados dentro de un sistema de axiomas y teoremas, la funcion de descubrir nuevos

resultados y la funcién de comunicar el conocimiento matematico.

A partir de identificar estas funciones, De Villiers (1990) resalta que la idea de que la tinica
funcion de la demostracion es verificar o validar debe ser abandonada. Por lo que invita a que estas
funciones se promuevan en el aula para que la ensefianza de la demostracion refleje una naturaleza
diferente a la tradicional y los estudiantes puedan reconocer la necesidad de demostrar;
especialmente en casos en los que se les pide validar una afirmacion que puede ser facilmente

comprobable de manera empirica.

Un precedente importante para la presente investigacion es el estudio realizado por Riafio
(2023), quien intervino con estudiantes de primer semestre de un curso de Geometria Euclidiana
de las carreras de Licenciatura en Matematicas y Matemadticas de la Universidad Industrial de
Santander. En su investigacion identifico que a pesar de que los estudiantes recibieron informacion

sobre las demostraciones deductivas, ellos realizaban en mayor medida demostraciones empiricas.
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Incluso, se daban casos en los que para un problema realizaban una demostracion deductiva, pero
en otro problema volvian al empirismo. Lo que muestra que hubo una diversificacion en las
demostraciones, en la que lo formal y lo empirico convivian, lo que revelaba intentos de transicion
entre las demostraciones empiricas a las deductivas. Segiin Riafio (2023), esto sucedia porque se
presentaban situaciones en las que los estudiantes no encontraban como seguir argumentando
deductivamente y recurrian a la explicacion sobre ejemplos, evidenciando un problema de

razonamiento visual sobre los ejemplos que seleccionaban.
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3. Marco de referencia

En este apartado se presentan los elementos tedricos que se tienen en cuenta para el
desarrollo de la investigacion. En primer lugar, se define lo que se va a entender por demostracion.
En segundo lugar, se describe la tipologia de demostraciones de Marrades y Gutiérrez (2000)
refinada en Fiallo (2011) y Beltran-Meneu et al. (2024). Luego se describe lo que se va a entender
por ejemplo. Y, finalmente, se describen las cinco categorias del marco CAPS de Ellis et al. (2019)

y la forma en cémo se usaron cada una de ellas.

3.1 Concepcion de la demostracion

Reconociendo las distintas concepciones que se tiene de la demostracion, en esta
investigacion se toma la caracterizacion planteada en Fiallo (2011), quien considera la
demostracion como “el proceso que incluye todos los argumentos planteados por los estudiantes
para explicar, verificar, justificar o validar con miras a convencerse a si mismo, a otros estudiantes

y al profesor de la veracidad de una afirmacion matematica” (p. 85).

Por tanto, se acepta como demostracion las justificaciones empiricas y deductivas descritas

por Marrades y Gutiérrez (2000), que se presentan a continuacion.

3.2 Estructura analitica de los tipos de demostracion

Para identificar la forma en que se seleccionaron y usaron los ejemplos y asi explicar qué
tipo de demostracion termina realizando el estudiante, se considera la estructura analitica de las
demostraciones expuesta en Marrades y Gutiérrez (2000), refinada en Fiallo (2011) y Beltran-

Meneu et al. (2024).

Esta estructura analitica permite organizar y analizar tanto los tipos de demostraciones que

realizan los estudiantes, como el proceso de produccion de dichas demostraciones; a partir de las
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elecciones y usos de los ejemplos en sus argumentos. En ese sentido, se diferencian dos categorias
principales: las demostraciones empiricas y las deductivas, dependiendo si la demostracion se basa

en comprobar ejemplos o no.

e Demostraciones empiricas

Se caracterizan por el uso de ejemplos como principal, tal vez unico, elemento de
conviccion (Marrades y Gutiérrez, 2000). Los estudiantes utilizan los ejemplos y las propiedades
identificadas en ellos para demostrar la veracidad o falsedad de una conjetura (Beltran-Meneu et

al., 2024).

Empirismo ingenuo: es cuando la conjetura se demuestra a partir de uno o varios ejemplos
seleccionados sin algun criterio en particular. Las argumentaciones se basan en la percepcion

visual (perceptivo) o en relaciones encontradas en los ejemplos (inductivo).

Experimento crucial: refiere a cuando la conjetura se demuestra o refuta usando un
ejemplo o contragjemplo, o secuencia de ejemplos especificos, cuidadosamente seleccionados. En
el caso de demostracion, el estudiante asume que en cualquier otro caso el resultado sera el mismo

(Fiallo, 2011).

Se distinguen dos tipos de experimento crucial.

Experimento crucial basado en el ejemplo: sucede cuando la demostracion de la veracidad
de la conjetura se basa en la existencia de un tnico ejemplo o ausencia de contragjemplos. Y, para

la falsedad de la conjetura, se basa en la existencia de un contragjemplo.

Experimento crucial constructivo: es cuando la demostracion estd sustentada en

construcciones realizadas sobre el ejemplo o en la forma de conseguir el ejemplo o contraejemplo.
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Ejemplo genérico: hace referencia a cuando la demostracién se basa en un ejemplo
concreto, el cual es representante de una clase. Los argumentos se refieren a propiedades y

elementos abstractos observados empiricamente tras explorar con ejemplos.

La principal diferencia entre el ejemplo genérico y el experimento crucial, de acuerdo con
Fiallo (2011), es que, en el primer caso, la argumentacion Unicamente consiste en verificar
experimentalmente la conjetura en el ejemplo seleccionado. Mientras que, en el segundo caso, la
argumentacion incluye referencia a elementos o propiedades abstractas de la clase representada

por el ejemplo. Se distinguen asi dos tipos de ejemplo genérico.

Ejemplo genérico analitico: cuando se usa un ejemplo representante de una clase en la
demostracion y los argumentos se basan en relaciones y propiedades generales, las cuales fueron

descubiertas a partir del ejemplo concreto.

Ejemplo genérico intelectual: cuando se usa un ejemplo representante de una clase en la
demostracion y los argumentos incluyen algunas partes deductivas, descontextualizadas del

ejemplo, y afirmaciones basadas en el ejemplo.

e Demostraciones deductivas

Se caracterizan por la descontextualizacion de los argumentos utilizados. Tiene como fin
validar o invalidar la conjetura de forma general a partir de aspectos genéricos del problema,
operaciones mentales y deducciones l6gicas. Si se usan ejemplos, estos son una ayuda para
organizar la demostracion, pero las caracteristicas principales del ejemplo no se tienen en cuenta.

Se distinguen tres clases.

Experimento mental: refiere a procesos deductivos abstractos apoyados en observaciones

previas sobre ejemplos concretos que sirven para organizar la demostracion y no forman parte de
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esta, sino que son una ayuda para encontrar propiedades y relaciones para construirla. Se

distinguen dos tipos.

Experimento mental transformativo: es cuando se transforma el problema inicial,
mediante operaciones mentales, en otro que es equivalente. El papel de los ejemplos en este caso

es prever qué transformaciones son convenientes.

Experimento mental estructural: consiste en secuencias de deducciones logicas derivadas
de los datos del problema, en las que se hace uso de definiciones, axiomas o teoremas aceptados

en la clase. Los ejemplos son usados como ayuda para organizar los pasos de las deducciones.

Deduccion informal: refiere a procesos deductivos abstractos que se expresan
combinando expresiones verbales con lenguaje matematico, utilizando enunciados que suponen
evidentemente ciertos, y basados en operaciones mentales que pueden realizarse con ayuda o no
de ejemplos concretos. Las demostraciones deductivas informales pueden ser transformativas y
estructurales, definidas como las demostraciones de experimento mental, pero los ejemplos tienen

un papel limitado o incluso no se usan (Beltran-Meneu et al., 2024).

Deduccion formal: cuando en la demostracion se usan aspectos genéricos del problema y
operaciones mentales sin ayuda de ejemplos. Las demostraciones deductivas pueden ser
transformativas y estructurales, definidas como las demostraciones de experimento mental, pero

sin presencia de ejemplos.

Por tltimo, se considera una ultima categoria denominada Fallida, que refiere a todos los
intentos de demostracion que carecen de la coherencia o el detalle necesarios para asignarlos a las

categorias anteriores.

3.3 Concepcion del ejemplo y su uso productivo
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El término ejemplo ha tenido varios significados en investigaciones en educacion
matematica. Alcock y Weber (2010) consideran el ejemplo como un objeto matematico que
satisface la definicion de algun concepto. Mills (2014) amplia un poco mas este significado,
definiendo un ejemplo como un representante especifico y concreto de una clase de objetos

matematicos, donde la clase esta definida por un conjunto de criterios.

Estas definiciones estdn dadas mas desde una perspectiva del profesor que del estudiante.
Sin embargo hay que considerar, como se ha descrito anteriormente, que algunos estudiantes
cuando realizan una demostracion la basan en comprobar ejemplos, de modo que, para ellos en ese
momento, el ejemplo no es solo un objeto matematico que satisface una condiciéon o el
representante de una clase, sino que constituye una demostracion. En ese sentido, el considerar

algo como un ejemplo, depende del punto de vista de la persona.

Por tanto, Goldenberg y Mason (2008) consideran un ejemplo solo cuando una persona lo
percibe como tal, sosteniendo que este se situa dentro del entendimiento de la persona y sirve como
medio para entrar en contacto con ideas abstractas. De manera mas general, Zaslavsky (2019) dice
que un objeto matematico se considera un ejemplo solo cuando el aprendiz y/o el maestro lo

perciben como una instancia de un fendmeno, propiedad, clase o idea.

En el contexto de la geometria euclidiana, Zazkis y Leikin (2008) ven los ejemplos como
ilustraciones de conceptos y principios. Un poco mas especificos con la definicion de ejemplo en
geometria, Zodik y Zaslavsky (2007) consideran un boceto, un diagrama, una construccion en el

SGD o una construccion con regla y compds como ejemplos visuales.

Por todo lo anterior y para fines de la presente investigacion, se considera el ejemplo en el

contexto de la geometria euclidiana desde una perspectiva amplia como lo hacen Zodik y
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Zaslavsky (2007); como bocetos, diagramas, construcciones dinamicas o estdticas, usados para
ilustrar, entender, generalizar o demostrar una situacion, problema, concepto, propiedad,

afirmacion o teorema.

Cabe resaltar que esta perspectiva del ejemplo es necesaria que la desarrolle el estudiante,
pues ¢éste debe tomar conciencia y distinguir entre las demostraciones empiricas y las
demostraciones deductivas. Esto con el fin de que las demostraciones que haga no se basen en

comprobar ejemplos, sino que estos sean usados, o no, para apoyar el proceso de demostracion.

Y se entiende por uso productivo del ejemplo a una actividad que conduce a: el desarrollo
de una conjetura nueva, a una comprension mas profunda de una conjetura y las matematicas
subyacentes, a una generalizacion, a una apreciacion de la necesidad de una demostracion, a la
generacion de un contragjemplo, al desarrollo de una demostracion parcial o total, o a la

comprension de una demostracion (Ellis et al., 2019; Knuth et al., 2019; Ozgur et al., 2019).

3.4 Marco CAPS

El marco CAPS ofrece una herramienta analitica para examinar la actividad de formulacion
de conjeturas y demostraciones de los estudiantes con respecto a: sus criterios, propdsitos,
estrategias para elegir y usar ejemplos; asi como los beneficios que obtienen de los ejemplos al

evaluar, desarrollar y demostrar conjeturas (Ozgur et al., 2019).

Como se mencion6 anteriormente, segun Zaslavsky y Knuth (2019), se deben realizar a los
estudiantes instrucciones sobre coémo usar los ejemplos de manera productiva. En ese sentido, para
realizar estas instrucciones en la secuencia de ensefianza, se tiene en cuenta tres categorias del

marco CAPS: criterios, propositos y estrategias.
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Este marco, ademads de ser de ayuda para el disefio de la secuencia de ensefianza, también
permite analizar mas a fondo, con sus categorias de posibilidades y transiciones, las formas en que
el trabajo con ejemplos apoya la formulacion y demostracion de conjeturas, y los cambios que
suceden en este proceso a partir del uso de ejemplos. Aspectos que el marco de Marrades y
Gutiérrez (2000) no permite analizar con tanto detalle y resultan pertinentes para cumplir los

objetivos.

En ese sentido, se exponen las categorias del marco CAPS: Criterios, Posibilidades,

Propositos, Estrategias y Transiciones.

Criterios

Esta categoria aborda las razones de los estudiantes para elegir ejemplos. A su vez, esté
dividida en ocho subcategorias: Facil, Caso minimo, Aleatorio, Caso limite, Tipico, Primer
pensamiento, Familiar y Favorito (ver Tabla 1). Esta categoria fue usada para instruir a los
estudiantes en la secuencia de ensefianza y en las intervenciones sobre mejores formas en las que

se puede elegir un ejemplo.

Tabla 1

Criterios para elegir ejemplos.

Criterios
Fécil Los estudiantes eligen ejemplos teniendo en cuenta su facilidad operativa.
Caso minimo  Los estudiantes eligen un ejemplo que perciben como el ejemplo mas pequeio
o una condicidn inicial, pero no eligen el ejemplo para probar los limites de la
conjetura.
Aleatorio Un ejemplo se elige arbitrariamente, con la "aleatoriedad" intencional para
resaltar la probabilidad de la verdad de la conjetura.
Caso limite ~ Los estudiantes eligen un ejemplo de caso extremo o especial, como el caso
de identidad.
Tipico Los estudiantes eligen un ejemplo comun que se percibe como tipico o uno en
el que muchos pensarian.
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Primer Los estudiantes eligen un ejemplo que primero le vino a la mente. No hay
pensamiento  evidencia de una decision reflexiva sobre la seleccion de ejemplos.
Familiar Los estudiantes eligen un ejemplo con propiedades o caracteristicas conocidas
relacionadas con la conjetura.
Favorito Los estudiantes eligen un ejemplo basado en su forma favorita.
Propositos

Esta categoria identifica las intenciones de los estudiantes para el uso del ejemplo. Aborda

qué intencidn tienen los estudiantes al momento de usar los ejemplos que eligen. Se divide en once

subcategorias: Entender como, Probar la verdad, Confirmar la creencia, Explora el dominio de la

verdad, Refutar, Transmitir la reclamacion, Entender por qué, Transmitir un argumento general,

Representacion, Desarrollo de conjeturas y Aplacar al entrevistador (en este caso profesor).

Cabe mencionar que el criterio para elegir un ejemplo y el proposito para usar ese ejemplo

no estan desconectados (ver Tabla 2). Esta categoria fue util para instruir a los estudiantes sobre

las formas en las que pueden usar los ejemplos en el proceso de demostracion.

Tabla 2

Propositos para el uso del ejemplo

Propdositos

Entender como

El estudiante utiliza un ejemplo con el objetivo de comprender como
funciona la conjetura.

Testear la verdad

El estudiante usa un ejemplo como test para determinar la verdad de la
conjetura.

Confirmar la

El estudiante usa un ejemplo para confirmar su creencia en la verdad de

creencia la conjetura.
Explorar el dominio El estudiante utiliza un ejemplo para probar el dominio para el que
de la verdad funciona la conjetura.
Refutar El estudiante utiliza un ejemplo con la intencion de refutar la conjetura.

El ejemplo pretende ser un contraejemplo.

Transmitir la
reclamacion

El estudiante usa un ejemplo (o un contragjemplo) como ilustracion de su
afirmacion de que la conjetura es verdadera (o falsa).
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Entender por qué

El estudiante intenta usar un ejemplo para comprender el mecanismo
causal detréds de la conjetura, o para comprender por qué la conjetura es
verdadera (o falsa).

Transmitir un
argumento general

El estudiante usa un ejemplo para transmitir un argumento que apoya su
afirmacién. El argumento es general; por lo tanto, el estudiante utiliza el
ejemplo como un ejemplo genérico.

Representacion

Comprender una representacion: El estudiante utiliza un ejemplo para
comprender como funciona una representacion, o qué representa en
relacion con la conjetura.

llustrar una representacion: El estudiante usa un ejemplo como
ilustracion para transmitir como funciona una representacion (como una
expresion algebraica o una figura), o qué representa en relacion con la
conjetura.

Desarrollo de

El estudiante utiliza un ejemplo con el objetivo de formar una conjetura.

conjeturas

Satisfacer al El estudiante proporciona un ejemplo en respuesta a la pregunta del
profesor profesor.
Estrategias

Las estrategias se emplean tanto para elegir conjuntos de ejemplos como para determinar

como usar los ejemplos que se eligieron.

Las estrategias abordan los enfoques estratégicos generales de los estudiantes para

conjeturar y demostrar. Por lo tanto, mientras que los propdsitos son especificos para el uso de un

ejemplo especifico, las estrategias son enfoques mas amplios que rigen las elecciones de los

estudiantes para un conjunto de ejemplos. Se divide en nueve subcategorias: Diversidad, Variacion

sistémica, Propiedades, Intento de refutacion, Estructura, Busqueda de patrones, Formalidad de la

construccion, Salto a la formalidad, Inducciéon formal (ver Tabla 3).

De acuerdo con Ellis et al. (2019), las estrategias se utilizan a veces como una decision a

priori; es decir, si el estudiante se acerca a una conjetura con el objetivo de refutarla (proposito de

refutar) y emplea esa estrategia a través de una variedad de ejemplos elegidos, el propdsito del
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estudiante para cada ejemplo individual podria ser refutar, mientras que la estrategia general que

el estudiante emple6 mas ampliamente para la conjetura en su conjunto fue intentar refutar.

Esta categoria se us6 para complementar la instruccion sobre el uso de los ejemplos en la

secuencia de ensefianza y en las intervenciones. De esta manera, junto con las dos categorias ya

mencionadas, se les mostro a los estudiantes criterios, propositos y estrategias que podian usar

para seleccionar y usar ejemplos para apoyar sus procesos de demostracion.

Tabla 3

Estrategias para elegir ejemplos

Estrategias

Estrategias para elegir conjuntos de ejemplos

Diversidad El estudiante prueba una diversidad de ejemplos.

Variacion Inicial: Los estudiantes eligen sistematicamente un conjunto de ejemplos de

sistémica tal manera que cambian la naturaleza de cada ejemplo sucesivo variando uno
0 mds elementos.

Continuacion: Los estudiantes desarrollan un nuevo conjunto de ejemplos
construidos a partir del conjunto anterior.
Propiedades El estudiante elige un conjunto de ejemplos basados en una propiedad
matematica particular o un conjunto de propiedades.
Estrategias para usar ejemplos

Intento de El estudiante asume que la conjetura es falsa y primero trata de refutarla con
refutacion contraejemplos.

Estructura El estudiante busca un patrén o una estructura matematica a través de un
conjunto de ejemplos, e intenta usar el conjunto para identificar
caracteristicas generales.

Busquedade  El estudiante intenta encontrar caracteristicas o patrones similares a partir de

patrones ejemplos anteriores sin tener en cuenta ningun elemento estructural o

explicativo. Los patrones encontrados son coincidencias y la biisqueda no es
especifica de la conjetura.
Formalidad de la  El estudiante desarrolla una representacion formal como una expresion de lo
construccion que es igual en todos los ejemplos.

Salto a la El estudiante introduce bruscamente una representacion formal que no esta
formalidad relacionada con los ejemplos considerados u ocurre sin el uso de ejemplos.
Induccion El estudiante verifica un nimero consecutivo de ejemplos y luego extiende

formal su argumento a un caso general, argumentando que todos los casos se pueden

generar en funcidn del conjunto de ejemplos inicial.
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Posibilidades

En esta categoria se identifican las formas en que el trabajo con ejemplos apoya la

comprension de los estudiantes sobre la conjetura, sus actividades de conjetura y demostracion, o

sus conocimientos matematicos en general. Se divide en cinco subcategorias: Obtener

informacion, Generalizar, Apoyo a las conjeturas, Apoyo a la justificacion y Comprender las

limitaciones (ver Tabla 4).

Esta categoria se us6 en los analisis para identificar si el uso de un ejemplo resultd

productivo o no, a partir de la forma en que este apoyo el proceso de demostracion. También fue

util para corregir las instrucciones que se les daba a los estudiantes sobre el uso de los ejemplos.

Tabla 4

Posibilidades de los ejemplos

Posibilidad

Entender por qué: El ejemplo proporciona una vision inicial de por qué la
conjetura debe ser verdadera (o falsa).

ing)k;;f:s;én Ver un elemento estructural: El ejemplo permite a un estudiante identificar
una estructura general a partir de un caso. Esta estructura a menudo
proporciona informacion sobre una demostracion potencial.
Generalizar El ejemplo permite al estudiante hacer una generalizacion.
Nueva conjetura: El uso de un ejemplo incita al desarrollo de una nueva
Apoyo a las conjetura.
conjeturas Conjetura revisada: Los ejemplos permiten la revision de una conjetura
existente, a menudo restringiendo el dominio de aplicabilidad.
Viable, pero incompleta: Los ejemplos permiten al estudiante intentar tratar
Apoyo a la el caso genera1: El argumento presentado es un enfoque viable para
., demostrar la conjetura, pero no llega a ser una demostracion completa.
demostracion

Producir una demostracion: Los ejemplos permiten al estudiante producir
una demostracion viable y completa.

Comprender las
limitaciones

Los ejemplos permiten al estudiante comprender las limitaciones de confiar
demasiado en el uso de ejemplos en general. El estudiante comprende a
través del uso del ejemplo que los ejemplos no pueden conducir a la
demostracion (excepto en el caso de la prueba por agotamiento).
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Transiciones

Esta categoria identifica las transiciones que suceden en la actividad relacionada con la
demostracion a partir del uso del ejemplo. Se divide en cinco subcategorias: De ejemplos a lo
general o formal, De lo general o formal a los ejemplos, De ejemplos a ejemplos, De una creencia

sobre la conjetura a otra, De la exploracion al cese de la exploracion.

Esta categoria fue usada en los analisis para identificar los posibles cambios entre los usos
de los ejemplos, pues cuando los estudiantes transitan de un ejemplo a otro el uso que se hace de

ellos puede cambiar.

Aunque los autores no presentan una tabla explicativa de cada una de las subcategorias, se
presenta una elaborada por los autores de la presente investigacion y una reescritura de algunas de
ellas para precisar mas estas transiciones en nuestro contexto. Por tanto, en lugar de las
subcategorias: De ejemplos a lo general o formal y De lo general o formal a ejemplos, definimos

las subcategorias: De ejemplos a argumentos deductivos 'y De argumentos deductivos a ejemplos

(ver Tabla 5).

Tabla 5

Transiciones producidas por ejemplos

Transiciones
El estudiante pasa de usar ejemplos para formular la conjetura o
explorar para construir la demostracion, a usar argumentos
deductivos que pueden estar guiados o no por el ejemplo.
De argumentos El estudiante pasa de usar argumentos deductivos a usar ejemplos
deductivos a ejemplos  para apoyar, verificar o sustentar sus argumentos.
El estudiante pasa de usar un ejemplo a usar otro. Puede ser de un
De ejemplo a ejemplo  ejemplo particular a uno genérico, de uno genérico a uno particular,
de uno particular a otro particular, de uno genérico a otro genérico.

De ejemplos a
argumentos deductivos
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De una creencia de la
conjetura a otra

El estudiante ya no cree en la validez de una conjetura inicial, sino
en otra que percibe mas adecuada o coherente con la evidencia que
ha ido observando.

De la exploracion al
cese de la exploracion

El estudiante pasa de la exploracion con ejemplos para encontrar
propiedades o relaciones para formular o demostrar la conjetura al
cese de estas exploraciones.
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4. Método de investigacion

Esta investigacion tuvo como método el Experimento de Ensefianza Transformativo,

dirigido por una conjetura, en términos de Confrey y Lachance (2000).

4.1 El experimento de ensefianza

De acuerdo con Camargo (2021), el Experimento de Ensefanza Transformativo, consiste
en “el disefio, implementacion y evaluacion de una secuencia de ensefianza organizada con la meta

de poner en funcionamiento una conjetura sobre un aprendizaje especifico” (p. 86).

Esta metodologia es 1til cuando el interés es observar el proceso de aprendizaje en los
estudiantes en relacion con un contenido especifico en contextos donde se busca promover dicho
aprendizaje, como es el caso de la presente investigacion. El escenario de estos experimentos puede
ser el aula de clase, aulas acondicionadas con menor cantidad de estudiantes o grupos de

estudiantes voluntarios reunidos en actividades extracurriculares (Camargo, 2021).

En esta investigacion, el contenido matematico especifico es la demostracion en geometria
sobre las propiedades y la congruencia de triangulos, donde se buscé promover el uso de ejemplos
mediante una secuencia de ensefianza para apoyar el proceso de demostracion. El escenario
escogido fue el aula de clase de un curso de Geometria Euclidiana con estudiantes del programa

de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Industrial de Santander.

4.1.1 La conjetura del experimento

Un aspecto importante de este tipo de experimentos de enseflanza es la conjetura, que es
entendida como una inferencia sobre como deben organizarse, conceptualizarse o ensefiarse las
matematicas. Puede verse como un medio para conceptualizar las formas de abordar tanto el

contenido como la didactica de un conjunto de temas matematicos (Confrey y Lachance, 2000).
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La conjetura no es una afirmacion que espera ser probada o refutada ni intenta determinar
si una intervencion funciond o no. La investigacion guiada por una conjetura busca revisarla y
reelaborarla mientras la investigacion esta en proceso; la conjetura evoluciona constantemente a

medida que avanza la investigacion (Confrey y Lachance, 2000).

De acuerdo con Camargo (2021), la conjetura necesariamente debe estar situada en un
marco conceptual, pues la teoria que fundamenta a la conjetura ayuda a entretejer sus dimensiones
de contenido y ensefanza. Por ello, a partir de una revision detallada de la literatura y una
fundamentacion conceptual sobre el aprendizaje de un contenido matematico especifico, se
formula la conjetura en relacion con como ensefiar tal contenido particular en el escenario

escogido, con el fin de potenciar este aprendizaje.

Esta conjetura es el eje central del experimento, a partir de ella se realiza la planeacion de
una secuencia de ensefianza relacionada con el contenido matematico de interés. Por ello la
importancia de revisarla y reelaborarla; pues esto se hace con la intencion de ir realizando ajustes
a la secuencia de ensefianza planeada a medida que los investigadores van dando cuenta de si esté
funcionando el acercamiento conceptual, o si determinadas tareas estan logrando el efecto que se

esperaba (Camargo, 2021).

Seglin explican Confrey y Lachance (2000) y Camargo (2021), la conjetura tiene dos
dimensiones. En primer lugar, el contenido matematico en cuestion. Es decir, qué deberia ser
ensefiado; sugiriendo una via de acercamiento conceptual. En segundo lugar, el aprendizaje, es
decir, como deberia ser ensefiado; este aspecto de la conjetura guia al investigador sobre: como se
debe organizar el aula para la instruccion; qué tipo de tareas, actividades y recursos se deben

proporcionar para el contenido y cudles podrian ser los aprendizajes esperados.
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Al respecto, la conjetura ya revisada y reelaborada de este experimento de ensefianza que
se plantea es: el proceso de demostracion de teoremas referentes a las propiedades y congruencia
de triangulos se favorece si se promueve el uso de ejemplos como estrategia a lo largo de este

proceso.

4.1.2 Consideraciones para la secuencia de enseiianza
En lo que respecta al disefio e implementacion de la secuencia de ensefianza, Confrey y
Lachance (2000) mencionan que componentes como el curriculo, las interacciones en el aula y el

rol del profesor deben ser tenidas en cuenta.

Curriculo: se debe tener en cuenta lo que se espera que los estudiantes y el profesor cubran
en el curso dado que, la conjetura determina qué areas de contenido seran abordadas y el
experimento se lleva a cabo en un aula de clase donde el curso se desarrolla continuamente. Por
ello, se debe llevar a cabo el experimento de manera que el profesor y los estudiantes tengan tiempo

suficiente para cubrir el material prescrito (Confrey y Lachance, 2000).

Este experimento se desarroll en la primera parte del curso de Geometria Euclidiana, por
lo que tuvo una duracion de cinco semanas, en las que en cada semana se tenian tres sesiones de
clase de dos horas y adicionalmente una sesion de tutoria de dos horas. Esta primera parte del
curso, de acuerdo con su distribucion, estd relacionada con el estudio de las propiedades y

congruencia de tridngulos; por lo que la secuencia estuvo enfocada en estos conceptos.

Interacciones en el aula: el investigador debe decidir como se va a estructurar la
instruccion. Si los estudiantes van a trabajar en grupos, individualmente o como una clase

completa. Si van a haber actividades de resolucion de problemas o mas bien un formato de clase
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magistral o una combinacién de ambos. Estos métodos de instruccion estan influenciados por las

dimensiones didacticas de la conjetura y el marco conceptual (Confrey y Lachance, 2000).

En esta investigacion la secuencia de ensefianza se implement6 en el Aula Virtual de
GeoGebra (AVG) con los estudiantes trabajando en parejas en un computador. Las interacciones
en el aula estuvieron orientadas por las siguientes fases que fueron los momentos en los que se

desarrollaban las intervenciones:

1) Fase de conjeturacion: en esta fase se proponia el problema para que los estudiantes
plantearan su conjetura, utilizando sus conocimientos, usando o no sus propios ejemplos e
interactuando con GeoGebra para experimentar y validar o invalidar su conjetura. La conjetura se
escribia en la hoja de trabajo o en GeoGebra y los estudiantes debian describir el proceso que los

condujo a plantearla.

2) Fase de explicitacion: el profesor promovia la participacion de los estudiantes con el
proposito de que ellos comunicaran sus conjeturas, las discutieran en grupo y presentaran
argumentos. Los estudiantes planteaban sus argumentos para apoyar sus conjeturas o refutar las
de sus compaieros. En esta fase el profesor debia priorizar la participacion de estudiantes que

hicieron uso de ejemplos que ayudaron a la formulacion de la conjetura.

3) Fase de demostracion: después de la discusion y del replanteamiento o confirmacion de
la conjetura, se les solicitaba a los estudiantes construir una demostracion. Esta se debia construir
en la hoja de trabajo o en el AVG y se debia describir todo el proceso que los condujo a dicha
demostracion, incluyendo la manera en que us6 o no los ejemplos. En algunas actividades esta fase

no se realizd, pues habia teoremas que se aceptaron sin hacer una demostracion.
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4) Fase de institucionalizacion: el profesor proponia a algunos estudiantes explicar sus
demostraciones con el fin de analizar el uso de los ejemplos y proponer nuevos ejemplos que

condujeran a construir una demostracion mas cercana a una demostracion deductiva.

Rol del profesor: se deben responder algunas preguntas: ;quién actuard como docente
durante la intervencion? ;qué papel desempenard el profesor durante la intervencion? De acuerdo
con Confrey y Lachance (2000), en lo que atafie a estas preguntas, en algunas ocasiones resulta
acertado que el profesor actual del aula sea el profesor principal de la investigacion, dando mas
tiempo a los investigadores para observar los efectos de la intervencion. Esto implica que el
profesor del aula debe ser miembro del equipo de investigacion, estar familiarizado con la
conjetura y participar en el andlisis de los datos del experimento. Por ello, en otras ocasiones puede
ser mejor que un miembro del equipo de investigacion actue como maestro en el aula durante la

intervencion.

En este experimento el investigador hizo de profesor del aula y estuvo acompafiado por
dos miembros del equipo de investigacion que ayudaron a tomar informacion y apoyar al profesor

a dirigir los momentos de clase.

Lo que respecta al equipo de investigacion, se presenta a continuacion.

4.1.3 El equipo de investigacion

Como menciona Camargo (2021), los participantes de un experimento de ensefianza son el
equipo de investigacion y los estudiantes, sujetos de estudio del experimento. En cuanto al equipo
de investigacion menciona que hay miembros responsables de proponer la secuencia de ensefianza
y recopilar la informacion, un miembro que debe hacer de profesor y otros que apoyan al profesor

en la clase.
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En este experimento, el equipo de investigacion estuvo conformado por el autor de la
investigacion, el director y codirector del trabajo, en estrecha colaboraciéon con cuatro
coinvestigadores. Este equipo mantenia reuniones semanales en las que se discutian las actividades
a implementar de la secuencia de ensefianza, los aspectos metodologicos de la clase, y se
reflexionaba sobre lo ocurrido en las implementaciones para refinar las actividades de la secuencia
de ensefianza. Ademas, se discutian los analisis de datos que se iban haciendo a medida que la

investigacion iba avanzando.

Este trabajo permitié que en las reuniones se hicieran pilotajes entre los integrantes del
grupo para refinar las actividades antes de cada implementacion y hacer las respectivas

correcciones, tanto metodologicas como tedricas, que las fundamentan.

En esta investigacion, todo el equipo contribuyd en la preparacion de la secuencia de
ensefianza. El investigador, quien fue el profesor del curso, junto con dos coinvestigadores fueron
los responsables de la recopilacion de la informacion y de realizar las respectivas observaciones

en el aula de clase tomando notas de campo.

4.1.4 Plan de ejecucion del experimento

Segtin Camargo (2021), los investigadores asisten al aula con una secuencia preliminar de
ensefianza, producto de la conjetura que se piensa abordar. Al tiempo que se va desarrollando el
experimento se va ajustando la secuencia teniendo en cuenta las limitaciones del contexto escolar,
las adaptaciones que se realizan durante la clase y la retroalimentacion obtenida a partir de la
observacion y andlisis de las clases. En ese sentido, esta autora propone un plan de ejecucion del

experimento de ensefianza (ver

Figura 1).
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Figura 1.

Plan de ejecucion del experimento de enserianza

Expenmentacion
: * detareasdela [ Analisis
Fundamentacion secuencia. retrospectivos.
conceptual sobre e
L Formulacion —
el aprendizaje, de Planeacion 1
en general, v comietura de una Analisis Produccion
sobre la — sob;‘e w secuencia intercalados con la de
construccidn -4 de experimentacion. resultados.
ensefiar v -
conceptual de un cmo enseflanza. 1
contenido ) n
. ¥ Ajustes de la
especifico. T— J -
secuencia.

Nota. Tomado de Estrategias cualitativas de investigacion en educacion matematica. recursos
para la captura de informacion y andlisis (p. 89), por Camargo, 2021, Editorial Universidad de

Antioquia.
A partir de este plan general, se propusieron las siguientes fases de investigacion.

e Fase I: Fundamentacion conceptual y formulacion de la conjetura.

En esta primera fase se realiz0 una revision de la literatura sobre: los tipos de
demostraciones que realizan los estudiantes; los usos de los ejemplos que hacen en la construccion
de demostraciones; el desarrollo del uso productivo de los ejemplos en el proceso de demostracion
de los estudiantes; y los problemas de demostracion en clase de Geometria, relacionados con las
propiedades y la congruencia de tridngulos. Con base en esta informacion se planted la conjetura
inicial.

e Fase II: Planeacion de la secuencia de ensefianza.
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En esta fase se disefio la secuencia de ensefianza en funcion del objetivo de investigacion
y de la conjetura realizada. Luego se hizo un pilotaje de la secuencia con el equipo de investigacion

para discutir y refinar aspectos de esta antes de su implementacion.

e Fase III: Experimentacion.

En esta fase se implement6 la secuencia de ensefianza y se realizaron los ciclos repetidos

de planeacion, experimentacion, andlisis y ajustes; antes, durante y después de cada intervencion.

A continuacidn, se describen las acciones que se realizaron en cada uno de estos momentos.

Antes de la intervencion: se obtenia informacion sobre el trabajo previo realizado en el aula
para tenerlo en cuenta en el disefio de la intervencion y en la posterior interpretacion de los datos.
Se identificaban los objetivos de la intervencion y se elaboraban hipotesis sobre los posibles

resultados que se pudieran obtener durante la clase.

Durante la intervencion: se modificaba durante la clase, si era necesario, el disefio de la
intervencion considerando los objetivos planteados para esta. Y se recolectaba la informacion de

lo que ocurria durante la clase, incluyendo las decisiones que se tomaron.

Después de la intervencion: se analizaba la informacion recogida en la intervencion
anterior para reformular y/o revisar las actividades e identificar como se actuaria en la siguiente

intervencion.

e Fase IV: Analisis retrospectivos y produccion de resultados.

En esta ultima fase se recopild y organizd toda la informacion para realizar algunas
actividades de investigacion. En primer lugar revisar las evidencias y datos obtenidos a lo largo
del experimento con el fin de refinar y modificar la conjetura. Seguidamente, producir una

secuencia de ensefianza evaluada y mejorada. Y, por ultimo, concluir la investigacion.
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4.1.5 Descripcion de la muestra

El experimento de ensefianza se realizd en un curso de Geometria Euclidiana con 31
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Industrial de Santander, cuyas
edades oscilaban entre los 17 y 20 afios. Estos estudiantes cursaban el primer semestre y en su
mayoria eran provenientes de colegios publicos. Sus clases de geometria de colegio las habian
trabajado solamente en un entorno de lapiz y papel, y en consecuencia resulto pertinente instruirlos

en el uso del software GeoGebra y del AVG.

La secuencia se implementd con todo el curso, no obstante para el desarrollo de la
investigacion se tomd el registro completo del proceso de demostracion de dos parejas de
estudiantes. Estos cuatro estudiantes se seleccionaron a la luz de los resultados de una prueba
diagnostica que se realizo para identificar sus saberes previos y la forma en que realizaban las
demostraciones. Para su seleccion se tuvo en cuenta que en la prueba diagndstica realizaran
demostraciones y no solo intentos de ellas o exploraciones inconclusas, también se tuvo en cuenta
que no tuvieran experiencias anteriores sobre demostraciones deductivas y sobre conceptos mas

elaborados de geometria.

Sin embargo, gracias al apoyo de los dos miembros del equipo de investigacion que asistian
al aula de clase, se pudo tomar a lo largo del experimento el registro de ocho estudiantes mas, que

dieron informacidn relacionada con el objetivo de la investigacion.

4.1.6 Recoleccion de la informacion y estrategia de consolidacion de datos

La recoleccion de informacion, relacionada con el proceso de demostracion, se realizd
mediante grabaciones de audio y video de las pantallas de las dos parejas seleccionadas.
Adicionalmente, se grabaron las respuestas de los otros ocho estudiantes que dieron informacion

relacionada con el uso de ejemplos y la realizaciéon de demostraciones; no obstante de esta
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informacion solo se contaba con el resultado final de la demostracion, por lo que se hacian
preguntas para indagar sobre todo el proceso. También se contd con una grabacion de audio de la

clase en general y con las notas de campo realizadas por los tres investigadores.

Para la consolidacion de los datos de la investigacion, primero se realizaron las
transcripciones de los procesos de demostracion de los teoremas que quedaron grabados en los
videos de las intervenciones. De estas transcripciones se seleccionaron algunas teniendo en cuenta
que en el proceso de demostracion se tuviera evidencia del uso de ejemplos y de demostraciones
finalizadas ya fuera de manera escrita o verbal. Posteriormente estos datos fueron analizados a la
luz de las dos categorias de analisis seleccionadas del Marco CAPS y por la tipologia de
demostraciones; en el capitulo 5 Analisis y resultados se describe con mas detalle la estructura de
estos andlisis. Finalmente, se seleccionaron algunos de estos anélisis en funcion de responder al

objetivo de la investigacion.

4.2 La secuencia de ensenanza

En esta seccion se presentan los aspectos que fundamentaron la secuencia de ensefianza y
se presenta su version final. Esta secuencia fue desarrollada en el AVG y comprendio 13 lecciones

que se implementaron en cinco semanas.

Seglin Camargo (2021) la secuencia de ensefianza es la que pone en funcionamiento la
conjetura realizada, en el sentido en que la secuencia se organiza a partir de la conjetura. Por este
motivo, en el caso de la presente investigacion, la secuencia tuvo los siguientes dos objetivos

centrales:

e Promover la comprension y el aprendizaje de las propiedades y la congruencia de
triangulos.
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e Fomentar el uso de ejemplos como estrategia para el desarrollo de demostraciones
deductivas.

En el siguiente apartado, se describen aspectos importantes sobre el disefio de la secuencia.

4.2.1 Consideraciones sobre el qué enseiiar y como enseiiar de la secuencia
En esta seccion se explicitan los aspectos generales relativos al qué enseriar en la secuencia:

definiciones, postulados y teoremas. Luego se describen los aspectos referentes al como enseriar.

Aspectos generales sobre qué enseriar

Los conceptos geométricos de interés son relativos a las propiedades y congruencia de
tridngulos, por lo que desde antes de disefiar la secuencia de ensefianza se habian preseleccionado
algunos teoremas teniendo en cuenta la unidad didéactica presentada en Marrades y Gutiérrez

(2000) y el libro guia del curso de Geometria Euclidiana en la UIS, Clemens et al. (1998).

Posteriormente, en las reuniones con el equipo de investigacion, se depurd esta
preseleccion teniendo en cuenta el tiempo de duracion del experimento, la importancia y relacion
de los teoremas con las propiedades y la congruencia de triangulos, y las reflexiones y sugerencias
de los miembros mas experimentados del equipo en la enseflanza y el aprendizaje de la geometria

euclidiana.

Los teoremas seleccionados fueron los siguientes: teorema de la suma interna de angulos,
teorema del angulo exterior, teorema de angulos opuestos por el vértice, teorema de la mediatriz,
teoremas de congruencia de triangulos, teorema de la bisectriz, teorema del triangulo isosceles y

segundo teorema de Tales.

Luego de hacer la seleccion de los teoremas se pensé en cudles definiciones bésicas debian

ser las necesarias para conectar con dichos teoremas. Al respecto, Marrades y Gutiérrez (2000) y
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Guerrero y Trivifio (2018), sugieren que los conceptos basicos relacionados a dichos teoremas y
que son necesarios como conocimientos previos antes de empezar la actividad demostrativa en
geometria son: el circulo, el punto medio, las rectas perpendiculares y paralelas, y algunas lineas

notables del tridangulo como la altura, mediana, mediatriz y bisectriz.

Una vez establecidos los conceptos y los teoremas principales, estos debian estar
organizados y articulados. Para ello, se tuvo en cuenta lo dicho por Samper y Molina. (2013),
quienes expresan que resulta positivo que los estudiantes vivan la experiencia de construir su
propio sistema tedrico en colaboracion con los demés miembros de la clase; buscando que entre
ellos se escuchen y validen las conjeturas, argumentos y demostraciones. Con relacion a esto, se
considera como sistema tedrico local de la clase las definiciones, postulados y teoremas que se

acordaron y establecieron en el curso.

Por lo tanto, se construyd un pequeno sistema teoérico local de la clase que permitid
organizar el contenido matematico elegido para ensefar en el experimento. Aunque el trabajo de
Samper y Molina (2013) pretende en verdad construir un sistema teorico definiendo conceptos
como recta, angulo, plano, entre otros; este no es el objetivo del presente trabajo, por lo que en el
sistema considerado no todos los conceptos estan definidos. Al final de este apartado se muestra
una imagen de dicho sistema tedrico junto con los enunciados de los conceptos, postulados y

teoremas trabajados (ver Figura 2).

Este sistema tedrico sirvié como referencia para organizar las lecciones de la secuencia, de
modo que en las primeras lecciones se abordaron los conceptos bésicos, luego algunos teoremas
relacionados con estos conceptos (adicionales a los ya mencionados) y posteriormente, teoremas

relacionados con la congruencia de triangulos.
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Aspectos generales sobre como enseiiar

Una vez definidos los aspectos generales relativos a como crear el sistema tedrico local,
cudles iban a ser los conceptos basicos y teoremas que lo constituyen y como estan relacionados,
cabe preguntarse como enseniar dichas definiciones de conceptos basicos y teoremas, teniendo en

cuenta el entorno del SGD.

Para ello, primero se identificé que una de las dificultades que pueden presentar los
estudiantes, de acuerdo con Morales y Samper (2015) y Guarin y Malaver (2023), es no interpretar
afirmaciones matematicas en lenguaje natural como una relacion de causalidad, que establece
condiciones de dependencia. Es decir, si se usa la definicion estandar de circunferencia como el
conjunto de puntos que equidistan de otro, es probable que algunos estudiantes no identifiquen en
dicho enunciado una relacion de causalidad implicita por no estar escrita de la forma si-entonces
y puedan tener dificultades para expresar una propiedad como: si dos o mds puntos estin en una
circunferencia, entonces equidistan de su centro. En consecuencia, para ayudar con esta
familiarizacion con el lenguaje formal y con el reconocimiento de dependencia entre propiedades,

todas las definiciones de conceptos y teoremas se trabajaron de la forma si-entonces.

Respecto a como enseniar las definiciones bdésicas, Vinner (2002) y De Villiers (1998)
sustentan que es necesario que el profesor promueva situaciones en las que los estudiantes puedan
formular sus propias definiciones y elegirlas, ademas de proponer otras situaciones en donde
utilicen dichas definiciones acordadas, favoreciendo la deduccion. Complementando estas ideas,
Silva (2013) menciona que, al momento de abordar una definicion, se debe propiciar que, a aparte
de que el estudiante conozca la definicion formal, debe hacer otras representaciones del objeto o

concepto que se estd definiendo y establecer relaciones con otros conceptos.
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Bajo estas ideas, se procurd que en las definiciones de algunos conceptos basicos (como
circulo, rectas paralelas y perpendiculares, mediatriz) fueran exploradas por los estudiantes
mediante situaciones propuestas en el SGD para que notaran propiedades o invariantes y a partir
de ellos pudieran dar su propia definicién en una proposicion de la forma si-entonces, para luego
discutir las distintas definiciones y consensuar una. Aunque en algunas ocasiones, la definicion ya
se daba explicitamente por cuestiones de duracion de las lecciones y para que los estudiantes la
interpretaran y usaran (como la de punto medio, altura, mediana, bisectriz). Posterior a ello, se les
pedia que construyeran ejemplos o contragjemplos de dicha definicion y que después la usaran

para concluir otras relaciones.

A medida que se iban dando algunas definiciones también se proponian teoremas en los
que estas definiciones estuvieran inmersas para demostrarlos. De manera general, al momento de
abordar los teoremas se siguid procurando que los estudiantes exploraran, formularan sus
conjeturas y se consensuara una para luego demostrarla, tal como se describe en los momentos de
clase en la metodologia: fase de conjeturacion, fase de explicitacion, fase de demostracion y fase

de institucionalizacion.

Con la intencidén de fomentar el uso de ejemplos en la secuencia de ensefianza, se aplicaron
las siguientes estrategias basadas en las categorias de Criterios, Propositos y Estrategias del marco
CAPS de Ellis et al. (2019), y en las sugerencias dadas en investigaciones presentadas en el
capitulo de los antecedentes: Knuth et al. (2019), Aricha-Metzer y Zaslavsky (2019), Ellis et al.

(2019), Zaslavsky y Knuth (2019).

e En cada una de las lecciones de la secuencia se hizo la sugerencia de usar ejemplos
con algun proposito o estrategia en particular, las que se seleccionaron dentro de las
categorias del marco CAPS fueron las siguientes: formular una conjetura,
comprender/entender por qué la conjetura es verdadera o falsa, representar y/o
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entender la situacion, explorar casos para los que la conjetura es cierta, usar un
ejemplo para transmitir argumentos, refutar argumentos, buscar un patréon para
identificar propiedades, generalizar una propiedad y desarrollar argumentos
formales.

e En los problemas de construccion se propuso que se hiciera un ejemplo para usar la
técnica de analisis, en donde se estudia una figura que representa el problema resuelto
(ya sea un dibujo estatico o dinamico), para encontrar alli las relaciones entre datos
y objetivos hasta encontrar las relaciones que se pueden construir (Acosta 2008).

e Si en los problemas de demostracion los ejemplos que los estudiantes usaban no les
ayudaba a avanzar con el desarrollo de la demostracion, el profesor les proponia
ejemplos particulares con la intencion de que desarrollaran una demostracion en ese
caso particular y luego generalizaran los argumentos usados.

e Las definiciones, postulados y teoremas se escribian en un documento en el que los
estudiantes podian hacer ejemplos relativos a dicha regla tedrica; ademas, podian
usar tal documento en las clases para tener presente las reglas tedricas.

e Para realizar algunas instrucciones sobre como usar los ejemplos de manera
productiva, en las fases de explicitacion e institucionalizacion el profesor procuraba
que algun estudiante que hubiese usado ejemplos relatara la forma en la que abordé
el problema planteado; fomentando una reflexion en torno al criterio, propdsito y
estrategia que se us0 para seleccionar el ejemplo; asi como las posibilidades o
dificultades que genero tal uso.

e Con el objetivo de generar una toma de conciencia propia del estudiante en torno al
uso de ejemplos, al final de algunas lecciones se les pedia que escribieran un parrafo
en el que reflexionaran sobre el uso que habian hecho de los ejemplos y en qué les
habia ayudado para resolver el problema. Al igual que identificar los propoésitos y
estrategias con los que usualmente los usaban.

A continuacion, se presentan los enunciados de las definiciones, postulados y teoremas,
donde algunos fueron tomados de Guarin y Malaver (2023) y otros formulados junto al equipo de

investigacion:

Definicion de circunferencia: si dos o mas puntos estan en una circunferencia, entonces
equidistan del centro de dicha circunferencia. Si dos o mas puntos equidistan de otro, entonces

estan en una circunferencia con centro en ese otro.
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Definicion de punto medio: si un punto equidista de otros dos y esté alineado con ellos, entonces
es punto medio de esos dos puntos. Si un punto es punto medio de otros dos, entonces esta alineado

con ellos y equidista de ellos.

Definicion de rectas paralelas: si dos rectas son paralelas, entonces no se cortan. Si dos rectas no

se cortan, entonces son paralelas.

Definicion de rectas perpendiculares: si dos rectas son perpendiculares, entonces forman
angulos rectos al intersecarse. Si dos rectas forman angulos rectos al intersecarse, entonces son

perpendiculares.

Definicion de rectangulo: si un cuadrilatero es rectangulo, entonces sus angulos son rectos. Si un

cuadrilatero tiene sus angulos rectos, entonces es un rectangulo.

Definicion de altura: si un segmento es una altura de un tridngulo entonces va desde un vértice
del tridngulo hasta la recta que contiene al lado opuesto en direccion perpendicular a esta. Si un
segmento va desde un vértice de un tridngulo hasta la recta que contiene al lado opuesto en

direccion perpendicular a esta, entonces es una altura de dicho tridngulo.

Definicion de mediana: si un segmento es una mediana de un triangulo entonces va desde un
vértice del tridngulo hasta el punto medio del lado opuesto. Si un segmento va desde un vértice de

un tridngulo hasta el punto medio del lado opuesto entonces es una mediana de dicho tridngulo.

Definicion de mediatriz: si una recta es la mediatriz de un segmento entonces contiene el punto
medio de dicho segmento y es perpendicular a él. Si una recta contiene el punto medio de un

segmento y es perpendicular a €l entonces es la mediatriz de dicho segmento.
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Definicion de bisectriz: si una recta es la bisectriz de un angulo entonces lo divide en dos angulos
congruentes. Si una recta divide a un angulo en dos angulos congruentes entonces es la bisectriz

de dicho angulo.

Postulado de perpendicularidad y paralelismo: si dos rectas son perpendiculares a otra,
entonces son paralelas. Si dos rectas son paralelas y una tercera es perpendicular a una de ellas,

entonces es perpendicular a la otra.

Teorema de la mediatriz: si un punto estd en la mediatriz de un segmento entonces equidista de
los extremos del segmento. Si un punto equidista de los extremos de un segmento entonces esta en

la mediatriz de dicho segmento.

Postulado de suma interna de Angulos de un triangulo: si en un poligono la suma de sus angulos
internos es igual a 180°, entonces dicho poligono es un tridngulo. Si un poligono es un tridngulo,

entonces la suma de sus angulos internos es igual a 180°.

Postulado de congruencia LLL: si dos triangulos tienen los tres lados correspondientes

congruentes entonces dichos triangulos son congruentes.

Postulado de congruencia ALA: si dos tridangulos tienen dos pares de angulos correspondientes
congruentes y los lados comprendidos entre estos congruentes, entonces dichos tridngulos son

congruentes.

Postulado de congruencia LAL: si dos triangulos tienen dos pares de lados correspondientes
congruentes y los angulos comprendidos entre estos congruentes, entonces dichos tridngulos son

congruentes.

Teorema. 1: si dos segmentos son radios de una circunferencia, entonces son congruentes.
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Teorema 2: si un punto es centro de una circunferencia, entonces es punto medio de su didmetro.

Teorema 3: si Ay B son puntos, f es la recta AB, g es una recta perpendicular a f que pasa por
B, C es un punto sobre g, h es una recta perpendicular a g que pasa por C, i es una recta
perpendicular a f que pasa por 4, y D es el punto de interseccion de h e i; entonces el cuadrilatero

ABCD es rectangulo.

Teorema 4: si AM y BN son medianas de un tridngulo ABC, entonces los tridngulos AMB y BNA

tienen la misma area.

Teorema 5: si DAB es angulo exterior de un tridngulo ABC, entonces las bisectrices de los angulos

DAB y BAC son perpendiculares.

Teorema 6 (Teorema del angulo exterior): si un angulo es exterior de un tridngulo, entonces es

igual a la suma de los 4ngulos internos no adyacentes de dicho tridngulo.

Teorema 7 (Teorema del triangulo isésceles): si un triangulo tiene dos lados congruentes,

entonces los angulos opuestos a dichos lados también son congruentes.

Teorema 8 (Segundo Teorema de Tales): si un angulo esta inscrito en un semicirculo, entonces

es recto.

Teorema 9 (Teorema de la bisectriz): si un punto est4 sobre la bisectriz de un angulo, entonces

esta a igual distancia de los lados que comprenden dicho 4ngulo.

Teorema 10 (Teorema de angulos opuestos por el vértice): si dos rectas se cortan, entonces los

angulos opuestos por el vértice que se forman son congruentes.
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Teorema 11: si un tridngulo es isosceles, entonces su altura, mediana y bisectriz, trazadas desde
el vértice donde es isOsceles, y su mediatriz trazada desde el lado opuesto a dicho vértice estan

contenidas en la misma recta.

La siguiente imagen representa el sistema tedrico local. De color verde los conceptos
basicos. De color blanco los teoremas que no se demostraron. De color azul los teoremas que si se
demostraron. Las lineas hacen referencia a que determinada definicion, postulado o teorema se

utilizo para demostrar otro teorema (ver Figura 2).

Figura 2

Sistema teorico local establecido para la secuencia de enserianza

Def. circunferencia

Teorema 1

Def. punto medio }——{ Def. rectas L }——{ Def. rectas || ‘

J 4% Postuladode Ly || ‘
[t

I@ Teorema 3
Def. mediatriz ‘ ‘ Def. bisectriz ‘

Teorema 2

Postulados de
congruencia

Postulado Suma
angulos internos

‘ Teorema 10 ‘ ‘ Teorema 6 ‘

Teorema 8

Teorema 5

—>{ Teorema 11

En el siguiente apartado se describen sucintamente las lecciones que conforman la

secuencia y se presenta la secuencia ya refinada.

4.2.2 Presentacion de la secuencia
La secuencia de ensefianza que se presenta es el resultado del ciclo de planeacion,

experimentacion, analisis y ajustes que se realizaron con el equipo de investigacion antes, durante
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y después de cada intervencion, como se menciono en la Fase III de la metodologia. Donde los
ajustes se realizaron a partir de comparar los resultados que se esperaban de cada leccion con los
obtenidos luego de cada implementacion, lo que ponia en reconsideracion el planteamiento de
algunas lecciones, la forma de su redaccion, el nivel de dificultad, la especificacion de algunas
sugerencias referentes al uso de ejemplos y la organizacion de los temas. Estas respectivas

correcciones se realizaron con el equipo de investigacion.

En ese sentido, en este apartado se presenta brevemente la descripcion de cada una de las
lecciones (ver Tabla 6). Donde estas estan conformadas por uno, o varios, problemas de
demostracion o situaciones de exploracion si el objetivo de la leccion era solamente descubrir
propiedades sin demostrarlas. Ademas, estas lecciones se desarrollan de acuerdo con los momentos
de clase mencionados en la seccion 4.1.2 Consideraciones para la secuencia de ensefianza: fase

de conjeturacion, fase de explicitacion, fase de demostracion y fase de institucionalizacion.

La secuencia de ensefianza corregida y refinada se encuentra en el siguiente enlace de libro

de GeoGebra.

Tabla 6

Descripcion de las lecciones de la secuencia de ensefianza

Leccion Descripcion
1) Definiciones Se pretende que los estudiantes conozcan el sofiware, diferencien
basicas: construcciones exactas de aproximadas (si resisten o no el arrastre),
circunferencia. reconozcan que hay herramientas que garantizan propiedades, que estas se

mantienen al arrastrar y que las usen para realizar construcciones exactas.
El proposito de la leccion consiste en establecer la definicion de
circunferencia y empezar a realizar demostraciones como: si dos
segmentos son radios de una circunferencia, entonces son congruentes
(Teorema 1).
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Ademas, se fomenta la eleccion de ejemplos a partir de criterios propios,
la estrategia de buscar patrones y usarlos con el proposito de desarrollar y
transmitir los argumentos.

2)  Definiciones
basicas: punto
medio.

Se busca que los estudiantes sigan conociendo el soffware, interioricen la
prueba del arrastre para validar sus construcciones y reconozcan que el uso
de herramientas garantizan propiedades.

El proposito de la leccion consiste en establecer la definicion de punto
medio y realizar la demostracion de: si un punto es centro de una
circunferencia, entonces es punto medio de su diametro (Teorema 2).
Ademas, se fomenta la eleccion de ejemplos a partir de criterios propios y
el proposito de usarlos para entender definiciones, verificar y demostrar
una conjetura.

3)  Definiciones

basicas:
paralelismo y
perpendicularidad.

Se espera que los estudiantes sigan en el proceso de diferenciar
construcciones exactas de aproximadas y que reconozcan que las
herramientas garantizan propiedades.

Se tiene como proposito establecer la definicion de rectas perpendiculares
y paralelas a partir de la exploracion con ejemplos y el uso de herramientas.
Se pretende que los estudiantes formulen sus propias definiciones de rectas
paralelas y perpendiculares, y usen los ejemplos con el proposito de apoyar
este proceso.

4) Postulado de
perpendicularidad
y paralelismo.
Definicion de
rectangulo.

Se tiene como proposito establecer el postulado de perpendicularidad y
paralelismo mediante ejemplos en el sofiware que representan protocolos
de construccion. Se pretende que construyan una recta paralela a otra
usando la herramienta Recta perpendicular y usen el postulado para
argumentar por qué la construccion resiste el arrastre. Y, ademas, se
plantea un protocolo de construccion para que, sin realizar la construccion,
anticipen qué propiedades se cumplen y luego demuestren el teorema 3
usando el postulado.

Se fomenta el uso de ejemplos con el propdsito de formular conjeturas,
validarlas y guiar la demostracion.

5) Altura vy
mediana de un
tridangulo.

Se da la definicion de altura y mediana, luego se fomenta el uso de
ejemplos con el proposito de entender las definiciones. Posteriormente, se
plantea un problema de demostracion (Teorema 4) que involucra estos dos
conceptos. Finalmente, se pide un texto en el que reflexionen como los
ejemplos ayudaron a realizas las tareas pedidas.

Se fomenta el uso de los ejemplos con el propdsito de notar invariantes,
formular una conjetura y demostrarla.

6) Mediatriz de un
segmento

En esta tarea se pretende, a partir de tareas de construccion y exploracion
en el software, llegar a la definicion de mediatriz. Luego, se propone otra
exploracion para llegar al teorema de la mediatriz. Finalmente, se espera
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llegar, mediante exploraciones con ejemplos, al resultado teorico que las
mediatrices de un tridngulo concurren en un punto llamado circuncentro.
Se fomenta el uso de ejemplos con el proposito de buscar patrones,
formular conjeturas y generalizar.

También se les pide a los estudiantes escribir un texto en el que reflexionen
sobre los criterios, propdsitos y estrategias con los que usan los ejemplos.

7) Bisectriz de un
angulo

En esta tarea se da la definicion de bisectriz de un angulo y se propone un
problema que refiere al teorema 5.

Se fomenta el uso de los ejemplos con el propdsito de ilustrar y entender
los problemas propuestos; ademas de usarlos con el propdsito de
argumentar. Y se da un espacio para reflexionar sobre estos usos del
ejemplo.

8) Problemas de
construccion y
demostracion.

En esta leccion se presentan problemas de construccion y de demostracion,
alusivos a los conceptos de mediatriz, bisectriz, altura y mediana, en los
que deben usar estos conceptos para resolver tales problemas. Se trabaja el
postulado de la suma interna de angulos de un triangulo, se da como
postulado el 2do teorema de Tales y se propone demostrar el teorema 6.
Se fomenta el uso de los ejemplos con el proposito de entender los
problemas, ilustrar el problema resuelto y desarrollar conjeturas y
demostrarlas.

En esta leccion se presentan varios problemas, pero no se trabajan todos en
la misma clase. Se deben dosificar en las diferentes clases. En el caso de
esta investigacion, se trabajaron estos problemas en las horas de tutoria que
tiene la asignatura semanalmente o se les proponia como trabajo extra-
clase a los estudiantes.

9) Concurso de

postulados de
congruencia  de
triangulos

Se presenta un concurso de construir tridangulos con medidas dadas para
tomar conciencia de las formas en las que se puede garantizar la
construccion de un tridngulo congruente con uno dado, promoviendo
conocimientos necesarios para los postulados de congruencia de triangulos.
La descripcion mas detallada de este concurso se encuentra en la leccién 9
del libro de GeoGebra.

10) Postulados de
congruencia  de
tridngulos

En esta leccion se presentan los postulados de congruencia de tridngulos
(LLL, LAL y ALA) y se fomenta el uso de los ejemplos para construir
triangulos congruentes a otro y el uso de contraejemplos para justificar por
qué un tridngulo determinado no cumple con alguno de los postulados de
congruencia.

11) Teorema del
triangulo isosceles
y segundo teorema
de Tales

Se proponen tres problemas de demostracion, donde dos consisten en
demostrar el teorema del tridngulo isésceles y el segundo teorema de Tales
(Teoremas 7 y 8).
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Se fomenta el uso de ejemplos como estrategia para obtener informacion y
con el propdsito de explorar ideas y construir una demostraciéon. Ademas,
se lleva a pensar en usar los ejemplos con otros propdsitos y estrategias que
puedan ayudar en la solucién de los problemas.

12) Teorema de la
bisectriz 'y del
angulo opuesto

Se propone demostrar el teorema de la bisectriz y del angulo opuesto
(Teoremas 9 y 10), entre otros problemas.

Se fomenta el uso de ejemplos como estrategia para obtener informacion y
con el propoésito de explorar ideas y construir una demostracion.

13) Teorema de
las lineas notables

Se propone demostrar el teorema de las lineas notables (Teorema 11).
Se fomenta el uso de ejemplos como estrategia para obtener informacion y
con el propoésito de explorar ideas y construir una demostracion.
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5. Analisis y resultados

En este capitulo se presenta el analisis realizado a los datos obtenidos en las grabaciones
de las lecciones 2, 5, 7, 8, 11 y 12, que fueron seleccionados a partir de las discusiones del equipo
de investigacion, en las que hubo consenso sobre cudles datos eran los que daban informacion
sobre el proceso de resolucion de los problemas de demostracion, del uso de ejemplos, sus cambios

y sus motivos.

Antes de cada analisis se presenta la transcripcion de los momentos relevantes en el
desarrollo del problema de demostracion realizado por los estudiantes, junto con una
contextualizacion de la situacion para ubicar al lector. Estas transcripciones se muestran en una
tabla de tres columnas, en donde la primera corresponde al nimero de intervencion, la segunda al
nombre del estudiante o el profesor y la tercera a las acciones realizadas. En paréntesis redondos (
) se complementa la informacién de lo que quiso decir la persona y en paréntesis cuadrados [ | se

describen las acciones realizadas que resultan importantes en este proceso y no quedan explicitas.

Los analisis estan conformados por la articulacion de las dos categorias del marco CAPS
y el marco de los tipos de demostracion. Con la categoria de transiciones del marco CAPS se
pretende identificar los momentos en los que hubo transicion entre ejemplos o entre ejemplos y
argumentos, con el fin de analizar en esas transiciones posibles cambios en el uso del ejemplo y
buscar sus motivos. La categoria de posibilidades permite determinar si algiin ejemplo resulto
productivo o no en el proceso. Y el marco de demostraciones se usa para describir la forma en que
se seleccionaron y usaron los ejemplos, para explicar asi qué tipo de demostracion termina
realizando el estudiante y relacionarlo con la influencia que tuvieron los ejemplos en todo el
proceso. Luego de cada andlisis se presenta un esquema que destaca los momentos en los que hubo

cambios en el uso de los ejemplos, los motivos que generaron estos cambios y cudles fueron los
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cambios en el uso. De esta manera se tiene una vision completa de todo el proceso de resolucion
del problema, identificando usos, cambios y motivos. Al final, se presentan los resultados que se
obtienen con base en lo evidenciado en los analisis; resultados enfocados en responder al objetivo

de la investigacion.

Los motivos identificados como generadores de cambios en el uso de ejemplos en el
proceso de demostracion fueron los siguientes: Necesidad de generalizar propiedades y
argumentos, Necesidad de organizar propiedades y argumentos, Necesidad de concentrarse en el
problema, Exigencias del proceso de demostracion y Retroalimentacion del profesor o

compariero.

Sin embargo, hubo otro motivo que se identificd: Necesidad de validar empiricamente
propiedades. Un motivo que, al menos con la informacion que se cuenta, se produce luego de que
el estudiante formula su conjetura y busca validarla mediante el arrastre en los ejemplos;
ocasionando un cambio en el uso del ejemplo en ese instante, pero no en otros momentos del
proceso de demostracion. Ademads, esta accion de validar la conjetura antes de demostrarla
obedece, segiin De Villiers (1990), a asegurarse y convencerse de una propiedad antes de
sumergirse en procesos deductivos, porque normalmente no se busca demostrar algo de lo que no
se esta convencido previamente que es cierto. Por estas razones, este motivo no es relevante para
estudiar y profundizar en esta investigacion, aunque se nombra en los analisis porque es un hecho

que tampoco se puede pasar por alto.

Para presentar los motivos se seleccionaron situaciones en las que resultaron relevantes en
el proceso de demostracion, por lo que algunos motivos pueden aparecer en otras situaciones, pero

con un papel mas secundario que protagonico.
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Antes de iniciar con los respectivos andlisis sobre los motivos de cambio del uso del
ejemplo y buscando claridad en la investigacion, se menciona primero cuales fueron los usos que

se identificaron y que se van a mencionar.

5.1 Usos de los ejemplos identificados

En el proceso de resolucion de problemas de demostracion se identificd una variedad de
usos del ejemplo. Algunos ya mencionados en la literatura consultada y otros que estan
relacionados. Estos usos se hicieron sobre ejemplos que fueron casos particulares, casos limite o

ejemplos genéricos que se propusieron en el papel o en el software. Los usos son:

e Formular y validar la conjetura: se usa uno o varios ejemplos para explorar y
formular una conjetura. Luego, se usa la prueba del arrastre para validar
empiricamente la veracidad de la conjetura (Marrades y Gutiérrez, 2000; Ellis et al.,
2019).

e Basar su demostracion: el estudiante usa el ejemplo como elemento de conviccion
para sustentar argumentos en una demostracion (Marrades y Gutiérrez, 2000).

e Identificar/descartar informacion: se usa uno o varios ejemplos para explorar e
identificar propiedades y relaciones que se puedan usar o no para la demostracion de
la conjetura (Ellis et al., 2019).

e Organizar la informacion identificada: se usa el ejemplo para clasificar y ordenar lo
observado en las exploraciones. El ejemplo funciona como un organizador, donde
mediante etiquetas, marcas o sefias en ¢l se aclara la informacion y se organiza para
empezar a construir la demostracion.

e Generalizar propiedades y relaciones: mediante el ejemplo y el arrastre se identifican
propiedades o relaciones invariantes que se generalizan (Ellis et al., 2019).

e Refutar argumentos: se usa el ejemplo para contradecir o refutar argumentos (Ellis
et al., 2019).

e Guiar y presentar los argumentos: se usa el ejemplo para orientar el orden del
razonamiento deductivo o secuenciar los argumentos. Luego, se usa como recurso
comunicativo para escribir una secuencia de deducciones que constituyen la
demostracion. (Marrades y Gutiérrez, 2000).
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e Expresar los argumentos: el ejemplo se usa para verbalizar los argumentos, donde se
mezcla el lenguaje matematico con expresiones no matematicas (Beltran-Meneu et al.,
2024).

e Entender enunciados tedricos: se usa el ejemplo para representar un concepto,
definicion, teorema, etc., para comprender su enunciado o significado.

Existen otros usos mencionados en la literatura, pero que pueden considerarse similares o
que estan dentro de los mencionados. Por ejemplo, un uso que refiera a descubrir propiedades o
generar ideas en la exploracion, esta relacionado con el de identificar/descartar informacion.
Ademés, estos usos que se expusieron pueden seguir refindndose en cuanto a especificidad o

incluso juntar algunos en un uso mas general.

A continuacion, se presentan los motivos de cambio entre estos usos durante el proceso de

demostracion.

5.2 Cambios producidos por necesidad de generalizar propiedades y argumentos

De acuerdo con Riafio (2023) y Lynch y Lockwood (2019), los estudiantes suelen usar
ejemplos de casos particulares y realizar demostraciones empiricas, incluso cuando se les ha hecho
explicito que las demostraciones deben ser deductivas. Esto es, algunos estudiantes no presentan
argumentos generales, les cuesta prescindir del ejemplo para expresar propiedades invariantes y
presentar una argumentacion que valga para cualquier caso. En ese sentido, este motivo refiere a
situaciones en las que los estudiantes sienten la necesidad, por iniciativa propia o no, de generalizar
las propiedades que han observado y/o de generalizar argumentos para poder construir una
demostracion para todos los casos posibles. Lo que lleva a que cambien el uso de los ejemplos en

virtud de esta necesidad.

En la situacion que aqui se presenta, los estudiantes inicialmente realizan una demostracion

empirica basada en un caso particular, pero luego experimentan la necesidad de generalizar las
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propiedades y los argumentos empiricos expuestos. Esta necesidad de generalizar motivo usos del

ejemplo que resultaron productivos.

El problema de demostracion refiere al teorema 4, que se abordo en la leccion 5. El

enunciado fue el siguiente.

Dado un triangulo ABC, con mediana AM y BN. ;Qué relacion existe entre los triangulos

AMC y BNC? Formule una conjetura y demuéstrela.

Sugerencia: use ejemplos de distintos tipos de triangulos con el fin de notar una relacion
invariante entre los triangulos, formular una conjetura a partir de lo observado, entender por qué

la conjetura es verdadera y desarrollar una demostracion.

N°  Suyjeto Acciones
1 E3yE4 [Leen el problemay construyen los objetos dados]

2 E3 (Son semejantes?

E4 (Sera su area? Yo creo que tiene que ver con el area... Vamos a analizar eso.

4 E3yE4 [Exploran algunos ejemplos en el software e intentan usar la formula del area
del tridngulo, pero sin éxito alguno.]

(98]
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5 E4 (No habia una féormula para el area con los lados del triangulo? [Busca en el
navegador la férmula de Her6n]
6  Profesor ;Por qué pensaron en esa formula?
7 E3 Porque creemos que tienen la misma 4rea.
8 E4 [Mide las areas de los tridngulos AMB (rojo) y AMC (verde)]
Mueve s
9 E3
Asea do aBc =137
5 am =556 ;
Are3 de baB = 137 ko
Pero ;por qué?
10 E4 [Intenta aplicar la formula de Heron para el area de un tridngulo] No, pero con
esto va a salir muy largo, no sirve.
11 E3yE4 [Construyen perceptivamente un tridngulo equildtero ABC y mide las areas de
los triangulos AMB (rojo) y AMC (verde)]
Area de amc = 1.36
Area ¢ bam = 136
12 E3 Creo que el motivo por el cual las areas son iguales, intuyo gracias a lo que veo,

es por los puntos medios de los segmentos.
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Porque si usted mira, hay un corte a la mitad, lo que termina creando dos
triangulos iguales.

Mire esta linea que hay de las medianas (BN), eso es como si fuese la altura y
corta a la mitad el tridngulo.

13 E4 Y este también (AM). Pero solo se cumple si es equilatero.

14 E3 (Esté seguro de que no se cumple en otro?

15 E4 Si, en este caso, por ejemplo, no son la altura.
Si pasan por la mitad, pero alturas no son. Recuerda que debe ser perpendicular.
En este caso, esta debe ser la altura [construye una recta perpendicular a un lado
que pasa por el vértice opuesto]

16 E3yE4 [Exploran en el soffware una manera de demostrar la conjetura arrastrando los
objetos por la pantalla]

17 E4 A ver, en el equilatero se cumple, porque esa es la altura (refiriéndose a la

mediana).
[Propone el ejemplo de un tridngulo equildtero usando circulos]
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18 E3 Podemos conjeturar que...

19 E4 Tenemos que AC es igual a BC, por lo tanto, MC es la mitad y NC es la mitad y
son la base. Y BN es igual a AM porque es un triangulo equilatero, es la altura,
entonces son iguales. Y como tenemos bases y alturas iguales, ambos triangulos
tienen igual area.

21 E4 Si construimos un triangulo cualquiera y hacemos sus medianas...y medimos
las areas de esos triangulos.

Areade EFG=09
Area de KHF =015
Area de KFG=03
Area de KHG =015
Areade FHE=046 4 = o EHG=0451
-~
[Arrastra la construccidn]

22 E3 Hay algunas que son iguales...

23 E4 Espere, creo que estoy viendo algo. La mediana divide en dos tridngulos con la
misma area.

[Construye un triangulo, traza una mediana y mide las areas]
Area de LOM =039
Argade LON=039

24 E3 [Pero por qué pasa eso? Que lo divide en dos tridngulos de igual rea.

25 E4 Tal vez puede ser por la altura, porque las bases son iguales por la mediana.

26 E3 [Arrastra el tridngulo, construye una de sus alturas y prolonga su lado

correspondiente]
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Areade LOM=023

Areade LON=023

Son la misma altura. Ambos comparten la misma altura.

27 E4 Entonces para resolver el problema, debemos primero aclarar esto.

28 E3 Y como son todos de la misma area, entonces los del inicio tienen también igual
area (AMC y BNC).

29 E3yE4 [Escriben la siguiente demostracion]

Para la solucion de este problema es necesario demostrar que una mediana de
un triangulo parte al mismo en dos triangulos con dreas iguales. Ya que, al
hacerlo, podriamos demostrar que todos los nuevos triangulos formados por las
medianas trazadas en un triangulo seran iguales entre si.

Para demostrar esto, imaginemos una mediana en un triangulo, veamos el lado
que toca la mediana como la base de los nuevos triangulos, estas son iguales ya
que ambas son la distancia media del mismo segmento. Ahora, veamos el
segmento que se forma por una linea perpendicular al lado que toca la mediana,
que es la altura de ambos triangulos. Y como tienen igual medida de base y de
altura, entonces el area serd igual también.

En [3] E4 conjetur6 que es probable que el area de los tridngulos esté relacionada y uso

algunos ejemplos para formular una conjetura relacionada con esta idea [4]. Estos ejemplos los

abord6 usando el arrastre con el objetivo de descubrir una propiedad entre las bases y las alturas

de los tridngulos, de modo que algebraicamente tuvieran una relacion para usar la férmula del area

o la férmula de Herdn, pero no tuvo éxito [5].

Luego usaron la herramienta Area para medir las 4reas de los triangulos AMB y AMC [8],

lo que les posibilitd desarrollar una conjetura: sus éareas eran iguales. En este momento ocurrio

un cambio en el uso del ejemplo, donde ahora usaron el arrastre sobre el ejemplo como prueba

para testear la verdad de la conjetura formulada [9]. Este cambio fue provocado por la necesidad

de validar la conjetura. Luego de esto, se dispusieron a construir la demostracion.

75



USO DE EJEMPLOS EN RESOLUCION DE PROBLEMAS

En [11] ocurri6 una transicion de ejemplo a ejemplo, particularmente pasaron de ejemplos
aleatorios a un ejemplo cuidadosamente seleccionado de un tridngulo equiladtero para tratar de
demostrar la conjetura, emitiendo argumentos empiricos [12]. Sin embargo, en [15] E4 presentd
un contragjemplo a esos argumentos, lo que generd una necesidad de generalizar que produjo un
cambio en el uso del ejemplo, donde ahora, asumimos que usaron el mismo ejemplo del triangulo
equilatero para identificar propiedades que se puedan generalizar junto con sus argumentos para

otros casos [16 — 19]. Sin embargo, no lo logran.

Es asi como luego de volver a repasar sus argumentos en el caso del tridngulo equilatero
[19] y por la necesidad de generalizar dichos argumentos, en [21] prescindieron del ejemplo
particular y propusieron un ejemplo genérico; que usaron para presentar una variedad de ejemplos
para identificar/descartar informacion para una posible demostracion general [23]. Constituyendo

asi una transicidn de ejemplo a ejemplo, de uno particular a uno genérico.

Estas exploraciones sobre el ejemplo genérico posibilitaron formular una nueva conjetura
relacionada con el problema planteado [22 — 23]: la mediana de un tridngulo lo divide en dos de
igual area. Esto hizo que se produjera una nueva actividad demostrativa, en el sentido en que ahora
buscaron demostrar esta conjetura. Por lo que, motivados por la necesidad de validar su conjetura
nueva, transitaron a un nuevo ejemplo genérico en [23] que usaron para efectuar dicha validacion
midiendo las areas de los triangulos. Luego en [24] usaron este mismo ejemplo para identificar
informacion para la demostracion, un cambio motivado por las propias exigencias del proceso de

demostracion.

Asi, a partir de exploraciones previas sobre el ejemplo genérico, este les posibilitd
identificar propiedades para construir una demostracion [25 —26] y en [29] hubo una transicion de

ejemplos a argumentos deductivos; donde cambio el uso del ejemplo para guiar sus argumentos y
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presentarlos en una demostracion. Este cambio de uso fue motivado por una necesidad de
organizacion, pues, aunque el ejemplo no hace parte de la demostracion, la estructura de esta y los
argumentos deductivos que la constituyen hacen referencia a varias acciones realizadas sobre los

ejemplos. Determinando una demostracion de tipo experimento mental estructural.

Sin embargo, los estudiantes no terminan de demostrar el problema inicial, ya que
mencionan en [28] que, habiendo demostrado esta nueva conjetura, la del problema inicial también

se puede; aunque no lo hacen explicito. Por tanto, la demostracion esta incompleta.

A lo largo de este proceso los estudiantes realizaron varios cambios en el uso de los
ejemplos, incluso cambios de tipo de ejemplos como de un caso particular a uno genérico,
permitiendo a los estudiantes avanzar en su proceso de demostracion, donde el motivo principal
que pudo llevar a los estudiantes a este avance fue la necesidad de generalizar los argumentos
empiricos que presentaron para un caso particular. Esta necesidad que ellos mismos provocaron y
experimentaron hizo que pasaran a un ejemplo general y formularan una conjetura que
demostraron y, aunque no se hizo la demostracion completa, hubo argumentos deductivos que se

favorecieron por cambios en el uso de los ejemplos.

El siguiente esquema presenta los cambios sucedidos en el proceso de resolucion del

problema, donde Cn es la numeracion de estos y M los motivos que los ocasionaron.

C2 [17]: Pasan a usar un ejemplo
particular para identificar qué

C4 [23]: Pasan a
usar un ejemplo

C6 [26]: Pasan a
usar el ejemplo

propiedades generalizar. genérico para como una guia
M: Presentar un contraejemplo a validar la nueva para la
los argumentos  empiricos, conjetura. argumentacion.

provocando una necesidad de
generalizar.

M: Necesidad de
validar.

M: Necesidad de
organizacion.

Nueva conjetura .,
.. Demostracion
Inicio de ;
., | Experimento
resolucion >
mental
del problema
estructural
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C1 [11]: Pasan de usar
ejemplos arbitrarios para
formular y validar la
conjetura a un ejemplo

C3 [21]: Pasan a
usar un ejemplo
genérico para
identificar/descartar

C5 [24]: Pasan a
usar el ejemplo
genérico para
identificar

cuidadosamente
seleccionado para basar
su demostracion.

informaciéon para
la demostracion.

informacién  para
una demostracion

. . . general. M: Exigencias del
M:  Exigencias .d,el M: Necesidad de proceso de
proceso de demostracion ; .,

generalizar. demostracion.

(pasar a demostrar la
conjetura).

Como se evidencid, este primer motivo evoca pensar y considerar ejemplos genéricos para
generalizar las propiedades identificadas de manera empirica. En este caso se puede afirmar que
estos ejemplos genéricos fueron, de acuerdo con Aricha-Metzer y Zaslavsky (2019), un puente que
les ayudo a los estudiantes a pasar de visiones empiricas a una comprension de por qué la conjetura
era verdadera; evocando una funcion explicativa de la demostracion. De acuerdo con De Villiers
(1990), esta funcidn explicativa surge en estos casos donde las propiedades son evidentes, por lo
que no se busca verificar sino explicar por qué sucede aquello que es claro ante los sentidos. Lo
que podria aclarar por qué los estudiantes profundizaron mas en la segunda conjetura que en la
inicial; pues no buscaron verificar la conjetura inicial, sino explicar por qué debia ser verdadera a

partir de verificar la segunda conjetura.

Esta necesidad de generalizar se puede provocar, como fue el caso, mediante
contragjemplos a los argumentos empiricos. También se puede provocar preguntando si con los
argumentos presentados se estan abarcando todos los casos posibles y para los distintos tipos de
triangulos; es decir, poniendo en duda los argumentos. Incluso mediante el mismo contrato
didactico, estableciendo paulatinamente que los argumentos presentados deben valer para todos

los posibles casos.

Este motivo identificado evoca usos sobre los ejemplos genéricos que mencionan Aricha-

Matzer y Zaslavsky (2019): identificar aspectos especificos de un ejemplo como invariantes; ver
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detalles, caracteristicas y propiedades a través de ese caso genérico y usarlas para conectarlas con
la teoria y construir su demostracion. Estos usos que mencionan las autoras estan relacionados con
las siguientes posibilidades del marco CAPS: obtener informacion, generalizar, apoyar la
demostracion y comprender las limitaciones del ejemplo. Ademas, esta necesidad puede llevar a
las siguientes transiciones para avanzar en el proceso de demostracion: de ejemplo a ejemplo

(particular a genérico) y de ejemplos a argumentos formales.

Estas transiciones, posibilidades y usos evocados por la necesidad de generalizar, de
acuerdo con los analisis, guardan una relacion con los tipos de demostracion dados en Marrades y
Gutiérrez (2000) y Beltran-Meneu (2024). En este caso contribuyeron al desarrollo de una
demostracion de tipo experimento mental, pero pueden apoyar la construccion de demostraciones
de tipo deduccién informal, asi como las de tipo ejemplo genérico. En la Tabla 7 se muestran los
usos del ejemplo, posibilidades y transiciones que se pueden dar para llegar a estos tipos de
demostracion mencionados, aclarando que no son una condicidon necesaria o suficiente para que

dicho tipo de demostracion se dé.

Tabla 7

Relaciones teoricas asociadas al primer motivo de cambio

Funcioén de la Usos del ejemplo Posibilidades Transiciones Tipo de
demostracion demostracion
De ejemplo a
Identificar/descartar Obtener ejemplo
informacion informacion (particular a
genérico)
Explicar De ejemplo a Ej er}lplo
argumentos generico
Generalizar propiedades . deductivos
Generalizar

y relaciones.

De argumentos
deductivos a
ejemplos
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Identificar/descartar Obtener
informacion. informacion .
De ejemplo a
Generalizar propiedades . ejemplo
! Generalizar
y relaciones
Exolicar Experimento
p Apoyar la mental
demostracion .
. De ejemplos a
Guiar y presentar los Comprender
argumentos
argumentos las .
o deductivos
limitaciones
del ejemplo
. t .
Identificar/descartar . Ob enet De ejemplo a
) ., informacion, .
informacion . ejemplo
generalizar
Generalizar propi A 1 .,
. Zarp opiedades poyar’a Deduccion
Explicar y relaciones. demostracion ) i
De ejemplos a informal
Comprender argumentos
Expresar los argumentos las deductivos
de la demostracion limitaciones
del ejemplo

5.3 Cambios producidos por necesidad de organizar propiedades y argumentos

En esta categoria se presenta el motivo de cambio de uso de ejemplos relacionado con una
necesidad del estudiante por escribir y organizar las propiedades y argumentos que identifico
previamente. Usualmente pasaba que algunos estudiantes expresaban tener unas ideas para su
demostracion, pero se les dificultaba escribirlas o expresarlas; lo que desencadenaba que usaran
los ejemplos como una guia de la demostracion, en especial cuando les ponian etiquetas a los

objetos en los ejemplos.

A continuacion, se presenta lo ocurrido en la leccion 2, donde los estudiantes ya conocian
la definicion de circunferencia y punto medio. En esta leccion se les pidid que, basados en la
definicién de punto medio, propusieran un ejemplo de: un punto que cumpliera con la definicion

de punto medio, un punto que cumpliera con la propiedad de alineacion, pero no de equidistancia;
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un punto que cumpliera con la propiedad de equidistancia, pero no de alineacion; y uno que no

cumpliera con ninguna de las dos propiedades.

Se presenta lo ocurrido en el desarrollo de toda la leccion porque las tareas del inicio, que

no son de demostracion, influyeron en la tarea del final que si lo era.

N° Sujeto Acciones

1 E3 Tarea 1: dé un ejemplo de un punto que sea punto medio de otros dos. [Lee la
tarea, luego la definicion de punto medio, construye dos segmentos y los
arrastra para que parezcan congruentes y alineados]

—0———0
1.64 - 1.77 1.7 1.7
S -
[Construye un circulo con centro en el punto del medio y con radio uno de los

segmentos]

Nosotros podemos decir, entre muchas comillas, que estan alineados los puntos.

2 E4 [Lee la definicion de punto medio] Listo... ;y ahi qué hizo?

3 E3 Hice un ejemplo.

4 E4 (Por qué lo hiciste asi?

5 E3 Porque equidistan, estdn a la misma distancia. Y estan alineados.

6 E4 [Borra el circulo] Es el punto del medio, listo.

.—T?—.——”—.

7 E3 Ay, E4, use el circulo porque cuando yo lo pongo desde el centro hasta alla, si
da la circunferencia. (refiriéndose a que, si la circunferencia tiene centro en el
punto del medio y radio la mitad del segmento pasara por el otro extremo del
segmento).

8 E4 Y uso una recta que pase por los dos y ahi ya estan alineados. [Construye una

circunferencia con centro en el punto del medio y radio uno de los segmentos].
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)

E3

Se podria decir que este (punto de la mitad) es punto medio de estos dos
(extremos) si equidistan.

10

E4

(Qué pasa si arrastro la recta...? [arrastra la recta y las medidas ya no son
iguales].

—

Si un punto se mueve ya el otro no esta alineado...

11

E3

Espere... [construye una circunferencia con la herramienta Circunferencia
(centro, punto), una recta que pasa por su centro, marca las intersecciones y

mide las distancias].

[Arrastra los puntos para verificar si las propiedades se mantienen] Listo, esta

tarea ya.
154 m
(s o
—

12

E3y
E4

[Leen la siguiente tarea] Tarea 2: dé un ejemplo de un punto que cumple con la
propiedad de equidistancia, pero no la de alineacion. ;Este punto igual lo
considera punto medio? ;Por qué si o por qué no?

13

E4

No es punto medio, porque un punto medio se determina trazando una recta
entre dos puntos y si no esta alineado, no serd punto medio. La alineacion
importa para determinar un punto medio.

Y pues aca es el primer ejemplo que hicimos... pero pongamosle nombres para
referirnos a ellos.
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[Pone nombres a los puntos y arrastra la construccion para que los tres puntos
no estén alineados]

14 E3 Pero espere... [arrastra la construccion hecha en la tarea 1 y sobre el circulo
construye un punto, el segmento que lo une al centro del circulo y mide su
longitud].

15 E4 (Es lo mismo?

16 E3 Si, pero la diferencia con el de arriba es que este se mueve junto con la longitud
(la longitud del radio permanece constante al arrastre del punto sobre la
circunferencia).

17 E4 Entonces usemos ambos. [les da nombres a los puntos de la construccion de la
tarea 1].

18 E3y  [Escriben la siguiente explicacion del ejemplo usado para la tarea 1 y 2]

E4 Ejemplo en el applet: En el circulo con centro en A podremos ver dos puntos

(C, B) que equidistan de otro (A) mas A no es su punto medio. Ya que la linea
mads corta entre dos puntos es una recta que pasa por los mismos y solo en ella
se puede hallar el punto medio de la distancia. En el circulo con centro en M
podremos ver dos puntos (E2, E3) que equidistan de otro (M) y M es su punto
medio. Esto porque se encuentra sobre la recta que pasa por ambos puntos.
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AN

g

19 E3 Tarea 3: dé un ejemplo de un punto que cumpla con la propiedad de alineacion,
pero no de equidistancia. [Lee la tarea 3 y construye una recta AB, un punto C
sobre ella, construye los segmentos AC y CB con su respectiva medida]

—e 358 . 52 -

20 E3y  [Escribe la siguiente explicacion del ejemplo usado para la tarea 3]

E4 En el ejemplo podemos ver dos puntos (A, B) y un punto C que se encuentra

sobre la recta que pasa por A y B. Este punto no se considera punto medio, esto
porque la relacion de punto medio de otros dos puntos se puede plantear como
una relacion bicondicional donde si y solo si C se encuentra sobre la linea AB
y AC = AB, entonces C sera el punto medio entre A y B.

En [1], cuando los estudiantes leyeron la tarea 1 y la definicion de punto medio,

inmediatamente propusieron un ejemplo que cumplia perceptivamente las propiedades solicitadas.

En [7] E3 expreso6 la necesidad de construir una circunferencia, tal vez influenciado por las tareas

de circunferencia trabajadas la clase anterior y la idea de que los puntos sobre ella equidistan de

su centro. En [10] los estudiantes arrastraron la construccién y evidenciaron que no resistia el

arrastre, lo que llevo a E3 en [11] a hacer uso de herramientas del sofiware para garantizar las

propiedades de equidistancia y alineacion.

Estas tareas previas resultaron importantes en el desarrollo del problema de demostracion,

pues los estudiantes anticiparon la conjetura en [7] y usaron un ejemplo con etiquetas en [13] para

organizar la escritura de sus respuestas. Lo que se identifico que influy6é en el problema de

demostracion; como se observa a continuacion.

NO

Sujeto

Acciones
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22 E4 [Lee el enunciado del problema de demostracion]
23 E3 Es el punto medio, el centro es el punto medio.
24 E4 Usted escriba y yo le ayudo a redactar.

23 E3y [Escriben la siguiente respuesta]

E4 La relacion que tiene el centro de un circulo con cada uno de sus didmetros
es que el centro de la circunferencia es el punto medio de cada uno de los
diametros que estan conectados con una recta que corte con el centro de la
circunferencia.

24 E4 Abhora... ;por qué esto es cierto?

Los estudiantes no tuvieron dificultades al momento de formular la conjetura,

reconociendo que la relacion era que el centro del circulo es punto medio del didmetro.

Posiblemente esta idea la habian anticipado en [7 — 9] cuando construyeron una circunferencia con

centro en el punto medio de un segmento e hicieron explicita la relacion de punto medio en dicha

configuracion [9].

24

E4

Ahora... ;por qué esto es cierto?

25

E3

Pues basicamente vimos que la definicion de punto medio cumple con unas
ciertas condiciones. Practicamente que equidistan y estan alineados.

26

E4

[Empieza a escribir la demostracion] esto sucede porque el punto medio...

Ay, pero podriamos usar un ejemplo grafico. Entonces necesito un circulo y una
linea recta que pase por aqui (refiriéndose al centro del circulo) [construye un
circulo con centro y radio libre, y una recta que pasa por el centro de dicho
circulo].

Listo, entonces podemos decir que esa relacion se cumple porque... el punto
medio esté a igual distancia... No, espere. ;Y si marcamos los puntos de corte
con la recta y los llamamos A y B? Y asi podemos escribir mejor.

27

E3

Si, hagamos eso. [Usan el siguiente ejemplo para guiar su demostracion]
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28

E3y
E4

[Escriben la siguiente aclaracion al inicio de la demostracion]

Supongamos que existe una recta que pasa por el centro de una circunferencia
y conecta con dos puntos cualquiera de la misma, llamemos a esos dos puntos
Ay B, yal centro C.

29

E4

Ahora... [escribe en el espacio de respuesta] la distancia AB es igual a BC, esto
porque AB y BC son los radios de la circunferencia que por definicion tienen la
misma distancia uno del otro... y dado que es una linea recta, se puede decir
que el punto C es el punto medio entre Ay B.

30

E3

Déjeme hacer una aclaracion. Agregar algo... [continlia escribiendo en el
espacio de respuesta]

Decimos con certeza que es el punto medio, ya que C no solo equidista entre A
y B, sino que ademds C se encuentra alineado sobre la recta A y B.

31

E4

[Lee la definicion de punto medio dada]

Por definicion de punto medio es que se cumple.

[Lee y refina lo escrito hasta el momento, agregando que C cumple la
definicion de punto medio dada en clase]

La relacion que tiene el centro de un circulo con uno de sus diametros es que
el centro de la circunferencia es el punto medio de cada uno de los didmetros
que estén conectados con una recta que corte con el centro de la circunferencia.
Supongamos que existe una recta que pasa sobre el centro de una
circunferencia y conecta con dos puntos cualquiera de la misma, llamemos a
esos dos puntos Ay B, y al centro C. La distancia entre AC = BC esto porque
AC y BC son radios de la circunferencia que por definicion tienen la misma
distancia uno del otro y dado que es una recta donde se encuentra C, se puede
decir que el punto C es el punto medio entre A y B por la definicion dada al
inicio de esta tarea. Decimos con certeza que es el punto medio, ya que C no
solo equidista entre A y B. sino que ademds C se encuentra alineado sobre la
recta AB.

32

E3

Listo, no mas.

Cuando E4 pregunt6 sobre como demostrar la conjetura, E3 [25] menciono las condiciones

que debe cumplir un punto para ser punto medio de otros dos. Este comentario no paséd
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desapercibido y la idea de usar la definicion resultd importante en la construccion de la

demostracion.

En [26] E4 motivado por una necesidad de organizacion de sus ideas recurrié a un ejemplo
genérico con la intenciéon de organizar la informacion para la demostracion, idea que quedd
explicita cuando expres6 que puede construir un ejemplo y que si ademas nombra los puntos, le

facilitara la escritura de la demostracion.

Este ejemplo es usado como una guia de los argumentos deductivos, como se evidencia en
[27 — 28] donde para iniciar su demostracion escribieron que se parte del supuesto de la existencia
y de las relaciones entre los objetos dados; lo que posibilito producir una demostracion. Una
demostracion que siguié una secuencia de deducciones logicas derivadas de los datos del problema
y de las definiciones de circulo y punto medio; por lo tanto, es una demostracion de tipo

experimento mental estructural.

Los andlisis anteriores permiten afirmar que el uso de ejemplos fue productivo, en el
sentido en que los ejemplos que dieron los estudiantes en las tareas previas influyeron en la
formulacion de la conjetura y posibilitaron la construccion de la demostracion, lo que favoreci6 la

actividad demostrativa.

El siguiente esquema presenta los cambios sucedidos en el proceso de resolucion del

problema, donde Cn es la numeracion de estos y M los motivos que los ocasionaron.

.. F lan 1 j . .
Inicio de ormulan la conjetura TlpO de
resolucion del »  demostracion
problema E.M.E.
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C1 [26]: Pasan directamente a usar el
ejemplo como una guia de la demostracion.

M: Necesidad de escribir y organizar los
argumentos.

Para E3 y E4 usar un ejemplo con etiquetas les facilitdo expresar sus ideas, hacer énfasis en
determinadas propiedades que querian destacar y guiar sus argumentos para construir la
demostracion. Y aunque en esta situacion no haya habido en el proceso de resolucion del problema
otros usos del ejemplo, se reafirma lo dicho por Silva (2013), quien sugiere que cuando se aborde
una definicion, el estudiante debe hacer representaciones del objeto y establecer relaciones con
otros conceptos, para buscar favorecer la deduccion. Aspectos que sucedieron en esta situacion,
ya que a los estudiantes se les present6 tareas en las que debian formular ejemplos de lo que era 'y
no era un punto medio y en la medida que iban realizando estas tareas, iban estableciendo
relaciones con la definicién de circunferencia, lo que favorecio el proceso deductivo en el

problema de demostracion.

A continuacion, se presenta otra situacion en la que la necesidad de organizacion motivo
un uso productivo del ejemplo que llevo a una demostracién deductiva. Sin embargo, aunque no
se tiene evidencia en audio y video de gran parte del proceso de demostracion, si se cuenta con

informacion suficiente para realizar los analisis.

Esta transcripcion es de la leccion 12, donde el enunciado del problema de demostracion

refiere al teorema de la bisectriz.

Dado un dangulo y su bisectriz, jqué relacion tienen los lados que comprenden dicho
angulo con un punto sobre su bisectriz? Formule una conjetura de la forma si-entonces y

demuéstrela.

88



USO DE EJEMPLOS EN RESOLUCION DE PROBLEMAS

N° Sujeto Acciones
1 Profesor Cuénteme cémo ha ido desarrollando su idea para la demostracion del
teorema.
2 E5 .
ED =16.17
GD =14.78 /
HD = 14.78
DF = 16.17
Esto se debe a que tenemos el angulo FAE, el cual es dividido en dos partes
iguales DAE y DAF; estos son congruentes por definicion de bisectriz.
Luego trazamos una perpendicular en el punto D hasta que interseque los
lados del angulo, por ende, el angulo ADE y ADF son congruentes de 90°,
por definicion de perpendicularidad.
E
ED =16.17
GD =14.78 /
HD = 14.78
DF =16.17
Ademas, el segmento AD es compartido por ambos triangulos y podemos
concluir que el tridngulo ADE y ADF son congruentes por el postulado de
congruencia LAL.
Esto demuestra que este punto (D) es equidistante a los lados del dngulo.
3 Profesor Pero dijimos que la distancia se mide de manera perpendicular a la recta.
4 E5 De mi logica dije que debe ser de E hasta D y de F hasta D y es la misma
distancia...
5 E5 [Corrige la demostracion]
6 Profesor Bueno ES5, veo que tom6 como referencia un dibujo de la construccion que

hizo.
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ES

Si, porque lo que queremos demostrar es que esta distancia (GD) es
congruente a esta distancia (DH).

Entonces trabajé con un tridngulo (ejemplo en papel) para ver con qué
informacion contaba. Entonces tenemos el angulo completo (HAG). (Pasa a
exponer sus argumentos en el dibujo).

Tenemos la bisectriz y entonces tenemos este angulo (BAD) que es la mitad
del angulo inicial.

Tenemos que esta linea (BD) forma una perpendicular con uno de los lados
(AB) de ese angulo, entonces serian 90°. Y contamos también con la bisectriz
que la comparten ambos triangulos (AB).

Y pues este dngulo (BDA) se halla haciendo la suma de los dngulos internos
de un triangulo, entonces el restante para llegar a 180° seria ese angulo.

Y ya teniendo angulo-lado-angulo, podemos demostrar acd (sofiware) que
este lado (GD) es congruente con este (HD).

8

Profesor

Tengo una pregunta, ;qué pasa si uno elige un angulo distinto a este de
24.49°?

ES

Como tal no es trabajar con el nimero, sino de forma general. De si tenemos
un angulo y se le traza la bisectriz, ya conocemos el angulo que seria GAD y
asi ir trabajando.

10

ES

[Presenta la siguiente demostracion]

Queremos demostrar que D es equidistante a G y a H, para ello demostrare
que los triangulos que se forman son congruentes tenemos el angulo GAH el
cual es dividido en dos partes iguales GAD y DAH, entonces son congruentes
(definicion de bisectriz), luego tenemos que ambos comparten un lado (este
seria la bisectriz del angulo), nos damos cuenta que podremos obtener los
angulos ADG y ADH con el teorema de la suma de los angulos internos de un
triangulo ya que tenemos dos angulos de dichos triangulos (los congruentes
de la bisectriz y los de 90° que se obtienen por la perpendicularidad de los
segmentos DG y DH respecto a los lados) y ya con esta informacion podremos
utilizar el postulado de congruencia ALA para decir que dichos triangulos
son congruentes y por ende los segmentos DG y DH son congruentes y
equidistantes.
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Para realizar su demostracion, E5 en [2] explor6 un ejemplo en el software que le posibilitd
obtener informacion, identificando una estructura en la configuraciéon de los objetos que le

proporcionaba una posible via de demostracion: la congruencia de los triangulos ADE y ADF.

Bajo esta idea de demostrar la congruencia, identificd informacién en el ejemplo que
produjo una transicion de un ejemplo a argumentos deductivos como los que expresa en [2] que
estan presentados de manera secuencial y sustentados en teoremas aceptados en clase, con los que
concluy6 que los tridngulos ADE y ADF son congruentes. No obstante, estos argumentos no
demuestran la conjetura, como se lo hizo ver el profesor en [3], pero aun asi es de tipo experimento

mental estructural.

Luego de que el profesor puso en duda la demostracion, haciéndole saber que habia
considerado erroneamente las distancias, ocurri6 una transicion de un ejemplo a otro [6], de uno
en el soffware a uno en el papel que uso organizar la informacion identificada [7]; un cambio en

el uso del ejemplo motivado por una necesidad de organizacion.

Asi, en [7] ocurrié una transicion de ejemplos a argumentos deductivos, donde presento
una secuencia deductiva de pasos en los que expuso la informacion necesaria para usar el criterio
ALA y concluir que los lados GD y HD son congruentes, demostrando asi la conjetura y
evidenciando la utilidad de haber usado el ejemplo en el papel para organizar la informacion y

guiar la demostracion.

En [8] el profesor pretendio poner en duda los argumentos presentados, pero la estudiante
resaltd que el ejemplo lo tratdé como un ejemplo genérico, prescindiendo de las medidas y lo
perceptivo, usando los teoremas y definiciones. Finalmente, en [10] presentd su demostracion, que,

con base en lo mencionado anteriormente, es de tipo experimento mental estructural.
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En esta situacion la estudiante inicialmente usé el ejemplo en el software para
identificar/descartar informacion relevante y luego, una vez la encontrd, uso6 el ejemplo para guiar
su demostracion. Sin embargo, luego de la retroalimentacion del profesor y motivada por una
necesidad de organizacidn, usé un ejemplo con etiquetas en el papel para organizar la informacion
identificada y poder guiar y presentar su demostracion. A continuacidn, se presenta el esquema

que presenta estos momentos clave.

[2] Us6 ejemplos para C2 [6]: Pasa a usar el ejemplo en
identificar/descartar el papel para organizar la
informacion. informacion identificada y guiar

) ) sus argumentos.
M: Exigencias del

proceso de M: Necesidad de organizacion y
demostracion. retroalimentacion del profesor.
Inicio de Demostracion
resolucion del > Experimento
problema mental estructural

C1 [2]: Pasa a usar el ejemplo del SGD
para guiar la primera demostracion.

M: Identificar informacién relevante
para la demostracion y necesidad de
organizarla.

En este caso la necesidad de organizacion como motivo de cambio de uso del ejemplo
surgid por poner en duda los argumentos de la demostracion, aunque de manera directa. Lo que
por su puesto también se pudo haber hecho con algiin ejemplo o solicitud de medir las distancias

para una verificacion experimental.

Con base en las dos situaciones, este motivo surge cuando los estudiantes se disponen a
construir su demostracion y encuentran dificultades para expresar y/o organizar sus argumentos.
Este motivo esta relacionado con la funcion comunicativa de la demostracion de De Villiers

(1990), quien explica que la demostracion es una manera en la que el estudiante comunica sus
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resultados al profesor. La demostracion se ve en este caso como una interaccion social donde
subjetivamente se negocian los criterios para una argumentacion aceptable. Ademas, este autor
dice que esta funciéon comunicativa emerge luego de que el estudiante realizé exploraciones y tiene

ideas y argumentos para la demostracion, por lo que en este punto solo busca comunicar.

La necesidad comunicativa de la demostracion lleva al estudiante a una busqueda de como
secuenciar sus argumentos, a una forma de presentarlos en la que el otro entienda los resultados.
Por ello, se evidencia que una manera en la que los estudiantes organizan la informacion y guian
sus argumentos es usando un ejemplo con etiquetas, donde se puede referir a las propiedades y

relaciones de los objetos sin dificultades ni ambigiiedades.

Por lo anterior y la naturaleza del uso del ejemplo evocado por este motivo, la necesidad
de organizacion puede promover la posibilidad de apoyar la demostracion (identificando posibles
vias de demostracion y llegando a producir una demostracion completa). Ademas, puede promover

la transicion de ejemplos a argumentos deductivos.

En estas situaciones, debido a la caracteristica de este motivo de buscar una forma de
organizar la informacion y comunicarla de manera efectiva para presentar la demostracion, se
evidencia que guarda relacion con las demostraciones deductivas de tipo experimento mental y
deduccion informal, por la descontextualizacion y guia del ejemplo. Ademads, se relaciona con las

posibilidades y transiciones mencionadas, como se muestra en la Tabla 8.

Tabla 8

Relaciones tedricas asociadas al segundo motivo de cambio

Funcién de la Usos del ejemplo Posibilidades = Transiciones Tipo de
demostracion demostracion

93



USO DE EJEMPLOS EN RESOLUCION DE PROBLEMAS

Organizar la

informacion De eiemplos a
. identificada Apoyar la Jemp Experimento
Comunicar - sy argumentos
Guiar y presentar los  demostracion . mental
deductivos
argumentos de la
demostracién
Organizar la
informacion De eiemplos a
. identificada Apoyar la Jemp Deduccion
Comunicar sy argumentos g
Expresar los demostracion : informal
deductivos
argumentos de la
demostracién

5.4 Cambios producidos por necesidad de concentrarse en el problema

De acuerdo con Komatsu y Jones (2020), el uso exclusivo del SGD no necesariamente
conduce al estudiante a progresar en la actividad demostrativa. Esto debido a que se muestran al
mismo tiempo gran variedad de diagramas que los pueden distraer. En ese sentido, se observo que
algunos estudiantes experimentan en el trabajo con el SGD una necesidad de usar ejemplos en el
papel para concentrarse mejor durante el proceso de demostracion de la conjetura. A continuacion,

se presentan dos situaciones donde esta necesidad motivo cambios en el uso de ejemplos.

La primera situacion refiere al problema que se presentd en la leccion 8 ubicada por la
mitad del experimento. El enunciado fue el siguiente: Demuestre que, si un angulo es exterior de

un triangulo, entonces es igual a la suma de los angulos internos no adyacentes de dicho triangulo.

N°  Sujeto Acciones

1 ElyE2 [Leen latarea de demostracion]

2 E2 (No adyacente es el que no le sigue?

3 El Es que no comparte ni vértice ni punto. [Empieza a resolver el problema en su
cuaderno]

4 E2 Ah bueno. [Construye un ejemplo en el software]

94



USO DE EJEMPLOS EN RESOLUCION DE PROBLEMAS

Ya, ya estd. Creo que ya. Voy a formularla mejor [Va a su cuaderno a explorar
sus ideas para la demostracion].

O sea que esto (dngulos HAC) es la suma de esto (dngulo CBA) y esto (angulo
ACB).

[Escribe lo siguiente en el espacio de respuesta]
HAC = ABC + BCA
HAC + CAB = 180°

7 Profesor

A veces tener tantos objetos sefialados en el software impide ver lo que a uno le
interesa. Puede borrar las medidas de los angulos que no estd usando.

8 E2 [Arregla su ejemplo]
HAC es la suma de CBA y ACB. Entonces, como HAC y BAC son
suplementarios, entonces dan 180°. Ahora, BAC mas CBA mas ACB tiene que
dar 180°. Entonces... hasta ahi llego.

9 El Yo lo hice con otros nombres.
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10 Profesor ;Cdédmo?

11 El

Empecé construyendo un triangulo y poniéndole nombres a sus angulos.

Entonces sabiendo que a y x son suplementarios, entonces a + x sera 180°,
pero también podemos usar que sera igual a la suma interna de los dngulos que
va a ser x +y + z que va a ser 180°. Lo mismo que a + x. Entonces estos
resultados van a ser igual, que es 180°.

Cancelamos x en los dos lados porque tienen signo positivo y nos queda que
a =y + z. Que son los dngulos no adyacentes a a.

12 Profesor

(Usted como establecio esa relacion entre los angulos? Veo que arriba hizo mas
ejemplos, ;le ayudaron?

13 El

No, eso me confundié mas. Porque sabia que si lo hacia como lo hice, seria méas
sencillo. Sin embargo, decidi hacer lo otro como para generalizar un poco mas.
Pero lo resolvi acd mads facil, pero alld no.

14  Profesor

Pero no uso el software, ;por qué?

15 El

Porque es mas facil despejar e identificar las propiedades para mi, escribiendo
yo mismo con mi lapiz.
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16 Profesor /En el cuaderno se le facilita?

17 El Si, es mejor, uno puede modificar lo que uno quiera sin tanta restriccion del
software, pero igual el software ayuda.

18 ElyE2 [Guiado por la demostracion de El, presentan la siguiente demostracion en
GeoGebra]
HAC + BAC = BAC + BCA + CBA esto por definicion de dangulos
suplementarios (HAC y BAC) y definicion de suma interna de angulos (BAC +
BCA + CBA) donde estos conceptos nos dan una suma de 180°, por lo que
podremos igualar y cancelar BAC en ambos lados llegando a que HAC =
BCA + CBA.

En [3] E1 empez6 a abordar el problema proponiendo ejemplos genéricos en su cuaderno
de la situacion presentada para explorar propiedades de paralelismo y de angulos, buscando
identificar o descartar informacion relevante, como se evidencia en la imagen en [13]. Este uso de
los ejemplos estuvo motivado por lo que expreso en [15 y 17], donde afirmé que trabajar con el
papel y lapiz le facilité identificar propiedades, permitiéndole mayor flexibilidad y control para
concentrarse en sus razonamientos; es decir un cambio producido por la necesidad de

concentracion en el problema.

Sin embargo, estas exploraciones de E1 con los ejemplos en el papel no prosperaron de
inmediato, por lo que busco explorar otra idea que de antemano sabia que podria ser mas facil de
abordar; ocasionando asi una transicion de un ejemplo a otro, a un ejemplo genérico de un

triangulo con angulos X, y, z, pero que siguid usando para identificar informacion relevante.

Al mismo tiempo, E2 explord algunos ejemplos para comprender la conjetura y saber
cuales eran los objetos involucrados [4 y 6]. Esta exploracion le posibilitdé obtener informacion,
proporcionandole una vision inicial de por qué la conjetura debia ser cierta, informacion que dice

en [8] y donde se produce una transicion de ejemplos a argumentos deductivos, donde a partir del
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ejemplo, presentd argumentos basados en teoremas [8]. No obstante, aunque el razonamiento que

iba planteando era correcto, no logré construir una demostracion en ese intento.

Luego, E1 en [11] expuso su otra idea, la cual abordé desde un ejemplo genérico que usd
para ayudar a organizar su demostracion. Las relaciones entre los d&ngulos las verbalizd, las escribio
en ecuaciones y las sustentd mediante teoremas aceptados en clase; evocando una transicion de
ejemplos a argumentos deductivos. Concluyendo asi su demostracion, que es de tipo Experimento

mental estructural.

Posteriormente, en [18] E2 construy6 su demostracion, influenciado por la de E1.

De acuerdo con lo analizado, para E2 los ejemplos resultaron productivos hasta cierto
punto, en tanto que con ellos pudo entender el problema, identificar los objetos involucrados y
hallar relaciones entre ellos, aunque no construy6 una demostracion por si solo. En el caso de El,
el uso de ejemplos result6 productivo; le permiti6 explorar ideas para la demostracion, descartarlas,

probar otras, concentrarse y realizar una demostracion deductiva.

En esta situacion presentada, se resalta que E1 abordé directamente el problema desde
ejemplos genéricos, sin pasar por ejemplos particulares o casos limite, motivado por una necesidad
de concentracion para resolver el problema. Ademas, los cambios en el uso de los ejemplos
también fueron pocos. Pas6 de usarlos para identificar y descartar informacion a organizar la
informacion identificada para construir la demostracion. Esto muestra una evolucion en la forma

en que se han ido usando los ejemplos, una mas productiva.

El siguiente esquema presenta el proceso de resolucion del problema de E1, donde Cn es
la numeracion de los cambios ocurridos y M los motivos que ocasionaron los cambios de usos de

ejemplos.
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Uso ejemplos genéricos para identificar/descartar informacion.

M: Necesidad de concentracion.

Inicio de Demostracion
resolucion del Experimento mental

problema estructural

C1: Pasa a usar otro ejemplo C2: Pasa a wusar un

genérico  estatico  para ejemplo genérico como

identificar informacion. guia para sus argumentos.

M: Descartar ideas en la M: Necesidad de

exploracion y necesidad de organizar la informacion

concentracion. identificada.

En otra clase se les pregunt6 a los dos estudiantes por qué trabajaban con ejemplos en el
papel cuando querian hacer las demostraciones y esta fue su respuesta, donde dan a entender que

buscan una mejor concentracion afiadiendo marcas y analizando un solo ejemplo.

Profesor ;Por qué algunas demostraciones las hacen mejor pensando en el papel que en el
software? ;A qué puede deberse eso?

E2 Uno en el papel puede dibujar todo lo que uno quiera: rayitas, sefias. Y aca uno puede
mover para donde quiera, pero no puede poner ciertas cosas que lo hacen pensar a
uno mas.

El Siento mas libertad en el papel. Si necesito poner dos angulos congruentes, pues los

sefalo y es mas facil. También para sefialar un angulo recto, més rapido y eficiente.
Me gusta més trabajar en el papel.
E2 Acd uno piensa algo y mientras mira otra cosa, ya se le olvid6 porque no lo marco.

A continuacion, se presenta la segunda situacion donde el motivo de necesidad de

concentracion resulta importante en el cambio de uso del ejemplo en el proceso de demostracion.

El problema de demostracion era el siguiente, ubicado en la leccion 7: Considere un
triangulo ABC con angulo externo DAB. Construya las bisectrices del angulo BAC y de su angulo

externo DAB, ;en qué posicion debe estar el punto B para que el dngulo entre las bisectrices sea
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maximo? ;Por qué? Sugerencia: use ejemplos con el proposito de ilustrar la situacion, entenderla

v desarrollar su argumentacion.

NO

Sujeto

Acciones

1

Profesor

(Podria decirme coémo abordd el problema para construir su
demostracion?

2

E6

Haciendo el problema me di cuenta de que formaba un dngulo de 180°.
Entonces cuando haciamos las bisectrices con respecto a estos angulos
(CAB y BAD), me di cuenta por medio del sofiware que daba 90°.

Entonces me pregunté por qué pasaba eso. [A continuacion, usa el
siguiente ejemplo para guiar sus deducciones, sehalando sobre él los
objetos que menciona

Al sumar los dos angulos (sefiala § y ) y saber que son suplementarios,

sé que dan 180°.

Entonces, si yo sé que saco la bisectriz de cada angulo aparte, es la mitad
de cada angulo. Y pues si yo a esta férmula la divido entre dos, me va a
dar esta.

Que la suma de las bisectrices me va a formar un dngulo de 90°.

[Imagen completa de la demostracion].
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En [2] E6 expuso la demostracion que construy6. Inicialmente los ejemplos en el sofiware
le posibilitaron producir una conjetura: el angulo entre las bisectrices era de 90° siempre. Lo que
permite deducir que usé el ejemplo para, al menos, formular la conjetura y posiblemente para

validarla.

En su discurso, E6 no profundiz6 sobre la forma en la que llegd a los argumentos que
presentd. No obstante, se puede deducir como pudo llegar a estos analizando los dibujos que hizo
en la hoja de papel. Las siguientes son imagenes de los ejemplos que abordo el estudiante antes de

presentar el ejemplo final con el cual expuso su demostracion.

Figura 3

Ejemplos realizados por E6 durante su proceso de demostracion
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En la Figura 3 se evidencia que usa ejemplos genéricos presentados en un medio estatico,
donde en cada uno de ellos hace énfasis a alguna disposicion de los objetos y propiedades que
logro deducir. E6 expresaba en algunas clases que ¢l preferia trabajar en su cuaderno y no en el
software porque se concentraba mejor. Aunque resaltaba el uso del software para desarrollar las

conjeturas gracias al dinamismo.

Estas imagenes muestran que el estudiante iba transitando de un ejemplo a otro y estos le

posibilitaron obtener informacion que lo iban guiando hacia una demostracion mediante las

propiedades que iba deduciendo y escribia en forma de ecuaciones: f + a = 180°, £ + % +6 =

180°y S + % + % = 180°. Inclusive, con estos ejemplos iba descartando ideas, como usar d&ngulos

entre paralelas. Dando a entender que los us6 para identificar informacion y descartar ideas,

motivado por el hecho de tener mayor concentracion y de usar argumentos soportados en la teoria.

Luego, el uso de ejemplos produjo una transicién importante de un ejemplo a argumentos
deductivos cuando uso el ejemplo final presentado en [2] para organizar sus argumentos. Lo que
le posibilitd producir una demostracion basandose en la definicion de bisectriz, de angulos
suplementarios, realizando operaciones algebraicas y presentando paulatinamente la informacién
que fue deduciendo de los ejemplos hasta finalmente concluir la demostracién. Una demostracion

de tipo experimento mental estructural.

El siguiente esquema presenta estos cambios, donde C,, es la numeracion de estos y M los

motivos que lo ocasionaron.
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C2: Pasa a usar un ejemplo

genérico como guia para sus
Us6 ejemplos para argumentos.
formular y validar la
conjetura. M: Necesidad de organizar la

informacién que obtuvo para
construir la demostracion.

Inicio de l Demostracion
resolucion del o > Experimento mental
problema ] estructural
Conjetura

C1: Pasa a usar ejemplos genéricos
estaticos para identificar/ descartar
informacion.

M: necesidad de concentracion y
presentar argumentos teoricos.

E6 era un estudiante que expresaba que trabajaba en el papel por mayor familiaridad y
porque en el software “todo se movia” y no le permitia concentrarse en aspectos importantes del
problema. Esto generaba que la mayoria de las veces buscaba hacer ejemplos en el papel y trabajar
sobre ¢él, como también expresaron E1 y E2, quienes agregaron la facilidad de afiadir marcas para

recordar e identificar propiedades.

Lo ocurrido en las dos situaciones mostradas lo explican Komatsu y Jones (2020), quienes
identifican que los estudiantes al sentirse distraidos por el dinamismo de las figuras en el SGD
buscan concentrarse haciendo ejemplos en el papel afiadiendo informacion; aspectos resaltados

por los propios estudiantes E1, E2 y E6.

Con base en los analisis, este motivo esta relacionado con la funcidén de la demostracion
para verificar y comunicar (De Villiers, 1990); asi como con la necesidad de emplear
representaciones simbolicas (Komatsu y Jones, 2020). De acuerdo con De Villiers (1990), la
funcion de verificar usa métodos intuitivos y cuasi-empiricos como prerrequisito para iniciar a
demostrar por qué una afirmacion es verdadera. Esto concuerda con lo sucedido en las situaciones

presentadas, donde antes de iniciar con la demostracion se usan los ejemplos en el SGD para
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convencerse de la veracidad de la conjetura. Sin embargo, cuando se disponen a explorar para
construir la demostracion presentan una necesidad de concentracion y de comunicacion. Por un
lado buscan analizar un solo ejemplo genérico que sea lo mas fiel posible al problema para
concentrarse mejor. Por otro lado, buscan afadir marcas y sefias en el ejemplo que representen las
relaciones identificadas que luego pasaran a formar parte de la demostracion. Una demostracion
que no es del todo verbal ni formulistica, sino que busca un intercambio de significados (De
Villiers, 1990). En consecuencia, la demostracion se usa para validar al tiempo que se usa para

comunicar.

Por consiguiente, este motivo de necesidad de concentracion puede generar cambios en los
usos del ejemplo como: explorar ideas para identificar/descartar informacion, analizar un ejemplo
genérico para abordar de manera general el problema, organizar y expresar ideas haciendo marcas
y sefias en el ejemplo, y usar un ejemplo para guiar y ordenar sus argumentos. Usos que pueden
posibilitar obtener informacion, generalizar, apoyar las conjeturas y apoyar la demostracion.
Ademas de generar transiciones como de ejemplo a ejemplo y de ejemplos a argumentos
deductivos. Por lo tanto, promover la necesidad de concentracion puede llevar a usos productivos
del ejemplo para desarrollar demostraciones de tipo experimento mental y deduccion formal. A

continuacion, se presenta la Tabla 9 para ejemplificar estas relaciones identificadas.

Tabla 9

Relaciones teoricas asociadas al tercer motivo de cambio

Funcion de la Usos del ejemplo Posibilidades ~ Transiciones Tipo de
demostracion demostracion
Formular y validar la Apoyar las De ejemplos a
Verificar y conjetura conjeturas ejemplos Experimento
comunicar Identificar/descartar Obtener (especiglmente mental

informacion informacion estaticos)
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Organizar la

informacion Generalizar De eiemplos a
identificada Jemp
: argumentos
Guiar y presentar los .
Apoyar la deductivos
argumentos de la .,
. demostracion
demostracion
Formular y validar la Apoyar la De ejemplos a
conjetura demostracion ejemplos
Identificar/descartar Obtener (especialmente
informacion informacion estaticos)
Verificar y Organizar la Deduccion
comunicar informacion Generalizar . informal
. . De ejemplos a
identificada
Expresar los argumentos
P Apoyar la deductivos
argumentos de la e
demostracion

demostracion

5.5 Cambios producidos por exigencias del proceso de demostracion

A medida que las clases iban pasando y se iban haciendo retroalimentaciones a las
soluciones de los problemas de demostracion, los estudiantes interiorizaban que primero debian
formular una conjetura que fuera de la forma si-entonces y luego exploraban en el software para
identificar relaciones y propiedades para construir una demostracion que tuviera argumentos

deductivos.

En consecuencia, algunos estudiantes pasaban de usar los ejemplos para formular y validar
la conjetura a usarlos para identificar/descartar propiedades en el software y finalmente usarlos
para guiar su demostracion, pero estos cambios no provenian de motivos como los descritos
anteriormente, sino que estaban motivados por esta interiorizacion de como debian ser las

demostraciones.

A continuacion, se presenta una transcripcion de la leccion 11, donde la tarea de

demostracion era sobre el teorema del triangulo isosceles.
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Dado un triangulo que tiene dos de sus lados congruentes, ;jqué relacion observa entre los

angulos opuestos a dichos lados? ;Se cumple en todos los triangulos que tienen dos lados

congruentes? Formule una conjetura de la forma Si-entonces y demuéstrela. Sugerencia: puede

usar ejemplos con el proposito de explorar para desarrollar su demostracion.

N° Sujeto Acciones

1 El [Construye un tridngulo equildtero usando la mediatriz, mide los angulos
opuestos a los lados congruentes y arrastran los objetos]

# J-:.I
i ar
N
[Escribe la siguiente conjetura]
Los dngulos opuestos a los lados congruentes también serdn congruentes.

2 Profesor ;Qué ha conjeturado?

3 El Yo quiero demostrar por qué se cumple la conjetura, de que si un tridngulo
es isosceles, entonces los angulos opuestos a sus lados congruentes también
seran iguales o congruentes. El por qué es lo que quiero buscar... Es que eso
ya lo sé, es de teoria y me lo han ensefiado.

4 Profesor ;La conjetura que va a demostrar ya la sabia?

5 El Si, siempre me dijeron que si un triangulo es isosceles tendra dos lados y dos
angulos congruentes.

6 Profesor Bien, entonces escriba la conjetura y demuéstrela.

7 El [Termina de escribir su conjetura]

Los angulos opuestos a los lados congruentes también seran congruentes.
Si un triangulo es isosceles, entonces los angulos opuestos a los lados
congruentes también serdn congruentes.

8 El [Construye un triangulo isosceles usando un circulo]
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&

[Arrastra los objetos para obtener distintos ejemplos]

8

[Borra la mediatriz y construye la bisectriz del angulo central del circulo y
arrastra la figura]

[Construye una mediatriz]

[Escribe este primer intento de demostracion]

Para garantizar que los lados sean iguales, se trazo la mediatriz. Ahora, al
trazar esa mediatriz, sabremos que los segmentos (extremos del segmento
por el que se trazo la mediatriz) equidistaran del punto. Ahora, si
observamos los tridngulos pequerios, observaremos que sus tres lados son
iguales. Por tanto, son congruentes, o sea, sus dangulos correspondientes
seran iguales.

[Les pone etiquetas a los vértices del tridngulo]
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10 Profesor Veo que tiene una demostracion, cuéntemela.
11 El
Y

S¢é que va a ser un tridangulo que va a tener dos lados iguales. Entonces como
sé que son iguales, equidistaran de un punto y para eso tracé la mediatriz,
para tenerlo en cuenta.
Ahora, s¢ que el lado AB es igual a BC y que la mediatriz pasa por el punto
medio de este lado (AC), por lo tanto, los lados que se forman son iguales.
Entonces si nos fijamos en los triangulos pequeiios, comparten un lado y los
otros son iguales. Por lo tanto, sus angulos correspondientes van a ser
congruentes.

12 Profesor Ahi tengo una duda, ;en cualquier tridngulo, la mediatriz pasa por el vértice
opuesto al lado del que se traz6?

13 El Si es isOsceles si, porque equidistardn de un punto.

14 Profesor Y, jpor qué sabe que el punto B esta sobre la mediatriz de AC?

15 El Porque cualquier punto de la mediatriz, por la definicion que vimos,
equidistara de los extremos de un segmento, por tanto, este lado (AB) va a
ser igual a este (BC).

16 Profesor Listo, es que es un detalle que hay que tener en cuenta porque no siempre
pasa.

17 El Pero si es isOsceles deberia pasar.

18 Profesor (Exploro en el software para construir la demostracion?

19 El Pues exploré y dije, tengo estos dos tridngulos (los que se forman al trazar

la mediatriz de AC).

i

\ /"

Entonces tengo que garantizar que son iguales sus angulos. Y entonces me
puse a pensar y vi que dos son de 90° y dije ;sera que la mediatriz los divide
a la mitad (a los angulos en el vértice B) y por eso son iguales? Pero no
encontré algo coherente que me permitiera concluir eso. Por lo que me basé
mejor en los lados. Ya que comparten un lado, otro ya es igual y el otro es
igual por el punto medio.

Entonces tres lados iguales correspondientes y en consecuencia angulos
iguales.
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20 Profesor Entiendo, puede seguir con la construccion de la tabla que estaba armando.
21 El [Construye la siguiente demostracion]|

En [1] E1 empez6 su exploracion con ejemplos representantes de triangulos isosceles,
midi6 los d&ngulos que son congruentes y escribid su conjetura. En [3] mencion6 que esta conjetura
era una propiedad que ya conocia de antemano, aunque aun asi utilizé ejemplos para validar sobre
ellos la conjetura.

Luego de escribir la conjetura completa [7], se dispuso a demostrarla. Para este fin, en [8]
volvio a recurrir a ejemplos de tridngulos isosceles que usé para identificar/descartar informacion
relevante. Un cambio motivado por haber formulado la conjetura y disponerse a demostrarla: una
exigencia del proceso de demostracion. En sus exploraciones construyd la mediatriz de uno de sus
lados que le posibilitd obtener informacion al ver que la mediatriz dividia al tridngulo en otros dos
que parecen ser congruentes por tener sus tres lados congruentes; idea que expreso en su primer

intento de demostracién en [9].
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Este intento realizado en [9] esta basado en un ejemplo que seleccion6 de manera cuidadosa
y en las construcciones que realizo sobre él. Como trazar la mediatriz y observar que los triangulos
son congruentes, sin hacer uso explicito de algun teorema o definicion. Por lo que constituye una
demostracion de tipo Experimento crucial constructivo, ya que no se puede suponer que si
estuviera pensando en teoremas y ademds sus argumentos reflejan ideas empiricas como

“...observamos que sus tres lados son iguales...”

Luego, en la interaccion con el profesor [10 — 15], E1 fue dando mas detalles de su idea de
demostracion inicial, dandole fundamento a los argumentos presentados; mencionando la
definicion y el teorema de la mediatriz, y las propiedades que estos garantizan. Es asi como en esta
interaccion E1 hizo explicitas las reglas tedricas y se produjo una transicion del ejemplo a
argumentos formales. Lo que hace reflexionar en la importancia de las preguntas por parte del
profesor para esclarecer lo que estad pensando el estudiante, pues este estaba empezando a pensar

deductivamente y no lo estaba haciendo explicito.

En consecuencia, en [21] presentd su segundo intento de demostracion, en el que, guiado
por el ejemplo, expuso una secuencia deductiva de pasos en la que usé definiciones y teoremas
para concluir que los dngulos son congruentes. Aunque en el paso 4 cometio un error, al decir que
los tridangulos ABP y PCB son congruentes por “algebra”. Sin embargo, podria considerarse mas
un error de descuido que un error conceptual, pues en el siguiente paso si hizo mencion del teorema
de congruencia LLL. En consecuencia, termind construyendo una demostraciéon de tipo
experimento mental transformativo, pues transformd el problema inicial en demostrar una
congruencia para concluir lo pedido. Incluso, se produjo un cambio sobre el final de la
demostracion en el uso del ejemplo, donde pasé a usarlo como guia de sus argumentos que presenta

en una tabla de tres columnas [21].
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Ademas, en [19] se puede observar una fuerte influencia del uso de ejemplos en la
construccion de la demostracion. E1 mencioné que llegd a considerar que un camino viable podria
ser demostrar que la mediatriz dividia en dos dngulos congruentes al &ngulo ABC. Sin embargo,
abandono esa idea; por lo que se puede afirmar que los ejemplos le ayudaron a prever qué
transformaciones eran convenientes para su demostracion, resultando asi en un uso productivo

durante el proceso de demostracion.

El siguiente esquema presenta los cambios de uso del ejemplo, donde Cn es la numeracion

de estos y M los motivos que lo ocasionaron.

[1] Usd ejemplos representantes
para formular y validar la conjetura.

Inicio de Demostracion
resolucion del »(  Experimento mental
problema estructural

C1 [8]: Pasa a usar el
ejemplo  representante
para identificar/descartar
informacion relevante
para la demostracion.

M: exigencias del propio
proceso de demostracion.

C2 [21]: Pasaausarel
ejemplo como guia
para sus argumentos.

M: identificar y
descartar informacion
para  construir la
demostracion.

En esta situacion se evidencia que el estudiante cambia naturalmente el uso del ejemplo
por motivos propios del proceso de demostracion: para formular y validar la conjetura, para
explorar e identificar ideas para la demostracion y finalmente, para escribirla. Esto puede indicar
lo dicho por Zaslavsky y Knuth (2019), que los estudiantes a medida que reciben instrucciones
sobre como usar los ejemplos, los usos que hacen de ellos se refinan y resultan productivos en el
proceso de demostracion, como sucedid en este caso. Aunque bien puede pasar que el estudiante

haya refinado estos usos y cuando se enfrente a un problema de més complejidad, pueda que use
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ejemplos de casos particulares, casos limite o incluso, como expuso Riafio (2023), volver a realizar

demostraciones empiricas.

Este motivo de cambio del uso del ejemplo muestra una relacién con la funcion de validar
de la demostracion. Segin De Villiers (1990), esta funcidon puede verse como algo rutinario, en el
sentido en que luego de convencerse de que el teorema es verdadero, se empieza a demostrarlo.
En tal proceso de demostracion se usan métodos intuitivos y cuasi-empiricos como los que facilita
el software con su dinamismo, lo que ayuda a prever e identificar qué camino tomar para construir
la demostracion. En ese sentido, este motivo puede evocar usos del ejemplo enfocados en
identificar/descartar informacion luego de ser usados para formular y validar la conjetura. Asi
mismo puede promover usos para organizar la informacion, buscando articular de manera
deductiva los argumentos para convencer a otro de la veracidad de la conjetura; una parte

comunicativa inherente a la verificacion.

En consecuencia, este motivo estd relacionado con posibilidades y transiciones que
produce el uso de ejemplos en el proceso de demostracion, asi como con las demostraciones

deductivas. Dicha relacion se muestra en la Tabla 10.

Tabla 10

Relaciones teoricas asociadas al cuarto motivo de cambio

Funcioén de la Usos del ejemplo Posibilidades Transiciones Tipo de
demostracion demostracion
Formular y validar la Apoyar las
conjetura conjeturas De ejemplos a
; ejemplos .
. Ideqtlﬁcar/dgs’caﬁar ‘ Obtene‘r’ jemp Experimento
Verificar informacion informacion mental

De ejemplos a
Generalizar argumentos
deductivos

Guiar y presentar la
demostracion

112



USO DE EJEMPLOS EN RESOLUCION DE PROBLEMAS

Apoyar la
demostracién
Formular y validar la Apoyar la
conjetura demostracion De ejemplos a
Identificar/descartar Obtener ejemplos '
Verificar informacion informacion Deducmén
. . informal
Expresar los Generalizar De ejemplos a
argumentos de la Apoyar la argumentos
demostracion demostracion deductivos

5.6 Cambios producidos por retroalimentacion del profesor o compaiiero

Como se menciono en el capitulo 5, un objetivo de la secuencia de ensefianza era promover
el uso de los ejemplos como estrategia para la construccion de demostraciones. No obstante, segun
Zaslavsky (2019) no basta con solo pedirle a los estudiantes usar ejemplos, sino que debe haber
una instruccion sobre estos usos; los estudiantes deben aprender qué usos de los ejemplos pueden
resultar productivos. En ese sentido, el profesor en las socializaciones grupales e individuales con
los estudiantes procuraba instar a que se usaran los ejemplos para lo siguiente: representar la
situacion planteada para entenderla, descubrir propiedades invariantes, formular la conjetura,
explorar ideas para la demostracién y organizar los argumentos para la construccion de la

demostracion.

Asi, en el proceso de construccion de las demostraciones a veces los estudiantes llamaban
al profesor para expresarle que no sabian como avanzar, por lo que el profesor aprovechaba para
hacer preguntas buscando poner en duda los argumentos o para recordarles algunos usos de los
ejemplos que podrian ayudarles. En ocasiones, estas retroalimentaciones motivaban que los
estudiantes usaran los ejemplos como lo sugeria el profesor, como se evidencia en la siguiente

situacion.
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El problema se presentd en la leccion 7 de la siguiente manera: Considere un triangulo
ABC con angulo externo DAB. Construya las bisectrices del angulo BAC y de su angulo externo
DAB, ;jen qué posicion debe estar el punto B para que el angulo entre las bisectrices sea maximo?
JPor qué? Sugerencia: use ejemplos con el proposito de ilustrar la situacion, entenderla y

desarrollar su argumentacion.

N° Sujeto Acciones

1 E3yE4 [Leen la tarea y construyen los objetos dados y las bisectrices de los dngulos

e

BAC y DAB]

2 E4 [Mide el angulo entre las bisectrices]
jMira! Es de 90°
3 E3 [Arrastra el punto B] Independientemente de la posicion que tome B, siempre

va a ser de 90°.

(Eso sera cierto?
4 E4 [Arrastra el punto B explorando varios ejemplos de la situacion]

Ya, ya entendi. Al ser este un angulo de 180° (CAD)... Entonces por ejemplo
si este fuera un angulo de 90° (CAD), el dngulo entre las bisectrices serd de 45°,
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0 sea, va a ser como la mitad del angulo sobre el cual se formen las lineas... A
ver, un ejemplo.

[Construye el siguiente ejemplo. A la derecha una imagen auxiliar, donde el
segmento y la recta verde son perpendiculares y las rectas rojas son bisectrices]

Se supone que el angulo entre las bisectrices debe dar 45°. [Mide el angulo]

Esto porque la base que ya esta puesta ahi, va a ser de 90°, entonces claro, lo
divide a la mitad.

Profesor

( Como van con su demostracion?

E4

Bueno, lo que hemos dicho es que, en este ejemplo... La base es esta de aca
(sefiala las lineas verdes que son perpendiculares)

Esas dos lineas son de 90° (segmento y la recta verde) y si yo trazo una linea
(segmento en negro) y trazo dos bisectrices a los angulos formados, pues la
suma de esos siempre va a dar 45° porque la base es de 90°, por lo que seria la
mitad.

7

Profesor

[Esta partiendo del hecho de que el angulo mide 90°?

E4

Si es de 180°, entonces el otro seria de 90°. Si es de 360°, entonces la suma

daria 180°. Entonces el &ngulo que se forma entre las dos bisectrices es la mitad
del de la base.

9

Profesor

LA qué se refiere con la base?
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10

E4

Acé por ejemplo podemos ver a CA (sefialado en rojo) como la base del angulo
BAC (sefialado en azul) y esta base (segmento DA, en morado) como la base
del angulo DAB (senalado en verde). Entonces claro, ahi trazamos las
bisectrices y el angulo que se forma, va a ser la mitad de la base que ellos
comparten, que en este caso es una linea.

Entonces ahora, lo que hicimos fue exactamente lo mismo... Esta linea
(segmento verde) es una base y esta (su perpendicular, en verde) es la otra base,
que forman un angulo de 90° y va a dar siempre la mitad, 45° (el angulo entre
las bisectrices que estan de color 10jo).

11

Profesor

Bueno, ;entonces esa idea como la podria utilizar en el problema propuesto?

12

E3 y E4

[Empiezan a escribir la conjetura usando la idea de la base]

Para que el angulo entre las bisectrices sea maximo, no importa donde esté el
punto B, ya que este angulo siempre serd la mitad de la base sobre la cual se
crearon los angulos, en este caso de 90°.

[divagan en cdmo escribir sus argumentos para la demostracion y escriben lo
siguiente]

El angulo formado por la bisectriz de dos angulos que tengan una misma base
siempre sera la mitad de aquella base, esto porque si tenemos una recta y
marcamos un segmento...

13

E4

Profe, es que queremos escribir la demostracion, pero nos enredamos en la
redaccion.

14

Profesor

Cuéntenme la demostracion.

15

E4

Lo que nosotros nos dimos cuenta fue que el angulo formado por las bisectrices
de dos dngulos que tengan la misma base siempre sera la mitad de aquella base.

16

Profesor

LA qué se refiere con la base? (pregunta de nuevo, pretendiendo ver si ha habido
una evoluciodn en el significado de este término)

17

E4

Yo quiero llamar base a esto de aqui (sefala lo indicado en azul)
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Donde se forma dos angulos y pasan las bisectrices, que en este caso seria de
45° porque partimos de una base de 90°. ;Yo puedo llamar a eso base, o como
lo llamo?

18 Profesor

Es como la unién de dos segmentos.

19 E4

Si.

20 Profesor

(Pero es necesario hablar de la base? Usted lo esta pensando todo en términos
de esa base, de esa union. Entonces trate de expresarlo no en términos de esa
union, porque lo que usted quiere decir es que algo es la mitad de otra cosa.
Entonces, ;qué es la mitad de qué?

21 E4

El 4ngulo entre las bisectrices es la mitad de la suma de los dos angulos.
Vamos a replantear lo que escribimos.

[Escribe nuevamente su conjetura y demostracion]

Para que el angulo entre las bisectrices sea maximo, no importa donde esté el
punto B, ya que este angulo siempre serd la mitad de la suma de los dos
dangulos, en este caso de 90°.

El angulo formado por la bisectriz de dos angulos siempre serd la mitad de la
suma de estos angulos. Esto porque una bisectriz es una linea que divide a un
angulo en dos angulos congruentes y sumamos las dos mitades...

Pero no sé coOmo continuar.

22 Profesor

LA qué se refiere cuando dice que sumamos las dos mitades?

23 E4

A los angulos en los que ambas bisectrices dividen los angulos.

24 Profesor

De pronto nombrando los dngulos le ayuda a escribir mejor lo que tiene en
mente.

25 E4 Ah si, puedo hacerlo con los puntos. [Abandona el ejemplo particular planteado
y vuelve al ejemplo que representa el problema]
Si, pongamos los nombres de los puntos que faltan. [pone nombres a los puntos]
26 E3yE4 [Se concentran en el ejemplo y reescriben sus ideas]
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Para que el angulo YAP sea maximo no importa en donde esté el punto B, ya
que este angulo siempre serd la mitad de la suma de los dos dngulos CAB y
BAD, en este caso de 90°.

El angulo formado por la bisectriz de dos angulos siempre sera la mitad de la
suma de estos angulos. Esto porque si tenemos un angulo CAB con su bisectriz
Y y otro angulo BAD con su bisectriz P, tenemos que el angulo YAP sera la
suma de una de las mitades de cada angulo. Lo que resulta en la mitad del
angulo CAD. Ya que si tomamos un valor y lo dividimos en dos valores iguales
o diferentes y a estos nuevos valores los dividimos en dos valores iguales,
tenemos que la suma...

27

E4

Mejor borro lo ultimo.

Para que el angulo YAP sea maximo no importa en donde esté el punto B, ya
que este angulo siempre serd la mitad de la suma de los dos dngulos CAB y
BAD, en este caso de 90°.

El angulo formado por la bisectriz de dos angulos siempre serd la mitad de la
suma de estos angulos. Esto porque si tenemos un angulo CAB con su bisectriz
Y y otro angulo BAD con su bisectriz P, tenemos que el angulo YAP serd la
suma de una de las mitades de cada angulo. Lo que resulta en la mitad del
angulo CAD.

28

E3

Listo, asi.

29

Profesor

[Terminaron?

30

E4

Si. Porque si tienes un valor y lo divides en dos partes diferentes y a estos
mismos valores los divides entre dos y coges un valor de cada una de estas
divisiones y los sumas, va a dar la mitad del valor inicial. Pero creo que no hay

que explicar eso, ;no? (Explicacion en férmula: (9 =a+f= g = % + g)

31

Profesor

Depende. (Sin explicarlo igual se entiende lo que quiere decir?

32

E3 y E4

[Corrige su demostracion]

Para que el angulo Y AP sea maximo no importa en donde esté el punto B, ya
que este angulo siempre sera la mitad de la suma de los dos angulos CAB y
BAD, en este caso de 90°.

El angulo formado por la bisectriz de dos angulos siempre serd la mitad de la
suma de estos angulos. Esto porque si tenemos un angulo CAB con su bisectriz
Y y otro angulo BAD con su bisectriz P, tenemos que el angulo YAP sera la
suma de una de las mitades de cada angulo. Lo que resulta en la mitad del
angulo CAD. Esto porque si tenemos un valor y lo dividimos en dos partes
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iguales o diferentes al tomar las mitades de estas partes y sumarlas tendremos
que el resultado serd la mitad del resultado inicial.

Inicialmente [1] los estudiantes midieron el angulo entre las bisectrices en un ejemplo que
usaron para formular la conjetura, donde afirmaron que este es de 90° [2]. Luego, en [3 — 4]
motivados por validar la conjetura, usaron la prueba de arrastre para verificar sobre el ejemplo si

su conjetura era cierta.

En este mismo momento [4], ocurri6 una transicion de un ejemplo a otro, pues E4 expreso
haber entendido porqué la conjetura era cierta y uso un ejemplo cuidadosamente seleccionado para
expresar sus ideas sobre el fendmeno detrés de la veracidad de la conjetura; constituyendo asi un
cambio en el uso del ejemplo, de formular y validar la conjetura a explicarla y entenderla, motivado

por la propia exigencia del proceso de demostracion.

En [6 y 10] E4 detallo los ejemplos que propuso para explicar y entender su conjetura y en
[12] hacen su primer intento de demostracion. Es en este intento donde se produce un cambio en
el uso del ejemplo, uno donde este se usa para guiar y presentar los argumentos, aunque no de
manera clara. No obstante, no terminaron su demostracién por presentar dificultades para
verbalizar las ideas [13]. Este cambio mencionado se ve motivado por una necesidad de
organizacion, porque los estudiantes ya habian identificado como empezar su demostracion y
estaban intentando organizar sus ideas, pero carecian de claridad y organizacion sobre sus

argumentos.

Esta dificultad sobre la claridad y organizacion de sus ideas se hace evidente en [14 — 23],
donde trataron de explicarle al profesor sus ideas y este los fue guiando a usar una mejor

terminologia para lograr un mayor entendimiento. Lo que gener6é un refinamiento del primer
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intento de demostracion [23], pero siguieron ante la necesidad de buscar organizar sus argumentos

y expresarlos.

Es asi como el profesor en [24] les sugirié usar un ejemplo con nombres para escribir lo

que tenian en mente. Lo que generd una transicion de un ejemplo a otro, volviendo al ejemplo

inicial y usandolo ahora para expresar y organizar la informacion para construir la demostracion

[32]. Lo que finalmente posibilito que construyeran una demostracion de tipo experimento mental

estructural, pues esta da cuenta de procesos deductivos abstractos expresados de manera informal,

en donde el ejemplo ayudo6 a la organizacion de los pasos deductivos.

El siguiente esquema presenta estos cambios, donde C,, es la numeracidn de estos y M los

motivos que lo ocasionaron.

C1 [3-4]: Cambian de usar

el ejemplo para descubrir
la conjetura a presentar
una secuencia de ejemplos
para validarla.

M: necesidad de validar.

C3 [12]: Pasan a usar el
ejemplo para guiar su
demostracion, pero fallan.

M: Necesidad de
organizar los argumentos.

Inicio de
resolucion del
problema

\ 4

C2 [4]: Pasan a usar el
ejemplo para  presentar
situaciones concretas para
explicar y entender la
conjetura.

M: exigencias del proceso de
demostracion.

C4 [24]: Pasan a usar el
ejemplo con etiquetas
para organizar la
informacion y guiar los
argumentos.

M: Retroalimentacion del
profesor.

Demostracion de
tipo experimento
mental estructural

En esta situacion la retroalimentacion del profesor resultd importante para motivar una

transicion a un ejemplo y usarlo para organizar sus ideas y argumentos para la demostracion. Ya
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que aunque los estudiantes intentaron usar el ejemplo de esta misma manera anteriormente, lo
estaban haciendo sobre un ejemplo que les generaba dificultades para expresarse. Por esta razon
se considera que la intervencion del profesor, ademas de producir el paso a otro ejemplo, refuerza
el uso del ejemplo para organizar la informacién; lo que desencadend en una demostracion
deductiva. En este caso la dificultad de expresar los argumentos surge de un problema de querer
referirse a las propiedades, pero los objetos al no tener etiquetas les resulta complejo referirse a
ellas. Por lo que la sugerencia de nombrar los objetos y de poner etiquetas puede resultar

provechosa, como ha sucedido ya en algunas situaciones presentadas.

A continuacion, se presenta otra situacion en la que ocurren dos retroalimentaciones, una
por parte del profesor y otra por parte de un companero. Para esta leccion, los estudiantes ya

conocian el segundo teorema de Tales desde antes y se centraron en demostrarlo.

N° Sujeto Acciones
1 ElyE2 [Construyen los objetos]

2 El Vamos a partir de lo que sabemos. Para que sea recto, deben ser
perpendiculares. Ahora, ;por qué son perpendiculares?

3 E2 Trazamos una recta y su perpendicular y por definicion... [Explora en el
software arrastrando los puntos]

A
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Pero este circulo no deberia moverse ni cambiar de tamafio. Tiene mucho
movimiento...

4 El Entonces héagalo con la herramienta de centro y radio. [Construyen
nuevamente los objetos para que la circunferencia no cambie de radio]
L ]
5 E2 [Empieza a buscar y leer las definiciones y teoremas aceptados en clase]
6 El (Escuchan la sugerencia que se le dio a sus compaifieros de al lado: arrastrar
el punto C de tal forma que BC = AC)
No mueva los puntos, E2, déjelos quietos, asi. [arrastra el punto C para que
satisfaga lo sugerido]. p
/\
Como este es el diametro (BA), entonces estos lados serian radios...
Por lo que se forman isosceles, entonces los angulos miden a y queda que a +
a+a+ a=180°Y 180° entre 4, da 45°.
7 E2 Y ya.
8 El Al valer a 45°, quiere decir que este vale 90°. (angulo en C)
Acd el dilema es que esto es para un ejemplo concreto.
9 E2 Si, si quito € de ahi coémo queda.
/\ ANEA
10 El Pero mire que, si uno se hace grande, el otro se hace pequefio (las dos
divisiones del angulo en C), entonces deben hacerlo en igual medida.
11 E2 Ya tenemos un ejemplo.
12 El [Se toma O como el centro del circulo para explicar lo dicho por E1]
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N

Pero mire, tenemos que este es igual a este (BO y CO) y este igual a este (CO
y AO). Entonces tenemos que este es igual a este (angulos OBC y BCO) y este
igual a este (angulos OCA y CAO).

Y como todos tienen la misma medida (BO, CO y AO), entonces los angulos
van a ser iguales también.

13 E2 i, Entonces todos son a?!
14 El Si, todos son a
15 E2 i¢Pero entonces esto es igual a esto?! (angulos OCA y OBA)
B A
16 El Pues si, segun los isésceles si.
17 E2 Pero se ve que no son iguales.
18 El A ver, muestre un ejemplo mejor, que se vea. [Nombra el centro como K]
19 E2 AK esigual a BK y a CK también por radios.
20 El A estos angulos (del triangulo BKC) pongéamosle a. Y estos dos (angulos del
triangulo AKC) tienen la misma medida f3.
Ahoranos quedaque a + f + a + = 180.
21 E2 Osea, 2a + 2 = 180.
22 El Y ahora dividimos todo entre 2.
23 E2 Y queda que a + = 90.
24 El Listo, tenemos todo para cualquier medida.
25 E2 Llamemos al profesor.
26 Profesor ;Por qué trazaron esa recta CK?
27 El Es que usted nos dio la idea de considerar un ejemplo particular, cuando se lo

dijo a los compaifieros. Cuando AC = BC.
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/

74§ 1 N
Entonces dividimos el triangulo en dos. Donde CK es igual a AK, entonces
sus angulos opuestos son congruentes. Y lo mismo por el otro lado.
Entonces nos quedan asi cuatro angulos iguales, por lo que miden 45° en este
caso. Por tanto, asi se demuestra que es recto.

28 E2 Pero eso solo en ese caso. Porque si C esta por acd, no funciona y ahi sacamos
el siguiente argumento. ,

D
X

29 Profesor ;Cual fue ese argumento?

30 El La mediana. Trazamos la mediana y obtuvimos que la mediana era un radio y
dividia a AB en dos radios. Entonces ibamos a tener dos tridngulos que iban a
tener dos lados iguales cada uno

31 E2 BK = AK = CK.

32 El Entonces, este angulo (BCK) es igual a este (CKB), pongamosle . Y este

(KCA) es igual a CAK, pongamosle «a.
Entonces a + f + a + f por suma interna de angulo le va a dar 180°.
Entonces al hacer eso nos queda 2a + 2 = 180 y queremos saber cuanto es
a + 3 porque es la medida de este angulo (BCA), entonces dividimos entre 2
y nos queda que a + f§ = 90.

33 Profesor Quisiera reflexionar sobre qué les posibilité haber trabajado antes con ese
ejemplo concreto.

34 E2 Pues primero sacamos la idea de que si AC = BC, ya teniamos un argumento.
Y de ahi partimos para decir que los angulos no son los mismos y de ahi
sacamos la otra explicacion.

35 El Los ejemplos sirven de guia.

36 E2 Si, como para ir teniendo ideas y llegar a algo mas general.

En el episodio de clase mostrado, en [3] E2 intentd explorar un ejemplo en el sofiware para

identificar/descartar informacion, pero exclamo que el dinamismo de la circunferencia obstaculiz

su exploracion, por lo que motivado por buscar una mejor concentracion transitd de un ejemplo a
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otro en el que el radio de la circunferencia es fijo, y lo sigui6 usando para identificar o descartar

informacion relevante, ayudado de las reglas teoricas [4].

Sin embargo, no tuvieron mayores avances y escucharon la sugerencia que les planteo el
profesor a sus compaifieros de al lado, lo que produjo en [6] una transicién de un ejemplo a otro,
un ejemplo particular que usaron para construir una demostracion para el caso en que BC = AC.

Definiendo asi, por el momento, una demostracion de tipo ejemplo genérico analitico.

En [8 — 9] E1 y E2 tomaron conciencia de que la demostracion es vélida solo en el ejemplo
que seleccionaron, por lo que arrastraron el punto C para transitar de un ejemplo a otro [9], a uno
genérico, que usaron en [ 12] para intentar realizar una demostracion general. Sin embargo, E1 hizo
un mal uso del teorema del tridngulo isosceles [12 — 14], lo que llevé a E2 a usar un contraejemplo

para hacerle ver a E1 su error en la argumentacion [17 — 18].

Esto llevo a E1 a corregir sus argumentos y a usar el ejemplo como guia para estos [18],
posibilitando generalizar sus argumentos y produciéndose una transicion de un ejemplo a
argumentos deductivos [19 — 24] que le permitieron construir una demostracion de tipo

experimento mental estructural [32].

En [33 —36] E1 y E2 afirmaron que el haber usado ejemplos en este proceso les permitio
probar y descartar ideas, y guiarlos para llegar a argumentos mas generales y poder construir la
demostracion. Lo que evidencia también una reflexion en ellos sobre como usar los ejemplos para

que estos puedan resultar productivos.

El siguiente esquema presentan los cambios en el uso de ejemplos, donde Cn es la

numeracion de estos y M los motivos que lo ocasionaron.
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C2 [12]: Pasan a usar un
ejemplo  genérico  para
generalizar propiedades 'y
guiar sus argumentos (aunque
fallan).

[4] Usan ejemplos para
identificar/descartar
informacion.

M: Necesidad de

concentracion. M: Necesidad de generalizar

Inicio de Demostracion de
resolucion del P tipo experimento
problema mental estructural

C1 [6]: Pasa a usar un C3 [18]: Pasa a usar el

ejemplo particular para basar
su demostraciébn para un
caso.

M: retroalimentacion del
profesor.

ejemplo para corregir, guiar
y presentar los argumentos
de la demostracion.

M: retroalimentacion del
compaifiero y necesidad de

guiar sus argumentos.

En esta situacion la retroalimentacion hecha indirectamente por parte del profesor motivo
que se usara el ejemplo para construir una primera demostracion para un caso particular y a partir
de estas ideas generalizar los argumentos. Luego, la retroalimentacion del compafiero haciendo
uso del contraejemplo hizo dar cuenta de un error en la demostracion y motivo a que esta se
corrigiera y guiara usando un ejemplo genérico. Ambas retroalimentaciones apoyaron cambios
productivos en el uso del ejemplo, donde la sugerencia de considerar un caso particular, que se
hizo siguiendo las indicaciones de Zaslavsky (2019) que menciona que los ejemplos también
pueden ser evocados por el profesor y cuando es asi, puede haber mayor probabilidad de que estos

se usen de manera productiva y ayuden en el proceso de demostracion.

Con base en las dos situaciones presentadas se evidencia que las retroalimentaciones
producen cambios en el uso de ejemplos que pueden resultar productivos, en tanto que ayudan a
superar obstaculos que se les presenta a los estudiantes. En la primera situacion los estudiantes

presentaban un problema de comunicacion, estaban buscando usar la demostracion en su funcion
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para comunicar ideas y argumentos (De Villiers, 1990). Ante esto, el profesor sugirio el uso de un
ejemplo con etiquetas que pudo resolver esta necesidad de comunicarse. En la segunda situacion
las retroalimentaciones llevaron a los estudiantes a usar métodos cuasi-empiricos que combinaron
con la teoria, como considerar un caso particular para producir una demostracién o proponer un
contragjemplo frente a la falsedad de algunos argumentos. Esto promovio la funcion de la
demostracion como verificacion, pues al estar ya convencidos del resultado a demostrar se

propusieron validarlo mediante la teoria.

Este motivo de cambio en el uso de ejemplos deja entrever que de acuerdo con las
retroalimentaciones que se realicen, se puede evocar una u otra funciéon de la demostracion de De
Villiers (1990). Por lo que el profesor deberia identificar en primer lugar qué funcién estdn
haciendo los estudiantes de la demostracion, o cual de ellas les resultara mas 1til, para llevar hacia
alld sus retroalimentaciones y poder apoyar este proceso teniendo en cuenta las relaciones

identificadas entre funciones, usos, posibilidades y transiciones.
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6. Conclusiones

A partir de los resultados expuestos en el capitulo anterior, se presentan las siguientes

conclusiones.

Las aportaciones de este trabajo consisten, en primer lugar, con la identificacion de los
motivos por los cuales los estudiantes cambian el uso de los ejemplos en el desarrollo de problemas
de demostracion en geometria, contribuyendo asi con la necesidad marcada por Knuth et al. (2019)
de comprender mejor la naturaleza de los usos del ejemplo. En segundo lugar, con el aporte de una
secuencia de ensefianza implementada, evaluada y corregida, que representa un producto tedrico-
practico que puede usarse como insumo para la ensefianza de las propiedades y congruencia de
tridngulos a nivel universitario, en la que se pueden realizar adaptaciones seglin corresponda a los
intereses del profesor. En tercer lugar, un refinamiento de la categoria de transiciones del marco
CAPS de Ellis et al. (2019) y Knuth et al. (2019), incluyendo una descripcion a las transiciones

que proponen los autores.

El objetivo de esta investigacion consistio en analizar los motivos de los cambios de un
uso del ejemplo a otro durante el proceso de resolucion de problemas de demostracion. En ese
sentido, se concluye que hubo cinco motivos que llevaron a cambios en el uso del ejemplo durante
el proceso de resolucion de problemas de demostracion. A saber: Necesidad de generalizar
propiedades y argumentos, Necesidad de organizar propiedades y argumentos, Necesidad de
concentrarse en el problema, Exigencias del proceso de demostracion y Retroalimentacion del
profesor o companero. Estos motivos produjeron cambios de uso en los ejemplos que resultaron
productivos en el sentido de Ellis et al. (2019) y Knuth et al. (2019), pues llevaron a los estudiantes

a una comprension mas profunda de la conjetura, a generalizaciones, a una apreciacion de la
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necesidad de una demostracion deductiva, a la generacion de contraejemplos y a la construccion

de demostraciones deductivas parciales o completas.

Los motivos identificados surgen de necesidades que experimentan los estudiantes y que
estan relacionados con las transiciones y propoésitos del marco CAPS de Ellis et al. (2019) y las
funciones de la demostracion por De Villiers (1990). A su vez, estos motivos, transiciones,
propésitos y funciones estan relacionados con algunos tipos de demostracion propuestos en
Beltran-Meneu et al. (2024); especificamente, se relacionaron con las demostraciones deductivas,
buscando aportar informacién para apoyar y entender mejor el transito hacia este tipo de
demostraciones. Las relaciones establecidas permitieron identificar y explicar los motivos de
cambio en el uso de los ejemplos; asi como entender las implicaciones que conlleva determinados

usos del ejemplo en la demostracion de conjeturas.

Respecto al primer motivo se concluye que evoca justamente de una necesidad por
generalizar propiedades, relaciones y/o argumentos. Esta aparentemente relacionado con la
funcion de explicar, pues en este camino de generalizar el estudiante va explicando por qué la
conjetura depende de determinadas propiedades. De igual manera, esta relacionado con usos del
ejemplo, posibilidades y transiciones que promueven la generalizacion. Asi, aun cuando hay
estudiantes que poseen esquemas de demostracion empirica, al experimentar esta necesidad
pueden realizar usos productivos del ejemplo que los lleven a emitir argumentos deductivos. Lo

que sugiere la pertinencia de evocar o promover este motivo en contextos similares.

El segundo motivo, de necesidad de organizacion, surge de una necesidad de ordenar,
explicar, secuenciar y presentar los argumentos de la demostracion. Una necesidad relacionada
con la funcion de comunicar, en la que se busca organizar y construir un discurso para presentar

un resultado (De Villiers, 1990). Asi mismo, este motivo estd relacionado con usos del ejemplo,
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posibilidades y transiciones que buscan fomentar y facilitar la comunicacion en el proceso de
demostracion. En consecuencia, este motivo marca la importancia de generar espacios para que
los estudiantes usen ejemplos como soporte para guiar y comunicar sus demostraciones, sin que

estos hagan parte de los argumentos.

El tercer motivo, la necesidad de concentracion, responde a dos necesidades: la de
concentrarse durante las exploraciones en el software o el papel y al tiempo ir organizando
mediante sefias 0 marcas la informacion til para la demostracion. Por consiguiente, tiene relacion
con la funcién de verificar y comunicar, en tanto que se busca validar una conjetura y comunicar
su demostracion. Por tanto, puede promover usos del ejemplo, posibilidades y transiciones en favor
de apoyar el proceso de demostracion desde la formulacion de la conjetura hasta su respectiva
prueba, buscando tener esta concentracion durante dicho proceso. Asi, este motivo puede
desencadenar usos productivos del ejemplo que apoyen la concentracion y comunicacion para

construir demostraciones deductivas.

El cuarto motivo, las exigencias del proceso de demostracion, esta ligada a la
interiorizacion por parte del estudiante de que se busca que las demostraciones sean deductivas.
En consecuencia, est4 relacionado con la funcion de validar descrita por De Villiers (1990), en la
que primero mediante métodos empiricos se convence el estudiante de la veracidad de la conjetura
y luego busca validarla mediante deducciones 16gicas. Este motivo fomenta exploraciones y usos
del ejemplo mas eficaces y productivos, en el sentido en que no se toma lo visual como elemento
de conviccion sino como apoyo para buscar relaciones con la teoria. Asi mismo, esta relacionado
con posibilidades y transiciones que estdn enfocadas en promover, a partir de lo empirico, la
construccion de argumentos deductivos. En este sentido, puede entenderse como un motivo que se

va formando, ya que como mencionan Acosta y Fiallo (2017), mediante la intuicion se debe hacer
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ver la necesidad de usar la teoria, pues inicialmente el estudiante no va a realizar demostraciones

deductivas e incluso no les puede ver el sentido.

El quinto motivo, las retroalimentaciones del profesor o el compafiero, se relaciona con las
funciones de verificar, explicar o comunicar dadas por De Villiers (1990). Esto se debe a que en
las interacciones de la clase el estudiante busca apoyo en el profesor o en alguno de sus
compafieros, por lo que la retroalimentacion que se reciba puede llevar a determinados usos del
ejemplo que estén relacionados con alguna de estas funciones de la demostracion; dependiendo de
la necesidad por la que esté pasando el estudiante: generalizar, organizar o concentrarse. Este
motivo resalta la importancia del profesor, quien es el que dirige los momentos de la clase y quien
debe identificar los obstaculos que enfrentan los estudiantes para actuar de manera pertinente. Asi,
la retroalimentacion es un factor clave que puede favorecer usos productivos del ejemplo en el

proceso de demostracion.

La siguiente Tabla 11 presenta una sintesis de lo dicho anteriormente sobre los cinco

motivos de cambio y las Tabla 7, Tabla 8, Tabla 9 y Tabla 10.

Tabla 11

Relaciones teoricas asociadas a los cinco motivos de cambio

Motivo de cambio

Funcion de la
demostracion

Posibilidades y
transiciones

Tipo de
demostracion

Explicar por qué la

Enfocadas en

Ejemplo genérico

Necesidad de conjetura es cierta a partir . .
. . generalizar e Experimento
generalizar de una propiedad . .
. [ identificar mental
propiedades y caracteristica, que hace . .,
. . propiedades y Deduccion
argumentos evidente la veracidad de la . g
. relaciones informal
conjetura
Necesidad de Comunicar sus Enfocadas en Experimento
organizar argumentos, organizarlos y organizar la mental
propiedades y presentarlos en una informacion y Deduccion
argumentos secuencia de pasos presentarla informal

131



USO DE EJEMPLOS EN RESOLUCION DE PROBLEMAS

Verificar, apoyandose en
métodos empiricos y en

Enfocadas en explorar
para identificar

. ejemplos estaticos, la . Experimento
Necesidad de Jemp . propiedades y P
conjetura. Y comunicar . menta
concentrarse en el relaciones, en .,
sus resultados usando . Deduccion
problema - organizar la g
marcas o sefias . ., informal
L informacion y
matematicas sobre los
: presentarla
ejemplos
Enfocadas en explorar
. . . . ara identificar Experimento
Exigencias del Verificar, apoyandose en para 1 p
. . propiedades y mental
proceso de métodos empiricos, la s .,
- : relaciones, y en Deduccion
demostracion conjetura . s
organizar la informal
informacion.
. ., Enfocadas de acuerdo Experimento
Retroalimentacion . . .
Explicar, verificar o con la necesidad de mental
del profesor o . . . -
~ comunicar generalizar, organizar Deduccion
compafero s
0 concentrarse informal

En lo que respecta a la metodologia se concluye que: el trabajo con el equipo de
investigacion resulto relevante en aspectos clave de este estudio como el disefio, la preparacion y
los reajustes de la secuencia de ensefianza; asi como en la seleccion de la informacion y el anélisis
de los datos. El experimento de ensefianza permitio realizar una intervencion en el aula en la que
se valoraron dimensiones como el curriculo, interacciones y contenido a ensefiar, favoreciendo la
observacion del proceso de aprendizaje en los estudiantes en relacion con el uso de ejemplos como
estrategia para la resolucion de problemas de demostracion. La conjetura que guio el experimento
resultd esencial en las fases Il y IV (planeacion de la secuencia y andlisis retrospectivos), debido
a que orient6 el disefio de la secuencia y permitio realizar una valoracion sobre ella para refinarla.
La secuencia de ensefianza favoreci6 la instruccion sobre el uso productivo de ejemplos y, en
algunos estudiantes, la comprension de las propiedades y congruencia de tridngulos, cumpliendo
sustancialmente con sus dos objetivos. El uso del AVG para trabajar alli la secuencia resultd
acertado, ya que facilité la toma de informacion en escrito y la orientacion de las clases. Y, en

cuanto a los momentos propuestos de clase sobre el planteamiento de conjeturas y de
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demostraciones, fueron pertinentes en tanto que llevaron a los estudiantes a usos del ejemplo que
con el tiempo iban refinando y siendo mas productivos; lo que aportd informacion suficiente para

entender mas sobre el uso de los ejemplos en la demostracion.

Sobre algunos aportes tedricos mas de este trabajo, se identificé un uso del ejemplo que
puede resultar productivo: usar ejemplos para entender/representar definiciones teoricas. Este uso
pretende ayudar a la comprension de teoremas, en el sentido en que mediante ejemplos y/o
contraejemplos el estudiante identifica las condiciones necesarias y suficientes del teorema, asi
como sus consecuencias. También se identifico la necesidad de validar como otro posible motivo
de cambio entre los usos del ejemplo, pero no se contd con informacion suficiente para indagar

sobre este motivo mas que usar el ejemplo y el arrastre para validar empiricamente la conjetura.

Las limitaciones de este estudio, en cuanto a lo tedrico, radican en que las relaciones
establecidas entre las perspectivas tedricas propuestas por De Villiers (1990), Marrades y Gutiérrez
(2000) y Ellis et al. (2019) necesitan seguir siendo investigadas para una mejor comprension y
explicacion del fenomeno que involucra los motivos por los que los estudiantes pueden cambiar
de un uso del ejemplo a otro. Otra limitacion tedrica es que los usos y motivos de cambio han sido
identificados en el contexto de un curso universitario de Geometria Euclidiana respecto a
problemas basicos de demostracion; por tanto, con otros problemas o en otros cursos y otros
niveles de educacion pueden surgir usos y motivos de cambio que vale la pena investigar y

contrastar con los aqui identificados.

Sobre las limitaciones metodologicas, los resultados estan basados en su mayoria en datos
recopilados con dos parejas de estudiantes. Y en general, con un numero limitado de estudiantes
observados, por tanto, los resultados presentados no pretenden ser generalizables. No obstante,

aportan a la comprension del uso de ejemplos como estrategia para la resolucion de problemas de
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demostracion y al desarrollo de practicas e intervenciones en el aula que buscan indagar sobre

problematicas de la demostracion.

Algunas perspectivas que se pueden explorar en otras investigaciones pueden ser sobre la
identificaciéon de otros motivos de cambio del ejemplo con otros problemas como los de
construccion, lugares geométricos, simulacion, entre otros. También pueden centrarse en analizar
mas a fondo la relacion entre los usos del ejemplo, los motivos de cambio y las funciones de la
demostracion, para identificar si las funciones determinan los motivos de cambios o si son estos
motivos los que llevan a usar alguna funcion de la demostracion. En general, investigaciones que
busquen aportar a comprender mejor la naturaleza del uso del ejemplo en el proceso de
demostracion (Knuth et al. 2019) y que contribuyan al campo de la educaciéon matemaética con
intervenciones en el aula para abordar problemdticas de la ensefanza y el aprendizaje de la

demostracion (Stylianides y Stylianides, 2017; Stylianides et al., 2024).
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