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Resumen

Titulo: La comprension de la derivada como razén de cambio: habilidades cognitivas vinculadas

al estudio covariacional®
Autor: César Augusto Rodriguez Plata™

Palabras clave: derivada, habilidades cognitivas, razonamiento covariacional, procesos matematicos,

entrevistas basadas en tareas.

Resumen:

Literatura referente a la ensefianza y aprendizaje de la derivada en educacién matematica reporta que los
estudiantes presentan dificultades cuando resuelven problemas de cambio y variacion; esta experiencia
muestra que algunos estudiantes que asisten al curso de célculo diferencial de la Universidad Industrial de
Santander no son ajenos a esta problematica. Para atender a esta problemaética, se plantea como objetivo:
caracterizar las habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos del razonamiento
covariacional, para la comprension de la derivada como razén de cambio en estudiantes de célculo
diferencial.

Con base en las perspectivas teoricas del razonamiento covariacional, el estudio dindmico del cambio y la
variacién y de la metodologia de entrevistas basadas en tareas, se estructura el disefio e implementacion de
cuatro actividades que direccionan la solucién a una situacion problema que involucra la derivada.

A partir de los datos recogidos y su respectivo analisis, se caracterizan las habilidades cognitivas planteadas
a priori. Se destaca la relacion entre las habilidades y se describen mediante sus diferentes representaciones.
En este sentido, podemos afirmar, en general, que las habilidades y los correspondientes descriptores
asociados a los procesos matematicos deben ser vistos como complementarios y los comportamientos que
se exponen aluden en torno a la representacion fisica de la derivada como velocidad.

Finalmente, con los resultados encontrados en esta investigacion se espera contribuir a la teorizacion de los
aprendizajes en los estudiantes a través de dicho curso y, especialmente, aportar al solventar la problematica
de la ensefianza y el aprendizaje del calculo.

* Trabajo de grado
" Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jorge Enrique Fiallo Leal
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Abstract

Title: The comprehension of the derivative as ratio of change: cognitive abilities linked to the

covariational study”
Autor: César Augusto Rodriguez Plata™

Key words: derivative, cognitive abilities, covariational reasoning, mathematical processes,

interviews based on tasks.

Summary:

The literature regarding the teaching and learning of the derivative in mathematical education reports that
students present difficulties when they solve problems about change and variation, this experience shows
that some of the students who attend the differential calculus course of the Industrial University of
Santander are not alienated from this issue. In order to meet this issue, one objective was set: to characterize
the cognitive abilities associated to the mathematical processes of the covariational reasoning for the
comprehension of the derivative as the ratio of change in students of differential calculus.

Based on the theoretical perspectives of the Covariational Reasoning, the dynamic study of change and
variation, and the methodology of task-based interviews, it was structured the design and implementation

of four activities that address the solution of a problematic situation that involves the derivative.

From the data collected and its corresponding analysis, the cognitive abilities stated a priori were
characterized. It is highlighted the relations amongst the abilities and they are described through different
representations. In this way, we can assert that, in general, the abilities and the corresponding descriptors
associated to the mathematical processes should be seen as complementary and the behaviors that are

exposed refer to the physical representation of the derivative as the speed.

Finally, with the results found in this research it is expected to contribute to the theorization of the learning
processes of the students through the previously mentioned course, and specially to contribute to solve the

problem of teaching and learning of calculus.

* Degree work
* Faculty of Sciences. School of Mathematics. PhD. Jorge Enrique Fiallo Leal
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Introduccion

Segun el Ministerio de Educacion Nacional, en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas se hace fundamental el uso de diversos procesos generales, los cuales permiten ser
matematicamente competente: formular y resolver problemas; modelar procesos y fenémenos de
la realidad; comunicar; razonar y formular; comparar y ejercitar procedimientos y algoritmos
(MEN, 2006). Del mismo modo, el MEN argumenta que, para alcanzar tal competencia, se
requiere de ambientes de aprendizaje que involucren situaciones problema, significativas y
comprensivas, que permitan el avance a niveles de competencia mas complejos.
Complementariamente, se debe entender como competencia al conjunto de conocimientos,
actitudes, comportamientos, compresiones, disposiciones cognitivas, socioafectivas vy
psicomotoras relacionadas entre si para obtener un desempefio positivo y con sentido de una
actividad en contextos relativamente nuevos y retadores.

Basados en las ideas anteriores, Fiallo y Parada (2018) plantean que el estudio del cambio
y la variaciéon implica estimular el desarrollo de habilidades cognitivas asociadas a procesos
matematicos, en los que se explore y se resuelvan situaciones de variacion con la ayuda de
herramientas computacionales. Para el estudio del cambio y la variacion, es esencial poder
relacionar y cuantificar los atributos en él. Por lo tanto, la ensefianza y aprendizaje de la derivada
es indispensable, ya que, con tal objeto matematico, es posible cuantificar, describir y pronosticar
la rapidez de la variacion, la derivada indica como y cuanto se mueve un objeto es un instante de
tiempo.

La presente investigacion esta orientada a documentar el fenémeno relacionado con las
habilidades cognitivas que poseen algunos estudiantes para sustentar la comprension en la

definicion de la derivada en un punto. A partir del trabajo realizado por tres estudiantes de primer
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nivel universitario, se realiza una descripcion y un analisis sobre los procesos matematicos, en el
que se indaga por las habilidades cognitivas empleadas por los mismos para resolver una situacion
problema. Esta situacion se presenta a través del disefio y desarrollo de cuatro tareas basadas en
las ideas de cambio y variacion. Se asume un enfoque de investigacién cualitativo, con un analisis
de tipo descriptivo e interpretativo, basados en los trabajos de Marilyn Carlson, Jorge E. Fiallo,
Sandra E. Parada y colaboradores.

Asi, este trabajo se sitGa en un contexto cognitivo, y estudia de manera general la relacion
entre los diferentes procesos matematicos, el descubrimiento y la activacion de las habilidades
cognitivas en torno a la definicién de la derivada en un punto; estudio que, sin ser exhaustivo,
incluye aspectos sobre la comunicacién, los procedimientos, la representacion y el razonamiento
y demostracion de la derivada como razon de cambio.

El documento esta organizado de la siguiente manera, en el primer capitulo se da a conocer
el ambito donde se plantea la pregunta y objetivo, los antecedentes y la delimitacién del problema
de investigacion. En el segundo capitulo, se presentan los referentes tedricos que constituyen la
fundamentacion base para la descripcién e interpretacion de los datos. En el tercer capitulo, se
precisa la metodologia y la forma como se usa lo expresado en la etapa anterior. En el cuarto
capitulo, se presentan los resultados del andlisis de los datos con relacion a la caracterizacién de
las habilidades cognitivas activadas por los estudiantes seleccionados. En el quinto y ultimo
capitulo se dan las conclusiones del estudio. Finalmente, se presentan las referencias bibliograficas

y los anexos.



COMPRENSION DE LA DERIVADA
16

1. Planteamiento de la investigacion

En la primera seccion de este capitulo se describe la problematica actual que contextualiza y
permite plantear explicitamente la pregunta de investigacion; en la segunda, se presenta de manera
concisa los antecedentes sobre el tema especifico; y en la tercera y Gltima, se presenta una

delimitacion del problema.
1.1. Ambito de investigacion

El célculo es reconocido porque permite encontrar las leyes que cuantifican el cambio, medir y
predecir cualquier fendmeno y las variaciones que lo producen. La derivada se destaca por la
relacion entre la razon de cambio y el limite del cociente incremental (Sanchez-Matamoros, Garcia
y Llinares, 2008), la cual permite cuantificar, describir y pronosticar la rapidez de la variacion en
fendmenos de la naturaleza o de la practica (Vrancken y Engler, 2014).

Ahora bien, investigadores dentro de la linea de la ensefianza y aprendizaje del célculo,
han creado diferentes conceptos intimamente relacionados al pensamiento variacional para tratar
la problemaética que relaciona la comprensién de la derivada. Artigue (1995) afirma que, si bien se
puede ensefar a los estudiantes a aplicar reglas de derivadas y a resolver problemas estandar, se
encuentran dificultades para hacerlos adquirir una comprension propia de este concepto.
Dificultades como: la coordinacién entre las diferentes formas de representacion de la derivada
(Habre y Abboud, 2006), el entendimiento de aspectos variacionales como la velocidad, rapidez o
aceleracion (Dolores, Chi, Canul, Cantl y Pastor, 2009) o el predominio de procedimientos
basados en manipulaciones algebraicas (Cantoral, 2013) han sido reportadas en las Ultimas

décadas.
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Con respecto a este Gltimo, Cantoral (2013) indica que se requiere de una verdadera ruptura
con las formas algebraicas de tratamiento de este objeto matematico para dar lugar a las ideas que
sustentan su definicion: el cambio y la variacion. Pero para lograr tal ruptura se hace necesario
conocer los aspectos que inciden en la comprension de una definicion que representa un objeto

matematico, como el de la derivada (Figura 1).

Figura 1

Definicion de la derivada?l

La derivada de una funciéon y = f(x) en x estd dada por

if . fleth)—F®)
ax =) = Jim h

siempre que el limite exista.

Azcérate y Camacho (2000) afirman que saberse de memoria la definicion que representa
un objeto matematico no garantiza comprender su significado; de hecho, comprender requiere
asociar ciertos significados a la palabra que designa el concepto formado, en palabras de Tall y

Vinner, un esquema conceptual. Segun estos autores, el esquema conceptual es entendido como:

La estructura cognitiva de un individuo asociada a un concepto y que incluye todas las
imagenes mentales, las propiedades y procesos asociados al concepto; se construye a lo
largo de los afios a través de experiencias de todo tipo y va cambiando segun el individuo

madura y halla nuevos estimulos (citado en Azcérate y Camacho, 2003, p.137).

Para lo anterior, Artigue (2003) asevera que los primeros resultados sobre el esquema

conceptual de los estudiantes inician en investigaciones en areas especificas como el calculo. Tales

1 Célculo de una variable Transcendentes Tempranas (Zill y Wright, 2011, p. 122)
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estudios tuvieron la finalidad de profundizar sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje de
temas relacionados con el calculo infinitesimal, area que, para entonces, era percibida como uno
de los origenes del fracaso a nivel universitario.

Dificultades, similares a las anteriores, han sido evidenciadas por el investigador de la
Universidad Industrial de Santander (UIS) encargado de este proyecto y, por tanto, se lleva a cabo
este estudio con la intencidn de impactar positivamente en la ensefianza y aprendizaje del concepto
de la derivada en estudiantes a nivel universitario.

En diferentes instituciones de educacion superior, como la UIS, la estructura tematica de
los primeros cursos de calculo, en los que se involucra la derivada, suele tener aspectos invariantes,

el mas destacable: el ordenamiento tematico.

Se inicia con el estudio de los conjuntos de nimeros, se sigue de una introduccion de las
funciones y sus limites, se analiza la continuidad como una propiedad puntual y global de

las funciones y termina con la derivada y la integral (Cantoral, 2000, p. 8).

Dicha organizacion no es ajena a lo que se plantea actualmente en la UIS para el curso de
calculo I, referido a los temas del calculo diferencial. Hasta el momento, el programa para el curso
de calculo I es orientado por el libro de Calculo de una variable Transcendentes Tempranas de Zill
y Wright (2011). El programa es organizado por los capitulos de Funciones, Limite de una funcion
y finalmente La derivada, con sus respectivas secciones. Para cada sesion de clase se propone una
seccion del libro con algunos ejercicios sugeridos. imaz y Moreno (2010) sefialan que este tipo de
libros para el célculo diferencial se han dedicado a presentar demostraciones a los teoremas méas
importantes, pero no se realiza discusion sobre la comprension de los conceptos que abarca y

mucho menos sobre el proceso de demostracion. Ademas, segun estos autores, en estos libros se
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hace el intento por explicar cada regla, lo que da entender que el Unico objetivo es deducir la regla
de elaboracion para practicar con ejercicios.

A partir de las vivencias del investigador, lo indicado en el parrafo anterior no ha sido
indiferente para lo que sucede en algunas aulas de la UIS, para lo cual es posible relacionarse con

lo que Cuevas, Rodriguez y Gonzales (2014) mencionan como la ensefianza operativa:

Este tipo de ensefianza se plantean esquemas y modelos algoritmicos de resolucion en
donde se busca que el estudiante reproduzca los patrones operativos de acuerdo con los
esquemas en que fue ilustrado, cabe anotar que en esta exposicién el significado de los
conceptos queda ausente y la aplicacién de la derivada se reduce a transformar expresiones

algebraicas mediante reglas de derivada (p. 158).

De esta manera, si se logra que los estudiantes deriven, es probable que no sean capaces de
darle sentido al proceso que realizan. En este orden de ideas, Dolores (citado en Villa, 2011)
expresa que los estudiantes dificilmente logran reconocer las ideas asociadas a la derivada en la
resolucion de problemas sobre el cambio y la variacién, a pesar de que en los problemas de este
tipo se encuentra la esencia del concepto.

Debido a la pertinencia con respecto a la vision a acerca de la ensefianza del calculo que se
presenta en este trabajo de investigacion, se ha elegido la nocién de razonamiento covariacional,
desarrollado por Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu (2003a). La concepcion de dichos autores se
encuentra acorde a lo planteado por VVasco (2006) para la reforma curricular en Colombia, en donde

se describe como:

El pensamiento variacional puede describirse aproximadamente como una manera de

pensar dinamica, que intenta producir mentalmente sistemas que relacionen sus variables
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internas de tal manera que covarien en forma semejante a los patrones de covariacion de la

misma o distintas magnitudes en los subprocesos recortados de la realidad (p. 139).

El razonamiento covariacional caracterizado por las actividades cognitivas relacionadas a
la coordinacién de magnitudes variables, permite catalogar comportamientos visibles en los
estudiantes cuando estos se involucran en situaciones de cambio y variacion (Carlson et al., 2003a).
Actividades, desde la identificacion del cambio entre magnitudes hasta la definicion de la razon
de cambio instantanea, son consideradas para conceptualizar la derivada en el presente trabajo de
investigacion.

Por otra parte, es pertinente reconocer la importancia de las representaciones en el
aprendizaje del calculo (Hitt, 2003). Para desarrollar el pensamiento variacional se debe tener en
cuenta la inclusién de resolucion de problemas que promuevan el analisis de situaciones de cambio
y variacion, lo anterior a traves de diferentes sistemas de representacion como el numeérico,
simbdlico, grafico y verbal: ya que la calidad de la comprension del fenédmeno de variacion
dependera de las relaciones que el estudiante pueda establecer entre las representaciones (Fiallo y
Parada, 2014).

A lo que el Ministerio de Educacion Nacional complementa: “Lo anterior es posible
mediante la presentacion de simulaciones a los estudiantes o mediante la peticion de producir una
simulacion a partir de las representaciones” (MEN, 2004). Para el logro de estas metas, se
incorpora el uso de tecnologias digitales en diferentes proyectos o programas académicos, dando
como resultados contribuciones sobre como y cudndo las tecnologias digitales permiten
aproximarse significativamente a los objetos matematicos del calculo. Autores como Hitt (2003),
Tall (2009), Geiger, Forgasz, Tan, Calder y Hill (2011), Moreno (2014) Cuevas y Pluvinage,

Kaput, Blanton y Moreno, Hitt, Machin y Rivero, Guin y Trouche (citado en Parada, Conde y
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Fiallo, 2016), entre muchos otros, preponderan la necesidad de incorporar las tecnologias en la
ensefianza y aprendizaje de las nociones del calculo y del algebra, pues le aportan herramientas
para visualizar, explorar y conjeturar dindmicamente los objetos matematicos.

Con respecto a lo anterior, Fiallo y Parada (2018) plantearon un curso-laboratorio
precalculo, con el objetivo de aportar a la solucion de la problematica expuesta en la UIS. El curso
estd fundamentado en elementos tedricos y metodologicos relacionados al pensamiento variacional
en la que incluyen las tecnologias digitales, esto con el objetivo de favorecer en los estudiantes el
desarrollo de habilidades cognitivas asociadas a los procesos de comunicar, representar, elaborar,
comparar y ejercitar procedimientos, razonar y demostrar. Cabe aclarar que en su propuesta, el
proceso de formulacién, tratamiento y resolucion de problemas es asumido como el proceso
central, para el cual los demas son usados como vehiculo de apoyo para la resolucién los mismos,

que involucran el cambio, la aproximacion y la tendencia.

De las ideas referidas anteriormente, surgen algunos interrogantes:
- ¢Qué comportamientos en los estudiantes son propios en la comprension de la
derivada?
- ¢Qué actividades, acciones o habilidades, a nivel cognitivo, surgen en los
estudiantes para la comprension de la derivada como razén de cambio?

- ¢Qué criterios permiten caracterizar tales actividades, acciones o habilidades?

Si bien el presente estudio de investigacion no se centra en las tecnologias digitales, es
pertinente incluirlas, para asi darle continuidad a las ideas que han sido desarrolladas en el curso

de precalculo de la UIS. Asimismo, se plantea el disefio e implementacion de talleres para el curso
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de calculo I, con la intencion de determinar criterios que puedan ser usados en la comprension de

la derivada como razon de cambio en las aulas universitarias.

Este estudio esta orientado por la siguiente pregunta de investigacion:

- ¢Cuales son las habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos del
razonamiento covariacional, para la comprension de la derivada como razon de

cambio en estudiantes de calculo diferencial?

La cual se pretende responder, a partir el siguiente objetivo de investigacion:

- Caracterizar las habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos del
razonamiento covariacional, para la comprension de la derivada como razon de

cambio en estudiantes de calculo diferencial.

1.2. Antecedentes

Debido a que para la presente investigacion se ha elegido el razonamiento covariacional
desarrollado por Carlson et al. (2003a) para la conceptualizacion de la derivada, es importante
considerar las ideas que se plantean actualmente en torno a los elementos conceptuales que lo
sustentan.

En Thompson y Carlson (2017) se exponen y se analizan los conceptos de variacion,
covariacion y funcion como formas fundamentales de pensar matematicamente. Los autores
establecen una relacion entre las ideas de variacion y covariacion de la siguiente manera:

1. Seanaliza el razonamiento variacional y covariacional de los estudiantes de forma

independientemente.
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2. Se analiza sobre cémo los estudiantes coordinan las imagenes de los valores de las
magnitudes variables, enfocandose en su forma de razonar de manera variacional y
en las formas en que construyen los objetos multiplicativos de dichos valores.

Para entender estas ideas, los autores aclaran que la variacion de una cantidad proviene de
una persona que piensa, concreta o abstractamente, en una sola cantidad cuyo valor varia
(Thompson y Carlson, 2017). En el caso de la covariacion, segun la Teoria de Thompson, una
persona razona de forma covariacional cuando tiene en su mente una imagen sostenida de dos
cantidades que varian simultdneamente; lo anterior implica el acoplamiento de las dos cantidades,
de modo que se forma un objeto multiplicativo de los dos. Una persona forma un objeto
multiplicativo a partir de dos objetos, cuando une mentalmente sus atributos para crear un nuevo
objeto conceptual, que es, simultdneamente, uno y el otro (Thompson y Carlson, 2017).

Respecto a estas ideas, Johnson (2015) documenta, afios atrds, acerca de como un
estudiante cambia del razonamiento variacional al covariacional. En su estudio, resalta que un
estudiante puede estar involucrado en el razonamiento variacional cuando interpreta situaciones
que involucran dos cantidades que covarian. Por tanto, el autor recomienda que se deben disefiar
tareas que incorporen: representaciones dindmicas que puedan brindar oportunidades a los
estudiantes para imaginar dos cantidades que varian, incluir cantidades no temporales de los
mismos espacios de medida y propiciar la interaccién entre estudiantes que poseen razonamiento
variacional con los del covariacional, para ayudar a entender y darle sentido a las situaciones que
se proponen en la tarea.

Con respecto al aprendizaje del calculo, Thompson y Carlson (2017) mencionan que el

cuerpo de ideas que componen el calculo, incluidas las ecuaciones diferenciales, pueden
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enmarcarse en dos problemas primordiales que tienen como fundamento el razonamiento
covariacional:
1. Se sabe qué tan rapido esta cambiando una cantidad en cada momento para saber
cuanto esta cambiando en cada momento.
2. Se sabe cuénta cantidad hay en cada momento para saber qué tan rapido esta
cambiando en todo momento.

Estos problemas fundamentales estan vinculados con las ideas de razon de cambio, la
acumulacién y la relacion funcional, las cuales el razonamiento covariacional es fundamental para
todos ellos (Thompson y Carlson, 2017).

El marco de Carlson et al. (2003a) elabord la conjetura de que el razonamiento
covariacional puede desarrollarse en niveles determinados por acciones mentales que se vuelven
mas sofisticadas con respecto a la naturaleza de la coordinacion de los valores de dos magnitudes
variables. Su marco amplio el significado de covariacién para incluir la razon de cambio promedio
e instantanea de una cantidad respecto de otra, ya que los valores de las dos cantidades varian
simultdneamente en este proceso (Thompson y Carlson, 2017). El interés de Carlson et al. (2003a)
por incluir la razén de cambio en su marco de covariacién se debe al querer comprender como los
estudiantes la entienden en intervalos sucesivos del dominio de una funcion; de igual manera, los
autores se interesaron por describir como un estudiante puede justificar el cambio de la concavidad
de un gréafico y la construccion de una curva suave. Asi, estos autores describieron que los
estudiantes podian anticipar que para cualquier intervalo de cambio fijo se podrian considerar
refinamientos de la razon de cambio promedio de la funcion en intervalos cada vez mas pequefios.
Posteriormente, el estudio de Engelke (2007) corrobord y extendio este hallazgo a problemas

relacionados con las razones de cambio.
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Carlson y colaboradores han investigado sobre el desarrollo del razonamiento
covariacional. En sus estudios se encuentra el articulo “Integrating a Models and Modeling
Perspective With Existing Research and Practice” (Carlson, Larsen y Lesh, 2003b), en el que
integran la perspectiva de modelado para disefiar o modificar tareas con el fin de incorporar los
seis principios generadores de modelos de Lesh y su equipo de trabajo. Entre dichos principios se
encuentran el de la realidad, la construccion de un modelo, la autoevaluacion, la documentacion,
la construccion, la generalizacion de construcciones y, por ultimo, el de simplicidad. Como
seguimiento a este estudio, a lo largo de los Gltimos afios han desarrollado actividades generadoras
de modelos para promover en los estudiantes la comprension de los principales hilos conceptuales
del calculo inicial (Carlson et al., 2003b).

A partir del resultado de estos disefios, Carlson, Madison y West (2015) establecen
habilidades fundamentales de razonamiento y comprension para el aprendizaje del calculo a través
de la taxonomia CCR (por sus siglas en inglés, Calculus Concept Readiness, que significa
preparacion de los conceptos del calculo); entre las habilidades de comprensién se encuentran el
representar e interpretar los patrones de crecimiento y decrecimiento de las funciones, comprender
el uso de conceptos como cantidad, variable, razon de cambio promedio, composicion y
transformacion de funciones, funcidn inversa y las ideas centrales de la trigonometria. Entre las
habilidades de razonamiento se tiene el proporcional, el concepto de funcion y el razonamiento
covariacional. Para este ultimo, Thompson y Carlson (2017) proponen que las formas en que el
razonamiento covariacional se desarrolla en el pensamiento de los estudiantes son un problema
teorico principal que requiere mayor investigacion desde muchas perspectivas; por tal motivo, es

pertinente el desarrollo de la presente investigacion.
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Con respecto a las habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos en la
resolucion de problemas que involucran el cambio y la variacion, se han realizado estudios en la
UIS, en los que se analizan los comportamientos de los estudiantes durante la implementacion y
desarrollo de los talleres que hacen parte del curso de precélculo.

Hasta el momento se cuenta con investigaciones que han centrado su atencion en reportar
descriptores sobre el pensamiento variacional de los estudiantes de manera general. Cada trabajo
ha tenido su enfoque hacia uno de los procesos matematicos en el que, de forma directa o indirecta,
han permitido obtener informacidn sobre las habilidades cognitivas que pueden tener o activar los
estudiantes, cuando se enfrentan a situaciones problema en las que conoce, aplica e interactda con
los objetos matematicos propios del célculo. Entre los trabajos sobre el proceso de comunicacién
estan: los de Suérez y Rojas (2013) y Gomez (2018); sobre la elaboracién, comparacion y
ejercitacion de procedimientos estan: Barajas (2015) y Santamaria (2017); sobre el proceso de
representacion: Rueda (2016) y acerca de los procesos de argumentacion y demostracion: Lopez
(2017). Ya que estos trabajos hacen parte de la fundamentacion tedrica del presente estudio, sus
hallazgos seran expuestos en el siguiente capitulo.

Con los resultados presentados en dichas investigaciones y la implementacion del curso de
precalculo, se ha escrito el libro Estudio dinamico del cambio y la variacion por Fiallo y Parada
(2018). A traveés de los estudios locales y de las experiencias vividas por los profesores que han
impartido el curso, los autores narran y explican, no solo los elementos tedricos y metodoldgicos
del curso, sino también los aspectos a considerar para favorecer las habilidades cognitivas de los
estudiantes, convirtiéndose asi en un referente para la practica docente y futuras investigaciones.

En relacion con el objeto matematico en cuestion, hay algunos trabajos de investigacion

que realizan propuestas con o sin el apoyo de tecnologias digitales para la ensefianza y aprendizaje
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de la derivada como razon de cambio. Desde una perspectiva del pensamiento variacional se
encuentran los realizados por Garcia y Dolores (2011); Villa (2011); Cuevas (2014) y Vrancken y
Engler (2014), en los que indican que el proceso de aprendizaje depende de exhibir diferentes
representaciones de la derivada y de propiciar el trabajo activo en los estudiantes, con el fin de
fomentar la comprension de la derivada como razén de cambio. Con respecto a esto, entre sus
hallazgos, Harel, Selden y Selden (2006) dejan en evidencia como las distintas representaciones
de la derivada se aprenden de forma distinta. Por lo tanto, estos autores manifiestan la importancia
de comprender la derivada mediante observaciones entre las definiciones equivalentes y sus
diferentes representaciones (citado en Rojas, 2019).

Entre las investigaciones que utilizan elementos conceptuales de la covariacion se
encuentran las realizadas por Dolores y Salgado (2009); Villa-Ochoa (2012), Ramos (2014) y
Rueday Parada (2016) los cuales proponen realizar cuestionamientos a los estudiantes sobre: ¢qué
cambia?, ;cémo cambia?, ;jcuanto cambia?, ¢a qué razobn cambia? y ;,cOmMo se comporta
globalmente eso que cambia?, en las situaciones problema que involucra la derivada como razén
de cambio. Con los anteriores trabajos fue posible tener un acercamiento inicial sobre algunos

comportamientos que los estudiantes manifiestan al aprender la derivada como razén de cambio.
1.3. Delimitacion del problema

Esta investigacion pretende describir lo relacionado a las habilidades cognitivas asociadas a los
procesos matematicos del cambio y la variacion y explicitar elementos de andlisis sobre dichas
habilidades. Se parte de que la verbalizacion sobre lo que se piensa proporciona informacion, no
solo desde lo escrito, sino también a partir de la interaccion con otros. Como opcion metodologica
se trabaja la entrevista estructurada basada en tareas, realizada en un pequefio grupo de estudiantes

de primer nivel universitario.
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El trabajo basado en tareas para el pequefio grupo permite una mayor interaccion, lo cual
posibilita identificar las interpretaciones realizadas sobre los objetos matematicos involucrados en
las producciones que dan respuesta a la tarea. Ademas, con este tipo de trabajo se hace factible
reconocer algunas ideas que sustentan o no la activacion de las habilidades cognitivas y la relacion
entre estas.

Segun Goldin (2000), en el disefio de investigacion, basado en estas ideas, se hace
necesario distinguir lo que esta controlado parcial o totalmente de lo que no lo esta; por ejemplo,
se realiza un control sobre las tareas, sobre las preguntas y sugerencias de la entrevista, el lugar y
el tiempo destinado, pero no siempre es posible controlar la comprension de los estudiantes, los
cuales podrian tener efectos significativos en la indagacion. Por otra parte, este autor afirma que

se debe diferenciar lo que se observa de lo que se infiere.
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2. Fundamentacion teérica

El analisis de las producciones de los estudiantes reportado en esta investigacion se realiza desde
dos propuestas tedricas, con elementos conceptuales diferenciados entre si, pero con un aspecto en
comun que los articula: las operaciones mentales que una persona realiza ante tareas que
involucran el cambio entre magnitudes. Por una parte, la nocion de razonamiento covariacional de
Carlson et al. (2003a) permite realizar designaciones que posibilitan distinguir y describir el objeto
matematico de estudio. A su vez, la propuesta del Estudio dindmico del cambio y la variacion de
Fiallo y Parada (2018), es utilizada para describir y explicar las producciones de los estudiantes,
en la gque no solo se reconocen hechos cognitivos, sino también la relacion e interaccion entre ellos.
Para estos ultimos autores, el estudio de la variacion implica favorecer el desarrollo de los procesos
matematicos en lo que se exploren y se resuelvan situaciones de variacion.

En la primera seccidn, se realiza una presentacion sobre los conceptos a manera general de
la fundamentacion tedrica asumida para esta investigacion: el razonamiento covariacional y los
procesos matematicos en el estudio del cambio y la variacion. En las dos siguientes secciones de
este capitulo se presenta la descripcion de cada uno de los enfoques mencionados, en la que se

resaltan, los conceptos que fueron seleccionados para el desarrollo de la investigacion.
2.1. Perspectiva teorica general

El anélisis de las producciones de los estudiantes, las cuales seran llamadas expresiones externas
(escritas o verbales), es orientado por la identificacion de las operaciones mentales que las
producen. Particularmente, en aquellas operaciones mentales que una persona usa para la solucion

de una tarea que involucra la derivada como razén de cambio. Por ende, se necesita activar
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acciones mentales que permitan movilizar operaciones en la mente del estudiante, con el fin de
usar conceptos relacionados al cambio entre magnitudes. Si las acciones mentales se manifiestan
con operaciones mentales especificas, se propone que dara como resultado la activacion de
habilidades cognitivas, las cuales pueden desarrollarse con la préactica.

De acuerdo con lo anterior, se articulan conceptos tedricos que permitan inferir sobre el
pensamiento del estudiante, y por consiguiente caracterizar las habilidades cognitivas identificadas
en la comprensién de la derivada como razén de cambio. Para explicar este hecho, se han
seleccionado las acciones mentales del razonamiento covariacional (Carlson et al., 2003a) y las
habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos del cambio y la variacion (Fiallo y
Parada, 2018), los cuales direccionaran la comprension de la derivada en un punto como razon de
cambio instantanea.

La articulacion entre el razonamiento covariacional y las habilidades cognitivas es posible
por lo cognitivo de sus constructos tedricos y la relacion explicita con el pensamiento variacional.

La figura 2 muestra la conexion entre los constructos tedricos seleccionados:

Figura 2

Fundamentacion tedrica
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Si el estudiante realiza cuestionamientos para dar solucién a una situacion problema que

implique la variacion entre dos magnitudes, €l activa en su mente acciones mentales relacionadas
con la coordinacion de sus cantidades que varian (Carlson et al., 2003a). Dichas acciones al ser
organizadas de modo secuencial (niveles del razonamiento covariacional) con operaciones
mentales especificas, tales que, con la practica y la experiencia, es posible aceptar que da paso a
diversas habilidades cognitivas asociadas a procesos matematicos, las cuales pueden ser usadas en
situaciones problema donde la derivada hace parte de la solucion. Para entender las ideas
anteriores, en las siguientes secciones, de manera particular, se describen los conceptos que las

sustentan.

2.2. Razonamiento covariacional

“A partir de una posicion vertical contra una pared, desde su parte inferior, una escalera se
separa de la pared a una razon constante. Describa la velocidad de la parte superior de la
escalera a mediada que ésta se desliza hacia abajo sobre la pared. Justifique su afirmacion”

(Carlson et al., 2003, p. 145).
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El “problema de la escalera” es una situaciéon que implica la variacion entre dos
magnitudes, la distancia vertical y el tiempo. Es una situacion en la que se tiene que “imaginar” el
deslizamiento de la escalera y notar que, a medida que el tiempo transcurre, la distancia vertical
cambia. Para describir y justificar de manera aceptable el comportamiento de la velocidad
(representacion fisica de la derivada), inicialmente, hay que relacionar y cuantificar los cambios
de la distancia vertical con los cambios en el tiempo, a medida que se desliza la escalera a razon
constante. Posteriormente, se debe plantear y analizar las razones de cambio promedio entre los
incrementos (cantidad de cambio) de la distancia vertical y el tiempo, quienes dan cuenta de la
velocidad de la parte superior.

Para apreciar y distinguir estos cambios, se necesitan comportamientos consientes de la
coordinacion y la relacion que poseen las cantidades de las magnitudes que varian en la situacion;
es asi como se describe el razonamiento covariacional. En palabras de los autores se entiende como
razonamiento covariacional a “las actividades cognitivas implicadas en la coordinacion de dos
cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con respecto
a la otra” (Carlson et al., 20033, p. 124).

Con respecto a lo anterior, los autores proponen un marco conceptual de covariacion como
herramienta analitica con la cual evaluar el pensamiento covariacional de los estudiantes, a través

de un grupo de acciones mentales asignadas a cinco niveles.
2.2.1. Accion mental

Las acciones mentales que considera el marco conceptual de Carlson et al. (2003a) son descritas
y fundamentadas, principalmente, en la destreza de coordinar dos variables. Las acciones mentales
determinan la construccion de imagenes de covariacion. El constructo de este tipo de imagen esta

basado en la perspectiva de Thompson, en la que lo establece como “dinamico, que se origina en



COMPRENSION DE LA DERIVADA
33

acciones corporales y movimientos de la atencién, y como fuente y el vehiculo de operaciones
mentales” (citado en Carlson et al., 20034, p. 124). Por tanto, los autores resaltan que, a medida
que la imagen de covariacion se desarrolla en la persona, sustenta un razonamiento covariacional
mas sofisticado.

Carlson y sus colaboradores consideran estas acciones mentales como evolutivas, y
conjeturan y muestran en sus estudios que es posible desarrollarlas (Carlson et al., 2003a). Debido
a este hecho, estructuran niveles de razonamiento covariacional y las acciones mentales que
sustentan cada uno de estos. Estas Gltimas, han sido seleccionadas para ser identificadas en el
analisis de las expresiones externas de los estudiantes en el desarrollo de la presente investigacion.
Cabe aclarar, que dar evidencias del desarrollo de estos niveles no es un objetivo principal de esta
investigacion, pero se admite que hay una contribucion de caracter experimental que sustenta el
desarrollo de estos.

Para exponer los niveles del razonamiento covariacional y describir, principalmente, las
acciones mentales que sustentan cada uno de los niveles, se retoma el “problema de la escalera”.
A través de las representaciones gréfica, verbal, simbdlica, numérica y fisica de la derivada en un
punto (Roundy, Dray, Manogue, Wagner y Weber, 2015) se presentan las ideas que caracterizan

a las acciones mentales en la solucién de tal situacion.
2.2.2. Niveles del razonamiento covariacional

Nivel de coordinacion (N1): segun los autores, un estudiante estard en N1 al elegir los ejes para
las variables (Figura 3), al escucharlo expresar de manera consciente que: a medida que el tiempo
cambia la distancia vertical cambia; o que dado un valor en el tiempo t, se tiene un valor en la
distancia vertical y,; es decir, y = d(t), en la que d es la relacion de interdependencia (Fiallo y

Parada, 2018). Con lo anterior, el estudiante coordina el tiempo con los cambios en la distancia
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vertical. En términos de los autores, N1 se sustenta por la accion mental 1 (AM1), descrita como
la “Coordinacién del valor de una variable con los cambios en la otra” (Carlson et al., 20033,

p.128).

Figura 3

Nivel de coordinacién

(20, Yo)
Yo °

d(t)

to t

Nivel de direccion (N2): para estar en el N2, el estudiante no solo debe manifestar AML1,
sino también construir o sefialar con una linea recta decreciente la direccion del cambio (Figura
4), verbalizar que, a medida que el tiempo transcurre, la distancia vertical disminuye, 0 visto
simbdlicamente como: para un valor en el tiempo t,, y un incremento cualquiera en el tiempo At
y el incremento en la distancia vertical definido por Ay,, = d(t,, + At) — d(t,,) paratodo n € N,
se tiene que Ay, < 0 entonces, la distancia vertical disminuye. Por tanto, el estudiante coordina la

direccion del cambio de la distancia vertical a medida que el tiempo transcurre. N2 se sustenta por
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AM1 vy la accion mental 2 (AM2) referida como la “Coordinacion de la direccion del cambio de

una variable con los cambios en la otra variable” (Carlson et al., 2003a, p. 128).

Figura 4

Nivel de direccion

(to, yo)
Yo °

d(t)

to t

Nivel de coordinacion cuantitativa (N3): el estudiante se sitta en el N3 si localiza puntos
en la gréfica o si coloca marcas de la distancia vertical, para mostrar que el valor de los incrementos
en la distancia vertical son cada vez mas pequefios (0 cada vez mas grandes con signo negativo)
al tocar el suelo (Figura 5), al escucharlos expresar su consciencia sobre como cambia la distancia
vertical mientras considera incrementos de igual cantidad en el tiempo o simbdlicamente como:

para Ay, Y Ay,.1, Se tiene que Ay, > Ay, entonces, la cantidad del cambio en la distancia
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vertical decrece; con esto, el estudiante coordina la cantidad del cambio en la distancia vertical
con la cantidad del cambio constante en el tiempo. N3 se sustenta por AM1, AM2 y la accion
mental 3 (AM3), definida como la “Coordinacién de la cantidad de cambio de una variable con

los cambios en la otra variable” (Carlson et al., 20034, p. 128).

Figura 5
Nivel de coordinacién cuantitativa

y

(20, Yo)
Yo °

d(t)

to t

Nivel de razén promedio (N4): para el N4, el estudiante puede construir segmentos de recta,
uno tras de otro en la gréfica (Figura 6), para la cual indica el valor de la pendiente de la recta
secante correspondiente a la velocidad promedio, razon de cambio promedio de la distancia
vertical respecto al tiempo, con la que decrece la distancia vertical, al expresar verbalmente su

consciencia sobre que la velocidad promedio disminuye cada vez mas; o simbdlicamente como:
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A A . A A . . . .
para las razones %y%, se tiene que % > % entonces la velocidad promedio de la distancia

vertical decrece. Con lo anterior, el estudiante coordina la razon de cambio promedio de la
distancia vertical respecto al tiempo. Segun los autores, N4 se sustenta por AM1, AM2, AM3 y
por la accion mental 4 (AM4), definida como la “Coordinacion de la razon de cambio promedio
de la funcién con los incrementos uniformes del cambio en la variable de entrada” (Carlson et al.,

20034, p. 128).

Figura 6

Nivel de razén promedio

~ (to, o)

Yo S _
8 l I“ﬂS—\.’p

d(t)

to t

Nivel de razdn instantanea (N5): en el N5, el estudiante debe manifestar consciencia sobre
la construccion de rectas tangentes (Figura 7), en la que sus pendientes representan la velocidad
instantanea con la que decrece la distancia vertical. En otras palabras, se refiere a que existe una
recta tangente a un punto (t,, d(t,)) tal que el valor de la pendiente representa la velocidad en el

instante t,. Ademas, el estudiante podria verbalizar la naturaleza cambiante de la velocidad en la
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distancia vertical, mientras imagina el cambio continuo en el tiempo o simbdlicamente como: para

todo t, en el dominioy y, = d(t,) existe la razon de cambio instantanea definida por

. A . to+AL)—f(t
At—0 At At—0 At

la cual representa tanto la pendiente de la recta tangente como la velocidad para cada
instante de tiempo. Con respecto a lo anterior, se hace énfasis en que el estudiante se encuentra en
el N5 solo si demuestra que la razén de cambio instantanea resulta de considerar intervalos de
tiempo cada vez mas pequefios (At — 0) cercanos a t,. Asimismo, la imagen de N5 debe sustentar
comportamientos del porqué un punto de inflexion indica el punto exacto donde cambia la razén
de cambio instantanea creciente a ser decreciente o lo contrario, de ser el caso. En sintesis, el N5
incluye las anteriores acciones mentales y la accién mental 5 (AMS5), definida como la
“Coordinacion de la razén de cambio instantanea de la funcion con los cambios continuos en la

variable independiente para todo el dominio de la funcién” (Carlson et al., 2003a, p. 128).

Figura 7

Nivel de razén instantanea

(to, yo)
Yo

d(t)

to t
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2.3. Procesos matematicos en el estudio dinamico del cambio y la variaciéon

Inicialmente, en esta seccion se presentan, de manera general, los elementos basicos de la
propuesta del Estudio dindmico del cambio y la variacién (Fiallo y Parada, 2018). Posteriormente,
se expone lo que se entendera como habilidad cognitiva, junto con la presentacion de las diversas
habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos, las cuales que son consideradas en
la presente investigacion.

En Parada et al. (2016) y Fiallo y Parada (2018) se exponen las reflexiones teoricas y
metodoldgicas que se han incorporado al disefio de un curso laboratorio de precélculo. Los autores
asumen el proceso de formulacién, tratamiento y resolucion de problemas como el proceso central,
para el cual los demés, como son los de comunicacién, formulacion, comparacion y ejercitacion
de procedimientos, representacion, y razonamiento y demostracion sirven como soporte para
afrontar situaciones problema que involucran la funcion, el limite o la derivada; agrupados desde
las ideas del cambio, la aproximacién y la tendencia como nucleos conceptuales.

Para lo anterior, los estudiantes recurren a ciertas habilidades cognitivas asociadas a cada
uno de estos procesos. Cabe aclarar que tales procesos no deben interpretarse de manera

independiente, sino que todos los procesos son dependientes y complementarios entre si.
2.3.1. Habilidad cognitiva

Como resultado de la implementacién del curso de precélculo han surgido investigaciones que
estudian los diferentes procesos matematicos con respecto al cambio y la variacion, las cuales
sustentan las ideas acerca de las habilidades cognitivas. Basados en estos estudios se asume lo

descrito por Rueda (2016) como habilidad cognitiva:
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Consiste en las operaciones mentales que resultan de la coordinacion de acciones
tendientes a la consecucion de un objetivo ligado a una rama del conocimiento
institucionalizado. De la misma forma, consideramos habilidad cognitiva las acciones que
un individuo puede desarrollar para interactuar con un objeto que él mismo puede

identificar como objeto de estudio. (p. 57).

Segun lo descrito en el parrafo anterior, las acciones que permiten conseguir ese objetivo
ligado a una rama del conocimiento institucionalizado, la derivada, son las acciones mentales del
razonamiento covariacional descritas con anterioridad. Ademas, como menciona anteriormente, al
activar tales acciones el estudiante hara uso de operaciones mentales que posteriormente seran
interpretadas como las habilidades cognitivas en la comprension de la derivada como razén de
cambio.

A partir del resultado de investigaciones, se exponen habilidades, las cuales han sido
estimuladas a partir de la solucion de situaciones problema que involucran aspectos variacionales

durante la implementacion y desarrollo del curso de precélculo.
2.3.2 Proceso de comunicacion

En Principios y Estandares para la Educacion Matematica, se explica que, a través de la
comunicacion, las ideas llegan a ser objeto de reflexion, perfeccionamiento, discusion y
rectificacion. Lo anterior es posible si los estudiantes comparten lo que piensan y escuchan a los
demas; de este modo, se consigue dar un significado y permanencia a las ideas matematicas, y a
su vez generar comprension y desarrollo del lenguaje para expresarlas (NCTM, 2003). Ademas,
plantea que los estudiantes comunican matematicas cuando trabajan en grupos cooperativos,

cuando explican un algoritmo para resolver ecuaciones, cuando construyen y explican una
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representacion grafica de un fendmeno del mundo real o cuando proponen conjeturas sobre una
figura geométrica (citado en MEN, 1998).

Por consiguiente, se debe tener en cuenta que “Especificamente en un curso de Célculo
Diferencial, un estudiante necesitara comunicar ideas relacionadas con el cambio, la variacion, la
interdependencia, la aproximacion y la tendencia para tratar los conceptos de funcion, limites y
derivadas” (Parada et al., 2016, p. 1037).

Ahora bien, a partir de los trabajos de Suarez y Rojas (2013) y Gomez (2018) se
seleccionan las habilidades de interpretar, explicar y justificar para este proceso, las cuales se
describen a continuacion:

Interpretar: se conoce como interpretar a la capacidad de identificar los datos, las
incognitas, las condiciones del problema o encontrar datos no explicitos en el enunciado. Por otra
parte, influye cuando el estudiante hace uso de estos elementos que le permiten llegar a la solucion
del problema. Al mismo tiempo, se presenta como la competencia para comprender y dar sentido
a la estructura de un problema (expresado en lenguaje verbal o matematico); asi como la de
entender o leer demostraciones, definiciones, graficos, mapas o esquemas matematicos en los que
se plantean argumentos y/o procesos de un objeto matematico de estudio. Es pertinente destacar
que la interpretacion es una habilidad esencial a cualquiera de los procesos matematicas.

Explicar: implica describir de forma ordenada las ideas asociadas a un objeto de
conocimiento con palabras claras o ejemplos, en las que se expresen el porqué de un proceso, con
la finalidad de hacer inteligible a otro ese objeto matematico.

Justificar: es el proceso que desarrolla un estudiante para sustentar una idea a traves de
argumentos en los que se establecen relaciones y se examinan su aceptabilidad; del mismo modo

explica el porque de un proceso, acepta o refuta una conclusion por medio de razones relevantes
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como la aplicacion de una proposicion, la realizacion de un procedimiento y la utilizaciéon de un
contraejemplo.

Con base en las explicaciones anteriores, es posible identificar en las descripciones las
operaciones mentales involucradas en dichas habilidades, por consiguiente, se presentan de manera

condensada en la siguiente tabla para favorecer el analisis del proceso de comunicacion:

Tabla 1

Habilidades cognitivas asociadas al proceso de comunicacion

Proceso - - .
fe Habilidad cognitiva Operaciones mentales
matematicos
Interpretar Identificar y explicitar informacion.
. Describir una idea relacionada a un objeto
Explicar -
L matematico.
Comunicacion
Exponer argumentos aceptables para
Justificar sustentar una idea relacionada a un objeto
matematico.

2.3.3. Proceso de elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos

En el Estudio dindmico del cambio y la variaciéon se hace referencia a este proceso como la
creacion y uso de procedimientos a modo de “actuaciones, destrezas, estrategias, métodos,
técnicas, usos y aplicaciones diversas que un estudiante realiza para resolver problemas de manera
cada mas habil e independiente” (Fiallo y Parada, 2018, p. 42).

Asimismo, de los trabajos de Barajas (2015) y Santamaria (2017) se plantean las
habilidades ligadas a los procedimientos aritméticos, métricos, geométricos y analiticos, los cuales
se describen en los apartados:

Procedimientos aritméticos: son los encargados de relacionar el dominio del nimero y la
estructura del sistema de numeracion decimal, esto a partir de la realizacidn de operaciones basicas,

especialmente con nimeros racionales y el uso de sus propiedades y de las relaciones entre ellas.
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Procedimientos métricos: conlleva a generar, seleccionar, estimar y usar las unidades de
medida para cada magnitud, en la que se calculen y se utilicen diferentes procesos e instrumentos
en la toma de medidas de las magnitudes mas usuales como longitud, tiempo, velocidad,
aceleracion, amplitud, capacidad, peso o superficie.

Procedimientos geométricos: comprende el uso de atributos y propiedades en las figuras y
objetos geométricos, esto mediante el dibujo y la construccidn de representaciones en las mismas
y su ubicacion en el plano o espacio; del mismo modo, se tienen en cuenta las nociones de
horizontalidad, verticalidad, paralelismo, perpendicularidad y la clasificacion de angulos y
poligonos. También cabe resaltar la importancia de relacionar estas propiedades geométricas con
expresiones numeéricas y algebraicas.

Procedimientos analiticos: tiene que ver con el reconocimiento de regularidades y
patrones, la identificacion de magnitudes variables y el uso y modificacion de expresiones
algebraicas de una forma a otra. Lo anterior se evidencia cuando los estudiantes pueden describir
y modelar fendbmenos de cambio y dependencia en contextos aritméticos y geométricos a través
de las funciones, graficas y tablas.

En este orden de ideas, es posible identificar las operaciones mentales involucradas en
dichos procedimientos, como resultado, se presentan de manera condensada en la siguiente tabla
para sintetizar el analisis del proceso de elaboracion, comparacion y ejercitacion de

procedimientos:

Tabla 2

Habilidades cognitivas asociadas al proceso de elaboracién, comparacion y ejercitacion de procedimientos

Proceso Habilidad
matematicos cognitiva
Procedimientos  Dominar los nimeros (uso de operaciones

aritméticos bésicas).

Operaciones mentales
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Procedimientos
métricos
Procedimientos
geomeétricos
Procedimientos
analiticos

Elaborar, comparar
y ejercitar
procedimientos
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Generar, estimar, seleccionar
unidades de medida.
Relacionar atributos y propiedades de las
figuras y objetos geométricos.
Relacionar 'y modificar expresiones

algebraicas empleando sus propiedades.

y usar

2.3.4. Proceso de representacion

Al retomar ideas anteriores, a partir del proyecto Estudio dinamico del cambio y la variacion se

evidencia la importancia de este proceso. Debido a que los objetos matemaéticos tienen una

naturaleza semidtica, es decir un propio sistema de signos y, por lo tanto, solo es posible tener un

acercamiento con ellos mediante alguna de sus representaciones (citado por Moreno, 2018).

Las habilidades cognitivas resaltan a partir de los sistemas de representacion, tales como:

aritméticos, geométricos, algebraicos, métricos, graficos, analiticos, gestuales, etc. En ese orden

de ideas y para efectos del disefio de tareas y analisis de la presente, se delimita el contenido de la

investigacion al utilizar las siguientes las representaciones de la derivada:

Tabla 3

Representaciones de la derivada

Gréfico Simbélico Numeérico Fisico
Y2—WM1
fGx + Ax) — £(x) oA
m
Ax=0 Ax Con x, — x, cada vez
, mas pequefio
|
Pendiente de la recta Limite del cociente Razén de cambio La velocidad

tangente en un punto incremental

instantanea

Cada una de las representaciones mostradas en la tabla 1 compara los “contextos” dentro

los cuales se puede pensar en la derivada (Roundy et al., 2015). Cabe aclarar, que para la
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representacion verbal de la derivada, esta estara subyacente al verbalizar tanto la razon de cambio
como la velocidad. Para estas ultimas, se debe tener en cuenta que la representacion numeérica de

la derivada esta estrechamente ligada, pero a la vez es distinta de la representacion fisica. Esta

representacion inicia a través de una razén de cambio 22222 donde se entiende que los valores en

X2—X1
esta expresion son valores numéricos (Roundy et al., 2015). Para lo anterior, se hace uso de la
tabulacién, con el fin de mostrar los valores numéricos que pude tomar dicha razon. La
representacion fisica de la derivada es considerada como el proceso de medirla. Claramente, el
concepto no requiere realizar una medicién, solo imaginarla. Obtener una medicion numérica
requiere del uso de su representacion, y describir la medicion puede involucrar una representacion
verbal o grafica (Roundy et al., 2015). La representacion fisica de la derivada suele percibirse
directamente como aquella a la que los cientificos suelen darles nombres como: compresibilidad,
conductividad térmica y, para el caso de este trabajo, la velocidad, entendida como la relacion
entre el espacio o la distancia que recorre un objeto y el tiempo que invierte para ello.

Las habilidades consideras para el proceso de representacion segun Rueda (2016) son:

Reconocer: se entiende como reconocimiento a las acciones en que el individuo puede
determinar, por asociacion o por recuperacion del contexto codificado, cual o cudles
representaciones se asocian a un objeto matematico previamente presentado. Son las acciones en
las que el individuo manifiesta ya sea de manera verbal, escrita o gestual que puede asociar los
comportamientos, situaciones presentadas, graficos o tablas en una situacion de variacion o cambio
con los objetos matematicos que son propios de este tipo de situaciones.

Interpretar: al interpretar una representacién de un objeto matematico, el estudiante extrae

de esta y en cualquiera de los registros de representacién, alguna informacion que le permita
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inferir, tomar decisiones, comunicar o argumentar para dar solucion a una determinada actividad
relacionada con situaciones de cambio y variacion.

Construir: se refiere al acto de generar algo nuevo, es decir, la construccién de una tabla,
determinar una expresion algebraica, realizar una grafica, verbalizar y utilizar el movimiento del
cuerpo, todo esto a partir de los datos.

Transformar: comprende las acciones que un individuo realiza sobre una representacion
inicialmente dada para obtener una nueva, ya sea: de tratamiento (en el mismo registro) o de
conversion (entre registros diferentes), en las que estas representaciones conserven una parte o
todo el contenido de la representacion inicial.

Coordinar: se genera una coordinacion cuando el individuo, es capaz de determinar y
diferenciar de forma consciente el tipo de informacion que cada representacion de un objeto
matematico le brinda, cual o cudles de estos registros son mas Utiles al momento de dar solucion a
una situacion problema

Sobre la base de las descripciones anteriores, es posible identificar las operaciones
mentales implicadas en dichas habilidades, por ende, se presentan de manera concisa en la

siguiente tabla:

Tabla 4

Habilidades cognitivas asociadas al proceso de representacion

Proceso Habilidad .
. L Operaciones mentales
matematicos cognitiva
Asociar dos 0 mas representaciones de un
Reconocer : I
objeto matematico.
Extraer informacion de una representacion
Interpretar . .
de un objeto matemaético.
. . Generar una representacion de un objeto
Representacion Construir "
matematico.
Realizar transformaciones de conversion y
Transformar - .
tratamiento entre representaciones.
. Diferenciar entre un objeto matematico y
Coordinar

cualquiera de sus representaciones.
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2.3.5. Proceso de razonamiento y demostracion

Toda actividad matematica implica investigar conjeturas, segun los Principios y Estandares para
la Educacion Matematica, es conveniente que los estudiantes puedan contestar preguntas como:
¢por qué funciona esto?, ¢funciona siempre?, ;algunas veces?, ¢nunca?, ;por qué? y este es el
principal camino para el descubrimiento (2000).

Lopez (2017) en su proyecto analiza la manera en la que los estudiantes de un curso de
precalculo argumentan y demuestran para solucionar situaciones problema que implican cambio y
variacion. Pedemonte menciona que la diferencia entre la argumentacién y la demostracion radica
en que la primera se refiere a todo el proceso que esta relacionado con el planteamiento de la
conjetura, y la segunda al proceso que la valida (citado en Lépez, 2017). Ademas, cuando el
estudiante resuelve problemas de demostracion, argumenta para convencer (a él mismo o a los
demas) de la veracidad de la conjetura que ha planteado, lo que queda es construir la demostracion
que le permita validar esa conjetura.

A partir de las ideas anteriores y lo expuesto por Parada et al. (2016), con relacién a las
habilidades cognitivas de argumentar y demostrar, se tiene en cuenta que:

Argumentar: para realizar una argumentacion el estudiante, debe evaluar, convencer (a él
mismo o a los demas) o defender una afirmacion matematica o los resultados obtenidos, por medio
de razones relevantes; asimismo, va acompafiada del uso adecuado del lenguaje y del discurso
matematico.

Demostrar: se manifiesta que cuando a los estudiantes se les exige explicar, verificar,
justificar o validar sus conclusiones a partir de reglas y procedimientos teoricos se promueve la

habilidad de demostracion.
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Como producto de la interpretacion de las ideas previas, es posible identificar las
operaciones mentales involucradas en dichas habilidades, como resultado, se presentan de manera

condensada en la siguiente tabla:

Tabla 5

Habilidades cognitivas asociadas al proceso de razonamiento y demostracién

Proceso Habilidad .
e - Operaciones mentales
matematicos cognitiva
Evaluar la veracidad de una afirmacién
. Argumentar "
Razonamiento y matematica.
demostracion Validar con reglas y procedimientos
Demostrar tebricos

3. Disefio de la investigacion

En la metodologia de investigacion descrita por Goetz y Leocompte (1988), mencionan como la
fiabilidad del proceso investigativo mejora mediante la obtencién de la mayor cantidad de
informacion de la situacion en que se desarrolla la experiencia, tanto en la seleccion de la poblacion
como los métodos de recoleccion de datos y el analisis de los mismos; asimismo, posibilita la
revision del estudio para otros investigadores (citado en Rojas, 2012). Se maneja una investigacion
con enfoque cualitativo, de tipo descriptivo e interpretativo, disefiada para realizar analisis en un
contexto real del fendmeno, descrito y relacionado con las habilidades cognitivas que una persona

activa para comprender la derivada como razon de cambio. Del mismo modo, es posible mejorar
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su validez mediante la comparacion de datos de forma permanente y una descripcion detallada del
analisis realizado.

Es pertinente resaltar, que la verbalizacion de los métodos de pensamiento proporciona
informacion relevante, no solo cuando se habla de materiales escritos, sino también de la
interaccion. En los primeros se puede contar con tareas, actividades o cuestionarios y en el
siguiente pueden ser los generados por grupos pequefios por medio de entrevistas. Como

metodologia, se trabaja la entrevista estructurada basada en tareas (Goldin, 2000):

Las entrevistas estructuradas basadas en tareas para el estudio del comportamiento
matematico implican minimamente un sujeto (solucionador de problemas) y un
investigador (el clinico), interactuando en relacion con una o mas tareas (preguntas,
problemas o actividades) introducidas para el sujeto por el investigador de una manera
planificada de antemano. El ultimo componente justifica el término basado en tareas. Asi
que las interacciones de los sujetos no son s6lo con los entrevistadores, sino con el entorno
de la tarea. La entrevista en grupo con dos 0 mas sujetos cae también en el ambito de esta
discusion, lo que lleva a la necesidad de ampliar nuestras interpretaciones de algunas de las

ideas (Goldin, 2000, p. 519).

En lo que respecta a la entrevista grupal, esta crea un ambiente “artificial” para cada uno
de los entrevistados, donde el entrevistador debe atender de manera permanente a cada uno de
ellos de forma individual; estas personas pueden interactuar entre si, coincidir u oponerse debido
a las afirmaciones y argumentos que planteen sus pares. Por otra parte, los entrevistados tienen la
posibilidad de recolectar y analizar informacion adicional, no solamente de sus propios argumentos

planteados, sino también de los datos acerca de tareas, actividades o cuestionarios propuestos.
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Siguiendo el orden de ideas planteado por Goldin (2000) del parrafo anterior, es necesario
considerar ciertas precauciones, como posibles contingencias que pueden darse durante el
desarrollo, de la entrevista como preguntas retrospectivas. También se anticipa que, en algun
momento, se hace necesario ajustar o modificar la entrevista debido a que puede surgir una
situacion que sea considerada importante para la investigacion. Segun este autor, la entrevista

basada en tareas es diferenciada porque:

(...) hace posible poner el foco de interés de la investigacion mas directamente en los
procesos del sujeto al enfrentar la tarea matematica, mas que sélo en los patrones de las
respuestas correctas o incorrectas que ellos producen, por lo tanto, hay la posibilidad de
ahondar en una variedad de topicos importantes con mas profundidad de la que es posible

por otros medios experimentales (Goldin, 2000, p. 520).

Ahora bien, durante este capitulo se describe toda la informacion sobre el contexto en el
cual se desarrolla toda la investigacion, a partir de la caracterizacion a priori de las habilidades
cognitivas, los criterios de seleccion de la poblacion y disefio de instrumentos, como también los

métodos de recoleccion y analisis de los datos.
3.1. Aspectos generales

Desde una perspectiva mas general, resulta importante tener en cuenta que Zill y Wright (2011)
proponen situaciones problema para el curso de calculo, tanto para explicar como para practicar la
derivada. En ellas se encuentran las que son explicitamente de transformacion, principalmente, las
transformaciones a modo de tratamiento en la representacion simbolica de los objetos
matematicos, como aplicar reglas de derivacion; y las transformaciones a modo de conversion,

entre las representaciones numéricas, graficas y simbdlicas. Por otro lado, estan las situaciones
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que utilizan contextos propios de la geometria, como el problema de la recta tangente y las
situaciones relacionadas con los fendmenos de la fisica, donde implican la comparacion de
magnitudes variables, como la velocidad o la aceleracion encontradas en el movimiento de
particulas o el llenado y vaciado de recipientes.

La ensefianza del calculo diferencial en la UIS se determinada por los contenidos del libro
Calculo de una variable trascendente tempranas (Zill y Wright, 2011). La derivada se presenta en
el mismo, como el limite del cociente diferencial en la que se destacan tres aspectos:

1. Lorelacionado con la pendiente de la recta tangente en un punto, la razén de cambio
y velocidad instantanea para un valor en el dominio de la funcion que describe un
movimiento.

2. Las condiciones de existencia de la derivada en un punto, siendo esta un limite,
depende de la tendencia y las aproximaciones, tanto por “izquierda” (menores),
como por “derecha” (mayores) al punto.

3. Lageneralidad de encontrar cualquier derivada en un punto.

A partir de lo anterior, se ha elegido el lanzamiento vertical, esta nocidn aparece en el
campo de la fisica, a manera de ser un movimiento rectilineo uniforme acelerado, en el que se
lanza un cuerpo u objeto verticalmente con cierta velocidad inicial desde cierta altura y no
encuentra resistencia alguna en su camino. Podemos distinguir dos casos, segun el sistema de
referencia considerado, hacia arriba o hacia abajo. Se ha elegido el lanzamiento vertical hacia
arriba en la que la velocidad inicial es mayor que cero y existe una aceleracion que en este caso es
la gravedad. A medida que asciende, su velocidad va descendiendo hasta llegar a 0 (altura
méaxima). Desde ese momento, su velocidad es negativa y comienza a descender. Su seleccion es

debido a que permite identificar las diferentes acciones mentales, desde la identificacion de las
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magnitudes variables, pasando por la direccion y cuantificacion del cambio (decreciente) hasta la
posibilidad de determinar la velocidad instantanea del objeto; ademas, este fendmeno es familiar

para los estudiantes debido al conocimiento de este durante su etapa escolar.
3.2. Aspectos metodoldgicos especificos
3.2.1. Caracterizacion a priori de las habilidades cognitivas

Las habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos del cambio y la variacion,
descritas en el capitulo anterior, fueron adaptadas a los comportamientos y operaciones mentales
que podrian realizar los estudiantes al estimular las diferentes acciones mentales pertenecientes a
los niveles del razonamiento covariacional. Para su asignacion y elaboracion, se han tenido en
cuenta los antecedentes de diversas investigaciones (reportadas en el capitulo de antecedentes,
capitulo 1) que estudian la compresién de la derivada.

A continuacion, se presentan en la siguiente tabla, diferentes habilidades cognitivas

asignadas a las acciones mentales del razonamiento covariacional:

Tabla 6

Habilidades cognitivas a priori para la comprension de la derivada como razén de cambio

Elaborar, comparary Razonar y
- L Representar un
ejercitar procedimientos valor de la demostrar sobre
para analizar un valor . un valor de la
. derivada :
de la derivada derivada

Habilidades cognitivas

Acciones Comunicar
mentales del sobre un valor
razonamiento  de la derivada
covariacional

AM1 Interpretar
AM2 Explicar
AM3 P Reconocer P. Aritméticos
Interpretar P. Métricos
AM4 - Construir P. Geométricos Argumentar
Justificar
Transformar

AM5 Coordinar P. Analiticos Demostrar
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En la tabla anterior, se observan las diferentes acciones mentales del razonamiento
covariacional (primera columna), son estos los que direccionan la solucién del problema. En las
demas columnas, se asignan las habilidades cognitivas asociadas a los procesos, agrupados en:
comunicar, razonar y demostrar un valor de la derivada, en representar un valor de la derivada y
en elaborar, comparar y ejercitar procedimientos para analizar un valor de la derivada.

En este orden de ideas, se caracterizan a priori (dadas las descripciones en el capitulo
anterior agrupadas para los procesos) las siguientes habilidades para el razonamiento
covariacional.

Procesos de comunicacion, razonamiento y demostracion: para poder llegar a demostrar
que la velocidad instantanea es el limite de la razon de cambio de las magnitudes variables, se
necesita que el estudiante identifique y explicite las magnitudes variables del problema (AM1),
que describa tanto la direccion del cambio en las magnitudes variables (AM2) como la relacién de
la cantidad de sus incrementos (AM3), ya sea directa o inversa; esto le permite inferir sobre el
valor de la velocidad que posee el objeto en determinado contexto. Y, finalmente, debe poder
justificar y argumentar por qué el planteamiento de la razon, entre los incrementos, da cuenta de
la velocidad promedio (AM4), y el limite de la misma: la velocidad instantanea (AMS5).

Proceso de elaboracion, ejercitacion y comparacion de procedimientos: debido al enfoque
sobre el objeto matematico de estudio, las habilidades asociadas a los procedimientos determinan
el valor de la velocidad instantanea. Por tanto, se presupone que no se activan las acciones mentales
AM1, AM2, AM3; sino que, a partir de la AM4 se presentan los procedimientos para establecer la
razon de cambio, ya sea la razon numérica de la diferencia de los valores de las magnitudes
variables o la pendiente de la recta secante. Posteriormente, se analizan las razones de cambio

promedio a través de la reduccion del incremento en la magnitud variable independiente, y asi
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poder realizar el limite, en donde mediante procedimientos analiticos, como el tratamiento de
expresiones algebraicas, es posible hallar la tendencia a un valor de la velocidad

Proceso de representacion: para este proceso no se hace explicita habilidad alguna en las
primeras acciones mentales, debido a que el objeto matematico de estudio, la derivada y sus
representaciones se hacen “tangibles” cuando se construye la comparacion de los incrementos de
las variables involucradas, a traves de una razon, la cual alude a la cuantificacion de los cambios
(incrementos) en las magnitudes variables (AM3), se direcciona hacia la representacion numérica
como razén (AM4) y puente para interpretar, construir, transformar y coordinar las diferentes

representaciones de un valor de la derivada (AM5).
3.2.2. Pablacion

La seleccion de los casos de estudio se establece de manera intencional. Para esto se realizaron
tutorias durante el curso de calculo | de primer nivel universitario, en donde el profesor-
investigador también cumple el papel de tutor. Durante una tutoria se realiza la resolucion de
ejercicios y problemas propuestos en el libro guia, semana a semana, a partir de los temas del curso
que corresponden.

En la seleccidn se consideraron criterios preestablecidos orientados a elegir estudiantes que
presenten comportamientos heterogéneos al momento de darle solucién a situaciones relacionadas
con los temas de funciones y limites. Se seleccionaron tres casos de estudio con caracteristicas
diferentes. Uno de los estudiantes, el cual llamaremos Alvaro, hace uso frecuente de
procedimientos analiticos en los cuales siempre se preocupa por encontrar expresiones algebraicas
(simbolicas) para solucionar las situaciones. Otro estudiante, Sofia, aborda de manera préctica las
situaciones, por ejemplo, la toma y uso de tablas de valores. Finalmente, Maria, quien presenta

comportamientos tanto analiticos como préacticos.
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3.2.3. Disefio de instrumentos

Para el disefio de los instrumentos se considera tanto elementos tedricos como
metodoldgicos del curso de precalculo, al igual que la inclusion de las ideas relacionadas a las
acciones mentales del razonamiento covariacional para el planteamiento de los items. En total se
disefiaron cuatro tareas, vistas como actividades (ver Anexo 1 al Anexo 4):

Tabla 7

Estructura del disefio de instrumentos

Actividad 1 Actividad 2 Actividad 3 Actividad 4
Parte/Tarea  Sobre la introduccion a  Sobre el qué, comoy  Sobre las razones Sobre la razén de
la velocidad cuanto varian de cambio cambio instantanea
. e AM1
1. Tr Presentacion si ion
ndvc o problema AM2 AM4 AMS
AM3
. Socializacién de resultados
2. Trabajo .
Preguntas de las entrevistas
grupal

Conclusiones

Para la actividad 1, se presenta una tarea sobre la introduccion a la velocidad, en la se
tienen en cuenta los siguientes aspectos para cada apartado:

Trabajo individual: en la primera parte se explicita el problema central del todo el taller.
Su estructura se divide en dos fases: la fase 1 relacionada con la fase de Informacién y exploracion
libre expuesta en Fiallo y Parada (2018); se plantea el problema que involucra la derivada en un
punto como solucion, para que los estudiantes intenten resolverlo de manera individual, con apoyo
de un archivo en GeoGebra. “En esta fase se espera que los estudiantes perciban la necesidad de
utilizar nuevos conceptos” (Fiallo y Parada, 2018, p. 60) y aclaren conceptos vistos en las secciones
anteriores del curso de célculo diferencial. Ademas, se supone que el profesor-investigador
identifica indirectamente las principales dificultades conceptuales, errores generales de los
estudiantes, en torno, principalmente, a los conceptos de funcion y limite, junto con las ideas que

tienen de cambio, variacién y velocidad.
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2. Trabajo grupal: esta fase se conoce como “comunicando y compartiendo”, en la que el
profesor promueve la participacion de los estudiantes con el propoésito de que ellos comuniquen
las soluciones y las discutan en grupo, las expongan y presenten argumentos (Fiallo y Parada,
2018). En esta fase se espera que las dificultades y los errores emergentes de la actividad 1
(presentacion del problema) sean aprovechados para confrontar a los estudiantes, de manera que
esto motive la necesidad de ofrecer una solucion matematica.

Esta actividad en particular va acompafiada de una simulacion llamada: Problema
lanzamiento: La simulacion permite explorar y observar ideas conceptuales de objetos
matematicos mostrados en las vistas que provee el software (algebraica, hoja de calculo, gréafica)
(Figura 8); para asi plantear conjeturas y justificar matematicamente las respuestas que ofrezcan,
tanto en las fases de trabajo individual como en las de trabajo grupal.

Este archivo tiene una funcion similar a los que acomparian a las actividades en el curso de

precélculo.?

Figura 8

Simulacion problema lanzamiento

2En la fase de explicitacion (Fiallo y Parada, 2018)
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.

Especificamente, en la simulacién es posible interactuar de la siguiente manera:

Animar la simulacion, el movimiento del punto Py el registro de datos en la hoja

de calculo con el botén > )

Detener la simulacion, el movimiento del punto P y el registro de datos en la hoja

de calculo con el botén

. e . . ., , O
Reiniciar la simulacion con el boton 3 )

Ajustar el tiempo deseado deslizando el siguiente boton
Registrar el tiempo deseado ® *remee~?

Observar la posicion Yeosicion ™"

Tener la expresion algebraica (simbdlica), grafica y tabular de la relacién de
interdependencia de las variables implicadas en el problema.

Operar y registrar en las columnas de la hoja de célculo cualquier operacion entre

los valores mostrados.
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A continuacion se muestran las tareas y las preguntas que pueden ser tomadas durante el
trabajo grupal como parte del guion en la entrevista.

Tarea sobre la introduccion a la velocidad (Actividad 1):

1. Una maquina ha lanzado un objeto verticalmente hacia arriba. Antes del lanzamiento,
se colocan tres sensores en diferentes posiciones con el fin de determinar la velocidad
del objeto en diferentes instantes de tiempo. Los registros tomados por los sensores se
muestran en la siguiente tabla:

Sensor Tiempo [s] Posicién [m] = Velocidad [m/s]

1 0.25 2.625 7.25
2 0.8 5.1 1.75
3 8 33 25

5 10 4

Registro de sensores
Abra el archivo Problemalanzamiento.ggb y muestre matematicamente que el
registro de la velocidad, tomado por cada sensor, es verdadero.
2. Comunicando y compartiendo
Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor, después escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Durante el desarrollo de esta tarea, se observa y se escuchan los argumentos de los
estudiantes, para asi realizar preguntas a modo de entrevista sobre relacionadas sobre las ideas de
variacion y cambio, enfocadas hacia la definicion de velocidad y rapidez por parte de los
estudiantes: ¢qué es la velocidad?, ¢en qué consiste la velocidad?, ¢distancia sobre tiempo?, ¢qué
quiere decir esa “formula”?, ;cudles son las condiciones para aplicar dicha “formula”?, ;qué es
una razén?, ;qué es el cambio?, y ¢cuéles magnitudes cambian y cuales permanecen constantes?

Cabe resaltar que para las demas actividades se aplica la misma estructura de los
apartados anteriores trabajo individual y trabajo grupal; sin embargo, al terminar cada actividad
se evidencia un avance en cuanto al desarrollo de una la solucion al problema.

Esta actividad va acompariada de la simulacion llamada Lanzamiento: esta simulacion
acompafia a las actividades en el curso de precélculo (Fiallo y Parada, 2018), en la fase de
explicitacion, la simulacion permite explorar y observar las ideas conceptuales de objetos

matematicos mostrados en las vistas que provee el software (algebraica, hoja de datos, grafica),
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(Figura 9); ademas, de una configuracion especifica para observar ideas en torno a los incrementos,
razones de cambio promedio, recta secante y pendiente, y la derivada, para asi platear conjeturas
y justificar matematicamente las respuestas que ofrezcan, tanto en las fases de trabajo individual
como en las de trabajo grupal.

Este archivo tiene una funcion similar a los que acomparian a las actividades en el curso de

precélculo.®

Figura 9

Simulacion lanzamiento

¥ Vista Grifica X| | » Hoja de Calaulo

Punty
® P=(0,05

» Vista Grifica 2
wempe =0
- Animacign=|1

@[o].2]

Ademas de la configuracion del archivo anterior, en este otro, particularmente, es posible

realizar y observar:

X =01

- Registrar el incremento en el tiempo deseado e
- Observar la velocidad del objeto  eeces™ |
- Controlar la velocidad de la animacion, con la posibilidad de registrar valores de

incrementos menores a 0.05.

3En la fase de explicitacion (Fiallo y Parada, 2018).
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- Activar o desactivar el rastro de los objetos mostrados en la vista grafica como el

punto Py las razones promedio con el boton ==

- Activar o desactivar una representacion grafica de los incrementos en el tiempo y

la posicion con el botdn

- Activar o desactivar una representacion grafica y simbolica, segun el intervalo e

incremento de tiempo considerado de la razén promedio con el botén

- Activar o desactivar la representacion gréfica de la pendiente de la recta secante y

su pendiente sobre la funcion con el botén
- Activar y desactivar las representaciones de la derivada como pendiente de la

recta tangente y la razén de cambio instantanea (solo como cociente entre dy y

dx con el boton
A continuacion, se exponen las tareas que conforman las actividades 2, 3y 4

Tarea sobre el qué, como y cuanto varian (Actividad 2):

1. Abra el archivo Lanzamiento.ggb y conteste las siguientes preguntas en su hoja de
trabajo en el orden en que aparecen los items:
a) ¢Cuéles son las magnitudes variables del problema? ;Existe una relacion de
interdependencia entre las magnitudes variables? ¢ Por qué?
b) ¢Cdémo se comportan los valores de la posicion respecto al tiempo? Explique
su respuesta.
c) ¢De cuanto es el incremento en los valores de la posicién con respecto al
tiempo? Explique su respuesta.
d) ¢Cual es el comportamiento de la cantidad del incremento en los valores de
la posicidn respecto al tiempo? Justifique su respuesta.
2. Comunicando y compartiendo
Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.

Se observan y se escuchan los argumentos de los estudiantes con la finalidad de poder

realizar sugerencias como:
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- Tome ejemplos de valores para mostrar si aumenta, si disminuyen o si
permanecen constantes las magnitudes variables. Explique.

- Tome ejemplos de valores para mostrar el incremento en la posicion en cierto
intervalo de tiempo.

- Tome, por ejemplo, [0.4,0.5] en el tiempo ¢De cuanto es el incremento en la
posicion?

...0 preguntas a modo de entrevista:

- Segun su respuesta, ¢qué puede decir acerca de la velocidad del objeto?

- ¢En qué momentos (intervalos) la velocidad es positiva, en cuales negativa o
constante?, y ¢por qué?

- ¢Como se calcula el incremento en la posicion? Generalice.

- Consideremos el incremento en el tiempo de igual medida. Calcule varios

incrementos en la posicion.

¢Lavelocidad es cada vez mayor?, ;menor?, ;0 permanece constante? Explique.

Tarea sobre las razones de cambio (Actividad 3):

1. Las siguientes preguntas estan relacionadas con la razén de cambio promedio de la
posicion con respecto al tiempo. Resuelva los siguientes items en su hoja de trabajo.
a) Calcule los incrementos de los valores en el tiempo (x) y complete las
siguientes tablas:

Axl = __ sz - Ax3 -
Ay, A A
[x1, %2] A—L [x1, X, ] A_ic]z [x1, x5] A_jc’z
[0.78,0.79] [0.79,0.795] [0.798,0.799]
[0.79,0.8] [0.795,0.8] [0.799,0.8]
[0.8,0.81] [0.8,0.805] [0.8,0.801]
[0.81,0.82] [0.805,0.81] [0.801,0.802]
Tabla | Tabla 2 Tabla 3

b) ¢Aproximadamente con qué velocidad se mueve el objeto alrededor de x =
0.8 s? Justifique su respuesta.

c) Determine la pendiente de la recta que pasa por los puntos de los extremos de
los intervalos definidos en las tablas del item a). Compare este resultado con
los items anteriores y escriba una conclusién. Justifique su respuesta.
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2. Comunicando y compartiendo
Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo

Acompafada de preguntas como:

¢Qué es lo que entiende por velocidad?

- ¢Qué tipo de velocidad es?, ;qué tipo de razén es?, y ¢por qué?

- Dados dos puntos en el plano cartesiano, ¢cémo se calcula la pendiente de la recta
que pasa por dichos puntos?

- Active mostrar funcidn (si no lo esta) y observe, ¢cémo es la recta que pasa por
los puntos?

- ¢Qué relacidn existe entre la razon promedio, la velocidad promedio y la

pendiente de la recta secante? Explique.

Tarea sobre la razon de cambio instantanea (Actividad 4):

1. Las siguientes preguntas estan relacionadas con la razon de cambio instantanea de la
posicion respecto al tiempo. Resuelva los siguientes iitems en su hoja de trabajo.

a) ¢Qué sucede con la razén de cambio cuando Ax — 0? Escriba una expresién
analitica que represente la razén de cambio instantanea para x = 0.8 s.
Justifique su respuesta.

b) ¢Cudl es la velocidad instantanea para x = 0.8 s? Valide con reglas su
respuesta.

c) ¢Qué sucede con la recta que pasa por los puntos de los extremos de los
intervalos al hacer que Ax — 0? ;Qué sucede con el valor de su pendiente al
hacer Ax — 0? Escriba una conclusién respecto a la pendiente, la razén de
cambio y la velocidad. Argumente su respuesta.

2. Comunicando y compartiendo
Discuta los resultados obtenidos con sus comparfieros y el profesor. Después, escriba
sus conclusiones en la hoja de trabajo.

Y para esta tarea se tienen preguntas como:
- Segun la actividad anterior, ¢qué sucede con los incrementos en el tiempo?
- Entonces, ¢qué suceden con los valores de las razones al hacer que los
incrementos tiendan a cero?

- ¢Qué entiende por limite de una funcién en un punto?
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- Generalice la expresion para hacer cualquier razon promedio alrededor de x=0.8

- Enm, = Ay/Ax a, (qué es igual Ay? Use lo encontrado en la actividad anterior.

Escriba un expresion en que se incluya AX.

- Sisetienequer, = % , (que seria y;,?, y ¢qué seria y, en términos del
incremento Ax y el x = 0.8 s?

- Resuelva el limite. ;Cuanto debe dar?

- ¢Qué quiere decir que la velocidad instantdnea en x = 0.8 ses 1.75 m/s?
Argumente.

- Observe la vista grafica y muestre la funcion (si no lo estd), ¢qué sucede con la
recta que era secante al hacer el incremento méas pequefio (tienda a cero)?
Explique.

- Entonces, ¢como llamariamos a esta pendiente si viene de la recta tangente?, ¢qué

relacion tiene con la razon instantanea?, ;y con la velocidad instantanea?

- Calcule los demas valores y determine si los sensores estan en lo correcto.
3.2.4. Recoleccién de informacion

Teniendo en cuenta la importancia de disponer de diversos instrumentos de recoleccion de
informacidn, ademas de la indagacion mediante el desarrollo de tareas, se cuenta con entrevistas
grabadas en audio, las cuales fueron realizadas al pequefio grupo seleccionado con base en las
respuestas dadas a la tarea propuesta en las diferentes actividades. A partir de los planteamientos

de Goldin (2000, p.519):
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(...) se prevé la observacion y registro de lo que sucede durante la entrevista para su
posterior analisis: a través de grabaciones de audio y/o video, notas de los observadores, y
trabajo del sujeto. Explicita prevision se hace también para contingencias, como las que
pueden ocurrir a medida que avanza la entrevista, posiblemente por medio de secuencias
de ramificacion de preguntas heuristicas, sugerencias, problemas relacionados en
secuencia, preguntas retrospectivas, u otras intervenciones por parte del clinico

[entrevistador].

También se reconoce la importancia a la hora de comprometer a los estudiantes en el
desarrollo de la actividad, las tareas fueron trabajadas inicialmente de manera individual (parte 1
de la actividad) por cada uno de los estudiantes. Posteriormente, se realiza una socializacion (parte
2 de la actividad) de algunas de las respuestas dadas por el pequefio grupo, los cuales fueron
seleccionados por el profesor-investigador con base en la observacion realizada por €l mismo
durante el tiempo de trabajo de los estudiantes.

Previamente al trabajo con las actividades, el profesor-investigador (P) dialoga con los
estudiantes y les informa que el trabajo que van a realizar tiene como propoésito indagar sobre las
diferentes habilidades cognitivas que activan en la solucion de situaciones que implican cambio y
variacion; aclarandoles, que lo mas importante para él es conocer los argumentos por los cuales
dan una respuesta de una u otra manera, ya que esto permite entender mejor cémo orientar la
dinamica en el aula y reconocer posibles dificultades que encuentran los estudiantes en el trabajo,
por lo que les solicita para los items de las tareas que se les va a entregar para trabajar
individualmente sean lo mas explicitos posible a la hora de explicar el procedimiento y las razones

(ue apoyan su respuesta.
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Con el proposito de aclarar el papel que los estudiantes deben desempefiar en esta actividad,
el profesor-investigador les comenta que una vez desarrollen individualmente las actividades, se
trabaja para socializar sus respuestas y responder nuevamente la tarea como grupo.
Adicionalmente les informa que, teniendo en cuenta la diversidad de posibles interpretaciones y
de respuestas encontradas durante la socializacion, se seleccionan preguntas a modo de entrevista
con el proposito de ampliar la informacion encontrada en los items.

En resumen, la informacidn recolectada se encuentra registrada en:

1. Actividades individuales (y de pequefios grupos),
2. Entrevistas grabadas en video

Cuya produccion oral y escrita se constituye en la principal fuente de datos reportados y
analizados en esta investigacion.

El tiempo de duracion de las dos sesiones en las que se realiza el trabajo individual y las
diferentes entrevistas se estima entre 20 y 30 minutos para cada una de las tareas, es decir 50
minutos por tarea, dependiendo de la interaccion entre los estudiantes y la necesidad de indagar
algin aspecto especifico reconocido durante el desarrollo de la entrevista, pero debido a la
extension en las dos primeras tareas, se decide dejar hasta un momento y ajustar la entrevista para
la sesion y avanzar en la implementacion de esta en la siguiente.

Las entrevistas se programan para ser realizadas con el grupos de 3 estudiantes, se reconoce
que en estos procesos de interaccion es importante tener la posibilidad de contar con mas de una
interpretacion.

Las entrevistas se realizaron en una de las salas de computo que dispone la UIS para la
Escuela de Matematicas. Al inicio de cada entrevista, el profesor-investigador saluda a cada uno

de los estudiantes, les agradece estar alli y les solicita su autorizacion para grabar la sesion (la cual
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fue concedida cada sesion). Inicia preguntando los nombres para realizar el registro respectivo e

iniciar la conversacion. Se realizaron un total de 4 entrevistas.
3.2.5. Recoleccién de datos

El proceso de recoleccion de datos se realiza en tres momentos. El primero de ellos, el profesor-
investigador solicita a los estudiantes desarrollar de manera individual las actividades, basados en
tareas disefiadas por el mismo; en el otro, el profesor-investigador realiza la entrevista al grupo, la
cual fue grabada en video con el propésito de compartir sus respuestas de los items y las entrevistas
durante la socializacion. Si bien el investigador cuenta con un guion para el desarrollo de la
entrevista, incorpora algunas preguntas retrospectivas, e incluso algunas insinuaciones para
complementar la indagacion, y estuvo atento a reconocer situaciones de interés para el proposito
de la investigacion, formulando preguntas especificas orientadas a contar con mas informacion; y
en un tercer momento, se les realizan preguntas retomadas de los items o estipuladas para obtener
mas informacion, las cuales registran en escrito como conclusiones en la parte de “comunicando

y compartiendo”.
3.2.6. Andlisis de los datos

Se realiza un andlisis de las expresiones externas en el momento de trabajo individual de cada uno
de los estudiantes del grupo seleccionado, en relacion con cada tarea. El interés se centra en las
expresiones externas durante y después de la entrevista del grupo para cada tarea, en la cual se
permite la intervencion de cada uno de los estudiantes, la interaccion entre ellos y el refutar o estar
de acuerdo sobre las ideas del otro en relacion con los items de las tareas o preguntas propuestas

en las entrevistas. Se prioriza el momento de la entrevista, “comunicando y compartiendo”, ya que
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se reconoce que este posibilita el poder compartir y reflexionar ideas sobre los planteamientos
iniciales realizados por los otros en cada una de las tareas.

En el analisis se usan los siguientes codigos para hacer referencia a: Ac, las actividades a,
P, parte b ya sea trabajo individual (1) o grupal (2), E, el estudiante c.

En primera instancia se exponen las respuestas a los items a través de una rejilla como la
tabla 8, con el objetivo de tener una idea general de la experiencia durante el desarrollo de la
actividad. En la rejilla se muestra tanto lo trabajado individualmente como las conclusiones a que

Ilegan los estudiantes posterior a la entrevista.

Tabla 8

Rejilla de respuestas

Tarea L Trabajo en grupo
Actividad Instrumento Individual Entrevista
Item/Estudiante E;: Alvaro E,: Sofia E;: Maria E;,E,yE;

Posteriormente, se realiza un andlisis de tipo descriptivo a las expresiones externas para
cada uno de los momentos de la actividad, trabajo individual y trabajo grupal.

Para la parte 1 se utiliza el siguiente esquema presentado en la siguiente figura:

Figura 10

Acciones y operaciones mentales parte 1 (P,)

Expresiones
externas

Acciones Operaciones
mentales mentales

Con el anterior esquema en el que las expresiones externas son originadas por los items de

la primera parte, se realiza un anélisis especifico orientado a identificar en las expresiones externas,
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las acciones y operaciones mentales activadas, con el objetivo de determinar la relacion entre estas,
para el primer acercamiento de los estudiantes a los items de cada actividad. Para sefialar las
relaciones entre las acciones y operaciones mentales se utiliza una flecha con linea continua, en la
que en ocasiones puede utilizarse una referencia de colores para distinguir sobre que items se
realiza el analisis. Cabe recordar que las operaciones mentales son descriptores relacionados a las
habilidades cognitivas expuestas en el capitulo anterior.

Luego, a manera de sintesis se realiza una tabla (Tabla 9), en la que se describen las
habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos identificados en la primera parte.
Asimismo, con el objetivo de evaluar la entrevista que sigue, se considera si el estudiante presenta

o no la habilidad caracterizada en comparacion con sus compafieros y como grupo en general.

Tabla 9

Rejilla de sintesis

Alvaro Sofia Maria

(Ey) (E;) (E3)

Proceso Habilidad cognitiva Caracterizacion Grupo

Para las entrevistas, sus transcripciones son presentadas con comentarios intercalados
sobre el contenido de la conversacion y a acerca de diferentes momentos durante la entrevista, para
poder contextualizar y ofrecer la mayor informacion posible sobre la manera en que se actla para
una posible repeticion de las actividades por parte de otros investigadores. En las transcripciones
la primera columna da el tiempo, en minutos y segundos, la segunda columna la enumeracion de
cada una de las lineas correspondientes a cada intervencion, la tercera al codigo asignado para el
estudiante y para el profesor-investigador; y finalmente, en la tltima columna, el dialogo asignado

para cada linea de la conversacion.
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Para hacer referencia a las diferentes lineas de la transcripcion se usara: E.qg)en la que es
el estudiante cy la correspondiente linea de didlogo d. Ademas, en el analisis de las transcripciones
de la entrevista se coloca en negrilla la intervencion del profesor-investigador (P).

Posteriormente, se utiliza el siguiente esquema para el analisis de la segunda parte:

Figura 11

Acciones y operaciones mentales parte 2 (P3)

Expresiones
externas

Acciones Operaciones
mentales mentales

En este esquema, a diferencia de la primera parte, se incluye como parte de las expresiones
externas los comportamientos y verbalizaciones realizadas durante la entrevista. Para sefialar las
nuevas relaciones entre acciones y operaciones mentales surgidas durante y posterior a la
entrevista, se utiliza una flecha con linea a trozos de color negra para distinguir las nuevas sobre
las que fueron identificadas en la primera parte. De igual forma, se utiliza una rejilla como la

muestra en la tabla 9, para describir la caracterizacion de las habilidades cognitivas asociadas a los
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procesos matematicos durante toda la actividad (parte 1y 2). A fin de evaluar la activacion de las

habilidades se utilizan los simbolos v y x para describir si hubo activacion o no, respectivamente.

4. Desarrollo de la investigacion

En las cuatro secciones de este capitulo se realiza un andlisis del trabajo de los tres estudiantes
seleccionados para cada una de las cuatro tareas propuestas. En dichas secciones se presenta
inicialmente una rejilla, en la que se organiza la informacién correspondiente al trabajo de los tres
estudiantes, individual y grupalmente para cada tarea (parte 1); ademads, se presentan las
expresiones externas iniciales de cada estudiante en el desarrollo de los items, en las que se resalta
la relacion entre la accion y las operaciones mentales establecidas por los mismos en el desarrollo
de la tarea. En la segunda parte de cada seccion, se realiza un andlisis descriptivo e interpretativo
en los diferentes didlogos de la transcripcion de la entrevista correspondiente al trabajo grupal
(parte 2). Finalmente, se presentan los descriptores que caracterizan las habilidades cognitivas
emergentes, asociadas a los diferentes procesos matematicos, activadas por cada estudiante durante
la entrevista. Para lo anterior, se aclara que, para inferir y seleccionar una habilidad cognitiva y
correspondiente proceso, se tuvo en cuenta la preponderancia de las operaciones mentales que la

describen, sin ignorar la relacién que posee con otros procesos.



COMPRENSION DE LA DERIVADA
71

Cabe recordar que las cuatro tareas en las cuales se basan dichas entrevistas fueron
presentadas mediante actividades para la solucidén de un mismo problema: sobre la introduccion a
la velocidad (Actividad 1), otra sobre el qué, como y cuanto varian (Actividad 2), sobre las razones
de cambio (Actividad 3), y la tltima, sobre la razon de cambio instantanea (Actividad 4). Cada
entrevista se centro en una de las cuatro tareas propuestas.

Como parte del guion establecido para el desarrollo de las actividades, el profesor-
investigador inicia con un saludo a los estudiantes, agradece su participacion y les solicita la

autorizacion para la toma de datos (escritos y audiovisuales).
4.1. Tarea sobre la introduccion a la velocidad (Actividad 1)

A continuacién, se muestra la rejilla con la informacién del trabajo de los estudiantes para la
Actividad 1 (Ac,), en la que se presenta la situacion problema, realizado tanto individual como
grupalmente. Posteriormente, se presentan las figuras obtenidas a partir de dicha rejilla,
correspondientes a las acciones y operaciones mentales activadas y logradas por cada uno de los
integrantes del grupo en relacion con dicha actividad. Por altimo, se realiza un analisis de la
entrevista, apoyado en la trascripcion realizada. En lo que sigue, para hacer referencia a las figuras
se usa lo planteado en parrafos anteriores: Ac,P,E. en la cual los subindices representan la
Actividad a, y para la Parte b ya sea trabajo individual (1) o grupal (2) del Estudiante c. Para hacer

referencia a los diferentes segmentos de la transcripcion se usa: Eg), en la cual es el estudiante c,
y la correspondiente linea d. Por ejemplo, el cédigo E;(,;) hace referencia a lo dicho por el
estudiante 1, en la linea 21 de la transcripcion. El codigo E;(4_g 14 hace referencia a lo dicho por

el estudiante 2, en las lineas 4 ala 8 y en la 14.
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4.1.1. Rejilla de respuestas y figuras de acciones y operaciones mentales

Esta rejilla corresponde al grupo de estudiantes seleccionados Alvaro (E,), Sofia (E,) y Maria

(E3) para la tarea Ac,, presentacion de la situacion problema, lanzamiento vertical de un objeto.

Tabla 10

Rejilla de respuestas Acy

Tarea Trabajo en
Introduccion a la velocidad Instrumento Individual grupo
Actividad 1 Entrevista
Item/Estudiante E,: Alvaro E,: Sofia E;: Maria E., E, VE;
Abra el archivo  Quiere mostrar la relacion [No muestra alguna  f(x) [La velocidad
Problemalanzamiento.ggb entre el tiempo y la posicion  idea o planteamiento , , 39 1 como la variacién
y muestre  através de la expresion de solucion a la = X+ Z25t3 de a posicion
matematicamente que el t=V,/g situacion]. Xtiempo = 0 es  respecto al
registro de la velocidad, [describe el significado Vposicien = 1/2m tiempo].

tomado por cada sensor, es

personal de cada letra, pero

[no continGa con un

verdadero. no muestra un planteamiento

S . L planteamiento de
de solucion a la situacion].

solucién a la
situacion].

En las siguientes figuras se presentan las operaciones mentales generadas a partir del
trabajo realizado por cada uno de los tres estudiantes, de forma individual. En estas figuras se
sefiala, mediante una linea continua, la relacion entre las acciones y operaciones mentales activadas

e identificadas a partir de los descriptores expuestos en el Capitulo 2 de Fundamentacion tedrica.
Figura 12

Acciones y operaciones mentales de Ac;P1E4
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- )
< Actividad |

I.1. Una maquina ha lanzado un objeto verticalmente hacia arriba. Antes del lanzamiento, se han
colocado tres sensores en posiciones distintas con el fin de determinar la velocidad del objeto
en diferentes instantes de tiempo. Los registros tomados por los sensores se muestran en la
siguiente tabla:

Sensor Tiempo [s] Posicion [m] | Velocidad [%]

| 0.25 2.625 T2
2 0.8 5.1 1.75
3 8 33 25

5 10 4

Registro de sensores.

lAbra el archivo Problemalanzamiento.ggb y muestre matematicamente que el registro de la
elocidad, tomado por cada sensor, es verdadero.
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- Identifica y explicita informacion

En el trabajo realizado individualmente, segin Ac,P; E;, Alvaro (E;) establece una

expresion simbdlica que relaciona el tiempo, la velocidad inicial del objeto y la gravedad. La

. -z - -, 1% - .
intencion del estudiante fue usar la expresion t = ;" para comprobar las velocidades segun el

tiempo y la posicion. Al no percibir el error de la expresion anterior, ya que segun el movimiento

incluso al no contar con mas

que alude el objeto, la expresion simbélica a considerar es t = >—, e

informacién como la velocidad inicial, no pudo continuar. Ademas, se puede apreciar que en sus
expresiones externas inicialmente no se percata de la expresion algebraica que relaciona el tiempo
y la posicion mostrada en la simulacién. Por esta razon, se infiere que sus argumentos
corresponden a la operacion mental de identificar y explicitar informacion, pero como la

informacidn dada no establece un comportamiento que indique la coordinacion de las magnitudes
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variables tiempo y posicidn, no se establece relacion entre accion y operacion mental que brinde
la posibilidad de inferir alguna habilidad cognitiva.

A pesar de que Sofia (E,) no escribe alguna idea en su hoja de trabajo, no es posible
despreciar que la estudiante haya realizado alguna operacion mental, como se puede evidenciar

lineas més adelante en la entrevista grupal.

Figura 13

Acciones y operaciones mentales de Acy P1E5

e N
7 Actividad |

I.1. Una mdquina ha lanzado un objeto verticalmente hacia arriba. Antes del lanzamiento, se han
colocado tres sensores en posiciones distintas con el fin de determinar la velocidad del objeto
en diferentes instantes de tiempo. Los registros tomados por los sensores se muestran en la
siguiente tabla:

Sensor Tiempo [s] Posicion [m] = Velocidad [?]

D
=
[+1
o | 0.25 2.625 7.25
2 08 51 1.75
] 8 33 25
5 10 4

Registro de sensores.

lAbra el archivo Problemalanzamiento.ggb y muestre matematicamente que el registro de la

velocidad, tomado por cada sensor, es verdadero.
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AM1 —— > - Identifica y explicita informacion

Por otra parte, en su trabajo individual, Maria (E5) identifica y hace explicita la expresion
algebraica de la funcion que relaciona las magnitudes variables tiempo y posicion, la cual se
encontraba en la vista algebraica de la simulacion. Ademas, la estudiante tiene la intencion de

obtener mas datos a partir de la expresion, pero no continda con algun planteamiento de solucion.
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Por tanto, se infiere que la estudiante realiza la operacion mental de identificar y explicitar
informacidn, operacion mental relacionada con la habilidad cognitiva de interpretar en el proceso
de comunicacion. Por ende, dada sus expresiones externas, se puede concluir que hace uso de esta
habilidad cognitiva para mostrar un estado de conciencia acerca de la relacion entre las magnitudes
variables tiempo y posicion (AM1).

A manera de sintesis, en relacion con el acercamiento inicial a la situacion problema, es
decir mostrar la veracidad de la velocidad para cada sensor, se cuenta con la siguiente informacion

hacia la caracterizacion de las habilidades cognitivas:

Tabla 11

Rejilla sintesis inicial de E4, E, y E5 para Ac,

Habilidad o Alvaro  Sofia ~ Maria
Proceso cognitiva Caracterizacion (E;) (E,) (E,) Grupo
Identifica y explicita el cambio
Comunicacion Interpretar  entre las magnitudes variables No No Si No

tiempo y posicién.

Uno de los tres estudiantes, presenta la operacion mental de identificar y explicitar la
relacion entre las magnitudes variables tiempo y posicién, la cual se relaciona con la habilidad de
interpretar asociada al proceso de comunicacion. Ademas, se infiere que las expresiones externas
de Maria (E;) aluden a la AM1, ya que en sus ideas manifiesta la relacion entre las magnitudes
variables tiempo y posicion. En los casos de Alvaro (E,) y Sofia (E,), quienes no manifestaron
alguna idea relacionada con el cambio en las magnitudes variables tiempo y posicion, se infiere
que esto pudo ser porque no tuvieron en cuenta la definicion de velocidad. En el trabajo como
grupo, una vez socializan sus ideas, los estudiantes relacionan explicitamente la relacion del

tiempo y la posicidn, con la velocidad.
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4.1.2. Analisis de la entrevista

Las lineas en la transcripcion de la entrevista Ac; se presentan en cuatro columnas. En la primera
se hace referencia al tiempo transcurrido, en la segunda columna al nimero asignado a la linea de
dialogo respectivo y en la tercera la persona que interviene: profesor-investigador: P (en negrilla)
y los estudiantes: E., cuyo dialogo hecho texto se presenta en la tltima columna.

El entrevistador finaliza el momento del trabajo individual al cabo de 20 minutos. A
continuacidn, inicia la conversacion en relacion con la tarea relacionada a la introduccion sobre la
velocidad, la cual es contenida en A;. Inicia con preguntas relacionadas al concepto personal de
los estudiantes sobre la velocidad, solicita explicaciones con ejemplos e indaga por la informacion

que suministra la simulacion que acompafia dicha actividad.

00:50 1 P ¢ Qué se nos pregunta en el problema?
2 E; La velocidad
3 P Bien, es eso, la velocidad. Por favor, Sofia puedes pasar y compartir

sobre lo que entiendes por velocidad. Y los demés pueden intervenir
si quieren, aportar o refutar algo de Sofia.

4 E, Es la aceleracion, la rapidez, més que todo es como la rapidez con la que
ocurre algo. Si me hago entender? Por ejemplo...

5 P Si, puede ser, de un ejemplo.

6 E, Estoy pensando. Sabemos que un objeto que se ha lanzado con un

impulso [realiza una linea horizontal en el tablero], una aceleracién, ya
sea en una linea recta 0 en un curva, incluso en el vacio, va a describir
una trayectoria.

7 P ¢Coémo en el problema?
02:06 8 E, Si. Va a describir una trayectoria y esa trayectoria tiene una rapi..., 6sea
ese objeto se mueve con cierta rapidez, dsea...
9 P ¢ QUé es rapidez?
10 E, Bueno. No se...

En el trabajo individual Sofia (E,) no expresa alguna idea o planteamiento inicial para dar
respuesta a la situacion planteada (Tabla 1). Lo anterior se evidencia en la entrevista a través de
sus respuestas, ya que mostro falta de claridad para dar una explicacion a su idea personal sobre

velocidad [E;(4—10)]. Ideas como la aceleracion y rapidez surgieron de su dialogo, pero se contintia
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con el guion establecido para indagar sobre el concepto de velocidad en los estudiantes Acto

seguido se le solicita a Alvaro (E;) que continde y brinde su opinion al respecto.

11
12
13
14
15
03:10 16

17
18
19
20
21
22

04:04 23
24
25
26
27

28
29
30

31
32
33
34

35
36
37
05:23 38
39
40

41
42

Alvaro, ¢usted conoce algo que le diga como es la velocidad?

Si. Posicién y tiempo.

¢ Sabian eso? ¢Estan de acuerdo? [refiriéndose a los demas]

Si. Pero no sé... [hubo un silencio].

Alvaro, ;quiere compartir lo que entiende por velocidad?

La velocidad es la varia... e... Que tanto varia un objeto en su posicion
a medida que transcurre el tiempo.

Un ejemplo.

E... un ejemplo, pues... Un carro que va por una carretera.

Listo.

E... Entonces...

Ahi tenemos un contexto.

Si el carro, si empezamos a medir desde el momento en que arranca o
desde un tiempo t, cualquiera, él se va a ir desplazando [movimiento
gestual con las manos] y el tiempo va a ir contando, ésea va a ir variando
el tiempo y la posicidn, entonces la velocidad consiste en que tanta
posicion, e... no, que tanto puede variar su posicion en el tiempo que le
contemos, si. Eso es.

¢ Qué es variar para usted?

Cambiar.

Bien. ¢ Qué opinan los demas?

No si. Esté bien.

Deme un ejemplo de una velocidad, por favor. Por ejemplo, tomemos
el sensor 2. Dice que la velocidad es 1,75 m/s escriba en el tablero
por favor.

[Escribe en el tablero]

Segun lo que usted nos dice, ¢qué quiere decir ese valor?

Eso quiere decir que con esa velocidad en un segundo recorro 1,75 m.
Eso quiere decir.

¢Y en dos segundos?

Pues dos veces lo que recorre en un segundo.

&Y eso siempre funciona?

Si no hay otra fuerza que me esté contrarrestando eso o interactuando en
el fendmeno, si.

¢De qué tipo movimiento estamos hablando?

Rectilineo uniforme

¢ Qué esta sucediendo en ese fenémeno?

Que la velocidad es constante.

Bien. ¢ Y para la situacién que se plantea, la velocidad es la misma?
No. Porque hay algo que esta interactuando en ese fendmeno a parte de
la simple velocidad inicial con la que se lanza el objeto.

¢ QuEé se era eso que interactla en el problema?

La gravedad.

Alvaro (E,) describe su idea de velocidad, al verbalizar, qué tanto varia un objeto en su

posicion a medida que transcurre el tiempo [E;(;6)]. EI argumento anterior es sustentado por el
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ejemplo descrito lineas més a delante, en la que, a través de un movimiento gestual con sus manos
indica el cambio en los valores de la posicion [E;,7-3g)], hecho que manifiesta lo que entiende
Alvaro (E,) como variacion, el cambio. Se identifica en Alvaro (E;) la operacion mental de
identificar y explicitar la coordinacidn entre las magnitudes variables tiempo y posicion (AM1).
Posteriormente, al preguntar a los demés estudiantes sobre estas ideas, manifestaron que
estaban de acuerdo, y en el caso de Sofia (E,) manifiesta un avance en su interpretacion, como se

observa en lineas méas adelante.

43 E, Una pregunta. Si yo quiero resolverlo, ¢puedo usar aproximaciones de
9,8 m/s%?
44 P Puede usar el que usted le parezca. Por otra parte, quisiera saber

¢qué informacién adicional les dio el archivo? ¢Hay alguna
diferencia entre que yo solamente les haya entregado la hoja de

trabajo?

45 E, Primero que el objeto no parte del piso, ¢si? Que parte de una altura,
pero... ;Cual otra?

46 P Los demas pueden hablar.

47 E, Una tabla de valores en la que nos damos cuenta de que el tiempo, dsea

la parte de la velocidad, cuando el objeto, en este caso una pelota, esta
haciendo una posicion en cierto tiempo, nos dice cuél es la coordenada
de ese punto.

48 E; Y la funcion.
07:17 49 E, Si, la funcidn posicion tiempo del fenémeno.
50 P Bien. Vamos a terminar esta parte, y a modo de conclusion en la hoja

de trabajo van a contestar las siguientes preguntas:
- ¢ Qué entienden por velocidad?
- ¢ Qué necesito para hallar la velocidad?

Sofia (E;) al expresar, nos dice cual es la coordenada de ese punto [E,47)] hace referencia
explicita de la relacion entre las magnitudes variables tiempo y posicion (AM1). Se infiere que, a
través de los dialogos anteriores durante la entrevista, son los que le permiten percatarse y
manifestar abiertamente esta idea.

Con respecto a Maria (E3), durante la entrevista tuvo una participacion pasiva, pero dio
respuesta a las preguntas planteadas en la segunda parte de la actividad (comunicando y

compartiendo):
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- ¢Qué entienden por velocidad?

- ¢Qué necesito para hallar la velocidad?
4.1.3. Habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos

En las siguientes figuras se presentan las acciones y operaciones mentales logradas por cada uno
de los estudiantes, obtenidas a partir del trabajo realizado por estos en su interaccion durante la
entrevista para Ac;. Se exponen las expresiones externas y se sefiala con lineas a trozos en negrilla,

la relacion entre las acciones y las operaciones mentales identificadas posterior a la entrevista.

Figura 14

Acciones y operaciones mentales de Ac; P, E;.

s N
*2 Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en
N E’: la hoja de trabajo.
A J
. S
— N
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. AN : J
I
s N
[ Acciones mentales } [ Operaciones mentales ]
AMI -===zzz----------> - Identifica y explicita informacion
TTm=-> - Describe la velocidad

En el caso de Alvaro (E,), y en relacion con las operaciones mentales de la primera parte
(Figura 1), si bien habia explicitado informacion erronea o no, referente al contexto de la situacion
problema, durante y posteriormente a la interaccion con sus compafieros, manifiesta
explicitamente la relacion entre las magnitudes variables tiempo y posicion (AM1). Por sus
didlogos en la entrevista como en sus conclusiones, en que menciona a la velocidad como la
variacion entre dichas magnitudes variables se infiere que exterioriza las habilidades de interpretar

y explicar para el proceso de comunicacion.
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Figura 15

Acciones y operaciones mentales de Ac, P,E,
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Para Sofia (E,), a medida que transcurre la entrevista, toma en consideracion los

planteamientos de sus compafieros y logra establecer explicitamente la relacion entre las

magnitudes variables tiempo y posicion. Durante la entrevista manifiesta explicitamente como la

representacion tabular de los valores en el tiempo y los valores de la posicién del objeto da cuenta

de la coordenada del punto que describe el lugar geométrico de la funcion que describe la posicion

en términos del tiempo (AM1). Ademas, el hecho anterior se reitera en la descripcion de la

velocidad dada en las conclusiones, en la segunda parte, posterior a la entrevista. Por tanto, se

logra evidenciar en Sofia (E,) el uso de las habilidades de interpretar y explicar asociadas al

proceso de comunicacion.
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Figura 16

Acciones y operaciones mentales de Ac; P,E;
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En el trabajo realizado individualmente, Maria (E3) solo establece explicitamente la

relacion entre las magnitudes variables tiempo y posicion; a pesar de su participacion pasiva

durante la entrevista, en sus conclusiones tiene en cuenta lo comentado por sus comparieros durante

la misma para la descripcion de la velocidad.

Los estudiantes para este momento realizan una descripcion de la velocidad, sin embargo,

en sus ideas, si bien resaltan la relacién entre dichas magnitudes variables, no muestran claridad

en sus explicaciones sobre qué tener en cuenta para hallarla.

A manera de sintesis, como se ha evidenciado anteriormente, en el trabajo individual solo

uno de ellos (Maria) pudo activar la AM1 al identificar y explicitar la coordinacion entre las

magnitudes variables tiempo y posicién. Posteriormente, en el trabajo realizado como grupo

durante la entrevista, las ideas expuestas por unos y otros posibilitaron que compartieran el

concepto de la velocidad, expresado por Alvaro como la variacion entre la posicion con respecto

al tiempo.
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Posterior a la entrevista, y en relacion con las habilidades que se identificaron en los
estudiantes, se generan modificaciones en cuanto a la identificacion y explicitacion de magnitudes
variables y surge la descripcion de la velocidad, ambas desde una mirada de la AM1. La

informacidn obtenida se resume en la siguiente tabla:

Tabla 12

Rejilla sintesis final de E,, E, y E3 para Acy

Proceso Habil.i(_jad Caracterizacion Alvaro Sofia Maria Grupo
cognitiva (Ey) (Ey) (E3)
Identifica y explicita el cambio
Interpretar  entre las magnitudes variables 4 4 Si 4

tiempo y posicion.
Describe la velocidad como la

Explicar  variacién de la posicion con 4 4 4 4
respecto al tiempo.

Comunicacion

Es importante resaltar que la interaccion durante la entrevista grupal generé modificaciones
en las interpretaciones realizadas inicialmente por los estudiantes; por una parte, posibilité que uno
de los estudiantes (E;) expresara su concepto de velocidad y, por otra, que los demas compafieros
(E, y E3) lograran tener en cuenta aquellas ideas de variacion asociadas a la velocidad.

A continuacién, se continla con las demas tareas las cuales permiten darle solucién a la

situacion problema presentada en parrafos atras.

4.2 Tarea sobre el qué, como y cuanto varian (Actividad 2)

En seguida, se presenta la rejilla con la informacion del trabajo realizado por los estudiantes para
la Actividad 2 (Ac,), a la tarea sobre el qué, como y cuéanto varian las magnitudes asociadas a la
velocidad. Ademas, cabe recordar que dicha actividad inicia el planteamiento de solucion a la
situacion problema presentada en la actividad anterior, junto con un archivo con nuevas opciones

de interaccion y observacion, descrito en el capitulo anterior. Posteriormente, se presentan las
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figuras obtenidas a partir de dicha rejilla, correspondientes a las acciones y operaciones mentales

activadas y logradas por cada uno de los integrantes del grupo en relacion con la tarea mencionada.

Finalmente se realiza un analisis de la entrevista, apoyado en la trascripcion realizada.

4.2.1. Rejillas de respuestas y figuras de acciones y operaciones mentales

El grupo sigue integrado por Alvaro (E, ), Sofia (E;) y Maria (E3) para Ac,.

Tabla 13

Rejilla de respuestas Ac,

Tarea Trabajo en grupo
Qué, como y cuanto varian Instrumento Individual Jo en grup
e Entrevista
Actividad 2
Item/Estudiante E,: Alvaro E,: Sofia E;: Maria E., E, VE;
a) ¢Cudles son las magnitudes - Velocidad, posicion, - Velocidad del objeto, la  La velocidad, se aprecian  [Las magnitudes
variables  del  problema? tiempo. distancia y el tiempo. los factores que inciden variables son el
(Existe una relacion de - Si, lavelocidad depende - Siexiste, lavelocidades en el sistema como la tiempo, la posicién y
interdependencia entre las de la posicion y el unamagnitud que cambia = Yposicions Xincremento Y 1@ velocidad; en la
magnitudes variables? ¢Por tiempo. debido a que siempre es Xtiempo- que la velocidad

qué?

b) ¢(Cémo se comportan los
valores de la posicion respecto
al tiempo? Explique su
respuesta.

c) ¢De cuénto es el incremento
en los valores de la posicion
con respecto al tiempo?
Explique su respuesta.

d) ¢Cuél es el comportamiento
de la cantidad del incremento
en los valores de la posicion
respecto al tiempo? Justifique
su respuesta.

Porque a medida que
ocurre el fendmeno estas
magnitudes cambian.
[explica empiricamente
el cambio].

- Directo: desde x =0
hasta la maxima posicién.
- Indirecto: desde la
méxima posicion hasta
que termine el fenémeno.
[indirecta se refiere a
correlacion inversa].

Para un tiempo

U=2X; — Xy,

le corresponde un
incremento de

[—5x§ + 34—9x2 + ﬂ -
[—59:12 + 34—9x1 + ﬂ
[utiliza la expresién dada
para la posicion en
términos del tiempo].

Es decreciente hasta que
el objeto llega a su altura
méxima y creciente en el
resto del fenémeno, pero
en sentido contario.

[el sentido contrario se
refiere a lo negativo de
los valores].

un valor diferente (no
constante) y para la
obtencién de esta se
necesita  posicion y
tiempo, si la velocidad
cambia, dichas
magnitudes también lo
haran.

[distancia se refiere a la
posicion].

Si, la posicién cambia, ya
sea Qque aumenta o0
disminuye.

Es debido a que el tiempo
depende de la posicion y
la velocidad que se le
aplique al objeto.
[explica empiricamente
el cambio].

[No muestra una
respuesta].
[No muestra una
respuesta].

[identifica @ Xincremento
como variable y explica
empiricamente el
cambio].

LOS  Yposicien VAN en
aumento hasta 0,966 en
tiempo y a partir de alli
108 Yposicion disminuyen.

Datos: inicio, final e
intermedio.

[halla la posicién para
algunos tiempos: 0s,2's
y 0966s, pero no
muestra una respuesta

para el incremento].

[No muestra
respuesta].

una

depende de la
posicion y el tiempo].

[Si el
comportamiento  en
los valores de la
posicion aumenta, la
velocidad es positiva
0 si disminuyen la
velocidad es
negativa].

[El incremento en

una magnitud
variable se calcula a
través de la

diferencia entre un
valor “final” 'y un
valor “inicial’].

[Si el
comportamiento  en
los incrementos de la
posicion decrece, la
velocidad también lo
hard. La velocidad
como la razén entre
el incremento en la
posicién y el
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en el

En las siguientes figuras se presentan las operaciones mentales logradas por cada uno de

los estudiantes, obtenidas a partir del trabajo realizados por los mismos de forma individual.

Debido a que las siguientes actividades estan constituidas por mas de una pregunta se hace uso de

colores para mostrar la relacion tanto de los items con las expresiones externas como la relacion

entre las acciones y operaciones mentales.

Figura 17

Acciones y operaciones mentales de Ac, P1E4

1* Parte

(
@) ;Cudles son las magnitudes variables del problema? ;Existe una relacion de interdependencia
entre las magnitudes variables? ;Por qué?

[h) i{Cémo se comportan los valores de la posicién respecto al tiempo? Explique su respuesta.

i

) ;De cudnto es el incremento en los valores de la posicion con respecto al tiempo?! Explique
su respuesta.

al tiempo? Justifique su respuesta.
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[ Operaciones mentales ]

—> - Identifica y explicita informacion

> - Describe la velocidad
> - Describe un comportamiento
- Relaciona expresiones algebraicas

En su trabajo individual,

Alvaro (E;) en el item a), nuevamente hace uso de la

interpretacion y la explicacion, habilidades cognitivas que le permiten explicitar y describir la
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velocidad a partir de la relacion entre las magnitudes variables tiempo y posicion (AML1). En el
item b) sefiala el como se comportan los valores de la posicion con respecto al tiempo a través de
la correlacion entre variables directa e inversa. A pesar de que en su lenguaje utiliza lo indirecto
para indicar lo inverso, se entiende que hace referencia a la disminucion de los valores de la
posicion respecto al tiempo (AM2). Segln lo anterior, el estudiante hace uso de la habilidad
cognitiva de explicar asociada al proceso de comunicacién, ya que, por su expresion externa,
describe que los valores en la posicién; primero, aumentan y luego disminuyen.

Para los demas items, se deduce que el estudiante al no poder dar una respuesta especifica
del cuanto es el incremento en la posicion respecto al tiempo, hace uso de la operacion mental de
relacionar expresiones algebraicas con la cantidad del cambio de manera general, es decir, hace
uso de la habilidad cognitiva de utilizar procedimientos analiticos. Ademas, nuevamente hace uso
de la explicacion para describir el comportamiento de decrecimiento en la cantidad del incremento
de la posicion respecto al tiempo (AM3). Para describir el comportamiento luego de la altura
méaxima, utiliza el valor absoluto en los valores del incremento de la posicién, para expresar que

tales cantidades crecen, pero como Alvaro lo expresa “en sentido contrario”, es decir, negativo.
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Figura 18

Acciones y operaciones mentales de Ac, P4 E,
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En su trabajo individual, Sofia (E,) activa dos acciones y tres operaciones mentales.

Explicita y describe la velocidad como la coordinacién del cambio de las magnitudes variables

tiempo y posicién (AM1). Aunque presenta dificultades para describir la interdependencia entre

las magnitudes variables tiempo, posicién y velocidad, se hace posible identificar en sus

expresiones externas la accion mental relacionada a la direccion del cambio (AM2). Por tanto, y a
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diferencia de Alvaro, Sofia solo manifiesta las habilidades de interpretar y explicar, asociadas al

proceso de comunicacion.

Figura 19

Acciones y operaciones mentales de Ac, P1E;

-
) iCudles son las magnitudes variables del problema! ;Existe una relacién de interdependenci
entre las magnitudes variables? ;Por qué?

) (Cémo se comportan los valores de la posicion respecto al tiempo? Explique su respuesta.

17 Parte

Su respuesta.

iCudl es el comportamiento de la cantidad del incremento en los valores de la posicién respecto
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{ al tiempo? Justifique su respuesta.
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Por otra parte, en su trabajo individual, Maria (E3) al igual que sus compafieros hace uso
de las habilidades de interpretacion y explicacion a través de la accion mental de coordinar el
cambio de las magnitudes variables posicion y tiempo (AM1). Ademas, en este mismo item

manifiesta que hay una relacion de interdependencia entre el tiempo y el incremento en el tiempo,
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se puede inferir que habla de la relacién At = t — t, para algun t, especifico. Debido a que no hay
expresiones externas suficientes para asegurar este hecho, no es posible inferir que se trate de la
activacion de la coordinacion cuantitativa del cambio (AM3).

Para el item b) describe la direccion del cambio entre las magnitudes variables (AM2) y a
diferencia de sus compafieros brinda informacion adicional como el punto maximo aproximado
que puede alcanzar el objeto. Lo anterior, probablemente fue posible a traves de la observacion de
los datos que provee el archivo para el desarrollo de esta actividad. Y finalmente, para el item c)
se admite que intenta hacer uso de la habilidad cognitiva, relaciona el proceso procedimental al
establecer relaciones y diferencias entre nimeros (datos) para mostrar la cantidad de cambio en
diferentes momentos (AM3). Pero no se cuenta con la suficiente informacion para concluir lo
anterior.

A manera de sintesis, los tres estudiantes manifestaron las habilidades cognitivas de
interpretacion y explicacion asociadas al proceso de comunicacién para mostrar el qué (AM1)
varia (posicion y tiempo) y el cémo varian las magnitudes involucradas en la solucion de la
situacion problema (AM2). Pero solo Alvaro (E,) presentd un acercamiento a explicar el
comportamiento de la cantidad del cambio en la posicién, es decir, el incremento en la posicion
respecto al tiempo. En resumen, la informacion emergente para la primera parte de esta actividad

puede resumirse asi:
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Tabla 14
Rejilla sintesis inicial de Eq, E, y E3 para Ac,
Proceso Habilidad Caracterizacion Alvaro  Sofia Marfa Grupo
cognitiva (E,) (E,) (Es) P
Identifica y explicita el cambio
Interpretar  entre las magnitudes variables Si Si Si Si

tiempo y posicion.

Describe la velocidad como la

variacion de la posicién con Si Si Si Si
respecto al tiempo.

Comunicacion : .
Describe el comportamiento de los

Explicar valores en la posicion respecto al Si Si Si Si
tiempo.
Describe el comportamiento de los
incrementos de la posicion Si No No No

respecto al tiempo.
Relaciona expresiones algebraicas

Procedimientos Analiticos  con los incrementos del tiempo y Si No No No
la posicion.

4.2.2. Analisis de la entrevista

Las lineas en la transcripcion de la entrevista Ac, se presentan en cuatro columnas. En la primera
se hace referencia al tiempo transcurrido, en la segunda al nimero asignado a la linea de didlogo
respectivo, y en la tercera, la persona que interviene: profesor-investigador: P (en negrilla) y los
estudiantes: E., cuyo dialogo hecho texto se presenta en la Gltima columna.

El profesor-investigador (P) finaliza el trabajo individual al cabo de 20 minutos. Este inicia
la conversacion en relacion con los items contenidos en Ac,. Como parte del guion establecido
para la entrevista, se realizan preguntas enfocadas a describir la velocidad segun las respuestas de
los estudiantes a los items planteados. Es pertinente aclarar que el trabajo grupal en Ac, es dividido

en dos momentos debido a la culminacion del tiempo disponible para el lugar de trabajo.
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Pasa para la primera parte, ¢listo? Escribe las respuestas que
colocaste en la hoja de trabajo. ¢ Cémo dice la primera pregunta?
¢Cudles son las magnitudes variables del problema? ;Existe alguna
relacion de interdependencia ...?

Vamos con la primera pregunta que aparece en el enunciado.
Cuales son ...?

La velocidad cambia. ¢Escribo lo que coloque en la hoja?

Si tranquila. En resumen, si prefieres.

Inicialmente puse que la velocidad.

¢Por qué?

Pues cambia. Pues pude apreciar eso.

¢Qué mas pudiste apreciar? ¢Es la Unica magnitud variable del
problema? ¢ Qué opinan los deméas?

La velocidad depende de la posicion y el tiempo.

Si.

Escribamos esas.

A pues si, yo decia que era la velocidad de una manera relevante. Porque
estas van cambiando en el contexto.

Entonces ¢el tiempo, la posicién son magnitudes variables?

Si. Porque cambian.

¢ Qué fue lo que dijiste sobre la velocidad? [refiriéndose a E]

Ella depende de la posicion y el tiempo.

Si, ella depende.
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En el trabajo individual Maria (E;) centra su atencion en la velocidad al momento de

identificar y explicitar las variables [E3(_g)] en la primera pregunta del item a). Para lo anterior,

se hace posible inferir que es debido a que el archivo disponible para esta actividad, aparecen los

valores dindmicos para la velocidad, tiempo, posicién e incremento. Para este Gltimo, menciona

que es una magnitud variable, y esto fue debido a la interaccion con el deslizador que se encuentra

para este en el archivo. Acto seguido, a través de la intervencion de Alvaro (E,) es posible

explicitar las magnitudes variables tiempo y posicion (AM1) [E4(;¢)]. Lo anterior, permite a Maria

expresar que si las habia identificado [E3(,g)].

19

20

03:14 22
23

25

¢Existe una relacién de interdependencia entre las magnitudes
variables? Entonces aqui lo vamos a hacer por partes. ¢Existe una
relacion entre el tiempo y la posicion?

Si. Si, la funcién.

¢Como asi?

La funcién la describe.

¢Cual funcion?

La que nos da el archivo.

Vamos a escribirlo con otro color, porque creo que no se alcanza a
ver, con el negro por favor. Listo. Vamos a escribir la funcién.
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28

29

30
31

91

[E; escribe] —5x2 + 34—9x + % Donde x es mayor igual a un medio.

Esta expresién la indica el archivo. (Y esa es la funcion para el
problema?

Pues de cierta forma estaba mirando en el ejercicio anterior [actividad
anterior], tiene que ver con tiempo y posicion. Por ejemplo, cuando el
tiempo es cero pues se utiliza la funcion da la posicién, por procesos
matematicos, nos daria la posicion.

Listo. Vuelvo y pregunto, nos dan esta expresion, ¢es la funcion para
el problema?

Teniendo el tiempo al remplazarlo en la funcién vamos a tener es la
posicién que va a tener el objeto.

Para la segunda pregunta del item a) se dio una respuesta unanime entre el grupo para la

relacion entre el tiempo y la posicion, la funcion [Eq ; 520-31)]. Lo anterior lo confirma Maria (E3)

al mencionar que segun la actividad anterior ella se percata que la expresion dada por el archivo

permite hallar la posicion dada un tiempo especifico [E;,g)]. Lo relacionado a la pregunta que se

plantea en la linea 28, los estudiantes describen que la expresion dada por el archivo describe mas

de lo que se tiene en el fendmeno del lanzamiento vertical y deciden restringir el tiempo hasta

menor o igual a 2 segundos.

Alvaro (E,) manifiesta la interdependencia entre la velocidad y el tiempo y la posicion

[E135)]- Con respecto a lo que entienden por relacion de interdependencia, los estudiantes la

describen como aquella donde una magnitud variable esta conectada a otra. Ideas que aluden al

concepto de funcion que poseen, las cuales fueron utilizadas para favorecer el desarrollo de las

tareas al encontrar una relacion de interdependencia entre la velocidad y el tiempo [E; 5(37-39)].

32
06:10 33
34

35
36

37
38
39

¢Quién seria x?

El tiempo.

Especifiqguemos quien es x en el tablero. Eso bien. ¢{Por qué creen
gue es importante tener esto?

Precisamente la velocidad depende de esas dos variables.

Bien. ¢ Entonces que vamos a encontrar? ¢ Puede existir una relacion
de interdependencia entre quienes?

Entre ...

El tiempo ...

Tiempo y velocidad.
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41
08:15 42
43

44
45
46
47
48
49
50
51

Maria (E3) verbaliza el comportamiento de los valores en la posicion respecto al tiempo

(AM2). Ademas, brinda informacion sobre el valor maximo que puede llegar a tener, resultado de

Listo, tranquilas. Vamos con el siguiente item. { Cdmo se comportan
los valores de la posicion respecto al tiempo? Explica tu respuesta.
¢ Qué escribiste?

Pues que, yo puse algo como que, miré ...

Léelo tranquila.

La y posicion va en aumento hasta que se llega a un tope de 0,966 ¢ ...
donde ahi se tiene la mayor posicion que puede, y a partir de alli que eso
era como 5, ... [se refiere a la posicion], yo no sé en qué tiempo, a partir
de alli la y posicién empieza a disminuir los valores, y eso fue lo que
pude evidenciar.

Ella nos esta diciendo que en un primer tramo los valores ...

Van en aumento.

Y después ...

Disminuyen.

¢ Los demas estan de acuerdo?

Si.

¢ TU qué opinas?

Yo puse fue que, hasta el punto maximo de la posicién, e ... tenian un
comportamiento directo respecto al tiempo, a medida que el tiempo
avanzaba ...

92

la exploracion en el archivo [E3(43)]. Por lo anterior, se decide dividir el fendmeno en dos tramos,

momentos o intervalos bajo la descripcion de que los valores, primero aumentan y luego

disminuyen., hecho que confirman sus comparieros Sofia [E;49)] y Alvaro [E1(s1)]- Enseguida, se

les pregunta por la velocidad segin el comportamiento identificado.

11:26 52

53
54

55
56

57
58

59
60

61

P

Eq, E; Y Eg
P

Bien. Segun lo que ustedes entienden por velocidad, que de hecho
han tenido una muy buena idea, solo en el tramo que es positivo, 0
como lo hemos dicho que aumentan, ;qué podemos decir de la
velocidad?

[se produce un silencio]

Vamos a poner un ejemplo: 10 kilometros por hora, inicio el
recorrido, ;qué quiere decir? Voy a recorrer en una hora ...

10 km.

Bien eso es lo que me indica. ¢Avance? ;Recorri una distancia de manera
positiva?

Si.

Digamos que ahora iré més lento, a 5 kildmetros por hora. ¢(Qué
quiere decir? ¢Sigo aumentando la distancia recorrida?

Si, si.

Y de un momento a otro empiezo a ir a menos 10 kilémetros por
hora. ¢ Hacia donde me voy?

Hacia atras.
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62 P Eso sucede si tenemos un sistema de referencia. Entonces si los

valores de la posicién aumentan es por qué la velocidad ¢ Qué?
14:27 63 E; No puedo decir nada, hay velocidad simplemente positiva.

64 P Eso. Ya. Si los valores aumentan la velocidad es positiva. ¢Y si los
valores disminuyen?

65 E, Es negativa.

66 P ¢Estan de acuerdo?

67 E;,E,yE; Si,si.

68 E, Incluso alli en la tabla, se ve.

69 P Es de entender que es lo que sucede.

Se produce un silencio por parte de los estudiantes al preguntarles sobre la velocidad segln
el comportamiento de aumento en los valores de la posicion, se planea un ejemplo para que noten
la relacion entre dicho comportamiento y el valor que puede tener la velocidad para algun valor de
ese intervalo [E;(s4—e1)]. Probablemente por lo trivial del caso, los estudiantes no expresan en
primera medida que si los valores en la posicién aumentaban indicaba que la velocidad es positiva
y caso contrario si es negativa. Pero luego, a través del ejemplo logran establecerlo e incluso estar
de acuerdo [E; 3 3(63-67)]-

Antes de finalizar el tiempo asignado para la primera sesion, se alcanza a conversar sobre
en qué consiste el incremento y sobre lo que refiere el item c) al preguntarnos sobre cuéanto es el
incremento; es decir, una cantidad para este. Ideas que fueron tomadas en la siguiente sesion a
través de una tarea asignada al grupo durante la entrevista, con relacion a los datos dados en la

presentacion del problema y la implicacién de los comportamientos observados durante el trabajo

individual.

20:30 70 P Vamos a decirlo que en el primer momento del fendmeno 0,8 ¢en
qué momento esta del fendmeno? Maria tu habias dicho que mas o
menos el punto maximo ¢era en que valor?

71 E; 0,966.

72 P Entonces 0,8 esta en el primer momento y por tanto debe ser
positiva la velocidad, como se puede apreciar en el registro. ;Qué
sucede cuando analizamos los incrementos?

21:03 73 E, Que decrecen los valores de la posicion.

74 P ¢ Qué sucede con los valores de la velocidad?

75 E; La velocidad también.

76 P &Y en el registro se cumple eso?
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77 El' EZ y E3 S|’

El profesor-investigador destaca la importancia de apreciar el comportamiento en los
valores de la posicién y como estos tienen implicacion en la velocidad del objeto para el valor en
el tiempo 0,8 s [P(72)]. Posteriormente, se pregunta por el comportamiento de los incrementos, en
la que Alvaro (E;) menciona lo escrito en el trabajo individual: decrecen los valores de la posicion
[E1(73)]. Acto seguido, se pregunta por como este comportamiento influye en la velocidad, en la
que Maria (E3) asimila un comportamiento similar para este [E3;s)].

Con el objetivo de corroborar la informacion obtenida anteriormente, se propone la tarea
de encontrar la velocidad promedio para el intervalo entre el primer y segundo sensor con tiempos
de 0,25 s y 0,8 s respectivamente.

78 P Vas a pasar al tablero y vamos a suponer que hay un incremento
entre el sensor 1y el sensor 2 [se refiere a E,]. Con los datos que hay
en la tabla quiero que me muestres como calcular el incremento en
el tiempo y el incremento en la posicién. ¢ Listo? Sino tranquila que
los compafieros te ayudan.

79 E; Utiliza la diferencia.
80 E, ¢Eso como el tiempo, pero con la posicion?
81 E; La misma si. ¢Entre el sensorl y el sensor 2?
82 P Si.
22:43 83 E, El incremento en el tiempo es e ... [coge el marcador].
84 P ¢ Ya sabe con qué signo podemos escribirlo?
85 E; [Hace el simbolo A].
86 P Exacto.
87 E; Suponiendo que este es un valor inicial. ¢ Lo puedo escribir de una vez?
88 P Como quiera. Tranquilo.

Inicialmente se le solicita a Sofia (E,) que muestre como calcular los incrementos, pero
ante la duda de su compaiiera, Alvaro (E) toma la iniciativa y muestra como calcularlos. Durante
la conversacion manifiesta expresiones que permiten inferir que el estudiante realiza, en primera
instancia, una lectura sobre el tema tratado en la sesion anterior, evidencia de ello es la forma de
referirse al incremento con el simbolo A [E; (gs)].

Figura 20
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Trabajo sobre los incrementos durante la entrevista de Ac, E{ P,

En la imagen 1 se puede apreciar como Alvaro (E,) hace uso de expresiones algebraicas

para denotar el incremento para dos valores en el tiempo. Junto con sus compafieros calculan los

valores que les permiten encontrar los incrementos, tanto para el tiempo como para la posicién a

través de sus respectivas imagenes.

89
90
91
24:22 92

93

Eso, bien. Les pregunto. Tengo los incrementos. ¢{Puedo dar una
velocidad para ese incremento de tiempo?

Si.

¢Como?

E... ¢ Para ese incremento de tiempo? Pues esta, [sefiala el incremento en
la posicion] comparando la posicion con el tiempo como razon.
Muéstrenos.

Acto seguido, se les pregunta si es posible encontrar una velocidad para ese incremento de

tiempo entre el sensor 1 y el sensor 2, a lo que Alvaro responde que (E)se obtiene: comparando

la posicion con el tiempo como razon [E;92)]. Se destaca el dominio que tiene el estudiante por la

forma en la que muestra coémo encontrar una velocidad promedio para dicho intervalo. Ademas, el

estudiante se refiere a la existencia de velocidades instantaneas (Imagen 2) y que la velocidad

media es el resultado del promedio de todas estas [Eq(192-104)]-

24:57 94
95
96
97

Entonces ¢ ... digamos ... [escribe V].
¢Por qué Vv?

Si, velocidad.

¢Por qué?



COMPRENSION DE LA DERIVADA

98 E,
99 E,
100 E,
101 3
102 E,
103 3
104 E,
105 3
106 E,

Figura 21

Porque la velocidad es la razon [escribe la razon con los valores
obtenidos anteriormente].

4,45 periddico.

[Escribe las unidades correspondientes].

¢ Qué quiere decir que en ese incremento de tiempo la velocidad sea
4,45 m/s?

Que la velocidad media en este intervalo de tiempo fue esa.

¢ Qué significa que sea media?

Que es el promedio de todas las velocidad instantaneas.

Es decir que si yo tomo un valor de 0, 3 por ejemplo.

Eso tiene una velocidad instantanea.

Trabajo sobre la razn de cambio durante la entrevista de Ac, E{ P,

96

Antes de dar paso a la tercera tarea sobre las razones de cambio (A3), los estudiantes

expresan y Se corrigen entre si para asignarle una velocidad a un valor que se encuentra entre el

intervalo analizado a través de la velocidad promedio [E; 5 3¢108-111)]-

107 P
26:19 108 E,
109 3

¢O promedio? Con la informacién que tenemos, un valor
aproximado para 0,3 segundos, ¢cuél podria ser? Los demaés
también pueden participar.

Esa. Si esta en ese intervalo.

Exacto es por lo que usted dice que es promedio.
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110 E; ¢Para 0,3 que me decia usted?
111 E, Que la de 0,3 cuanto seria. Y nosotros sacamos la velocidad promedio
para un intervalo y ese esta ahi.

Finalmente, se les solicita a los estudiantes contestar las siguientes preguntas para la parte

de “comunicando y compartiendo”:

¢Cudl es la importancia de conocer las magnitudes variables en la situacién
problema?
- ¢Qué sucede con la velocidad si los valores de la posicién aumentan o
disminuyen?
- ¢Como se calcula un incremento?
- ¢Qué sucede con la velocidad si los incrementos en la posicién son cada vez
mayores o0 cada vez menores?
4.2.3. Habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos
En las siguientes figuras se presentan las acciones y operaciones mentales activadas por cada uno
de los estudiantes, obtenidas a partir del trabajo realizado en grupo por dichos estudiantes. En estas
figuras, mediante una linea continua, se sefiala la relacion entre las acciones y operaciones
mentales establecidas en la primera parte por cada uno de ellos. Las nuevas relaciones entre
acciones y operaciones mentales, evidenciadas durante la entrevista en la interaccién con sus
compaferos y en las expresiones externas, son sefialadas en la figura por lineas a trozos en color

negro.

Figura 22

Acciones y operaciones mentales de Ac, P, E
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Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en
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{ Acciones mentales ] [ Operaciones mentales ]

AMl ————————— - Identifica y explicita mformacion
AM2 - -===% - Describe la velocidad

AM3 ==
AM4 <<

. - Describe un comportamiento
- ~~-__> - Relaciona expresiones algebraicas
T T3 - Describe el incremento

" . Asocia la razon con la velocidad

AN
Después de interactuar con sus compafieros, Alvaro (E;) en sus conclusiones logra

describir la velocidad segun el comportamiento de los valores de la posicion (AM2). A pesar de
que desde un inicio no se percata de este hecho, junto con sus compafieros y la intervencion de
Maria (E3), le permite describir los incrementos en las magnitudes variables y por ende describir
a la velocidad a partir de estas (AM3). En su participacion se evidencia como asocia la razén de
cambio con la velocidad promedio (AM4), lo cual muestra el uso de la habilidad de explicar
asociada al proceso de comunicacion, y el reconocimiento de la representacion de la derivada como

razon.

Figura 23

Acciones y operaciones mentales de Ac, P, E,
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[ Acciones mentales ]

AM2
AM3 -=zZIlT -

\ =

[ Operaciones mentales ]

==% - Describe la velocidad

- Identifica y explicita informacion

- Describe un comportamiento

AM4 <=2 “7--> _ Describe el incremento
- Asocia la razon con la velocidad

\

/

99

Tras la entrevista, Sofia (E,) logra asociar la razon de cambio con la velocidad (AM4) y

por consiguiente describir la velocidad promedio. Lo anterior fue debido a la participacion de sus

comparieros, al compartir sus respuestas corrobora cdémo se comportan los valores en la posicion

(AM2) y se percata de los incrementos en la posicion para asi lograr describir la velocidad (AM3).

Contrariamente a su compariero Alvaro (E,), que si logra, desde el trabajo individual, relacionar

expresiones algebraicas con los incrementos, Sofia manifiesta la habilidad de explicar con la

intencion de comunicar la manera en que se calculan.

Figura 24

Acciones y operaciones mentales de Ac, P, E;
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[ Acciones mentales ]

AM3 -==2IC
AM4 -7

AM2 —memmmooo

[ Operaciones mentales ]

—> - Identifica y explicita informacion
-==% - Describe la velocidad

- - Describe un comportamiento

=> - Describe un incremento

100

Maria, (E3) al igual que sus compafieros, por medio de la entrevista, consigue usar la

habilidad de explicar el calculo de los incrementos en las magnitudes variables (AM3). A través

de sus descripciones se puede evidenciar como logra indicar que la velocidad es vista como la

comparacion entre el tiempo y la posicion, pero es posible inferir que en ese momento lo hace sin

ser totalmente consciente que se refiere a la razon (AM4).

A manera de sintesis, después de la interaccion en la entrevista, se evidencia que los

estudiantes, describen la velocidad a través del analisis del comportamiento de los valores e

incrementos en la posicion. Lo anterior fue posible ya que, Alvaro (E;) y Sofia (E,), consiguen

asociar la razén con la velocidad.

Tabla 15
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Rejilla sintesis final de E,, E, y E; para Ac,

Habilidad o Alvaro  Sofia ~ Maria
Proceso . Caracterizacion
cognitiva (Eq) (E;) (E3)
Identifica y explicita el cambio
Interpretar  entre las magnitudes variables Si Si Si Si
tiempo y posicion.
Describe la velocidad como la
variacion de la posicion con Si Si Si Si
respecto al tiempo.
Describe el comportamiento de los
valores en la posicion respecto al Si Si Si Si
tiempo.
Describe la velocidad segun el
comportamiento de los valores de 4 4 4 4
Comunicacion la posicidn respecto al tiempo.
Describe el célculo de un
incremento en una magnitud v v 4 v
variable.
Describe el comportamiento de los
incrementos de la posicidn.
Describe la velocidad segin el
comportamiento de los v v 4 v
incrementos de la posicidn.
Describe la velocidad como la
razén de cambio promedio entre la v 4 v 4
posicion respecto al tiempo.
Relaciona expresiones algebraicas
Procedimientos Analiticos  con los incrementos del tiempo y Si X x X
la posicion.
Asoci.a la raz6n de cambio con la v v . v
velocidad.

Grupo

Explicar

Si X X X

Representacion Reconocer

4.3. Tarea sobre las razones de cambio (Actividad 3)

A continuacion, se presenta la rejilla con la informacién del trabajo realizado por los estudiantes
para la Actividad 3 (Acs), a la tarea sobre las razones de cambio como velocidad. Asimismo, cabe
aclarar que dicha actividad continta con el planteamiento de solucién a la situacion problema
presentada en la primera actividad, junto con el mismo archivo utilizado en la actividad anterior.
En seguida, se presentan las figuras obtenidas a partir de dicha rejilla, correspondientes a las
acciones y operaciones mentales activadas y logradas por cada uno de los estudiantes del grupo en
relaciéon con dicha actividad. Posteriormente se realiza un analisis de la entrevista, apoyado en la

trascripcion realizada.
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102

Esta rejilla corresponde nuevamente al grupo de estudiantes Alvaro (E,), Sofia (E,) y Maria (E3)

para la tarea Acs.

Tabla 16

Rejilla de respuestas Acs

Tarea Trabajo en grupo
Razones de cambio Instrumento Individual Jo €n grup
o Entrevista
Actividad 3
Item/Estudiante E,: Alvaro E,: Sofia E;: Maria E., E, VE;
a) Calcule los [La tabla se encuentra [La tabla se encuentra [La tabla se encuentra [Estan de acuerdo con
incrementos de  los completa]. completa]. completa]. los valores para las
valoresen el tiempo (x)y La forma en la que hallé  Programa. razones promedio

complete las siguientes

tablas:

los valores a dichas tablas
fue en una columna, saqué
la longitud del intervalo a
tratar y finalmente una
columna correspondiente a
la comparaciéon de los
valores Ay con Ax.

alrededor de 08s
encontrados en las
tablas].
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b)  Aproximadamente, Elobjeto se mueveconuna Velocidad = 1,75 1,75 (m/s): se puede [Las idea de
¢con qué velocidad se  velocidad aproximada de V= Ay denotar segun el  aproximacion y
mueve el objeto 1,755 m/s porque esa es T Ax mecanismo de lanzamiento  tendencia surgen 'y
alrededor de x = 0,8s? la velocidad promedio en la velocidad obtenida en  concluyen una
Justifique su respuesta. el intervalo [0,795,0,8]. x=08s; ademés, se velocidad de 1,75m/

realizan las formulas spara el objeto en

usando: i—i 0,8 s].

entonces se obtiene:

Ay 0,035 m

= =175 |—

Ax 0,02 [s]
c) Determine la Dado que la pendiente [No muestra una Se mantienen en estos [Relacionan la razén
pendiente de la recta que ;= 22: ¢ comparacién ~ respuesta] intervalos la velocidad de cambio promedio
pasa por los puntos de los 4 P promedio contando con el  con la velocidad y los

con los resultados del item T . . >

extremos de los ejercicio anterior. atributos de la recta:

a) vemos que son iguales.

intervalos definidos en pendiente, secante].

las tablas del item a).
Compare este resultado
con el del item anterior y
escriba una conclusién.
Justifique su respuesta.

En las siguientes figuras se presentan las operaciones mentales logradas por cada uno de
los tres estudiantes, obtenidas de su trabajo individual. Nuevamente, como en la tarea anterior, en
estas figuras se sefialan mediante una linea continua, la relacion entre las acciones y operaciones

mentales activadas e identificadas, con el uso de colores.

Figura 25

Acciones y operaciones mentales de Ac3P{E,
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-
Et) Calcule los incrementos de los valores en el tiempo (x) y complete las siguientes tablas: }l

] b) ;Aproximadamente con qué velocidad se mueve el objeto alrededor de x = 0.8 s? Justifique su
5 respuesta.
=
s, c) Determine la pendiente de la recta que pasa por los puntos de los extremos de los intervaloq
definidos en las tablas del item a). Compare este resultado con los items anteriores y escriba una{
conclusion. Justifique su respuesta. J
\ /
's N
A.x1 = Axy = O;DDS Axs = 5‘@1
[x1,25] [x, %3] : [, %2]
[0.78,0.79] [0.79,0.755] [0.798,0.799] %
[0.79,0.8] [0.795,0.8] ¥ [0.799,0.8]
[0.8,0.81] [0.8,0.805] iilfpaass [0.8,0.801]
[0.81,0.82] :ivqibit [0.805,0.81] It f) 635 [0.801, 0.802]
Tabla | Tabla 2 Tabla 3

Tl oopdo Se vawene con ura uéibs‘é'pacl AP dirmado o e
-11‘;-59% .fOY?X e ey o velocida d (oumeim on 2/ L

wmhwalo {:oﬁ-agj O-@’] .

"
2=

=
gE
g g
=

Yo gt pondionte m = ’fi} 01 Comparac i cor

1o Re;xn.deLio; cl‘f’f{ Do a} Newos ’gy? gan FﬁudfﬁS.

{ Acciones mentales ] [ Operaciones mentales J

= - Domina los ntuneros: realiza operaciones
= - Completa una tabla
P - Extrae informacion
AM4 —— - Identifica y explicita informacion
- Describe la velocidad
- Usa las unidades de medida
- Relaciona atributos de la recta

- Asocia la razén con la velocidad v la
pendiente

Alvaro (E,) activa la razén de cambio promedio durante el desarrollo de su trabajo
individual para Ac; (AM4). En sus expresiones externas se evidencia la realizacion de la tabla
propuesta para el item a) en la que utiliza las herramientas disponibles en el archivo para completar
dicha tabla. Lo anterior, fue posible a partir de la observacion del profesor-investigador durante la
sesion. Por tanto, al no ser explicito el uso de lapiz y papel, no es posible ignorar que el estudiante
posee un dominio de los nimeros para realizar operaciones, a pesar de que use herramientas
computacionales para cumplir con el item. Por otro lado, a pesar de que la tabla hace parte del

item, el hecho de completarla y encontrar razones alrededor de un valor permite generar una
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representacion numeérica; tales expresiones externas hacen parte de encontrar la velocidad
instantanea en un valor en el tiempo. En este orden de ideas, es posible inferir que el estudiante
hace uso de procedimientos aritméticos e inicia la construccion de la representacion numérica de
la derivada para encontrar la velocidad instantanea, habilidades asociadas a los procesos de
elaboracion y comparacion de procedimientos y representacion.

En el siguiente item, Alvaro extrae informacion tras completar la tabla, y la identifica y
explicita con el objetivo de describir la velocidad alrededor del valor 0,8 s. Se piensa que al
completar la tabla iba a percatarse de la tendencia a un valor para las razones de cambio dada la
aproximacion con intervalos mas y mas pequefios cercanos a 0,8, pero en sus expresiones externas
menciona una velocidad de 1,755 m/s debido a que este fue el resultado obtenido en el intervalo
[0,795,0,8], es decir, una velocidad media o promedio (AM4). Ademas, es de destacar que el
estudiante hace uso de las unidades de medida, lo que permite inferir su estado de consciencia
sobre quienes esta actuando, el tiempo y la posicién. Por tanto, habilidades como: interpretar,
explicar y usar procedimientos métricos asociados a la comunicacion, representacion y la
elaboracion de procedimientos, se pueden evidenciar a partir de sus expresiones externas iniciales.

Finalmente, para el item c) Alvaro es consciente de la relacion entre la pendiente de una
recta y los valores obtenidos en el item a), es decir, las razones de cambio promedio (AM4). Segun
sus expresiones externas, es posible inferir el uso de atributos de la recta propios de la geometria
y reconocimiento de representaciones al asociar la razon con la velocidad y la pendiente de la recta
que pasa por los puntos de los intervalos, obtenidos alrededor de un valor en particular. Dichas
habilidades se asocian a los procesos de comparacion de procedimientos y representacion

respectivamente.

Figura 26
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Acciones y operaciones mentales de Acz P E,

-

El) Calcule los incrementos de los valores en el tiempo (x) y complete las siguientes tablas:

F) iAproximadamente con qué velocidad se mueve el objeto alrededor de x = 0.8 s! Justifique su%
respuesta.

) Determine la pendiente de la recta que pasa por los puntos de los extremos de los intervalos
definidos en las tablas del item a). Compare este resultado con los items anteriores y escriba una
conclusion. Justifique su respuesta.

Axy = 001 Axg = Qoo

[y, %2] [%2,%2]

[0.78,0.79] [0.79,0. [0.798,0.799)
" [0.79,0.8] [0.795,0.8] | [0.799,0.8]
2 = [0.8,0.81]} [0.8,0.805] [0.8,0.801]
S 8 [0.81,0.82] =Gl [0.805,0.81] TGe A5 [0.801,0.802] 3%.:
é = Tabla | Tabla 2 Tabla 3
]
- Y |
&= 4 ] _ ‘
\q\f?glfo'aé?‘i =73 ARE -
. ':]
Ne= :_\f':_—
AX
I
s N
[ Acciones mentales ] { Operaciones mentales ]

> - Domina los numeros: realiza operaciones
> - Completa una tabla
AMAd —— - Extrae informacion
- Identifica y explicita informacion
- Describe la velocidad

- Asocia la razon con la velocidad

Sofia (E,) en su trabajo individual, al igual que Alvaro (E,), manifiesta un dominio de los
nameros y realiza operaciones a través de las herramientas computacionales para completar la
tabla relacionada a encontrar razones de cambio promedio (AM4). Por otra parte, se infiere que,
al realizar la tabla, la estudiante extrae informacion para identificar y explicitar una aproximacion
a la velocidad para 0,8 s. A diferencia de Alvaro, Sofia no menciona o tiene presente las unidades
de medida para la velocidad en sus expresiones externas, por tanto, no es posible hablar del uso de
los procedimientos métricos por parte del estudiante.

Podria pensarse que a partir de examinar intervalos mas y mas pequefios la estudiante

aproxima una velocidad de 1,75 m/s, es decir, pensar en una razon de cambio instantanea (AMD5).
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Pero al no contar con suficientes expresiones externas, no es posible afirmar que las habilidades
de reconocer, interpretar y explicar asociadas a la representacion y comunicacion fueron usadas.

Figura 27

Acciones y operaciones mentales de Acz P,E;

P
Ea) Calcule los incrementos de los valores en el tiempo (x) y complete las siguientes tablas: }ﬂ

b) ;Aproximadamente con qué velocidad se mueve el objeto alrededor de x = 0.8 s? Justifique su
respuesta.

1* Parte

) Determine la pendiente de la recta que pasa por los puntos de los extremos de los interva\oﬂ
definidos en las tablas del item a). Compare este resultado con los items anteriores y escriba una
conclusién. Justifique su respuesta. J
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{ Acciones mentales } [ Operaciones mentales ]
- Domina los nlimeros: realiza operaciones
y
yd _= - Completa una tabla
/ — . [
// " - Extrae informacion
/- — - . . . . .
e - Identifica v explicita informacion
AM4 & - Describe la velocidad

- Expone argumentos aceptables
- Usa las unidades de medida
- Relaciona atributos de la recta

- Asocia la razon con la velocidad vy la
pendiente

\

En su trabajo individual, Maria (E5) comparte expresiones externas con Alvaro (E;) y Sofia

(E,) en las que se destacan las habilidades de usar procedimientos aritméticos y construir la
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representacion numeérica de la derivada, la razon de cambio promedio (AM4). Ademas, reconoce
la relacion entre las representaciones fisica (velocidad) y grafica (pendiente) de la misma.

En cuanto al item b), es interesante ver que para interpretar y explicar la velocidad
aproximada en 0,8 s no solo extrae informacién para explicitar la velocidad, sino que intenta
mostrar argumentos que se pueden considerar aceptables si se contara con méas informacion. Lo
anterior, es debido a que existe una relacion a su conjetura de considerar incrementos que incluyan
al valor 0,8 s, no como los propuestos en la tabla que son por “izquierda” menores o por “derecha”
mayores a este valor. Dicha relacion podria referirse a las ideas que sustentan el teorema del valor
medio para derivadas, en el que establece que cuando una funcién g es continua sobre [a, b] y
diferenciable sobre (a, b), entonces debe haber por lo menos un punto sobre la gréafica donde la
pendiente de la recta tangente es la misma que la pendiente de la recta secante que pasa por los
puntos (a, g(a)) y (b, g(b)). Hay que recordar que la palabra medio se refiere a un promedio; es
decir, que el valor de la velocidad en algun instante es el mismo que la razon de cambio promedio
de la funcion sobre el intervalo.

A manera de sintesis, en relacion con el planteamiento de solucion de la situacion
problema, los tres estudiantes hicieron uso de las habilidades cognitivas relacionadas al uso de
procedimientos aritméticos para generar la representacion numérica de la derivada a través de las
razones de cambio promedio para describir a la velocidad (AM4). Pero solo Alvaro (E;) y Maria
(E3) inician un acercamiento para relacionar estas representaciones, en especial, cuando
consideran atributos de la recta como su pendiente. En resumen, se cuenta con la siguiente

informacion:

Tabla 17

Rejilla sintesis inicial de E4, E, y E5 para Acs
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Proceso Habilidad Caracterizacion Alvaro  Sofia  Maria Grupo
cognitiva (Ep) (E;) (E3)
Interpretar Identi_fica y e>_<p|icita la razén de Si Si Si Si
cambio promedio.
Comunicacion Describe la velocidad como la razén
Explicar de cambio promedio entre la posicion Si Si Si Si
respecto al tiempo.
Aritméticos Domina los nimeros: determina y Si Si Si Si
emplea las razones.
Selecciona y usa las unidades de
Procedimientos Métricos medida para denotar la velocidad Si No Si Si
promedio.
Geométricos Rela(_:iona atributos de la recta: su Si No Si Si
pendiente.
Construir Genera la represe_ntacién nu_mérica d_e
la raz6n de cambio promedio a partir Si Si Si Si
de una tabla.
- Interpretar Extrae informacié_n de la
Representacion representacion numérica de la razén Si Si Si Si
de cambio promedio.
Asocia la razon de cambio promedio
Reconocer  con la velocidad media y la pendiente Si Si Si Si

de la recta secante.

4.3.2. Analisis de la entrevista

Las lineas en la transcripcion de la entrevista Acg se presentan en cuatro columnas. En la primera

se hace referencia al tiempo transcurrido, en la segunda columna al nimero asignado a la linea de

dialogo respectivo y en la tercera a la persona que interviene: profesor-investigador: P (en negrilla)

y los estudiantes: E., cuyo dialogo hecho texto se presenta en la Gltima columna.

Posterior al trabajo individual, se le solicita a Sofia (E,) que complete la tabla en el tablero.

Se le pide que escriba solo los intervalos del medio, los cuales hacen referencia a las

aproximaciones a 0,8 s por “izquierda” y por “derecha, es decir, menores y mayores al valor como

se puede observar en la imagen 1. Los anterior con el objetivo de centrar la entrevista hacia la

tendencia que generan las razones al ir reduciendo el incremento en el tiempo a valores cercanos

a0,8s.

Figura 28
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Trabajo sobre las razones de cambio de Ac3P4E,

by, - 2005 Ay

e |
Ii.’w‘A 'l“ "\ ‘I ’..
! 2% sl By
1oy
Loty 09 1ys 1165
LOo%, o%n] 1,123 ooyl 1 s
L Loy, apt) 1 Vs
1y

A continuacion, se le pregunta por como halla esos valores, en la que manifiesta que utiliza

las herramientas del archivo utilizando “la formula” de la razon; es decir el cociente entre los

incrementos de la posicion respecto al tiempo [E;;_7)].

03:02

¢Como hallaste los valores?

Utilicé el programa. Con la formula de la razén y escribia el valor del
tiempo que necesitaba.

¢Y los decimales?

Si, yo los coloque, los aproxime.

Bien. ¢La segunda esta bien?

Si.

[Describe cdmo usar la hoja de calculo cambiando el incremento en el
tiempo].

Coloquemos los intervalos de la mitad.

[Escribe en el tablero].

Gracias. Y en la tltima.

Entonces yo tengo que revisar por qué no lo hice bien.

Maria (E3) expresa que probablemente comete un error, pero al hacer una revision de su

hoja de trabajo concluye que no fue asi. Acto seguido, se les pregunta por la velocidad aproximada

que puede tener el objeto al cabo de 0,8 s. Alvaro (E,) tiene la idea de que al calcular las

velocidades promedio alrededor de determinado valor, no es posible asignarle uno que se

encuentre por debajo del mismo, en este caso de 0,8 s, y por tanto concluye que es 1,755 m/s
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[E1(13)]- Con respecto a lo anterior, probablemente se deba a la misma dinamica del problema; la

velocidad al ser positiva debe indicar que el objeto se dirige hacia “adelante”, que se dispone a

recorrer una posicion ascendente, y por tanto el estudiante no cree que pueda ser esta.

12 P Por eso habiamos dicho que tanto el tiempo como el incremento
podiamos darle el valor que quisiéramos. Tranquilos no importa si
nos equivocamos aqui tenemos en el tablero la informacion. Listo.
La siguiente pregunta. ¢Aproximadamente con que velocidad se
mueve el objeto alrededor de 0,8 s? ¢ Con qué velocidad? Si ustedes
ven esta informacion ...

05:55 13 E; 1,755.
14 P ¢Y por qué no puede ser 1,745?
15 E, Porque en los promedios no se tiene en cuenta los primeros valores.
16 P ¢Por qué? ¢ Y el segundo si?
17 E; Si.
06:42 18 P ¢ Seguro? Vamos a mirar que sucede con los incrementos [se sefialan
los incrementos].
19 E,yE;g Disminuyen.

Para avanzar con la entrevista, se les solicita a los estudiantes observar los incrementos
tomados para cada una de las tablas, como se puede observar en la imagen 2. Rapidamente Sofia
(E2) y Maria (E3) verbalizan que disminuyen [E;3(19)].

Figura 29

Trabajo grupal sobre las razones de cambio en Ac; P,
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06:53 20 P ¢ Que estoy haciendo aqui? [sefiala la tabla 0, 79, 0,795, 0,799].
21 E; Disminuyendo el incremento.
22 P Podria ser una opcién.
23 E, Entonces yo podria haber sacado un promedio de esas tres para ver dado
una velocidad
24 P No porque no es necesario, si sacas un promedio de los tres ¢qué se

estaria haciendo? Habra que ponerle sentido. Si ustedes me dicen
gue el incremento se vuelve méas pequefio. Volveré a preguntar. ; Qué
sucede con estos valores 0,79, 0,795, 0,799?

09:32 25 E, Dando una aproximacion
26 P ¢Hacia quién? ¢ Hacia donde?
27 E, Hacia el punto.
28 E; ¢(Aproximaciones hacia donde?
29 E, 0,8.
30 P &Y por este lado? [se refiere a los valores mayores a 0, 8].
31 E, También.
10:08 32 E; Se hace més fina la razon, la velocidad, se vuelve més exacta.
33 P ¢A nadie le dio curiosidad de colocar un incremento mas pequefio a
ver qué pasaba?
34 E; No, ya sabia que ...
35 P ¢ Ya sabia qué?
36 E, La velocidad
37 P Pero la velocidad en 0,8 es1,75501,745 ?
38 E; 1...
39 P Tomen un incremento mas pequefio que este [el Gltimo de la tabla].
11:01 40 E, La distancia, la aproximacién es la misma, digamos, entre el valor que
esta por debajo y el que esta por encima.
41 E, Es que ...
42 E, La diferencia entre el valor real, digamos es como un limite, es lo que yo
me estoy acercando por un lado y por el otro, van a tender al mismo.
11:33 43 E, Yo lo que digo ahi, yo también hice lo mismo de agregar ... hacerlo mas
pequeiio, obviamente salen mas decimales, entonces ...
44 E; Habria un margen de error.
45 E, Por ejemplo, con 0,0001 la velocidad se convertia en 1,7495 entonces

se aproximaa 1,75.
En primera instancia Alvaro (E,) expresa que al observar los valores de 0,79,0,795 y
0,799 se disminuye el incremento [E;,1)]. Pero como se puede evidenciar lineas mas adelante en

la conversacion con Sofia (E,), al destacar la idea de aproximacion hacia un valor, en este caso a
0,8 s, a traves de la disminucion de los incrementos alrededor de este valor, tanto por “izquierda”

como por “derecha” [E;(;5_31], Alvaro manifiesta de forma verbal que: se hace mas fina la razon,

la velocidad se vuelve mas exacta [E;3,)]. Posteriormente, se retoma la pregunta planteada sobre
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si la velocidad para el objeto en 0,8 s es 1,755 m/s 0 1,745 m/s, en la que Alvaro duda de dar
una respuesta y, por tanto, surgen las ideas de aproximacion y tendencia a un valor. Lo anterior
resulta de plantear y encontrar una razon con un incremento mas pequefio y cercano a 0,8 s que el

dado en las tablas [E; 3(40-45)]-

46 P ¢En qué consiste un limite?

47 E; En ver como se comporta la funcién a valores aproximados a cierto
punto.

48 P &Y cdmo se hace eso?

49 E, Cuando me acerco a ambos lados.

50 P ¢Me acerco? ¢Hay aproximaciones?

51 E; Si.

52 P ¢Y qué generan esas aproximaciones?

12:30 53 E; Un valor.

54 P ¢En donde?

55 E; En... las imagenes.

56 P Eso seria el caso para el limite de una funcién. Yo realizo
aproximaciones a un punto y cuando observo las imagenes, ¢qué se
genera?

57 E, Una aproximacién a otro punto.

58 P Hablariamos de tendencia a un valor. De hecho, una aproximacion

es una tendencia. El proceso que estoy haciendo aqui [sefiala las
tablas] estoy aproximando y tendiendo a valor de 0,8. Y en el caso
de las funciones tenderia a un valor en las imégenes que pueda o no
que exista. ¢Pero de quién estamos hablando?

13:41 59 E; De una razon.
60 P Ahora para este problema, si yo me acerco por derecha o por
izquierda, ¢es lo mismo o es diferente?
61 E; Al valor al que tienden es el mismo.
62 P Entonces si es el mismo. Entonces no importa quien tome si las

razones por derecha o las razones por izquierda. Bien. Aun no me
han dado un valor para la velocidad en 0, 8. Ese es el siguiente paso.

Al identificar el limite que se origina al analizar las razones alrededor de 0,8 s, se le
pregunta a Alvaro (E;) por sus ideas asociadas a este objeto matematico. En su descripcion se
destacan las ideas, como se describio anteriormente, sobre la aproximacion y la tendencia en los
valores para el dominio de una funcion [E;4;_s7)]. Lo anterior es aplicado a los resultados
obtenidos al completar las tablas, en la que para este caso quien origina una tendencia no son las

iméagenes de una funcion sino las razones que se generan alrededor del valor analizado previamente

[E1(s9-61)]-
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Para el item c), Alvaro (E,) verbaliza: porque tienen la misma formula, la misma expresion,
refiriéndose a que la pendiente de la recta secante es igual a la velocidad promedio para los mismo

intervalos dados en el item a) [E;4—6g)]. POr consiguiente los demas estudiantes se percatan de
esto como Sofia (E;) a pesar de no haber contestado en el momento del trabajo individual [E;60)];

y al confirmar Maria (E3) su relacion con la velocidad [E3(;)].

63 P Bueno y la pregunta ¢;qué sucede con las ... rectas [se lee el
enunciado]? ¢Qué encontraron?
16:07 64 E, Que la pendiente es igual a la velocidad.
65 P ¢Por qué?
66 E, Porque tienen la misma férmula, la misma expresion.
67 P ¢ TU no alcanzaste a responder? [se dirige a E;]
68 E, Se definen igual.
69 E, Pero si, tienen la misma.
70 P Si, en este caso ... [sefiala el tablero], tu cuando lo estabas haciendo,

la encontraste [se refiere a E5 ] ¢si 0 no? De hecho, aqui el [se refiere
al archivo] nos da el intervalo; en cierto intervalo, la velocidad
promedio es ... y si trazo la recta que pasa por los puntos y hallo la
pendiente ¢qué me da?

71 E; La velocidad.

72 P Me da la misma, entonces si yo les digo, esto tiene un nombre, y de
hecho ahi esta el nombre [indica la pantalla del archivo].

73 E, Recta secante.

74 P ¢Ustedes han escuchado que es secante? Por geometria.

75 E, La recta que corta en dos puntos.

76 E; Cierto, y asi se le llama.

77 P Y ustedes notaron que pasa con la recta cuando hacian el incremento
mas pequefio.

18;25 78 E, Parecia hacerse tangente.

79 P &Y qué es tangente?

80 E, Toca un punto, 6sea la distancia ...

81 E, Tangente es perpendicular a un circulo.

82 P Es a una circunferencia.

83 E, Que toque en un solo punto, y los puntos cercanos a €l son de la recta.

Atributos y propiedades propios de la geometria sobre las rectas y las circunferencias son

discutidas en la conversacion con los estudiantes. Las ideas que asocian a la recta secante [E;(;s)]
y a la recta tangente [E; (75 g3)] Son consideradas para relacionar a la velocidad promedio o razon

de cambio promedio a un ambiente grafico como la pendiente de la recta secante.



COMPRENSION DE LA DERIVADA
115

Finalmente, se les solicita retomar las preguntas de los items b) y ¢) como conclusiones en
la parte de “comunicando y compartiendo”:
- ¢Aproximadamente con qué velocidad se mueve el objeto alrededor de x =
0,8s?
- Compare este resultado con el del item anterior y escriba una conclusion.

Justifique su respuesta.
4.3.3. Habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos

En las siguientes figuras se presentan las acciones y operaciones mentales logradas por cada uno
de los estudiantes, obtenidas a partir del trabajo realizado por estos en su interaccion durante la
entrevista para Acs. Se exponen las expresiones externas y se sefiala con lineas a trozos en color

negro la relacién entre las acciones y las operaciones mentales identificadas luego la entrevista.

Figura 30

Acciones y operaciones mentales de Acz P, E,
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En el trabajo realizado individualmente, Alvaro (E;) manifiesta acciones y operaciones

mentales que le permitieron discutir durante la entrevista en torno a la tendencia a un valor por

parte de las razones al aproximarse a 0,8 s. En la entrevista expresa su idea de limite, la cual realiza

una adaptacion hacia el comportamiento de las razones de cambio promedio (AM4). Si bien logra

describir la velocidad promedio de la razon de cambio, extraer informacion de la representacion

numérica de la derivada en un punto y hasta explicitar la velocidad para 0,8, no logra establecer

argumentos aceptables para justificar el valor de la velocidad “aproximada”

. En sus argumentos

intenta mostrar el valor medio de la razon promedio alrededor de 0,8 s, como sucede con Maria

(E3) en su trabajo individual. Finalmente, en sus conclusiones establece el reconocimiento de las

diferentes representaciones de la derivada.

Figura 31
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Acciones y operaciones mentales de Acz P,E,
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Discuta los resultados obtenidos con sus comparieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en
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En sus conclusiones, Sofia (E,) expone argumentos de consideracion aceptables para dar
un valor a la velocidad “aproximada” de 1,75 m/s para 0,8 s. Sus argumentos son el resultado de
la interaccion con sus comparieros, en la que con las habilidades en sus procedimientos aritméticos
completan y extraen informacion de la representacion numérica de la derivada. Ademas, a pesar
de que no lo expresa en su trabajo individual, reconoce la “formula” de la pendiente y la asocia a

la raz6n de cambio promedio (AM4).

Figura 32

Acciones y operaciones mentales de Ac3 P, E;
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Si bien, en sus expresiones externas, Maria (E;) manifiesta reconocer las representaciones

de la derivada en un punto, logra concluir al igual que Sofia (E,), que las razones de cambio

promedio son el producto del calcularlas usando incrementos cada vez mas pequefios alrededor de

0,8 s, un valor de 1,75 m/s.

A manera de sintesis, después de la interaccién en la entrevista, en relacion con las

habilidades cognitivas de hacer uso de procedimientos aritméticos, de interpretar la representacion

numérica de la derivada, explicar la velocidad como razon de cambio promedio y considerar las

ideas de aproximacion y tendencias, es decir, el limite; dos de los tres estudiantes (Sofia y Maria)

lograron justificar el valor “aproximado” de la velocidad en un valor en el tiempo.

Tabla 18

Rejilla sintesis final de E4, E, y E5 para Acs
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Proceso Hab|I_|Qad Caracterizacion Alvaro Sofia Maria Grupo
cognitiva (Eq) (E;) (E3)

Interpretar Identi_fica y explicita la razén de Si Si Si Si
cambio promedio.

Describe la velocidad como la
Explicar razén de cambio promedio entre la Si Si Si Si
Comunicacion posicion respecto al tiempo.
Expone argumentos aceptables

Justificar para mostrar la tendencia a un 9 v v v
valor en las razones de cambio
promedio.

Aritméticos Domina los nimeros: determina y Si Si Si si
emplea las razones.
Selecciona y usa las unidades de
Procedimientos Métricos medida para denotar la velocidad Si X Si Si
promedio.
Geométricos Relacio.na atribl_Jtos de la recta Si v Si Si
secante: su pendiente.

Construir Gengrg la r,epresentacic}n ) ) ) ]
numeérica de la razon de cambio Si Si Si Si
promedio a partir de una tabla.

3 Interpretar Extrae ir_nformaciép_ de la ) ) ) ]
Representacion representacion numérica de la Si Si Si Si
razén de cambio promedio.
Asocia la razéon de cambio
Reconocer  promedio con la velocidad media Si Si Si Si

y la pendiente de la recta secante.

4.4. Tarea sobre la razon de cambio instantanea (Actividad 4)

En seguida, se presenta la rejilla con la informacion del trabajo realizado por los estudiantes para

la actividad 4 (Ac,), a la tarea sobre la razon de cambio instantanea como velocidad para un tiempo

en particular. Ademas, esta actividad da por finalizadas las tareas, y por consiguiente permite la

solucion a la situacién problema presentada en la primera actividad. Posteriormente, se presentan

las figuras obtenidas a partir de dicha rejilla, correspondientes a las acciones y operaciones

mentales activadas y logradas por cada uno de los integrantes del grupo en relacion con a la tarea

mencionada. Por ultimo, se realiza un analisis de la entrevista, apoyado en la trascripcién realizada.
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4.4.1. Rejilla de respuestas y figuras de acciones y operaciones mentales
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Respuestas del grupo integrado por Alvaro (E,), Soffa (E,) y Maria (E;) para la tarea Ac,.

Tabla 19

Rejilla de respuestas Ac,

Tarea Trabajo en grupo
Razo6n de cambio instantanea Instrumento Individual .

- Entrevista

Actividad 2
Item/Estudiante E,: Alvaro E,: Sofia E;: Maria E., E, VE;

a) (Qué sucede con larazénde  Laexpresion analiticaestda Ay 51— Con respecto a la grafica  [Se realiza la
cambio cuando Ax — 0? determinada por Ax 08— (0,8 —Ax)  se puede denotar que el  conversion para
Escriba una expresion - f(xe+ Ax) = f(xo) tiempo (0,8) mantiene su  plantear la expresion
analitica que represente la A Ax posicion  (5,1); de algebraica que
razén de cambio instantanea  [No realiza un manera continua se tiene  permite encontrar la

parax = 0,8 s.

planteamiento para llegar
a esa expresion].

0,8—Ax con 51—Ay
. 51-Ay
asi .
0,8—Ax

velocidad
instantanea
0,8s].

para

b) (Cual es la velocidad Dicha  velocidad la  [No muestra una Se aprecia la velocidad [Se determina el
instantanea para x = 0,8s? encontramos con la  respuesta] 1,75 (m/s) de manera valor de la velocidad
Valide con reglas su respuesta. ~ expresion anterior, Asi: inicial. instantanea
Conx,=08s del,75 m/s para
[realiza  procedimientos 0,8s].
analiticos].
Esta es la velocidad
instantanea para x, =
0.8senm/s =1,75.
c) ¢Qué sucede con la recta - La recta se vuelve [No muestra una [No muestra una [Se observa como la
que pasa por los puntos de los  tangente. respuesta] respuesta] velocidad

extremos de los intervalos al
hacer que Ax — 0? ¢(Qué
sucede con el valor de su
pendiente al hacer Ax — 0?
Escriba una  conclusién
respecto a la pendiente, la
razén de cambio y la
velocidad. Argumente su
respuesta.

- Se vuelve indeterminado.
- Respectos a esos
conceptos: son
equivalentes, pues tienen
la  misma definicion.
Porque dependiendo del
contexto conviene
Illamarlos de una u otra
forma.

instantanea se
relaciona con la
pendiente de la recta
tangente].

En las siguientes figuras se presentan las operaciones mentales logradas por cada uno de
los estudiantes, obtenidas a partir del trabajo realizado por los mismos. También se sefiala con
colores, mediante una linea continua, la relacion entre las acciones y operaciones mentales

activadas e identificadas.

Figura 33

Acciones y operaciones mentales de Ac,P,E,
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{ Acciones mentales ] [ Operaciones mentales }

- Determina una expresion algebraica
- Realiza transformacion de conversion
- Expone argumentos aceptables
- Evalua la veracidad de una afirmacion

AMS < - Valida conreglas y procedimientos
teoricos

- Realiza transformaciones de tratamiento
- Modifica expresiones algebraicas
- Identifica y explicita informacion
- Usa las unidades de medida
- Relaciona atributos de la recta

- Asocia la razon con la velocidad y la
pendiente

- Diferencia representaciones
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Alvaro (E,) plantea la representacion simbolica de la derivada, la cual permite encontrar la

velocidad en un instante de tiempo, como se muestra en la figura anterior correspondiente a Ac,.

Puede pensarse que para obtener tal representacion, el estudiante debe realizar una transformacion

de conversion entre la representacion numérica presentada en las tablas de la tarea anterior y la

representacion simbolica. Pero al no contar con expresiones externas que sustenten el hecho

anterior no es posible asignar tales habilidades.
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Por otra parte, a pesar de lo descrito en el parrafo anterior, es posible aceptar los argumentos
que presenta para evaluar la veracidad de la velocidad concluida en la tarea para 0,8 s. En sus
argumentos utiliza reglas y procedimientos propios del algebra para modificar y transformar a
modo de tratamiento, la representacion simbolica de la derivada, permitiéndole identificar y
explicitar la velocidad instantanea en 0,8 s, en la que destaca su magnitud m/s. En este orden de
ideas, se hace posible hablar de las habilidades como: interpretar y justificar, argumentar y
demostrar, asociadas a la comunicacion y razonamiento y demostracion; como también las
habilidades de transformar y el uso de la medida y los procedimientos analiticos asociados a los
procesos de representacion y elaboracion de comparacién de procedimientos.

Con respecto al ultimo item de Ac,, es viable concluir que, como resultado del desarrollo
de las tareas anteriores y la interaccion entre sus compafieros durante las entrevistas, el estudiante
alcanza a evidenciar las diferentes representaciones de la derivada. El estudiante muestra en su
estado de consciencia la relacion de los atributos tales como: la recta, la pendiente y la asociacion
con larazény la velocidad. Expresiones que permiten inferir que el estudiante activa en su mente

la habilidad de coordinar las representaciones para el proceso de representacion.

Figura 34

Acciones y operaciones mentales de Ac,P4E,
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iQué sucede con la razén de cambio cuando Ax — 07 Escriba una expresion analitica que
represente la razén de cambio instantinea para x = 0.8 5. Justifique su respuesta.

iCudl es la velocidad instantdnea para x = 0.8 s? Valide con reglas su respuesta. ]

iQué sucede con la recta que pasa por los puntos de los extremos de los intervalos al hacer
que Ax — 0? ;Qué sucede con el valor de su pendiente al hacer Ax — 0? Escriba una conclusién
respecto a la pendiente, la razén de cambio y la velocidad. Argumente su respuesta.
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[ Acciones mentales ] [ Operaciones mentales ]
AMA — - Realiza transformacion de conversion
> - Asocia larazon y la velocidad
= - Describe la velocidad
J
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A diferencia de Alvaro (E,), Sofia (E,) inicia sin tener éxito con una transformacion a

modo de conversion para una representacion simbélica de la velocidad instantanea. Pero lo que es

posible inferir, es asocia la razon de cambio promedio (AM4) con la velocidad.

Figura 35

Acciones y operaciones mentales de Ac,P,E;
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c) Qué sucede con la recta que pasa por los puntos de los extremos de los intervalos al hacer
que Ax — 07 ;Qué sucede con el valor de su pendiente al hacer Ax — 07 Escriba una conclusion
respecto a la pendiente, larazén de cambio y la velocidad. Argumente su respuesta.
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{ Acciones mentales } [ Operaciones mentales ]
AM4 —0 - Relaciona expresiones algebraicas
AMS = - Asocia la razén y la velocidad

- Describe la velocidad

J

Por otra parte, Maria (E3) en su trabajo individual, a diferencia de Sofia (E,), en la que

hace el intento por relacionar y transformar la informacion obtenida de la representacion numérica
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(al completar las tablas del item anterior), busca relacionar expresiones algebraicas con la razén
de cambio, pero sin tener éxito. Lo anterior es debido a que el cociente que plantea no es el de los
incrementos de la posicion con respecto al tiempo, sino el cociente de las variables posicion y
tiempo. Finalmente, en el item b) mantiene su afirmacién del valor de 1,75 m/s para 0,8 s sin
mostrar argumentos aceptables en la que argumente y demuestre dicho valor.

A manera de sintesis, en relacién con la situacion problema, muestra la veracidad de la
velocidad para cada sensor, y se cuenta con la siguiente informacidn hacia la caracterizacion de

las habilidades cognitivas:

Tabla 20

Rejilla sintesis inicial de E4, E, y E5 para Acy
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Habilidad Caracterizacion Alvaro  Sofia  Maria Grupo
cognitiva (Eq) (E;) (E3)
Identifica y explicita la velocidad
como la razén de cambio
instantanea entre la posicion y el
tiempo.
Describe la velocidad como la
razén de cambio promedio entre la - Si No Si
Comunicacion . posicion respecto al tiempo.
Explicar . .
Describe la velocidad como la
razén de cambio instantanea entre - - Si Si
la posicion respecto al tiempo.
Expone argumentos aceptables
Justificar para sustentar el valor de la Si No No No
velocidad instantanea.
Selecciona y usa las unidades de
Métricos medida para denotar la velocidad Si No No No
instantanea.
Procedimientos Geométricos Relacion.a atribu'gos de la recta si No No No
tangente: su pendiente.
Modifica expresiones algebraicas
de una forma a otra.
Realiza  transformaciones de
Transformar tratamlento_’ . sol?r_e la Si No No No
representacion simbdlica de la
derivada en un punto.
Asocia la razén de cambio
promedio con la velocidad media Si No No No
Representacion y la pendiente de la recta secante.
Reconocer  Asocia la razon de cambio
instantanea con la velocidad
instantanea y la pendiente de la
recta tangente.
Diferencia las representaciones de
la derivada en un punto.
EvalUa la veracidad del valor de la
velocidad instantanea.
Valida con reglas y
Demostrar  procedimientos teéricos el valor Si No No No
de la velocidad instanténea.

Proceso

Interpretar Si No No No

Analiticos Si No No No

Coordinar Si No No No

Argumentar Si No No No
Razonamiento y
demostracion

Alvaro (E,) logra justificar, argumentar y demostrar el valor de la velocidad para el instante
0,8 (AMb5). En su trabajo individual utiliza procedimientos de transformacion a manera de
tratamiento sobre la representacion simbdlica de la derivada a diferencia de los otros dos
estudiantes. Pero se observa que segun sus expresiones externas no se evidencia un planteamiento

para llegar a tal expresion, ideas que son consideradas durante la entrevista.
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4.4.2. Analisis de la entrevista

Las lineas en la transcripcion de la entrevista A, se presentan en cuatro columnas. En la primera
se hace referencia al tiempo transcurrido, en la segunda al nimero asignado a la linea de didlogo
respectivo, y la tercera a la persona que interviene: profesor-investigador: P (en negrilla) y los
estudiantes: E, cuyo dialogo hecho texto se presenta en la tltima columna.

Antes de iniciar con la entrevista, se realiza una intervencion como guia durante la actividad
con el objetivo de guiar a Sofia (E,) a plantear la expresion simbolica que permita determinar la
velocidad instantanea para 0,8 s. Ademas, debido a lo expresado por Alvaro (E;) en su trabajo
individual sobre el item a); es decir, la expresion simbélica que permite determinar la velocidad

instantanea para 0,8 s, la entrevista es orientada a encontrar tal expresion.

1 P ¢Nos vas a ayudar? [se refiere a E;]. Borremos el tablero. Listo. Bien.
Paso por paso. Y los demas le van a ayudar, él puede que tenga algo.
¢Listo? Vamos a buscar estar de acuerdo y entender.

La pregunta dice, que sucede con la razén de cambio. Entonces
primero la razén de cambio. (Como escribimos simbolicamente la
razon de cambio?

04:16 2 E, Ay/Ax.

3 E, [Escribe en el tablero].

4 P Bien. Ya sabemos como se calcula Ay.

5 E, Dados dos puntos.

6 P Bien. Si.

7 E; [Escribe en el tablero Ay =y — y,].

8 P Y Ax?

9 E, [Escribe en el tablero Ax = x — x,].

10 P Bien. {Quién es y para x?

11 E; 5,1.

12 P No queremos valores, y seria 5,1, pero quien es 5.1 para 0,8 s.

13 E; Es la posicidn.

14 E, ¢;Como asi 5,1?

15 P Yo pregunte qué es y para x.

16 E, Si, dsea si x es 0,8, la posicion, la imagen es 5,1. Entonces seria la
imagen.

17 P Listo. Para ese valor, y de hecho eso seria como un ejemplo. Pero
como lo tenemos escrito seria para cualquiera. ;Como seria y en
terminos de x?

06:13 18 E, y esigual a f(x).

19 P ¢Como es f(x)?
20 E; [Escribe la representacion simbolica de la funcién].
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En primera medida, la entrevista inicia con preguntas relacionadas a las ideas concluidas

en tareas anteriores (A, y A3) con el objetivo de utilizar expresiones algebraicas que permitan

plantear la representacion simbolica de la derivada. Expresiones para la razon [E;(,)], para los

incrementos en la posicion y el tiempo [E; ;_q)] y la funcion que determina la posicion en términos

del tiempo [E;(;g)]son escritas para todos en el tablero.

21

07:09 22

23
24
25
26
27

28
29
08:27 30
31
32
33
34
35
36
37

38
39
40
41

09:48 42
43
44

P

E,
P
Eq

Bien. Ya tenemos quien es y es terminos de x. Si ustedes recuerdan
del tema de funciones, cuando modelan en términos de una variable,
0 en funcién de una variable, es decir, que solo hay dos variables; ahi
tenemos tres porque x es variable, es el tiempo, y es variable porque
es posicidn, y ¢quién mas es variable?

Ahi la pendiente, la razén, la velocidad. Hay que elegir dos de esas tres,
y estoy volviendo la velocidad en términos del tiempo, de x.

Para el punto que nos estan pidiendo ¢quién es x,?

El 0,8.

¢Quién seria yy?

La imagen.

Bien. Volvamos a escribir la razén Ay /Ax [escribe en el tablero E,].
Bien, igual y linea del cociente. Remplacemos. ;Quién es y en
términos de x?

f(x).

Volvamos para que ustedes lo puedan apreciar. ¢Quién es Ay ...?

y — ¥, [escribe en el tablero].

¢Y abajo? [se refiere al denominador]

[Escribe en el tablero x — x,].

¢Quién es y?

f(x) [escribe —f(0,8)].

¢Por qué coloco £(0,8)?

Porque es la imagen de 0,8.

Podriamos haber colocado 5,1y pues se referiria a lo mismo. Ahora
pensemos, a quien estamos analizando. ;A quién estamos tendiendo
acero?

A esta distancia [sefiala en el tablero x — x,].

Bien. ¢Quién es esa distancia?

Ax.

Escribamos ese valor porque es quien vamos a hacer tender a cero.
¢Qué era lo que me decias? [se dirige a E, y refiriéndose al trabajo
realizado de forma individual].

Que se volvia una indeterminacion.

Veamos a ver qué pasa.

[Escribe en el tablero f(x) — £(0,8)/Ax].

El objetivo de la entrevista es obtener una expresion algebraica, por tanto, se enfatiza en

realizar una transformacion a modo de conversion entre lo observado en la tarea anterior, en la

representacion numeérica de la derivada y la representacion simbolica de esta. Para ello el dialogo
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con los estudiantes es orientado a identificar sobre quién se iba actuar. Inicialmente se resalta que
se necesita una expresion en la que el tiempo permita encontrar la velocidad [E; ;,-36)], para luego
encontrar una, a través de una trasformacion a modo de tratamiento, en la que se pueda hacer tender
a cero el incremento como resultado de la tarea anterior [E;3g_40)]. Sofia (E;), al observar lo
escrito por su compafiero Alvaro (E, ), y de hecho de su intento por determinar la expresion durante
su trabajo individual verbaliza: que se volvia una indeterminacion [E,4,)] aludiendo al hecho de
que luego de plantear la expresion el objetivo es quitar tal indeterminacion.

Finalmente se llega a la expresion que involucra la razén de cambio promedio en términos
del incremento Ax, como se puede observar en la imagen 1. Para ello se retoma la expresion del

incremento en el tiempo y al realizar una sustitucion fue posible obtenerla.

Figura 36

Trabajo sobre la razon de cambio instantanea en Ac,P,

45 P ¢Qué tipo de razén, velocidad o pendiente tenemos hasta el
momento? No puede ser cualquiera.
46 E; La pendiente en este punto.
12:53 47 P ¢ Qué tipo de pendiente? ;Qué representa Ay/Ax?
48 E, Una pendiente secante.

49 P Esa es una opcion. Pendiente de la recta ...
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14:13

15:08

Tras obtener la expresion de la razon de cambio promedio en términos del incremento en
el tiempo, se realizan preguntas orientadas a guiar al estudiante a percatarse de las diferentes

representaciones de la derivada, velocidad promedio, razén de cambio de cambio promedio y la

50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71

129

Secante.

¢ Qué otra opcién tenemos?

La razon.

¢Larazon de qué?

Posicidn con respecto al tiempo.

¢ Qué caracteristica tiene esa razon?
La razdn de la posicion en el tiempo 0,8.
La velocidad.

Otra opcion. ¢ Qué tipo de velocidad?
Instantanea.

Media.

¢Por qué media? Diselo a ella.

Porqgue es un intervalo.

¢En qué intervalo?

De 0,8 més Ax.

¢Es una velocidad como?

Media.

O promedio, 0 una razén de ...
Cambio.

¢De qué? Una razon de cambio media.
Velocidad media, razon de cambio media.
Y pendiente de la recta secante.

pendiente de la recta de la recta secante [E; (47-71)]-

15:30

16:15

72

73
74

75
76
77
78
79
80
81
82

83
84
85
86
87

P

Son todas ellas al tiempo. ¢Qué observamos cuando Ax se volvia
cero?
Habia una indeterminacion.
¢ Qué sucede con la razén de cambio cuando Ax se hacia cero? Lo
notamos en la actividad anterior.
Se aproximaba a un valor.
¢Un valor para quién?
Para la imagen.
¢Para la imagen de quién? Coléquenle sentido.
Perddn. Para la raz6n en ese punto.
Bien.
O la velocidad en ese punto...
Eso es un intervalo y lo tenemos claro. Cuando se hacia cero Ax, el
incremento, se daba un valor para la velocidad. ¢Bien que nos hace
falta en la expresién para obtener ese valor en ese instante?
Que Ax tienda a cero.
¢Y qué necesito para aplicar eso?
Un limite.
¢Como quedaria? ;Qué le agregamos a esa expresion?
[Escribe en el tablero lim ...].
Ax—0
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88 E, A ...ya.
89 P Listo. ¢ Qué diferencia hay la de arriba con la de abajo? [se refiere a
las expresiones].
90 E; Pues que aqui Ax tiende a cero.
91 P ¢Y qué sucede cuando Ax tiende a cero?
17:01 92 E; Pues que es la instantanea.
93 P Bien si, asi se le llama.
94 E, ¢Y esa es la derivada?
95 P Con calma.
96 E, Es que eso ya lo habia visto en algin lado.
97 P Ahora sera usarla. ;Se le mide? [se refiere a E,].

Acto seguido, se brindan orientaciones a los estudiantes para obtener la expresion que
permita encontrar la velocidad instantdnea al valor en el tiempo de 0,8 s a través del limite
concluido en la tarea anterior. Para ello se recuerda la tendencia a un valor por parte de las razones
alrededor de 0,8 s [E;(75)], en la que Alvaro (E,) lo describe como: la velocidad en ese punto
[E1(79-s1)]. Posteriormente, se resalta la diferencia entre la expresion anterior (razon de cambio
promedio) y la obtenida al aplicarle el limite (razon de cambio instantanea) [E; 9], @ la que Sofia
(E2) parecio entender [E;(gg)].

Cabe destacar lo expresado por Sofia al verbalizar: es que eso ya lo habia visto en algin
lado [E;96)], hecho que no es posible ignorar que suceda en todo proceso de ensefianza y
aprendizaje, en la que los estudiantes por iniciativa propia realizan una consulta del tema a tratar

en clase.

Figura 37

Trabajo grupal sobre la razén de cambio instantanea en Ac4 P,
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Con la expresion que permite encontrar la velocidad instantanea en 0,8 s a través del
trabajo grupal, aplican transformaciones a modo de tratamiento con procedimientos analiticos y
aritméticos, logran determinar y, por consiguiente, mostrar que el sensor 2 marca la velocidad
correcta de 1,75 m/s , como se puede observar en la Imagen 3.

Finalmente, se les solicita a los estudiantes mostrar la veracidad del sensor 3. Con lo
anterior, se concluyen las tareas relacionadas a la solucion del problema del lanzamiento vertical

presentado en la primera actividad.



COMPRENSION DE LA DERIVADA
132

4.4.3. Habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos

En las siguientes figuras se presentan las acciones y operaciones mentales activadas por cada uno
de los estudiantes, obtenidas a partir del trabajo realizado en grupo por estos. Se exponen las
expresiones externas y se sefiala con lineas a trozos en color negro, la relacién entre las acciones

y las operaciones mentales identificadas luego la entrevista.

Figura 38

Acciones y operaciones mentales de Ac,P,E
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/:j / - Expone argumentos aceptables
/:j/ - Evalua la veracidad de una afirmacion
/,;f” - Valida con reglas y procedimientos
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- Modifica expresiones algebraicas
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- Usa las unidades de medida
- Relaciona atributos de la recta

- Asocia la razon con la velocidad y la
pendiente

\ - Diferencia representaciones /
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Inicialmente, en su trabajo individual, Alvaro (E;) logra explicitar la representacion
simbdlica de la razdn de cambio instantanea y durante la entrevista logra plantear y determinar
dicha expresion algebraica a traves de las habilidad de transformar. En la conversion de la
representacion numérica, Alvaro relaciona expresiones algebraicas con los incrementos, y asi
plantea la razon de cambio enfocado en Ax para luego hacer tender a cero. Ademas, durante la
entrevista se corrobora su habilidad de diferenciar las representaciones de la derivada en un punto
permitiéndole alcanzar la coordinacion entre razén de cambio instantanea, la pendiente de la recta
tangente y la velocidad instantanea. En sus conclusiones, muestra nuevamente sus habilidades para
argumentar y demostrar el valor de la velocidad para el tercer sensor. Entre sus argumentos se

aprecian las habilidades de transformar y usar procedimientos analiticos para identificar y

.. . . ; 25 8
explicitar la velocidad instantanea de — ” m/s para S
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Acciones y operaciones mentales de AcyP,E,
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En su trabajo individual, Sofia (E,) mantiene la descripcion de la velocidad desde la razon

de cambio promedio a pesar de que en la tarea anterior ya manifiesta la habilidad de explicar.

Posteriormente, a través de la participacion de Alvaro, muestra su habilidad de tratamiento en la

. .y, . . . . ) 8
que adapta y modifica la representacion simbdlica para encontrar la velocidad instantanea en S
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. ;. . 25 . -
Con lo anterior, Sofia justifica el valor de — s m/s , en la que esta vez si hace uso de la unidades

de medida. Ademas, es posible inferir que durante aquellos procedimientos piensa en convencerse

de sus argumentos y para ello hace uso de reglas que le permiten acercarse a este hecho.

Figura 40

Acciones y operaciones mentales de Ac,P,E;
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Desde su trabajo individual, Maria (E;) puede considerar que utiliza la habilidad de
explicar para acercarse a explicitar la velocidad instantanea. Pero con la entrevista y la
participacion de Alvaro (E,), al igual que Sofia (E,) muestra las habilidades para argumentar y
demostrar el valor de la velocidad instantanea para el tercer sensor.

A manera de sintesis, como se ha evidenciado anteriormente, en el trabajo individual de
cada uno de los tres estudiantes, solo uno de ellos (Alvaro) pudo mostrar sus habilidades cognitivas
para argumentar y demostrar la velocidad instantanea para un valor en particular, las cuales estan
asociadas al proceso razonamiento y demostracion. La informacion obtenida se resume en la

siguiente tabla:
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Rejilla sintesis final de E,, E, y E; para Ac,
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Habilidad

Proceso -
cognitiva

Caracterizacion

Alvaro
(Ey)

Sofia
(E2)

Maria
(E3)

Grupo

Interpretar

Comunicacion

Justificar

Métricos

Procedimientos o
Geomeétricos

Analiticos

Construir

Transformar

Representacion

Reconocer

Coordinar

Argumentar
Razonamiento y

demostracion
Demostrar

Identifica y explicita la velocidad
como la razon de cambio
instantanea entre la posicion y el
tiempo.

Expone argumentos aceptables
para sustentar el valor de la
velocidad instantanea.
Selecciona y usa las unidades de
medida para denotar la velocidad
instantanea.

Relaciona atributos de la recta
tangente: su pendiente.

Modifica expresiones
algebraicas de una forma a otra.
Determina la representacién
simbdlica de la derivada en un
punto.

Realiza transformaciones de
conversion entre
representaciones de la derivada
en un punto.

Realiza transformaciones de
tratamiento sobre la
representacion simbolica de la
derivada en un punto.

Asocia la razén de cambio
instantdénea con la velocidad
instantanea y la pendiente de la
recta tangente.

Diferencia las representaciones
de la derivada en un punto.
Evalla la veracidad del valor de
la velocidad instantanea.

Valida con reglas y
procedimientos teoricos el valor
de la velocidad instanténea.

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

v

v

Es importante resaltar que el proceso de interaccidn durante la entrevista genera acciones
y operaciones mentales, tales como para que los demas estudiantes logren manifestar dichas

habilidades. Ademas, con la entrevista se consigue discutir sobre las representaciones de la
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derivada en un punto, lo cual permite que las estudiantes Sofia (E,) y Maria (E3) sean conscientes

de reconocerlas y en el caso de Alvaro (E,) coordinarlas.

5. Conclusiones

En el trabajo realizado por los estudiantes seleccionados Alvaro (E,), Sofia (E,) y Maria (Es), en
relacion con las tareas propuestas, se evidencia, desde el andlisis de estas, la activacion de acciones
y operaciones mentales, las cuales, permiten determinar elementos que aportan a la caracterizacion
de las habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos del razonamiento
covariacional, para la comprension de la derivada como razén de cambio en estudiantes de calculo
diferencial.

En el capitulo anterior se presenta evidencia, por parte de los estudiantes, que si bien desde
un inicio no logran aproximarse a un planteamiento de solucion, fue a través de las tareas
(actividades), sus entrevistas e interacciones en grupo, las que permiten lograr que ellos analicen
la velocidad como la razon de cambio instantanea entre la posicion y el tiempo.

Las conclusiones de la presente investigacion se exponen en dos secciones en las que se
muestra, en primer lugar, el contraste entre la caracterizacion de las habilidades cognitivas a priori,
y las emergentes, corroboradas a partir del analisis de los datos y, en segundo lugar, se presentan

las perspectivas para futuras investigaciones.

5.1 Caracterizacion de las habilidades cognitivas para la comprension de la derivada como

razén de cambio

A partir de los resultados encontrados en las diferentes secciones del capitulo anterior, se

caracterizan las habilidades cognitivas asociadas a los procesos matematicos para la comprension
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de la derivada como razén de cambio, mediante la explicitacion de los descriptores que surgen, a
lo largo del analisis de los datos que se realiza, en comparacion con las habilidades planteadas en
el capitulo de Disefio de la investigacion.

Cabe aclarar que, para cada una de las habilidades y correspondientes descriptores
asociados a los procesos matematicos, deben ser vistos como complementarios entre si, se puede
evidenciar en lo que se pretende exponer a continuacion. Ademas, hay que recordar que los
comportamientos que se exponen aluden en torno a la representacion fisica de la derivada como

velocidad.
5.1.1. Habilidades para comunicar la derivada como razon de cambio

A través del andlisis de los resultados obtenidos, se aprecia que, a diferencia de lo que se considera
con anterioridad para la habilidad de interpretar, no solo se presenta al activar las primeras acciones
mentales, ya sea en comportamiento de forma verbal o escrita, ya que durante todo el desarrollo
de las tareas, se evidencia la necesidad de identificar y explicitar las ideas asociadas a la derivada
como razén de cambio. En este orden de ideas, la habilidad para explicar la derivada como razén
de cambio se encuentra en permanente activacion, ya que, a través de esta, es posible describir la
velocidad para definirla. Para la habilidad de justificar un valor de la derivada, se confirma que
dicha habilidad es indispensable para presentar argumentos aceptables al encontrar la velocidad
instantanea.

Finalmente, se presentan una serie de descriptores para las anteriores habilidades, a modo
de conclusion, a través de los resultados obtenidos al final de los apartados en el capitulo anterior:

Interpretar: es la capacidad de identificar y explicitar un valor de la derivada, vista como
la velocidad instantanea, en la que el estudiante es consciente del uso de las razones de cambio

promedio entre las magnitudes variables, tiempo y posicion. Lo anterior es posible mediante el
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analisis de la representacion numeérica vista desde una tabla o la relacion que se establece con la
pendiente de la recta tangente.

Explicar: para explicar la derivada como razén de cambio instantanea, se requiere describir
tanto los comportamientos de los valores de la posicion, como sus incrementos con respecto al
tiempo en el que estos resalten aspectos propios de la velocidad, como el signo y su propio
comportamiento.

Justificar: son las acciones que permiten exponer argumentos aceptables para indicar un
valor de la derivada, en la que no solo se aceptan procedimientos analiticos, sino aquellos que son
resultado de la experimentacion con las razones de cambio promedio al considerar incrementos

cada vez mas pequefios.
5.1.2. Habilidades procedimentales para analizar la derivada como razén de cambio

Mediante el analisis de las expresiones externas de los estudiantes, en cuanto los procedimientos:
aritméticos, geométricos, métricos y analiticos, es posible concluir que estos son empleados de
forma conjunta para determinar un valor de la derivada. Por tanto, se identifica una correlacién
entre estos. Es pertinente aclarar que la correlacion de los procedimientos se genera a partir de
determinar, medir, atribuir y expresar elementos propios de la aritmética, la medicion, la geometria
y el &lgebra, respectivamente, para encontrar el valor de la derivada, la cual se expresa de la
siguiente forma:

Aplicar procedimientos: trata de dominar los nimeros y sus operaciones, no solo a través
de lapiz y papel, sino mediante la destreza de utilizar herramientas computacionales que permitan
determinar y emplear las razones de cambio. Lo anterior, con el objetivo de relacionar expresiones
algebraicas con los incrementos del tiempo y de la posicion, en las que, a través de su propia

modificacion (transformaciones a modo de tratamiento), por ejemplo, el uso de la propiedad
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distributiva o el calculo de binomios con exponentes positivos. Loa anterior, posibilita medir y
relacionar atributos geométricos como la pendiente de la recta tangente en el proceso de analizar

la velocidad.
5.1.3. Habilidades para representar la derivada como razon de cambio

Al promover el uso de diferentes registros de representacion, ya sea en mayor o menor medida a
lo largo del desarrollo de las tareas, en los estudiantes es posible identificar las habilidades
asociadas a este proceso. En el que no solo el reconocimiento de la derivada como razén de cambio
se origina en un momento de las actividades, sino que es gracias a la construccion, interpretacion
y transformacién de las diferentes representaciones la que hace posible el poder coordinarlas.

Desde una perspectiva mas especifica, los descriptores que caracterizan las habilidades del
proceso de representacion de la derivada como razén de cambio son:

Reconocer: se refiere a la capacidad de poder asociar, durante el analisis de un fendmeno
variacional, la razon de cambio instantanea, la pendiente de la recta tangente y un valor de la
velocidad.

Construir: son las acciones implicadas al generar cualquiera de las representaciones de la
derivada; ya sea la numérica, a través de una tabla; o la simbdlica, por medio de transformaciones.

Interpretar: es extraer informacion de algunas de las representaciones de la derivada, como
por ejemplo, dada la representacion numérica de esta a través de una tabla, identificar y explicitar
un valor de la velocidad, resultado de observar las iméagenes de las razones de cambio promedio
al considerar intervalos mas pequefios.

Transformar: realizar transformaciones, tanto de conversion como de tratamiento entre
representaciones de la derivada, principalmente entre la numérica y la simbdlica para determinar

una velocidad instantanea.
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Coordinar: se trata de poder alcanzar un estado de conciencia en el que se puedan

diferenciar las diversas representaciones de la derivada para usarlas en diferentes contextos.
5.1.4. Habilidades para razonar y demostrar la derivada como razén de cambio

Para las habilidades cognitivas de este proceso, se resalta el vinculo entre las descritas en apartados
anteriores, en los que la activacion de la interpretacion, explicacion y la justificacion, permite
argumentar y, por tanto, evaluar la veracidad de una velocidad instantanea a través de sus
representaciones y procedimientos subyacentes. Ademas cabe aclarar que la demostracion no solo
alude a la aplicacion de reglas y procedimientos teoricos, sino al desarrollo de convencerse y
convencer a los demas acerca del valor de la derivada, es decir, se reconoce la conexion entre la
argumentacién y demostracion.

Argumentar: evaluar la veracidad del valor de la derivada a través de las acciones
implicadas para comunicar, elaborar y comparar procedimientos y representar la velocidad
instantanea.

Demostrar: consiste en validar, mediante reglas y procedimientos teoricos, el valor de la
velocidad instantanea, en la que se presente un estado de conciencia sobre los procesos subyacentes

en la inclusion de las ideas de cambio y variacion.
5.2. Perspectivas para futuras investigaciones

Este estudio, no solo pretende aportar elementos teoricos para la caracterizacion de las habilidades
cognitivas asociadas a los procesos matematicos del estudio del cambio y la variacion y en la
comprension de la derivada como razén de cambio, sino también como propuesta que facilite el

entendimiento de la derivada en las aulas universitarias, por tanto, se invita a continuar con las
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investigaciones en la linea de la Didactica del calculo en la que permita ampliar y complementar
la perspectiva de la ensefianza y el aprendizaje de la derivada.

De forma particular, segun los resultados de esta investigacion, se originan interrogantes
sobre el impacto de las tecnologias digitales en el desarrollo de la comprension de la derivada, al
igual que el redisefio de las tareas con el objetivo de incluir acercamientos sobre la representacion
gréfica de la misma, es decir, como la pendiente de la recta tangente.

Asi como se han planteado una serie de habilidades para los diferentes procesos
(comunicar, elaborar, comparar y ejercitar procedimientos, representar y razonar y demostrar) para
la comprensién de la derivada se sugiere indagar, ya sea desde un proceso en particular para este

objeto matematico, como para otros como el de funcion y limite.
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Apéndices

Apéndice A. Actividad 1

Cilculo |

Maestria en Educacién Matemitica

Escuela de Matemdticas

Lanzamiento vertical

O Actividad |

I.1. Una maquina ha lanzado un objeto verticalmente hacia arriba. Antes del lanzamiento, se han
colocado tres sensores en posiciones distintas con el fin de determinar la velocidad del objeto
en diferentes instantes de tiempo. Los registros tomados por los sensores se muestran en la
siguiente tabla:

Sensor Tiempo [s] Posicion [m] | Velocidad [?]

I 0.25 2.625 7.25
2 0.8 5.1 1.75
3 8 33 25

5 10 4

Registro de sensores.

Abra el archivo Problemalanzamiento.ggb y muestre matematicamente que el registro de la
velocidad, tomado por cada sensor, es verdadero.
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Cilculo |
Maestria en Educacién Matemidtica

Escuela de Matemiticas

Lanzamiento vertical

1.2. Comunicando y compartiendo

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Después escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.
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Apéndice B. Actividad 2

Calculo |

Maestria en Educacion Matematica

Escuela de Matematicas

Lanzamiento vertical
O Actividad 2

2.1. Abra el archivo Lanzamiento.ggb y conteste las siguientes preguntas en su hoja de trabajo en
el orden en que aparecen los items:

a) ;Cuiles son las magnitudes variables del problema? ;Existe una relacién de interdependencia
entre las magnitudes variables? ;Por qué?

b) ;Cémo se comportan los valores de la posicion respecto al tiempo? Explique su respuesta.

c) De cuinto es el incremento en los valores de la posicion con respecto al tiempo? Explique
su respuesta.
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Cilculo |
Maestria en Educacion Matemitica

Escuela de Matematicas

Lanzamiento vertical

d) ;Cual es el comportamiento de la cantidad del incremento en los valores de la posicion
respecto al tiempo? Justifique su respuesta.

2.2. Comunicando y compartiendo

Discuta los resultados obtenidos con sus compaiieros y el profesor. Escriba sus conclusiones en
la hoja de trabajo.
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Apéndice C. Actividad 3

Lanzamiento vertical

O Actividad 3

Calculo |

Maestria en Educacién Matemidtica

Escuela de Matematicas

3.1. Las siguientes preguntas estin relacionadas con la razon de cambio promedio de la posicion
con respecto al tiempo. Resuelva los siguientes items en su hoja de trabajo.

a) Calcule los incrementos de los valores en el tiempo (x) y complete las siguientes tablas:

Axy = Ax, = Axg=_
Ay, Ay, A
[x1, x,] Ar) [x4,x2] A_xz [x1,%,] Y.
[0.78,0.79] [0.79,0.795] [0.798,0.799]
[0.79,0.8] [0.795, 0.8] [0.799,0.8]
[0.8,081] [0.8,0.805] [0.8,0.801]
[0.81,0.82] [0.805,0.81] [0.801,0.802]
Tabla | Tabla 2 Tabla 3

b) ;Aproximadamente con qué velocidad se mueve el objeto alrededor de x = 0.8 s? Justifique

Su respuesta.
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Cilculo |

Maestria en Educacion Matemitica

Escuela de Matematicas
Lanzamiento vertical

c) Determine la pendiente de la recta que pasa por los puntos de los extremos de los intervalos
definidos en las tablas del item a). Compare este resultado con los items anteriores y escriba
una conclusion. Justifique su respuesta.

3.2. Comunicando y compartiendo

Discuta los resultados obtenidos con sus companeros y el profesor. Después, escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.
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Apeéndice D. Actividad 4

Cilculo |

Maestria en Educacién Matemitica

Escuela de Matematicas

Lanzamiento vertical

O Actividad 4

4.1. Las siguientes preguntas estan relacionadas con la razén de cambio instantinea de la posicion
respecto al tiempo. Resuelva los siguientes iitems en su hoja de trabajo.

a) ;Qué sucede con la razéon de cambio cuando Ax — 0? Escriba una expresion analitica que
represente la razon de cambio instantanea para x = 0.8 s. Justifique su respuesta.

b) ;Cual es la velocidad instantinea para x = 0.8 s? Valide con reglas su respuesta.
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Cilculo |
Maestria en Educacién Matemitica

Escuela de Matematicas

Lanzamiento vertical

¢) ;Qué sucede con la recta que pasa por los puntos de los extremos de los intervalos al hacer
que Ax — 0? ;Qué sucede con el valor de su pendiente al hacer Ax — 0? Escriba una
conclusién respecto a la pendiente, la razén de cambio y la velocidad. Argumente su
respuesta.

4.2, Comunicando y compartiendo

Discuta los resultados obtenidos con sus compafieros y el profesor. Después, escriba sus
conclusiones en la hoja de trabajo.



