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RESUMEN

TITULO: ESCENARIO DEL CURVATON VECTORIAL EN LA GENERACION DE
ANISOTROPIA ESTADISTICAl.
AUTOR: NAVARRO LEON, Andrés Américo®.

PALABRAS CLAVES: Cosmologia, Inflaciéon vectorial, Direccion preferencial en
el Universo, Perturbacion primordial en la curvatura, Curvaton.

DESCRIPCION: Teniendo en cuenta los datos observacionales sobre las anisotropias
de la radiacién césmica de fondo (RCF) que sugieren la existencia de una direccién
preferencial en el Universo, se analizard un campo vectorial masivo con un termino
cinético no canonico en la accién, acoplado de forma minima a la gravedad y donde la
funcion cinética y la masa del campo vectorial varian en funcién del tiempo durante
inflaciéon. Este campo vectorial es introducido siguiendo la misma idea del curvaton
escalar, el cual no debe afectar la dindmica inflacionaria, ya que su densidad de energia
es despreciable durante inflaciéon, comparada con la densidad de energia total en el
Universo. Bajo esta hipétesis, el curvatén vectorial sera el inico campo encargado de
generar la perturbacién primordial en la curvatura . Con relacién al espectro de las
perturbaciones del campo vectorial, estds serdan invariantes en escalas de superhorizonte
(es decir, no depende del numero de onda) debido a la adecuada escogencia de la depen-
dencia temporal de la funcién cinética y la masa efectiva del campo durante inflacion.
La direccion presencial generada por el campo vectorial se ve reflejada en el espectro
de (, la cual es modulada por la presencia de anisotropia estadistica. Esto se analiza
principalmente en el caso en donde la masa del campo vectorial crece con el tiempo
durante inflacién, en donde existe la posibilidad que el campo sea pesado (M > H) al
final de inflacién, ocasionando que el proceso de produccién de particulas sea practica-
mente isétropo, es decir, los espectros longitudinal y transversal sean casi del mismo
orden, ocasionando que la anisotropia estadistica generada por el campo vectorial no
sea excesiva y se encuentre dentro de los limites observacionales, los cual es del orden
de gc = 0,290 £ 0,031.

!Tesis de Maestria.
2Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Yeinzon Rodriguez Garcfa (Director).
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Capitulo

INTRODUCCION

El descubrimiento en 1929 por Edwin Hubble del corrimiento al rojo de la luz prove-
niente de las galaxias [1], con lo cual se sugiere un Universo en expansion, y el descu-
brimiento en 1965 por Penzias y Wilson de la radiacién césmica de fondo (RCF) [2],
corresponden a las evidencias observacionales que permiten entender que el Universo
empezo de un estado denso y caliente, y que dan sélidas bases a la teoria que explica el
origen y la evolucion de nuestro Universo: el modelo estandar del Big Bang o la teoria
del Big Bang caliente [3]. Pero esta teoria ha de enfrentar varios problemas importan-
tes: los problemas de planitud, horizonte y reliquias no deseadas, los cuales generan
un conflicto con las observaciones. Por esta razén, en 1981 Alan Guth [4] propone una
idea elegante para la solucién de los problemas mencionados anteriormente, una época
anterior al Big Bang en el cual el Universo experimenté una expansion acelerada, lla-
mada “inflacién”, en la cual el universo pudo haberse expandido en forma exponencial.
Durante el periodo inflacionario esta expansién fue generada por un hipotético campo
escalar llamado el inflatén. Tal expansion ocasiond que el tamano fisico del universo
creciera tanto que llegd a ser mucho mas grande que la distancia que la luz podria ha-
ber viajado desde el Big Bang (es decir, nuestro Universo observable); en consecuencia,
cualquier inhomogeneidad que precedié inflacién fue eliminada y se llegé al Universo
suave y uniforme que observamos hoy en dia. Pero si el universo fuera perfectamente
uniforme no existirian estructuras a gran escala (galaxias, cimulos y superctimulos).
Por tanto, debe haber una desviacién en la uniformidad del universo, lo que puede
dar lugar a la generacién de estructura a gran escala. En la época en que el universo
fue dominado por la materia, las inhomogeneidades en la densidad primordial fueron
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amplificadas por la gravedad y se convirtieron en la estructura que vemos hoy [5]. En
consecuencia, se necesita una perturbacion primordial en la densidad de energia y la
existencia de estas perturbaciones se refleja en las anisotropias de la RCF mediante el
efecto Sachs-Wolfe [6]. La época inflacionaria fija un valor a las perturbaciones en la
densidad de energia del campo escalar que domina durante inflacién, ocasionando que
estas perturbaciones adquieran un caracter clasico [7], generando asi, las anisotropias
en la densidad de energia. La prueba fehaciente de las anisotropias en la RCF fue su
deteccién por primera vez por el satélite artificial COBE [8] y su ratificacién por la
sonda Wilkinson de anisotropias en microondas WMAP [9]. En consecuencia, inflacién
puede ser responsable de las anisotropias observadas en la radiacion césmica de fondo
y la generacion de estructura a gran escala.

La doble tarea del campo escalar (inflatén) que domina durante inflacién: la de resolver
los problemas estandar de la cosmologia y la generacion de la estructura a gran escala,
la cual depende de la forma del potencial y la teoria de la gravedad durante inflacion
(generalmente se considera gravedad de Einstein) es muy restrictiva, descartando mo-
delos inflacionarios bien motivados pero que son incapaces de generar estructura a gran
escala [10]. Una alternativa es que durante inflacion se tenga en cuenta més de un campo
escalar [11, 12, 13]. Este campo escalar adicional llamado curvatén, sélo se encargara de
generar estructura a gran escala y en cambio el inflatén, se encargard de generar infla-
cién. Esta vision del Universo temprano ha dado una gran informaciéon fenomenolégica
del Universo que observamos hoy en dia, y poder constrastarla con las evidencias obser-
vacionales que tenemos acerca de la RCF le ha otorgado una base fuerte a los modelos
inflacionarios con mas de un campo escalar. Algo importante también para agregar es
el hecho que el curvatéon no debe afectar la dindmica de la inflacién, por ende su den-
sidad de energia, comparada con la densidad de energia total, es despreciable durante
inflacién, por lo que debemos considerarlo en un periodo después de inflacién, cuando
su contribucién a la densidad de energia puede aumentar, lo que permite que las escalas
de energias durante inflacién puede ser del orden de TeV [14, 15, 16, 17] que se puede
acceder en el LHC (gran colisionador de hadrones) [18].

Los modelos inflacionarios construidos a partir de campos escalares para describir nues-
tro Universo observable han estado de acuerdo con las observaciones, pero hasta que
el LCH confirme si la nueva particula descubierta corresponde a una particula escalar
o vectorial, la incertidumbre sobre la existencia de los campos escalares fundamentales
esta presente [19, 20]. Pero el problema no termina ahi. La precisién con que la sonda
WMAP ha elaborado el mapa de las variaciones angulares de la RCF muestra que se
han encontrado anomalias [21]; estas sugieren una direccién preferencial de las pertur-
baciones en la temperatura de la RCF, asi como de la estructura a gran escala (por
ejemplo, filas de galaxias) [22, 23, 24]. En consecuencia, los modelos inflacionario cons-
truidos a partir de campos escalares no son capaces de reproducir esta nueva posible
caracteristica de la RCF. Por lo anteriormente mencionado, es importarte desarrollar
modelos inflacionarios que estén en concordancia con las observaciones, es decir, mode-
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los que predigan una direccién preferencial en el Universo, ya que en los préximos afios
la sonda PLANCK [25] ratificaréd o refutara la existencia de estas anomalias. Una posi-
ble solucién son los campos vectoriales [26, 27, 28] ya que éstos poseen intrinsecamente
la direccién preferencial asociada a esas anomalias en la RCF.

Lo que se pretende hacer es implementar en la idea del curvaton escalar pero en el caso
de que éste sea un campo vectorial, el cual contribuye de manera insignificante a la
densidad de energia del Universo durante inflacién. Después de inflacién su densidad
aumenta, especialmente cuando la masa del campo del curvatén vectorial (m, ) sea hace
mayor que el parametro de Hubble (m, > H), por lo tanto, su densidad de energia
puede dominar (o casi dominar) la densidad de energia del Universo, pero sin que éste
genere una expansion anisétropa excesiva [26], favoreciendo asi la generacion de estruc-
tura a gran escala. Pero el hecho de considerar este campo vectorial durante inflacién
ocasiona que las perturbaciones de este campo sean estadisticamente anisotropas, es de-
cir, los correladores de n puntos de las perturbaciones del campo vectorial del curvaton
no son invariantes bajo rotaciones espaciales [28, 29]. En consecuencia, la presencia de
la anisotropia estadistica conlleva a redefinir el espectro de la perturbacién primordial
en la curvatura ¢ de la siguiente forma [27]

Pe(k) = Pe(k) [1+g.(d - k)2 (1.1)

en donde P¢(k) es el espectro de la perturbacién prlmordlal en la curvatura ¢ que soélo
depende de la magnitud del vector de onda k, k es el vector de onda unitario, d es
el vector unitario a lo largo de la direccién preferencial y g, es el nivel de anisotropia
estadistica. Estudios procedentes del experimento WMAP han establecido un rango
para g.: g. = 0,290 + 0,031 [22] que excluye isotropia estadistica a mds de 9o. Sin
embargo, la direccién preferencial en la anisotropias en la RCF se encuentra cerca del
plano del sistema solar, por lo que los autores de la referencia [22] sugieren que este
efecto pueda deberse a errores sistematicos sin resolver [30].

En el presente trabajo se estudiara el escenario del curvatén vectorial [31], en donde un
campo vectorial masivo posee un termino cinético no candnico en la accién, acoplado de
forma minima a la gravedad, cuyo fondo es homogéneo e isétropo. El campo vectorial es
inspirado en la idea del curvaton [11, 12, 13], en donde la contribucién a la densidad de
energia de este campo es subdominante durante inflacién, razén por la cual, no afectara
la dinamica inflacionaria, por lo que se conoce como el escenario del curvaton vectorial.
Se analiza la forma como debe ser el termino cinético no canénico dentro de la acciéon
para que los espectros (longitudinal y transversal) de las perturbaciones del campo
vectorial sean invariantes de escala, es decir, sean independientes del nimero de onda
k; para esto, se llevara a cabo un analisis analitico de las solucién de las ecuaciones
de campo de las perturbaciones longitudinal y transversal del curvatén vectorial, lo
que se conoce como el proceso de produccién de particulas. Con lo anterior, es posible
determinar la forma funcional del termino cinético y de la masa del curvatén vectorial
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para lograr la invarianza de escala del espectro. El interés se centrard en mostrar como
debe ser la evolucién de la masa efectiva del curvatén para que sea posible generar
anisotropia estadistica en el espectro de la perturbacién primordial en la curvatura y

ademas la generacion, total o parcial, de la perturbacién en la curvatura, la cual es
responsable de la estructura a gran escala en el Universo.



Capitulo

ORIGEN DE LA PERTURBACION
PRIMORDIAL EN LA CURVATURA

A pesar del éxito de inflacion en la solucién de los problemas de la cosmologia estandar,
se hizo aun mas importante debido a su capacidad de ampliar las fluctuaciones cuanticas
de los campos que se encontraban en el espacio-tiempo de Friedmann-Robertson-Walker
(FRW), haciéndolas clasicas y casi constantes después de la salida de las escalas del ho-
rizonte de particulas [3, 5, 6]. Estas fluctuaciones cuédnticas corresponden a las pequenas
inhomogeneidades en la densidad de energia, las que son responsables a través de la
atraccion gravitacional de la estructura a gran escala que vemos hoy en dia en el Uni-
verso. Estas inhomogeneidades han dejado su huella en la RCF en el momento de la
recombinacion: las anisotropias en la RCF (67/Tp'.) estdn directamente relacionadas
con la perturbacién en la curvatura espacial ( mediante el efecto Sachs-Wolfe [6], don-
de tales perturbaciones cuanticas pueden ser debidas a uno o varios campos escalares,

vectoriales o espinoriales:
orT 4} 1
(_> - (i) S (2.1)
TO k P/ 5

donde k hace referencia a los modos de la perturbacién. Cabe anadir, que los astrénomos
trabajan con la cantidad observable 07 /T y los cosmélogos trabajan con la cantidad (.

1La perturbacién dz en cualquier cantidad z, serd considerada a primer orden en la teorfa de

perturbaciones cosmolégicas. La cantidad sin perturbar se denota por el subindice 0
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Por lo tanto, vemos que para dar una explicacion fisica acerca de las perturbaciones en
la densidad de energia, las cuales se encuentran conectadas directamente con la pertur-
bacién en la curvatura como se expresa en (2.1), la mejor opcién son las fluctuaciones
cuanticas durante una era inflacionaria en el Universo temprano. Esas perturbaciones
se extienden desde escalas extremadamente cortas a escalas mas grandes que el tamano
del Universo observable. Debido a que la gravedad conecta la geometria del Univer-
so con su contenido material, las pequenas fluctuaciones del campo del inflatén estan
intimamente relacionadas a fluctuaciones de la métrica del espacio-tiempo dando lu-
gar a perturbaciones en la curvatura. El conocimiento del origen de la estructura en
el Universo es dado una vez el Universo empieza a ser dominado por la materia, en
el cual toman importancia las inhomogeneidades de la densidad de energia las cuales
son amplificadas por la gravedad. En este capitulo se resume una forma cualitativa de
generar la perturbacién en la curvatura.

* SECTION 2.1

Pertubacion en la Curvatura

El estudio de las pertubaciones cosmolégicas (por ejemplo, la evolucién de las pertur-
baciones en la densidad de energfa, las del campo o la presion) radica en la evolucion de
un espacio-tiempo que no presente homogeneidad e isotropia, para lo cual, se analiza la
evolucién de las diferencias entre dos espacio-tiempos, uno en el cual serd el objeto de
estudio y dos, el espacio-tiempo de fondo o referencia. Para nuestro estudio el sistema
de referencia de fondo es el espacio-tiempo plano de FRW. El elemento de linea para
tal métrica es [32, 33, 34]:

ds® = —dt* + a*(t)6;;dx'da? | (2.2)

donde a(t) es el factor de expansién. Para empezar a hablar de perturbaciones, nece-
sitamos especificar el espacio-tiempo, para esto es necesario establecer las coordenadas
que definen un threading de espacio-tiempo en lineas (corresponden a coordenadas es-
paciales fijas x) y un slicing en hipersuperficies (correponden a la coordenada fija del
tiempo t). Si consideramos un universo sin perturbaciones, hay un unico threading y
slicing preferido. El threading preferido consiste en lineas de mundo coméviles; obser-
vadores en el que las lines de mundo se mueven con la expansién. Estas lineas de mundo
son geodésicas (caida libre), y corresponden a la expansién uniforme que en términos
técnicos significa que tienen shear y vorticidad cero. En este caso el slicing es ortogonal
al threading. En el slicing preferido todas las cantidades son homogéneas, en particular,
la densidad de energia y la curvatura espacial. Podemos resumir diciendo que, el slicing
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preferido es comévil (es decir, ortogonal a las lineas de mundo comévil), plano y tiene
densidad de energfa uniforme [5].

En presencia de perturbaciones, es imposible encontrar coordenadas con las caracteris-
ticas mencionadas anteriormente para un universo sin perturbar. Con el fin de aplicar
teoria de perturbaciones cosmoldgicas, se requiere que la ecuacién (2.2) se recupere en
el limite en ausencia de perturbaciones. Una escogencia de coordenadas que satisfaga
este requrimiento es llamado gauge. Una vez que el gauge se halla escogido, el universo
pertubado es descrito por un conjunto de funciones que dependen de la posicién. En el
Universo sin pertubar, las funciones correspondientes tienden a desaparecer o a tener
valores homogéneos. En consecuencia, la perturbacion § f(x,t) de una funcién dada se
define como la diferencia entre su valor f(x,t) en el universo perturbado, y su valor
f(t) en el universo sin perturbar (fondo)

fxt) = f{t) +0f(x,1), (2.3)

donde x indica coordenadas espaciales 2. Ahora, consideremos un cambio de gauge que
sélo afecta la coordenada del tiempo (cambiando sélo el slicing);

t(t,x) =t + 5t(t,x). (2.4)
Esto es solo un nuevo etiquetado de los puntos en el espacio-tiempo perturbado. El
nuevo etiquetado no cabia f en un punto dado, pero cambia su separacion en el fondo
mas una perturbacién. Haciendo la primera separacién en el gauge viejo y luego en el
nuevo, se tiene

ft) +0f(x,t) = f(B) +df(x,1), (2.5)
por lo tanto .

0f(x,t) = 0f(x,t) = f(t) — f(D). (2.6)
El lado derecho es la diferencia entre los valores sin perturbar que a primer orden es
— fdt. En consecuencia, la transformacién de gauge de la perturbaciones es

Sf(x,t) — 6f(x,1) = —f(x)0t(x,1). (2.7)

El analisis anterior se aplica a cualquier cantidad cuya definiciéon en un momento dado
es independiente de la eleccion de las coordenadas.

Con lo anterior en mente, se define la perturbacion en la curvatura primero suavisando?
el tensor métrico y el tensor momentum-energia en una escala comovil R y consideramos
el régimen de superhorizonte aR > H~!. La presién y la densidad de energia se suavizan
en la misma escala. En esta hipotesis, es razonable que la escala del suavizado es la

2Suavizar una funcién g(x) significa que en cada lugar se sustituye por el promedio dentro de una

esfera de radio R.



Pertubacién en la Curvatura 21

mas grande escala de interés cosmoldgico, en donde los gradientes espaciales del tensor
métrico y del tensor momentum-energia suavizados son despreciables. Como resultado,
la evolucion de estas cantidades en cada lugar comovil seran homogéneos; en virtud de
esta hipotesis, el Universo en cada posicion se desarrollara como un “universo separado”,
homogéneo e isétropo. Ahora, consideremos un gauge donde el threading es comovil y
el slicing tiene densidad de energia uniforme y, considerando la suposicion de universos
separados, el threading serd ortogonal al slicing, con lo que la métrica espacial puede
ser escrita como

gij = a*(x,t)7;(x) (2.8)

con

a(x,t) = a(t)es®t | 5 = (Ie") (2.9)

ij

donde I es la matriz identidad y ~ tiene determinante uno o de forma equivalente,
h no tiene traza. Dentro de la suposiciéon de universos separados, es posible elegir las
coordenadas de tal forma que «;; = ¢;;. Para hacer esto posible, v;; y h;; deben ser
independientes del tiempo [5]. La funcién ¢ y h definen la perturbacién en la curvatura
en el slicing. Si la perturbacion tensorial h es insignificante, ¢ determina la perturbacién
en la curvatura. En la practica, “perturbacion en la curvatura” se toma como referencia
sélo a . A partir de lo anterior, a(x,t) es definido como un factor de expasién local,
en donde la perturbacién en la curvatura es definida como ¢ = §(Ilna).

En virtud de la hipotesis de los universos separados, y trabajando en un slicing de
densidad de energia uniforme, la ecuacion de continuidad p = —3H (p + p) puede ser
escrita como

o) = =380y 4 ) (2.10)

_ 3 {a—+<‘<x,t>} [p(t) + p(x, 8], (2.11)

donde se ha utilizado la definicién (2.9) y el hecho de que estamos trabajando en un
slicing de densidad energia uniforme. Ahora, recordemos que la condiciéon adiabatica
establece que la presién es una unica funcién de la densidad de energia, p = p(p),
entonces la dependencia espacial de p desaparece, y en consecuencia ¢ = 0. Por lo
tanto ((x) es una cantidad conservada en escalas de superhorizonte. Si p no satisface
la condicién adiabatica, esto puede ser resultado de la interaccién de diferentes fluidos,
por lo tanto el valor de C dependeria del modelo escogido para describir el contenido
del Universo.
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2.1.1 El Formalismo /N

Las ecuaciones (2.8) y (2.9) definen a ¢ en términos de la metrica espacial en un slicing
de densidad de energia uniforme. En un slicing generico la metrica espacial se puede
escribir en forma similar

Gij = a*(x, 1)5(x, 1), (2.12)
donde i
a(x,t) = a(t)e’™, 3;(x) = (Ieh> . (2.13)

ij
Se define el numero de e — folds local entre dos slicing genericos

N(x,t3,t1) = In (El(i—’?)> =1In (W) (2.14)

a(x,ty) a(ty)edxt)
(

a tl) ~ . x
In (a(tg)) + (x,ty) — P(x,t1). (2.15)

Ahora, si ¥(x,t3) es definido en un slicing de densidad de energfa uniforme, entonces
U(x, 1) = C(x,t3), v si ¥(x,t;) en un slicing plano, entonces ¥(x,t;) = 0. Partiendo
de un slicing plano, donde el factor de escala es definido localmente homogéneo, y
terminado en un slicing de densidad de energia uniforme, tenemos

C(X, tg) = N(X, tl, t2) — No(t17t2>, (216)

donde Ny(t1,t2) es el numero de e-folds para el fondo en expansién. Se observa que (
en independiente de t1, es decir, el calculo de ( es independiente de la época inicial, por
que cuando se pasa de un slicing plano a otro la expansion es uniforme.

A partir de la ecuacién anterior se define la perturbacion en la curvatura ((x,t), como
la perturbacién en el numero de e-folds de la expansion local, partiendo de un slicing
plano y terminando en un slicing de densidad de energia uniforme en un tiempo t:

C(x,1) = ON(x, 1). (2.17)

Asumiendo que la expansién local del Universo esta determinado, inicamente por un
campo escalar, 0N (x,t) = N(¢p(x,1)); bajo la suposicion de inflacion del tipo slow-roll
[35] es posible despreciar el término cinético del campo, @(x,t). En consecuencia la
ecuacién (2.16) es posible escribirla como

(%, 1) = N(o(x, 1)) — N(o(t)). (2.18)

Tomando la expresion anterior para obtener una serie para  haciendo uso del teorema
de Taylor, se obtiene la siguiente expresion:
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donde N, = ON(¢(t))/0¢ y Ny = 0*°N(¢(t))/0¢*. Las derivadas se evaluan en los
valores sin perturbar de N, y la perturbacion en el campo se evalia en un slicing plano.
Este resultado puede ser generalizado para el caso de multiples campos escalares, cuando
N(x,t) = N(¢1(x,t), pa(%,1),...), en cuyo caso la ecuacién (2.19) se convierte en

C(X,t) :ZN15¢I+%ZNIJ5¢15¢J+ (220)
I 1J

Por otro lado, si suponemos que uno o mas campos vectoriales tambien afectan la evolu-
cion de la tasa de expansion local, la perturbacion en la curvatura, en el caso mas simple
donde ( es generada por un campo escalar y un campo vectorial, y suponiendo que la
expansion anisotropa del universo es despreciable, puede calcularse hasta términos de
orden cuadréatico por medio de la siguiente expansion [28§]

((x) = N(o(x), 4 1)

4 1 . 1 ..
= Ngoop + NjoA; + §N¢¢(5¢)2 + Nja0p0 A + §NXA6A2-5A]-, (2.21)
donde
2 N 2 ' 2
Ny = oN N ON N, N NY, = o4 N 0 (2.22)

58_147;’ ¢¢Ea¢27 AA:aAiaAj7 ¢A58Ala¢a

siendo ¢ es el campo escalar y A es el campo vectorial, donde ¢ denota los indices
espaciales que van de 1 a 3.

2.1.2 Perturbaciéon en la Densidad de Energia

Se ha mostrado cémo calcular la perturbacion en la curvatura ¢ mediante el formalismo
O0N; donde ( se conserva en escalas de superhorizonte siempre y cuando la presion
dependa tunicamente de la densidad de energia total (condicién adiabatica) [36]. Sin
embargo, el principal interés estd en las pequenas perturbaciones en la densidad de
energia, que a la entrada de las escalas al horizonte forman la estructura a gran escala
en el Universo. Para establecer una conexién entre la perturbacion en la curvatura ¢
y la perturbacién en la densidad de energia, vamos a utilizar el limite de pequenas
perturbaciones a primer orden. Si consideramos un cambio en el slicing, de uno de
densidad de energia uniforme a uno generico (¢), la expresién (2.15) queda

IN(x,t) = P(x,t) — ((x,1). (2.23)

Definiendo en numero de e-folds como N(x,t) = [ H(x,t)dt y considerando perturba-
ciones a primer orden, resulta

((x,t) = —(x,t) + H(t)ot(x,t). (2.24)
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A partir de la ecuacién (2.7), la perturbacién en la densidad es dada por
dp(x,t) = —p(t)dt(x,t). (2.25)
Combinando las dos ecuaciones anteriores, encontramos

Sp,t) . 1op(x,1)
_H — -
FORAAENEY

donde en la tultima se ha utilizado la ecuacién de continuidad para un Universo de
FRW. Por lo tanto, se obtuvo la ecuacién de transformacion que va desde un slicing de
densidad de energia uniforme a uno generico. Una eleccion importante de este ultimo
es el slicing plano, ¥ = 0, para el cual se obtiene

op 1 dp

(=—H—Z =3 (2.27)

De igual forma es posible definir la perturbacién en la densidad de energia cuando ésta es
alimentada por varios fluidos no interactuantes: se puede definir un slicing de densidad
de energia uniforme para cada fluido, entonces, si no hay intercambio de energia entre
los diferentes fluidos, la ecuacién (2.27) se puede reescribir como

Pn - 3pn+pn’

o 19
_Hﬁ_ Pn

(o = (2.28)

donde el indice n es para cada fluido en particular y dp,, es la perturbacion en la densidad
de energia para dicho fluido en un slicing plano. Usando dp = X,,6p, se puede calcular
la perturbacién total en la curvatura a partir de la ecuacién (2.27)

En(ﬂn + pn)Cn
p+p

Esta ecuacién serda importante si tenemos en cuenta el modelo del curvatén donde se
encuentra la perturbacién primordial generada por varios fluidos no interactuantes.

(= (2.29)

* SECTION 2.2

Propiedades Estadisticas de la Perturbacion en la

Curvatura

La perturbacion primordial en la curvatura ¢, asi como las anisotropias de la temperatu-
ra en la RCF y las perturbaciones en la densidad de energia, son ejemplos de funciones
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cosmoldgicas que se describen por funciones de distribucion de probabilidad. En par-
ticular, si ¢ es una funcién continua podria representar una funcién de distribucion de
probabilidad, siempre y cuando, P(¢) > 0y [* P(¢)d( = 1. En lugar de trabajar
directamente con la funcién de distribucién de probabilidad, P(¢), es conveniente ana-
lizar las propiedades estadisticas de ( via los correladores de n puntos. Por ejemplo, el
correlador de 2 puntos se relaciona con la funcién de distribucién de probabilidad como

WmMm»E/Now@MMmMM (2.30)

donde la integraciéon N es sobre todo el promedio del ensamble. En general el correlador
de dos puntos no precisa de forma unica P(¢), por lo que hay que calcular los correla-
dores de mas alto orden (3-puntos, 4-puntos, etc.) que se definen de forma andloga.

Trabajar en el espacio de momentos es especialmente 1til es cosmologia, ya que las fluc-
tuaciones cudnticas de los campos escalares, durante inflacion, se convierten en clésicas
una vez estas dejan el horizonte [5, 37, 38, 39]. Lo mismo se aplica para la perturbacién
en la curvatura ¢ que es una cantidad conservada en escalas de super-horizonte si la
condicién adiabdtica se cumpla [40]. En un espacio-tiempo plano corresponde hacer una
descomposicién en series de Fourier, en donde, para hacer la descomposiciéon debemos
elegir un determinado tamano de la caja con condiciones de contorno periédicas. Se
requiere que el tamano de la caja sea lo suficientemente grande, para que los vectores
de onda k, sean continuos y la serie de Fourier pueda ser remplazada por una integral.
Por lo general, el tamano de la caja se toma de varios 6rdenes de magnitud méas gran-
de que el horizonte de nuestro universo observable. Esta caja es llamada caja minima
[41]. Esta eleccién es suficiente para aproximar la serie de Fourier en integrales. De lo
anterior, se considera la serie de Fourier de ((x) como

0 = [ e 231

donde ((k) es el modo de Fourier de ((x). Los correladores de n puntos de ((x) se

definen como

3 3 35
(Clr)Cxa) o)) = [ iyt etttk () (k). ).
(2.32)

donde (.. .) se define como el promedio sobre el ensamble de los productos ((x7) . . . (x,)

y ((x1), ((X2) . ..((x,) los valores de ( en diferentes puntos del espacio; en consecuencia,
los correladores de n puntos en el espacio real pueden ser estudiados via los correladores
de n puntos en el espacio de momento. Debido a que ((x,) describe una distribucién
de una cantidad real en el universo, los correladores de n puntos deben ser una canti-
dad real. Esto se traduce en la exigencia, en que los modos de Fourier de ((k,,) deben
satisfacer la condicién de realidad ((—k,) = (*(k,).
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2.2.1 Homogeneidad Estadistica

A partir de los datos observacionales de la RCF, es bien sabido que se presentan des-
viaciones de la temperatura, punto a punto en el espacio, alrededor de 6T/T ~ 1077,
lo que sugiere que el mapa de las distribuciones de las perturbaciones no es homogéneo
(invariante bajo traslaciones espaciales), pero puede ser que la funcién de distribucién
de probabilidad que rige las perturbaciones escalares ((x) si lo sea, lo que se conoce
como homogeneidad estadistica [3, 4, 29]. Esto puede ser interpretado como que los
correladores de n puntos en el espacio real son invariantes bajo traslaciones espaciales,
es decir

(1 +d)C(x2 +d) ... ((xn +d)) = (((x1)C(x2) - - ((xn)) (2.33)

donde d es un vector en el espacio real que cuantifica la traslacién espacial. En vista
de (2.32) es posible lograr la homogeneidad estadistica, si se expresa el argumento
exponencial dentro de la integral como una funcién de la forma F(x; — x;), lo cual
es posible (pero no es la tnica forma) si los correladores de n puntos en el espacio de
momento son proporcionales a la funcién delta de Dirac

(C(k)C(ka) ... C(kp)) = (2m)36% (ky + Ko + ... + ko) Me(Ky, Ko, Ky),  (2.34)

donde M¢(ky, ko, ..., k,) es el (n—1)-espectro. La homogeneidad estadistica es absolu-
tamente necesaria como una hipétesis del teorema ergédico [3], donde ésta nos dice que,
bajo la hipdtesis de homogeneidad estadistica y en ausencia de correlacion en el espacio
real de argumentos distantes, el promedio sobre los elementos del ensamble es idéntico
al promedio espacial sobre un elemento del ensamble. Si la homogeneidad estadistica no
se cumpliera, no seria posible realizar una comparacién entre la teoria y el experimento.

2.2.2 Isotropia Estadistica

De nuevo, partimos del hecho que la RCF no es isétropa (invariante bajo rotaciones
espaciales), pero puede que la funcién de distribucién que gobierna a ((x) si lo sea, lo
cual es llamado isotropia estadistica [3, 4, 29]. Esto significa que los correladores de n
puntos son invariantes bajo rotaciones espaciales, es decir

(C(x1)¢(x2) - .- C(%n)) = (C(x1)¢(x2) - - - (%)), (2.35)

donde x; = R[x;], siendo R un operador rotacién. En consecuencia, el (n — 1) espectro
debe satisfacer la condicion

Mc(ky, Ko, ... k) = Me(ky, Ko, ..., ky,), (2.36)
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donde k; = Rk;], representa rotaciones en el espacio de momento. En el caso del
espectro (1 -espectro) se tiene, considerando homogeneidad estadistica, que: k; +ky = 0,
por lo tanto, para que el espectro sea invariante bajo rotaciones éste debe depender
unicamente de la magnitud de k; y ko, pero como k; = —ko, el espectro solo dependera
de la magnitud de uno de los vectores de onda, es decir

Mc(ki ko) = Fe(ki ko) = Fe(k). (2.37)

En el caso del biespectro (2 -espectro) es posible argumentar lo mismo que se hizo con
el espectro, la isotropia estadistica en éste se cumplira, si solo depende de la magnitud
de los vectores de onda

Mc<k1,k2,k3) = Bc(kl,kg,kg):Bc(k’l,k’g,kg). (238)

La isotropia estadistica se ve reflejada en el espectro y biespectro, los cuales tinicamente
dependen de la magnitud del vector de onda. Los (n — 1) espectros de més alto orden
no pueden ser representados en términos de las magnitudes de los vectores de onda, de
igual forma como se muestra en (2.37) y (2.38).

2.2.3] Gaussianidad

La perturbacién en la curvatura se dice que es gaussiana si para diferentes vectores de
onda de la perturbacion no estan correlacionadas. Para el caso del mismo vector de
onda, la condicién de realidad se aplica para ((x) por lo que hay autocorrelacién. El
correlador de dos puntos en el espacio de Fourier es de la forma

(C(k1)¢(ke)) = (2m)%6° (kg + ko) P (k). (2.39)

En virtud de la condicién de realidad ¢(—k) = ¢*(k), una definicién equivalente para
el espectro es

(C(k1)¢" (ka)) = (2m)°6° (ks — ko) P (k). (2.40)

Estableciendo k; = ks el lado izquierdo es (|((k)|?), lo cual conduce a que el espectro
sea positivo y diferente de cero. A partir de la condicién de realidad en (, el espectro,
P, (k), satisface la siguiente condicién de realidad: P(k) = P;(—k). Para el caso de los
correladores de n puntos con n impar, éstas deben ser cero mientras que aquéllos con
n par se puede representar como correladores de dos puntos

(C(k1)¢(k2)C(ks)) = 0, (2.41)
(C(k1)C(ka)C(ka)C(ka)) = (C(ki)C(ka)) (C(ks)¢(Ka)) + (C(ka)((Ks)) (C(ka)C(ka)) +

(C(k1)¢(ky)) (C(k2)C(ks))
= (27)°8%(ky + ko) 0° (k3 + ka) P (k1) Pe(k3) + 2 p.,  (2.42)
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y asi sucesivamente, donde 2 p. hace referencia a dos permutaciones. Regresando a las
perturbaciones ((x) en el espacio real, se dice que ésta es gaussiana si la funcién de
distribucion de probabilidad es

1 — X X
P(((x)) = ————e /) (2.43)

V2 (3 (x))
la cual es la definicién de distribucion de probabilidad gaussiana. No obstante, si aplica-
mos (2.41), (2.42) y asi sucesivamente a ((x), en vez de ((k), tambien se obtendra (2.43).
En el caso que las perturbaciones ((k) no son gaussianas, los correladores de n puntos,
con n > 3, pero en el caso gaussiano, los correladores pares no desaparecen y éstos
podemos expresarlos de la siguiente forma

(C(k1)¢(ko)C(ks)) = (2m)°0°(ky + ko + ks) Be (ki ko, ks), (2.44)
(C(k1)C(ka)C(ks)C(ky)) = (2m)°6° (kg + Ko + ks + ky) Te (K, ko, ks, ky), (2.45)

y asi sucesivamente. En donde B (ki, ko, ki) v T¢(ki, ko, ks, ky) son llamados el bies-
pectro y triespectro de ((k).

2.2.4 Anisotropia Estadistica y no Gaussianidad

En la mayoria de los modelos cosmoldgicos los correladores de n puntos de ¢ se suponen
invariantes ante rotaciones y traslaciones espaciales. Sin embargo, violacién de tales
invarianzas implica modificaciones de las habituales funciones espectrales en términos
de los descriptores estadisticos. Estas violaciones pueden ser debidas a la presencia de
perturbaciones de campos vectoriales [26, 27, 28], perturbaciones de campos espinoriales
[42, 43], expansién anisétropa [44, 45] o por un fondo inhomogéneo [46, 47]. Violaciones
a la isotropia estadistica parecen estar presentes en los datos [21] y estudios recientes
[22, 23, 24] sugieren la existencia de una direccién preferencial, lo cual corresponde a
una clara violacion de la invarianza bajo rotaciones espaciales de los correladores de
n puntos de (. La forma de parametrizar la presencia de anisotropia estadistica, es a
partir de un cambio general en la definicién del espectro, que es de la forma [27]

Pc(k) = PE(k) |1+ ge(d k)2 + - |, (2.46)

donde P°(k) es el promedio sobre todas las direcciones, d es un vector unitario corres-

pondiente a la direccién preferencial en el Universo, k es un vector unitario a lo largo
de k y g¢ es el nivel de anisotropia estadistica. Un estudio acerca de la perturbacion en
la temperatura de la RCF [22] encuentra una débil evidencia de anisotropia estadistica,
por lo que es posible mantener sélo los términos principales (cuadrupolares) de (2.46)

Py(k) = P(k) [1 +g.(d- 12)2] . (2.47)
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Los datos del WMAP 5 [22] han encontrado que el nivel de anisotropia estadistica se
encuentra en el rango de g, ~ 0,29040,031 que excluye isotropia estadistica a mas de 9o.
Sin embargo, la direccion preferencial de las anisotropias en la RCF se encuentra cerca
del plano del sistema solar lo que hace que los autores de la referencia [30] sugieran
que este efecto podria deberse a un error sistematico sin resolver. A pesar de todos
esto, la persistencia en los datos observacionales de la anisotropia estadistica, sugiere
fuertemente la presencia de un campo vectorial en la época inflacionaria.

Con respecto a la parte isdtropa del espectro, éste es parametrizado en términos de la
amplitud A¢ y el indice espectral n¢ que mide la desviacién del espectro con respecto a
un invariante de escala [5]

iso 27T2 2 k ne

en donde a, y H, son el pardmetro de expansion y el pardmetro de Hubble evaluados
a la salida del horizonte. El biespectro B y el triespectro Ty son parametrizados en
términos de productos del espectro F, y los niveles de no gaussianidad fnr, 7ar ¥ gnL
respectivamente [48, 49]:

Bylk ko ks) = & fe [Polka)Pelle) 4 p ], (2.9
To(ky ko, ks, ky) = %TNL [P (k1) P (o) Pe([Ky + Ka]) + p. ] +
2% g [P () Pella) Peks) £ . ., (2.50)

donde p.c. hace referencia a permutaciones ciclicas. Existen datos observacionales de
estas cantidades, los cuales los modelos inflacionarios deben predecir, por ejemplo A, =
(4,95740,094) x 1077 [50], ne = 0,96040,014 [51] (lo cual indica que ¢ es practicamente
invariante de escala), —10 < fyr < 74 [51], —=0,6 x 10* < 77 < 3,3 x 10* [52] y
—7,4 x 10° < gni, < 8,2 x 10° [52] (lo cual indica que ¢ es practicamente gaussiana).

* SECTION 2.3

Generacion de la Perturbacion en la Curvatura

Como se mostré anteriormente, ¢ es una cantidad conservada si la presién depende
unicamente de la densidad de energia. La suposicién usual es que la perturbacién en la
curvatura es generada durante inflacion, debido a las fluctuaciones cuanticas del campo
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del inflatén. Como las escalas cosmoldgicas dejan el horizonte, las fluctuaciones cuanti-
cas se convierten en perturbaciones clasicas con un espectro casi invariante de escala,
generando asi, la perturbacién en la curvatura. En este caso, el espectro sélo depende
de la forma del potencial y la teoria de gravedad durante inflaciéon, proporcionando
una vista directa a las condiciones durante esta época. En el caso del modelo del cur-
vaton se supone que el inflatén produce una perturbacién en la curvatura insignificante
[5, 11, 12, 13]. Otras alternativas se han planteado para generar toda o parte de ¢ en
épocas posteriores. Las posibilidades incluyen la generacion de ¢, ya sea por multiples
campos durante inflacién [53], al final de inflacién [54], durante el preheating [55], en el
reheating y en un segundo reheating a través del mecanismo del curvatén [11, 12, 13].
Es este ultimo mecanismo mediante el cual se va a estudiar la forma de generar la
perturbacion en la curvatura.

* SECTION 2.4

El Escenario del Curvaton

En el escenario del curvatén se asume que en el universo primordial existen dos campos
escalares: el campo del inflaton ¢ y el campo del curvatén o. El potencial del inflaton
debe generar una expansion acelerada, es decir, el inflatén sélo se encarga de generar la
etapa inflacionaria y las condiciones sobre el curvatéon son orientadas a la generacién de
la perturbacion en la curvatura espacial, con lo cual este tltimo campo sera el encargado
de la generacién de la estructura a gran escala. Los fluidos asociados a estos dos campos
pueden considerarse por separado justo antes del decaimiento del curvatén, lo que
garantiza la conservaciéon de las perturbaciones en la curvatura asociadas a cada campo,
(s ¥ C» a grandes escalas, ya que permite despreciar los términos no adiabaticos en las
respectivas ecuaciones de continuidad. En concordancia con la hipotesis del curvaton,
la contribucién del inflatén a la perturbacién en la curvatura es despreciable y el campo
del curvaton no domina la densidad de energia del universo cuya masa m,, satisface la
condicién m, < H (campo ligero) [11, 12, 13]. Asi, durante inflacién las perturbaciones
netas en la métrica son despreciables; ademas, la densidad de energia del universo
se mantiene casi constante por la condiciones de slow-roll del potencial del inflaton,
mientras que para el caso del curvatén éste se mantiene congelado a un valor o, debido
a la condicién de campo ligero [56].

Después de haber terminado el periodo inflacionario, el parametro de Hubble decrece
en el tiempo H o 1/t y el inflatén comienza a oscilar alrededor de un minimo de
su potencial, decayendo posteriormente en un fluido de radiacion, el cual domina la
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densidad de energia del universo, pero que, sin embargo, no produce perturbaciones
apreciables en la curvatura. De igual forma, después del final de inflacién, el curvatén
empieza su propio proceso de decaimiento iniciando oscilaciones alrededor de su minimo
de potencial cuando m, ~ H, pero cuando m, > H, las oscilaciones son tan réapidas
comparadas con el tiempo caracteristico de expansién inflacionaria (1-efold) que el
campo del curvatén se comporta como un fluido de materia [57]. Las amplitudes de
las oscilaciones van disminuyendo con el tiempo debido a la expansion del universo, de
igual forma su densidad de energia p, también va disminuyendo con el fin de que el
curvaton decaiga antes de que domine la densidad de energia del universo y no se genere
una segunda etapa inflacionaria. En consecuencia la densidad de energia de radiacion
heredada del inflatén, decae de la forma p, o< a™%, la cual disminuye més rdpidamente
que la densidad de energia de materia del curvatén, variando segin p, oc a™3 (ver
figura 2.1). Posteriormente cuando el curvatén decaiga, la contribucién de la densidad
de energia del curvatén es significativa comparada con la de la radiacion, pero no domina
la densidad de energia del universo. La principal motivacion del escenario del curvaton,
es que la perturbacién en la curvatura generada por este campo en el momento que
decae es apreciable y lo suficientemente significativa comparada con la de radiacion,
por lo que genera las perturbaciones primordiales en la curvatura espacial y da cuenta
asi de las estructuras a gran escala que vemos hoy en dia en la época dominada por la
materia [11, 12].
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Figura 2.1: Evolucién de las densidades de energia en el escenario del curvatén. La grafica continua representa
la evolucién de la densidad de energfa del inflatén pg y la de dos puntos-linea la del curvatén p,. Durante inflacién la
densidad del curvatén es despreciable. Después de inflacién (denotado por “fin”) pg o a~*y p, permanece constante.
Cuando m, ~ H, el curvatén empieza las oscilaciones (denotado por “osc”)y un tiempo después p, o a3. En algin
momento (denotado por “dom”) la densidad del curvatén domina el universo y un tiempo después (denotado por “dec”)

el curvatén decae en el bano térmico del Big Bang.
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2.4.1 Espectro de las Perturbaciones del Curvaton

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores para el campo escalar o, éste debe
cumplir que m, < H,, en donde H, es el parametro de Hubble durante inflacion.
Esta es la condicién de campo ligero, la cual garantiza que el campo del curvatén no
empiece a oscilar sino hasta después del final de inflacién. En los modelos mas sencillos,
el potencial asociado al curvaton es de la forma
1

V(o) = §m00—2, (2.51)
donde m,, es la masa del curvatéon. Asumiendo que el campo ¢ es homogéneo, es decir,
éste no depende de las coordenadas y sélo dependera del tiempo, o = o(t), la ecuacién
de campo asociada al curvaton se puede escribir como

&+ 3Ho +m2o = 0. (2.52)

Ahora, para analizar la evolucién de las perturbaciones durante inflaciéon y antes de que
las escalas salgan del horizonte, el campo escalar del curvaton o se puede escribir como

o(t,x) = o,(t) + do(t,x), (2.53)

donde o, es el campo homogéneo y do es la perturbacion en el campo. Después de
esto, podemos obtener la ecuacién de movimiento de las componentes de Fourier de la
perturbacion del campo del curvatén, la cual podemos escribirla como

2
O +3HO, +m? + (S) ] Sop =0, (2.54)

donde k = |k|. El siguiente paso es el de promover las perturbaciones del campo, a los
operadores cuanticos definidos como

56 (x,t) = / (%3 [a(k) Ak, t)e™™ + al (k)N (k, t)e ™ ], (2.55)

donde a(k) y af(k) son los operadores creacién y aniquilacién respectivamente y donde
se ha considerado cuantizacién canénica con [a(k), a'(k')] = (27)35(k—k’). Con respecto
a los modos ., éstas satisfacen la misma ecuaciéon de campo que las componentes de
Fourier de la perturbacion del campo doy, ya que la ecuacion es lineal. De aqui se deduce
que, la ecuacion de campo para los modos Ay es

. . 2
e +3HN, + (m%, + ¥> M =0, (2.56)
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donde /\k = d’\,/dt* y )\k = d\;/dt. Es conveniente, matematicamente hablando,

realizar el siguiente cambio de variable \y = Xk /a, por lo que resulta

. e a~

. Neo 20+ (28 i\~

e = ———=A — — = | M 2.58

g a a’" * ( a3 @2> g (2.58)
Al considerar expansiéon de de Sitter, se tiene en consecuencia

.. . 2 .. . 2

g=2_-% o — 2% _p (2.59)
a a® a a®

en donde se ha utilizado el hecho de que H = a/a, por lo que la ecuacién (2.56), para
la nueva variable A, queda

Mo+ A+ <—2H2 +m2 + I;—z) X, = 0. (2.60)
Si ahora pasamos a tiempo conformal, en donde a = —(1/a7) y dr = dt/a, la ecuacién
anterior queda
X, + {/ﬁ - % <y§ - i)] X =0, (2.61)
donde 9 )
vi= - % (2.62)

con X; = dZXk /d7?. La solucién generica para la ecuacién (2.61) para v, real, expresada

en términos de las funciones de Hankel de primer orden H,Scl,) y segundo orden Hl(,i), es

58]
e = V=T [Ay (k) HY (—k7) + Ay (k) HP (—k7)] (2.63)

donde A;(k) y Ay(k) son constantes de integracién, la cuales son determinadas en el
régimen de subhorizonte (k > aH), lo que corresponde a —k7 > 1, y normalizando a
la solucién de Bunch-Davies [59]. En este régimen las funciones de Hankel estan dadas
aproximandamente por

2 T 3
w(_ 1) ~ 2 . r il
HY (kT > 1) 7T]{Texp{ z(k7+200+ 4>],
HO (kT > 1) ~ 2 exp |7 | kT + T vy + 51 : (2.64)
Vo kT 27 4
La normalizacién de Bunch-Davies
. —ikT
e = 2 (2.65)
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es obtenida en el régimen de subhorizonte escogiendo los siguientes valores para las
constantes de integraciéon

Ay(k) = \/T%e“”ﬁ%)é’, (2.66)
Ay(k) = 0. (2.67)

La solucién exacta se convierte en

N = g expli(m/2)(vy + 1/2)]V/—7 H (—kT). (2.68)

En escalas de superhorizonte (k < aH), lo que corresponde a —k7 < 1, la funcién de
Hankel de primer orden se aproxima a

k il'(vy) E\ "
W _fr = — ~ — g
%”"( b= aH <1 s <2aH) ’ (2:69)

donde I'(v,) es la funcién Gamma. Retomando la variable antigua A, se encuentra que
en escalas de superhorizonte es dada por

ia/? e I
= r(yg)<2fﬂ> \/; expli(r/2) (v + 1/2)]. (2.70)

Para conocer el espectro en las perturbaciones del campo ¢ hay que determinar el
promedio estadistico de las perturbaciones de un ensamble de universos en el estado
cuantico del universo durante inflaciéon, en donde la opcién mas indicada es tomar el
estado cuantico de vacio, lo cual garantiza las propiedades de homogeneidad e isotropia,
también porque, de otra manera, no habria inflacién. El promedio estadistico es definido
por

272

(60(k1)o0o(ky)) = 6% (ky + ko) Ps, (k) = 83 (k1 + ko) Pso(k), (2.71)

Tk

donde el espectro de las perturbaciones do esta dado por
k3 9
Pso (k) = ﬁml : (2.72)

Por lo tanto, remplazando (2.70) en (2.72), el espectro de las perturbaciones es

Pso = Z—;[F(VU)]Z (%LH)?)_% : (2.73)

En consecuencia, la dependencia de escala de las perturbaciones del campo sélo se
incluye en el iltimo termino del resultado anterior. Considerando la condicion de campo
ligero, m, < H, la definicién (2.62) nos muestra que v, — 3/2. Vemos que el término



El Escenario del Curvatén 35

dependiente de escala es muy pequeno y el espectro es practicamente invariante de

escala, lo que resulta
H\?2
c=1=1 . 2.74
Ps (27r) (2.74)

A pesar de que el resultado anterior fue encontrado para una expansién de de Sitter,
podemos incluir una variacion muy lenta del parametro de Hubble, H # (. Debido a
esta variacion pequena, el espectro de las perturbaciones del campo del curvatén en un
expasion de de Sitter, es de la forma

H 2 Lk Nge—1
o= (1) (&) -

donde ng, es el indice espectral que es dado por
Nse = 21, — 2€, (2.76)

ademas 7, = m2/3H? es el pardmetro de slow-roll asociado al campo escalar o y € =
—(H /H?). Por lo tanto, el espectro de las pertubaciones Ps, presenta una dependencia
(aunque pequena) de la evolucién de H y el pardmetro de slow-roll 1. Si consideramos
la condicién de campo ligero, resulta que 7, < 1, si ademas, el campo del inflatén es
lo suficientemente plano, el parametro de slow-roll €, sera € < 1, por lo que el indice
espectral sera ng, ~ 0. En consecuencia, el resultado en (2.75) puede aproximarse a
(2.74), por lo que el espectro sera un invariante de escala aun en una expansién de
cuasi de Sitter.

2.4.2 Generacion de ( en el Escenario del Curvaton

La perturbacién en la curvatura se encuentra determinada por la expresion (2.26) y
como el universo al final de inflacién estaba compuesto por dos fluidos independientes
(radiacién y materia) se obtiene

)
(=—¢—H (f) ; (2.77)
total

en donde la densidad de energia total del universo es piotal = pr + po- De igual forma es
posible asociar las perturbaciones en la curvatura asociada a cada fluido, teniendo en
cuenta la ecuacion de continuidad, p = —3H (p+p), y el hecho de que para un fluido de
materia la presién es cero, pg = 0, y para un fluido de radiacién la presién en un tercio
de la densidad de energia, po = po/3, por lo que ¢ asociado a cada fluido es

5ps 16

G = —p—HPT— 4 20 (2.78)
o0 3 P
5p, 16

G = —p—HL — 44 -2 (2.79)

Pro 3 Pro .
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Combinando las ecuaciones (2.77), (2.78) y (2.79), la perturbacién en la curvatura total
¢ puede ser escrita

C=(1-)¢ + Q0. (2.80)
en donde el factor de modulacién es
A 3pU
Q= — . 2.81
4pry + 3P0, ( )

En el modelo del curvatén se asume que al menos ¢, < 1072¢,, de tal forma, que las
perturbaciones en la curvatura ¢, producidas por la radiacion son despreciables, por lo
que la expresion (2.80) se reduce a [13]

¢~ Qs (2.82)

s6lo si O, es lo suficientemente grande. Esto quiere decir, que en el momento de alcan-
zar la escala de superhorizonte, las fluctuaciones cuanticas del curvatén se convierten
en clasicas, por lo que las perturbaciones (, se convierten en un invariante temporal
del sistema, en consecuencia la perturbacion total ¢ dependeria solamente del factor
de modulacién €y, cuya evolucién depende de los fondos homogéneos Pro(t) Y Poy(t)
para la radiacion y el curvaton respectivamente. Lo que se necesita es que el pardmetro
evolucione a un valor lo suficientemente grande para que el curvaton genere las pertur-
baciones primordiales en la curvatura, las cuales son las responsables de la generacion
de la estructura a gran escalas que observamos hoy en dia. Esto nos muestra que de-
be haber una relacién entre el factor de modulacién €2, y el parametro de densidad
Po/ Protal, ya que al momento que la densidad de energia del curvatén comienza a do-
minar la densidad de energia total del universo, se pueden imprimir las perturbaciones
en la curvatura espacial intrinseca 1 en el tensor métrico. Antes de que esto suceda,
tenemos la libertad de fijar ¢ igual a cero, debido a que las perturbaciones generadas
por el curvatén son despreciables.

En el momento que el parametro de Hubble durante inflacion es mucho menor que la
masa del curvaton m,, se inician las oscilaciones rapidas de o alrededor de su minimo
de potencial, por lo que la densidad de energia se puede aproximar de la forma

1
Po (t> X) ~ 577130‘3(15, X)v (283)
donde 02(t,x) es la amplitud de las oscilaciones. De esta manera la densidad de energfa
total puede ser separada definiendo adecuadamente la densidad de energia de fondo y
la densidad de energia de las perturbaciones como

Po(t,X) R poy + 0po, (2.84)

en donde,

1
Poy = §m20’2 Spy = mio,d0, (2.85)

g’ 0’
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evaluadas durante el periodo de oscilaciones rapidas. Asi, la perturbacién en la curvatura
producida por el curvatén en un slicing plano (1) = 0), utilizando (2.78) es

¢, = Hm2o,00  mZio,00
ag - 3 2 92
3H ps, SM20;

lo que resulta en
200
30,

Co (2.86)

Si la densidad de energia del curvaton es subdominante en el momento que éste decae,
ps < pr, entonces €1, = %QU, donde Q, = p,,/po. Por otro lado, si el curvatén en

~

dominante en alguna época, entonces ), = 2, = 1. En ambos casos es una buena
aproximacion escribir O, ~ Q,. El error introducido por esta aproximacion no es mas
grande que el introducido por la aproximacién del decaimiento repentino [5]. Por esto,
la perturbacion total en la curvatura es

¢~ gQg (U—) . (2.87)

0

Inicialmente, cuando la radiacién domina la densidad de energia del universo, {2, es
muy pequeno y las perturbaciones en la curvatura son despreciables, pero éstas se
incrementaran paulatinamente con el tiempo, ya que la densidad de energia asociada
a la radiacién decae mas rapido que la asociada al curvatén. Como consecuencia las
perturbaciones en la curvatura se atenian con el tiempo y finalmente quedan impresas
en la métrica, cuando el curvaton decae completamente, y su parametro de densidad
final es igual al parametro de decaimiento 24... Cuando esto sucede, la normalizacion
de fnr del biespectro Be(ky, ko, k3) de ¢ en el escenario del curvaton estd directamente

relacionada con Qge. [13, 56]
5

4Qdec 7

Las cotas brindadas por el WMAP en donde —10 < fyp < 74, lleva a una rango de
valores permitidos para {2ge., bajo la condicion 4. < 1, la cual es

InL = (2.88)

0,12 < Qgec < 1. (2.89)
El espectro de (, puede ser determinado a partir de (2.39) como
272
(C(k1)¢ (ko)) = (2m)°0° (ky + kz)?PC(k)- (2.90)

Ahora, la forma de determinar la contribucién al espectro de ¢ debido a las perturbacio-
nes del campo del curvatén, es a partir del correlador de 2 puntos de las perturbaciones
asociadas al campo del curvatén dadas por (2.87), las cuales se pueden escribir como

(Ca)C0)) = 5o (o, (ko (ks))
_ 4% (277)353(k1+k2)2—w27750(k) : (2.91)

9 o2 k3
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en consecuencia, igualando los resultados (2.90) y (2.91) se obtiene una expresién para

el espectro de (:
4 Pso(k
Pg(k) ~ _Qgiec d ( )

(2.92)

Debido a que el campo ¢ es un campo ligero y su densidad de energia no domina
comparada con la del inflatén, se puede utilizar (2.48), con lo que se obtiene

k’ ne—1 HQ 2 k’ 2n5—2€
— A2 ~ *3 tdec
Py =LY [ (T

Puesto que el indice espectral ne debe estar de acuerdo con las observaciones, se requiere
un espectro de potencia casi invariante de escala [51]

ne = 0,963 £ 0,012. (2.94)



Capitulo

PERTURBACION PRIMORDIAL EN LA
CURVATURA A PARTIR DE CAMPOS
VECTORIALES

En el capitulo anterior se mostré como un campo escalar que no domina durante in-
flacion es capaz de generar la perturbacion primordial en la curvatura en el Universo.
Se mostrd como el espectro de las pertrubaciones del campo del curvatéon en escalas de
superhorizonte es casi invariante de escala, sembrando asi, la semilla de la formacion de
la estructura a gran escala. Hasta hace muy poco el mecanismo para la generacion de la
perturbacién en la curvatura se le asignaba tinicamente a campos escalares (citar libro
de David L.). La principal motivacién por la que se eligen los campos escalares es que
se ve apoyada por la observacion de que el Universo a gran escala es estadisticamente
homogéneo e isétropo y que la RCF también preserva estas caracteristicas [51] (citar
WMAP 7). Ademas, en teorias en fisica de particulas més alld del modelo estandar
son abundantes los campos escalares. Como veremos mas adelante, las fluctuaciones
cuanticas de un campo vectorial pueden contribuir e incluso generar la perturbacion en
la curvatura total en el Universo. Pero, cual es la motivacién de tener en cuenta campos
vectoriales? La respuesta viene de dos lados: tanto tedrico como observacional.

Desde el lado tedrico, los modelos inflacionarios construidos con campos escalares sélo
se han utilizado para generar la perturbacion en la curvatura incluso si no se tiene la
certeza del descubrimiento de un campo escalar fundamental; aunque es ampliamente
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aceptado que todas las particulas elementales tienen masa debido a un campo escalar de
Higgs, se espera que la ultima particula descubierta por el LHC en el CERN sea un bosén
escalar y sea el Higgs [19, 20]; si esto no es asi, los modelos alternativos que explican
la masa de las particulas elementales seran mas favorables. Por otro lado, en el caso de
inflacién, la generacién de la perturbacion en la curvatura mediante campos escalares
sera menos atractiva. Ademas, si los campos escalares son descubiertos, teorias en fisica
de particulas, tales como supersimetria o supergravedad incorporan muchos campos
vectoriales bosonicos y fermionicos. Sin embargo, a pesar de esto, la posible contribucién
de la perturbacion en la curvatura mediante otro tipo de campos, usualmente no se ha
tenido en cuenta.

Observacionalmente hay indicio de que el escenario més sencillo de un solo campo esca-
lar, no puede ser suficiente para explicar algunas de las caracteristicas de la RCF. Estas
caracteristicas que cuestionan el modelo homogéneo e isétropo del Universo fueron des-
cubiertas por primera vez en el primer afio de datos del WMAP [60]. Por ejemplo, se
encontré que el momento cuadrupolar era demasiado pequeno en comparacion con las
predicciones hechas por la cosmologia actual. Otro descubrimiento fue que los armoni-
cos esféricos 2-4-8-16 del mapa de la RCF parecen estar alineados, lo que siguiere una
direccién preferencial en el universo, por lo que se le llamé “eje del mal” [61, 62]. Ac-
tualmente estas anomalias son objeto de estudio sobre su significado estadistico, que
podria ser una indicacién de que las perturbaciones presentes en la RCF poseen una
direccion preferencial, es decir, la existencia de anisétropo estadistica en el espectro de
(. Si estas anomalias son confirmadas se demostraria una direccién preferencial en el
universo, lo cual no puede ser explicado mediante campos escalares; en consecuencia,
los campos vectoriales entrarian a jugar un papel importante ya que estos generarian
la direccion preferencial en forma natural. Pero la implementacién de campos vecto-
riales para la generacion de la perturbacién en la curvatura tiene dos inconvenientes:
invariancia conformal y generacion de expansién anisotropia excesiva en el Universo.

Con respecto a la invariancia conformal, la evolucion de un espacio-tiempo conformal-
mente plano, como en el caso de un universo de de Sitter o un universo dominado
por materia y/o radiacion o de FRW, pueden ser modelados como un escalamiento
de un espacio-tiempo de Minkowski, mediante la transformacién de la métrica como
g (x,t) = a(7)g,(x,7), donde 7 es el tiempo conformal. Para el caso de un campo
escalar ligero minimamente acoplado a la gravedad en escalas de superhorizonte las
fluctuaciones cuanticas del vacio son amplificadas, pero este no es caso para las teorias
conformes, donde las ecuaciones de campo son invariantes bajo el cambio de escala de
la métrica. Para estas teorias, la forma de las ecuaciones de campo son independientes
del tiempo en un espacio-tiempo conformalmente plano. Este caso, de hecho, se puede
ejemplificar mediante un campo vectorial sin masa con simetria U(1) y Lagrangiano

L= ——F,F", (3.1)
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donde F},, es el tensor de esfuerzos definido como:
F., =0,A, — 0,A,, (3.2)

y A, siendo el cuadrivectorvector, para el cual las fluctuaciones cudnticas no sufren
una ampliacion después de la salida del horizonte. Si se desea que el campo vectorial
genere, toda o parte de la perturbacién en la curvatura, las fluctuaciones cuanticas
deben ser amplificadas; para que esto sea posible, la invarianza conforme de U(1) del
campo vectorial sin masa debe ser rota, en la literatura éste problema ha sido abordado
desde el concepto de la magnetogenesis [63, 64, 65]. En estos papers se sugieren las
diferentes formas de romper la invariancia conformal para los campos vectoriales:

(1) introduciendo masa a el campo vectorial,

(ii) introduciendo un termino cinético dependiente del tiempo,

(iii) introduciendo un termino anémalo,

(iv) acoplando el campo vectorial con otro campo que no esté acoplado conformalmente
a la gravedad,

(v) o utilizando campos vectoriales no Abelianos.

Con respecto a la perturbacion en la curvatura, la ruptura de la invariancia conformal
de un campo U(1) mediante un termino de masa se considero por primera vez en la
referencia [26] y utilizando un termino cinético dependiente del tiempo en la referencia
[66]. Un estudio parcial de la generacién de la perturbacién en la curvatura mediante
campos vectoriales no-Abeliano SU(2) se encuentra en la referencia [67].

* SECTION 3.1

Espectro de las Perturbaciones para un Campo Vectorial

Antes de entrar hacer la descripcién de la cuantizaciéon para un campo vectorial, vamos
hacer un comentario acerca de la diferencia entre el campo que aparece en el Lagran-
giano y el campo vectorial fisico. Consideremos el Lagrangiano de un campo vectorial

masivo 1

4

con el tensor de esfuerzos F),, definido en (3.2). Usando la métrica de FRW, el termino
de masa puede ser expandido como

1 , 1 1 _
L= -1 W+ §m2Af — §m2a ZA% (3.4)
donde es posible ver que los términos espaciales son dependientes del factor de escala a.

Esto en principio puede ser un problema, ya que el Langragiano es una cantidad fisica

1
L=—-F,F"+ 57712,4%%, (3.3)
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y no depende de la escogencia de la normalizacion del factor de escala. Esto muestra
que el campo vectorial A en el Lagrangiano es comovil, definido con respecto a las
coordenadas espaciales comoviles x;. El cuadrivector del campo fisico es

W,u = (Ao,Ai/a), (35)

el cual es definido en el sistemas coordenado fisico a(t)z’. Para el caso de los campos
vectoriales comévil y fisico, las correspondientes cantidades con indices arriba son A* =
—a"2A; y W' = —W,. En este caso el Lagrangiano para un campo canénicamente
normalizado tiene la misma forma funcional de la ecuacién (3.3).

Para cuantizar el campo vectorial, expandimos las perturbaciones en los modos de
Fourier de manera similar que en el caso escalar

SWi(r, %) = / Wi (7, ) e k. (3.6)

Para el caso de un campo vectorial masivo, este tiene tres grados de libertad, y el
caso de un campo vectorial sin masa solo tiene dos grados de libertad, en contraste
con el caso escalar que solo tiene un grado de libertad [68]. En la ecuacién anterior,
solo se han incluido las componentes espaciales ya que la variable temporal no es una
variable dinamica, por lo que ésta se relaciona con las variables espaciales mediante las
ecuaciones de campo (ver apéndice A.1, ecuacién (A.20)). Por lo tanto, cada grado de
libertad se puede parametrizar utilizando los vectores de polarizacién como

SWi(r,x) = e} (k)wa (T, k), (3.7)

A

donde e son los vectores de polarizacién, k = k/k es un vector unitario en la direccién
k y k es la magnitud k = |k|.

La eleccion mas conveniente para los vectores de polarizacion corresponde a la polari-
zacion circular. Los dos vectores transversales tienen quiralidad diferente. Debido a que
ambos transforman diferente bajo rotaciones, la invarianza rotacional del lagrangiano
impide cualquier acoplamiento entre ellos. Eligiendo el eje coordenado z en la direccion
de k, los vectores de polarizacién toman la forma [28]

el = (1,i,0)/V2, P =(1,-i,0)/v2 y el =(0,0,1), (3.8)

en donde los superindices I, D y ||, indican polarizacién de mano izquierda, derecha y
longitudinal respectivamente. En el caso de un campo vectorial masivo las tres polari-
zaciones estan presentes, pero en el caso de un campo vectorial sin masa wy = 0 en la
ecuacién (3.7) [68]. Estas expresiones definen los vectores de polarizacion sélo hasta una
rotacién al rededor de la direccién k, donde esto serd suficiente para nuestro proposito.
Bajo la transformaciéon k — —k, uno de los ejes x o y cambian de signo también. Vamos
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a suponer que el que cambia de signo es el eje z y el eje y queda igual. Entonces, encon-
tramos que e}(—k) = —e(k), debido que W, (7, x) es real. Si utilizamos la condicién
de realidad en las ecuaciones (3.6) y (3.7), se obtiene w}(—k) = —w, (k) [28].

Ahora con lo anterior en mente, para el proceso de cuantizacién de un campo vectorial
se procede de la misma forma que en el caso de un campo escalar: se expande cada
grado de libertad en un conjunto completo de modos ortonormales y promover los
coeficientes de la expansién a operadores, con unas reglas de conmutacién apropiadas.
Las componentes de campo vectorial satisfacen la ecuacion de Klein-Gordon y el campo
se encuentra en un espacio-tiempo homogéneo e isétropo de FRW. Por lo tanto, la
cuantizacion del campo vectorial toma la forma

SW; = Z/ K)wy (7, k)ax(k)e™* + e (K)wi(r, k)al (k)e ™*| (3.9)

donde
[d}&k), fL)J(k,)] = (271')35(1{ — k,)(g)\)\/. (310)

En las consideraciones siguientes, vamos a tener en cuenta que las perturbaciones aso-
ciadas al campo vectorial son gaussianas, con ninguna correlacién entre los diferentes
modos de polarizacién A, o entre las perturbaciones escalares y vectoriales. Esto es
suficiente para considerar solo el espectro de las perturbaciones del campo vectorial
Py = Py, . Estas se pueden definir de forma andloga a la ecuacién (2.39) y (2.40) como

(wa(k)wi(K)) = (27)35(k — k’)5M2§PA(k), (3.11)
(wa(K)wy(K)) = —(27)35(k + k’)(swzkl;mk), (3.12)

donde Py (k) = P\(k)k?/272, y se ha suprimido la notacién temporal, wy (7, k) = wy (k).
Si el Lagrangiano conserva la paridad, entonces Pp = Pp, lo que serd considerado en
esta tesis. Una diferencia entre estas cantidades se indicaria una violacién de la paridad.
Por consiguiente es 1til definir

Pr=- (PD:EPI) (3.13)

donde Py indicaria una diferencia entre Pp y Py, por lo tanto parametrizaria una posible
violacion de la inaviariaza ante transformaciones de paridad. En esta tesis estard nor-
malmente presente P, = Pp = Pr.

La dependencia de escala del espectro Py (k) viene dada por la evolucién de las pertur-
baciones de W, después de la salida del horizonte durante inflacion. En este régimen
los gradiente espaciales (k/a) son despreciables en comparacién con el parametro de
Hubble. En este caso, la evolucién de §W,(7,x) en cada punto del espacio serd la mis-
ma para el campo sin perturbar W;(7). Como este ultimo es un invariante rotacional,
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no dependeria de 7. Por lo tanto, la evolucién de las tres perturbaciones de §W)y, seran
las mismas después de la salida del horizonte, teniendo el mismo indice espectral.
Calculando el correlador de dos puntos de 6W;(k), resulta

272

(Wi (k)W (K) = (27)°0 (k + K') =

i

6%6}*7)1 + 6?6]]»3*7)]3 + 6”6‘;73”] , (3.14)

donde se ha suprimido la notacién de k para e)(k) y k para Py (k). Esta expresion
puede ser escrita en términos de P4 como

OWRIW, () = (2n)al+ K) 2T

[ TE (R)P- (k) + AT ()P (k) + T (R)Py (k) ,(3.15)
donde se ha introducido los tensores
ar (1, _ T/ Ik D Dx
T (k) = ei(k)e (k) + e (ke " (k),
T k) = i [el)el (k) - eP (k)P (K)| (3.16)
long 0\ — Iy
T7"%(k) = e;(k)ej(k).

En el caso de polarizacion circular, los anteriores tensores toman la forma sencilla

T;-I;ara{) = 51']' — kikj, (317)
;" (k) = egrkr, (3.18)
T%(k) = kik;. (3.19)

* SECTION 3.2

Espectro de (

Basados en los datos observacionales (, esta ultima es practicamente gaussiana con
una alta precision y es razonable pensar que ( estaria dominada por uno o mas térmi-
nos lineales en la expresiéon (2.21). Manteniendo sélo esos términos (lo que se llama
contribucién a nivel &rbol) se encuentra

~

Pe(k) = NEP,(k)+ NigNj, [TE ()P, (k) + TSS(0)Py (k)] (3.20)

= NZPu(k)+ N PL(R) + (Nw K) (P —P2). (3.21)
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Se observa que el espectro de ( es dependiente de k. En los préximos analisis se utili-
zard frecuentemente la magnitud de Ny, y el vector unitario a lo largo de la direccién

definidos como N
Ny = |[Nw| = /Ni,Ni, y Ny = N—W (3.22)
w

Como se muestra en (2.47), el espectro de la perturbacién en la curvatura P (k) puede
ser dividido en dos partes, una isétropa y una anisétropa

Pe(k) = Pg(k) [1 + g¢(k) (Nw : Rﬂ . (3.23)

Comparando esta expresion con la ecuacién (3.21), se encuentra que la parte isétropa
del espectro es

(3.24)

P = NjPy(k) + Niy Py (k) = NiPy(k) [1 + 573*(]{")} ,

Py(k)

donde se ha definido el pardmetro £ como

_ (%)2 (3.25)

Este parametro especifica la contribucién relativa del campo vectorial a la parte es-
tadisticamente isétropa de la perturbacién en la curvatura.

De la ecuacién (3.21) también podemos encontrar la anisotropia estadistica en el espec-
tro P de la perturbacion en la curvatura, la que es igual a

P —P P —P
gc(k) = Ny, (%) =¢ (ﬁ) : (3.26)

Si las perturbaciones del campo vectorial dominan a (, es decir £ > 1, la anisotropia
estadistica en el espectro es simplemente

- P — Py

5 (3.27)

9¢

Si el campo vectorial es sin masa, es decir P = 0, entonces g; = —1; si el espectro de las
perturbaciones longitudinales es mucho mayor que las transversales', entonces g > 1;

IEsto hace referencia a que en la direccién preferencial que hemos tomado para nuestro campo
vectorial habria mayor producciéon de particulas, lo cual se conoce como producciéon anisétropa de
particulas [26, 28, 31]. En el caso que los espectros logitudinal y transversal sean iguales, se dice que

hay produccién isétropa de particulas.
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si los espectros de las pertubaciones longitudinales y transversales son iguales, entonces
gc = 0. En la figura 3.1 se presentan los posibles patrones generados en la RCF por
la presencia de anisotropia estadistica. Como se menciono en la seccién 2.2.4 se espera
que el desempeno observacional de la anisotropia en el espectro de la perturbacion en
la curvatura sea de g < 0,3. Por lo tanto, la produccién anisétropa de particulas del
campo vectorial es mayor que el limite observacional si no hay una contribucion de
otro campo. Para evitar esto, la contribucién de ¢ debe ser generada por una o mas
perturbaciones de campos escalares estadisticamente isétropos.

Figura 3.1: Mapa de las perturbaciones generadas por un campo vectorial. Estas simulaciones corresponden

a los posibles patrones que tendria la temperatura en la RCF que pueden derivarse de la anisotropia en el espectro de
la RCF. La imagen izquierda muestra una senal isétropa, donde la produccién de particulas es practicamente isétropa
ocasionando que el espectro de las perturbaciones en la curvatura se estadisticamente isétropo es decir: g, = 0. Por
otro lado, si la produccién de particulas es anisétropa La imagen central e izquierda muestra el caso en el que g =1
La imagen centra muestra una direccién preferencial horizontal mientras que la imagen derecha muestra una direccién

preferencial vertical. (Cortesfa de Mindaugas Karciauskas).

El Escenario del Curvaton Vectorial

Para que la perturbacion en la curvatura del universo sea directamente afectada por
un campo vectorial se necesitan dos ingredientes. Primero, se necesita un mecanismos
para romper la invarianza conformal del campo vectorial y generar un espectro de
las perturbaciones en escalas de superhorizonte del campo vectorial W,,. Segundo, un
mecanismo que permita que estas perturbaciones afecten (o generen) la perturbacién
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en la curvatura. Un tnico campo vectorial no puede desempenar el papel del inflatén.
La razon es que se generaria una excesiva expansion anisotropa producida por el campo
vectorial, por lo que éste tomaria una direccién preferencial en el espacio y si un campo
vectorial homogéneo domina el universo durante inflacién, podria generar anisotropia
estadistica excesiva lo cual estaria en desacuerdo con las observaciones de la RCF. Un
gran numero A de campos vectoriales, orientados al azar, podria evitar este problema
[69]. Si éste es el caso, la anisotropia estadistica es gc o< 1/N, es decir, son necesarios
muchos campos vectoriales para satisfacer las cotas observacionales. Esto implica el uso
de muchos campos vectoriales; ademas, también se requiere un ajuste en las condiciones
iniciales para que todos los campos sean los mismos. Otra posibilidad es considerar una
triada de campos vectoriales orientados ortogonalmente (pero surge el mismo problema
de condiciones iniciales para la orientacion) para eliminar la anisotropia excesiva [47, 70].
Por las razones mostradas anteriormente, no se consideras los campos vectoriales como
inflatones.

En el otro caso donde el campo vectorial no es el inflaton, éste tiene que afectar la
expansion del universo de alguna manera, ya sea al final o después de inflacion. En la
literatura se encuentran diferentes mecanismos que permiten a un campo vectorial hacer
esto, algunos ejemplos se citaron en la seccion 2.3. Historicamente, la generacion de la
anisotropia estadistica a partir de las perturbaciones de un campo vectorial se estudio
por primera vez en el contexto de los modelos con un mecanismo de inflaciéon con un
final inhomogéneo [71, 72]. Esta tesis se centrara en el mecanismo del curvatén, el cual
tiene la ventaja que no se basa en la interaccion del campo vectorial con inflacion. Las
ventajas de esto es que evita complicar el modelo, pero lo mas importante es que el
curvatén vectorial sea independiente de la fisica durante inflacion. Como en el caso del
curvaton escalar, el curvatéon vectorial no es un modelo en particular si no que puede
corresponder a una multitud de realizaciones, por lo tanto se refiere al mecanismo como
un conjunto de modelos.

* SECTION 3.4

Curvatén Vectorial con un Termino Cinético Dependiente

del Tiempo

Se considera el escenario del curvatén vectorial con un Lagrangiano del campo vectorial
durante inflacion de la forma

1 1
L= = FuwF" + §m2A#A“, (3.28)
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donde f = f(t) es el termino cinético y m = m(t) es la masa y ambas son funciones del
tiempo cosmico. Si f es independiente del tiempo éste puede ser igual a 1, ya que cual-
quier valor constante puede ser absorbido por A,,, de lo contrario f se representard como
una variable del tiempo.

La densidad Lagrangiana mostrada anteriormente puede ser de un campo de gauge
masivo Abeliano, en donde f es la funcién cinética de gauge. Si no consideramos si-
metrias de gauge, el argumento a favor de la expresién anterior,es que sea un funcién
cinética tipo Maxwell, que es una de las pocas opciones [73] que evita la introduccién
de inestabilidades tales como fantasmas [74, 75, 76].

3.4.1 Ecuaciones de Movimiento

En primer lugar, nos situamos en un periodo de expansiéon césmica, en la que supone-
mos que la contribucion a la densidad de energia total del universo, debida al campo
vectorial, es minima y se puede despreciar. Por lo tanto, la expansion inflacionaria, la
cual es conducida por el campo escalar del inflatén, puede considerarse como isétropa.
También, como se menciono anteriormente, suponemos que inflacién es de de Sittrer,
es decir, H =~ constante. Se emplea el Lagrangiano definido en (3.28) y la definicién del
tensor de esfuerzos en (3.2), obtenemos las ecuaciones de campo para el campo vectorial
(ver apéndice A.1)

[au + <au —det[g,w]ﬂ [f(0"A” — 8" A")] + m2A” = 0, (3.29)

donde det[g,,] es el determinante del tensor métrico.

Como estamos interesados en el espectro de las perturbaciones del campo vectorial du-
rante inflacién, o lo que es lo mismo, en la produccion de particulas, se supone que el
espacio-tiempo es espacialmente plano, homogéneo e isétropo, por lo tanto, la métrica
que se usara serd la de FRW mostrada en (2.2). Pero esta suposicién no es del todo
cierta, ya que la presencia de un campo vectorial durante inflacién deberia estar acom-
panado por una métrica anisétropa de Bianchi tipo I, pero como el campo vectorial
es subdominante durante inflacién (la densidad de energia del campo vectorial es des-
preciable durante inflacién) la expansion anisétropa generada por el campo vectorial
es practicamente despreciable, por lo que aproximadamente el espacio-tiempo durante
inflacion es de FRW. Se espera, que el periodo inflacionario homogenice el campo vecto-
rial. Siguiendo la referencia [66] encontramos que la componente temporal homogénea
del campo vectorial es cero, mientras que las componentes espaciales satisfacen la ecua-
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cién de movimiento (ver apéndice A.1):

A+<H+f>A+ A0, (3.30)

donde el punto denota derivadas con respecto al tiempo t. Del resultado anterior es
evidente que la masa efectiva del campo vectorial es

M= (3.31)

m
via
donde se asume que m, f > 0.

Ahora para analizar la produccién de particulas es necesario perturbar el campo vecto-
rial alrededor del valor homogéneo A, (t) como:

Aﬂ(tv X) = AM + 5Aﬂ(t7 X)a (332>
donde la componente espacial es

A(t,x) = A(t) + 6A(t,x)

A,(t,x) = 5A,(t, %) (3.33)

A, (t,x) =A,+0A,(t,x) = {

Luego, cambiamos al espacio de fase mediante una transformada de Fourier a las per-
turbaciones del campo vectorial

d&k 1k-x
SA, = / e AL ) (3.34)

entonces, podemos escribir las ecuaciones de campo para las componentes espaciales de
las perturbaciones del campo vectorial en el espacio de momento como (ver apéndice

A.2)
2 f m’ A% 1
{at + <H+ ?> O+ =+ <5) SAL =0 (3.35)
y
o7 + H+i+ 2H+2@—f L 0 +ﬂz+ (§>2 s Al =0, (3.36)
t f m f (5)2 + mTQ t f p =Y, .
donde 6.A* y 6.Al son definidos como
sAl = w v AL=sA- Al (3.37)

Para continuar necesitamos emplear el vector fisico (en contraste con el comévil) canéni-
camente normalizado
VIA
Y

a

W —

(3.38)
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por lo tanto, la definicién del W anterior es diferente al definido en la ecuacién (3.5),
debido a que en esta seccién W tiene un factor v/ f debido a la normalizacién canénica?.

Expresando las ecuaciones (3.35) y (3.36) en terminos del campo vectorial fisico se
obtiene

2 1]1 f2 f f 2 m? K\ I

y

{a§+

3H + <2H+2%—f> ((ﬁ

L/ L I W ) L A N GRS
+<H—§?><2H+2E—?)m+7+(a> }5W =0.

Las ecuaciones dadas en (3.39) y (3.40) son lineales y serén satisfechas por los modos co-
rrespondientes w) (¢, k). Para un andlisis del espectro de la perturbaciones, es necesario
la solucion de las ecuaciones de campo para los modos con ciertas condiciones iniciales
apropiadas, con lo que es posible obtener las restricciones adecuadas para f y m que
nos pueden proporcionar un espectro invariante de escala. Pasemos ahora a encontrar
las soluciones de las ecuaciones de campo para los modos transversales y longitudinales.

3.4.2 Espectro transversal

Se utilizara el siguiente ansatz para dependencia temporal de la funcién cinética como
f o<a®, (3.41)

donde « es una constante real. Se supose que después de inflacién la funcion cinética f —
1, garantizando que el campo vectorial sea canénicamente normalizado. Ya que la teoria
conserva paridad, los modos de Fourier w; de W (t,x) denotan ambas polarizaciones:

2Se refiere al echo que la densidad Lagragiana en 3.28 no debe a parecer en forma explicita el
termino f, por lo tanto se reedefine el Lagragiano en términos de W suprimiendo f dentro de A, por

lo que el Lagragiano toma la forma mostrada en 3.3.
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polarizacién izquierda y derecha, es decir wy = /fA, /a. Con el ansatz utilizado para
f, la ecuacién de movimiento del modo transversal toma la forma

1 k\°
Wy + 3H, + —Z(a+4)(a—2)H2+M2+ (5) ]w+ =0. (3.42)

Se logra que el espectro transversal que sea invariante de escala, en analogia con el
espectro de los modos de un campo escalar duran inflacién de de Sitter, si la constante
« toma los valores

a=-1+3, (3.43)

con los cuales se recuperaria la ecuacion de movimiento para un campo escalar.

Con los posibles valores de o mostrados en (3.43), la funcién cinética puede tomar los
valores permitidos f o< @ o f o a™*. Asumimos que el campo vectorial W, es ligero,
es decir

M, < H, (3.44)

donde el asterisco indica el tiempo cuando las escalas cosmoldgicas dejan el horizonte.
Esta condicién requiere simplemente que el campo vectorial fisico W, sea efectivamente
sin masa (ligero) en este tiempo y vamos a suponer que esto se cumple hasta el final
de inflacién. Con estas suposiciones, podemos calcular sin dificultad el espectro de las
perturbaciones del campo W,,. Lo primero es solucionar la ecuacién de movimiento
(3.42), utilizando la condicién de vacio de Bunch-Davies

eik/aH
av2k’

De forma similar a lo que se realizé en la seccién 2.4.1, solucionamos la ecuacién de
movimiento y la empalmamos en el limite de subhorizonte (k > aH) con la condicién
de vacio de Bunch-Davies, por lo que se obtiene la solucién

(3.45)

Wy =

a3? [x ,

wy = — HWY(k/aH)e!™/2W+1/2 (3.46)
2 H

donde H" es la funcion de Hankel de primera especie y v esta dado por

v =1la+1]. (3.47)

Para las escalas de superhorizonte, es decir £ < aH, la funciéon de Hankel de primer
orden tienen la misma forma asintética que en la ecuacién (2.69), con lo que se obtiene

ia=3/? EN\N"Y [n .
— T v o 1(71'/2)(1/4*1/2). 3.48
o 2 W) <2aH) VE" (3.48)
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Por lo tanto, el espectro de las perturbaciones de los modos longitudinales es dado por
k3
prel

_ oy (QfH)s_Qy. (3.49)

w3

Py

wy|?

Es posible observar que el espectro sera invariante de escala cuando v = 3/2, que en
vista de la ecuacién (3.47), resulta en los valores de « en la ecuacion (3.43), de aqui que

el espectro resultante es
H\?2
== . 3.50
7= (5) (3.50)

De esta forma el espectro sera invariante de escala.

3.4.3 Espectro Longitudinal

Se utilizara el siguiente ansatz para la dependencia temporal de la masa como
m o a”, (3.51)

donde f es un real constante. La ecuaciéon para el modo longitudinal (3.40) toma la
forma

. 2—a+28 . 1 2—a+2p 9
3+ —— |H — —(a—2 44+ — |H
w||+( + 5,2 ) w||+[ 2(a )<a+ + T2 )
k 2
+(—) (1+ 7“2):| w =0, (3.52)
a
donde r = % Como estamos asumiendo que durante inflaciéon y hasta el final, el

campo es ligero M, < H, esto implica que r < 1, por esto, la ecuacion anterior se
simplifica de la forma

W)+ (5 — o+ 28)Huy + [ - %(a —2)(2—a+2B)H* + <§) T wy=0.  (3.53)

De igual forma que se realizé para la componente transversal, la ecuacién de movimiento
anterior se soluciona utilizando la condicién de vacio

afl

w) =
=" /5

Para éste caso, la componente longitudinal del los modos de la perturbacién del campo
vectorial, debe ser multiplicada por el factor del boost de Lorentz, que nos lleva de

eim/al (3.54)
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sistema de referencia con momento k = 0 a uno con momento k # 0 [68]. El factor de

Lorentz es
Byt (3.55)
TTMT T M 2’ '

donde se ha considerado la masa efectiva del campo vectorial W,,, definida en (3.31). Si
r < 1 es tiempos tempranos, entonces vy ~ 1/r.

Empalmando la solucién de la ecuacién de movimiento (3.53), con la solucién de vacio
(3.54), encontramos la solucién para el modo longitudinal:

W — _Z,a—3/2 ng)(k/aH)ei(ﬂ/z)(ﬂJr:s/m (3 56)
I r 4H 7 7 .
donde .
7=5V9+20a+1)2-a+28)+ (2 - a+26) (3.57)

De igual forma que en el caso transversal, analizamos la forma asintética de la funciones
de Hankel, encontrando la forma del modo longitudinal en escalas de superhorizonte
(k < aH, resultando en

a_3/2 ~ k - T i(n U
UJH = — o F(V) (QQ_H> Ee( /2)( +3/2). (358)

Por lo tanto, el espectro de la componente longitudinal es
k3
prel

— fg—}]{;[P(D)P (ZfH)S_QV, (3.59)

donde el espectro serd invariante de escala cuando 7 = 5/2

H\?( H\’
=9 — — | . 3.60
Py ( M) (%) (3.60)
A partir del resultado anterior del espectro longitudinal serd invariante de escala para

v =5/2, por lo cual, es posible determinar los valores de la constante 5 utilizando las
ecuaciones (3.51) y (3.57), donde lo se obtiene es

P

Jwy |

§=—2(35) (3.61)

Acorde con la definicion de r, se encuentra el rango de valores permitidos para éste es

roc altPes?, (3.62)
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Si f = —4 entonces 7 es una funcién decreciente de a, lo cual es inaceptable, ya que la
suposicién de r < 1 no se cumple en escalas de subhorizonte, por lo tanto, se concluye
que el espectro longitudinal es invariante de escala si § = 1, es decir

m o a. (3.63)

Por lo tanto, para los valores posible de « = —1 + 3 y § = 1, podemos establecer los
valores para la funcién cinética f y masa efectiva del campo M:

o -~ foca?
Casol:a=—-4 y 5—1:>{Moca3 (3.64)
S - f o< a?
Caso2: a=2 vy 6—1:>{ M o constante (3.65)

Para el caso 1 es posible analizar que durante inflacién el espectro longitudinal serd mu-
cho mayor que el espectro transversal, ya que la condicién de campo ligero (M < H)
lo obliga, pero como M crece con el tiempo puede haber una época posinflacionaria en
la cual los espectro sean iguales o casi del mismo orden, sin que se genere una excesiva
produccion de particulas en la direccion preferencial. Esto serd de vital importancia
para no generar excesiva anisotropia estadistica en el espectro de (.

En el caso 2, vemos que la masa efectiva del campo, M, es constante, por lo cual, el
espectro longitudinal serd desde el comienzo de inflacién (pero después que las escalas
dejen el horizonte) e inclusive después de inflacién, mucho mayor que el espectro longi-
tudinal, generando excesiva produccion de particulas en la direccion preferencial. Este
caso no sera analizado en esta tesis por las razones anteriormente mencionadas.

Como se ha mostrado en esta seccion, los espectros transversal y longitudinal son inva-
riantes de escalas para los valores de o y 8 mostrados, pero esto ha sido determinado
para la condicién de campo ligero, M < H, o lo que es lo mismo, para r < 1, pero
como se comentd, la condicién de campo ligero no se cumple siempre, ya que en el caso
1, M crece con el tiempo. Como veremos a continuacién, para nuestro caso de interés
(caso 1), sir > 1, los espectros transversal y longitudinal en este régimen no afectara su
dependencia de escala, por lo cual, los espectros seguiran siendo invariantes de escala.

* SECTION 3.5

Caso:a=—-4y =1

Asumiendo estos valores, la funcién cinética y la masa efectiva del campo son: f oc a=*

y M oc a®. Con el uso de estos valores, se realiza el calculo analitico de los espectro de
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las componentes de la perturbacion del campo vectorial es escalas de superhorizonte.

3.5.1] Componente Transversal

La ecuacién de movimiento para los modos transversales en (3.42) toma la forma

k 2
Wy + 3Hi, + (5> (1+r)w, = 0. (3.66)

Seguimos en nuestra suposiciéon, que cuando las escalas cosmolégicas dejan el horizonte
el campo W sigue siendo ligero (M < H), pero ya vimos que esto cambia posterior-
mente. Por lo tanto, cuando k/aH 2 1 en el limite de subhorizonte, el parametro r es
muy pequeno, es decir r < 1. Cuando los modos, wy |, dejan el horizonte k/aH S 1y
r < 1. Como r es una funcién creciente en el tiempo, en algin momento puede llegar
a ser grande, es decir 7 > 1. Por lo tanto, la solucién a la ecuacién (3.66) en los tres
diferentes regimenes de r es dada por (ver apéndice B.1)

oo = vy [ () - ( e
wy = \/LQ_k (%) [ ] % <1l BH, (3.68)
e B () ()

M
1/ kN2 M\ 3H 3H
(2 Z) e ()] s < .
3<aH> (3H> J”(M) DV (3.69)

A partir del resultado en (3.68), el espectro de las perturbaciones transversales del

Campo es
H 2
= — . 3.70
P, <2ﬂ) (3.70)

En consecuencia, el espectro no se ve afectado en el régimen r > 1.

3.5.2] Componente Longitudinal

La ecuacién de campo para los modos longitudinales en (3.52) se puede escribir como

8 24 k2
i Hui H? - (142 =0. 71
w—l—( 1—0—7‘2) w) + <1+T2> + <a) ( -0—7“) w; =0 (37 )
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La solucién de componente longitudinal en los tres regimenes mencionados en la seccién
3.5.1 es (ver apéndice B.2)

o [T (K S raH\® [ H
=T ag\w) \ar ) \ar)”
P L ke > 1 (3.72)
1 /H\*?/3H k 3H
~ —— | — —_— — L1l — :
w| o7 (k:) (M) para — <1< -, (3.73)

o [w ik 3/2 /Ay 1/2J MY
=Nl (3 \al 3sH) “V*\3H
aH\*? (3H\'* M 3H
_ - — <
( ’ ) ( ) J_1/2 (SH) para S 1. (3.74)

Apartir del resultado en (3.73), el espectro de las perturbaciones longitudinales del

campo es
H\® [ H\®

De igual forma que en el caso transversal, la dependencia de escala no se ve afectada si
r> 1.

* SECTION 3.6

Evolucion del Modo Cero

Esta seccion estd enfocada en estudiar la evolucion de la parte homogénea del campo
vectorial W. Con el fin de calcular la perturbacién en la curvatura generada por dicho
campo, se debe analizar cémo es la evolucion de la densidad de energia, ademés de
la presion, esto para no generar excesiva anisotropia en la expansion. Para este fin,
analicemos el tensor momentum-energia el cual podemos obtenerlo como

7 oL

o QW - g;wﬁa (376)
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donde el Lagrangiano del campo vectorial es el definido en (3.28) y el tensor de esfuerzos
en (3.2). La expresién (3.76) es posible escribirla como

1 s 1 ™
T,LW = f (ZlguquAF A — FuAF:\) + m? <—§QW,AWA + AuA,,) . (3.77)
Si se asume que la direcciéon preferencial del campo vectorial es alrededor del eje z
A, =1(0,0,0,A()). (3.78)

El tensor momentum-energia mixto (convariante-contravariante) es posible escribirlo
entonces, con respecto a un sistema de referencia comovil, como

T, = diag(pw, —p1, —p1,p1), (3.79)
donde
pw = pein + Vi, DL = pein — Vv, (3.80)
con
Pen = —ifFWF”” - %fa—/f - %[W +(1- %)HWP, (3.81)
Vv = —%m2AHAM = %mzfz = %MQWQ, (3.82)
donde A = |A].

Durante inflacion, vamos asumir que la cantidad de energia potencial y cinética estd dis-
tribuida de igual forma. Esta afirmacion es basada en la idea de que, estadisticamente
debe haber mayor probabilidad para que la energia potencial y cinética se distribuya
en forma equivalente, si que haya una mayor presencia de energia potencia que cinética
o viceversa. por esto, es posible escribir lo siguiente:

(pcin)D =~ (VW)O (383)

Para poder determinar la evolucién de py y p1, debemos saber cémo es la evolucion
de W durante inflacién y después de inflacién. La ecuacién de campo que nos muestra
esta informacion es la que se obtiene a partir de combinar las ecuaciones (3.30) y (3.38)
y utilizando la ecuacién (3.41), lo que resulta en

W+3HW+{(1—%)H—i(a+4)(a—2>+M2 W = 0. (3.84)
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3.6.1 Durante Inflacion

Se encontrd que el espectro de las perturbaciones es invariante de escala, si @« = —143.
Se asume que inflacién es de de Sitter, es decir H = 0, la ecuacién de campo (3.84) se
convierte en

W + 3HW + M?>W =0, (3.85)
la ecuacion de campo anterior es validad para los dos posibles valores de «, donde
analizara inicamente el caso de interés, @ = —4, como se menciono en (3.64).

Caso: a = —4

En este caso M = m/y/f o« a3, por lo tanto la solucién a (3.85) es de la forma
mostrada en la ecuacién (B.6), cuya solucién se puede escribir como

. M A M
W = a_3 |:C3SGH <3—H> + C4COS (S—H):| . (386)

Si en el momento inicial de inflacion se asume que el campo es ligero, es decir My < H,
podemos aproximar la solucién de forma general como (ver apéndice C.1.1)

W =W, (aio>_3 V2cos (3% + Z) . (3.87)

Esta solucién es valida para cualquier valor de M. En el caso de campo ligero M < H la
evolucién del modo cero del campo es decreciente como W o a3, pero cuando M > H
el modo oscila rapidamente con una amplitud decreciente de a=3. Por lo tanto, el valor
tipico del modo cero durante inflacién escala como

W oxa™®. (3.88)

Se continua ahora a determinar cémo evoluciona la densidad de energia para el campo.
Con la solucién encontrada para el modo cero y utilizando las expresiones para pein v
Viv en (3.81) y (3.82) respectivamente, encontramos

M \1° M \1?
Pein = | WoMpsen 3—Hj:1 y Vi = |WoMjcos 3—H:I:Z , (3.89)

por lo que la densidad de energia total es constante
pw = MZW;. (3.90)

Este resultado nos muestra que la densidad es independiente de la masa del campo
vectorial, lo cual es véalido para los regimen: M < H y M > H. En consecuencia, si
la densidad del campo vectorial es subdominate al inicio de inflacion, lo seguira siendo
durante el mismo, garantizando asi, que el campo vectorial no contribuya a la densidad
de energia total en el universo.
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3.6.2 Después de Inflacién

Se asume que los escalamientos de f y m terminan, cuando inflacién acaba, es decir
f =1, y 1 = constante, (3.91)

por lo que & = 0 y M = m. En consecuencia las expresiones (3.81) y (3.82) toman la
forma

1, 1
pein = 5 (W + HW)'2 y Vi = X W2, (3.92)

En este caso la ecuacién de campo en (3.84) podemos escribirla como
W + 3HW + (H + 2H* + m*)W = 0, (3.93)

donde H # (0. Es posible determinar la forma en la que evoluciona H, a partir de
la ecuacién de continuidad, la ecuacion de Friedmann y el parametro barotropico del
Universo p = wp, de lo que resulta (ver apéndice C.2.1)

2
H= 3o (3.94)

La solucién para la ecuacién de campo (3.93) es (ver apéndice C.2.2)

W = W=D/ 1) (mt) + CyJ_g(rnt)], (3.95)
donde d = (ﬁfz)' Es de mucha utilidad tener en cuenta la siguiente relacién (ver
apéndice C.2.2)

W+ HW = it &=/ DI 70 () — Cydi_g(it)]. (3.96)

Ahora, se analiza la evolucién de la densidad y presién asociada al modo cero del campo
vectorial en los regimenes de campo ligero (mt < 1) y pesado (mt > 1). En el régimen
de campo ligero en donde las expresiones en (3.92) se pueden relacionar mediante

Va 4 m\* [ t\* .

donde el asterisco, %, se refiere a que la cantidad es evaluada al final de inflacién. En
consecuencia, la densidad de energia para el modo cero del campo vectorial ligero es

pw o< a "t (3.98)

Por lo tanto, se observa que si el campo vectorial es ligero al final de inflacién, la densidad
de energia escala como la asociada a particulas relativistas o fluido de radiacién. Esto
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muestra una notable diferencia con el caso escalar en el cual la densidad de energia
permanece constante incluso después de inflacion.

En el régimen de campo pesado, mt > 1, las soluciones (3.95) y (3.96) toman la forma

W= w2 [C’lcos (mt - %(1 + 2d)> + Cheos (mt - 2(1 . 2d))} (3.99)

w™m

y

W+ HW = it~ 51 % [C’lsen (mt - %(1 + 2d)) + Chsen (mt - %(1 - 2d))] .
(3.100)

se encuentra que, cuando el campo vectorial es pesado al final de inflacién, las oscila-
ciones son muy rapidas y la amplitud decrece de la forma

T o a2, (3.101)

por lo que es 1til encontrar el valor promedio de la densidad y presion, lo que resulta
en

pw o< a”?, (3.102)
pL ~0. (3.103)

Vemos que la densidad de energia para el campo vectorial pesado escala como la asociada
a materia no-relativista o un fluido de materia, como se muestra en la figura 3.2. Con
respecto a la presion, en promedio, el campo vectorial oscilante se comporta como
materia isétropa y puede ser capaz de dominar el Universo sin generar demasiada
anisotropia estadistica a gran escala. Este un punto importante en el escenario del
curvaton vectorial, ya que para producir la perturbacion en la curvatura, el campo debe
dominar (o casi dominar) el Universo sin inducir una expansién anisétropa excesiva.

* SECTION 3.7

Anisotropia Estadistica en el Escenario del Curvatén

Vectorial

Estamos interesados en la generacién de anisotropia estadistica producida por el cur-
vaton vectorial después del final inflacion. Como se mostré en la secciéon anterior, si



Anisotropia Estadistica en el Escenario del Curvatén Vectorial 61

Lna

.

|
|
|
|
|
Pwike..—.. :\
|
|
|
|
|
|
|
|

=*| Inflacion

d0m| deC| Big Baﬁg "

Figura 3.2: Evolucion de las densidades de energia en el escenario del curvatén vectorial. La grafica continua
representa la evolucién de la densidad de energia del inflatén pg y la de dos puntos-linea la del curvatén py . Durante
inflacién la densidad de energia del curvatén es despreciable. Después de inflacién (denotado por “fin”) pg o a4ty
pw o a~3. En algiin momento (denotado por “dom”) la densidad de energfa del curvatén vectorial domina la densidad
de energia del universo y un tiempo después (denotado por “dec”) el curvatén vectorial decae en el bafio térmico del Big

Bang.

el campo vectorial es ligero después del final de inflacién, las densidad de energia p,,
decrece de igual forma que el inflaton cuando decae como radiacién, en consecuencia no
habra un periodo en el cual la densidad de energia del campo vectorial puede dominar o
casi dominar la energia total en el Universo, por lo que p,, < H se seguira cumpliendo,
incluso después de inflacion. En consecuencia, es necesario que el campo vectorial sea
pesado después del final de inflacién para garantizar que habrd un periodo en el cual el
campo vectorial pueda dominar o casi dominar el Universo y generar asi la perturbacién
primordial en la curvatura ya que, como se mostro en (3.102), la densidad de energia del
curvaton no disminuye tan rapido en comparacion con densidad de energia del inflaton
cuando ha decaido en radiacién. Con lo anterior, nos enfocamos en analizar la genera-
cion de anisotropia estadistica en el régimen de campo pesado, es decir cuando la masa
efectiva del campo aumenta con el tiempo M o a®. De todas formas, veamos lo que
sucede con la generacion de anisotropia estadistica cuando el campo es ligero al final de
inflacién. Al final de inflacion ya se establecié que f = 1 y m = constante terminando
asi el escalamiento al final de inflacién y en el caso de que el campo vectorial es ligero,
es decir (H,/m)? < 1, donde H, es el pardmetro de Hubble durante inflacién. A partir
de la expresién (3.26) encontramos que

Py =Py B & 3H, 2_1
Ps+EPy)  \1+4¢ m ’

g, =¢ (3.104)
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donde P y P, son dadas por las expresiones (3.50) y (3.60) respectivamente.

Por un lado, se desea que el campo vectorial sea el encargado de generar la perturbacion
en la curvatura (, lo cual es la motivacion de esta tesis, para prescindir de los campos
escalares. Como se muestra en el apéndice D, ecuacién (D.10), en el caso de que el
campo vectorial sea dominante se tiene Qy > 1, de lo que resulta Ny > 1y & > 1,
en consecuencia la expresién (3.104) podemos escribirla como

3H,\’
~ 1 3.105
w~ (U) > (3.105)

lo cual estd en desacuerdo con las observaciones. Por otro lado, si la contribucién de las
perturbaciones del campo vectorial a la perturbacion en la curvatura es subdominante,
en comparacion con el campo escalar, entonces £ < 1. Con esta afirmacion perderiamos
la esencia del escenario del curvatéon como generador de la perturbacién en la curvatura.

Ahora bien, ya vimos que en el caso de a = —4 es posible que la masa del campo

vectorial aumente lo suficiente, de la tal forma que m ~ H,. En este caso, los espectros
de las perturbaciones longitudinal y transversal son casi del mismo orden:

_— 3H.N\? (H\?
=\ 2T
H.\’
P, =
= (&)
por lo que la perturbacion en la curvatura es casi isétropa, lo que nos permite prescindir

del campo escalar y se supone que la perturbacion en la curvatura estd dominada por
la contribucién del campo vectorial, es decir

= Py~ PL="Py, (3.106)

Oy >1=E¢>1, (3.107)

por lo tanto, la expresién para la anisotropia estadistica en (3.104) podemos escribirla
como

Py oP
A1 =, 3.108
9~ 5 P, (3.108)
donde 0P = P — P4 es la diferencial fraccional de los espectros. Si esta diferencia
fraccional no es excesiva, el campo vectorial podria generar la anisotropia estadistica
en la RCF dentro de los limites observacionales.
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* SECTION 3.8

Fisica del Curvatén Vectorial

Como vimos en la subseccién 2.4.2; la generacién de la perturbacién en la curvatura
total es generada después del final de inflaciéon y es posible calcularla como la suma
de las perturbaciones en la curvatura individuales de las componentes que conforman
el universo, cuando es inflaton ha decaido a radiacion. En el caso del escenario del
curvatén vectorial, la perturbacién en la curvatura total podemos escribirla como (de
forma equivalente a lo presentado (2.80))

¢ =(1—=Qw)é + Qi (3.109)

donde Qy es definido en la ecuacién (D.4). Como se muestra en el apéndice B.3, en el
caso de que el campo vectorial es pesado al final de inflacién m < H, los espectros pro-
medio, longitudinal y transversal, son iguales, es decir P, = 7_3”, por lo que el espectro
de las perturbaciones del campo vectorial es isétropo y puede generar la perturbacién en
la curvatura total en el universo. Con respecto a la anisotropia estadistica, ésta puede
ser de igual forma generada por el campo vectorial sin violar los limites observaciones
como se muestra en (3.108). En este caso podemos suponer que la contribucién del
fluido de radiacién a la perturbacién en la curvatura es practicamente nula ¢, = 0.
Por otro lado, si el campo vectorial es ligero al final de inflacion m > H, el espectro
longitudinal es mucho mayor que el espectro transversal P > P, en consecuencia las
perturbaciones del campo vectorial con excesivamente anisétropas por lo que la aniso-
tropia estadistica generada por dicho campo vectorial es muy grande, comparado con
los limites observacionales; a demas, para que esto no ocurra, la contribucion del campo
vectorial a la perturbacion en la curvatura total en el universo debe ser subdominante,
por lo que se perderia la motivacion del escenario del curvatén.

La contribucién del campo vectorial a la perturbacion en la curvatura total en un slicing
plano, como se muestra en (2.27), es

¢, — - (3.110)

P
Como nos interesa analizar la contribucion del campo vectorial a la perturbacion en la
curvatura total cuando el campo es pesado al final de inflacién, entonces la densidad
de energia del campo escala como si fuese un fluido de materia con presiéon nula como

se muestra en (3.102), en consecuencia p,, = —3Hp,,, por lo tanto, la contribucién a
la perturbacién en la curvatura es (ver apéndice D)
20W
G =~ (3.111)

T3W
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donde “fin” indica el final de inflacién. Como se muestra en el apéndice B.3, en el
caso que el campo sea pesado al final de inflacién, el valor de las amplitudes de las
perturbaciones son de la forma mostrada en (B.87), en consecuencia, al final de inflacién
podemos escribir que

3H, H, H?
Wey ~ — ~ (3.112)
m 2w m

Se encontré que la densidad de energia del campo vectorial al final del inflacién cuando
el campo es pesado, escala como se muestra en (3.90), por lo es posible escribir el valor
del campo vectorial al final de inflacién como

Wi ~ —”('OWVLV)ﬁ (3.113)

donde (py; )an €s la densidad de energfa del campo vectorial al final de inflacién. Podemos
remplazar los resulados (3.112) y (3.113) en (3.111) y lo que obtenemos es

L H,
G ~ Q= (3.114)

mp

donde hemos utilizado la ecuacién de Friedmann pg, = 3m12)Hf con my la masa de
Planck y Qgn, = (p,, /p)sn €s el parametro de densidad de energfa al final de inflacién.
Se discutio que si el campo es pesado al final de inflacién, no necesariamente la densidad
de energia domina la densidad de energia del universo como se muestra en (3.90), por lo
tanto, al final de inflacién se sigue cumpliendo que p,, < p, entonces {25, < 1. Ademads
de esto se requiere que 6Wy, < Wi, para que el enfoque de teoria de perturbaciones
sea valido, por lo que, ¢, ~ (W/W)s, < 1. En consecuencia, podemos establecer un
rango para el parametro de densidad de energia al final de inflacién como

H.\2
( ) < Qg < 1, (3.115)

my
donde este resultado es valido para los caso de a = —1 + 3. La diferencia radica en el

hecho de que en el caso a = 2 no es posible generar valores de anisotropia estadistica
dentro de los rangos permitidos observacionales como se muestra en (3.105) y una época
en la cual el campo vectorial sea capaz de dominar o casi dominar la densidad de energia
del Universo como se obtuvo en (3.98).



Capitulo

CONCLUSIONES

Los aciertos de la teoria del Big Bang en la explicacion de la formacién y evolucién
del Universo desde el primer segundo hasta hoy ha sido excepcional. Las predicciones
hechas por esta teoria en la abundancia de elementos ligeros, y en el origen y el proceso
de formacion de las galaxias y cumulos de galaxias son bien conocidos. Sin embargo,
para reproducir el Universo observable, las condiciones iniciales del modelo del Big
Bang caliente deben ser sometidas a un ajuste fino. Ademas, cabe recalcar que en el
modelo del Big Bang caliente no existe un mecanismo para explicar el origen de las
pequenas perturbaciones primordiales en la densidad de energia que son Gaussianas
y adiabdticas. Estas perturbaciones son observadas en la RCF y son la semilla de la
generacién de la estructura a gran escala.

Los problemas del ajuste fino de las condiciones iniciales del modelo del Big Bang
caliente pueden ser alivianados si se introduce un periodo de expansion acelerada en las
primeras etapas de la evolucién del Universo. Este periodo se llama inflacion. Ademas
de resolver los problemas de planitud, horizonte y reliquias no deseadas, el periodo
inflacionario da una explicacién del origen de la perturbacion primordial en la densidad
de energia, la cual estd presente en la RCF. En consecuencia, estas perturbaciones
causan perturbaciones en la curvatura del espacio-tiempo, las cuales, mucho tiempo
después de inflacion, es la semilla para la formacién de las estructuras en el Universo
debido a un proceso al proceso de atraccién gravitacional.

La forma para describir la formacién y evolucion de las perturbaciones cosmoldgicas es
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a partir de la perturbacién primordial en la curvatura (. Esta cantidad en constante
durante toda la historia del universo, excepto cuando la presion no es una tinica funcion
de la densidad de energia, es decir, cuando la presién es no adiabatica. Para describir
como las perturbaciones de un campo clasico, generadas por la fluctuaciones cuanti-
cas, estan relacionadas con la perturbacién en la curvatura (, se utilizé el enfoque de
universos separados. En este enfoque, la evolucién del universo en escalas de superho-
rizonte en cada punto se comporta como un universo separado sin perturbar con un
factor de escala definido localmente. Este ultimo estd determinado por la densidad de
energia promedio en una hipersuperficie plana en el punto, donde se tiene en cuenta el
promedio en la escala de superhorizonte de interés.

Las propiedades estadisticas de ( proporcionan una de las principales herramientas
en la cosmologia para las pruebas observacionales para los modelos que describen el
universo temprano. Hemos explorado como estas propiedades pueden ser calculadas
utilizando el formalismo d V. se ha mostrado en el capitulo 2, como se obtiene el espectro
de las perturbaciones de un campo escalar, mas especificamente, en el escenario del
curvatén. En el capitulo 3 se ha mostrado como las fluctuaciones cudnticas de un campo
vectorial pueden contribuir e incluso generar la perturbacién en la curvatura total en
el Universo. Sin embargo, un campo vectorial sin masa, canénicamente normalizado,
no puede porducir ¢, ya que sus fluctuaciones cuanticas no se ven amplificadas durante
inflacién; inclusive, si fueran amplificadas, tales campos vectoriales no pueden dominar
la densidad de energia del universo ya que generarian excesiva anisotropia estadistica a
gran escala y/o excesiva expansiéon anisétropa. En la seccién 3.4 se mostré una forma
de como romper la invarianza conformal de los campos vectoriales, sin producir una
excesiva anisotropia estadistica a gran escala.

La forma para lograr la ruptura de la invarianza conforme, es introduciendo un término
cinético no canoénico en el Lagrangiano del campo vectorial, llamada funcién cinética f,
ademds de un termino de masa dependiente del tiempo m = m(t). Se ha parametrizado
la dependencia del tiempo de la funcién cinética como f o< a® y la masa como m o a®.
El escenario proporciona dos posibilidades con respecto a la masa del campo vectorial.,
las cuales son moduladas por los dos posibles valores de « = —14+3 y el de = 1. Estos
valores permiten que los espectros longitudinal y transversal son invariantes de escala
como se mostro en la seccion 3.4. Con respecto a la forma de parametrizar la anisotropia
estadistica, es mediante una redefinicién del espectro de ¢ como se mostro en la ecuacién
(3.23). Debido a la presencia del campo vectorial durante inflacién, se genera anisotropia
en el espectro de las perturbaciones del campo vectorial que a su vez contribuye a la
anisotropia en el espectro de (.

Para el caso de a = 2, la masa del campo vectorial es constante. En este régimen se
encontrdé que el campo vectorial serd subdominante durante toda la era inflacionaria
y ademas que su contribucion a la perturbacién primordial en la curvatura ¢ también
serd subdominante, pero con la posibilidad de generar anisotropia estadistica sustancial
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como se mostré en la seccién 3.7. En consecuencia, el papel para el cual fue invocado el
curvaton vectorial se perderia, por lo que se debe invocar otro campo escalar fundamen-
tal para suplir la falta de un solo generador de (. En cambio, cuando se escoge la otra
posibilidad de a = —4, la masa del campo vectorial es capaz de crecer con el tiempo,
por lo cual, si al inicio de inflacién el campo m < H, (condicién de campo ligero),
podréa existir la posibilidad de que, al final de inflacién, la masa del campo vectorial
crezca lo suficiente como para que m ~ H,; asi, la generacion de anisotropia estadistica
podré estar dentro del rango observacional si la diferencial fraccional de los espectros
no es excesiva. Con respecto a la generacion de (, en este régimen, el campo vectorial
sera capas de generar toda o casi toda la perturbacion primordial en la curvatura ya
que después de final del inflacion, el fluido del curvaton vectorial se comporta como
un fluido de materia con presién nula, por lo que su densidad de energia no decrece
tan rapido, como la densidad de energia asociada a la radiacién; asi, podré existir un
periodo en el cual el curvaton vectorial pueda dominar o casi dominar la densidad de
energia del universo.
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ECUACIONES DE CAMPO

* SECTION A.1

Ecuacion de Campo para el Campo Vectorial A

Se parte de la densidad Lagrangiana para un campo vectorial masivo
1 v 1 2
,C - _ZfFMVFM + §m AMAM (Al)

donde f y m son funciones del tiempo. Para un campo Abeliano el tensor de esfuerzos
es

F,, =0,A, — 0,A, (A2)

Las ecuaciones de campo pueden ser obtenidas a partir de

o9t {@} —0,

9A, (9 Av)
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El primer término en (A.3) es:

8(\/ _g[’) o 1 2 0 a 1 2 no 0
oA, 2"V UggAedt = gmivee 9t (Aad)
1 1
= -mPV=g ¢" (0L AL+ 6 Aa) = sm*/—=g(g" A, + 6" Aa)
2 n 2
- %V —g(AF + AF) = m? /=g A", (A4)

Ahora, se determina el término segundo en (A.3):

I(v/—g L) 1 %) 1 R
—_— Y = —= —q—————(F ) = —— _ aX op F. oo
(0, Ay) yeAY gaQ%AV)(aa ) V=999 a((,My)(w )
(A.5)
donde
FagF% = 03 A000A, — 00 A0, Ay — 0y AaOrA, + 0, A0, Ay, (A.6)

Se encuentra el ultimo término en (A.5) con ayuda de (A.6):

0

90,A7) (FaoFO7) = OLOLONA, + 046000 A, — 04050,AN — 04050, A0 —

SEGLONA, — 8840, Ag + 401D, Ay + 64850, Au. (AT)

Multiplicando la anterior expresién por g®*¢°” resulta

0
aX _op aoc — “woAY VAL
79 %mwﬁﬁ) 401 AY — 40" A™, (A.8)

por lo que (A.5) se convierte en

dv—g L) b AV _ AP AW
_REZT_ﬁV%@A a” A (A.9)

Tomando los resultados en (A.4) y (A.9) se obtiene
Oulfv/—g(O" A — 3” A*)] + m*/—gA” = 0. (A.10)
Despues de aplicar la 9, se encuentra la ecuacién de campo de A,
{8# + <(9# —det[gw,])} [f(OrAY — 0" AM)] + m?AY = 0. (A.11)

Con éste resultado, se procede a determinar las ecuaciones de campo para, la parte
temporal y espacial. Se parte del echo de que el espacio-tiempo es de FRW, es decir

ds* = dt* — a*(t)dz'da’, (A.12)
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donde el determinante de esta metrica es g = —a®.

Para la componente temporal (v = 0), remplazando en la ecuacién de campo (A.11) se
encuentra que

0, + au(ln(ag’))][f(@“At — 0, AM)] +m?A, = 0. (A.13)
Aplicando las derivadas parciales a la expresion anterior se obtiene
O f(0" A — A“)] +30,(Ina)[f(0"A; — A“)}mQAt, (A.14)
si nuevamente se aplican las derivada parciales se obtiene
FAe— A) + @0 A — A + 327 (A, — Ag)] +mA, =0, (A.15)
En la expresién anterior es posible cancelar los A, y teniendo en cuenta que
i i ji 1 L
atA = g'u 3,514# = gj atAj = —?AZ = —EAZ, (A16>
, 1 1
a a
. 1 1 .
a a
estds tres expresiones se reemplazan en (A.15), se obtiene
f .

donde podemos definir 9; = V y 9;0; = V? y podemos definir en forma compacta la

ecuacién anterior ,
(am)

f

Ahora se pasard a calcular la componente espacial (v = 1). De la ecuacion de campo
para el campo (A.11) resulta

D[ (0P AT — BiAM)] + 30,[f (0" A® — 9 AM)] + m2A = 0. (A.21)

V-A - V%A + Ay =0. (A.20)

Aplicando las derivadas parciales, tanto temporales como espaciales, se obtiene

FOLA — 07 A) + F(DO[0° AT — D' A)]) + 0;( AT — 9 A7)

3¢ . ) .
+§[ F(B[6°AT — 9 A])] +m2 A" =0, (A.22)
donde es de utilidad utilizar las siguientes expresiones:
; 0 1 2a 1. .

, . 0 1 . 2¢ 1
(9080 ao 1 615( CL2 z) CL3 CL3 G ( )
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2
a
Reemplazando las dos anteriores expresiones en (A.22) y multiplicando por ——:

. . 4. a 1 m?

.

donde este resultado es posible escribirlo en forma compacta como

A <§+H> + A,

Ahora, a partir de la ecuacién (A.11), la contraemos con 0,, donde se obtiene una
condicion de integrabilidad. El primer termino al contraerlo con 0, es cero; los que
términos que quedan son

A+<£+H>A—%[V2A—V(V-A)]+E2A:V .(A.26)

f f

(ma)?A, — m*(V - A) + 3Hf(V2A, — V- A) + 2a°minA, = 0. (A.27)
Combinando la ecuacién anterior, con la ecuacién (A.20) resulta
. 1 21
A +3HA — V- A+ —A4,=0. (A.28)
a m

Se combina ésta con la ecuacién (A.26) se obtien

. £\ . om? 1 ([ 2m
A+<H+?>A+7A—$V2A_(;—E—QH)VA,, (A.29)

Esperamos que inflacion homogenice el campo vectorial, entonces
0;A, =0, para p=0,1,2,3. (A.30)

Utilizando esta condicién dentro de la ecuaciéon (A.20) resulta

A+ (H+§)A+m72A—o, (A.31)

la cual es la ecuacién de movimiento del campo A, presentada en (3.30).
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* SECTION A.2

Ecuaciones de Campo para las Perturbaciones del Campo

Vectorial A

A partir de las perturbaciones del campo vectorial A alrededor del valor homogéneo A,
se tiene

A(t,x) = A(t) + 0A(t,x)

A, (t,x) =A,+0A,(t,x) = { Ayt %) = 6A4,(t,x) (A.32)
Reemplazando dentro de (A.20) y (A.29) se obtiene
: 2 (am)®

V- (0A) — V76 A, + 7 JA; =0, (A.33)

; A\ om? 1 (] 2m
JA + <H + ?> (6A) + —0A — —VI0A = <? - 2H> VEA,.  (A34)

Ahora se escriben las perturbaciones en el espacio de momentos mediante una trans-
formada de Fourier

SA,(t,x) = / (QZ)IE /Qeik'xéAM(t, k), (A.35)

por lo que la ecuacién (A.33) se convierte en

i0h(k - .A)

At T am /T

(A.36)

donde k? = k - k. Tomando los modos de Fourier de (A.34) se puede escribir como

sas (myl (0A)+ "5 A+ (E)25A+
/ / a
2m  f\ ko(k-0A)

La anterior expresion se puede escribir en termino de las componentes, longitudinal
(paralela) y transversal (perpendicular) al vector de onda k, definidas como

k(k-0.A)

SAl = 5

y AF=06A4-5Al (A.38)
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donde 84" es la componente transversal y 6.All es la componente longitudinal. Identi-
ficamos de (A.37) estas componentes

o 2
o2 + (H + §> Oy + mTQ + (S) ] s Al =0, (A.39)

2 f <2H+%_§)k2 m? 52 I _
O+ \H 5+ lam ] at+f+(a> s Al =0. (A.40)




SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO
PARA LOS MODOS w; Y wy EN EL CASO: o = —4

y =1

* SECTION B.1

Solucion de la Ecuacion de Campo para w,

La ecuacién de movimiento para los modos transversales es
i\ 2
Wy + 3Hw, + (—> (1+r*)wy =0, (B.1)
a
donde r = aM /k.

Se realiza un cambio de variable a w, como: w, = w, /a y pasando a tiempo conformal
dr = dt/a, la ecuacién de campo anterior se puede escribir como

2
WY+ [18(1 +1?) — ﬂ Wy =0, (B.2)
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donde la prima se refiere a derivada respecto al tiempo conformal. La solucién a esta
ecuacién diferencial, en el caso r < 1, es de la forma de la ecuacién de Bessel

v -1
2"+ (V - — 4) z=0, (B.3)

T

donde v es el orden de la ecuacion. La sulocién a la ecuacion diferencial de Bessel,
podemos expresarla como una combinacion de las funciones de Bessel J, de la forma

z=—v[erJ,(7) + cad_, (7)), (B.4)

donde ¢; y ¢o son constates.
Es posible identificar el orden de la ecuacién diferencial en (B.2) cuando r < 1, es
v = 3/2. La solucién para w, sera

k k
Wy = a_3/2 |:01J3/2 (E) + CQJ_3/2 (E)] para r < 1. (B5)

Ht 3

Como a = et (inflacién) y M oc a®, se define una nueva variable: x = e, por lo que

la ecuacién (B.1) toma la forma, en el régimen r > 1, como

2 1Y)

donde en éste caso, las primas indican derivada con respecto a z. Si se compara la
ecuacién anterior con la ecuacion de Bessel:

2v—1
x

"
VA

2+ N2 =0, (B.7)

la solucidn serd de la forma
Z = .Ty[éljf,(/\) + éQJ_D(A)], <B8)

donde ¢, y ¢ son constantes. Se comparan las ecuaciones (B.6) y (B.7), es posible
identificamos el orden de la funcién, la cual es: 7 = 1/2. Por lo tanto, la solucién para

(B.6) es

M M
Wy = a_3/2 |:61J1/2 <3—H) + éQJ_l/Q (3—H>:| para 1 > 1. (Bg)

Como M, < H en el momento que las escalas cosmolégicas dejan el horizonte, entonces

*

H

tiempo. En el momento de la transicién (cuando las escalas dejan el horizonte) depende
de la escala, denotado por el subindice k
My
H

< 1. En este tiempo k = a,.H, donde el asterisco indica el factor de escala en este

k
— <1, B.10
T (B.10)
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Es precisamente en el momento de la transicién, para un modo k, cuando dicho modo
es del tamano del horizonte. Por lo tanto, podemos aproximar las soluciones para w,
en la vecindad de r < 1 y r > 1. La forma asintdtica de las funciones de Bessel, J,, es

1 T\V
~—— = i . B.11
Jy F(1+1/)<2) sioxz—0 ( )

Utilizando esta forma asintética en (B.5) y (B.9) resulta

2 [1 (kN H\?]
wy =a"? = lgcl (a_H) — ¢y (%) para r <1, (B.12)

D) M 1/2 3H 1/27
wy = a—3/2\/; [@1 (B_H) + ¢ (ﬁ) para r2 1. (B.13)

La solucion completa se realiza, acoplando en la transicién w, y w, en los dos regimenes.
Las condiciones de acoplamiento que deben cumplirse son:

wi(r$l) = wi(Z1) (B.14
wp(rsl) = we(2 1) (B.15)

Para la condicién (B.14) y (B.15) encontramos

akH 2
61 = _\/§CQ< 2 ) s (B16>

o= o) | 317

Con lo anterior en mente, la solucion de w en (B.5) debe coincidir con la solucién para
en vacio de Binch-Davies [59]. Es recomendable utilizar las siguientes expresiones:

2 rsenx 2 COSX
J3po(x) =\ — [ - cosx} . Jogp(r) = _”E [senx + —] : (B.18)

™ T X

e = cosw + isenx. (B.19)

Despues de un poco de algebra, resulta un sistemas de ecuaciones 2x2 de la forma

—2\/§cl - 2@@ (%) =1, (B.20)
2\/§c1 (%) - 2@02 =i, (B.21)
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Como k/aH > 10 k> aH, encontramos el valor de las constantes ¢; y c¢a:

a=-\lg ¥ @=—5\/q (B.22)

Con éstas constantes podemos encontrar la solucién para (B.5), lo que resulta

ks k , k k
Wy = CL73/2 ZH |:—J3/2 (E) — ZJ_3/2 (E)] para E Z 1. (B23)

Con ayuda de las constantes ¢; y ¢y es posible escribir (B.12) como

1 H i [k’ k 3H
— (=) |1+ 2= 2wl B.24
O \/ﬂ(k)[ 3(@H)] pata aH<< <<M ( )

Para el caso de las constantes ¢; y ¢ podemos escribirlas, con ayuda de ¢; y ¢;, como

b 3T () B

R 1 /o 1 ( k )2 (B.26)
Cr=——1| 7 — . )
? 6V H+/den3 \apH

Es importante anotar, que para los valores de o = —4 y 8 = 1, entonces r o< a~*. En el
momento en que las escalas cosmoldgicas son del tamano de horizonte, es decir k = aH,
el valor de r es: r, = 1, por lo que es posible encontrar un relacién 1til que es

M —1/4
U _—1/4 _ (“_) . (B.27)

akH
k

a k

y se puede encontrar una expresion que sera de ayuda

H 2 H 3/2 H 1/2
(CU;C ) _ (%) (M) = Constante. (B.28)

Reemplazando la epresion (B.27) en (B.25) y (B.26), y a su vez en (B.13) encontramos
H\*? (3H\"? M
Wy = CL_3/2 _7T ) _CL i Jl/g -
4H k M 3H

1/ kN2 MmN\ 3H 3H
_ | — _ _ 7 <
3 (aH) (3H> I-172 (M) soqr sl (B29)

A partir del resultado en (B.12) y remplazando las constantes (B.22) se encuentra que

w4 = Ol + CQCL_3, (BSO)



Solucién de la Ecuacién de Campo para w)| 79

donde

. 3/2 1/2
ma ) ()

Para determinar el espectro de las perturbaciones transversales en el régimen de super-
horizonte (k < aH) primero se determina la expresion aproximada de (B.24), la cual

se puede escribir como
? H
~N— | — B.33
T ok (k) ’ (B.33)

por lo que el espectro resulta ser

kS
73+:_

22

H 2
i === . B.34
v = (2) (B34

* SECTION B.2

Solucién de la Ecuacién de Campo para w

La ecuacién de movimiento para los modos longitudinales en (3.52) es

(1 -%r?) H? + <§>2(1 +1?)

En el régimen r < 1 la ecuacién de campo anterior se convierte en

1472

Wy + 11Hab, +

24H? + (5)1 w, = 0. (B.36)

Si realizamos es siguiente cambio de variable para w; como: w, = w,/a® y pasando a
tiempo conformal, la ecuacién de campo (B.36) se puede escribir como

Wy + {kQ - %} W, = 0, (B.37)
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donde la tilde indica derivada con respecto al tiempo conformal. Comparando con la
ecuacion diferencial de Bessel

72

p2— 1
2+ {AQ - —4} 2 =0, (B.38)

donde es posible identificar el orden de la ecuacién diferencial, resultando v = 5/2, cuya
solucién para (B.38) es

z2=~—T [C3J5/2(—/\7') + C4J,5/2(—/\7')} , (B.39)

donde ¢3 y ¢4 son constantes. Aplicando esta solucién en (B.37) resulta

k k
w, = a—11/2 [03(]5/2 <E> + C4J_5/2 (E>:| para r < 1. (B40)

En el régimen r > 1 pero M < H, la ecuacién de campo (B.35) se puede escribir como

24 H?

4

Se define z = 1/r = k/aH, como M  a®, entonces x = ke**_ por lo que la ecuacién

de campo (B.41) que se obtiene es

1/4 3

wl’" + (7) w|/| + éwu =0, (B'42)
donde las primas identifican derivadas con respecto a x. Una de las forma de la ecuacién
diferencial de Bessel es

2v—1
S T N = 0, (B.43)
T

cuya solucién es de la forma
z = a"[es ], (A\x) + C4J, (Ax)], (B.44)

donde ¢3 y ¢4 son constantes. A partir de los dos resultados es posible identificar el

orden de la ecuacién de campo (B.41), el cual es v = 3/8. En consecuencia la solucién
a (B.42) resulta

31 31
w, = a~3/2 [E3J3/8 (\/é;) +CsJ 38 (\/é;)] para 1 <<r <, (B.45)

donde 7. = 2v/6(H/M,). Antes de continuar, analicemos R, por un momento. Consi-
deremos el intervalo [k/a, H], donde el limite inferior decrece en el tiempo. Sabemos
que la masa efectiva del campo crece en el tiempo como M o a®. Cuando ésta se hace
comparable con k/a tenemos r = 1 y a = a;: después de este momento, M entra a la
regién en cuestion y continuia creciendo hasta ser aproximadamente del orden de H.
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El momento en que r = r. corresponde a cuando M cruza la media geométrica de la
region.

En el régimen r > 1y M > H la ecuacién de campo (B.35) resulta ser

Wy + 3Hw, + Mw, = 0. (B.46)

Ht 3

Como M o a® y a = e, entonces definimos z = 37, por lo que la ecuacién anterior

podemos escribirla como

" 2 / 1 ?
w” —f— ;'LU” —I— 3_H w” = O, (B47)

donde las primas identifican derivadas con respecto a x. La solucion para ésta es de la
forma mostrada en (B.44); por lo tanto, la solucién se puede escribir como

M M
w, = a_3/2 |:é3<]1/2 (3—H) + 64J,1/2 (3—H):| para 1 > 1. (B48)

En este caso es necesario hacer los acopamientos de las soluciones prara w; y w; en
r=1yr. =1y en la vecindad de r., es decir, r < r. y r 2 r.. Utilizando la forma
asintética en (B.11), las soluciones (B.45) y (B.48) se pueden escribir como

B 21 3/8 B 2 3/8
_ 32| O \/i_ _ G \ﬁ < B.49
w, = a F(11/8)< 8r> +F(5/8)< 3" para r Sr., (B.49)
5 M\ 2 3\ /2
=a 322 |6 | — Y >
w, =a \/; [c;), (BH) + ¢4 (M) para 1 2 1. (B.50)

Aplicamos las condiciones de acoplamiento equivalentes en (B.14) y (B.15), que para
este régimen son

wy(r Sre) =wy(r 2 re), (B.51)
Wy (r Sre) = wy(r 2 re). (B.52)

Aplicando las condiciones de contorno (B.51) y (B.52) en (B.49) y (B.50) se encuentra

& o= 2 (5) raieve(ed éa, (B.53)
HOREEECS
g - %\@(g)g/lﬁr(&a/g) (@%)11/1663. (B.54)
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En el régimen de la vecindad de r = 1, aplicamos la misma aproximacién asintética en
(B.44). La expresién en (B.40) se puede escribir como

5 5\ 52 H\5/?2
w, = a11/2\/; [% <E) + 3¢y (%) para 7 S 1. (B.55)

De igual manera que en el régimen anterior, las condiciones de frontera a satisfacer son

wy(r 1) =w(r21), (B.56)
wy(r S 1) =uy(r21). (B.57)
Aplicando estas condiciones de frontera en (B.50) y (B.55) resulta
_4 2 5
. a,” (apH 8 k
_ Y 3es 4 D [T B.58
Cy e ( 2 ) c4 + 4503 (akH) ] ; ( )
. VB o kY

Ahora bien, para determinar las constantes que nos interesan, la cuales son: c3, ¢4, ¢3 v
¢4, lo primero que se hace es acoplar la solucién en (B.40), con la solucién de vacio de

Bunch-Davies 7
— ik/aH B.60

w —e , )
== (B.50)

donde el y4/1 + (1/72) es el factor de Lorentz, que en el caso de r < 1 resulta en v ~ 1.
Al momento de hacer el acople, es 1til tener el cuenta las siguientes relaciones

2 3 3
Jspa(x) = — {Senx (ﬁ — 1> - cosx} ,

T T
2 3 3senx
J,5/2<.T> = % |:COS.T (P — 1) + " :| (B61)
y .
e' = cosz + isenz. (B.62)

Se encuentra que las constates c3 y ¢4 son

[ | T
C3 = —Eai ﬁ, (B63)

4 = ——=ap\/ - (B.64)

Reemplazando los valores de las constantes ¢z y ¢4 en (B.40) ésta puede escribirse como

e ) (2 (8) o ) 2)]

i — 2>1. (B.65
i - 21 (B65)
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Utilizando la expresién (B.55), remplazando las constantes ¢; y ¢g que aparecen en
(B.63) y (B.64) y teniendo en cuenta que k < aH encontramos que

1 /H\*?/3H k 3H
- (= o i <l 2 B.
w \/Q—H(k;> (M) UuH S S (B:66)

Reemplazando (B.63) y (B.64) en (B.58) y (B.59) podemos escribir las constantes ¢; y
¢4 respectivamente como

. 3/2 1/2
6 = LT (K MAT (B.67)
3\ 1H \aH 3H
3/2 1/2
6 = (e 3HATT (B.68)
47 \ Tk M

Reemplazando las anteriores constantes en (B.48) resulta
wy =i [T (RN (AN A
- 4H |3 \aH 3H) “VP\3H

aH\*? (3H\'? M . 3H

Tomando la expresién en (B.66), se determinan el espectro de las perturbaciones lon-
gitudinales, que en el régimen de superhorizonte resulta ser
k? H\* (H\’
1i =9 — — | . B.70
=0 (57) (57) 810

2m2

P =

* SECTION B.3

Relacion entre los Espectros de las Perturbaciones

Longitudinal y Transversal durante Inflacion

En los apéndices anteriores, se encontré que los modos transversales y longitudinales se
comportan de una manera similar: inclusive, los modos dejan de oscilar en el momento
que las escalas dejan el horizonte y hasta M ~ H. En este periodo los modos evolucionan
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de la forma mostrada en (B.13) y (B.50). Si remplazamos el valor de las constantes ¢,
Ca, C3 Y C4, los modos w, y w; se pueden escribir como

) ) ) e

; LR VAL 1 GHN\"? /3H\ /2 _3
3V2H \aH 3H V2H \ k M

De estos resultados podemos ver claramente que si M < H yv k < aH, que es el
momento en que las escalas dejan el horizonte durante inflacién (H = constante) los
modos se convierten en

i (aH\*? (H\'?
= [— — : B.
wy NG ( k > <M> o const (B.73)

w, = —\/% <%)3/2 (%)W a P oca (B.74)

Para el caso de las perturbaciones del campo vectorial en el régimen M < H, se pueden
escribir a partir de (2.72) como

H
W, =~ \/P, = o = const. (B.75)
m
y
3H H
SW, = /P, = T a . (B.76)

En el caso que analizamos el régimen en el que M ~ H, las funciones de Bessel que
acompafian las expresiones (B.29) y (B.69) en escalas de superhorizonte (k < aH ), son
aproximadamente iguales, es decir

(- (L

En consecuencia se puede escribir los modos transversal y longitudinal como

2@ (%)3/2 wy ~ \/ﬁﬁ/z (3%) (B.78)

H 1 M

STV iy (i IO S S L B
T <H> NG VIEY A (3H)

(B.79)
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Por lo tanto, aplicando la condicién (B.77) los modos son iguales, es decir

M
ol ol para gz 21, (B.50)

M
En el caso que el campo es pesado, es decir 30 > 1, util implementar la aproximacion

asintotica de las funciones de Bessel como

2 vt
Jir, = \/%cos (x 5 - Z) , (B.81)

en consecuencia los modos pueden escribirse como

i (H\*?sen(M/3H)
v e () S B
y
1 (H\*?cos(M/3H)
W= <z) TMBH (B:83)

de aqui que el espectro para los modos en este régimen puede ser determinado como

3 2 1 H\*>
y ) ) ,
B o AN

Como M/3H > 1, la frecuencia de oscilacién es muy grande comparada con la razén
de expansion; por lo tanto es conveniente trabajar con el promedio de los espectros, los
cuales se pueden escribir como

_ 1 H\?
Pr=Pi= 2(M/3H)> (%) ’ (B.86)

utilizando el resultado anterior dentro de (B.75) y (B.76) resulta

1 3H (H »
oW, = oW, NG (27r) X a (B.87)



EVOLUCION DEL MODO CERO

* SECTION C.1

Durante Inflacion

C.1.1 Caso: a=-4

Se tiene la ecuacién de campo
W +3HW + M?>W =0, (C.1)

donde M crece con el tiempo de la forma M o a® y H es constante durante inflacién.
Ahora, pasemos a solucionar (C.1) en forma general, la cual tiene la misma forma que
se muestra en (B.6), por lo tanto, la solucién a ésta es

W=a" {C‘gsen (3%) + Cycos (3%)] . (C.2)

Podemos establecer la forma de (C.2) en el régimen de campo ligeor M < H, utilizando
las relaciones asintoticas del seno y conseno: senx ~ x y cosr ~ 1, por lo tanto, la
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expresion (C.2) podemos escribirla como

W= g8 {ég (ﬂ) + (341 | (C.3)

3H
La forma de p.n y Viv en el caso de o« = —4 es
1 .
Pein = §(W + 3HW)? (C.4)
Y 1
Viv = 5M2W2. (C.5)

Se utiliza la condicién de equiparacién de la energia (3.83) y con la ayuda de las expre-
siones (C.4) y (C.5) se encuentra que

Wo = Wo(—3H £ M,). (C.6)

Ahora, se calcula la derivada temporal de (C.3) y se evalia al inicio de inflacién; lo que

resulta es ;

3
ST N § /A _
Cy= 3HW0 3H[WO( 3H £ My)]. (C.7)

Con el valor de la contante Cy encontrada, se evaliia (C.3) al inicio de inflacién, por lo
que resulta R

Cg = :EQSWO. (C8>
Reemplazando el valor de las constante Cs y C, dentro de (C.2) y teniendo en cuenta la

condicién de campo ligero (My < H), la evolucion del campo vectorial durante inflacién
se puede escribir como

W =W, (%)3 V2 cos (3% + %) . (C.9)

* SECTION C.2

Despues de Inflacion

C.2.1 Evolucion de H

Es 1til empezar determinando la evolucion de la densidad p, a partir de la ecuacién de
continuidad p+ 3H(p + p) = 0 y del pardmetro barotrépico p = wp, encontrando que

iy
p+ ;ap(l +w) =0, (C.10)
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donde se ha utilizado la definicién del parametro de Hubble H = 3. Agrupemos como
a

% 3 (f;) p(1+w)=0=Ln (%) = —3(1+w)Ln (%) ’

p oc a 30w, (C.11)

Ahora, se determina la evolucion del pardmetro de expansion a. De la ecuacion de
Friedmann y de (C.11) resulta que
P 3(1+w) 3(1 + w)t

H=_-" =qa  =—""—2 =p-1/2, (C.12)
3M, 2M,\/3

donde M, es la masa de Planck. Por lo tanto, el parametro de Hubble evouciona con el

tiempo de la forma

2
H= ST o)t (C.13)

C.2.2 Solucién a la ecuacién de campo del modo cero W

Se parte de la ecuacién de campo

W + 3HW + (H + 2H* + m*)W = 0. (C.14)
| . . W y
Realizando un cambio de variable como: W = —| la expresion toma la forma
a
W+ HW +m?W =0, (C.15)

por lo que (C.15) toma la forma mostrada en (B.7), cuya solucién es de la forma (B.8):
W =t"[CyJ, + CyJ_,], (C.16)

donde W = W/a y d = 1:2“) Como H es de la forma encontrada en (C.13) y

a X t3(1+w)*, la solucion general se puede escribir

W = tWA=D@DNE g () 4+ Cyd_g(rt)]. (C.17)

Si deriva la expresion anterior con respecto al tiempo se encuentra que

. 1 /w—-1
=—(——t
W 2(w+1)

[

T YC Ja(mt) + Cod_alint)] +

12050 (G Jy(rint) + Cod_a(1int)]. (C.18)
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Es de ayuda utilizar las siguientes propiedades para las funciones de Bessel:

Ja(t) = —il[Je_1(mt) — Jap(mt)], (C.19)

| = Do =

J_a(imt) = Zim[J_g_1(mt) — J_gi (). (C.20)

Asi, la expresién W + HW, después de cancelar algunos términos, se reduce a
W+ HW = it Y2 e=0/tDlC 7 () — CyJi_g(rint)]. (C.21)

En el régimen de campo ligero, es decir mt < 1, realizamos la aproximacién asintotica
de las funciones de Bessel, .J;, como se muestra en (B.11), por lo que la expresién (C.17)

podemos escribirla como
él mt d éz mit d
— | — — | — ) C.22
F(d+1)(2) +F(1—d)<2) (€22)

Para el caso de las formas asintéticas de J;_1 vy J_q41 es de ayuda utilizar

r(d) = w Ty~ ﬁ (?) o (C.23)
1 mit —d+1
Me=d)=(1=dN1-d) = Lun ~ T=g7=7 (7) (C.24)

por lo que la expresién en (C.21) podemos escribirla como

¢y (mt\*“! Cy A
Md+1) \ 2 (1-dI'(1—-4d) \ 2
Pasemos a determinar la forma de las constantes C’l y C~’2, en funcion de los valores

iniciales del campo. Por lo tanto, si evaluamos las expresiones (C.22) y (C.25) al final
de inflacién podemos combinarlas y encontrar expresiones para las constantes como

2(1 — d)(W, + H.W.) + W*t*m] (m)d

[4d(1 — d) + t2m2]t2 2

W+ 3HW = st (557) . (C.25)

Ci = a,t,T(1+d) (C.26)

- 4d(1 — AW, — t,2(1 — d)(W, + HW,) | (m\*
Co = a,I'(1 = d) [ 0 d T e ] <5> . (C.27)

Reemplazando estas constantes en (C.22) obtenemos

L
|

M >}
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Analicemos por un momento el termino:

3w+1

(a*>§(3w+1) B (t >3(w+1> N { w =% (radiacién) — (¢/t,)"/? (C.20)

a t. w=0 (materia) — (t/t,)¥/? ’

lo que quiere decir que, para los valores w = 0 y w = 1/3 el termino analizado siempre
es un funcion decreciente del tiempo; en consecuencia

N L(Bw+1)
(a—) ’ <1 (C.30)
a

Como resultado, la expresién en (C.28) se reduce a

LBw-1) :

2 a2 w
= — «+F—1. 31
T <a> (W +H*> (C.31)

Ahora, remplazando el valor de las constantes encontradas en (C.26) y (C.27) dentro
de (C.25) resulta en

W+ HW = (é)w (a—) (t?) (W, + H.W.) —

a
m2ta,

g [2AWe — L (W HV)] (C.32)

El dltimo término del miembro derecho es una cantidad mucho menor que 1. Con
respecto al primer término después de la igualdad, es posible reducirlo de la siguiente

forma,
a ¢\ 300 N2 aN [t a\ 2
)T GG -G (©33)

por lo tanto, la expresién (C.32) se puede escribir como

. a2 W,
W4+ HW = H, (a_*) (WH— H*) ) (C.34)

Como el escalamiento de f y m se supone que termina cuando termina inflacién, en-
tonces o = 0, por lo tanto, las expresiones para p., en (3.81) y Viy en (3.82) se pueden
escribir como

1

. 1
SWHHW) y Vip = i W?, (C.35)

Pcin = 9

siendo el cociente entre estas dos cantidades

Va 4 m\? [ t\> .
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por lo que la densidad de energfa asociada al modo cero del campo vectorial es

-4
PW = Pein = (W + W.H.,)? (; ) = pw o< a t (C.37)

En el régimen de campo vectorial pesado al final de inflacién, es decir mt > 1, se
emplean la forma asintética de las funciones de Bessel

Joa(iit) ~ \/z
Jaor (10t) ~ \/; (
Jr_a(iit) ~ \/i sen(

m
Remplazando las anteriores expresiones en (C.17) y (C.21)

W = t_ttfil\/% [C‘lcos (mt — %(1 + 2d)) + Cycos <fnt — %(1 — 2d)>} (C.41)

(mt - %(1 + 2d)> , (C.38)

. Z (1+ 2d)> (C.39)

- % (1- 2d)> . (C.40)

y
W+ HW = it~ % [é’lsen (T?Lt - %(1 + 2d)) + Cysen (Tht - %(1 - 2d))} :

(C.42)

Utilizando la definicién para la densidad de energia y remplazando las expresiones
(CA4l) y (C.42) en

1, . 1
PW = Pein + Viv = 5(W + HW)? + Emw% (C.43)
la densidad de energia se escribe como
pw = Tt_l%w[é'lz + C2 4 2C, Cycos(md)]. (C.44)
™
Como a o 30+ Ia amplitud de la densidad de energia escala de la forma:
pw oct T o a”P, (C.45)
En el caso de la presién, se emplean las expresiones (C.41) y (C.42) en
1. 1
PL = Pein — Vv = 5(W + HW)* + 5mWQ, (C.46)
la presion se escribe como
Wt e . .
pL = [Crsen(2mt — d) + Cysen(2mt + md) +
™

2C, Cysen(2mt)], (C.47)

donde en promedio, la presion es
pL ~0. (C.48)



CONTRIBUCION DEL CAMPO VECTORIAL AL
ESPECTRO DE ¢

Tenemos que la contribucion del campo vectorial el espectro de ( esta dado por
Pey (k) = N [Py + (Nw - k)’ (P = Py)], (D.1)

donde W = Ny = Ny/Ny. Empecemos por determinar c6mo es Ny = Nj;, en el
escenario del curvaton vectorial. Asumiendo que los fluidos asociados al inflatén y al
curvatén vectorial son no interactuantes, lo mostrado en la generacién de la perturbacién
en la curvatura ¢ en la subseccion 2.4.2 es valido, con lo que

¢~ Qwiw, (D.2)

donde Qy = 30w /(3py, +4p:). Recordemos que esto es valido en el momento en el que
el inflatén ha decaido al bano térmico en forma de radiacion. Ahora, la perturbacion
en la curvatura generada por el campo vectorial esta dada por

(w=5—", (D.3)

en el momento que el modo cero del campo vectorial comienza las oscilaciones rapidas
después de inflacién, por lo que el campo se comporta como un fluido de materia con
presion cero, p -~ 0 (ver apéndice C.2.2). Si la densidad de energia p,, es mucho menor
que la densidad de energia total (p,, < p) podemos escribir

3w P
~ Quy = 2 D4
oy =, (D.4)

QwE
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Si ahora se perturbar la densidad de energia alrededor de su valor homogéneo en el
fondo de FRW resulta

1
P (X, 1) = Srin([W* + 2Wi0W; + SWi W), (D.5)
donde es posible identificar la perturbacion de p,, a primer y segundo orden

a primer orden : Sp,, = M*W;0W; (D.6)
1
a segundo orden : 5p,, = M (Wi W; + §5VVZ<(5W1-). (D.7)

En consecuencia, las expresiones para ¢, a primer y segundo orden son

2 WiéW;
i den : = -0 D.8
a primer orden ¢ 3w (D.8)
2 OW, 1 6W;6W;0;;
a segundo orden : (= gﬁwm?/v—zv + gQw% (D.9)

Si comparamos los resultados (D.8) y (D.9), con el mostrado en (2.21) para el formalismo
dN, podemos establecer las expresiones para Njy, y Ny

2 Wi

Ni = ZQw—— D.1
N = ZQp—L. D.11

Remplazando (D.10) en (D.1) se obtiene

403

Pow = STU[Py + (WP (P = Py (D.12)
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