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DESCRIPTION

The interest in the elaboration of this monograph is to show some topics that are not tackled at a basic
course of the UIS Mathematics Teaching program. It is about the S™ spaces and their relation to the
mathbbR™ spaces by means of a homeomorphism, basing us on the reader’s mathematical pre-
knowledges, passing by the most basic concepts like its definition and illustrations until getting to
different properties that this space possess.

The work consists of three chapters, the first one has previous concepts such as open sets, closed sets,
metrical spaces, lineal spaces, etc., concepts that are used repeatedly in the course of the work. The
second chapter is a complete and clear description of the S™ spaces, explaining and demonstrating the
correspondence and direct relation that might have S™ to

mathbbR™ in general, and exploring the particular cases of S* and S? that are the ones we can visualize;
we will relate S? to the real world. For example the land surface can be represented on a plane by
means of a projection, remaining a world map.

We will study some properties that might have the S™ and R™ spaces more deeply in the chapter three,
showing that it is a very broad field with many branches and important topics such as being closed set,
properties in the sub-sets for studies in the mathematical analysis and in topology.
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DESCRIPCION

El interés de la elaboracion de esta monografia, es dar a conocer algunos temas que no se
abordan en un curso basico de la carrera de Licenciatura de Matematicas de la UIS. Trata
acerca de los espacios S™ y su relacién con los espacios R™ mediante un homeomorfismo,
basandonos en presaberes mateméaticos del lector, pasando por los conceptos mas basicos
como su definicién e ilustraciones, hasta llegar a diferentes propiedades que este espacio
posee. Es asi como este trabajo tiene como propdsito, explicar, relacionar e ilustrar de la forma
mas clara y precisa dicho espacio, su relacion con R™, asi como caracterizar algunos espacios
de funciones que se pueden definir sobre el mismo.

El trabajo consta de tres capitulos, en el primero contiene conceptos previos como conjuntos
abiertos, conjuntos cerrados, espacios métricos, espacios lineales, etc., conceptos que son
usados repetidas veces en el transcurso del trabajo. El segundo capitulo es una descripcion
completa y clara de los espacios S™, explicando y demostrando la correspondencia y relacién
directa que pueda tener S™ con R" en general y explorando los casos particulares de S' y
S? que son los que podemos visualizar; relacionaremos a S? con el mundo real. Como por
ejemplo que la superficie de la tierra se puede representar en un plano por medio de una
proyeccion, quedando asi un mapamundi.

Estudiaremos mas a fondo algunas propiedades que puedan tener los espacios S™ y R™ en el
capitulo tres. Mostrando que es un campo muy amplio con muchas ramas y temas importan-
tes como ser conjunto cerrado, propiedades en los subconjuntos para estudios en el analisis
matematico y en la topologia.
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Introduccién

El interés de la elaboracion de esta monografia, es dar a conocer algunos temas que no se
abordan en un curso basico de la carrera de Licenciatura de Matematicas de la UIS. Trata
acerca de los espacios S™ y su relacidn con los espacios R™ mediante un homeomorfismo,
basandonos en presaberes matematicos del lector, pasando por los conceptos mas basicos
como su definicién e ilustraciones, hasta llegar a diferentes propiedades que este espacio
posee. Es asi como este trabajo tiene como propésito, explicar, relacionar e ilustrar de la forma
mas clara y precisa dicho espacio, su relacion con R™, asi como caracterizar algunos espacios
de funciones que se pueden definir sobre el mismo.

El trabajo consta de tres capitulos, en el primero contiene conceptos previos como conjuntos
abiertos, conjuntos cerrados, espacios métricos, espacios lineales, etc., conceptos que son
usados repetidas veces en el transcurso del trabajo.

El segundo capitulo es una descripcion completa y clara de los espacios S”, explicando y
demostrando la correspondencia y relacion directa que pueda tener S™ con R™ en general y
explorando los casos particulares de S' y S? que son los que podemos visualizar; relacio-
naremos a S con el mundo real. Como por ejemplo que la superficie de la tierra se puede
representar en un plano por medio de una proyeccion, quedando asi un mapamundi.

Estudiaremos mas a fondo algunas propiedades que puedan tener los espacios S™ y R™ en el
capitulo tres. Mostrando que es un campo muy amplio con muchas ramas y temas importan-
tes como ser conjunto cerrado, propiedades en los subconjuntos para estudios en el analisis
matemadtico y en la topologia,

Queda la invitacién a que descubran unos temas muy interesantes con algunas aplicaciones a
diferentes campos y en el estudio de las matematicas.



Capitulo

Preliminares

1.1. El espacio euclideo R”

Se introducen a continuacién conceptos matematicos elementales: espacio métrico, espacio
lineal, espacio normado, espacio con producto interno, bola, conjunto abierto, conjunto cerrado,

conjunto convexo, subconjunto compacto, entre otros.

Con el fin de que la presente monografia sea en lo posible autocontenida, se tratara que
los conceptos a utilizar sean definidos con anterioridad, aunque estos se puedan encontrar
con diversos enfoques en una gran cantidad de textos y articulos, por ejemplo [1], [2], [4] ¥
[5]; cuando se considere necesario se introducira la demostracion de los resultados, de lo
contrario, se presentara una referencia en la cual se pueda encontrar dicha demostracion. Se
supondra que el lector esta familiarizado con los conceptos de funciones.

1.1.1. La nocién de distancia

Se inicia con la nocién de distancia entre elementos de un conjunto.

Definicion 1.1. Un espacio métrico es un conjunto M no vacid de objetos (que llamaremos
puntos) dotado de una funcion d : M x M — R (que llamaremos la métrica del espacio) que
satisface las siguientes dos propiedades, cualesquiera sean los puntos x,y,z de M.

1. dx,y) =0<=x=Yy;

2. d(x,y) <d(x,z) +d(y,z).



No es dificil verificar, que sin importar cuales sean los puntos x,y,z € M, se cumple
d(x,y) =2 0, d(x,y) = d(y,x) y que d(x,y) < d(x,z) + d(y,z).

Es comun encontrar en los textos, la notacion (M, d) que denota el espacio M con su métrica
d, si la métrica esta implicita o no hay peligro a confusion se denota simplemente M.

Definicion 1.2. Sean dados un espacio métrico (M, d), un elemento a € M y un nimero real
positivo r. El conjunto {x € M : d(a,x) < r} se denomina bola con centro en a y radio r y se

denota B(a;r).

De forma equivalente se define la bola cerrada con centro en « y radio r, como
B={xeM:d(a,x)<r}
Esta nocién sera de gran utilidad para definir los conjuntos abiertos.

Definicion 1.3. Sea C' un conjunto contenido en R™ y supongamos que a € C. Entonces a
se denomina punto interior de C, si existe una bola con centro en a que este totalmente
contenida en C, en otras palabras si B(a;r)(\C = B(a;r) 6 B(a;r)(C° = &, donde C° denota
el complemento de C, C¢°=R"\ C.

El conjunto de todos los puntos interiores de C se llama interior de C, y se denota C°.

Definicion 1.4. Un conjunto C de R™ es abierto si todos sus puntos son interiores, es decir C

es abierto si, y solo si, C' = C°.

Ejemplo . En R? el circulo C de radio r no es abierto, los puntos que forman su borde no son
puntos interiores.
C={xeM:d(ax)<r}, C#C"°.

Teorema 1.5. Los siguientes enunciados caracteriza la interseccion y la union de comjuntos

abiertos.

(a) La reunion de una coleccion arbitraria de conjuntos abiertos es abierta.
(b) La interseccion de una coleccion finita de conjuntos abiertos es abierta.

Definicion 1.6. Un subconjunto C' del espacio R™, se dice que es cerrado, si el complemento

R™ . C = C°€ es abierto.

Teorema 1.7. En el espacio R™ se cumplen las siguientes afirmaciones:



1. El conjunto vacio @ y R™ son cerrados.
2. Las intersecciones arbitrarias de conjuntos cerrados son cerradas.
3. Las uniones finitas de conjuntos cerrados son cerrados.

Definiciéon 1.8. S5i C C R” y x € R" entonces x se llama punto de acumulacion de C' si cada

n-bola B(x) contiene por lo menos un punto de Cdiferente de x.

Definicion 1.9. Un espacio lineal sobre un campo' K es un grupo abeliano L en el cual estd
definida la operacion de multiplicacion de un elemento del campo por uno del grupo de manera

que se satisfacen las siguientes axiomas:

L1: Vo, € K,Vx € L,a(fx) = (af)x;

L2: Va,f e K,Vx € L, (a+ f)x = ax + 0x;

L3: Vae K,Vx,y € La(x+Yy) = ax + ay;

L4:vxelL,1-x=x.

En los axiomas anteriores el signo “+” senala la operacion intrinseca de grupo y “1” es la unidad

del campo K, que por lo general es el de los nimeros reales o el de los complejos.

Si mediante “0” se representa el elemento neutro del grupo, se puede verificar sin dificultad que

cualesquiera que sean o € K yx € L, se tiene que « - 0=0 y0.-x= 0.

Definicion 1.10. Un subconjunto C de un espacio lineal L sobre los nimeros reales es llamado

convezo si, Vx,y € C se tiene z = (1 —t)z +ty € C, Vt € [0, 1].

En otras palabras, en un conjunto convexo se puede ir de cualquier punto a cualquier otro
sobre una linea recta, sin salirse del conjunto.

A continuacion definiremos un concepto muy importante, el cual nos sirve para definir la lon-
gitud de un vector en un espacio o la distancia de un elemento hasta el elemento neutro del
espacio.

Definicién 1.11. Se dice que un espacio lineal L sobre los nimeros reales es normado si existe

una funcion
Il: L — R

x — x|,

que satisface los siguientes axiomas:

1E] lector que quiera tener una idea mas amplia de la definicién de campo, puede remitirse a [5].



N1: ||x||=0 si, x=0;

N2 [lx+yl| < [Ix[] + [ly]l-

N3 x| = [AlfIx]l, A e R

Por las condiciones que definen la norma se tiene que ||x|| es un nimero no negativo y en
consecuencia de N1 se tiene que  ||x]| > 0.

Definicién 1.12. De un conjunto L que esta revestido simultdneamente de la estructura métrica

y lineal diremos que es un espacio métrico lineal.

Definicion 1.13. Se dice que un espacio metricolineal L con métrica d es concordante si se

satisfacen las siguientes condiciones:

Cl: Vx,y,z € Ld(x,y) =d(x+z,y +2z); (invariabilidad con respecto a desplazamiento).
C2: Va € k,Vx,y € L,d(ax,ay) = |a|d(x,y); (semihomogeneidad de la métrica).

En todo espacio métrico lineal concordante las bolas son conjuntos convexos, la demostracién
se puede ver en [4].

Otra nocién que es de gran importancia es la de producto interior.

Definiciéon 1.14. Se denomina producto escalar o interno en el espacio lineal L, sobre el campo

R la funcion

que satisface los siguientes axiomas:

El:VxelL,(x,y)>0;

E2: (x,y) =0=x=0;

E3:Vx,y,z€ L,(x+y,z) = (x,2) + (y,2);

E4: VaeR,Vx,y € L, (ax,y) = a(x,y).

Facilmente se verifica que <6, x> = 0 (y por lo tanto <6, 6> = 0). Esto implica en virtud de E2,

que (x,x) = 0 siy solo si x = 0. En consecuencia, segln F1, si x es diferente a ( entonces
(x,x) > 0.

En los espacios lineales con producto interno tiene lugar el siguiente resultado.



Teorema 1.15 (Desigualdad de Buiiakovski?). Sea L un espacio lineal con producto escalar,

entonces, cualesquiera sean los elementos X,y € L se tiene:
[(x¥) < (xx)-(y,y). (1.1)

Una demostracion de este teorema se puede encontrar, por ejemplo, [1] y [2].

Observacion 1.16. En los espacios lineales reales (espacios lineales sobre los nimeros reales)

se puede introducir una norma mediante la formula

1x[| = v/ {z.z), (1.2)

lo cual no es dificil verificar.

1.1.2. Ejemplos sobre R"

Se denotara, como se acostumbra, los elementos x € R", como x = (z;),.,., = (1, ,Zp).

Consideremos la familia de espacios métricos (R", d,,), en donde

1
n »
dy(x,y) = (Z z —y> . pello) (13)
i=1
y
doo(x,y) = méx||z; —yil|, i=1,2,---,n. (1.4)

La demostracion de que la métrica esta bien definida puede verse, por ejemplo, en [1] y [4].

(R™,d) puede dotarse de la estructura lineal definiendo la suma entre x = (z;)i<i<n,
Y = (¥i)1<i<n COMO ()1<i<n + (Yi)1<i<n = (i + ¥i)1<i<n Y la multiplicacién por escalar en-
tre a e Ry x = (2;)1<i<n € R” cOMO a(x;)1<i<n = (ai)1<i<n, €S decir, se tiene que (R",d,)
es una familia de espacios métricolineales (espacios revestido simultaneamente de la estruc-
tura métrica y lineal). La métrica en (R",d,) se dice que es euclidiana cuando p = 2. Es obvio
que cuando n = 1 la familia queda reducida a R y su métrica que se denota d,(x,y) = |z — y|,
se denomina métrica ordinaria.

Se puede demostrar sin dificultad que todo espacio lineal normado se convierte en métrico
mediante la formula d(x,y) = ||x — y||. Puede surgir la siguiente pregunta. ¢,En un espacio
métrico lineal cualquiera la métrica puede generar una norma?. La respuesta es verdadera pa-
ra el caso de espacios metricolineales concordantes, la demostracion puede verse, por ejemplo
en [1].

2En honor al matematico ruso Viktor Iakovlevich Bufiakovski, (1804-1889).



No es complicado demostrar que la familia (R", d,,) es concordante, y en virtud de la observa-
cion 1.16 la familia de métricas d genera una familia de p-normas mediante la férmula

||XHP = dp(ﬁ, X). (1.5)

Por otra parte, el espacio lineal real R™ se puede dotar del producto escalar o interior entre x

e y que pertenece a R™ mediante la ecuacion

(x,y) = (Z xi?ﬁ) )

llamado el producto escalar estandar. Si introducimos una norma mediante la formula (1.2) se

tiene que
x| = V{x,x) =

Esta norma coincide exactamente con la generada por la métrica d, en R™, que se definié en

(1.5), lo cual puede verificarse sin dificultad.

Como resultado de la ecuacion (1.5) y las familias de métricas definidas en las ecuaciones
(1.3) y (1.4) se tiene que en general sobre R™ se puede introducir las normas,

1
n v
Ixll, = (Z:ml”) ; (p-norma)

i=1

1% s = 1%l o = max{|z;| 4 =1,2,--- ,n}, (norma del maximo).

méx
Es necesario comprobar que ||-Hp es efectivamente una norma. La primera propiedad para que
sea inmediat, resta probar propiedad relacionada con la desigualdad triangular, el cual se basa
en las dos famosas desigualdades que se enuncian a continuacidn, cuyas demostraciones se

pueden encontrar por ejemplo en [1] y [3].

Teorema 1.17 (desigualdad de Holder?). Sean aj,b; >0 (j =1,2,---,n) y p,q € R tales
que % + % =1,p > 1, entonces,

q

S =

n n n
S aibi | < D el | DIyl
j=1 j=1 j=1

Teorema 1.18 (desigualdad de Minkowskit). Sea a;,b; >0 (j=1,2,---,n) yp > 1, entonces

n p n p n

Slag bl | < D lalP |+ Dbl

j=1 j=1 j=1

3En honor al mateméatico aleman Otto Ludwig Holder, (1859-1937).
“En honor al matematico ruso Hermann Minkowski, (1864-1909)



En términos de las p-normas se tiene que una p-bola con centro en a y radio r > 0 seria

By(a;r) ={z e R" : ||z —a| < r}.

En la Figura 1.1 se presenta en R? las p-bolas cerradas B, (0; 1) definidas por las normas [[I1,,-
Obsérvese que la bola correspondiente a la norma |-, es un rombo de centro 0 y radio ; la
bola correspondiente a la norma ||-||, (norma euclidea) es una circunferencia con centro en 0

y radio ¢; la correspondiente a la norma ||-|| es un cuadrado de centro 0 y radio e,

- ||Hméx

mientras que las correspondientes a las p-normas, con 2 < p < oo, son figuras intermedias
entre la circunferencia y el cuadrado’.

A

|

: p=o
| ﬁrp:
|

K /—-—z_»Q<p<oo

Figura 1.1: Gréafica de las bolas con cada p-norma.

La figura sugiere que

Jo |l = Jx]lo (1.6)
Puede demostrarse que esta ecuacion se satisface.

En efecto, |z;| < ||z[|, (i =1,2,---,n). Luego |z|,, < |z|,, paratodo p. Por otra parte,

n % % i
St ) < <n - mrx\) — 13 ]| (17)
1=
Es decir,
1
el < loll, < 75 Jlo] (18)

1 . s
como lim, ..o n» =1 se concluye la ecuacion (1.6).

Definicién 1.19. Dos normas |||, y |||z son equivalentes si existen constantes A, > 0, tales
que

Mallg < llzllo < pelllis-

®Vease con mas detalle en [4]



Lo anterior nos permite deducir el siguiente teorema.

Teorema 1.20. Si ||-|| es una norma en R™ y existen constantes «, 3 > 0, tales que
allzll, <zl < Bl -

Entonces, todos las normas en R™ son equivalentes.

1.1.3. Convergencia en R”

Se presentan algunas definiciones y resultados sobre convergencias en espacios métricos y
normados, que gracias a lo que se sabe en particular en R también son ciertos en R", en
consecuencia del Teorema 1.19, con cualquiera de las normas o métricas definidas.

Sea (M,d) un espacio métrico y (x,)neny C M una sucesion. La sucesion (x,) se dice que

converge a x € M, simbdlicamente x,, — x, Si
Ve >0,3dN € N: Vn > N, d(xn,x) < €. (1.9)

La definicién anterior puede darse también para espacios normados, quedando de la siguiente
forma
Xp — X, §i Ve >0,IN e N:Vn > N, [|x, — x| < e.

Espacios métricos completos

Sea (M, d) un espacio métrico, una sucesion (x,,),ecn de puntos de M se dice una sucesion
de Cauchy en (M,d) si

Ve > 0,IN € N: d(xp, zp) <&, Vn,m > N.

El espacio métrico (M, d) se dice que es completo si, toda sucesion de Cauchy (x;,)neny C M,

converge a algun x € M.

Teorema 1.21. Si un espacio es completo y tiene un subespacio cerrado entonces también ese
subespacio es un espacio completo.

Los anteriores conceptos tienen sus respectivas versiones en R”.

Dado que como se dijo antes en R" todas las normas son equivalentes, consideraremos en
general la norma euclidiana.



Teorema 1.22. Sea (X;)ien C R, x; = (Tiy, iy, Tig, *+ , X4, ) para todoi =1,2,---  n. Entonces
X; — X = (x1,m2,--- ,2y,) 81y s6lo si xj, — xj,para j = 1,2,--- ,n. En particular, R" es

completo dado que R es completo.

Demostracion. =) Ye > 0,3N € N : Vn > N : |lz; —z|| < &, como |z, — z;| < [z — =,
vV j=1,---,n de donde se tiene que |a:j1 — xj} <&, Vn > N. esto implica que xj; — z;.
<) Sea ¢ > 0. Tomemos N € N tal que paran >Ny j=1,2,---,n

7

Ahora, como estamos considerando la métrica euclidiana.

‘mh _xj‘ <

n 3
2
|z — x| = Z‘J}jl—x]“ < e.
=1
para n > N,y asi x; — x. Esta afirmacion implica que (x;) es una sucesion de Cauchy siempre
y cuando (z;,) también lo sea para todo j =1,2,--- ,n. O

Teorema 1.23. Sea X y Y espacios métricos. Una funcion f : X — Y se dice que es continua

en xg € X st limx_x, f(x) = f(Xo).
f se dice que es continua sobre Q C X si es continua en cada punto x, € €.

Mas precisamente se tiene:

Definicion 1.24. Sea (X,d,) y (Y,dy) dos espacios métricos, una funcion f : X — Y es

continua en Xg € X precisamente si.
Ve > 0,36 > 0 (depende de zq y de €) : Vx,x0 € X; d(x,X¢) < 0 implica que dy(f(x), f(x0)) < .

Teorema 1.25. Sea (L, ||-||) un espacio normado y (x,) C L una sucesion que converge a x € L.

Entonces
T[]l = [x]
es decir, la norma es continua.
Demostracion. Por la desigualdad triangular se tiene que | [x,| — [|x|| < [|xn — x| y por la
definicién de convergencia se tiene que ||x, — x|| — 0, por tanto, lim, . ||x5| = ||x]| . O

En la continuidad no se espera que fijado ¢, el mismo valor de § sirva para cada punto de x,

sin embargo puede ocurrir, cuando ocurre, la funcién es uniformemente continua.
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Definicion 1.26. Sean X y Y espacios métricos y 0 C X. Una funcion f:Q — Y se dice que

es uniformemente continua si

Ve > 0,30 > 0 (depende solo de €) : Vx,y € Q; d(x,y) < 0 implica que d(f(x), f(x0)) < e.

Ejemplo. Sea (X,d) un espacio métrico, x € Xy f : X — Y. La funcion f(x) = d(x,xo)
es uniformemente continua. En efecto, si tomo ¢ > 0 y considero § = ¢ y tomo x,y € X con
d(x,y) < ¢, entonces

[f(x) = F(¥)| = [d(x,%0) — d(y,x0)| < d(z,y) <e.

Lo cual es garantizado por la desigualdad triangular, (dado que d es métrica).

En particular, si X = R", se tiene el siguiente resultado, el cual no es dificil de demostrar.

Teorema 1.27. Sea X un espacio métrico. Una funcion f = (fi, -, fn) : X — R" es (unifor-

memente) continua si cada funcion f; (i =1,---,n) es (uniformemente) continua.

Teorema 1.28. Sean X un espacio métrico y f,g : X — R funciones continuas. Entonces las

funciones f +gq, f-g vy f— g, son también continuas.

Teorema 1.29. Sean X,Y y Z espacios métricos, f: X — Y continua enxg € X yg:Y — Z

continua en f(xg) € Y. Entonces go f es continua en xg € X.

Definiciéon 1.30. Sean f, f, : X — Y (n € N) funciones definidas entre los espacios métricos

X yY. La sucesion { fn}nen converge uniformemente a f y se denota fr, = f, si

Ve > 0,dN € N:Vn > N, (depende exclusivamente de €) se cumple que d(fn(z), f(z)) <e.

El siguiente teorema es una consecuencia de la definicién anterior.

Teorema 1.31. Asumiendo las condiciones mencionadas en la Definicion 1.26, si f,, es continua

para todon € Ny f,, = f, entonces f también es continua.

1.2. Otras nociones importantes

1.2.1. Subespacios métricos densos

Definicion 1.32. En un espacio métrico M, si ciertas subconjuntos verifican A C S C A, donde

A es la adherencia de A, entonces se dice que A es denso en S.

11



Ejemplo: El conjunto Q de los nimeros racionales es denso en R.

Podemos observar que el ser denso da la impresién de no dejar espacios libres entre sus ele-
mentos, 0 que por mas que acerquemos dos elementos cualesquiera siempre voy a encontrar

mas elementos en medio de ellos.

Teorema 1.33. Si A es denso en S y S es denso en T entonces A es denso en T'.

1.2.2. Espacios homeomorfos

Sean X e Y espacios métricos, f : X — Y una biyecciony g : Y — X su funcién inversa, si
f Y g son ambas continuas, entonces f se dice que es un Homeomorfismo y los espacios X e

Y se llaman homeomorfos.

Otra manera de entenderlo,
U es un subconjunto abierto de X siy solo si f(U) es un subconjunto abierto de Y°.

La anterior definicién puede dar la impresion de que solo sirve para espacios X y Y con las
mismas caracteristicas, pero es facil de comprobar, si se tiene una correspondencia biunivoca,

como es el caso en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Ry el intervalo (—1,1) con la métrica euclidiana son homeomorfos mediante el si-
guiente homeomorfismo. f : R — (—1, 1) definido por

o
I

f(x)

Observe que f tiene como inversaa g : (—1,1) — R definida por

X

g(w) = 1—7@

Podemos probar que existe cada correspondencia bilinica.

La prueba es facil, se dara la idea de como hacerlo y se deja como ejercicio para el lector su
prueba formal, ya que este no es el objetivo del tema.

Para f, si empezamos calculando lim —1 y si vamos disminuyendo el valor de x

7$ =
Too 1]

va recorriendo el intervalo, hasta llegar a lim % 1. De la misma manera se hace con g,
T— 00

It
Tr—
T+ —
lim —*— = —o0, es decir viene desde —oco pasando por toda la recta hasta lin% 1%Iml = 0.
xTr—

r——1 1—|=|

5f:X — Y es continua, si se tiene f(U) es un subconjunto abierto de Y implica U sea un subconjunto abierto
de X.
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Miraremos brevemente otro ejemplo el cual nos sirve para un analisis posterior muy interesan-

te.

Consideremos R? con la métrica euclidea, y el cuadrado abierto (—1,1) x (—1,1). Se puede
construir el siguiente homeomorfismo f : R — (—1, 1) definido por

_ L Y
fle.y) = <1+\w|’1+|yr>'

Por ejemplo anterior, ya se tiene la idea de cual es su inversa

g:(z,y) = <1_$;U|’1—y|y|>

Para verificarlo, la idea es la misma que la anterior, se empieza dandole valores a x y dejando
fijo a y, digamos cuando y = 0, entonces se tendra el mismo ejemplo anterior, luego y empe-
zara tomando los otros valores de (—1,1) y se empieza a rellenar dicho cuadrado, utilizando
conceptos de topologia’, como por ejemplo de que un espacio se puede deformar como Ssi
fuera un caucho(sin romper o cortar) y preservar las operaciones, se sabe que este cuadrado
es homeomorfo al interior del circulo y este a su vez a cualquier otro subconjunto de R?, asi
por la propiedad transitiva, 8 R? es homeomorfo a cualquier subconjunto abierto de si mismo.

Observacion 1.34. Siguiendo el mismo procedimiento se puede generalizar, R™ es homeomorfo

a cualquier subconjunto abierto de €l mismo.

1.3. Ecuaciones de la recta en R"

En R"” se estudian diversos temas y para cada uno se debe contar con las herramientas nece-
sarias para trabajar. En la presente seccion presentaremos unas herramientas que usaremos
en un estudio posterior, como lo son las ecuaciones vectoriales y las ecuaciones paramétricas

para rectas en R™. Describiremos brevemente el procedimiento para su obtencion.

Sabemos gue una recta esta determinada por puntos, y nos interesa saber de que forma la
determinan; saber cuales puntos pertenecen a ella y cuales no, en si, saber que ecuacion
describe los puntos de la recta. Existen varias formas de representar la ecuacion de una recta,
dos de estas formas se describen a continuacion.

Considere la recta £ en R™. Sea A un punto de £ y & un vector paralelo a £°. Un punto P
diferente de A, sea AP = P — A, entonces P estard en £ siy s6lo si AP || 7 0 sea, si y s6lo si

"Si quiere conocer estos detalles sobre estos conceptos dirfjase por ejemplo a [9] y [12]

8Gracias a que el homeomorfismo es una relacién de equivalencia, la prueba es facil y se deja como ejercicio

9Dos vectores son paralelos si sus direcciones son paralelos o si un vector direcciéon es combinacién lineal del
otro.
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e . .

AP = tv siendo ¢ cualquier escalar que pertenece a R. Empleando vectores coordenados, la
== S -

ecuacion AP = tv se puede escribir como

P-A=t 6 P=A+tV, (1.10)

esta Ultima ecuacién es conocida como ecuacion vectorial de la recta.

Dado que P, Ay ¥ € R", cada uno es de la forma P = (x1,x2,- -+ ,x,), A = (a1,a2, -+ ,a,) Y
V = (v1,v2,---,vp), Si de la ecuacion (1.10) igualamos componente a componente se obtiene

lo que se conoce como la forma paramétrica de una recta, esto es
r1=a1+1tvy, xT2=ag+1tv2, ..., Tp=ay-+tu,.

Observemos que basta con darle un valor a ¢ para obtener un punto especifico
P = (z1, 29, -+ ,x,) que pertenezca a la recta.
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Capitulo

Una descripciéon del espacio S™

2.1. Esferas en R"

La n-esfera unitaria S™ es el conjunto de todos los puntos en R"*! de longitud la unidad, es
decir:

S" ={(x1,x2,...,Tn, Tnyt1) € R . IIx|| =1}, n > 1.

En este caso, la norma que se esta considerando es la euclidea

Note que S™ es un subespacio de R"*!, no de R™. Observe también que R" se puede consi-
derar como el subespacio de R"*! consistente de todos los puntos que tienen coordenadas
final 0; es por esto que mas adelante se denota como (x, x,,+1) los elementos de R™*! donde
x es un elemento de la forma x = (z1,--- ,z,) € R™.

En el caso en el cual n = 1 se tiene que S' esta dada por
St = {(x1,22,) € R? : 22 + 23 =1},
que claramente es una circunferencia en R2.
Cuando n = 2, S? representa una esfera en R?, esto es
S? = {(x1, 29, x3) € R3: 22 + 23 + 23 = 1}.

Observe que en estos casos, S' y S? son la frontera de las bolas B(0g2,1) y B(0gs, 1) con la
norma euclidea en R? y R3, respectivamente. Es de aclarar que en este caso, Og2 = (0,0) € R?,
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Ogs = (0,0,0) € R3,
B(0ge,1) = {(z1,22) € R? : 2% + 23 < 1}

B(0gs, 1) = {(z1, 22, 23) € R® : 2?2 + 235 + 22 < 1}.

En general,

S™ = OB(0gn+1,1) C R
En la Figura 2.1 se presentaron graficamente S' y S2, que son los casos que se pueden
visualizarse; el caso S° no es muy llamativo ya que son tnicamente dos puntos sobre R, (-1) y

(1), es por esto que en la definicion se considera n > 1.

A

R2

Figura 2.1: Representacién grafica de S' y S2.

Como se dijo en la definicion de S™ = {z € R*™! : ||z|| = 1} la norma que se esta considerando
es la euclidea. Si se considera, por ejemplo la 1-norma, S! y S? toman la forma de un rombo y

un octaedro, respectivamente.

A
|
I
|
|
——
|
|
I
I
¥
(c

v
(a) )
Sy 82 con la 1-norma. Sy 82 con la norma del maximo.
Figura 2.2:
Si la norma que consideramos es la del maximo (||x||msx = méx{|z;|,i = 1,2,...,n}), Sty §?

toma la forma de un cuadrado y un cubo, respectivamente.
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Observe la relacion que existe entre las figuras 1.1 vista en preliminares y 2.2(a) y 2.2(c)
anteriores.

Dado que S? es un modelo matemaético natural del globo terraqueo’, el estudio de S? (y en
general de S™) tiene una gran cantidad de aplicaciones practicas: navegacion, astronomia,
cartografia, mecanica, entre otras. Dado que en la practica las cosas en el espacio se plas-
man en el plano, debemos tener un procedimiento que haga esto de la mejor forma, es aqui
donde se utiliza el concepto de proyeccion. El concepto de proyeccion que se estudiara sera
la proyeccion estereografica (existen otros tipos de proyecciones utilizadas generalmente en la
cartografia, las cuales no seran objeto de nuestro estudio).

Iniciamos de forma general, estudiando la proyeccion de S™ sobre R™, y después se presenta-
ran los casos de S' sobre Ry S? sobre R? como casos particulares.

2.2. Proyeccion estereografica de S” sobre R”

Se deduce a continuacién la funcion que define la proyeccion estereografica, las caracteristicas
de dicha funcién nos ayudan para concluir que S™ es homeomorfo R”.

Sea el espacio S”, definiremos su punto de proyeccion? llamado polo norte, denotado por
N =(0,---,0,1) que pertenezca a S", entonces aunque N no serd incluido en el homeo-
morfismo (observaremos después que ese punto no tiene su correspondencia definida), de-
mostraremos que S"~{N} es homeomorfo con R". También definiremos los elementos en R"
como, x = (x1,x9,- -+ ,x,), €l vector nulo como 0= (0,0,---,0) =0, los elementos de R"™ por
(x,zn+1) Y llamaremos la recta de proyeccion a la recta que pasa por el punto de proyeccion y
un punto el cual queremos conocer su proyeccion.

Empezaremos construyendo una aplicacion continua que asocia a cada (x, z,+1) € S" ~ {N},
un unico elemento, x € R", esto es

f: S"~{N} — R"

(X7 :l:ﬂ+1) — ia
Consideremos dos puntos que pertenezcan a la recta de proyeccion y asi hallar su vector
direccion. El primer punto seria N y el segundo Q = (z1, 2, T, Tpt+1) = (X, Tp4+1). Obtene-
, _—

mos asique NQ =Q — N = (x,zp4+1 — 1).

Veéase en [13]
2Es el punto que siempre debe ser colineal con las proyecciones o correspondencias.
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Reemplazando en la ecuacion vectorial de una recta, quedaria.
—
T()=N+tNQ = (0,1) +t(x,2p41 — 1) = (tx, 1 +t(zpp1 — 1)) (2.1)

Como queremos que esta recta me diga el punto que toque a R™, quiere decir que la Gltima

componente de dicho punto es cero, esto implica que
1+t<l‘n+1—1):0:>t:

- Tn+1

Reemplazamos en la ecuacion (2.1), cuando su Ultima componente es cero, se tienen que,

~ 1 ) Tn
X=1ix= , yr .
l—zpi1 1 =21 1 —zpi1

Nos falta ahora definir la aplicacion inversa denotada por g:

g: R" — S*"{N}

X — X,

para completar la demostracion, vamos a demostrar que un punto cualquiera de R", le corres-
ponda un Gnico punto en S"™{N}.

Ya conocemos las ecuacion vectorial, usaremos de nuevo a N y un punto x € R", entonces
Nx = (x,0) = N = (x,0) — (0,1) = (x, —1).
De esta forma, se obtiene que la ecuacion vectorial de la recta es:
T(t) =N +tNx = (0,1) + t(x, —1) = (tx,1 — t). (2.2)

Como quiero que este punto pertenezca a S™ su norma debe ser igual a 1, entonces

I(tx, 1= 8] = 1.
Desarrollando convenientemente se tiene?

x|+ (1-1)? =1,

2x|?+1 -2t +12 =1,

t2|x||? — 2t +t* = 0,
t(t|x|> —241t) = 0. (2.3)

Para que la ecuacion (2.3) sea cero algunos de los factores debe ser cero, pero ya se sabe
que cuando ¢t = 0, es el punto N, es decir nos queda otra opcion

2
tx|?—2+t=0 - = 2.4
I T (2.4)
Stx, 1 —t||* = |[tar, tao, - - - txn, 1 —t]] = 22f + 223+ -+ 222+ (1—t)> = (@i 4234+ +a2)+(1-t)? =

E[lx|1* + (1 - 1)?
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Reemplazamos (2.3) en (2.2), entonces

~ 2x 2 2z 2y, x| —1
X =1tx= 3 ,1— 3 = 5 AN 3 , 5 .
17 [l +1 % +1 (1% 417 ][ +1

Geométricamente, f(x) es el pinto en que loa semirecta Nx C R"*! corta el hiperplano, z,,.1

lo cual identificamos con R™ De esta forma queda completa y bien definida la correspondencia,
lo que quiere decir que acabamos de demostrar que siempre existe una funcién y su inversa,
de "~ {N} en R" para todo n € N definida de la siguiente forma f : S” \ {N} — R" tal que

x1 Z2 Tn
(1:171:27"' ,xmxn—H) P P
1—zpi1 1—2p41 1 —zph

y su funcion inversa g : R” — S™ ~ {N} tal que

2y1 2y 2Yn ||y!|2—1>
IyIP+17 P +17 lylPP+ 17 [lyl]* +1

y:(ylayQ)"' 7yn)}—> (

Note que f y g son continuas, lo que quiere decir que

S"N{N} =R". O
En las siguientes dos secciones consideraremos los casos particulares cuandon =1y n = 2.

2.2.1. Proyeccién de S! en R!

Este homeomorfismo se trabaja con la circunferencia de radio 1y centro en el origen, S en la
recta real R y consiste en proyectar un punto x = (x1,z2) € S en un Unico punto = € R, y de
forma inversa.

Deduzcamos dicho homeomorfismo.

Primero encontremos la funcion
f: SN{N} — R
X — .
Lo podemos hacer con la ecuacion de la recta que pasa por N = (0,1) y un punto de
x = (11, 22) € S'. Entonces Nx=x- N = (z1,22 — 1), reemplazando en la ecuacién vec-
torial, quedaria
r(t) =(0,1) + t(z1,22 — 1) = (tx1, 1 + t(xg — 1)). (2.5)

Como queremos que esta recta toque a R, la segunda componente debe ser cero, entonces

14tz —1) = 0 — f= 2
x9—1) = = :
2 1—(132
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Reemplazando el valor de ¢ en la primera componente de (2.5) se obtiene

I

T = t;vl = (2.6)

- 1-— i) '
Nos falta ahora encontrar la aplicacion inversa
g: R — St {N}
r = X.
Para esto, vamos a demostrar que un punto cualquiera de R, le corresponda uno y solo uno en
St {N}.

Entonces su ecuacién vectorial seria, utilizando de nuevo a N y un punto de R, este punto
— -7 -
podemos denotarlo como z = x¢ = (x,0), entonces, Nxo = (z, —1); la ecuacion vectorial de la

recta que pasa por estos dos puntos es
—
r(t) =N +tNxg = (0,1) + t(z, —1) = (tz,1 - t). (2.7)

Como quiero encontrar un punto sobre esta recta que pertenezca a S', la norma de este punto
debe serigual a 1, entonces

[(t2, 1 = 1)[|* =1
Ple)?+1 -2t +12 =1
tta? —2+1t)=0 (2.8)

Para que la ecuacion (2.8) sea cero algunos de los términos debe ser cero, pero ya se sabe
que cuando ¢ = 0 se tiene el polo, es decir, queda la otra opcion:

2

te? —24t=0 = t= -
2 +1

(2.9)

Reemplazamos el valor de la ecuacion (2.9) en la ecuacion (2.7), se obtiene
2¢ 22 —1
x=(tr,1—t) = 5——, 55— | .
x=(t ) (x2+1 :c2—|—1)
Entonces de nuevo esta completa y bien definida la correspondencia y su inversa, de la si-

guiente forma:
f: S\{N} — R

(@1,29) — flw1,29) = —2

1—ay’
y su funcion inversa
g: R — SKN{N}

A |
v @)=\ )

Tanto f como g son funciones continuas, por lo tanto S! < {N} es homeomorfo a R. Una

visualizacién del homeomorfismo puede verse en la Figura 2.3.
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Figura 2.3: Proyeccion estereogréafica de S* en R.
2.2.2. Proyeccién de S? en R?

El Interés de esta seccién es dar a conocer una aplicacién o ilustracién de las ideas vistas
en la secciones anteriores, referentes a la vida diaria. Muchas veces se pueden encontrar
dificultades cuando trabajamos en el globo terraqueo. Trabajaremos con S? también llamada
la esfera de Riemann o esfera estereografica, gracias a esto lograremos representar cada
punto de R? con un Gnico punto de S2. Empezaremos cortando a S? con el plano cartesiano
por al mitad (o su ecuador), partiendo la esfera en 2 partes exactas, (ver figura 2.4) Podemos
concluir las siguientes observaciones.

Los puntos sobre el disco |x| < 1 se corresponden a los puntos sobre la esfera tales que
x3 < 0. Los puntos del plano |x| > 1 se corresponden a los puntos sobre la esfera tales que
x3 > 0. Los puntos sobre la circunferencia |x|> = 1 se corresponden a los puntos sobre la
esfera tales que z3 = 0. La idea anterior se puede visualizar en la Figura 2.4

Figura 2.4: Proyeccion estereogréfica.

En la teoria de las funciones esta esfera se llama la esfera de Riemann.

Otras observaciones, es que en la proyeccion estereogréafica, toda recta que escojamos en
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el plano la podemos convertir o transformar en circunferencia de la esfera que pasa por el
polo, de la misma manera en forma inversa, toda circunferencia que pasa por el polo la puede
transformar en una recta del plano R?.Esta relacion entre S? y R? se conoce como proyeccion
estereogréafica o Ptolomeaica®.

Acabamos de ver una descripcion de la proyeccion estereografica, pero queremos hacer esto
en detalle; para ello se escoge un punto cualquiera de R? y buscamos el punto de S? que le
corresponde, asi comprobar su existencia y unicidad. Lo cual se hace sencillo debido que en
la seccion anterior analizamos proyecciones de S™ con R™. En conclusion, se quiere encontrar
f: SAX{N} — R?
(x1,x9,23) +— X = (a,b).
Comenzaremos con dar dos puntos que pertenezcan a la recta de proyeccion, para asi hallar
su vector direccion como ya lo hemos hecho antes. El primer punto es N y un punto ) sobre
S2. Si denotamos a Q = (x1, 2, r3), Se obtiene

—
NQ = Q —N = (x1,$2,$n+1 - 1)
Reemplazando en la ecuacion vectorial, quedaria.

r(t) =N +1(Q — N) = N +tV = (0,0,1) + t(x1, z2, 23 — 1) = (tw1,tws = 1 + t(zz — 1)).
(2.10)

Como interesa encontrar el punto sobre esta recta que toca el plano cartesiano, es decir cuan-

do su tercera componente es igual a cero, entonces hacemos

1
1+t(xs—1)=0 = t= .
+(Z’3 ) 1—%3

Reemplazando en la ecuacion 2.10 se obtiene x = (tz1,tx2,0) = ( L1 T2 )

1—z3’ 1—x3
Nos falta ahora encontrar la aplicacion inversa

g: R? — S2{N}
x = (a,b) — X,

para completar la demostracion. Se toma nuevamente a {N'} y un punto x € R?, y si denotamos
Q@ = (x,0), se obtiene que

—

NQ@ = (x,—1).

Asi la ecuacion vectorial de la recta que pasa por N y el punto () es

r(t) =N +1(Q — N) = (0,0,1) + t(x — 1) = (tx,1 — t). (2.11)

4Fue inventada por el gran astrénomo griego Claudio Ptolomeo, siglo IT D.C.
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Como quiero que este punto pertenezca a S>{N} su norma debe ser igual a 1, entonces,
dado que x es un punto de R? y su norma es ||x

, entonces se obtiene

[(tx,1 =) =1 = #x|*+1-2t+t*=1 = t{t|x|*—2+1t)=0. (2.12)

Como el valor ¢ = 0 no se utiliza, dado que en ese caso se obtiene el polo, entonces

2

tx||?=24+t=0 = t=—
(x| <2+ 1

(2.13)

Reemplazando el valor de ¢ en la ecuacion (2.11) se obtiene

~ ( 2x ) 2 ) ( 2a 2b x| —1 ) (2.14)
X = y - = 3 y . .
%[> + 1 [1x[[? + 1 12+ 17 fIx[|* + 17 [[x[* + 1

Por lo tanto ya esta terminada y bien definida la correspondencia, lo que quiere decir que

construimos las funciones que necesitdbamos, por ende demostramos que siempre existe una
funcién y su inversa, de S~{N} en R? como sigue a continuacion.
f: SA{N} — R?

(w1, 20,23) +— f(21,72,23) = (ufiﬁrgy(lfﬁ)

g: R2 — S {N}

B I R
x=(00) — g0 = (b )

Lo que quiere decir que

S? — {N} = R% O

Otra forma de visualizar la proyeccion estereografica o Ptolemaica, es teniendo en cuenta la
proyeccion de de S! sobre R, imaginese si pudiera girar la circunferencia 360°, cuando se vaya
dando el giro, va recorriendo la esfera de igual forma la recta va recorriendo el plano, quiere
decir gue un meridiano es la proyeccién de una recta del plano y la proyeccion de todos los
meridianos es el plano completo, esto se puede ver en la Figura 2.5.
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Figura 2.5: Barrido de la circunferencia y la recta en S? y R?
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Capitulo

Funciones del espacio S™ en S"

Siguiendo con la idea de proyecciones y homeomorfismos, el interés del presente capitulo va
dirigido a profundizar un poco mas acerca de los espacios S™, mirar resultados y propiedades
gue cumplen estos espacios, seguido de observaciones mas rigurosas o planteamientos que
se dejara en forma de inquietud como motivacién para un futuro estudio.

3.1. 5" como subespacio cerrado de R"*!

Es importante para muchos fines, conocer las propiedades topoldgicas de los conjuntos que
estamos trabajando, como en este caso analizaremos una propiedad del conjunto S™, la de ser
un conjunto cerrado, es decir, demostraremos que S™ es un subespacio cerrado de R"*!.como

sigue a continuacion.
Teorema 3.1. S™ un subespacio cerrado de R* .

Observacion 3.2. Gracias a una propiedad de la teoria de conjuntos, dicha propiedad dice que
st un conjunto es cerrado si su complemento es abierto o de la forma, un conjunto es abierto si

su complemento es cerrado, por lo tanto podemos probar el teorema 3.1

Demostracion del Teorema 3.1. Supongamos que el complemento de S™ no es abierto, esto quiere
decir que existe por lo menos un punto en ese complemento tal que no es un punto interior,

digamos un punto z. Simboélicamente serfa.

B(z,e)NS"#0, Ye>0 (3.1)
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Entonces existe un s € S™, donde s # z Tal que d(s, z) > 0. Entonces
d(z,8") > 0.

Tomaremos & = d(z, S™), entonces volvemos a definir la bola, B(z, %)HS” = (), lo cual contradice

a (3.1)

Lo que quiere decir, que puedo formar bolas que no intersequen a S™, para cualesquiera puntos

de (S™)¢. Para una visualizacion de lo anterior, puede ver la Figura 3.1.

| Xn+l T Ln+1
| |
| |
| |
c B(z,¢)
e\' B(z,¢)
R™ R"
Sn Sm
| |
| |
| |
| |
v v

Figura 3.1: z puede estar en el interior o en el exterior de S™.

Acabamos de demostrar que por mas que queramos decir que algin elemento del complemento
de S™ no sea un punto interior, es imposible que asi sea, ya que, escogiendo adecuadamente el
radio, todos los puntos van a hacer interiores, por lo tanto la reunién de todos esos puntos van
a hacer el interior del conjunto que es igual al conjunto es decir ((S™)¢)° = (S™)¢, en conclusién

(S™)¢ es un conjunto abierto. Entonces S™ es un conjunto cerrado. O

3.2. Algunos resultados sobre aplicaciones de S” en R”

En esta seccidn encontraremos aplicaciones muy utilizadas, resultados con los que se aclarara

el concepto de las proyecciones, empezaremos con un teorema fundamental en este estudio.

Teorema 3.3 (Borsuk — Ulam?'). Si f es una aplicacion de S™ en R™ entonces, eriste algqin

x € S" tal que f(z) = f(—=x).

'Karol Borsuk (1905-1982) y Stanislaw Ulam (1909-1984) matematicos polacos. Ulam propuso el teorema como
conjetura y Borsuk demostr6 dicha conjetura.

26



Observacion 3.4. Otra forma de decir el teorema de Borsuk—Ulam, es que en dicha aplicacion

siempre existird una misma correspondencia para algun par de puntos antipodales?.

Teorema 3.5. No existe aplicacion continua p : S?* — St tal que f(—z) = —f(z). Esta afirma-

cion también se puede generalizar para aplicaciones de S™ en S™~ 1.

Corolario 3.6. Sea f : S?> — R? una aplicacion continua tal que f(—x) = —f(x), para todo

x € S%. Entonces existen un x € S? tal que f(x) = 0.

Demostracion. Supongamos que f(x) # 0 para todo = € S? y definamos

g:5% — 52
f(z)
() — g(2) = = —
1f (=)
La aplicacion g es continua y g(—x) = —g(x), que contradice el Teorema 3.5. O

El siguiente Resultado se deriva del Teorema de Borsuk — Ulam, en un caso especifico.
Corolario 3.7. Sea f : S? — R? una aplicacion continua. Entonces existen un x € S? tal que
f(x) = f(==).
Demostracion. Supongamos que f(x) # — f(x) para todo x € S? y definimos.
g:5? = R?
() — g(z) = f(z) = f(—=).

Podemos ver que g es continua, y cumple que g(—x) = —g(z) y g(z) # 0, para todo x € S2. lo

cual contradice el corolario 3.6. O

El corolario 3.7 se refiere, que por mas que parezca posible no se puede construir una aplica-
cién de S? en R?, que sea uno a uno, lo cual se desprende el siguiente resultado (es de aclarar
que de SA{N} en R? si es posible).

Corolario 3.8. Ningiin subconjunto de R? es homeomorfo a S*.

Corolario 3.9. En cada instante existen un par de puntos antipodales de la tierra que tienen

sitmultdneamente, la misma presion y la misma temperatura.

2Son puntos diametralmente opuestos.
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Figura 3.2: Proyeccion sobre el plano de la superficie de la Tierra.

Demostracion. Podemos demostrarlo facilmente, teniendo en cuenta que la presion y la tempe-
ratura se pueden escribir como una pareja ordenada de la siguiente forma, Pr es el valor de la

presion y T'm es el valor de la temperatura, donde T'm, Pr € R entonces
Pr y Tm — (Pr,Tm) € R%

Por lo tanto tendria una correspondencia en S2.

Gracias a la proyeccion estereografica, tomamos la siguiente analogia, R? como un plano con
los posibles resultados de T'm y Pr, a S? como la superficie de la tierra y gracias al Teorema
de Borsuk — Ulam garantizamos la existencia dos puntos antipodales de la tierra que tienen la
misma presion y la misma temperatura. Es decir si armaramos una funcion f : ST — R?, donde
ST es la superficie de la tierra, no habra forma que sea inyectiva en un punto, lo que quiere decir

que se debe repetir el mismo valor para 2 puntos sobre la tierra. O

3.3. Espacios de funciones definidas de S" en S”

Esta seccidn tiene como objetivo un estudio de ciertas funciones en los espacios S, analizan-
do resultados interesantes que ellos tienen.
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Consideraremos el siguiente espacio funcional sobre el conjunto de funciones definidas de S™
en S™

T = {f: f es cualquier funcion de S" en S™},

dotada por la métrica

p(f,g) = sup d(f(z),g(x)),

resSn
donde f, g € T'y d es la métrica® en S™. Observe que las funciones del conjunto 7' no necesitan
ser continuas; se usara la expresion aplicacion cuando la continuidad es implicita. Investigare-

mos algunos subespacios de T'y se presentan algunos resultados interesantes del mismo.

En esta seccidn también consideramos los subespacios

M ={feT: fescontinuaen S"},
G ={f € M : f es sobreyectiva},
H={feM:fesl—-1}.

Como antes, denotamos por N como el polo norte de S™. Si X es un subconjunto de T en-
tonces denotamos a Xy el conjunto de las funciones en X que deja fijo al punto N. De esta

forma, surgen los conjuntos

My ={feT: f(N) =N},
Gy ={feM: f(N)=N},
Hy={f€eM: f(N)=N}

El espacio M es cerrado, por lo tanto como subespacio de T es completo. Observaremos
varios resultados que derivan del teorema de Borsuk-Ulam, el cual es fundamental en el desa-
rrollo de esta seccion.

Teorema 3.10. H C G.

Demostracion. Lo que que nos dice es que si tengo una funcién que sea inyectiva podemos decir
tranquilamente que también es sobre, lo haremos por contradiccién, entonces sea f € M — G,
que no es sobre, entonces hay un punto g € S™ — f(S™). Y sea m un homeomorfismo de S™ — {q}
sobre R™. Entonces wf : S — R"™ es continuo y por el teorema de Borsuk — Ulam existe un
punto x € S™ tal que wf(x) = f(—x) donde x y —z son puntos antipodales. es decir que f no es

1 — 1. Por lo tanto la contenencia es verdadera.

3Véase en la bibliografia [4]
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Se puede analizar que el teorema anterior no garantiza su reciproca, que si una funcién no es
inyectiva entonces no es sobre, un contraejemplo resulta muy sencillo teniendo en cuenta el

teorema de Borsuk — Ulam. O

Corolario 3.11. Sea h una aplicacion de S™ en S™, si h es un homeomorfismo, entonces h es

sobre.

Observacion 3.12. El Corolario 3.11 nos da una ayuda al querer encontrar homeomorfismo
de S™ en S™, por la definicion de homeomorfismo, sabemos que h seria inyectiva, entonces solo
demostrariamos esa propiedad y de inmediato asumiriamos que h es un homeomorfismo sin

demostrar que es sobreyectiva gracias al Teorema 3.10.

Ya vimos por los resultados de el Teorema 3.10 y el Corolario 3.11 que es suficiente que la
funcion sea 1—1 para concluir que es sobre, pero sino es 1—1 no nos dice nada en cuanto a su
sobreyectividad. El teorema que veremos a continuacion nos da otra alternativa de probar si es
sobre una funcion con la ventaja de que si no la cumple tampoco se cumple su sobreyectividad.

Teorema 3.13. Sea f: R®™ — R™ un homeomorfismo. Entonces f es sobre si la imagen de cada

sucesion infinita es infinita.

Demostracion. Suponga primero que f(R™) = R", y que existe {x;} es una sucesion infinita
tal que la sucesion de la imagen {y;} es finita. Podemos asumir que {z;} no tiene puntos de
acumulacion, ahi existe una subsucesion {y;} de {y;} que converge a un punto y y un punto x tal
que y = f(z). Pero f~! es continuo en y por lo tanto {z;} debe tener un punto de acumulacion,
contrario a la suposicion. Luego suponemos que la imagen de cada secuencia infinita es infinita.
Por el teorema de Brouwer? sobre la invarianza del dominio f(R") es abierto en R™. Si y es algiin
punto limite (en R™) de f(R™) entonces es una sucesion finita {y;} de puntos diferentes en f(R"™)
convergiendo a y. Si x = f~!(y;) entonces {x;} seria finito y ya habfamos dicho que se tenia solo

infinitas. O

Acabamos de ver un resultado muy valioso para demostraciones o ejemplos posteriores, que
nos pueden ayudar para construir nuevos resultados, al igual que el siguiente teorema.

Teorema 3.14. Sea el conjunto ® de todos los homeomorfismos de R™ sobre si mismo, que puede

ser generado por un espacio métrico completo que sea homeomorfo a Hy .

“En honor al matematico holandés Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966). Su teorema dice que si se tiene
un subconjunto de R™ homeomorfo a otro subconjunto abierto de R™ entonces, dicho conjunto también es un
subconjunto abierto de R™.
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Demostracion. Teniendo en cuenta lo antes visto, acerca de los homomorfismos sabemos que es
una correspondencia uno a uno, por la proyeccion estereogréfica = : S™ — {x} — R™ con centro
en p, entre ® y Hy suponiendo que f : S™ — S™ es una funcion biyectiva y dejando a N fijo.
Entonces si f es continua V& # p quiere decir que f también es continua en N y f C Hy. luego
la correspondencia es f = 7 '¢m, donde ¢ C ® y f C Hy. Lo visualizaremos por medio de la

relacion entre sus conjuntos.

f

Sn R STL

¢

R® — R"

Basandonos en los Teoremas 3.13 y 3.10 podemos definir el conjunto ®. ]

Por Gltimo, otros espacios interesantes, en los cuales se puede tratar de hacer un analisis
equivalente al anterior son los que dejan al polo norte como punto fijo, estos espacios se

definen como sigue:

Iy ={feT: f(N)=N},
Fy ={f €Ty : fescontinuaencadax # N},

Ty ={f€ Fy:f(S") esdensoenS"}.

Como podemos apreciar, el conjunto de los espacios S™ las funciones definidas sobre él, al
igual que sus subconjuntos, tienen multiples aplicaciones y resultados; nuestro objetivo no era
mostrar todos los resultados existentes, ya que esto es una tarea muy ambiciosa, dado que
se necesitan de nociones y conocimientos mas avanzados para deducir tales resultados. Los

temas no analizados son interesantes y ellos pueden ser estudiados en un futuro trabajo.
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