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ABSTRACT

Nonlinear first-order partial differential equations arise in a variety of physical theories, pri-
marily in dynamics, continuous mechanics and optics. In this monograph we make a review
about some aspects in first-order partial differential equation, including definition, examples,
characteristics curves, propagation of singularities and shock waves.

The monograph is divided in four chapters. In the first chapter is given the terminology used
in the development of the work. In chapter two, is showed the definition and classification
of the set of Partial Differential Equations according to its order and linearity; we give some
classical example and present a description of a initial boundary value problem.

The third chapter is devoted to study of the characteristics curves as a alternative in order to
obtain the existence and uniqueness of solutions for a first-order Partial Differential Equation.

Finally, in chapter four we make a introduction to the propagation of singularities and shock
waves.
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Las ecuaciones diferenciales parciales de primer orden no lineales aparecen en una gran
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ca. En esta monografia se realiza una revision sobre algunos aspectos en ecuaciones dife-
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El tercer capitulo se dedica al estudio las curvas caracteristicas como una alternativa para
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primer orden.

Finalmente en el cuarto capitulo se hace una introduccién a la propagaciéon de singularida-
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Introduccién

Los libros basicos de calculo que generalmente son usados a nivel de pregrado en la
Universidad Industrial de Santander, contienen poca informacion relativa a la teoria
de ecuaciones en derivadas parciales y esa poca informacién es en general dedicada
a tematicas como series de Fourier, Método de diferencias finitas, Métodos de los
elementos finitos y transformada de Laplace y dichas teméticas son orientadas hacia
la resolucién de problemas especificos que son prototipos de las ecuaciones elipticas,
parabodlicas e hiperbodlicas como es el caso de la ecuaciéon de Poisson, ecuacion del calor
y la ecuaciéon de la onda.

Sin embargo, se encuentra muy poca literatura relativa al estudio de las ecua-
ciones diferenciales parciales de primer orden y en particular referente al método
de las caracteristicas, incluyendo descripcion del método, ejemplos numéricos,
limitaciones del método, propagacion de singularidades, ondas de choque etc.
Conociendo la importancia que representan las ecuaciones diferenciales parciales
para matematicos, fisicos e ingenieros, en la presente monografia abordaremos los
topicos anteriormente mencionados, los cuales serdn un aporte bibliografico bastante
importante para el estudiante.

Esta monografia esta dividida en cuatro capitulos. En el primer capitulo presentaremos
la terminologia y notaciéon basica que utilizaremos a lo largo del trabajo, presentaremos
algunos conceptos basicos como la definiciéon del espacio euclideo en R™, definicion
de conjuntos abiertos, conjuntos cerrados, conjunto frontera, notaciéon de funciones
en varias variables k veces derivables y recordaremos la definicion del operador de
divergencia y del operador laplaciano.
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En el segundo capitulo daremos la definicion de una ecuaciéon diferencial parcial en
general y presentaremos algunos ejemplos clasicos de ecuaciones diferenciales en la
Fisica, Ingenieria, etc y mas particularmente, en la mecanica los medios continuos y
del electromagnetismo. Presentaremos la clasificacién de las ecuaciones diferenciales
parciales segtin su orden y linealidad, ademés demostraremos el principio de superpo-
sicion, y finalizamos describiendo lo que es un problema de valor inicial, un problema
de valor de frontera y un problema mixto.

En el tercer capitulo iniciamos presentando algunos ejemplos en los cuales introducimos
el estudio sobre la existencia de la solucion de ecuaciones diferenciales parciales de
primer orden con condiciones iniciales, ademas presentaremos la definicion de curvas
caracteristicas planas, aplicaremos el teorema de existencia y unicidad de soluciones
para un problema de primer orden con condiciones iniciales, seguidamente damos
a conocer la definicion de curvas caracteristicas planas asociadas a una ecuacion
diferencial parcial y su caracterizaciéon como soluciéon de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Una vez establecida la definicion de curvas caracteristicas,
analizaremos ejemplos donde calculamos explicitamente la soluciéon através del calculo
de las curvas caracteristicas y aplicacion del Teorema de existencia y unicidad.

En el cuarto capitulo mostraremos algunos ejemplos en los cuales analizaremos lo que
puede suceder con el problema de Cauchy si el teorema de existencia y unicidad des-
crito en el capitulo 3 falla; situaciones donde dicho teorema no es valido. Por ultimo
realizaremos un estudio introductorio a la propagaciéon de singularidades y ondas de
choque, aspectos que aparecen en cierto tipo de problemas no lineales y que ha sido
objetivo muchas investigaciones en las tltimas décadas.

El contenido de este trabajo de monografia se basa, en su mayoria, en una revision de
la bibliografia presentada al final del trabajo, por esta razén agradecemos a los autores
cuyo material bibliografico es referenciado por los aportes respectivos.
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CAPITULO 1

Preliminares

El objetivo de este primer capitulo es presentar la terminologia y notaciéon basica que
iremos a utilizar a lo largo de esta monografia. Iniciaremos recordando algunos aspectos
del espacio euclideo R", incluyendo la definicién, notaciéon y ejemplos de conjuntos
abiertos, conjuntos cerrados, conjunto frontera; estableceremos la notacion de funcion
en varias variables k veces derivable y finalizamos recordando la definiciéon del operador
divergencia y del operador laplaciano.

1.1. El espacio Euclideo

Definicion 1.1. FEl espacio euclideo R™ es el conjunto formado por las n-uplas
t=(x1,...,x,) donde cada una de las n coordenadas x; es un niumero real. Como es
usual, el espacio R serd denotado simplemente por R.

Una vez dada la definicion del espacio euclideo R™, recordamos que existen tres maneras
naturales de definir las distancias entre dos puntos en R". De hecho, dados z=(x, ..., z,,)
e y=(y1, .-, Yn), escribiremos:

D=

a) d(z,y) = /(z1 —y1)” + - + (20 — ) = [0 (@ — 0)*)2,

b) di(z,y) = |z1 —yi| + .+ |20 — ynl = Doy |2 — wil,



c) da(w,y) = max{lzr = yil, . |20 — |} = mAX |2; = yil.

Las funciones d, d;, ds: R"xR"—1R son métricas, esto es, son funciones
h: R" x R" — R que satisfacen las siguientes condiciones para cualquier z, y, z € R™:

i) h(z,z) = 0;

111

(z,y) = Wy, z);
(z,2) < h(z,y) + h(y, 2).

)
ii) Si x # y entonces h(z,y) > 0;
)
iv)

h
h

Consecuentemente, el conjunto R™ junto con la funcién d, di, 6 dy es un ejemplo de
un espacio métrico. Recordemos aqui que un espacio métrico es un par (M, d) donde
M es un conjunto y d es una métrica en M, esto es d es una funcion de M x M en
R que asocia a cada par ordenado de elementos (x,y) € M un numero real d(x,y)
llamado la distancia de x a y, de modo que las anteriores condiciones i), ii), iii) y iv)
sean satisfechas. Finalmente, puede ser demostrado que las métricas d, di, y dy son
equivalentes, esto es, existen constantes ¢y, ¢o, c3, ¢4 > 0 tales que

cida(w,y) < cod(z,y) < eadi(x,y) < cada(z,y).
En verdad, podemos demostrar que:
dy(z,y) < d(z,y) < di(x,y) < ndy(z,y).

Debido a esta propiedad, podemos considerar R™ con cualquiera de tales distancias.
De aqui en adelante consideraremos el conjunto R™ con la distancia d. La métrica d es
llamada euclidiana. Ella proviene de la formula para la distancia entre dos puntos del
plano (en coordenadas cartesianas).

A

dy
4 d2

Fig. 1. Comparacion de las distancias d, dq, do



El conjunto de todos los puntos de R™ que se encuentran a una distancia menor que
r > 0 de un punto fijo zy € R", es llamada bola abierta centrada en xq y radio r y sera
denotada por

B(zo;r) ={z € R" : d(x,x0) < r}.

En el plano R?, la bola abierta B(zg;) es el interior de un circulo de centro x( y radio
r, o el interior de un cuadradado de centro xg y lados de longitud 27, paralelos a los
ejes, o entonces el interior de un cuadrado de centro x( y diagonales paralelas a los ejes,
ambas de longitud 2r. Estos casos corresponden a usar en R? las metricas d, dy 6 dy
respectivamente ( vea la figura 2, 3, 4)

Zo
r r
Zo r
(x —xd)? + (y — 22)* < r? lz —xll <r e v—ad Fly -2 <r
xo = (2, 23) ly —agl <7
Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

Un subconjunto 2 de R™ se llama abierto si, dado cualquier xy € €2, existe una bola en
xo totalmente contenida en 2. Un subconjunto F de R” se llama conjunto cerrado si su
complementar

R"-F={xeR"x¢F}

es abierto. Dado C' C R”, la clausura de C, denotada por C, es el menor conjunto
cerrado que lo contiene; el interior de C', denotado C°, es el mayor conjunto abierto
contenido en C'. La frontera de C, denotada por 0C, es el conjunto

0C ={xeC:x¢C°}.

Ejemplo 1.2. El interior del intervalo [0,1) en la recta es el intervalo abierto (0,1), la
clausura es el intervalo cerrado [0,1] y la frontera consta de los puntos 0 y 1.

Ejemplo 1.3. Sea Q el conjunto de los nimeros racionales. El interior de Q en R,
es vacio puesto que ningun intervalo abierto puede ser formado apenas por nimeros



racionales. Por otro lado la frontera de Q es toda la recta R, ya que cualquier intervalo
abierto contiene numeros racionales y numeros irracionales. La clausura de Q en R, es
también R.

Observacion 1.4. Las nociones de interior, clausura y frontera de un conjunto X son
“relativas”, esto es, dependen del espacio R™ en el cual se considere X inmerso. Por
ejemplo, en el Ejemplo (1.2) tenemos que el interior de [0,1) es (0,1) y la frontera
{0,1} en R. Sin embargo, si consederamos R como el eje de las abcisas (y=0) en el
plano R?, tenemos [0,1) C R? y, como subconjunto de R? el interior de [0,1) es vacio
y su frontera es el intervalo [0,1].

1.2. Continuidad y Diferenciabilidad

Suponemos que el lector esta familiarizado con las propiedades basicas de funciones con
dominio en R", esto es, u: {2 C R™ — R; en particular, con los conceptos de continuidad,
diferenciabilidad, derivadas direccionales, derivadas parciales, etc. Si

u = u(xy, 9, ...,z,) es una funciéon de n variables independientes, usaremos varias
notaciones para las derivadas parciales de u. Por ejemplo, las derivada parcial de v en
relacion a x1, que es la primera variable, podra ser denotada por

ou

pr Ugy, Opu,  Dyu. (1.1)

Anélogamente, las derivadas de segundo orden podran ser denotadas por

0%u 92 u

ax27 uxjxja xj 9
J

2
D3, (1.2)

en el caso de derivacion en relacion a la misma variable x;, y, en el caso de variables
diferentes, derivando primero en relacion a x; y después a xy,
0*u
)
al'kal'j

Ugje,, Op,Op,u, DypDju. (1.3)

Ahora vamos a establecer la notaciéon de multi-indices. Un vector de la forma
a = (ag,- -+, ), donde cada componente «; es un entero no negativo, es llamado un
multi-indice de orden

lof = aq + -+ + . (1.4)

Dado un multi-indice a y f: Q C R® — R, suficientemente derivable, denotamos

lodgy (2
D%u(x) = 0“u(z)

= g, L5
Oas . Qagn (Ol (15)
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si k es un entero no negativo, la expresion
DFu(z) = {Du(x) : |a| = k} (1.6)

denota el conjunto de todas las derivadas parciales de orden k.

De otro lado, dado un ntmero entero no negativo k, decimos que una funcién
f:Q—=R, QCR" esde clase C*(Q), si f y todas sus derivadas D*f de orden |a|< k
son continuas en ().

Diremos que una funcién f: Q@ — R es de clase C°(Q) si ella es continua en €.
Diremos que f es de clase C*®, cuando f € C* para todo & > 0. Evidentemente
CO'>C'>...DC*> ... D C®, siendo las inclusiones estrictas.

Ejemplo 1.5. Para cadan = 0,1,2, ..., consideremos la funcion f, : R — R, definida
por f,(z) = z"|x|. Para x > 0, tenemos f,(x) = 2" y si x < 0 tenemos que
fo(z) = —2" L. Evidentemente, f!(x) = (n +1)f,_1; luego la n-ésima derivada de f,
es igual a (n+ 1) fy. Como fo(x) = |x| es continua pero no posee derivadas en el punto
x =0, concluimos que cada una de las funciones f, es de clase C™, pero no es n + 1
derivable. En particular, f, ¢ C"™(R).

Ejemplo 1.6. Sea g, : R — R definida por g,(z) = z*" sen%, stz #0yg,(0) =0.
Entonces g, es n veces derivable, pero su n-ésima derivada (que existe en todo punto
xz € R) no es continua en el punto 0; consecuentemente g, no es de clase C"(R).

En particular, si tomamos ¢, : R — R, donde ¢,(z) = z*" ' senl para xz # 0 y
©n(0) = 0, entonces ¢, es de clase C™ pero no es n+1 veces derivable en el punto x = 0.

Ahora pasamos a dar la definiciéon de operador Laplaciano y operador divergente.
Dada una funcién f: Q C R" — R de clase C*(€2), se define el Laplaciano de f como

Af = Zaz—f (1.7)

Notemos que si f: 2 C R — R, el laplaciano de f coincide con las segundas derivadas
de f, esto es, Af = fo..

Para una funcion vectorial f: Q C R™ — R", esto es, f(x)=(f1(x),...,fn(7)), x € Q,

x = (11, -+ ,x,), donde cada f;: Q@ C R" — R es de clase C''(Q), se define la divergencia
de f como
— Ofi
divf = . 1.8
wf =35t (1)

Notemos que si f : Q@ C R® — R es de clase C?(2), el gradiente de f denotado por
gradf 6 Vf, es dado por:



oy (220,

oxy’ 7 Owy,

Entonces, si calculamos la divergencia de V f tenemos

n
0
X

div(Vf) = Z 5

L _af

f\ = O

(1.9)



CAPITULO 2

Aspectos basicos de las Ecuaciones
Diferenciales Parciales (EDP's)

El objetivo de este capitulo es presentar la definicion de una ecuacion diferencial par-
cial, dar ejemplos y presentar la clasificacion de las ecuaciones diferenciales parciales
segun el orden y la linealidad. Asi mismo, probaremos el principio de superposicion y
describiremos lo que es un problema de valor inicial y de frontera.

Definicion 2.1. Una ecuacion en derivadas parciales o ecuacion diferencial parcial
(E.D.P) es una ecuacion que envuelve dos o mds variables independientes x,y,z,t, ...
y derivadas parciales de una funcion u = u(z,y,z,t,---). De manera mds precisa una
E.D.P en n variables independientes xq, x9, ...,T, es una ecuacion de la forma

ou ou 0*u 0*u oFu
F y L2y vvoy Ty Uy P ) P y T 207 2.1
(Il 2 ¢ 0x; dz,, Ox? 0x10x,, ok (2.1)
donde x = (x1,x9,...,x,) €, Q es un subconjunto abierto de R", F es una funcidn

dada y u = u(zy,x,..,x,) esla funcion que queremos determinar.

Observemos que con una definiciéon tan general existen E.D.P’s absurdas, como por
ejemplo
6ul-+uy — O



Observemos los siguientes ejemplos de E.D.P’s
Ejemplo 2.2. Fcuacion de Poisson. Esta ecuacion es dada por:

0*u  *u

o2 " a2
En esta ecuacion (2.2) h(x,y) es una funcion dada y u(z,y) es la incognita. FEsta
ecuacion esta asociada a fendomenos fisicos estacionarios, esto es, independientes del
tiempo, como por ejemplo potenciales electrostdticos generados por distribuciones fijas
de carga.(vea por ejemplo [10]). En el caso en que h(z,y) =0, la ecuacidn homogénea
(2.2) es llamada ecuacion de Laplace. En dimensiones mayores la ecuacion Poisson es
dada por Au = h, donde u = u(xy, ..., z,) € R" y A es el laplaciano en R™. La ecuacion
(2.2) también puede ser considerada en subconjuntos abiertos ) de R™

=h(z,y), u=u(z,y), (v,y) € R (2.2)

Ejemplo 2.3. Ecuacion del calor.

ou 0%

- = - — 2
5 =% 5o u=u(t,x), t>0, z€R o >0. (2.3)

La ecuacion (2.3) modela el flujo del calor, esto es el calor transferido por conduccion en
una varilla o alambre delgado. La funcion u(x,t) representa la temperatura en un punto
x a lo largo de la varilla en cierto tiempo t (vea por ejemplol3]). La ecuacion del calor en
dimensiones mayores es dada por u; = o®*Au, donde u = u(x,t), = (11,...,1,) € R",
t >0y A es el laplaciano en R™ en las variables espaciales x4, .., x,.

Obuviamente esta ecuacion puede ser considerada en subconjuntos abiertos 2 de R™

Ejemplo 2.4. Fcuacion de la onda
Uy = ClUpe, u=u(t,x), t>0, €R, ¢>0. (2.4)

La ecuacion (2.4) modela el problema de pequenas vibraciones transversales de una
cuerda flexible en esta ecuacion u = u(t,z) representa la velocidad de propagacion
de la onda, t representa el tiempo, x la variable espacial. (vea por ejemplo [3]). En
dimensiones mayores, la ecuacion de la onda esta dada por

uy = 2 Au, (2.5)
donde v = u(t,x), © = (x1.--+ ,x,) € R",t > 0 y A es el Laplaciano en R™. con las
variables ;.- - - ,x,. Nuevamente, la ecuacion (2.5) puede ser considerada en subcon-

juntos abiertos €2 de R™

Mas adelante, después de que hayamos definido el orden y la linealidad de una E.D.P,
presentaremos otros ejemplos de E.D.P’s.



2.1. Clasificacién de una E.D.P segun el orden y
linealidad

La clasificaciéon de una E.D.P segtin el orden y la linealidad es anédloga a la respectiva
clasificaciéon que se da en las ecuaciones diferenciales parciales ordinarias.

El orden de una E.D.P es dado por la derivada parcial de mayor grado que ocurre en
la ecuacion. Por ejemplo, la ecuacion (2.1) es una E.D.P de orden k. Las ecuaciones
de Poisson, Laplace, ecuacion de onda, ecuacion del calor son ejemplos de E.D.P’s de
segundo orden.

2.1.1. E.D.P’s lineales y no lineales

Desde el punto de vista de la linealidad, una E.D.P se dice que es lineal si es de primer
grado en la variable u y en todas las derivadas parciales que existen en la ecuacion; caso
contrario, la E.D.P se llama no lineal.

La forma mas general de una E.D.P de orden n es dada por

> ao(z)Du = f(z), (2.6)

laj<n

donde los coeficientes a,, () son funciones dadas que dependen tinicamente de la variable
xz'y f(z) es el término independiente. Recordemos aqui que

la| = Zai, donde o = (aq,...,ay), (2.7)
i=1

siendo los «; enteros no negativos. Si f(x) es la funcion nula (f(z)= 0) es usual llamar
la ecuacion (2.1) de E.D.P lineal de orden k, homogénea.

Particularizando la ecuacion (2.6), podemos decir que la forma méas general de una
E.D.P lineal de primer orden es

n

> " a;(z)Dju+ b(z)u = f(z), (2.8)

j=1
donde alguno de los coeficientes a;(x) no es idénticamente nulo.
De igual manera, la forma mas general de una E.D.P lineal de segundo orden es

n

Z a;;(z)D;Dju + Z bj(x)Dju + c(x)u = f(z), (2.9)

ig=1 j=1



donde alguno de los coeficientes a;;(z) no es idénticamente nulo.
En el caso de dos variables independientes, las ecuaciones (2.8) y (2.9) pueden ser
reescritas, respectivamente, como

A(z,y)u, + B(z,y)u, + C(z,y)u = D(x,y) (2.10)
Az, y)Ugy + 2B(x, y)tgy + C(x, y)uyy + D(z,y)uy + E(x, y)u, + F(z,y)u = G(f, y))
2.11

Note que la ecuacion (2.11) no contiene el término u,, a pesar de él, aparecer en la ecua-
cion (2.9); la razon es que debido a que estamos interesados en las llamadas Soluciones
clasicas de la ecuacion (2.11)), esto es, soluciones u que son dos veces continuamente
diferenciables en la region Q (esto es funciones de clase C?(Q2)). Para tales funciones
se tiene que ugy = uy,. En el calculo diferencial este dltimo resultado se conoce como
Teorema de Clariaut.

Ejemplo 2.5. La ecuacion
Uy — Yu, = cos(zy) (2.12)

es una ecuacion diferencial parcial de primer orden, lineal. Comparando (2.12) con
la ecuacion (2.8) tenemos que ay(x) = x, as(z) = —y, b(x) =0 y f(x) = cos(zy). la
variable x en (2.8) es en (2.12) el vector (z,y)

La ecuacién de Poisson
Au(zy, ..., xy) = h(xy,...x,), (T1,...2,) € R, (2.13)

es una ecuacion lineal de segundo orden. Comparando (2.13) con (2.9) vemos que

c(z) =0, f(x) = h, a;;(z) =1, bj(z) = 0. En particular, la ecuacion de Laplace
también es lineal.

Por otro lado las ecuaciones del calor (2.3) y la ecuacion de la onda (2.4) son ejemplos
de ecuaciones diferenciales parciales lineales de orden 2.

Ejemplos de E.D.P’s no lineales seran presentados a continuacién cuando veamos el
concepto de E.D.P’s semi-lineales.

2.1.2. Ecuaciones Diferenciales Parciales semi-lineales

Dentro del conjunto de las E.D.P’s no lineales, podemos dar una nueva clasificacion
teniendo en cuenta el caracter lineal o no lineal de la parte de la ecuaciéon diferencial
que contiene las derivadas parciales de mayor orden.

La parte de la E.D.P que contiene las derivadas parciales de mayor orden es llamada
parte principal de la E.D.P. Por ejemplo, las partes principales de las ecuaciones (2.10)
y (2.11)) son respectivamente,

Az, y)u, + Bz, y)u,
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A(I, y)umz + QB(ZE, y)uzy + O(ZE, y)“yy‘

Dentro de las E.D.P’s no lineales, las que tienen parte principal lineal son llamadas
Semi-lineales. Por ejemplo la E.D.P (2.1) es semi-lineal si ella tiene la forma

Z ao(2)Du + ag(D*tu, ..., Du,u,x) = 0. (2.14)
|a|=k

En particular, la forma méas general de una E.D.P semi-lineal de segundo orden es

Z a;;j(x)D;Dju+ f(x,u, Diu, ..., Dyu) = 0. (2.15)

ij=1
Resaltamos que la parte principal de la E.D.P (2.14) es
Z ao(x) D%
|a|=k

y la parte principal de la E.D.P (2.15) de segundo orden es

n

Z Q5 (ZL‘)DZD]U

ij=1
Ejemplo 2.6. La ecuacion
Up = Uggy + Uy, u=u(x,t), xR, teER, (2.16)

es una ecuacion diferencial de tercer orden, semi-lineal, ya que a pesar de no ser lineal
por el término uu, la parte principal que es Ugy., €s lineal. Esta ecuacion es conocida
como ecuacion de Korteweg- de Vries (KdV) y ella describe la propagacion de ondas
no lineales en medios dispersivos no disipativos. Vea ([8]).

Ejemplo 2.7. La ecuacion
up + uty = kug,, k constante, u=u(z,t), reR, t>0 (2.17)

es una ecuacion diferencial de sequndo orden, semi-lineal y conocida como Ecuacion de
Burger. Esta ecuacion es no lineal por causa del sumando uu,; sin embargo es semi-
lineal por que la parte principal de la ecuacion, que es ku,,, es lineal.

Ejemplo 2.8. La ecuacion de Schrodinger
h2
100 = —Q—Aw +V(z)y, donde o =¢(x,t), teR, xeR" (2.18)
m
donde V(z) es una funcion con valores reales, h es constante de Plank, m > 0,
1 = +/—1, es una E.D.P de sequndo orden semi-lineal. Ella describe la interaccion de

una particula cudntica de masa m con potencial V(x). Ejemplo cldsico del potencial
Viz) es V(z) = |u(z,t)|* , k > 0.
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2.2. Linealidad y Superposicién

Consideremos E.D.P’s lineales de orden k con n variables independientes z1, ..., x,,
esto es, consideremos una E.D.P de la forma .

Z ao(x) D% = f(x). (2.19)
<k

Podemos reescribir la ecuacion E.D.P (2.19) en la forma
Lu = f, (2.20)

donde (Lu)(z)=3_,<4 @a(®)D%u. A cada funcién u (suficientemente diferenciable)
le corresponde una tnica funcién Lu; de esta forma definimos un operador L. Més
explicitamente, si 2 es un subconjunto abierto de R™ y si las funciones a,(z) son
continuas en {2 con valores reales, podemos definir

L: C*Q) — C(Q)
uv+— Lu,
(2.21)

donde Lu es dado por la formula (2.20). El término operador es usado para enfatizar que
la aplicaciéon L esta definida entre espacios de funciones, esto es, L lleva una funcién
u (con ciertas propiedades) en otra funcién Lu. El operador L es un ejemplo de un
operador diferencial parcial.

Como la E.D.P (2.19) es lineal, el operador diferencial parcial L es también un operador
diferencial lineal, esto es,

L(u+v) = L(u)+ L(v),
L(fu) = BL(w),

para todo u, v en el dominio de L y cualquier escalar 3 € R.

Ejemplo 2.9. Consideremos la ecuacion diferencial
Uy =0, (z,9) € R (2.22)

Busquemos soluciones cldsicas de la ecuacion, esto es, soluciones que satisfacen a (2.22)
puntualmente.
En este caso podemos definir el operador

L: C*(R?*) — C(R?)
u(z,y) — L(z,y) = ugy(z,v).
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Para resolver la ecuacion fijamos x e integramos en relacion a la variable y. Asi obte-
nemos que

Uz = ¢($),
donde 1 es una funcion arbitraria de clase C'(R). Fijando la variable y e integrando
en relacion a x, obtenemos

ula,y) = / 3@) + dly) = () + 6(v),

donde 1) es una primitiva de la funciéon @Z v ¢ es una funcion arbitraria de clase C*(R).
Note que como () es arbitraria la funcién 1 (z) también lo es.

Consecuentemente el espacio de las soluciones clésicas de la ecuacion diferencial u,, = 0
es precisamente el conjunto

{ue C*(R?) u(z,y) = ¢(z) + 6(y), (v,y) ER® ¢, é € C*(R*)}. (2.23)
Notemos que el espacio solucion es un espacio vectorial de dimensién infinita.
El ejemplo anterior nos lleva a pensar en la importancia que tiene el espacio de
funciones donde estamos buscando la solucién de una E.D.P, la nocién intuitiva de
solucién de una E.D.P es que, una solucién es una funciéon que satisface la ecuacion
puntualmente sin embargo esta nocién es muy general. De hecho existen muchas
interpretaciones de esta nocion, generalizando inclusive el concepto de funcién, a través
de lo que se conoce como Teoria de las distribuciones. (vea [5],[7])

Retornando al ejemplo (2.9), podemos cuestionarnos sobre la posibilidad de crear nuevas
soluciones a partir de combinaciones lineales finitas e infinitas. La respuesta a esta
pregunta se conoce en la literatura como principio de superposicion y es dada por el
siguiente teorema ([6])

Teorema 2.10. (Principio de Superposicion). Sea L un operador diferencial parcial
lineal de orden k cuyos coeficientes estan definidos en un abierto  C R™. Sea {u,, }5o_,
una sucesion de funciones de clase C* definidas en Q, las cuales satisfacen la E.D.P
lineal homogénea Lu = 0. Entonces, si {fm}r_, es una sucesion de nimeros tal que la
serie

u(@) = Bt (x) (2.24)

es uniformemente convergente y k veces diferenciable en §2, entonces u satisface Lu = 0.

Demostracion. Consideremos el caso en el cual £k =1 6 k = 2. Notemos que en este
caso el operador L es definido por

n

(Lu)(z) = > ay;(x)D;Djulx) + Z b;(z)Dju(z) + c(z)u(z). (2.25)

1,j=1
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Por hipotesis, para cualquier z € Q2,1 <14,7 <n
u(z) = Z QU (),
Diu(z) = Z A Dt (),

y dichas series convergen. Por lo tanto, para todo = € )

n

(Lu)(z) = Zaw( D;Dju(z +Zb x) + c(x)u(r)

ij=1

= Z a;;(z Z amD; Dju, () + Z bi(x) Z am Dt () + c(z) Z QU ()

i,7=1

_ Zo‘m Zaw () Dy Dty +Zb ) Dty () + ()t ()

= Z (L) () = 0.

Asi queda demostrado el Teorema para el caso k = 1, k = 2. El caso general puede ser
demostrado de manera anéloga. O]

2.3. Condiciones Iniciales y Condiciones de
Frontera.

Una diferencia importante entre una ecuacion diferencial parcial y una ecuacion dife-
rencial ordinaria es la informacion adicional necesaria para determinar la unicidad de
la solucion.

Recordemos que cuando trabajamos con ecuaciones diferenciales ordinarias lineales,
aparecen constantes arbitrarias las cuales pueden ser determinadas colocando condicio-
nes iniciales, esto es, fijando valores de la solucion y de sus derivadas hasta cierto orden
en un determinado punto. Podemos tener también la unicidad de la solucién, en el caso
de intervalos finitos, llamadas condiciones de frontera.

Cuando se trata de una ecuacion en derivadas parciales, la situacion es un tanto diferen-
te; asi sea en el caso lineal, la solucion general, cuando es posible encontrarla, envuelve
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funciones arbitarias de las variables dependientes, como vimos en el ejemplo (2.9), de
manera que existe un grado de generalidad mucho mayor con relaciéon a la forma de la
soluciéon. En el caso de una E.D.P, el espacio de las variables independientes es multi-
dimensional; buscamos soluciones definidas en un conjunto abierto €2 de R™. Es natural
reemplazar los extremos del intervalo, en el caso n = 1 (E.D.O), por la frontera 02 del
conjunto €.

2.3.1. Condiciones de Frontera

Las condiciones de frontera son condiciones que imponemos sobre el valor de la solucion
y de sus derivadas en el borde o frontera 02 del dominio 2. Las condiciones de frontera
pueden ser llamadas, dependiendo de la literatura, condiciones de contorno.

Las condiciones de frontera aparecen de manera natural en la descripcion de fenémenos
fisicos independientes del tiempo. Estas condiciones pueden ser representadas como

au(z) + 6% = h(z), =€ 0N (2.26)

donde « y 3 son constantes dadas, h(x) es una funcion dada definida sobre 92 y

U .
n es la derivada normal de u.
n
Existen varios tipos de condiciones de frontera; dos de ellos son, las condiciones de tipo

Neumann y las condiciones de tipo Dirichlet

Condiciones de Neumann

Son condiciones impuestas sobre la derivada normal de la funciéon u, en la frontera 0f2
de Q, esto es, cuando aw = 0 en la ecuacion (2.26)

0
) = h(z), x € 092. Condiciéon tipo Neumann.

B (a)

Ejemplo 2.11. Sea Q un abierto de R?. Consideremos el problema

Au= f(z), en Q,
ou (2.27)

%:h(:v), sobre 0L,

donde f y h son funciones dadas, definidas sobre €2 y 0f) respectivamente.

El problema presentado en el ejemplo (2.11)) es un problema con condiciones de frontera
de tipo Neumann. Observemos que si u es solucion de (2.27), dicha solucién no es tnica.
De hecho si definimos la nueva funciéon ¥ = u + ¢, donde ¢ es cualquier constante,
podemos ver que ¥ es otra solucion de (2.27).
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Condiciones de Tipo Dirichlet

Son condiciones impuestas sobre el valor de la funcién en la frontera 02 del dominio
2, esto es 3 =0 en la ecuacion (2.26)

au(z) = h(z), x € 0. Condicién tipo Dirichlet.

Ejemplo 2.12. sea Q un abierto de R%. Consideremos el problema

Au= f(z), =€,
u=h(x), z¢€ i,

donde f y h son funciones dadas, definidas sobre 2 y 02 respectivamente. El problema
del ejemplo (2.12) es un problema con condiciones de frontera de tipo Dirichlet.

Nos adelantamos a observar que el ejemplo (2.12) tiene soluciéon unica. De hecho su-
pongamos que w es otra solucion del ejemplo (2.12). Entonces w satisface:

Aw = f(z) x€Q,
w=h(x), x€d.

Sea v = u — w. entonces la nueva funciéon ¢ satisface el problema

(2.28)

AV =0, x€Q,
=0, xed.

Multipliquemos la primera ecuacion en (2.28) por una funcion arbitraria ¢ € C*(€2) tal
que ¢ = 0 en 0f2, e integramos por partes. Entonces tenemos:

/QA79¢ = /Qo¢:o

o
= —/VﬁV(b—l—/ — -0 =0,
Q a0 On
= —/ VIVe =0, para ¢ e C*Q).
Q
Tomando en particular ¢—= ¢ tenemos que [, [VV|*> = 0 entonces Vi) = 0 en Q.
Si VY = 0 en €, entonces 9 es constante en ). Como ¢ = 0 sobre 0f2 entonces ¥ = 0

v asi u = w.
Consecuentemente, el problema del ejemplo(2.12) tiene solucion tnica.

Observacion 2.13. Notemos aqui que dada una E.D.P, no podemos imponer condicio-
nes de tipo Neumann y condiciones de tipo Dirichlet sobre 02 simultdneamente, esto
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es, no podemos plantear un problema como

Au= f(z) z €,
u=g(x), zedf,
% = h(z), x €09,
puesto que el problema queda sobredeterminado. Lo que si podemos hacer es dividir la
frontera 02 en dos partes disjuntas I'y y I'y e imponer una condicion de Dirichlet sobre
I'y y una condicion de tipo Neumann sobre I's, como por ejemplo,

Au=f(z) ze€Q,
u=g(x), xely,

0
(‘3—Z = h(z), xels.

2.3.2. Condiciones Iniciales

Una pregunta interesante es como generalizar el concepto de condiciones iniciales de
una E.D.O para una E.D.P.

Nuevamente recordemos que en el caso una E.D.P. el espacio de las variables indepen-
dientes es multidimensional. Al tener mas de una variable 1, xo, .., x,,, es natural fijar
una de las variables e imponer el valor de la solucién u y de sus derivadas parciales
en relacion a la variable fija como funciéon de las otras variables. Por ejemplo, si las
variables independientes son t y x, podemos considerar ¢ = 0 y colocar condiciones

como:
u(z,0) = f(x),
ut(xa O) = g(I),
siendo f y g funciones dadas.
El hecho de asumir en el ejemplo ¢ = 0, significa que estamos colocando condiciones
sobre el valor de la solucion y de sus derivadas a lo largo de la curva ¢t = 0.
Si en lugar de 2 variables, tenemos 3 variables ¢, z,y y asumimos ¢ = 0, estamos impo-
niendo condiciones sobre el valor de la soluciéon u y sus derivadas ya no a lo largo de
la curva t = 0 sino a lo largo de la superficie ¢ = 0. Con esta introduccién podemos
generalizar el concepto de condiciones iniciales de una E.D.O para una E.D.P, diciendo
que una condicién inicial para una E.D.P es una condicién en la cual imponemos el
valor de la solucion y de sus derivadas normales a lo largo de una curva inicial (n = 2),
una superficie inicial (n = 3) o una “hipersuperficie” inicial (n > 3). En este caso el
problema se le dice problema de Cauchy o problema de valor inicial.

Ejemplo 2.14. Consideremos el problema

{Uy(l',y) 207 (Q?,y) €R27
u(z,g(x)) = f(z), z€eR,
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donde f y g son funciones dadas. El ejemplo (2.14) es un problema de valor inicial o
problema de Cauchy. La E.D.P envuelta es de primer orden. Notemos que la condicion
inicial es dada sobre la curva y = g(x). Esta curva es llamada curva inicial.

Ejemplo 2.15. Consideremos el problema

zug +yu, =0, 22+ y* <4,
u(2sint,2cost) =tsint, 0<t <27

Este es un problema con condiciones iniciales donde la E.D.O envuelta en la ecuacion
lineal de primer orden es xu, + yu, = 0 y el dominio de ) es dado por el interior del
circulo x*>+y? < 4. La condicion inicial es dada por la curva (2sint,2cost), 0 <t < 27.
Esta curva corresponde a la circunferencia con centro cero y radio 2.

En el proximo capitulo analizaremos las condiciones que garantizan la existencia de
solucién para un problema de ecuaciéon diferencial de primer orden con condiciones
iniciales .

2.3.3. Problemas mixtos

Dada una E.D.P, podemos considerar condiciones iniciales junto con una condiciéon de
frontera. A este tipo de problemas los llamamos Problemas mixtos. Veamos el siguiente
ejemplo que comprende a la formulaciéon matematica del problema de la conduccion del
calor. Representemos por V la region del plano (z,t) determinada por:

V={(x,t): 0 <z < L,t > 0}.
La frontera 0V, de V es dada por las semirectas {z =0, ¢t > 0}, {x = L, t > 0} y por el

segmento de recta {0 <z < L, t = 0}. El problema de la ecuacion del calor consiste en
determinar una funcion real u(x,t) definida en V que satisfaga a la ecuacion del calor

up = kuge, (x,t) €V,
que verifica la condicién inicial
u(z,t) = f(x), (0< xz<L), (Condicion Inicial),

donde f : [0, L] — R es una funcion dada, y, finalmente, que satisfaga las condiciones
de frontera

u(0,t) = h(t), (condicion de frontera)

u(L,t) = g(1),

(t)

(condicion de frontera)
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donde h(t) y g(t) son funciones dadas que representan el valor de la temperatura u en
los extremos x = 0 y x = L, respectivamente.

Una manera de obtener la solucién de este problema mixto es usando el clasico método
de Fourier, (o Separacion de Variable). La descripcion de este método se sale de los
objetivos de esta monografia, sin embargo, referimos al lector interesado a que vea el
libro [3].
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CAPITULO 3

Ecuaciones diferenciales parciales de
primer orden

El objetivo de este capitulo es presentar un estudio sobre la existencia de soluciéon de
ecuaciones diferenciales parciales de primer orden con condiciones iniciales; explicita-
mente daremos una introduccién al concepto de curvas caracteristicas planas y con ello,
presentamos un Teorema de existencia y unicidad de soluciones para un problema de
primer orden con condiciones iniciales .

3.1. Ecuaciones diferenciales parciales de primer
orden lineales

Como ya sabemos, las E.D.P’s de primer orden lineales estan dadas por:

n

> aj(zx)Dju+ b(x)u + c(z) =0, (3.1)

j=1

donde algunos de los coeficientes a;(x) no es identicamente nulo. Si afiadimos a la ecua-
cion (3.1) una condicion inicial, como garantizar la existencia y unicidad de solucion?
Para introducirnos en este aspecto, iniciamos analizando el siguiente ejemplo

Ejemplo 3.1. Consideremos la E.D.P lineal de primer orden con condiciones inicales
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(3.2)

donde g(z), f(z) son funciones de clase C'(R) dadas. Como vimos en el Capitulo 2,
este problema corresponde a un problema de Cauchy. La condicién inicial es dada por
u(z,g(x)) = f(z),z € R, lo que indica que la funcién u que deseamos encontrar es
conocida a lo largo de al curva y = g(z). Esta curva y = g(x) es conocida como la curva
inicial.

Para resolver el problema del valor inicial (3.2), como la derivada parcial de u en relacién
a y es identicamente cero, tenemos que u es constante en relacion a y, luego integrando
la ecuacion u,(z,y) = 0, tenemos

u(z,y) = h(x), para (z,y) € R? (3.3)

donde h es una funcién arbitraria de clase C'(R). La expresion (3.3) es vélida para
(z,y) en R?; asi tomando y = g(z) para todo z € R, tenemos que

hz) = u(z,g(x)) = f(z), zeR = u(z,y) = f(z). (3.4)

Con lo anterior se demuestra que si u(x,y) = f(x) es una solucion clésica del problema
(3.2), tal u(x,y) es dada por (3.4) y viceversa. Consecuentemente el problema (3.2)
tiene solucion unica.

Notemos que en el problema se exige que el dato f(z) sea una funcion de clase
C1(R). Esto es debido a que estamos buscando soluciones clésicas, esto es, soluciones
de clase C'(R?). Sin embargo, para datos f(z) menos regulares, podemos obtener
soluciones con menos regularidad.

Notemos también que si consideramos la ecuacion u,(z,y) = 0 sujeta a la condiciéon
inicial u(x,g(x)) = fe(x), donde ahora el dato fe(x) € C(R) es una perturbacion
continua de f(z), la solucion ug(x,y) correspondiente, también se aproxima de u(z,y).
Esto es evidente ya que la soluciéon es dada por la condicién inicial. Esta tultima
propiedad nos indica que existe una dependencia continua en los datos, esto es, datos

proximos, soluciones prdzimas con respecto a la métrica de C'(R),esto es, sup | - |.
zeR
Mensionamos aqui que un problema que posee soluciéon, donde dicha solucién es tnica

y ademas existe dependencia continua de los datos, es un problema bien puesto. En
conclusion el problema (3.2) es un problema bien puesto.

Consideremos ahora el problema



donde f € C'(R) es dada. La tinica diferencia entre el problema (3.2) y (3.5) es la curva
inicial. De hecho, la curva inicial en (3.2) es el grafico de una funcion de x, en tanto que
en (3.5) la curva inicial es el eje y. Sin embargo esta diferencia lleva a que el problema
(3.2) sea un problema bien puesto en tanto que el problema (3.5) no lo es. De hecho, si
derivamos la condicion inicial en (3.5) en relacion a y obtenemos

uy(z,y) =0, (2,y) € R?,

uy(0,9) = f'(y), yER,
y por lo tanto, f’(y) = 0, para todo y € R. Con ello podemos concluir que para el
problema (3.5) tenga solucion es necesario que la funciéon f cumpla f'(y) = 0, esto es

f debe ser constante. Si f es constante entonces f(y) = k, Vy € R. Como la solucion
general de u,(z,y) =0 es

u(z,y) = g(x), (z,y) € R
donde g(z) es cualquier funcion de clase C*'(R), entonces la solucién de (3.5) es

u(z,y) = g(x),

donde g(z) es cualquier funcion de clase C*'(R), satisfaciendo g(0) = k.
En conclusion, si f es constante, el problema (3.5) tiene infinitas soluciones y si f no
es constante el problema (3.5) no tiene solucion.

Consideremos ahora el problema

{uy(x,y) =0, (z,y) eR? (3.6)

u(zo,y) = f(y), yeR.

En este caso la curva inicial es una recta vertical. Analogamente a (3.5), el problema
(3.6) no tiene solucion si f no es una constante y tiene infinitas soluciones si f es
constante.

Qué sucede para curvas mas generales? Para tratar de responder a esa pregunta veamos
el siguiente ejemplo:

(3.7)

donde f € C'(R) es dada
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Yo

To T

Yo

curva
inicial

Como ya vimos la soluciéon general de u,, = 0 es una funcién de z; luego si u es la soluciéon
de (3.7) dado zy € R, u(zo,y) = g(zo) es constante, esto es u(z,y) es constante a lo
largo de las rectas verticales. Dado xy < 1, la recta vertical x = x intersecta la curva
inicial en dos puntos (zo,yo) v (2o, —yo). Asi si u es solucion,

f(yo) = u(wo, —yo) = f(=%0)-

Consecuentemente, para que el problema (3.7) tenga solucion, es necesario que

fy)=f(-y), para yeR,

esto es, es necesario que f sea par. Asi si f no es par, el problema no tiene solucién.
si f es par esperamos que el problema tenga infinitas soluciones pues v no esté deter-
minada para x > 1. Dado zy > 1, la recta vertical x = zy no corta la curva inicial. En
verdad, como estamos buscando soluciones de clase C*!, aun cuando f es par, es nece-
sario imponer una condicién adicional. Observemos que la solucién, por lo que vimos
anteriormente, debe ser dada por

w(z,y) = f(V1—x) si x<I1.

Como queremos que u € C'(R), es necesario que exista la derivada

VT

y, en este caso, la solucion del problema (3.7) son dadas por

u(x’y){f(m), si x <1,

g(x), si x>1,
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donde g € C'([1,00)) satisface

(1) =1(0)
9(1) =5 fVT= )

El estudio de este ejemplo deja claro que el problema de cauchy para la ecuacion
u, =0, en R?,

tiene solucion tnica para cualquier condicién inicial f € C'(R) si la curva inicial es tal
que, para todo xy € R, la recta x = xy corta la curva en exactamente un punto; en otra
palabras, si la curva inicial es el grafico de una funcion y = p(x).

Si revisamos el procedimiento que usamos para resolver los problemas de Cauchy (3.2),
(3.5), (8.7), nos damos cuenta que realizamos un proceso de integracion a lo largo del
segmento de recta que une un punto de la forma (zo, g(x¢)) con el punto (zg,yy) de
R2. este procedimiento sera generalizado y sera presentado con detalle en la siguiente
seccion.

3.2. Curvas Caracteristicas

Como vimos en los ejemplos anteriores, todas las soluciones de la E.D.P u, = 0 en R?
son constantes en rectas verticales y las curvas iniciales “adecuadas” son las que tienen
tangentes verticales. Esto nos permite dar la siguiente definicion

Definicion 3.2. (Curvas Caracteristicas planas) Dada una E.D.P de primer orden, las
curvas caracteristicas para dichas E.D.P son curvas a lo largo de las cuales las E.D.P
es una deriwada total.

Observemos aqui, que una vez encontradas las curvas caracteristicas, como a lo largo
de estas curvas la E.D.P es una derivada total, entonces podemos integrar a lo largo de
tales curvas y resolver la E.D.P. Observemos que este procedimiento fue realizado para
resolver la ecuacion u, = 0, de hecho alli integramos en relacion a y, esto es a lo largo
de la recta x = xg, x9 € R.

Ejemplo 3.3. Consideremos la ecuacion no homogénea

du(z,y)

By = h(z,y), (z,y)€R? (3.9)
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donde h(z,y) es una funcion en C(R?) dada. Las curvas caracteristicas planas también
son las rectas x = xg,x9 € R. De hecho notemos que a lo largo de la recta x = x¢ la
ecuacion (3.9) queda:

0
a_yU(xO’ y) = h(l’o, y)

Ejemplo 3.4. Consideremos el problema

au(‘ray> _ 2
ay _h(xay)a (l’,y) ER )

u(z,p(x)) = f(z), zeR,

donde h € C(R?),p, f € C(R), son funciones dadas.
Para obtener la solucion de (3.10) en el punto (xo,vo), basta integrar a lo largo del
segmento de recta que une el punto (zo,p(xg)), con el punto (zo,yo),

A

(3.10)

Yy (‘TOJ yo)
Yo

(w0, p(20))

Curva inicial

Zo
Curva caracteristica

Fig.5 Representacion de la curva inicial y las caracteristicas

Si u es solucion de (3.10) entonces
Y0
) = [y )t + uln,plso)
g Yo
:f(x0)+/ h(xo,t)dt
p

0 seaq,

w(z,y) = f(x) +/ h(xg,t)dt. (3.11)

Reciprocamente, si u es dada por (3.11)), entonces u es solucion de (3.10). Consecuen-
temente el problema (3.10) tiene una tnica solucion dada por (3.11).
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Ahora vamos a generalizar las soluciones presentadas en los ejemplos anteriores para
resolver ecuaciones de la forma:

a(z,y)u, + b(z,y)u, = c(x,y). (3.12)

Como vimos anteriormente existe una relaciéon entre la curva plana inicial v y el conjunto
abierto 2 de R? donde queremos que exista una solucién. La region € debe ser cubierta
por curvas caracteristicas planas que cortan a la curva inicial 4 en un tnico punto. Si
parametrizamos la curva inicial vy por (o(t), p(t)),t € I, donde [ es un intervalo abierto,
podemos escribir la ecuacion (3.12) como:

a(z,y)u, +b(z, y)u, =c(x,y),
{“(U(t),p(t)) — f(t),tel (3.13)

Asumamos las siguientes condiciones sobre v f(t), a(x,y), b(x,y) y c(z,y).

= Supongamos que las funciones o, p son funciones continuamente diferenciables
en I esto es, o, p € CY(I) y que o’(t)? + p/(t)? # 0 para cualquier t € I. Estas
condiciones sobre v equivalen a decir que la curva inicial es “suave.”

» Supongamos que a(z,y), b(z,y) v c(x,y) € C(Q) y que las funciones a(x,y) y
b(z,y) no se anulan simultaneamente en Q C R?, donde € es un conjunto abierto
que contiene una vecindad de la curva ~.

» Asumamos que f € C(I).

Con las hipotesis anteriores, podemos resolver el problema (3.13). En primera instancia
necesitamos encontrar las curvas caracteristicas planas de la ecuacion (3.12)). Ya sabe-
mos que estas curvas son curvas a lo largo de las cuales la E.D.P puede ser escrita como
una derivada total.

Si C'es una curva caracteristica plana, la cual es parametrizada por (a(t), 5(t)), entonces
la derivada total de u a lo largo de la curva C, es dada por

%[U(Q(S), B(s))] = o'(s)ua(als), B(s)) + B'(s)uy(als), 5(s)). (3.14)

Por otro lado la ecuacion (3.12) a lo largo de la curva C'es dada por:

a(a(s), B(s))us(a(s), B(s)) + bla(s), B(s))uy(als), B(s)) = c(a(s), B(s)).  (3.15)

Por lo tanto si queremos que las expresiones (3.14) y (3.15) sean iguales (para que la
E.D.P sea escrita como una derivada total), necesitamos que

{0/(3) = Z(@(S)aﬁ(s))a (3.16)



En este caso la ecuacion puede ser reescrita como

d

T [u(a(s). 5(s)] = c(als), 5(s)).

Notemos que la ecuacion (3.16) significa geometricamente que el vector tangente a la
curva C'en el punto (a(s), 3(s)) es paralelo al vector (a(a(s), 5(s)), b(a(s), B(s))).
Con lo anterior podemos concluir que las curvas “caracteristicas planas” de la ecuacion
(3.12) son curvas suaves C que admiten la parametrizacion (a(s), 3(s)) satisfaciendo

{O/(s) = a(a(s), B(s)), (3.17)

B'(s) = blals), B(s)).
Notemos que las ecuaciones (3.17) corresponden a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias y este sistema tiene infinitas soluciones. Como es usual, para obtener una
lnica solucién es necesario imponer un par de condiciones iniciales.
Recordamos que por el Teorema de Picard [11], que garantiza la existencia y la unicidad
de solucién para una E.D.O, como las funciones a(z,y) y b(x,y) € C1(Q), dado (z, yo) €
(2, existe una solucion (a(s), 3(s)) de (3.17) con s en una vecindad de sy tal que

a(sg) = xo,
{5(80) o (3.18)

Teorema 3.5. [6] (Existencia y Unicidad) Sean Q@ un abierto de R*, I un intervalo
abierto de R, v una curva suave en ) parametrizada por y(t) = (o(t),p(t)), t € I, f
e CHI) ya, b, c € CHQ).Supongamos que a(x,y)* + b(z,y)* # 0, para todo (x,y) € Q

Yy
a(o(t), p(t)) blo(t), p(t))
det( o' (1) o(t) ) #0,Vt e 1.

Entonces el problema (3.13) tiene una tinica solucion de clase C' en una vecindad de
la curva v en Q, dada por u(zo, yo) = f(to) + [3° c(z(s,to), y(s, to))ds.

Demostracion. Vamos a considerar primero un caso analogo al problema (3.2), es-
to es, vamos a suponer que la curva inicial 7 nunca es tangente a las curvas carac-
teristicas planas: en otras palabras, el vector tangente (o(t), p(t)) nunca es paralelo
a (a(o(t),p(t)),b(a(t),p(t))). Usando la terminologia de algebra lineal, los vectores
(a'(t), p'(t) v (alo(t), p(t)),b(a(t),p(t))) son linealmente independientes, para t € I.
Con esta hipotesis, para cada t € I, existe una tinica curva caracteristicas plana pasan-
do por el punto (o(t), p(t)), o sea, que es solucion de (3.16) y (3.18) como zy = o(t),

Yo = p(t) en una vecindad de sy (que vamos a tomarla igual a cero para simplificar la
notacion); ademas de eso, (a(t), p(t)) es el unico punto de interseccion de 7 que tiene
una caracteristica pues si existiese otro, en algin lugar los vectores tangentes a las dos
curvas serian paralelos, lo que contradice la hipotesis. En este caso podemos entonces
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cubrir una vecindad de la curva 7 con curvas caracteristicas planas que intersectan la
curva 7y en exactamente un punto. Esto nos permite hacer un cambio de variable de
(z,y) para (s,t): para cada t € I, si denotamos la curva caracteristica plana que pasa
por (a(t), p(t)) por (x(s,t),y(s,t)), entonces el sistema (3.16) y las condiciones (3.18])
pueden ser reescritos como

ys(s,t) = b(x(s, 1), y(s, 1)),
x(0,t) = o(t), (3.19)
y(07t) = p(t);

ademas de eso, como los vectores (o'(t), p/(t)) v (a(a(t), p(t)),b(a(t), p(t))) son lineal-
mente independientes,

et (o) o)

luego, por continuidad,
Ts Tt
det 0
< Ys Ut ) 7&

en una vecindad de 7. Luego la transformacion (s,t) — (z(s,t),y(s,t)) es localmen-
te inyectiva, lo que nos permite hacer un cambio de variable: v(s,t) = u(z,y) y asi
obtenemos por regla de la cadena,

5 (5:0) = (s, 0,5, )G + G (s t) (. 0) 5 (3.20)
ou

= a(x(s,1),y(s, 1) 5 (2(s,1), y(s,1)) + bz(s, 1), y(&t))g—Z(% (s,1), y(s,1)).

ox

Sustituyendo la EDP (3.12) en (3.20), obtenemos

vs = c(x(s,t),y(s,t)).
Ademas de eso la condicion inicial del problema (3.13) queda

v(0,t) = f(t) t e I,
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luego el problema que v satisface es

vs = ¢z, (s,t),y(s,t)), (3.21)
v(0,t) = f(t) tel.

Para cada t € I fijo, el problema (3.21) es un problema de valor inicial para una EDO
de primer orden, cuya solucién es obtenida integrando directamente desde s = 0 a s;
obtenemos entonces

v(s,t) = /OS vs(v, t)dv +v(0,t) = /08 c(z(v,t),y(v, t))dv + f(t). (3.22)

Curva caracteristica plana
A S ([L’(S,to),y(87t0))

® (20,%0) = (z(S0,%0), y(50, t0))

* (alto), p(to)) = (x(0,%0),4(0, %))

Fig 6.

Para volver a u, dado (¢, o), sea to = t(xo,y0)) ¥ So = s(o, Yo) esto es, xog = x(s¢, o)
Y Yo = y(So, to); sustituyendo v(s,t) = u(x,y) en (3.22), obtenemos

u(zo, yo) = f(to) + /080 c(x(s,to), y(s, to))ds. (3.23)

Note que, si u es solucion de (3.13)), entonces u satisface (3.23)); como (3.23) es de hecho
solucion de (3.13)) (como (3.22)) es solucion de (3.21)), la solucion del problema (3.13)
es Unica. [l

Ejemplo 3.6. Encuentre las curvas caracteristicas correspondientes a la ecuacion

— Yu, + Tuy = 4dzy. (3.24)
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De acuerdo a lo visto anteriormente, las curvas caracteristicas planas corresponden a
curvas de la forma s — (a(s), 5(s)) satisfaciendo

o/ (s) = ~B(s)
{ms) = as). )

Y asi para obtener las curvas caracteristicas debemos resolver el sistema de E.D.O’s
(3.25). Multiplicando la primera ecuacion en (3.25) por a(s) y la sequnda ecuacion
(3.25) por B(s) y sumando las ecuaciones resultantes tenemos

a(s)d/(s) + B(s)0'(s) =0

0 sea

d 2 2] _
ol + 8] = .

N | —

Esto implica que o(s)? + 3(s)> = constante. Consecuentemente las curvas caracteris-
ticas planas para la ecuacion (3.24) son circunferencias centradas en el origen

a(s)*+6(s)*=c

Fig 7. Curvas caracteristicas planas
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Ejemplo 3.7. Encuentre la solucion del problema

(3.26)

—Yug + zu, = 4ry,
u(z,0) = f(x),z > 0.

Ya sabemos por el ejemplo anterior que las curvas caracteristicas correspondientes a la
E.D.P —yu, + zu, = 4xy son circunferencias centradas en el origen.

Notemos que la curva inicial es el semieje y =0, x >0, la cual corta ortogonalmente
cada curva caracteristica plana en exactamente un punto.

Notemos también que cada punto (z,y) de R? — {(0,0)} pertenece a alguna de esas
caracteristicas

curva nicial

Curva caracteristica

Fig 8. Curvas caracteristicas Vs Curva inicial

A lo largo de cada curva caracteristica, esto es, cada circunferencia de radio r y centro
en el origen, la E.D.P se expresa como

dil@ [u(r cos@,rsenf)] = 4r?send - cosf.

Integramos la ultima ecuacion usando coordenadas polares y asi obtenemos:

0(zy)
u(z,y) =u(r,0) + / 4r% sen 6 - cos Od0
0
— 2% sen? 0720 + £(r)
=2y + f(Va? + ).
Por lo tanto la solucion del problema (3.26) es

u(x,y) = 2> + f(v/2? +y?), (z,y) e R* = {(0,0)}
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Observemos que en (0,0) la funcion \/x? + y? no es derivable y la diferenciabilidad de

u depende de la diferenciabilidad de la funcion f.

Ejemplo 3.8. Consideremos la E.D.O.

2yu, +u, = (2y° + ) sen(2xy), (v,y) € R?,

y encontremos las curvas planas.

En este caso a(z,y) = 2y y b(x,y) = 1. Asi tenemos que las curvas caracteristicas

planas satisfacen el sistema de E.D.O:

O sea
B(s) =s+c1, ¢1 constante,
a/(s) = 2s + 2¢y.

Por lo tanto

{ﬂ(s) =S+,

a(s) =8>+ 2sc; +ca=(s+c1)? +cg—

Lo que nos indica que las curvas caracteristicas planas son pardbolas de la forma

x:y2+c

Fig 9. Curvas caracteristicas de 2yu, + u, = (2y* + ) sen(2zy)

Ejemplo 3.9. Resolver el problema

{2yum + u, = (2y* + x) sin(22y), (z,y) € R?,

u(z,e ) = cos?(re2%).

(3.27)

La curva inicial es dada y = e=2*.Como las curvas caracteristicas son pardbolas de la
forma x = y? + ¢, entonces si consideramos el punto (xg,%o) de interseccion entre la
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curva inicial y = e~ con la pardbola x = y* + xo — y2, las tangentes son ortogonales

pues la recta tangente a la pardbola en el punto (zo,yo) tiene pendiente ﬁ, y la recta
tangente a la curva inicial en el mismo punto (xg,yo) tiene inclinacion —2yy. Estamos
en condicion de aplicar el Teorema (3.5)

y —e 2x
(xojyo)

[ ]

[ ]
(37173/1>

Fig 10. Curvas caracteristicas Vs curva inicial

Dado cualquier punto (x1,y1) de R?, él pertenece a la curva caracteristica
r = y?+x1—y3, que corta a la curva inicial en el punto inico (zo, o), de donde tenemos
que

Parametrizando la pardbola por (s* + x1 — y?,s) obtenemos:

Y1 d
u(zy,y1) = u(xo, Yo) +/ d—u(s + 21 — y5, 8)ds
Yo S

(
Y1
= / (3% + 1 — y7) sen(2s® + 2s(x1 — yi))ds + cos®(zoyo)
Y

0

Y1
/ (35 + 1 — y7)2sen(s® + s(zy — y7)) cos(s® + s(zy — yi))ds + cos®(zoyo)

y1(yi+a1—yi) 9
/ 2senr cosrdr + cos”(zoyo)
y

o(y0+r1 )
osr|"= eus = cos *(2oy0) = cos*(z1y1).

Por lo tanto la solucion del problema (3.27) es
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u(x,y) = cos?(ry),
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CAPITULO 4

Singularidades y ondas de choque

El objetivo de este capitulo es mostrar algunos ejemplos de lo que puede suceder con
problema de Cauchy si el teorema de existencia y unicidad falla o si la ecuacién no es
lineal. Inicialmente presentamos algunas situaciones donde el teorema no es vélido y
posteriormente haremos un estudio introductorio a la propagacion de singularidades y
ondas de choque, aspectos que aparecen en ciertos tipos de problemas no lineales y que
ha sido objetivo de muchas investigaciones en las tultimas décadas.

4.1. Sobre el Problema de Cauchy

En el capitulo anterior definimos las curvas caracteristicas planas para la ecuacion de
primer orden

a(r,y)u, + b(z,y)uy, = c(x,y), (4.1)

como siendo las curvas que satisfacen el sistema E.D.O’s:

{o/(J) = a(a(y), B(2)), (4.2)
s 3()).

Si la curva inicial y(t) = (o(t), p(t)), t € I, no es tangente a las curvas planas, vimos
que el problema
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{ a(z,y)us + b(z,y)uy = c(z,y), (4.3)

u(o(t), p(t)) = f(t), tel,
tiene una tnica solucion. Una pregunta que surge es la siguiente: ;Qué sucede si la
curva inicial v es una curva caracteristica plana? Por los ejemplos del capitulo ante-
rior, esperamos que el problema no tenga solucién o tenga infinidad de soluciones. De
hecho, esto es lo que sucede y lo que diferencia un caso de otro es el concepto de curva
caracteristica especial.

Definicion 4.1. (Curva caracteristica especial) Una curva caracteristica especial para
la ecuacion (4.1) es una curva suave

s — (a(s), B(s),¢(s)) € R,

que  tiene  tangente en el punto (a(s),B(s),((s)) paralela al  vector
(a(a(s), B(s)),b(a(s), B(s)), c(a(s), 5(s))); o equivalentemente, o, 3 y ¢ satisfacen

o/(s) = a(a(s), 5(s)),
F'(s) = blals), B(s)), (4.4)
('(s) = cla(s), B(s)).

En el caso en el que la curva inicial v no es tangente a las curvas caracteristicas planas,
la superficie solucién es generada por la curva I': t € R® — (a(t), p(t), f(t)) y por las
curvas caracteristicas en R? que intersectan I'. De hecho, dada una curva caracteristica
especial de (4.1) que corta a I' en el punto (o(to), p(to), f(to)), podemos hallar una
parametrizacion

s — (a(s), B(s), ((s))-
satisfaciendo (4.4)) con

((0), 5(0),¢(0)) = (a(t), p(to), f(t0))- (4.5)

Asi, la caracteristica plana que pasa por el punto (o(to),p(tg)) es precisamente
(x(s,t0),y(s,t0)) = (a(s), 5(s)) vy por lo tanto, usando la ecuacion (3.11) del capitulo 3
tenemos:

u(a(s), A(s)) = f(to) + /O c(a(r), A(T))dr

[ et

= f(to) +C(s) — €(0)
= ((s).

Lo anterior muestra que dicha curva caracteristica esta en la superficie solucion.
Por otro lado, la superficie solucién es parametrizada por
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(s,t) — (x(s,t),y(s,t),v(s,1)).

Para cada ty fijo, definiendo

a(s) = x(s, tg),

B(s) = y(s.to),

¢(s) = v(s, to),
por lo visto en el capitulo 2 podemos ver que «, 3 y ( satisfacen (4.4) y (4.5) y por lo
tanto, para cada t, fijo, la curva

s — ((s,10),y(s,t0), v(s, to))
es una caracteristica que corta I' en s = 0, lo cual prueba que de hecho la superficie
solucion es generada por I' y por las curvas caracteristicas,

Z

Curvas caracteristicas

Fig 11. Superficie Soluciéon

Supongamos que 7 es una caracteristica plana. Veremos que si I' es una caracteristica,
el problema tiene infinitas soluciones y si I' no es caracteristica, el problema no tiene
solucion.

supongamos que I' es una curva caracteristica especial para (4.1)). Sea ¢ una curva plana
cualquiera que nunca es tangente a las caracteristicas planas y que cortan v en el punto
(o(s0), p(so)), sea t — (p(t), q(t)) una parametrizacion de 6 con

(p(0),4(0)) = (o(s0), p(s0)) (4.6)
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y sea r una funcion de clase C! arbitraria satisfaciendo

r(0) = f(s0). (4.7)

Por lo que vimos anteriormente, el problema

a(z,y)u, + b(w,y)u, = c(z,y)
u(p(t), q(t)) = r(t),

tiene una solucién v en una vecindad de §; ademas, la superficie solucién contiene la
curva

H ot — (p(t), q(t),r(t)) (4.8)
y contiene todas las caracteristicas de la F.D.P que cortan H. En particular, la superficie
solucién contiene I' pues

(p(0),4(0),7(0)) = (o(s0), p(s0), f(s0)) € HNT,

debido a (4.6) y (4.7). Consecuentemente n es solucion de (4.3). Como existe una
cantidad infinita de posibles soluciones para la curva J y la funcion r, el problema tiene
una infinidad de soluciones.

Supongamos ahora que 7 es una caracteristica plana pero que I' no es una ca-
racteristica especial para (4.1)). Supongamos por reduccién al absurdo, que el problema
(4.3) tiene solucion. Si u es solucion, cualquier que sea t € I, derivando la condiciéon
inicial obtenemos

o' (H)ua(o(t), p(t)) + o' (R)uy (o (t), p(t)) = f'(F). (4.9)

(
Por otro lado la ecuacion (4.1) en el punto (o(t), p(t)) se transforma en
)

a(a(t), p(t))us(a(t), p(t)) + b(a (t), p(t))uy(a(t), p(t)) = c(a(t), p(t)). (4.10)

)+
Comparando las ecuaciones (4.9) y (4.10) y usando el hecho de que los vectores

((0'(2),P'(1))) ¥ (alo(t), p(t)), b(a(t), p(t)), c(a(t), p(t))) son paralelos, ya que v es una
curva caracteristica plana, obtenemos que los vectores en R?

(o'(8), p(8), /(1)) ¥ (alor (), (1)), blr(2), p(1)), c(c(1), p(t))) tambien son paralelos esto
es, [ es una caracteristica especial, lo que contradice la hipotesis. Consecuentemente,
el problema 4.3/ no tiene solucién en este caso.

Ejemplo 4.2. Consideremos el problema

uy(z,y) =2z, (x,y) € R?
u(z,0) = f(z). z € R.

En este caso las curvas caracteristicas planas son las rectas horizontales, luego el pro-
blema tiene solucion si y solo si, la curva

U:t— (0, f(t))
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es una caracteristica especial, esto es, los vectores (1,0,2t) y (1,0, f'(t)) son paralelos,
lo que equivale a decir que f'(t) = 2t, o sea,

f(t) =1t*4¢c, c constante.

Ast, el problema solo tiene solucion si f(x) = x® + ¢, para alguna constante c. En este
caso, tomando la curva & como siendo el eje de losy y r(y) de clase C* con

r(0) = £(0) = ¢, (4.11)

obtenemos:

cuya solucion es:
uleg) = u0.)+ [ 20t = rly) + o2
0

Asi en el caso en que f(x) = 22 +c, el problema tiene como solucion todas la funciones
de la forma
u(z,y) = r(y) + 7

donde r es una funcion de clase C' y satisface(.11)).

Volviendo al problema (4.3)), el caso en que la curva inicial 7 es una curva caracteristica
plana en un caso extremo. Qué sucede si la curva v es tangente a una caracteristica
plana en un determinado punto? Puede suceder que, para cualquier vecindad del punto
donde v es tangente a una curva caracteristica plana, siempre exista una caracteristica
plana que corte v mas de una vez y otra que no corte v pasando por esa vecindad (vea
la figura)

(o(to), p(to))

i Curvas caracteristicas

Fig 12

La existencia de una caracteristica plana cortando v més de una vez, hace que el dato
inicial f cumpla alguna condicién para que exista una soluciéon, pues el valor de la
solucion en uno de los puntos de corte, determina el valor de la soluciéon a lo largo de
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toda la curva caracteristica plana. La existencia de una curva caracteristica plana que
no corta a 7 hace que la solucion, si existe, no sea tnica, pues el valor de la solucion a
lo largo de tales caracteristicas no esta determinado. Puede ocurrir que a pesar de esa
tangencia, por cada punto de v pase exactamente una caracteristica plana que corte a ~y
solamente en ese punto; este hecho nos permite integrar a lo largo de las caracteristicas
planas, a pesar de que podamos perder diferenciabilidad.

Ejemplo 4.3. consideremos el problema

En este caso las curvas caracteristicas planas son las rectas y = ¢, ¢ € R. La curva
mnicial es

vt €R — (t,1%).
La curva inicial v es tangente a la recta y = 0 en t = 0. A pesar de ello cada ca-

racteristica intersecta vy en un unico punto. Podemos integrar a lo largo de las curvas
caracteristicas planas para obtener la solucion:

o) = [, i+ @

y
2y
Lt @)
Y
v
caracteristicas planas
(z07%0)
x
1
i

Fig 13. Superficie Solucion
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4.2. Propagacion de Singularidades

Regresaremos al problema:

a(x, y)ue + bz, y)u, = c(z,y)
u(o(t), pt)) = f(t),t €1,
(4.12)

donde I es un intervalo abierto, la curva plana

v(t) = (o(t), p(t)) es una curva suave, las funciones a(z,y), b(z,y), c(x,y) son de clase
C! en algtin subconjunto abierto de R? conteniendo la curva vy f : I — R es una
funcion dada.

Como vimos anteriormente si f € C'(I) y si la curva v no es tangente a las curvas
caracteristicas planas, entonces el problema (4.12) tiene una tnica soluciéon clasica en
una vecindad de la curva . La solucion en el punto (xg,yo) es obtenida integrando la
ecuacion a la largo de la curva caracteristica que pasa por (zg, yo) = (2(So, to), y(S0,t0))
de s = 0, curva que corresponde al punto

(0(8), p(t)) = (2(0,%0),y(0, %0)),

hasta s = sg. Por lo tanto la solucion en el punto (z, o) sélo depende del dato inicial
(o(to), p(to)) € ~; por esta razéon el punto dominio de dependencia de (x¢,yo). Por
razones equivalentes, la region de influenciade una parte 4 de la curva ~ es el conjunto
de puntos por donde pasan las caracteristica planas que intersectan 7.

Fig 14. Region de influencia de ¥

Si quitamos la hipétesis f € C'(I) manteniendo la hipotesis sobre v, podemos continuar
de la misma forma, solo que no obtendremos las mismas soluciones clasicas. Si f o f’ son
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discontinuas en ty, o algunas de sus derivadas tendra discontinuidades a lo largo de las
curvas caracteristicas que pasa por (o(ty), p(to)). Consecuentemente las singularidades
son propagadas a lo largo de las caracteristica planas

Ejemplo 4.4. Consideremos el problema

_ —4 R?
YUy +3§'U,y XY, (xvy) € y (413>
uw(z,0) = f(x), x>0,
donde
2 si0<z<l1
) = = =" 4.14
f( ) {1 st x> 1. ( )

Como vimos anteriormente las caracteristicas planas son circulos centrados en el origen
y la solucion del problema (4.153) esta dada por

(4.15)

22+ 3y sia? oyt <1,
142y st +y- > 1.

Observe que u € CH(R?) pero u no es diferenciable en el circulo x? +1y* = 1; u satisface
la ecuacion diferencial en el interior y en el exterior de este circulo, que es precisamente
la curva caracteristica plana pasando por el punto (1,0).

Ejemplo 4.5. consideremos el problema

uy +bu, =0,
1
U(O, y) == Yy 7é 07

Y
. . 1
donde b es constante. En este caso la curva inicial es el eje y solamente la funcion —
Y

es discontinua en el origen. Como las curvas caracteristicas son las rectas

y=bxr+c (4.16)

donde ¢ es una constante, la solucion del ejemplo (4.5) no estard definida a lo largo de
la recta y = bz: La solucion del ejemplo (4.5) esta dada por

1
y—bx
u satisface al E.D.P fuera de la recta y = bx.

, (2,y) € R? con y # bz,

u(:c,y) =

La situacion en el caso no lineal, tanto lo que se refiere a la propagacion de singularidades
como al comportamiento de la soluciéon, es bastante diferente. Para tener una idea de
lo que puede suceder, vamos a considerar ecuaciones no lineales de la forma

u+ (f(u)e =0, t>0, 2z€R, (4.17)
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donde f es una funcion dada de clase C?. Observe que la ecuaciéon (4.17) puede ser
escrita como

ug + b(u)u, =0, (4.18)

donde

b(u) = f'(u). (4.19)
Ecuaciones de tipo (4.17) aparecen en el estudio de fen6menos ondulatorios sin efectos
disipativos no lineales, como por ejemplo en la dinamica de los gases.
Las caracteristicas planas en este caso corresponden a las curvas en el plano xt satisfa-

ciendo
dx

=
donde u = u(z(t),t). a la largo de tales curvas u es constante ya que

d dz

—(u(x(t),t)) = upg— + uy = uy + b(u)u, =0,
dt((()’)) dt+t ¢+ b(u)

luego las curvas definidas por (4.20) son de hecho rectas. Es claro que esas rectas no

pueden ser determinadas a priori, una vez la ecuacion (4.20) envuelve el valor descono-

cido de u a lo largo de la curva. Podemos sin embargo usar esas curvas para hallar la

solucion de (4.17) satisfaciendo la condicion inicial

b(u) (4.20)

u(z,0) =up(x), ze€R. (4.21)

La idea aqui, como en el caso lineal, es construir una soluciéon utilizando las “caracteris-
ticas planas” que intersectan la curva inicial plana ¢ = 0. Dado xy € R, u es constante e
igual a ug(xg) a lo largo de la recta pasando para el punto (xg,0) y satisfaciendo (4.20),
esto es;

u = ug(xo), (4.22)

a lo largo de la recta
x = b(ug(xg))t + xo. (4.23)

Decimos que las caracteristicas planas para el problema (4.18), (4.21) son las rectas
(4.23). Basandonos en el caso lineal, esperamos que las ecuaciones (4.22) y (4.23) de-
termina la solucion del problema. Esto sucede en una faja t € (0,7") pero al contrario
al caso lineal, las caracteristicas planas se pueden intersectar.

Ejemplo 4.6. Considere el problema de Cauchy

Tz = 07
U + uu (4.24)
u(z,0) = up(x),
donde
1, st x <0,
u(z)=<¢1—2, s10<x<1,
0, st x> 1.
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La ecuacion en (4.24) es una ecuacion de Burger sin viscosidad y es de la forma (4.17)
con f(u) = “72 en este caso las rectas (4.23) se intersectan para t > 1, de modo que
la solucion dada por (4.22),(4.25) solo es vdlida para t < 1. Las caracteristicas planas

para el problema (4.24) estan dadas por

t + xo, st xg < 0,
r=9(1l—xo)t+mzy s10<25<1,
Zo, st xg > 1.

Six <t <1 entonces x =t + xg para algin xy < 0 y por tanto u = ug(xe) = 1; si
t<x<l1,z=(1—mz)t+xz para algin zo € [0,1], luego
r—t 1—-x

u:uo(xo)zl—xozl—l_t— T

finalmente, sit < 1 < x, entonces u = ug(x) = 0. Por tanto la solucion del problema
(4.24), definida para 0 <t < 1, es

u(z,t) =49 =2 sit<z<l, (4.25)

Observe que la funcion definida por (4.25) no es una solucidén clasica pues u ¢ C*(R x
(0,1)); las derivadas parciales de u no estan definidas a lo largo de los segmentos de
recta {(t,t) : 0 <t <1} y {(1,t): 0 <t < 1}. Esto era de esperarse pues estas son las
caracteristicas planas pasando por (0,0) y (1,0), respectivamente, y la condicion inicial
no es diferenciable en x =0 y x = 1. Fuera de esos segmentos de recta, es claro que u
satisface E.D.P en (4.2]]) note también que u € C(R x [0,1)) y satisface la condicion
inicial en (4.24)

A

Fig 15. Caracteristicas planas para el problema |4.2)

En relacion con la propagacion de singularidades, la situacion en el caso no lineal es
también muy diferente.
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Ejemplo 4.7. Vamos a considerar nuevamente la ecuacion de Burger Pero con una
condicion inicial diferente,

(4.26)

Uy + uu, = 0,
u(z,0) = uo(z),

donde

(z) 0 stax<O,
uo(x) =
0 1 sixz>0.

La funcion

stx<0,t>0,
si0<z<t t#0,
stx>t>0.

0
u(z,t) = %
1

es continua en R x [0,00) —{(0,0)} y es solucion del problema (4.26), esto es satisface
la E.D.P parat > 0 fuera de las caracteristicas planas pasando por el origén y satisface
la condicion incial.

Este ejemplo muestra que podemos tener una solucion continua para t > 0 aunque la
condicion inicial (t = 0) sea discontinua; por lo tanto la discontinuidad de la condicion
inictal no es “cargada” por las caracteristicas planas. En el ejemplo anterior solo las
deriwadas son discontinuas a lo largo de las caracteristicas planas pasando por el origen.
Esto es, evidentemente, un fendmenos puramente no lineal.

4.3. Ondas de Choque

Tomemos de nuevo el problema (4.26). Notemos que no es posible hallar una solucion
global, esto es, definida para todo ¢ > 0 que sea continua en el punto (1,1), una vez
que u =1l enlaregion x <t <1y wu=0enlaregion t < 1 < x; ademas de eso, asi
sea que admite soluciones discontinuas (por ejemplo, funciones que son discontinuas a
lo largo de una curva suave y que satisface la E.D.P fuera de esa curva), no sabriamos
como determinar la solucién en la region 1 < x < t una vez que cada punto en esa
region esta en exactamente tres caracteristicas planas (vea la figura 15).

Todavia en relacion al problema (4.24), note que las ecuaciones (4.22) y (4.23) en este
caso determinan una superficie ( que no es el grafico de una funcién de x y t) en el
espacio rtu, parametrizada por x( y t; la figura 16 muestra la proyeccion de las curvas
s+ (x(s,10), o, u(s,tp)) en el plano zu para diferentes valores de tg. Observe como la
curva quiebra en t = 1.
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1 t 1 ‘x
(@) t=0 (b) t=1
u u

1 t 1 m
(c)t=1 (d) t=23

Fig. 16. Proyecciones de las curvas s — (z(s,t), to, u(s,t)) en el plano xu para
diferentes valores de ¢.

El ejemplo 14.26 es tipico de lo que acontece cuando las caracteristicas planas se inter-
secan. Note que si x1 < x9, las caracteristicas planas pasando por (z1,0) y (x2,0) son
dadas, respectivamente por (ver ecuacion (4.23))

luego /1 y Il tienen un punto P en comin si y solo si

b(ug(x1)) > blug(xz)).

En este caso, si ug(z1) # uo(x2), una soluciéon global es necesariamente discontinua en
P = (z,tp) pues, cuando t tiende a t; a lo largo de Ij, u tiende a ug(x;) en cuanto
que u tiende a ug(z2) cuando t tiende a t; a lo largo de k; diremos entonces que una
onda de choque es formada en t = 3. Soluciones discontinuas tienen sentido desde un
punto de vista fisicos: experiencias con fluidos comprensibles como gases, muestran el
aparecimiento de discontinuidades en la soluciéon. Procuraremos entonces funciones u
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que sean discontinuas a lo largo de una curva = = g(t),t >t y que satisfagan la E.D.P
fuera de esas curvas.

Observe que si la funcion b(up(z)) es una funciéon monotona no decreciente de z, las
caracteristicas nunca se encuentran pues en este caso,

1 < T2 = b(ug(x1)) < b(up(z2)).

Desde el punto de vista analitico, esto significa que b(ug(x)) tiene derivada siempre
mayor o igual a cero y por tanto las ecuaciones (4.22) y (4.23) determinan la solucién
para todo t > 0: a decir verdad la transformacion

{ x = b(uo(xo))s + zo,

t=ux,

define un cambio de variable, ya que su jacobiano nunca se anula.

Volviendo al problema (4.24) necesitamos debilitar el concepto de solucion, aceptando
soluciones discontinuas, y descubrir, analizando el problema fisico, como definir la so-
lucion en la region 1 < z < t. De hecho ecuaciones de tipo (4.17) son derivadas de leyes
de conservacion integrales de la forma

d
— [ udxr = — f - nds, (4.27)
dt Jg G

donde G es una region del espacio, u mide la densidad de la cantidad fisica en discucion,
f describe el flujo y n es la normal exterior a la frontera 0G de G. La ecuacion (4.27)
nos dice que la tasa de variacion de la cantidad total de entidad fisica contenida en la

region G es igual al flujo atravesando la frontera de GG. En el caso unidimensional, G es
un intervalo y la ecuacion (4.27) queda

7 u(z,t)de = f(a,t,u(a,t)) — f(b,t,u(b,t)). (4.28)

Observe que, derivando bajo la integral, dividiendo por (b—a) y haciendo que el intervalo
tienda a un punto, obtenemos la ecuacion

ut+fx:0

que coincide con la ecuacion (4.17) si f = f(u). Por lo tanto la solucién tiene sentido
desde el punto de vista fisico y satisface (4.28).

Volviendo a la ecuacion (4.17), buscaremos una solucion u = wu(z,t) que satisfa-
ce (4.21) y que no esta definida a lo largo de una curva suave x = g(t), t > to, donde
to > 0 es el menor valor de t para lo cual hay interseccion de caracteristicas: Vamos a
suponer que u da un salto a lo largo de z = ¢(t), t > 0, que tyg < t < T y tomemos
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a < b de modo que la porcion de curva x = g(t) para ty <t < T esté contenida en la
faja a < x < b del plano zt (vea la figura 17). Con esta notacion, vamos a definir

I(t) = /b u(z,t)dx. (4.29)

=yt
0 y(t)
Ue Ug
t
a b

Fig 17. Los extremos del intervalo, a y b, son escogidos de modo que la curva
t € [to, T] — (g(t),t) este contenida en (a,b) x [to, T].

entonces de (4.28)

o = Fula,1) ~ Fufb. 1)) (4.30)

Por otro lado, si denotamos por u, y ug, respectivamente, las soluciones de la izquierda
y la derecha de la curva = = g(t), entonces la ecuacion (4.29) puede ser escrita como

g(t) b
I(t) :/ ue(:zc,t)dx—i—/ ug(z,t)de.
a g(t)

Por hipotesis, u,. y ug tienen limites laterales cuando x — ¢(t)” y & — ¢(t)T respecti-
vamente, luego, derivando directamente,

Y g outo )+ [ e de — gt /ath

g(t)

= g/(t){ue<g(t)7t) - ud(g<t)7t)} - ax(f(ue(xvt)))dx - /(t) ax(f(ud(xat)))dz

a

=g (t){ue(g(t), 1) —ualg(t), 1)} — flue(g(t), 1)) + f(ue(a,t)) — f(ua(b, 1) + f(ualg(t),1)).
Comparando con (4.30) obtenemos

g (t)(ua(g(t),t) — ue(g(t), 1)) = f(ua(g(t), 1)) — f(ue(g(t), 1)),

O sea

s[u] = [f] (4.31)



donde s = ¢/(t),

[u] = ua(g(1), 1) — ue(g(t), 1)
es el salto que u da al cruzar la curva * = ¢(¢). la condicion (4.31) es llamada la
condicion del salto.

Ejemplo 4.8. Vamos a aplicar esas ideas para hallar una solucion global para el pro-
blema (4.24): como u =1 para x <t <1 yu =0 para x > max{1,t}, es natural una

solucion como uc =1 y uqg =0 para t > 1, luego [u] = —1,[f] =3, s =1
t
)= +ec
g(t) =5 +c

Por otro lado, la discontinuidad debe comenzar en el punto (1,1), luego la curva suave
x=g(t), t > 1, debe ser la semirecta 2x =t + 1, t > 1, y la solucion global deseada es

1+¢
1 mx<t<1dx<—gﬂt2L
1_
u(z,t) = < sit<ax<l,
1+¢
1 %t<1§x6m>—g—2L

La figura 18. muestra las discontinuidades de u; u es discontinua a lo largo de la semi-
recta 20 =t+ 1, t > 1, y las derivadas de primer orden de u son discontinuas ademds,
es claro, de la semirecta 2o =t + 1 en los segmentos de recta x =t, 0 <t <1lyx =1,
0<t<1.

1 x
Fig 18. Solucion global del problema (4.24).

Extendiendo el concepto de solucién, tomamos posible resolver problemas de tipo (4.17),
(4.21) que no tienen soluciones globales clasicas.

Al mismo tiempo, existe el peligro de haber extendido demasiado la clase de posibles
soluciones, perdiendo la unicidad. De hecho el ejemplo (4.7) muestra que eso puede
suceder: las caracteristicas planas no se intersecan y existe soluciéon clasica para t > 0
pero que no esta determinada en la region 0 < x <t (vea figura 19.) Procediendo como
en el ejemplo (4.8), vemos que la funcion

0 siz<ti,
= {0 42

: t
1 st > 3.
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Satisface la condiciones de salto (4.31), y es solucion de (4.26) en el sentido que satisface
la E.D.P para t > 0 fuera de la recta x = %, y evidentemente satisface la condicion
inicial. Por otro lado, la funcién

0 six<0,t>0,
us(z,t) = % Si0<a <t t#0,
1 sixz>t>0.

es continua en R x [0,4+00) — {(0,0)} (luego en particular, satisface la condicion de
salto (4.31) con [u] = [f] = 0) y satisface la E.D.P para t > 0 ademas las caracteristicas
pasan por el origen. Solo una de esas funciones tiene significado fisico, el problema es
saber cual de ellas.

Una solucién u; en el ejemplo de arriba puede ser descartada si introducimios el siguiente
criterio:

Dado (z,t), con t > tg, fuera de la curva de discontinuidad, existe una caracteristica
plana pasando por (z,t) que es intersectada por la curva de discontinuidades en un
instante t; > t. De la figura 19. es evidentemente que no existe ninguna curva en la
region 0 < x < t que satisfaga el criterio anterior luego la solucién global que buscamos
para el problema (4.26) tiene que ser continua.

t

X

Fig 19. Caracteristicas planas para el problema 4.26

el significado del criterio anterior tal vez quede mas claro analizando el ejemplo (4.8):
comparando las figuras 15 y 18, vemos que existen tres caracteristicas planas pasando
por un punto (z1,%;) en la region 1 < z < t pero apenas una de ellas intersecan la curva
de discontinuidad 2z = ¢+ 1, t > 1 en un instante ¢t > ¢, ( si 227 # t; + 1, es claro).
Esto significa que con el criterio anterior, u, y ug estan determinadas por la condicion
inicial u(z,0) = ug(x).
Observe que si

b(ue(x1,t)) > ¢’ (t) > b(ug(xa,t)) (4.32)

siempre que x7 < g(t) > x9, t > ty, entonces el criterio anterior es satisfecho.
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El criterio descrito anteriormente puede ser justificado a través de lo que se
conoce como teoria de entriopia; sin embargo ello se sale de los objetivos de este
trabajo. Para ver detalles incluyendo referencias bibliograficas sugerimos ver [6].
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