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RESUMEN

TiTULO: TRANSITIVIDAD EN FUNCIONES INDUCIDAS EN HIPERESPACIOS DE
CONTINUOS’

AUTOR: CRISTIAN GIOVANI GARCIA SALCEDO”

PALABRAS CLAVES: Topologia de Vietoris, érbitas, conjuntos w—limite, transitividad, funcio-
nes inducidas, mezclacion débil.

DESCRIPCION: Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién continua.
Diremos que f es transitiva si, para cada U y V abiertos de X diferentes de vacio, existe
m € Ntal que fm(U)NV #0.

Sean f: X — X una funcién continua definida en un espacio métrico compacto X y n € N.
Las funciones inducidas C,,(f): Cn(X) — Cn(X), 2/: 2% — 2X y F,(f): F.(X) — F.(X)
estan definidas, respectivamente, por

Cn(f)(A) = f(A), paratoda A € C,(X),
2/(A) = f(A), paratoda A € 2,
F.(X) = f(A), paratoda A € F,(X).

El propésito de este trabajo es estudiar la transitividad topoldgica de las funciones inducidas
Cn(f): Cn(X) — Cn(X), 25: 2% = 2X y F,(f): F.(X) — F,(X). Este trabajo esta dividido
en cuatro capitulos:

En el Capitulo 1 presentamos algunas definiciones y resultados que necesitaremos para desa-
rrollar este trabajo.

En el Capitulo 2 se definen las funciones transitivas y se dan las herramientas para estudiar
la transitividad de una funcién continua. En la dltima seccién de este capitulo se estudian
algunos ejemplos importantes.

En el Capitulo 3 se definen las funciones inducidas y se estudian las relaciones entre las
funciones f: X — X, C(f): Cn(X) = Cu(X), 27: 25 52Xy F,(f): Fu(X) = Fu(X).

En el Capitulo 4 mostramos algunos casos particulares donde la funcion inducida C,,(f) no
es transitiva, para ninguna n € N.

"Proyecto de grado
"Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrique Camargo Garcia.
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ABSTRACT

TITLE: TRANSITIVITY IN INDUCED FUNCTIONS DEFINED ON HYPERSPACES
OF CONTINUA™

AUTHOR:  CRISTIAN GIOVANI GARCIA SALCEDO™

KEYWORDS: Vietoris topology, orbits, w—limit sets, transitivity, induced functions, weak mi-
xing of a function.

DESCRIPTION: Let X be a compact metric space and f: X — X a continuous function. We
say that f is transitive if, for each U and V nonempty open subsets of X, there exists m € N
such that f™(U)NV # 0.

Let f: X — X be a continuous function defined on a compact metric space X and n € N. The
induced functions C,,(f): C(X) — Cn(X), 27: 2% — 2X and F,(f): F.(X) — F.(X) are
defined, respectively, by

Cu(f)(A) = f(A), forall A € C,(X),
27 (A) = f(A), forall A € 2%,
F.(X) = f(A), forall A € F,(X).

The purpose of this work is to study the topological transitivity of the induced functions (2%, 27),
(Cn(X),Crn(f)) and (F,(X), F,.(f)). This work consists of four chapters:

In Chapter 1, we present some definitions and results that we need to develop this work.

In Chapter 2, we define transitive functions and we give tools for studying the transitivity of a
continuous function. In the last section of this chapter, we study some important examples.

In Chapter 3, we define induced functions and we study the relationships between the functions
[ X = X,0.(f): Cpu(X) = Cu(X), 27: 2% =28y F,(f): Fu(X) = Fu(X).

In Chapter 4, we show somes particular ones where the induced function C,,(f) is not transiti-
ve, for any n € N.

™ Graduation project
" Faculty of Science. Department of Mathematics. Director: Javier Enrique Camargo Garcfa.
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Introducciéon

Es conocida la importancia de los sistemas dindmicos en las matematicas. En particular,
podemos considerar los sistemas dindmicos discretos. Un sistema dinamico discreto es
una pareja (X, f) formada por un espacio métrico compacto X y una funciéon continua
f: X = X.Si X es un espacio métrico compacto y n € N, definimos 2% = {AcC X:
A es compacto no vacio}, Cp(X) = {4 C X :A es compacto no vacio y tiene a lo més
n componentes} y F,,(X) = {A C X : 1 <| A |< n}. Los conjuntos 2%, C,,(X) y Fn(X),
dotados con la métrica de Hausdorff o, equivalentemente, con la topologia de Vietoris,
son llamados hiperespacios de X. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo
y diferente de vacio. Si X es un continuo o un espacio métrico compacto, entonces
2% C,(X) y Fn(X) son continuos o espacios métricos compactos, respectivamente.
Dada f: X — X una funcién continua definida en un espacio métrico compacto, se
pueden definir Cy,(f): Cp(X) — Cp(X) por C,(f)(A) = f(A), para cada A € Cp,(X),
2/ 2% — 2X por 2/(A) = f(A), para cada A € 2%,y F,(f): Fo(X) — Fn(X) por
F,(X) = f(A), para cada A € F,(X).

Una funcién continua f: X — X definida en un espacio métrico compacto X se dice
transitiva si, para cada U y V abiertos no vacios de X, existe m € N tal que f™(U)NV #
(). Segin Robert Devaney [11], una funcion continua f: X — X, donde X es un espacio
métrico, se dice cadtica si: i) f es sensible a las condiciones iniciales, ii) los puntos
periodicos de f forman un subconjunto denso de X y #ii) f es transitiva. En [7], se
demostro que la condicion ¢) no es necesaria en la definicion de Devaney; es decir, si f
tiene el conjunto de sus puntos periédicos denso y es transitiva, entonces f es sensible a
las condiciones iniciales. También, se conoce que, si f es una funcion definida en [0, 1],
entonces f es cadtica si y solo si f es transitiva [8]. De lo anterior, podemos afirmar
que la transitividad es una propiedad importante en el estudio de sistemas dinamicos
discretos, en particular, en el estudio de funciones cadticas segiin R. Devaney.

El sistema dinamico discreto (X, f) induce nuevos sistemas: (2%, 2/), (C,.(X), Cn(f))
y (Fo(X), F.(f)). El proposito de este trabajo es estudiar la transitividad topologica
del sistema dinédmico discreto inicial y de los sistemas inducidos. También, estudiare-
mos las relaciones entre los sistemas mencionados. Diversos articulos relacionados con
estos topicos han sido publicados en los dltimos anos. J. Banks inici6 el estudio de las
relaciones entre ambas dinamicas, la inicial y la inducida, con el articulo Chaos for
Induced Hyperspace Maps [5]. También podemos mencionar The Transitivity of Induced



Maps 2], An Introduction to Chaotic Dynamical Systems 11| y Topological Entropy and
Chaos for Maps Induced on Hyperspaces [17], entre otros. En Dindmica Colectiva [19],
H. Méndez-Lango hace un recuento de algunos resultados importantes.

Este trabajo esta dividido en cuatro capitulos. En el Capitulo 1, presentamos algunas
definiciones y resultados que necesitaremos para desarrollar este trabajo. Definimos
algunos continuos importantes en el desarrollo de este trabajo, tales como continuos
con arcos libres, continuos tipo A y dendritas, entre otros. Definimos la topologia de
Vietoris y la métrica de Hausdorff, y presentamos los hiperespacios 2%, C,,(X) vy F,(X).
La topologia de Vietoris y la topologia generada por la métrica de Hausdorff resultan
ser equivalentes en espacios métricos compactos.

La primera seccién del Capitulo 2 esta dedicada a los conceptos relacionados con la
orbita de un punto y ademéas mostramos algunos ejemplos interesantes. La segunda
seccion esta dedicada a los conceptos relacionados con los conjuntos w—limite y ademéas
probamos algunas propiedades importantes de estos conjuntos. Finalmente, en la tercera
seccion, definimos transitividad y probamos la equivalencia que involucra ciertas rbitas,
ciertos conjuntos w—limite y transitividad. Asi, las 6rbitas y los conjuntos w—limite
resultan ser herramientas poderosas para estudiar la transitividad de una funcion. En
la cuarta y ultima seccién, presentamos tres ejemplos de funciones transitivas definidas
en tres continuos distintos: un arco, una curva cerrada simple y el cubo de Hilbert.

En el Capitulo 3, definimos, para toda funcién f: X — X definida en un continuo
0 en un espacio métrico compacto X y para toda n € N, las funciones inducidas

Co(f): Cu(X) — Cn(X), 2F: 2% — 2X vy Fo(f): Fu(X) — Fu(X). Se estudian las

relaciones entre las siguientes afirmaciones:
i. f es transitiva.
ii. 2/ es transitiva.
iii. Cy(f) es transitiva.
iv. F,(f) es transitiva.

Para estudiar dichas relaciones, en la tercera secciéon de este capitulo, definimos las
funciones débilmente mezclantes y demostramos algunas propiedades de estas funciones.
El siguiente teorema que involucra la funcion inducida Cy,(f): C,(X) — Cp(X) es fruto
del trabajo realizado.

Teorema 0.1. Sean X un continuo y f: X — X una funcion continua. Si Cp(f) es
transitiva para alguna n € N, entonces 27 y E,(f) son transitivas para toda n € N.

En la sexta y dltima seccion, analizamos la transitividad de las funciones inducidas por
las funciones de la cuarta seccién del Capitulo 2.

En el Capitulo 4, analizamos la transitividad de la funcion inducida C,,(f): Cp(X) —
Cpn(X). En la primera secciéon y gran parte de la segunda seccion, mostramos algunas
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caracteristicas de un miembro K del hiperespacio C),(X) tal que el conjunto w—limite
de K esigual al hiperespacio. En las tres altimas secciones de este capitulo, extendemos
a la funcion inducida C,(f) algunos de los resultados estudiados por G. Acosta, A.
Illanes y H. Méndez en 2] sobre la transitividad de C1(f):

Teorema 0.2. Sea f: X — X wuna funcion continua definida en un continuo que
contiene un arco libre X. Entonces la funcion inducida Cy(f): Cp(X) — Cr(X) no es
transitiva para ninguna n € N.

Teorema 0.3. Sea f: X — X una funcion continua definida en un continuo tipo A X.
Entonces la funcion inducida Cy(f): Cp(X) — Cp(X) no es transitiva para ninguna
n € N.

Teorema 0.4. Sea f: X — X wuna funcidon continua definida en una dendrita X.
Entonces la funcion inducida Cy(f): Cp(X) — Cn(X) no es transitiva para ninguna
n € N.

Por dltimo, hacemos dos aclaraciones respecto al titulo de este trabajo de investigacién:
Transitividad en funciones inducidas definidas en hiperespacios de continuos. Aunque
los resultados considerados en esta investigacién son validos en el contexto de los con-
tinuos, muchos de ellos se presentan en el contexto de los espacios métricos compactos.
Ademés, a pesar que muchos de los resultados presentados se refieren a las funciones
inducidas Cy,(f): Cp(X) — Cn(X), 27 : 25X = 2X y F,(f): F.(X) — F,(X), para toda
n € N, los resultados propios obtenidos se limitan al contexto de la funcién inducida
Con(f): Cr(X) — Cn(X) para todo n € N.
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Capitulo 1

CONTINUOS E HIPERESPACIOS

En este capitulo, presentamos algunas definiciones y resultados que necesitaremos para
desarrollar este trabajo. Definimos algunos continuos importantes en el desarrollo de
este trabajo, tales como continuos con arcos libres, continuos tipo A y dendritas, entre
otros. Definimos la topologia de Vietoris y la métrica de Hausdorff, y presentamos los
hiperespacios 2%, C,,(X) y F,,(X). La topologia de Vietoris y la topologia generada por
la métrica de Hausdorff resultan ser equivalentes en espacios métricos compactos.

1.1. Preliminares

En este trabajo, como es de esperarse, utilizaremos los simbolos usuales para los conjun-
tos numéricos: N, Z, Q, I y R. Ademés, utilizaremos Ny como el conjunto {0, 1, 2, ...}
de nimeros enteros no negativos.

Dada f: X — X una funcién continua definida en un espacio X y n € N, escribiremos
f™ para referirnos a la composicién fo fo...o f, n veces; fV es la funciéon identidad en
X. Ademas, escribiremos f~" para referirnos a la relaciéon inversa de f™.

Algunos simbolos de uso frecuente en topologia general que también utilizaremos son:

S1: es la circunferencia unitaria con centro en el origen,

A\ B: es la diferencia entre dos conjuntos,

A C B: significa A es un subconjunto de B (puede suceder que A = B),

fla: es la restriccion de una funciéon f a un subespacio A de su dominio,

(X, d): es un espacio topolégico X junto a la métrica d,

- By(z, 7): es la bola abierta en el espacio métrico (X, d) con centro x € X y radio
r >0,

12



int(A): es el interior del conjunto A respecto al espacio X,

- A: es la adherencia del conjunto A respecto al espacio X,

fr(A) = X \ AN A: es la frontera del conjunto A respecto al espacio X,

|[a]]: es la parte entera de un numero real a.

|A|: es la cardinalidad del conjunto A.

Decimos que un conjunto no vacio A es no degenerado si tiene méas de un elemento.

1.2. Continuos

En este trabajo los resultados se realizan en el contexto de los espacios métricos com-
pactos y, en particular, en el contexto de los continuos.

Definicién 1.1. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Un
subconjunto A de un espacio métrico compacto X es un subcontinuo de X si A es un
continuo.

Algunos ejemplos de continuos son un arco, el cual es un espacio homeomorfo al intervalo
[0, 1], y una curva cerrada simple, la cual es un espacio homeomorfo a S!. El siguiente
teorema permite construir continuos nuevos a partir de los continuos anteriores.

Teorema 1.2. El producto cartesiano finito o infinito numerable de continuos o de
espactos métricos compactos no Vacios es un continuo o un espacto métrico compacto
no vacio, respectivamente.

Demostracion. El espacio producto es compacto por [12, Teorema 1.4, pag. 224|, métrico
por [12, Corolario 7.3, pag. 191] y conexo por [12, Teorema 1.7, pag. 109]. O

Asi, para todo n € N,

n

H[Oa 1=[0, 1"y H[Oa 1] =0, 1]Z

i=1 neL

son continuos. El continuo [0, 1]™ es conocido como la n-celda y el continuo [0, 1]%,
definido tradicionalmente como [0, 1], es conocido como el cubo de Hilbert. El cubo
de Hilbert es el continuo universal, pues todo continuo se puede encajar o inmersar
en ¢él |24, Teorema 23.1, pag. 166]. Otro continuo muy conocido es el toro definido por
S1 x S1. Un ejemplo mas de un continuo es la curva del topélogo definida por X =Y,
donde Y = {(z, senl): 0 <z < 1}.

El siguiente teorema es importante para generar ejemplos de continuos con propiedades
interesantes. La prueba se puede consultar en [21, Teorema 1.8, pag. 6].

13



Teorema 1.3. Si {X;}?°, es una sucesion de continuos o de espacios métricos com-
pactos, tales que X;+1 C X; para todo i, entonces X = ﬂzoil X, es un continuo o un
espacio métrico compacto, respectivamente.

A continuacién presentamos algunas propiedades que clasifican ciertos continuos con los
que trabajaremos en esta tesis.

Definicién 1.4. Sea X un continuo. Un arco libre A en X es un arco tal que A\
{los extremos de A} es abierto de X.

Un arco, una curva cerrada simple y la curva del topdlogo son ejemplos de continuos
con arcos libres, mientras que las n-celdas, con n > 2, el cubo de Hilbert y el toro no
contienen arcos libres.

Sean X un continuo y {a, b} C X, con a # b. Entonces X es irreducible entre a y b si
para todo subcontinuo A de X tal que {a, b} C A se cumple que A = X. Un continuo
X es irreducible si existe {a, b} C X, con a # b, tal que X es irreducible entre a y b.
Una funcion continua f: X — X definida en un espacio arbitrario X es mondtona si
para todo = € X el conjunto f~!(z) es conexo.

Definicion 1.5. Sean X un continuo, y p y ¢ puntos diferentes de X. Decimos que X
es del tipo A si X es irreducible entre p y ¢, y existe una funcién continua mondtona
7: X — [0, 1] tales que 7(p) = 0, 7(q) = 1 e int(7~(x)) = () para toda = € [0, 1].

La funcién 7: X — [0, 1] es llamada es la funcion asociada o X. Una caracteristica
importante de los continuos tipo A es la siguiente: Si [a, b] C [0, 1], entonces 7~ 1([a, b])
es un subcontinuo de X. Un ejemplo de un continuo tipo A es la curva del topologo.

Sean X un continuo y p € X. Decimos también que X es localmente conexo en p si,
para todo subconjunto V' que contiene un abierto W de X tal que p € W, existe un
subconjunto abierto conexo U de X tal que p € U C V. Decimos que X es localmente
conexo si es localmente conexo en todos sus puntos. Un continuo localmente conexo es
también conocido como un continuo de Peano. De los continuos que hemos presentado,
solamente la curva del topdlogo no es localmente conexo.

Definicion 1.6. Sea X un continuo. Decimos que X es una dendrita si X es localmente
conexo y no contiene curvas cerradas simples.

Una cualidad importante que tienen algunos continuos es la arcoconexidad.

Definicion 1.7. Sea X un continuo. Decimos que X es arcoconezxo si para cualesquiera
dos puntos z y y en X, existe una inmersion h: [0, 1] — X, tal que h(0) =z y h(1) = y.

De los continuos que hemos presentado, solamente la curva del topdélogo no es arcoco-
nexa.
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1.3. Hiperespacios y Topologia de Vietoris

Mostramos la definicién de los principales hiperespacios asociados a un continuo, dota-
dos con la topologia de Vietoris.

Definicion 1.8. Sean X un espacio métrico compacto y n € N. Definimos los siguientes
conjuntos:

2% = {A C X : A es compacto no vacio},
(X)={A C X : A es compacto no vacio y conexo},

C(X)
Cn(X)={A C X : A es compacto no vacio y tiene a lo mas n componentes},
F,(X)={AcCX:1<|A|<n}.

Note que C(X) = C1(X). Note también que Cy,(X) y Fy,(X) son subconjuntos de 2%
para todo n € N; y ademas Cp,(X) C Cpt1(X), Frn(X) C Frp1(X) y Fo(X) € Cp(X).

Sea X un espacio métrico compacto. Sean Sy, Sa, ..., S;, subconjuntos de X. Definimos

(S1, S2, ..., Sm) ={K € 2X K C U S;y KN S; # 0 para todo i € {1, 2, ..., m}}.

=1

Note que, si S es un subconjunto de X, en particular (S) = {K c 2X : K c S} y
(S, X)={K Cc2¥:KnS#0}.

Lema 1.9. Sea X un espacio métrico compacto. Sean S1, So, ..., Sm, 11, To, ..., T,
subconjuntos de X. Si S =U" | S; y T = U} T;, entonces

<51, S9, ..., Sm>ﬂ<T1, T, ..., Tn> = <SlﬂT, SoNT, ..., ST, ThNS, TLNS, ..., TM\S)

Demostracion. Primero notemos que

(U)o (Uros)=((Us)or)o((Ur) o9

= (SNT)U(TNS)=8NT.

Sea A € (S1, So, ..., Spm) N {(Ty, T, ..., T),). Entonces A C S, ANS; # 0 para
todo i € {1, 2, .., m}, AC Ty ANnT; # 0, para todo i € {1, 2, ..., n}. Asi
AcCcSNT = U2, S$inT)U Ui, TinS). Ademés, AN (S;NT) # O para todo i €
{1, 2, ..., m}, porque A C T'y ANS; # (. De la misma forma, AN(T;N.S) # ) para todo
i€{l, 2, ..., n}. Por tanto, A € (S1NT, SoNT, ..., SpuNT, T1NS, ToNS, ..., T,,NS).
Siguiendo los mismos pasos en direccion contraria, se prueba que si A € (S NT, S2 N
T, ..., SpNT, TANS, ToNS, ..., T,NS) entonces A € (S1, Sa, ..., Sp)N (T, T, ..., Tp).
Queda esto demostrado. O
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Los siguientes lemas son féciles de verificar.

Lema 1.10. Sea X un espacio métrico compacto. Sean Sy, So, ..., Sm subconjuntos de
X y S =U~,S;. Entonces

(S1, So2, ..., Sm)=(S)N(S1, X)N (S, X)N...N{(Sp, X).

Lema 1.11. Sea X un espacio métrico compacto. Sean S y T subconjuntos de X.
Entonces

i. (SYN(T)=(SNT),
it. (S)N(T, X)=(S, SNT) y
wi. (S, X)n(T, X)=(S, T, X).
A continuacién dotaremos a los conjuntos de la Definicién 1.8 de una topologia.

Teorema 1.12. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces
B={(U, Us, ..., Up) C 2% :U; es abierto en X ym € N}

es una base para una topologia Ty de 2. Dicha topologia es llamada la Topologia de
Vietoris de 2% . Ademds,

Y= {(U) € 2% : U es abierto de X} U {(V, X) C 2% : V es abierto de X}

es una subbase para la topologia Ty de 2X. Por consiguiente, T es la topologia mds
pequena de 2% que contiene todos los conjuntos de las formas (U) y (V, X).

Demostracion. Primero note que ) = (§) € 3y 2X = (X) € . Probemos que 3 es
base para una topologia 1y de 2%. Sean {(Uy, Us, ..., Upy), V4, Vo, ..., Vi)} C By
K e (Ui, Uz, ..., Upyn(V1, Vo, ..., Vip). Sean U = U2 U y V = U2, V. Por el Lema
1.9, (U1, Usy vy Up) N (Vi Vay vy Vi) = U1 OV, Us OV, .oy U AV, ViNU, Va0
U, ..., VioNU) € By estrivial que K € (UNV, UoNV, .., U, NV, ViNU, Van
U, ... Vio NU) C (Uq, Uy ..., Up) N {(V4, Vo, ..., V). Por tanto, § es base para una
topologia 7y de 2X.

Finalmente, probemos que ¥ es subbase para la topologia 7y/. Sea ¥* la familia de todas
las intersecciones finitas de miembros de . Sea (Uy, Uy, ..., Uy,) € 5. Entonces, por el
Lema 1.10, (U, Us, ..., Uy) = (U Ui) N (U, X)N (U, X)N...0N(Up, X) € £*. Sea
ahora U/ € ¥*. Entonces U es una interseccion finita de conjuntos de las formas (U)N(V),
{UYyn(v, X)y (U, X)n(V, X), donde U,V y W son abiertos de X. Pero, por el Lema
L1LUYN(V)=UNV), {U)N(V, X) =(U, UNnV) y (U, X)n(V, X)=(U, V, X),
de modo que U es una interseccién finita de conjuntos de 5. Asi, por el Lema 1.9, U € 5.
Por tanto, ¥X* = 3, es decir, X* es base para la topologia 7. Luego X es subbase de
V. ]
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Un hiperespacio es una coleccién de subconjuntos cerrados no vacios de X dotado con
la topologia de Vietoris. El hiperespacio més grande de X es 2X. A los hiperespacios
Cn(X) y F,(X) los consideraremos dotados de la topologia de subespacio.

Notacion 1.13. Escribiremos (Uy, Us, ..., Uy,) en lugar de (Uy, Us, ..., Up) NCR(X)
o (Uy, Us, ..., Uy)NFE,(X), para denotar un abierto basico de la topologia de Vietoris
en Cp(X) o F,,(X), respectivamente.

Siu = (Uy, Us, ..., Uy) es un abierto bésico de 2% (o de C,,(f), o de F,(X)), decimos
que los abiertos Uy, Us, ..., Uy, son las entradas de U. Si alguna entrada de U es vacia,
entonces U = (). Sean {U;}"_; una familia finita de abiertos basicos de 2% (o de C,,(f),
o de F,(X)) y | = max{n; € N : n; es el namero de entradas de U;}. Podemos escribir
los U; teniendo el mismo numero de entradas, observando que, si (Uy, Us, ..., Uy,) es un
miembro de {U}, y m <1, (Ui, Ua, ..., Up) = (W1, Wa, ..., W}), donde W, = Uy,
Wy =Us, ..., Wy, = Upy, W1 = Uny,y ..., Wy = Unp,.

El siguiente teorema nos permite reducir a n el nimero de entradas de un abierto basico
de F,,(X). No es dificil ver que esto no es cierto para el hiperespacio Cp,(X).

Teorema 1.14. Sea X un espacio métrico compacto y n € N. Entonces
B ={(Uy, U, ..., Up) C F(X) : U; es abierto en X}
es una base para la topologia Ty de F,(X).

Demostracion. Sea 8 = {(Uy, Us, ..., Up) C F(X) : U; es abierto en X y m € N}.
Es suficiente mostrar que 3 y 3’ son bases equivalentes. Es trivial que 3’ C 3. Por otra
parte, sean (Uy, Us, ..., Uy) € By K € (U1, Us, ..., Uy). Supongamos primero que
m < n. Tomando U] = Uy, Uy = Uy, ..., U}, = Uy, U,y = Up, ..., U, = Up,, tenemos
que (Ui, Us, ..., Up) =(U;, Us, ..., Ul) e p'.

Supongamos ahora que m > n. Sea K = {x1, x2, ..., x;} para algin k € {1, 2, ..., n}.
Sea V; = ({U; € {Ur, Ua, ..., Uy} : z; € Uj}, para todo 1 < i < k. Tomando V] = V1,
Vo = Vo, s Vi = Vi, Viy = Vi, o, V= Vg, tenemos que (Vi, Vo, ..., Vi) =
(V{, Vj, ..., VI) € B'. Cada V; es un abierto de X que contiene a x;; asi K €
Vi, Vo, ooy Vi),

Finalmente, probemos que (V1, Va, ..., Vi) C (U, Us, ..., Up,).Sea L € (Vi, Vo, ..., Vi).
Sea L = {y1, y2, ..., yi} para algan [ € {1, 2, ..., n}. Es claro que L € |, V; C
Ui, Ui. Sea i € {1, 2, ..., m}. Dado que K NU; # 0, tenemos que z; € U;, para
alguna j € {1, 2, ..., k}. Esto implica que V; C Uj, por definicion de V. Dado que
L € V; # 0, tenemos que y, € V; para alguna r en {1, 2, ..., I}, de modo que y, € U;.
Asi LNU; # 0. Por tanto, L € <U1, Us, ..., Um> y <V1, Vo, ..., Vk> C <U1, Us, ..., Um>
Por todo lo anterior, 3 y 3’ son bases equivalentes. O

A continuacién se muestra la invariancia topolédgica de los hiperespacios. El simbolo &
significa “es homeomorfo a”.
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Lema 1.15. Sean X yY espacios métricos compactos. Si X =Y, entonces 2% ~ 2V,
F.(X)~ F,(X) y Cp(X) = Cr(X), para toda n € N.

La prueba del Lemma 1.15 para 2% se puede consultar en [13, Teorema 1.3, pag. 5|;
para los demés hiperespacios es similar. La siguiente proposicién muestra que el espacio
de subconjuntos finitos de X es denso en 2% ; es decir, es posible acercarnos a cualquier
subconjunto compacto de X a través de un subconjunto finito.

Proposicion 1.16. Sean X un espacio métrico compacto y F(X) = {K € X : 1 <
|K| < 0o}. Entonces F(X) es denso en 2%,

Demostracion. Sea U un abierto no vacio de 2X. Probemos que U N F(X) # ). Sean
Ui, U, ..., Uy, abiertos no vacios de X tal que (Uy, Us, ..., Up) CU. Sean uy € Uy,
ug € Uy, .oy Uy, € Uy Entonces {uy, ug, ..., up} € F(X) y {ur, ugy..., up}t €
(U1, Ug, ..., Uy) CU. Por tanto, U N F(X) # () y asi F(X) es denso en 2. O

Un punto z en un espacio topologico X es un punto aislado de X si y solo si {z} es un
abierto de X.

Lema 1.17. S5i X es un espacio T} sin puntos aislados, entonces los abiertos de X son
mfinitos.

Demostracion. Supongamos que U = {a1, ag, ..., a,}. En un espacio 7} los puntos son
cerrados. Por lo tanto, el conjunto V = (X \ U) U {aq, ..., an} es cerrado en X. Asi,
X \V ={a1} es un abierto de X, lo cual contradice que X no tiene puntos aislados.
Por tanto, U es infinito. O

La siguiente proposicién sera usada mas adelante.

Proposicion 1.18. Sean X un continuo y {A1, As, ..., Ax} C Cn(X), para alguna
n € N. Para todo i en {1, 2, ..., k}, definimos los conjuntos N; = {K € Cp,(X) : A; C
K} yA= UleAi, Entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas:

i. Cada A; es cerrado y no denso en Cp(X).

it. A es cerrado y no denso en Cp(X).

Demostracion. Probemos que cada A; es cerrado en C,(X). Sea B € Cp(X) \ A;.
Entonces, 4; € B. Sea a € A; \ B. Note que (X \ {a}) es abierto de Cy(X). Es facil
verificar que B € (X \ {a}) C Cpn(X) \ A; , asi, C,,(X) \ A; es abierto de C,(X). Por
tanto, cada A; es cerrado en Cp(X) y A es cerrado en C,(X). Probemos ahora que A
no es denso en Cp(X). Dado que, por el Lema 1.17, X es infinito, existe

AiEFl(X)

Note que, para cada i, A; € {a}, de modo que {a} ¢ A. Luego C,(X) € A = A. Por
tanto, A no es denso en C,,(X). Se sigue que cada A; tampoco es denso en Cy,(X). O
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La proposicion anterior resulta igualmente cierta si el hiperespacio considerado es 2% o
F,(X). Ademas, es facil verificar la siguiente afirmacion: Si K es cerrado en X, entonces
(K) y (K, X) son cerrados de Cp,(X) (o de 2%, o de F,(X)).

1.4. La Métrica de Hausdorff y Propiedades de los Hiper-
espacios

A continuaciéon definimos la métrica de Hausdorff sobre 2%, La métrica para los demés
hiperespacios es la que heredan como subconjuntos de 2%,

Definicién 1.19. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Definimos la funcién H : 2% x
2X — [0, o), para cualquier K y L en 2%, por

H(K, L)=inf{e>0: K C N(L, ¢) y L C N(K, €)},

donde N(K, €¢) = {x € X : d(x, k) < ¢, para algtin k € K}. H es una métrica para 2%
llamada la métrica de Hausdorff.

La verificacion de que H es, de hecho, una métrica se puede hacer en [13, Teorema 2.2,
pag. 11]. También en la misma referencia se muestra, por compacidad de X, que

Lema 1.20. H(K, L) <e siysolo si K C N(L, ¢) y L C N(K, €), para todas las K
y L en 2%,

La métrica H induce una topologia en los hiperespacios. En |22, Teorema 0.13, pag.
14], se muestra que la topologia inducida por la métrica de Hausdorff y la topologia de
Vietoris coinciden.

Dada n € N, tenemos que, si X es un espacio métrico compacto, entonces (2%, H),
(Cn(X), H) y (Fn(X), H) son espacios métricos. ;Qué sucede con la compacidad?
En [13, Teorema 1.8.5, pag. 60| se muestra que los hiperespacios, ademés de métricos,
también son compactos. El siguiente teorema muestra coémo se conserva la propiedad
de tener puntos aislados en los hiperespacios.

Teorema 1.21. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces:

i. Si X no tiene puntos aislados, entonces 2% y F,(X) no tienen puntos aislados
para todo n € N.

ii. Si 2%, Cp(X) o Fy(X) no tiene puntos aislados para alguna n € N, entonces X
no tiene puntos aislados.

Demostracion. i. Sea X un espacio sin puntos aislados. Si A es un punto aislado de
2% entonces {A} es un abierto de 2X Sean m € N y Uy, Uy, ..., Uy, abiertos no
vacios de X tales que A € (Uy, Us, ..., Up) C {A}, es decir, (Uy, Us, ..., Uy) =
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{A}. Cada U; es infinito, por el Lema 1.17. Sean u; € Uy, ug € Us, ..., Upm € Upn,
€ Up \ {u1, u, ..., up}. Sean K = {uy, us, ..., Um_1, Un} € 2% y K' =

{u1, ug, ..., Um_1, ul,} € 2%. Entonces K y K’ son puntos distintos de (U1, Uz, ..., Upn),
lo cual es una contradiccion. Por tanto, 2% no tiene puntos aislados.

Probemos que F,(X) no tiene puntos aislados para toda n € N. Si A es un punto
aislado de F,,(X), entonces {A} es un abierto de F,(X). Sean Uy, Us, ..., U, abiertos
no vacios de X tales que A € (Uy, Us, ..., Uy) C {A}, por el Teorema 1.14. El resto de
la demostracion es idéntica al caso de 2.

ii. Sea 2% un espacio sin puntos aislados. Si  es un punto aislado de X, entonces
U = {z} es un abierto de X. Asi, (U) es un abierto de 2% y U € 2%. Tenemos que
(U) = {U}, de modo que U es un punto aislado de 2X. Por tanto, X no tiene puntos
aislados. La demostracion es similar si Cy,(X) o F,(X) no tiene puntos aislados para
alguna n € N. O

Si X es un continuo, entonces F,(X) es un continuo para toda n € N, por [18, Teorema
1.8.8, pag. 62|. Ademas, 2% y C,,(X) son continuos arconexos para toda n € N, por [18,
Teorema 1.8.10, pag. 62| y [18, Teorema 1.8.12, pag. 63].

20



Capitulo 2

TRANSITIVIDAD

La primera seccién esté dedicada a los conceptos relacionados con la érbita de un punto
vy ademés mostramos algunos ejemplos interesantes. La segunda seccién esta dedicada
a los conceptos relacionados con los conjuntos w—limite y ademéas probamos algunas
propiedades importantes de estos conjuntos. Finalmente, en la tercera secciéon, definimos
la transitividad de una funcién y probamos la equivalencia que involucra ciertas érbitas,
ciertos conjuntos w—limite y transitividad. Asi, las 6rbitas y los conjuntos w—limite
resultan ser herramientas poderosas para estudiar la transitividad de una funciéon. En
la cuarta y ultima seccién, presentamos tres ejemplos de funciones transitivas definidas
en tres continuos distintos: un arco, una curva cerrada simple y el cubo de Hilbert.

2.1. Orbitas

Una 6rbita muestra el movimiento de un punto en el espacio X, bajo sucesivas iteracio-
nes de una funcion f: X — X. Si decimos que en t = 0 una particula estd en z, que en
t = 1 la particula se mueve o brinca a f(x), que en ¢t = 2 la particula esta en f2(z), y
asi sucesivamente, podemos decir que la pareja (X, f) es un sistema dinamico discreto.

Definiciéon 2.1. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcién continua
y « € X. Definimos la érbita de x bajo f, denotada por o(z, f), como

oz, f)={z, f(z), f(x), ..},
donde f" es la composicion de f consigo misma n veces.

Podemos considerar o(z, f) bien sea como una sucesiéon o bien sea como un conjun-
to. Utilizaremos indistintivamente esta doble nociéon de o6rbita. Puede suceder que el
conjunto o(x, f) sea finito. Este hecho da lugar a la siguiente definicion.

Definicion 2.2. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcién continua
y p € X. Decimos que p es un punto periodico de f si existe n € N tal que f™(p) = p.
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Si p es un punto periédico de f, entonces el periodo de p es el menor ntimero natural
k tal que f*(p) = p; equivalentemente, el periodo de p es el nimero de elementos del
conjunto o(p, f). Si f(p) = p, decimos que p es un punto fijo de f. El punto p es un
punto preperiodico de f si existe n € N tal que f™(p) es un punto periodico de f. La
orbita o(x, f) es periddica si contiene algin punto periddico.

Note que en la definicion anterior, si el conjunto o(x, f) es finito, sus elementos son
puntos preperiddicos. En los siguientes ejemplos se analizan algunas de las 6rbitas que
genera el sistema dado.

Ejemplo 2.3. Consideremos la funcién f: [0, 1] — [0, 1] dada por

fla) = 2z, si0<x<1/2,
L, sil2<z<l

La funciéon f tiene dos puntos fijos: 0 y 1. Si 0 < x < 1/2, el valor de x se duplica
sucesivamente, hasta que alcanza o sobrepasa 1/2, y de aqui en adelante toma el valor
del.Sil/2<z<1, oz, f)={x, 1, 1, ..}.

Ejemplo 2.4. Consideremos la funcion f: [0, 1] — [0, 1] dada por f(z) = —x + 1. La
funcion f tiene un punto fijo: 1/2. Siz #1/2, o(z, f) ={x, 1—x, =, 1 —z, ...} y, por
tanto, z es un punto periddico (de periodo 2).

Ejemplo 2.5. Consideremos la funcion 7': [0, 1] — [0, 1] definida por
si0<a<1/2

2x,
() = {2(1 —u), sil2<z<1.

La funcion T es llamada la Funcion Tienda de Campana y serd muy recurrida a lo
largo de este trabajo. Aunque se define de forma similar a los ejemplos anteriores, esta
funcién se comporta de manera bastante distinta a ellos.

La funcion T tiene dos puntos fijos: 0 y 2/3. Podemos encontrar puntos con diferente
periodo. Consideremos, por ejemplo, los puntos 4/5 y 2/7, los cuales tienen periodo 2
y 3, respectivamente:

o(4/5, T) = {4/5, 2/5, 4/5, 2/5, ..},

o(2/7, T) = {2/7, 4/7, 67, 2/7, 4/7, 6/7, ...}.

Ademas, en cada una de las érbitas podemos agregar tantos puntos preperidédicos como

queramos, por ejemplo, {..., 3/40, 3/20, 3/10, 3/5, 4/5, 2/5, 4/5, 2/5,...}.
Por otra parte, afirmamos que:

1. Para toda z € [0,1] N @Q, el conjunto o(z, T) es finito.

2. Existe x € [0,1] NI tal que el conjunto o(z, T') es infinito.
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Probemos la afirmacion 1. Sea x = p/q € [0,1]NQ. Note que p € Ny, g e Ny 0 < p <gq.
Por definicion de 7', la imagen de p/q se puede escribir como un numero de la forma
p1/q, donde p; € Ngy 0 < p; < q. A su vez, la imagen de p; /g también se puede escribir
como un namero de la forma ps/q, donde ps € Ny y 0 < py < ¢. Y asi sucesivamente.
Por tanto, o(z, T') C {0, 1/q, 2/q, ..., (¢—1)/q, 1} y o(z, T') es finita.

Ahora, para probar la afirmacion 2, demostremos que o(4—m, T') es infinita. Sea n € Ny.
Por definiciéon de 7', podemos escribir 7"(4 — 7) como la suma de dos términos: uno
es de la forma +2"7 y el otro es un ntmero entero. Dado que T"(4 — «) € [0,1], los
términos deben tener signo contrario y, ademéas, T™(4 — 7) tiene dos formas posibles:
2"r — |[2"7]| y —2"7 + |[2"7]| + 1. Veamos que los puntos en la sucesion o(4 — w, T')
son distintos. Supongamos que T"(4 — ) = T#(4 —7), con n # k. Consideremos el caso
en que T"(4 — ) = 2"n — |[2"7]| y T*(4 — 7) = 2F7 — |[2*~]|. Entonces

2" — [[2"7]| = 2°7 — |[2" 7],

m(2" — 2F) = 2" — 2k = |[2"x]| — |[2% 7],
_ 2] - |[2]|
mn 2k :

Note que la fraccion obtenida tiene denominador diferente de cero, pues n # k. Por
tanto, la fracciéon obtenida es racional, lo cual es una contradiccién. Los demaés casos
se analizan de forma similar. Por tanto, la orbita o(4 — 7, T) = {4 — 7, 27 — 6, 47 —
12, 26 — 8w, 167 — 50, 327 — 100, 202 — 647, 1287 — 402, 2567 — 804, ...} es infinita.

Nuestro siguiente ejemplo esta basado en [11, Teorema 3.13, pag. 22|.

Ejemplo 2.6. Sea S' = {¢? : §# € R} la circunferencia unitaria en R? y A un ntmero
real. Definimos Ry: S' — S! por

Ry (eiG) _ ei(9+27r)\)_

La funcién Ry puede ser interpretada como la rotacién de S* "\ vueltas". Por definicion
de R), es claro que, para todo n € Ny,

Ri\L (eiG) _ 6i(9+27r)\n) )

Analizaremos la 6rbita de todo punto e de S! bajo Ry considerando dos casos: uno
cuando \ es racional y otro cuando A es irracional.

Caso 1: A € Q. Sea A = p/q, con (p, q) = 1. Entonces

, , . P , ,
Rg\(ew) _ ez(9+27r)\q) _ €Z(9+27l'qq) _ ez(9+27rp) _ 619.

Por tanto, la 6rbita o(e?®, R)) es finita y todo punto en S! es periédico (de periodo q).
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Caso 2: A € I. Primero demostremos que la orbita de € es infinita. Supongamos que
Ry (e) = RY(e'?). Entonces, e/(0T2mAm) = ¢i0+2mAn) ' hor 1o que e/(0F2mAMm=n) = 1 de
donde A(m — n) € Z; puesto que A € I, obtenemos que m = n. Por tanto, todos los
puntos de o(e??, Ry) son distintos.

Ahora demostremos que la 6rbita o(e??, R)) es densa en S'. Para esto, sean e'® € S?
y € > 0, y probemos que existe k € Ny tal que R’f\(ew) € Bgi(e'®, €). Como o(e”, R))
es una sucesion en S', admite un punto de acumulacion e*’ (ver la Definicion 2.7 y el
Lema 2.9). Existe, en particular, {m, n} C N tal que m < n y {R}(e??), R}(e?)} C
Bgi (e, €/2). Note que RY' (') # R}(e?). Entonces,

d(RY (), R}(e)) < d(RY (), €¥) + d(R3(e?), ) < =+ = <,

2 2
de modo que | ! 0F2mAn) _ (i(0+2mAm) | ¢ Dado que | € |= 1 para todo 6, tenemos
que
| t0+2mAn) _ Ji(0+2mAm) |
|G | <6
Gi0+2mm)
| oi@mm) e” | <,
| iOF2mA =) _ if | o ¢

| Ri\‘_m(ew) —e | <e

La funcién R, preserva longitudes en S!. En consecuencia, RY™™ lleva el arco que
conecta e a R} (") al arco que conecta RY ™ (e) a R?\(n_m)(ew), el cual tiene
longitud menor que e. En particular, podemos decir que los puntos €', R;\L*m(eze),
Ri(n_m) (¢'), ... dividen S! en arcos de longitud menor que €. Esto nos permite asegurar

que existe j tal que Ri(n_m)(ew) € Bg1(e'®,€). Por tanto, la 6rbita de € es densa.

2.2. Conjuntos w-limite
En esta seccion se definen punto de acumulacion de una sucesion y los conjuntos w-
limite, y se enuncian algunas propiedades de ellos.

Sean X un espacio métrico compacto y x € X. Decimos que U es una vecindad de x
en X si U es un abierto de X tal que z € U. Un concepto vinculado al de conjunto
w-limite es el de punto de acumulacién de una sucesion.

Definiciéon 2.7. Sean X un espacio métrico compacto, {s, }nen una sucesion en X y
s € X. Entonces,

i. s es un punto de acumulacion de {s,}nen si, para toda vecindad U de s y para
todo N € N, existe n > N tal que s, € U.

24



ii. {sn}nen converge a s si, para toda vecindad U de s, existe N € N tal que s, € U,
para todon > N.

Sean X un espacio métrico compacto, {sy}nen una sucesion en X, s € X y U una
vecindad de s. El punto s es de acumulacion de {sy}nen si y solo si la sucesion pasa
por U un numero infinito de veces. Las propiedades en las sucesiones que se especifican
en los siguientes dos lemas son muy conocidas.

Lema 2.8. Sean X un espacio métrico compacto, {sp Inen una sucesion en X y {sp, tien
una subsucesion de {sy}nen. Las siguientes afirmaciones son ciertas.

i. Si s es un punto de acumulacion de {sy}nen, entonces eziste una subsucesion de
{Sn}nen que converge a s.

i1. Si {sp}nen converge a s, entonces s es un punto de acumulacion de {sp}nen.

iii. Si s es un punto de acumulacion de {sn, }icn, entonces s es un punto de acumu-
lacion de {sp}nen-

iv. Si {Sp}nen converge a s, entonces {sp, }ien converge a s.

v. Si f: X = X es continua y {s, tnen converge a s, entonces {f(sn)}nen converge

a f(s).
vi. Si{sp}tnen converge a s y {sn}nen converge a t, entonces s =t.

Demostracion. Las partes i al 4v son inmediatas de la Definicién 2.7. Para probar v,
sea V una vecindad de f(s). Por continuidad de f, U = f~!(V) es una vecindad de
s. Existe N € N tal que s, € U, para todo n > N. Asi, f(s,) € f(U) C V para
todo n > N, de modo que {f(sn)}nen converge a s, y queda probado v. Por ultimo,
para probar wvi, supongamos que s # t. Sean U y V vecindades disyuntas de s y t,
respectivamente. Existe N € N tal que s, € U, para todo n > N. Lo anterior implica
que la sucesién pasa por V' a lo més un nimero finito de veces, de modo que ¢ no es un
punto de acumulacion de {s, }nen. Por la parte ii, {sy,}neny no converge a t, lo cual es
una contradiccion. Queda probado vi. O

Lema 2.9. Sean X wun espacio métrico compacto y {sp}nen una sucesion en X. En-
tonces, {sn}nen tiene al menos un punto de acumulacion.

Demostracion. Supongamos que, para todo x € X, x no es un punto de acumulaciéon
de {sn}nen. Existen U, una vecindad de x y N, € N, tales que s, ¢ U, para todo
n > N,. Esto es, la sucesion {s, }n,en pasa por cada U, solamente un nimero finito de
veces. El conjunto de abiertos {U,}.cx forman una cubierta de X. Por compacidad de
X, existe una subcubierta finita {U,,}? ; de X. Por tanto, la sucesion {s, },en pasa
por U ,U;, = X solamente un nimero finito de veces, lo cual es una contradiccion.
Entonces, {sy }nen tiene al menos un punto de acumulacion. ]
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Definicion 2.10. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcién con-
tinua y « € X. Definimos el conjunto w-limite de x bajo f, denotado por w(z, f),
como

w(z, f) ={a € X : a es un punto de acumulacion de la sucesion o(z, f)}.

En los siguientes ejemplos se determina el conjunto w-limite de algunos puntos de los
sistemas considerados en la seccién anterior.

Ejemplo 2.11. Sea f: [0, 1] — [0, 1] la funcién considerada en el Ejemplo 2.3. Enton-
ces, w(z, f)= {1} para todo x # 0. Ademas, w(0, f) = {0}.

Ejemplo 2.12. Sea f: [0, 1] — [0, 1] la funcién considerada en el Ejemplo 2.4. Enton-
ces, w(x, f)=o(x, f) para todo z € [0 1].

Ejemplo 2.13. Sea T: [0, 1] — [0, 1] la funcién considerada en el Ejemplo 2.5. En-
tonces, w(4/5, T) = {4/5, 2/5} y w(2/7, T) = {2/7, 4/7, 6/7}. Ademés, si p es
un punto preperiddico de f tal que f™(p) es un punto periddico, entonces w(p, T') =

w(fn(p)> T) = O(fn(p)> T)'

Ejemplo 2.14. Sea Ry: S' — S! la funcién considerada en el Ejemplo 2.6. SiA € Q y
e € S', entonces w(e?, Ry) = o(e?, R)). El caso cuando A € I lo consideramos mas
adelante en el Ejemplo 2.29.

Sea X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién continua. El subconjunto
A de X es fuertemente invariante bajo f si f(A) = A. Los teoremas que presentamos
a continuacién muestran propiedades del conjunto w-limite.

Teorema 2.15. Sea f: X — X una funcion continua, definida en un espacio métrico
compacto X. El conjunto w(x, f) es diferente de vacio, cerrado de X y fuertemente
invariante bajo f.

Demostracion. Por el Lema 2.9, o(x, f) tiene un punto de acumulacion y w(z, f) # 0.
Probemos que w(z, f) es cerrado. Sea a € X — w(z, f). Como a ¢ w(x, f), existen
U vecindad de a y N € N, tales que f"(x) ¢ U para todo n > N. Es facil ver que
UC X —w(x, f). Por tanto, X \ w(z, f) es abierto de X y w(z, f) es cerrado de X.

Finalmente, probemos que f(w(z, f)) = w(z, f). Sea f(a) € f(w(x, f)). Sean V una
vecindad de f(a) y N € N. Por continuidad de f, f~!(V) es una vecindad de a. Dado
que a € w(z, f),existen > N tal que f*(z) € f~1(V), porlo que f"1(z) = f(f*(z)) €
f(f~Y%V)) c V, de modo que f(a) € w(x, f). Por tanto, f(w(x, f)) C w(x, f).

Ahora bien, sea b € w(z, f). Entonces, la sucesion o(z, f) admite una subsucesion
{f™M(xz), f™(z), f™(x), ...} que converge a b, por la parte i del Lema 2.8. Podemos
tomar todo n; > 1. La sucesion {f™~1(x), f*2~!(z), f*~(z), ...} tiene un punto
de acumulaciéon a en X, por el Lema 2.9. Esto implica que a € w(z, f), por la parte
iii del Lema 2.8. Ademas, {f"(x), f"2(x), f"(x), ...} converge a f(a), por la parte
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v del Lema 2.8. Por unicidad del punto limite (parte vi del Lema 2.8), b = f(a),
de modo que b € f(w(z, f)). Por tanto, w(z, f) C f(w(x, f)). Esto prueba que

flw(z, f)) =w(z, f). H

Teorema 2.16. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcion conti-
nua, C' un subconjunto cerrado de X yx € X. Si o(z, f) C C, entonces w(z, f) C C.

Demostracion. Supongamos que w(z, f) € C. Sea a € w(z, f)\ C. Entonces, X \ C
es una vecindad de a. Dado que a € w(z, f), en particular existe un n € N tal que

f"(z) € X\ C, lo que implica que o(z, f) ¢ C. O

Teorema 2.17. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcion continua
y x € X. Entonces, para todo m € No, w(f™(z), f)=w(z, f).

Demostracion. Sea m € Ny. Probemos que w(f™(z), f) C w(z, f). Sean
a € w(f™(x), f), U una vecindad de a y N € N. Existe n > N tal que f*(f™(z)) € U.
Note que n+m > Ny f*t™(z) € U. Asi, a € w(z, f)y w(f™(z), f) Cw(x, f).

Ahora probemos que w(z, f) C w(f™(x), f). Sean a € w(x, f) y U una vecindad de
a. Existe n;y > m+ 1 tal que f™(x) € U, por loque ny —m > 1y f="(f"(x)) € U.
Ademés, existe ng > m+2 tal que f"2(z) € U, por lo que ng—m > 2y fm27™(f"(x)) €
U. En forma sucesiva, para cualquier natural N, existe ny > N tal que f™¥ (f™(z)) € U.

Asi; a € w(f™(x), f) y w(z, f) C w(f™(x), f). Hemos probado que w(f™(x), f) =
w(zx, f), para todo m € Ny. O

2.3. Funciones Transitivas

Sea f: X — X una funcién continua definida en un espacio métrico compacto X. Dados
U un abierto arbitrario en X y € X, resulta interesante encontrar funciones f con
la propiedad de tener puntos en U que se acerquen (a través de la orbita) al punto x,
tan cerca como queramos. Es decir, que la 6rbita de un punto en U intersecte al abierto
B(z, €), para todo € > 0. Esta propiedad dinamica de (X, f) se llama transitividad
topoldgica, o simplemente transitividad. En esta seccidon se define la transitividad de
una funcion y algunas caracteristicas de las funciones transitivas. Ademas, presentamos
el Teorema 2.27, el cual proporciona herramientas para estudiar la transitividad de una
funcion y sera util en el Capitulo 4 de este trabajo.

Definiciéon 2.18. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién
continua. Diremos que f es transitiva si, para cada U y V abiertos de X diferentes de

vacio, existe m € N tal que f™(U)NV # 0.
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Aunque la definicién de funcién transitiva se puede enunciar en un espacio topoldgi-
co arbitrario, inicamente estudiaremos el caso cuando f estd definida en un métrico
compacto.

Ejemplo 2.19. Es facil comprobar que las funciones de los Ejemplos 2.3 y 2.4 no son
transitivas.

Ejemplo 2.20. Sea Ry la funcion definida en el Ejemplo 2.6, con A = p/q en Q.
Entonces, Ry no es transitiva. En efecto, sea U un abierto en S! tal que su longitud es
menor que 7/q. Dado que e € U es de periodo g, la sucesion U, Ry(U), R3(U), ... es
tal que RY(U) = U. La funcion Ry preserva longitudes en St, por lo que cada R (U) es
de longitud menor que 7/q. Si juntamos todos los RS (U), su longitud es menor que 7 y
cubren menos de la mitad de S'. Sea V un abierto de S! tal que V C S'\ UL, f{(U).
De esta manera, para todo m € No, R (U)NV =0 y Ry no es transitiva.

Ejemplo 2.21. Sea R) la funcion definida en el Ejemplo 2.6, con A en . Entonces, Ry es
transitiva. En efecto, sean U y V abiertos no vacios de S1. Sea € € U. Como probamos
en el Ejemplo 2.6, o(e”, R)) es densa en S'. Asi, existe m € Ny tal que Rf\”(ew) evV.
Note que Ry*(e?) € Ry (U). Por tanto, R\ (U) NV # () y Ry es transitiva.

Una funcion f es cerrada si “lleva” cerrados en cerrados. Toda funcién continua defi-
nida en un espacio métrico compacto es cerrada, por |12, Teorema 2.1, pag. 226|. En
particular, toda funcién transitiva es cerrada.

Proposicion 2.22. Toda funcion transitiva es sobreyectiva.

Demostracion. Sea f: X — X una funcion transitiva definida en un espacio métrico
compacto X. Puesto que f es cerrada, f(X) es cerradoy X \ f(X) es un abierto de X.
Supongamos que X no es sobreyectiva. Entonces, X \ f(X) # 0. Asi, X y X \ f(X)
son abiertos no vacios de X. Como f™(X) C f(X) para todo m € N, tenemos que
f™X)N(X\ f(X)) =0, lo cual es una contradiccion. Por tanto, f es sobreyectiva. []

Corolario 2.23. Sea f: X — X una funcion transitiva definida en un espacio métrico
compacto X. St U es un abierto no vacio de X, entonces f~"(U) es también un abierto
no vacio de X para todo m € N.

Demostracion. Si f es transitiva, es claro en estos momentos que f™ es continua y
sobreyectiva, para todo m € N. Entonces, si U es un abierto no vacio de X, f=™(U) es
también un abierto no vacio de X. O

Proposicion 2.24. Sea f: X — X wna funcidn transitiva, definida en un espacio
métrico compacto X. Si U es un abierto de X diferente de vacio, entonces el conjunto

U 7w

i€Ng

es un abierto de X diferente de vacio y denso en X.
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Demostracion. Sea A = Jey, f74U). Cada f~*(U) es un abierto no vacio de X, luego
A es también un abierto no vacio de X. Probemos que A es denso en X. Sea V un
abierto no vacio de X. Dado que f es transitiva, existe m € Ny tal que f™(V)NU # §.
Tomamos x € V tal que f™(z) € U. Entonces, x € f~"(U) C A. Por tanto, ANV # (.
Esto prueba que A es denso en X. O

Sea X un espacio topologico. Un conjunto N C X es denso en ninguna parte si su
clausura N tiene interior vacio. Toda unién numerable de subconjuntos de X densos
en ninguna parte es de la primera categoria; todos los otros subconjuntos de X son
de la segunda categoria. Todo espacio métrico compacto X es un espacio completo [3,
Teorema 4.10, pag. 90]; en particular, un continuo es un espacio completo. El teorema
de Baire plantea que ningiun espacio métrico completo es de la primera categoria |15,
Teorema 1.1, pag. 1]; en particular, ningtn continuo es de la primera categoria. Esta
tltima afirmacion la expresamos en forma conveniente de la siguiente manera:

Proposicion 2.25. 57 X es un espacio métrico compacto, X no puede expresarse como
una union numerable de subconjuntos densos en ninguna parte.

El siguiente lema seré 1til en la prueba del Teorema 2.27.

Lema 2.26. Sean X un espacio Ty y U un abierto de X. Si {a1, a2, ..., an} C U,
entonces U \ {a1, az, ..., an} es un abierto de X.

Demostracion. En un espacio 17 los puntos son cerrados. Por lo tanto, el conjunto

C=(X\U)U{ai, ag, ..., ap} es cerrado en X. Asi, X \ C =U \ {a1, ag, ..., an} es
un abierto de X. O

En el siguiente teorema se muestra una equivalencia que involucra tres conceptos intro-
ducidos en este capitulo: érbitas, conjuntos w-limite y transitividad.

Teorema 2.27. Sean X un espacio métrico compacto sin puntos aislados y f: X — X
una funcion continua. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1) f es transitiva.
2) Emiste xo € X tal que o(xg, f) es densa en X.
3) Emiste xo € X tal que w(zo, f) = X.

Demostracion. Probemos que 1) implica 2). Sea § = {U; : j € N} una base numerable
de X. Por la Proposiciéon 2.24, el conjunto

A= iy

1€Np
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es abierto y denso de X, para todo j. Asi, cada X \ A; es cerrado y su interior es vacio.
En otras palabras, cada X \ A; es denso en ninguna parte. Por la Proposicion 2.25, la
uniéon de los X \ A; no puede ser todo el espacio X. Es decir, existe un punto

ro € X\ [J(X\ 4)).

jEN

Luego, zo ¢ X \ A; para todo j, por lo que

wo€A; = 11Uy,

i€Np

lo que implica que o € f~"(Uj;), para algin m, de donde f™(x¢) € U;. Por tanto, para
todo j, o(zo, f) NU; # 0 y la orbita o(zo, f) de zo bajo f es densa en X.

Ahora probemos que 2) implica 3). Es trivial que w(zg, f) C X. Para verificar la otra
contenencia, sea x € X. Sea U una vecindad de z. Como el conjunto o(xg, f) es denso
en X, UNo(xg, f)# 0. Esta interseccion puede ser finita o infinita.

Si U No(zg, f) = {a1, az, ..., ap} es finita, por el Lema 2.26, el conjunto U; =
U\ {a1, a2, ..., an} es un abierto de X. Usando nuevamente la densidad de o(zg, f),
existe n; € Ng tal que f™(x¢) € U;. Por el Lema 2.26, el conjunto Uy = Uy \{f™ (z0)} es
un abierto de X. Existe ny € Ny tal que f™2(zg) € Us. Continuando en forma sucesiva,
podemos encontrar una subsucesion {f"(xzg), f™(xg), ...} de o(zg, f), tal que todo
fm(xg) estda en U; C U, lo cual implica que la orbita o(xg, f) pasa por U un numero
infinito de veces. Por tanto, x es un punto de acumulaciéon de o(xg, f). Note que U es
infinito, por el Lema 1.17; asi que al ir quitandole puntos a U no se corre el riesgo de
que se acaben, al menos al hacerlo un niamero finito de veces.

Si U No(xg, f) es infinita, entonces la orbita o(xg, f) pasa por U un nimero infinito
de veces, es decir,  es un punto de acumulacion de o(zg, f). En cualquier caso, x €
w(xg, f), de modo que X C w(xg, f). Esto prueba que w(zg, f) = X.

Por ultimo probemos que 3) implica 1). Sean U y V abiertos no vacios de X. Sean
u €U ywveV.Puesto que {u,v} C w(xo, f), en particular, existe {m, n} C N tal que
f™(x) € Uy f*(x) € V. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que m > n. Entonces,
f™(x) = fm(f™(x)) € fM™U). Ast, f™U)NV £y f es transitiva. O

Note que en la demostracion de 1) implica 2) no se us6 la hipotesis: X no tiene puntos
aislados.

Corolario 2.28. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion con-
tinua. Si f es transitiva, existe xg € X tal que o(xg, f) es densa en X.

Sin embargo, la hipotesis: X no tiene puntos aislados es importante en la prueba de
2) implica 3). La existencia de un punto con érbita densa no implica la existencia de
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un punto cuyo conjunto w-limite es X, ni que f sea transitiva. Por ejemplo, tomemos
X={1/n:neN}uU{0}y f: X — X la funciéon continua dada por

1

1 —
7) = TH’ S1 X = )
/(@) {O, six=0.
Entonces, o(1, f) = {1/n:n € N} es densa en X y w(1, f) = {0} # X. Ademas, f
no es transitiva. En efecto, sean U = {1/2} y V = {1} dos abiertos no vacios de X. Es
claro que f™(U)NV # () para todo n € N.

En los siguientes ejemplos aplicamos el Teorema 2.27.

Ejemplo 2.29. Sea Ry: S' — S! la funcién considerada en el Ejemplo 2.6. Si A € I y
e € S, se mostro que la orbita o(e?, R)) es densa en S'. Entonces, por el Teorema
2.27, w(e’, Ry) = S

Ejemplo 2.30. Consideremos una vez més la funcién Ry: S' — S* del Ejemplo 2.6. Si
pasamos por alto lo expuesto en los Ejemplos 2.20 y 2.21, podemos dar otra aplicacion
del Teorema 2.27. En el Ejemplo 2.6 mostramos que, si A € Q, la 6rbita o(e?, Ry) es
finita, para todo ¢ € S': entonces, por el Teorema 2.27, Ry no es transitiva. En el
Ejemplo 2.6 también mostramos que, si A € I, la 6rbita o(ew, R)) es densa en S!, para
todo e € S1: entonces R es transitiva, por el Teorema 2.27.

Consideremos el conjunto I = {0, 1} con la topologia discreta y el conjunto X = [, o1
con la topologia producto. Sea p,: X — I la proyecciéon sobre la n-ésima componente
de X. Entonces, U es un abierto de X siy solo si p,(U) = I,,, para todo n € N, excepto
un namero finito de n’s. Ademas, todo (x1, z2, x3, ...) en X es una sucesion de ceros
y unos; x1 es la primera componente, xo la segunda, x3 la tercera, y asi sucesivamente.
Decimos que un espacio topologico X es totalmente disconexo si los Gnicos conexos de
X son conjuntos degenerados.

Proposiciéon 2.31. Sean I = {0, 1} con la topologia discreta y X = ], con la
topologia producto. Entonces, X es un espacio métrico compacto, totalmente disconexo
y sin puntos aislados.

Demostracion. El espacio I esta dotado con la métrica discreta y es compacto. Por
el Teorema 1.2, X = [],cn/ es un espacio métrico compacto. Probemos que X es
totalmente disconexo. Sea C' un conjunto conexo de X y sean (x1, 2, 3, ...) ¥

(y1, Y2, Y3, ...) puntos en C tales que (z1, za, x3, ...) # (Y1, Y2, Y3, ...). Entonces
(x1, z2, x3, ...) ¥ (Y1, Y2, y3, ...) difieren en al menos una coordenada [. Supongamos

sin pérdida de generalidad que z; = 0y y; = 1. Sean U = Hé;%[ x {0} x T2 1
yV = Hli;%f x {1} x [[;2;;1 I dos abiertos disyuntos de X. Note que X = U UV,
(x1, x2, x3, ...) € Uy (y1, Y2, y3, ...) € V. Por tanto, los conjuntos UNC y VNC
son un desconexion de C, lo cual es una contradicciéon. Por ultimo probemos que X no
tiene puntos aislados. Sea (x1, x2, x3, ...) € X. Entonces, p,({(z1, =2, 23, ...)}) # I,
para todo n € N, y {(z1, x2, 3, ...)} no es un abierto de X. Por tanto, X no tiene
puntos aislados. O
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En [24, Corolario 30.4, pag. 217|, se afirma que X es otra presentacion del conjunto de
Cantor. Dados (x1, 2, x3, ...) ¥ (y1, ¥2, y3, ...) en X, definimos la siguiente adicion:

(r1, T2, x3, ...)+ (Y1, Y2, Y3, -..) = (21, 22, 23, ...),
donde
o 21 =1 +y1 (mod 2).
e 2o=x9+ys+t; (mod 2);siz+y; €{0, 1}, 61 =0;siz1+y1 =2, = 1.

® 23 =23+ Y3+ 12 (m()d 2); size+y2+t1 € {0, 1}, to=0;sixa+1y2+1t1 € {2, 3},
to = 1.
® 2y =x4+Yys+13 (m()d 2); sixs+ys+its € {0, 1}, ts =0;six3+ys+te € {2, 3},
ts = 1.
Y continuamos en forma sucesiva. Es decir, sumamos con médulo 2 componente a
componente empezando por la izquierda. Es facil ver que la suma que acabamos de
definir es un grupo abeliano, donde (0, 0, 0, ...) es el modulo y, si (z1, x2, x3, ...) es
un elemento de X en el cual el primer 1, de izquierda a derecha, aparece en la M-ésima
coordenada, el inverso de (x1, x2, =3, ...) es un (y1, y2, ys3, ...) en X tal que

2, sil<i<M,
v, =<0, sii>Myxz; =1,

1, sit>Myax;=0.
Consideremos ahora la funcion f: X — X definida, para todo (z1, z2, x3, ...) en X,
por

f(x1, o, 3, ...) = (21, 22, 23, ...)+ (1, 0, 0, 0, ...).

La funcién f es llamada la Funcién Maquina de Contar Binaria. Es facil ver que f es
un homeomorfismo.

Podemos definir f: X — X de la siguiente forma equivalente: f(1, 1, 1, ...) =
0, 0, 0, ...) y f(z1, ®2, x3, ...) = (0, 0, 0, ... 0, 1, Zpy1, Tpt2, ...), si el primer cero
de (z1, w2, x3, ...) aparece en la n-ésima componente.

Si (z1, z2, o3, ...) en X tiene un namero finito & de componentes iguales a 1, entonces
(x1, x2, x3, ...) representa un unico nimero natural escrito en base dos leyéndolo de
derecha a izquierda; en base decimal, (1, x2, x3, ...) representa el ntimero natural

o0

Z Qi_ll‘i.

i=1
Asi, la sucesion o((0, 0, 0, ...), f) =
{(1) O) O) O) )’(07 ]-7 07 07 07 )7 (1) 1’ O’ O’ O’ )’ (07 07 1’ 07 07 07 )7 }

es la sucesion de los numeros naturales.
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Teorema 2.32. La Funcién Mdquina de Contar Binaria es transitiva.

Demostracion. Probemos que o((0, 0, 0, ...), f) es denso en X. Sea U un abierto no
vacio de X. Entonces, existen k € Ng y A = {i1, ia, i3, ..., g} C N, con i <ig <izg <
. < ik, tal que p;(U) = I, para todo i € N\ A. Sea (y1, y2, y3, ...) € U tal que y; =0,
sii € N\ A. Por tanto, (y1, y2, y3, ...) tiene a lo mas k componentes iguales a 1. La
sumatoria

[e.e]
s=y1+ 2y + 2%y3 + ... + 251y, = Z 2071y,
i=1

representa “el valor de (y1, y2, y3, ...)” en base decimal. Por tanto, (y1, y2, y3, ...) =
f%@0, 0, 0, ...) € Uy o((0, 0, 0, ...), f)es denso en X. Por el Teorema 2.27, f es

transitiva. OJ

En la demostracion del Teorema 2.32 se muestra que el conjunto o((0, 0, 0, ...), f) es
denso en X. De hecho, en [11, pag. 139] se menciona que todo punto en X tiene érbita
densa.

2.4. Ejemplos de Funciones Transitivas Definidas en Con-
tinuos

En esta secciéon presentamos tres ejemplos de funciones transitivas definidas en tres
continuos distintos: el arco, una curva cerrada simple y el cubo de Hilbert.

2.4.1. La Funcién Rotaciéon Irracional de S!

Sea S' = {e¥ : # € R} la circunferencia unitaria en R? y A un ntimero irracional.
Definimos Ry: S' — S! por
R}\(eia) _ 6i(9+27r)\)'

La funcién Ry es la Funcién Rotacion Irracional de S'. Note que la Funcién Rotacion
Irracional de S' es un homeomorfismo.

Teorema 2.33. La Funcién Rotacion Irracional de S' es transitiva.

Demostracion. Ejemplo 2.21. O
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2.4.2. La Funciéon Tienda de Campana
Sea T': [0, 1] — [0, 1] la funcion definida por

T(z) = 2z, s?0§x§1/2,
2(1—x), sil/2<z<1.

La funcién T es continua y, como mencionamos anteriormente, es llamada la Funcién
Tienda de Campana. Note que, para todo n € N,

2n—1 D p+ 1
p=0

El teorema siguiente muestra una propiedad relacionada con la dindmica de la funcién
T y se usard para mostrar que esta funcién es transitiva.

Teorema 2.34. Sea T: [0, 1] — [0, 1] la Funcion Tienda de Camparna. Para todo
n € N y para todo p € {0, 1, ..., 2" — 1},

(2

Demostracion. Sin =1, p € {0, 1}. Ademéas, T ([%, %D =T ([o, 2]) [0, 1], s

p=0; yT([ ) %D :T([%, 1]) = [0, 1], si p = 1. Luego, el resultado es cierto para

n = 1. Supongamos que el resultado es cierto para n = k, es decir, T* ([ ]ilD =

2k 2k
[0, 1] para cada p € {0, 1, ..., 2¥ — 1}. Probemos que T*+! <[2,ﬁ1 5;3111}) = [0, 1]
para cada p € {0, 1, ..., ok+1 _ 1}. Consideremos dos casos:
1) Sip € {0, 1, .., 28 — 1}, obtenemos 0 < p < p+ 1 < 2¥ por lo que
0 < 587 < 5;311 < 1, luego [Qkﬂl, 5,:;11} C [0, }]. Entonces, por definicién de T’y

por la hipotesis de induccion,

o (o 5]) - (o (o 5 - (555 oo

2) Si p c {2F, 2k + 1, ..., 2kF1 — 1}, obtenemos 2F < p < p +1 < 2! por lo que

i< T < 5,;:11 <1, luego [Qkﬂ, 5,;:11] C [3, 1]. Entonces, por definicién de T,

(e 5]) 7 ([ )
T’“E[( ’;L) 2(1_2’&1”)

|:2k+1 p + 1) 2k;+1 _p:|>
% .

Tk

’ 2
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Como p € {2F, 28 +1, ..., 21 — 1} tenemos 2F < p < 281 — 1 por lo que 2% +1 <
p+1 < 281 de donde —2F1 < —p—1 < —2F—1, de modo que 0 < 2+l —p—1 < 2F 1,
pues 2L — 2k _ 1 =92F(2 1) —1=2F 1. Asi, 2" —p—1€ {0, 1, ..., 2 —1}. Por
la hipétesis de induccién,

2k+1 _ 1 2k+1 _ 2k+1 -1 2k+1 —n—-1 1
qu (p+1) pD:de p-1 ( p—1)+ D:[O’ 1
2k 2k 2k 2k

Luego, TFH! ([2,&1, %D = [0, 1], para cada p € {0, 1, ..., 2F*1 —1} vy el resultado

onsy  on
todo p € {0, 1, ..., 2" — 1}. O

es cierto para n = k + 1. Por tanto, T" ([ L ED = [0, 1], para todo n € N y para

Teorema 2.35. La Funciéon Tienda de Campana es transitiva.

Demostracion. Sean U y V' abiertos no vacios de [0, 1]. Sea m € N suficientemente

grande tal que [2%, ’;iml} C U, para algin p € {0, 1, ..., 2™ —1}. Por el Teorema 2.34,

T ([2% giml]) = [0, 1], de modo que T™(U) = [0, 1]. Asi, TMU) NV # 0y T es

transitiva. OJ

2.4.3. La Funcion Shift

Consideremos el conjunto

Q= [0, 1]Z
= {t=(tw)nez : tn € [0, 1], para cada n € Z}.

Como mencionamos anteriormente, () es un continuo llamado el cubo de Hilbert. Do-
tamos a @ con la métrica D definida, para todo t = (tn)nez v S5 = (Sn)nez en @,
por

PN |tn — nl
D(t = _.
(t, %) Z o]
ne”L
La verificaciéon de que D es, de hecho, una métrica es muy facil, teniendo en cuenta la

métrica en el intervalo [0, 1]. Note que en la definicion 0 < [¢,, — s,| < 1.

Lema 2.36. Sean t = (tn)nez ¥ S = (Sn)nez puntos en Q y M € N, tales que t, = s,
para todo n € [—M, M]|. Entonces D(t , 5) < 2M%1

35



Demostracion.

O

o= snl _ S ltn— sl S sl o
TN n - °on| n n n - °on n
DE. 5 =) T = 3 ot 2 ot Y
NneZ —00 n=—M n=M+1
—(M+1) 00
|tn — nl |tn — snl
=— n=M+1
—(M+1) 00 o)
1 1 1 1 1
<D gmt X =2 ) w=%w=gT
n=—oo n=M+1 n=M+1
Lema 2.37. Seant = (tn)nez Y5 = (Sn)nez puntos en @ y e > 0, tales que |t, —s,| <€,
para cada n € Z. Entonces D(t , 5) < 3e.
Demostracion.
[t = 50l = Jtn = sal o [t — 5l
T n - °n _ o n - °n n - °on
D(t, s) = Z STl lto — so| + Z Sl + Z on
nez n=-— n=1

—1 € e’ € o0 € oo 1
<e+ Y 2ln|+Z2n:e+2212n:e+26212n:e+2e=3e.
n= n=

n=-—o0o n=1

O]

Sean @ el cubo de Hilbert y 0: Q — Q la funcién continua definida, para todo t =

(tn)ncz en Q. por .
U<t> =5= (sn)nela

donde s,, = t,_1, para todo n € Z. La funcién o: Q — @ recibe el nombre de Fun-
cion Shift en |2, Seccion 7.4, pag. 1022]. La funciéon o: Q — @ es un “corrimiento” o
“deslizamiento” a la derecha de cada punto de Q. La n-ésima componente de o(t) la

~ ~

escribiremos o (t),. Asi, o(t), = tp—1.

La verificacion de que o: Q — Q es, de hecho, continua se hace de la siguiente manera:
Sean € Zym,: Q— [0, 1] la n-ésima proyeccion definida, para todo ¢ = (t,)nez, por
Tn(t) = t,,. Note que m,: Q — [0, 1] es una funcién continua. Tenemos que (7, 00)(t) =
wn(a(tA)) = U(%\)n =tp_1= Wn_l(tA), para todo ¢ € Q. Por tanto, m,00 = m,_1, de donde

o es continua, por [14, Teorema 2, pag. 145|. El siguientes lema es trivial.

Lema 2.38. Sea 0: Q — Q la Funcion Shift. Para todo k € Z y todo n € Z,

O'k(%\)n =tn—k-

El teorema que sigue muestra una caracteristica importante de la Funcién Shift.
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Teorema 2.39. La Funcidn Shift es un homeomorfismo.

Demostracion. Es suficiente mostrar que f es biyectiva, por [12, Teorema 2.1, pag.
226]. Sea U(tA) = 0(5). Entonces, a(f)n = 0(8)n, para todo n € Z. Asi, t,, = t(ny1)—1 =
o) ng1 = 0()ny1 = S(n+1)—1 = Sn, para todo n € Z. Por consiguiente, o es inyectiva.
Ahora, sea t = (tn)nez € Q. Existe § = (sp)nez € Q tal que s, = t,+1, para todo
n € Z. Ademas, o(8)n = Sp—1 = t(n_1)41 = tn, para todo n € Z. Luego, o(5) = t. Por
lo tanto, o es sobre. ]

Ahora que conocemos la Funcion Shift, vamos a probar que ésta resulta transitiva.
Teorema 2.40. La Funcion Shift es transitiva.

Demostracion. Sean {tA, 5} C Qye> 0. Probemos que existen n € Z y u € @ tales que
D(t, @) < ey D(5, f*(u)) < e Sea M € N tal que 1/2M < ¢/2, o bien, 1/2M~1 < ¢.
Sea =03 (3) € Q y sea U = (un)nez € Q tal que

th, si —M <n<M,
Up = Cp, Si —4M <n < -2M,

0, en los demas casos.

Dado que u, = t, para cada n € [-M, M], por el Lema 2.36, D(t, @) < 1/2M-1 <
€. Ahora veamos que D(5, oM (u)) < e. Sin € [-M, M], entonces n — 3M €
[-4M, —2M], asi que, usando el Lema 2.38,

3M(A

—3M /-~
9 U)n = Up-3M = Cn-3M = O (8)n—3m = S(n—3M)+3M = Sn-

Entonces o3M (@), = s,,, para cada n € [-M, M]. Por el Lema 2.36, D(5, o3 (%)) <
1/2M-1 < ¢,

Por lo tanto, existe & € Q tal que D(t, 4) < e y D(5, f*™(0)) < e. Es decir, U €
B(t, ¢) vy *M(@) € B(5, €). Note que f3M(u) € f3M(B(t, €)). En consecuencia,
B, )N fAM(B(E, €)) # 0y o es transitiva. O
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Capitulo 3

TEOREMAS GENERALES DE
TRANSITIVIDAD EN
FUNCIONES INDUCIDAS

Dada n € N, las funciones C,,(f): Cn(X) — Cn(X), 2/: 2% = 28 y F,(f): Fo(X) —
F,(X) son inducidas de manera natural por una funcién continua f: X — X definida
en un continuo o en un espacio métrico compacto X. En este capitulo se estudian las
relaciones entre las siguientes afirmaciones:

i. f es transitiva.

ii. 2/ es transitiva.
ili. Cp(f) es transitiva.
iv. F,(f) es transitiva.

Para estudiar dichas relaciones, en las Secciones 3.3 y 3.4, estudiamos las funciones
débilmente mezclantes y demostramos algunas propiedades de estas funciones. En la
Seccion 3.6, analizamos la transitividad de funciones inducidas por la Funcién Rotacion
Irracional de S!, la Funcién Tienda de Campaia y la Funcién Shift. Estas funciones
inducidas estan definidas en hiperespacios de continuos.

3.1. Funciones Inducidas
Sea f: X — X una funciéon continua definida en un espacio métrico compacto X.

La funcién f induce de manera natural una nueva funciéon en los hiperespacios de X.
Como mencionamos anteriormente, un hiperespacio es un subconjunto de la familia de
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cerrados no vacios de X, dotado con la métrica de Hausdorff o, equivalentemente, con
la topologia de Vietoris. Sea n € N. Los hiperespacios que consideraremos son:

2% = {A C X : A es compacto no vacio},
C(X)={A C X : A es compacto no vacio y conexo},

Cn(X)={A C X : A es compacto no vacio y tiene a lo mas n componentes},

Fo(lX)={ACX:1<|A|<n}.
2X es el hiperespacio de subespacios métricos compactos de X, C(X) es el hiperespacio
de subcontinuos de X, Cy,(X) es el n-ésimo hiperespacio y F,,(X) es el n-ésimo producto
simétrico. Note que C(X) C 2%, F,(X) c 2¥ y C,(X) € 2¥X. Como C;(X) = C(X),
nuestra lista de funciones inducidas se reduce a tres, las cuales definimos a continuacién.

Definicién 3.1. Sean f: X — X una funcién continua definida en un espacio métrico
compacto X y n € N. Las funciones inducidas Cy,(f): Cn(X) — Cp(X), 2F: 2X — 2X
y Fo(f): Fo(X) — F,(X) estan definidas, respectivamente, por

Cn(f)(A) = f(A), para toda A € C,(X),
2/(A) = f(A), para toda A € 2%,
F,(A) = f(A), para toda A € F,,(X).

Dado que F,(X) € 2% y C,(X) C 2% para toda n € N, podemos afirmar que C,,(f) =
2f|Cn(X) y En(f) = 2f|Fn(X) para toda n € N. En este trabajo se estudia principalmente
la funcion inducida C,(f), por lo que los resultados se presentaran primero para esta
funcion inducida y luego para las demés funciones inducidas, 2/ y F,(f). El siguiente
teorema muestra que X = Fy(X).

Teorema 3.2. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces la funcion ¢: X — Fi(X)
definida, para todo x € X, por o(x) = {z} es un homeomorfismo.

Demostracion. Es suficiente mostrar que la funcion ¢: X — F1(X) es continua y biyec-
tiva, por [12, Teorema 2.1, pag. 226|. Sea (U;, Us, ..., Uy,) un abierto basico de F;(X).
Note que U = N7, U; es abierto de X. Probemos que ¢ 1((Uy, Uz, ..., Uy)) = U.
x € o Y((Uy, Us, ..., Up)) si, y solo si, p(z) = {x} € (U1, Us, ..., Up) si, y solo si,
{z} cU™, Uiy {z} NU; # 0 para todo i € {1, 2, ..., m} si, y solo si, z € U; para todo
i€ {1, 2, ..., m}si,ysolosi,z € U. Por tanto, o' ((Uy, Us, ..., Up)) = U y la funcién
¢: X — F1(X) es continua. Supongamos que ¢(x) = ¢(y). Entonces {z} = {y}, por lo
que £ =y y ¢ es uno a uno. Sea {z} € F1(X). Es inmediato que z € X y p(z) = {z},
por lo que ¢ es sobre. Queda esto demostrado. O

Los siguientes lemas muestran propiedades de algunas imagenes de las funciones indu-
cidas.
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Lema 3.3. Sean f: X — X wuna funcidon continua definida en un espacio métrico
compacto X, n € N y S1, So, ..., Sy, subconjuntos de X. Entonces

Co(f)((S1, S2, wey Sm)) C(f(S1), F(S2), ooy f(Sm)),
27 ((S1, Sz, ..., Sm)) C (
Fn(f)(<51, SQ, ey Sm>) C(

Demostracion. Probemos la primera contenencia. Para esto, sea f(K) = C,(f)(K) €
Cn(f)((S1, S2, ..., Sm)), donde K € (Si, Sa, ..., Sp). Como K C U",S;, tenemos
que f(K) C f(U™,S;) = U™, f(S;). Sea i € {1, 2, ..., m}. Como K NS; # 0,
tenemos que f(K NS;) # 0, por lo que f(K) N f(S;) # 0, pues f(KNS;) C f(K)N
f(Sz) Por tanto, f(K) < <f(S1)7 f(SQ)a ) f(Sm)> y Cn(f)(<S17 S2, sy Sm>) -

(f(S1), f(S2), ..., f(Sm)). De forma similar se prueban las otras dos contenencias. []

Lema 3.4. Sean f: X — X wuna funcidon continua definida en un espacio métrico
compacto X, n € Ny Sy, So, ..., Sy, subconjuntos de X. Si f es un homeomorfismo,
entonces

Cn(f)((S1, S2y .y S f
27 ((S1, Sz, woey Sm)) = (f(S1), £(S2), s [(Sm)),
Fn(f)(<Sla 52, ceey Sm f

Demostracion. Por el Lema 3.3, Cy, (f)((S1, S2, ..., Sm)) C (f(S1), f(S2), ..y f(Sm))-
Asi, basta probar que (f(S1), f(S2), ..., f( m)) C Cn(f)((S1, S2, ..., Sm)). Sean f
un homeomorfismo y L € (f(S1), f(S2), ..., f(Sm)). Entonces

LCUf )y LN f(S;) # 0 para todo i € {1, 2, ..., m}.

Sea K = f~!(L). Dado que f~! es continua y sobreyectiva, K € C,,(X). En consecuen-
cia tenemos que

K=fYL)cf! (U f(&‘)) =Jrtus) =Uss
i=1 i=1 i=1
pues f es uno a uno, y
KnS;=fYL)NnS; # 0 para todo i € {1, 2, ..., m}.

Asi K € (S1, So, ..., Sp). Por tanto, f(K) = C,(f)(K) € Cr(f)({(S1, S2, ..., Sm)) ¥y
(f(S1), f(S2),...; f(Sm)) C Cnr(f)({(S1, S2, ..., Sm)). De forma similar se prueban las
otras dos igualdades. O
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Lema 3.5. Sean f: X — X wuna funcidon continua definida en un espacio métrico
compacto X, n € N y 51,52, ..., Sm subconjuntos de X. Entonces

Cn<f)71(<S1, S2y ey Sm>> - <f71(51)7 f71(52)7 fﬁl(Sm»v

27 (S1, oy v Sm)) = (FTHSY), FTHS2)s s FTH(Sm)),s
Fu(£)7H({S1, S2y vy Sin)) = (F7H(S1), F7H(S2), ey F7H(Sm))-
Demostracion. K € Cp(f)" (U1, Us, ..., Uy)) si, y solo si, Cp(f)(K) = f(K) €
(Ur, Us, ..., Up) si, y solo si, f(K) € UL Ui y f(K)NU; # 0 para todo i €
{1, 2, .., m}si,ysolosi, K ¢ fTHULU:) = UL f7HU) y K0 f7H(U;) # 0
para todo i € {1, 2, ..., m} si, y solo si, K € (f~Y(Uy), f~Y(U3), ..., f~1(Un)). De
forma similar se prueban las otras dos igualdades. O

)

Sm
Sm

)

Note que las funciones inducidas C,(f), 2f y F,(f) introducidas en la Definicion 3.1
estan de hecho bien definidas, pues f es una funcién continua. Sin embargo, las funciones
inducidas pueden estar bien definidas sin que necesariamente la funcién que las induce
sea continua. Si f es una funcion arbitraria, F,,(f) esta bien definida; si f es una funciéon
cerrada, 2/ estd bien definida; si f es una funcion cerrada y lleva conexos en conexos,
Cn(f) esta bien definida. En el siguiente teorema se muestra que la transitividad de f
implica la transitividad de las funciones inducidas, y la transitividad de alguna funcién
inducida implica la transitividad de la funcién que la induce.

Teorema 3.6. Sea f: X — X una funcion definida en un espacio métrico compacto
X tal que f es cerrada y lleva conexos en conexos. Afirmamos que:

i. Si f es continua, entonces Cn(f), 25 y Fu(f) son continuas para toda n € N.
ii. Si Cp(f), 27 0 Fu(f) es continua para alguna n € N, entonces f es continua.

Demostracion. Probemos i. Supongamos que f es continua. Sea n € N. Probemos que
Cn(f) es continua. Sea (U, Us, ..., Up,) un abierto basico de Cy,(X). Entonces Uy, Us,
..., Uy, son abiertos de X. Por continuidad de f, f~1(U1), f~1(U2), ..., f~1(Un) son
también abiertos de X y (f~1(U1), f~1(U2), ..., f~1(Un)) es abierto de C,,(X). Apli-
cando el Lema 3.5, C,,(f) 1 (U1, Us, ..., Up)) = (f~Y(U1), f7HU), ..., f~HUn)).
Por tanto, Cy,(f) (U1, U, ..., Up)) es abierto de Cp(X) y Cy,(f) es continua. De
forma similar se prueba que 2/ y F,(f) son continuas.

Probemos ii. Supongamos que C,(f) es continua para alguna n € N. Sea g = ¢! o

Cn(f)op: X — X, donde ¢ es el homeomorfismo definido en el Teorema 3.2. Puesto
que C,(f) es continua, g es continua y ademés g(x) = (o=t o Cp(f) o p)(z) = (p~ 1 o

Co(f)){z}) = ¢ 1 ({f(2)}) = f(x), para todo x € X. Por tanto, f = gy f es continua.
La demostracion es similar si 2/ o F,(f) es continua. O

Note que, como C(f) = QfICH(X) y Eun(f) = 2f|Fn(X), tenemos ademés que: Si 2/ es
continua, entonces f, C,(f) y F.(f) son continuas para toda n € N. En el siguiente
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teorema se muestra la relacién entre f y las funciones inducidas, cuando una de estas
dos es un homeomorfismo.

Teorema 3.7. Sea f: X — X una funcion definida en un espacio métrico compacto
X tal que f es cerrada y lleva conexos en conexos. Afirmamos que:

i. Si f es un homeomorfismo, entonces Cy(f), 25 y F,(f) son homeomorfismos para
toda n € N.

ii. Si Cn(f), 27 o F,(f) es un homeomorfismo para alguna n € N, entonces f es un
homeomorfismo.

Demostracion. Probemos i. Supongamos que f es un homeomorfismo. Sea n € N. Pro-
bemos que la funcion inducida C,,(f) es un homeomorfismo. Por el Teorema 3.6, C,,(f) es
continua. Sea {A, B} C C,(X) tal que Cy(f)(A) = C,(f)(B). Entonces f(A) = f(B),
por lo que f~1(f(A)) = f~1(f(B)), de modo que A = B, pues f es uno a uno. Asf,
Cn(f) también es uno a uno. Sea D € C,,(X). Como f~! es continua, f~1(D) € C,,(X).
Ademés C,(f)(f~Y(D)) = f(f~1(D)) = D, pues f es sobreyectiva. Asi, C,,(f) tam-
bién es sobreyectiva. Por tanto, Cy,(f) es continua y biyectiva. Esto basta para afirmar
que Cy(f) es un homeomorfismo, por [12, Teorema 2.1, pag. 226|. De forma similar se
prueba que 2/ y F,(f) son homeomorfismos.

Probemos #i. Supongamos que C,(f) es un homeomorfismo para alguna n € N. Probe-
mos que f es un homeomorfismo. Por el Teorema 3.6, f es continua. Sea {z, y} C X

tal que f(x) = f(y). Entonces {f(x)} = {f(y)}, por lo aue f({z}) = f({y}), de donde

Co(f){x}) = Co(f){y}). Asi {z} = {y}, pues Cy,,(f) es uno a uno. Por tanto, C,,(f)
también es uno a uno. Sea y € X. Entonces {y} € C,(X). Existe K € C,(X) tal que

Co(f)(K) = f(K) = {y}, pues f es sobreyectiva. Sea x € K C X. Asi, f(z) =y vy f
es sobreyectiva. Por tanto, f es continua y biyectiva. Esto basta para afirmar que f es
un homeomorfismo, por [12, Teorema 2.1, pag. 226]. La demostracion es similar si 27 o
F,(f) es un homeomorfismo para alguna n € N. O

3.2. Funciones Inducidas Transitivas

El sistema dinamico discreto (X, f) induce los sistemas (C,(X), C,(f)), (2%, 2/)
y (Fn(X), F.(f)). Nos interesa estudiar la relacion entre estas dinamicas: Cuando la
presencia de la transitividad en f implica la presencia de la transitividad en C,(f),
oen 2f o en F,(f); y viceversa. A partir de esta seccion veremos algunos resultados
relacionados con esta cuestion.

Teorema 3.8. Sea f: X — X una funcion continua definida en un espacio métrico

compacto X. Si Cyn(f), 27 o F,(f) es transitiva para alguna n € N, entonces f es
transitiva.
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Demostracion. Supongamos que Cj(f) es transitiva para alguna n € N. Sean U y V
abiertos no vacios de X. Entonces (V') y (V') son abiertos no vacios de C,(X) ({u} € (U)
y {v} € (V), para algunos u € U y v € V). Existe m € N tal que C,,(f)™((U))N{V) # 0.
Sea A € (U) tal que Cn(f)™(A) = f™(A) € (V), es decir, A C Uy f™(A) C V.
Asi, fM(U)NV # By f es transitiva. La demostracion es similar si 2/ o F,(f) es
transitiva. O

El reciproco del Teorema 3.8 no es cierto:

Ejemplo 3.9. Sea Ry: S'! — 8! la Funciéon Rotaciéon Irracional de S'. Sabemos que
R, es transitiva, por el Ejemplo 2.21. Pero C),(Ry) no es transitiva para ninguna n € N,
2F no es transitiva y F,(Ry) no es transitiva para ninguna n € N\ {1}.

En efecto, veamos primero que C,(R)) no es transitiva para todo n € N. Sean K €
Cn(S1) y € > 0 tales que diam(K) = 1y 1 — € > ¢. Sean ademéas U = Be,s1) (K, €/2)
y V = B, (s1)({1}, €/2) abiertos no vacios en Cy,(S'). Afirmamos que

i. Si F € U, entonces diam(F') > 1 —e.
ii. Si G € V, entonces diam(G) < e.

Probemos i. Sea F' € U = B, s1)(K, €/2). Entonces H(F, K) < ¢/2, de modo que
K C N(F, €/2), por lo que

diam(K) < diam(N(F, €/2)) < diam(F) + .

Esto implica que 1 < diam(F') 4+ € y diam(F) > 1 — e. Probemos ii. Sea G € V =
Be,s1y({1}, €/2). Entonces H(G, {1}) < €/2, de modo que G C N({1}, €/2), por lo
que

diam(G) < diam(N ({1}, €/2)) < diam({1}) + e =e.

Ahora bien, la funcién Ry preserva longitudes y, en consecuencia, preserva diametros
en S'. Por tanto, para todo m € N,

diam(C(Ry)™(F)) = diam(RY(F)) = dism(F) > 1 — ¢ > € > diam(G).

Por consiguiente, los elementos de C(Ry)™ (U) son distintos a los de V. Asi C(Rx)™(U)N
V # () para todo m € N, de donde C,,(R)) no es transitiva para todo n € N.

De forma similar se prueba que 27 y F,(R)) no son transitivas para todo n € N\ {1}.
Note que el conjunto K, definido en la demostracion anterior, como elemento de F(S?!)
es vacio. Por tanto, la demostracion anterior no sirve con la funciéon inducida Fj(R)).

Sin embargo,

Teorema 3.10. Sea f: X — X una funcidn continua definida en un espacio métrico
compacto X. Si f es transitiva, entonces Fy(f) es transitiva.
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Demostracion. Supongamos que f es transitiva. Sean U y V abiertos no vacios de Fy(X).
Por el Teorema 1.14, podemos tomar U = (U) y V = (V), donde U y V son abiertos no
vacios de X. Seam € N tal que f™(U)NV # ). Sea u € U tal que f™(u) € V. Entonces
{uf € (U)y Fr(f)™({u}) = f™({u}) = {f™(w)} € (V). Por tanto, Fy (f)™({U))N(V) #
0y Fi(f) es transitiva. O

3.3. Funciones Débilmente Mezclantes

Seanm € Ny f: X — X una funcién continua definida en un espacio métrico compacto
X. Definimos f x f: X? — X2 de manera natural por (f x f)(z, y) = (f(x), f(y)).
Ademas, de (£ x £)"(z, y) = (F x £)o (f x ) oo (f x )z, 3) = (f™(@), F(y)) =
(f™x f™)(x, y), concluimos que (f x f)™ = f™x f™. Seann € Ny (f x fx..x f)™
la funcion producto n veces. Es facil ver que también (f x f x ... x f)™ = f™ x f™ x
.. X f™. Podemos encontrar funciones que satisfacen una condiciéon mas fuerte que
la transitividad. Estas funciones son llamadas funciones débilmente mezclantes. En [5,
Teorema 2, pag. 683] John Banks prueba que la transitividad de 27 es equivalente a la
mezclacion débil de f. El mismo resultado es cierto para la inducida F,(f) para todo
n € N\ {1}, pero no para la inducida C,(f), como veremos méas adelante.

Definiciéon 3.11. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién
continua. Decimos que f es débilmente mezclante si la funciéon f x f: X x X - X x X
es transitiva.

El siguiente lema muestra una forma mas conveniente de caracterizar las funciones
débilmente mezclantes.

Lema 3.12. Sea f: X — X wuna funcion continua definida en un espacio métrico

compacto X. Entonces f es débilmente mezclante si, y solo si, para todo Uy, Us, V1 y
Vo abiertos no vacios de X, existe m € N tal que f™(Uy) NV # 0 y f™(Usz) N Vs # 0.

Demostracion. Supongamos que f es débilmente mezclante. Sean Uy, Us, Vi y V5 abier-
tos no vacios de X. Entonces Uy X Uy y V1 X V5 son abiertos no vacios de X x X. Como
fxf: XxX — X xX es transitiva, existe m € N tal que ((fx f)™(UyxUs2))N(VixVa) #
0, por lo que (f™(Ur) x f™(U1)) N (Vi x Vo) # 0, de donde f™(U)NVy # 0y
f™(Us) NV # (. Por otra parte, supongamos que se cumple la condicion dada. Sean
Uy x Uy y Vi x Vo abiertos no vacios de X x X. Entonces Uy, Us, V7 y V5 son abiertos
no vacfos de X. Existe m € N tal que f™(Uy) N Vi £ 0y f™(Usz) N Va # 0, por lo que
(f™(U1) x f™(U1)) N (Vy x Vo) # 0, de donde ((f x f)™(Uy x Ua)) N (Vi x Vo) # (. Por
tanto, fx f: X x X — X x X es transitiva y f es débilmente mezclante. Esto completa
la demostracion. O

El siguiente teorema es una “simplificacion” del Lema 3.12.
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Teorema 3.13. Sea f: X — X una funcion continua definida en un espacio métrico
compacto X. Entonces f es débilmente mezclante si, y solo si, para todo U, V y W

abiertos no vacios de X, existe m € N tal que f"(U)NV £ 0 y f™(U)NW £ 0.

Demostracion. Supongamos que f es débilmente mezclante. Sean U, V' y W abiertos no
vacios de X. Por el Lemma 3.12, existe m € N tal que f™(U)NV £ 0y f™(U)NW # (.
Por otra parte, supongamos que se cumple la condiciéon dada. Sean Uy, Us, Vi y Vo
abiertos no vacios de X. Probemos que existe algiin k& € N tal que f*(U)NVi # 0y
fE(U3) N Vy # ). Aplicando la hipétesis a los abiertos Uy, Us y Va, existe m € N tal que
f™(U)NUs # Dy f™(U)NVa # 0, por lo que UiNf~™(Us) # Oy UyNf~™(Vs) # (. Por
tanto, Uy N f~"™(Us), Vi y f~™(V2) son abiertos no vacios de X. Aplicando nuevamente
la hipotesis, existe k& € N tal que fE(U, N f~™(U))NVL # 0y fH(U 0 f7™(Uz)) N
(V) # 0, lo que implica que f*(T1) N V4 £ 0y f5(f~"(Us)) N f~(Va) # 0, pues
UrN f~™(U) C Uy y Uy N f~™(Usp) C f~™(Us). Falta ver que f*(Uy) N V; # (). Note
que S (FE(U2) N Va) = Fm(H(U) 0 Fm(Va) = FE(F () N fm(Va) £ 0, de
donde f*(Us) N Va # ). Esto completa la demostracion. O

Ejemplo 3.14. Sea T': [0, 1] — [0, 1] la Funcién Tienda de Campana. Entonces T'
es débilmente mezclante. En efecto, sean U, V' y W abiertos no vacios en [0, 1]. Sea

m suficientemente grande tal que [QL, p?iml} C U, para algin p € {0, 1, ..., 2" — 1}

Por el Teorema 2.34, T™ <[2%, pziml ) = [0, 1], de modo que T™(U) = [0, 1]. Asi,
T U)NV £ 0y T™(U)NW # (. Por tanto, T es débilmente mezclante, por el Teorema

3.13.
Es claro que toda funcién débilmente mezclante es transitiva. El reciproco no es cierto:

Ejemplo 3.15. Sea Ry: S' — S! la Funcion Rotacién Irracional de S'. Sabemos que
Ry es transitiva, por el Ejemplo 2.21. Probemos que Ry no es débilmente mezclante.
Sean U = Bg1(1, 1/4), U = Bg1(e™/2, 1/4) y U = Bg1(e'™, 1/4) abiertos no vacios de
S1. Los conjuntos U, V' y W son arcos abiertos en S' de longitud 1/2. La funciéon R
preserva longitudes en S!. Por tanto, para todo m € N, f™(U) es un arco abierto de
longitud 1/2, que nunca intersecta simultdneamente a U y a W, pues los conjuntos U y
W estan “separados” por una longitud mayor que 1/2. Por tanto, Ry no es débilmente
mezclante.

A continuacion definiremos la p-transitividad de una funcion.

Definiciéon 3.16. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funciéon
continua. Decimos que f es p-transitiva si la funcion producto f x f x...x f: X*¥ — X*
es transitiva, para toda k € N.

El siguiente lema muestra una forma mas conveniente de caracterizar las funciones
p-transitivas.
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Lema 3.17. Sea f: X — X wuna funcion continua definida en un espacio métrico
compacto X. [ es p-transitiva si, y solo si, para todo k € N y para todo conjunto
{U;, Vi}E_, de abiertos no vacios de X, eviste m € N tal que f™(U;) N'V; # 0, para
todo i € {1, 2, ..., k}.

Demostracion. Supongamos que f es p-transitiva. Sean k € Ny {U;, V;}¥_| un conjunto
de abiertos no vacios de X. Entonces U; x Uy X ... x U vy V1 X Vo x ... x V}, son abiertos
no vacios de X*. Como f x f x ... x f: X*¥ — X* es transitiva, existe m € N tal que
(U1 x Uy x oo x Up) N (Vi x Vo X ... X Vi) # 0, por lo que (f™(Uy) x f™(Us) X
e X f(UR)) N (Vi X Vo X .o x Vi) # 0. Esto implica que f™(U;) N'V; # (), para todo
ie{l, 2, ..., k}.

Por otra parte, supongamos que se cumple la condiciéon dada. Sean Uy X Uy X ... x Uy y
Vi xVax...xV}, abiertos no vacios de X*. Entonces {U;, V;-}f:l es un conjunto de abiertos
no vacios de X. Existe m € N tal que f™(U;) N'V; # 0, para todo i € {1, 2, ..., k}.
Esto implica que (f™(Uy) x f™(Us) X ... x f™(Ug)) N (Vi x Vo x ... x Vi) # 0, de donde
f(Uy x Uy x .. x Up) N (Vi x Vo X ... x V3) # 0. Por tanto, f x f x ... x f: XF — X*
es transitiva y f es débilmente mezclante. Esto completa la demostracion. O

Toda funcion p-transitiva es transitiva. Atn maés, toda funciéon p-transitiva es débil-
mente mezclante. Un hecho interesante que mostraremos a continuacién es que toda
funcion débilmente mezclante es p-transitiva. Esto muestra que la p-transitividad y la
mezclacién débil son equivalentes.

Teorema 3.18. Sea f: X — X una funcidn continua definida en un espacio métrico
compacto X . Si f es débilmente mezclante, entonces f es p-transitiva.

Demostracion. Supongamos que f es débilmente mezclante. Entonces f es transitiva.
Sean U y V abiertos no vacios de X. Definimos el conjunto T'(U, V') como

T(U, V) ={meN: f"(U)NV # 0}.

Note que T'(U, V') # 0, por transitividad de f. Probemos que, para todos los A, B, C
y D abiertos no vacios de X, existen /' y F abiertos no vacios de X tales que

T(E, F) C T(A, B)UT(C, D).

Como f es débilmente mezclante, por el Lema 3.12, existe k € N tal que f*(A)NC # ()
y fF(B)N D # 0, lo que implica que AN f~%(C) # 0 y BN f~%(D) # (). Hacemos
E=Anf=%C)y F = BN f~%(D) abiertos no vacios de X. Probemos que T'(E, F) C
T(A, B)UT(C, D). Para esto, sea m € T(E, F). Entonces, f™(E)NF # 0, es
decir, f™(AN f75(C)) N BN f~%(D) # 0. Lo anterior implica dos cosas, dado que
AN fRC) c Ay An f78C) c f7%(C). Primero, f™(A) U B # 0, por lo que
m € T(A, B).Segundo, f™(f~*(C))Nf=*(D) # 0, de donde f*(f™(f~*(C)))ND # (.
Pero fR(fm(f~%(C)))NnD = f+m=k(CYnD = f™(C)N D, por lo que f™(C)ND #§
ym € T(C, D). Por tanto, m € T(A, B)UT(C, D)y T(E, F) C T(A, B)UT(C, D).
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Sean k € Ny {U;, V}}f:l un conjunto de abiertos no vacios de X. Aplicando el resultado
anterior, concluimos que

k
(T, Vi) # 0.
i=1
En consecuencia, existe m € N tal que f™(U;) N'V; # 0, para todo i € {1, 2, ..., k}.
Por tanto, f es p-transitiva, por el Lema 3.17. ]

Como resumen de esta seccion tenemos la siguiente equivalencia, la cual es una clara
consecuencia de los resultados vistos.

Corolario 3.19. Sea f: X — X una funcion continua definida en un espacio métrico
compacto X . Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1) f es débilmente mezclante.

2) Para todos los U, V. y W abiertos no vacios de X, existe m € N tal que f™(U) N
V£Dy fMU)NW #0.

8) Para todo k € N y para todo conjunto {U;, Vi}t_, de abiertos no vacios de X,
existe m € N tal que f™(U;) NV; # 0, para todo i € {1, 2, ..., k}.

Terminamos esta seccién mostrando una propiedad més de las funciones débilmente
mezclantes.

Teorema 3.20. Sea f: X — X una funcion continua definida en un espacio métri-
co compacto X. Si f es débilmente mezclante, entonces f*: X — X es débilmente
mezclante para toda k € N.

Demostracion. Supongamos que f es débilmente mezclante. Sean U, V y W abiertos
no vacios de X y k € N. Probemos que existe n € N tal que f*"*(U)NV # 0y
fEU) N W # (. Como f es continua y sobreyectiva, los conjuntos f~*(V) y f~H(W)
son abiertos no vacios de X para todo i € N. En particular, {f~4(V), f~/(W)}=}
es un conjunto de abiertos no vacios de X. Por el Lemma 3.19, existe m € N tal
que fMU)YN 4 V) # 0y fMU)N 74 (W) # 0, para todo i € {0, 1, ..., k— 1}.
Entonces UNf~™(f~ (V) 0y UNf™(f*(W)) # 0, estoes, UNf~MtD(V) £y
Un f~mH) (W) # 0. Note que {m + i}fz_ol es un conjunto de k naturales consecutivos.
Por tanto, uno de ellos, m + ig, es divisible por k, es decir, m + ig = kn, para algin
neN. Asi, UNf=F (V) = UNf~ (V) £ Dy UN W) =Un = (W) £ 0,
esto es, fFP(U)YNV # 0y f*(U)NW # (). Por tanto, f* es débilmente mezclante, por
Teorema 3.13. O
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3.4. Funciones Inducidas Débilmente Mezclantes

En el siguiente teorema se involucran sélo las funciones inducidas 2 y F,(f). La im-
portancia de este teorema, presentado originalmente por J. Banks en [5], radica en que
da las condiciones sobre f para que la funciones inducidas 2/ y F,(f) sean transitivas
para toda n € N. Para el caso de C),(f), tenemos la siguiente pregunta abierta: ;Cuéles
condiciones debe satisfacer f para que podamos concluir que la funciéon inducida Cy,(f)
es transitiva?

Teorema 3.21. Sea f: X — X una funcidn continua definida en un espacio métrico
compacto X. Si f es débilmente mezclante, entonces la funciones inducidas 27 y F,(f)
son débilmente mezclantes para todo n € N.

Demostracion. Supongamos que f es débilmente mezclante. Sean U, V y W abiertos no
vacios de 2%. Probemos que existe m € N tal que f"U) NV # 0y f(U) NW # (.
Podemos suponer que U, V y W son abiertos basicos no vacios de 2%, con el mismo
ntimero de entradas. Es decir, para algin k£ € N,

U= Uy, U, ..., Up), V=WV, Vo, ..., Vi) y W= (W1, Wy, ..., W),

donde {U;, V;, Wi}le es un conjunto de abiertos no vacios de X. Existe m € N tal que
f™U)NV; # 0y f™(U;) " W; # 0, para todo i € {1, 2, ..., k}, por el Coroloario 3.19.
Para cada i € {1, 2, ..., k}, sea {u;, v;} C U; tal que f™(u;) € Vi y f™(v;) € W;. Sean

Ky = {uy, ug, ..., ux} €U,
Ky ={v1, va, ..., vx} €U,
Ly = {f"(u1), fM(uz), .y f™(u)} €V,
Lo = {f™(v1), f™(va), -y [™(vB)} €W,

de donde {f™(Ky), fm(Kz)} € f7(U). Ademds, f(Ky) = Ly €V y f7(Ks) = Ly €
W. Por tanto, f™(U)NV # Oy f(U) N W # 0. Esto prueba que 2/ es débilmente
mezclante, por el Teorema 3.13.

De forma similar, se prueba que F,(f) es débilmente mezclante para todo n € N.

En este caso, podemos suponer que U = (Uy, Usa, ..., Uy), V = (Vi, Vo, ..., V)
yW = Wy, Wa, ..., Wy,), por el Teorema 1.14; de esta forma, es inmediato que,
siguiendo la demostracion anterior, {K;, Ko, L1, Lo} C F,(X). O

El Teorema 3.21 no se cumple para la funcion inducida C,(f) para ninguna n € N:
Sea T': [0, 1] — [0, 1] la Funcién Tienda de Campana. La funcién T' es débilmente
mezclante, como vimos en el Ejemplo 3.14. En el Ejemplo 3.34 mostraremos que Cy,(T")
no es transitiva para ninguna n € N. El reciproco del Teorema 3.21 se deduce de los
Teoremas 3.22 y 3.24.

48



Teorema 3.22. Sea f: X — X una funcion continua definida en un espacio métrico
compacto X . Si Cy(f), 27 0 Fu(f) es transitiva para alguna n € N\ {1}, entonces f es
débilmente mezclante.

Demostracion. Supongamos que la funcion inducida C,(f) es transitiva para alguna
n € N\ {1}. Sean U, V y W abiertos no vacios de X. Entonces los conjuntos (U) y
(V, W) son abiertos no vacios de Cy,(X) ({u} € (U) y {v, w} € (V, W), para algunos
uweU,veVyweW). Existe m € N tal que f™((U)) N (V, W) # . Sea K € (U)
tal que f™(K) € (V, W). Tenemos que K C U, f"(K)NV # 0y f™(K)NW # 0.
Ast, fMU)YNV £ 0y f™(U)NW # . Esto prueba que f es débilmente mezclante,
por el Teorema 3.13. La demostracion es similar si 2/ o F},(f) es transitiva para alguna
n e N\ {1}. O

Sean V' y W abiertos no vacios de X. Note que (V, W) como subconjunto de C;(X)
puede ser vacio. Por tanto, la demostracién anterior no funciona si la funcién inducida
C1(X) es transitiva. Lo mismo se puede concluir para el caso de Fi(X).

De la transitividad de C1(f) o de Fi(f) no se deduce la mezclacion débil de f: En el
Ejemplo 3.31 mostraremos una funcién que no es débilmente mezclante f tal que Cy(f)
y Fi(f) son transitivas. Sin embargo, si X es un continuo, la transitividad de Cy(f)
implica la mezclacién débil de f, como mostramos a continuacion.

Teorema 3.23. Sean X un continuo y f: X — X wuna funcion continua. Si la funcion
inducida C1(f) es transitiva, entonces f es débilmente mezclante.

Demostracion. Supongamos que la funcion inducida Cy(f) es transitiva. Sean U, V' y
W abiertos no vacios de X. Como X es un continuo, X € C1(X)y X € (V, W, X).
Asi, (U) y (V, W, X) son abiertos no vacios de C1(X). Entonces, existe m € N tal que
CL)™(UNNV, W, X) # 0. Sea K € (U) tal que C1(f)"™(K) = f"(K) € (V, W, X).
Por tanto, K C U, f"(K)NV # 0y f™(K)NW # 0, por lo que f"(U)NV # 0y
f™U)NW # 0. Esto prueba que f es débilmente mezclante, por el Teorema 3.13. [

Sean V' y W abiertos no vacios de X. Note que (V, W, X) como subconjunto de Fi(X)
puede ser vacio. Por tanto, la demostracion anterior no funciona si la inducida F(X)
es transitiva. (Para el caso en que las restantes inducidas son transitivas, si funciona).

Atin més, el Teorema 3.23 no se cumple para la inducida Fy(f): Sea Ry: S' — S' 1a
Funcién Rotacion Irracional de S'. La funcién Ry es transitiva, por el Teorema 2.33.
Entonces F (R)) es transitiva, por el Teorema 3.10. Pero R) no es débilmente mezclante,
segiin vimos en el Ejemplo 3.15.

Teorema 3.24. Sea f: X — X una funcidn continua definida en un espacio métrico
compacto X. Si F1(f) es débilmente mezclante, entonces f es débilmente mezclante.
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Demostracion. Supongamos que Fi(f) es débilmente mezclante. Sean U, V' 'y W abier-
tos no vacios de X. Entonces (U), (V) y (W) son abiertos no vacios de F;(X). Existe
m € Ntal que Fy(f)"((U)) (V) £ Dy Fi(f)™((U))N{(W) # (), usando el Teorema 3.13.
Sea {K, L} © (U) tal que Fy(f)"(K) = f"(K) € (V) y Fy(f)"(L) = f™(L) € (W).
Por tanto, K C U, L C U, f™(K) Cc Vy f™(L) C W, por lo que f"(U)NV # 0y
f™U)NW # (. Esto prueba que f es débilmente mezclante, otra vez por el Teorema
3.13. ]

El siguiente resultado es una consecuencia de los Teoremas 3.22 y 3.24.

Corolario 3.25. Sea f: X — X una funcion continua definida en un espacio métrico
compacto X. Si F,(f) es débilmente mezclante para alguna n € N, entonces F,(f) es
débilmente mezclante para toda n € N.

Demostracion. Supongamos que F,(f) es débilmente mezclante para algunan € N\{1}.
Entonces es claro que F,(f) es transitiva, pues toda funciéon débilmente mezclante es
transitiva. Asi, f es débilmente mezclante, por el Teorema 3.22. Esto implica que F,(f)
es débilmente mezclante para toda n € N, por el Teorema 3.21, por lo que F,(f) es
transitiva para toda n € N.

Supongamos ahora que Fi(f) es débilmente mezclante. Por el Teorema 3.24, f es débil-
mente mezclante. Por el Teorema 3.21, F,(f) es débilmente mezclante para toda n € N.
Asi, F,,(f) es transitiva para toda n € N. O

La siguiente equivalencia aparece en [5, Teorema 2, pag. 683|.

Corolario 3.26. Sea f: X — X wuna funcion continua definida en un espacio métrico
compacto X . Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1) f es débilmente mezclante.
2) 2/ es débilmente mezclante.
3) 2/ es transitiva.

Demostracion. Si f es débilmente mezclante, entonces 2/ es débilmente mezclante por
el Teorema 3.21. Por tanto, 1) implica 2). Es claro que 2) implica 3), pues toda funcion
débilmente mezclante es transitiva. Finalmente el Teorema 3.22 prueba que 3) implica
1). O

Corolario 3.27. Sea f: X — X wuna funcion continua definida en un espacio métrico
compacto X . Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1) f es débilmente mezclante.
2) F,(f) es débilmente mezclante, para toda n € N.

3) Fn(f) es débilmente mezclante, para alguna n € N.
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4) F,(f) es transitiva, para toda n € N.
5) E,(f) es transitiva, para alguna n € N\ {1}.

Demostracion. Si f es débilmente mezclante, entonces F),(f) es débilmente mezclante
por el Teorema 3.21. Por tanto, 1) implica 2). 2) implica 3) y 4) implica 5) son triviales.
Probemos que 3) implica 4). Si F,,(f) es débilmente mezclante para alguna n € N,
entonces F,(f) es débilmente mezclante para toda n € N, por el Corolario 3.25. Lue-
go F,(f) es transitiva para toda n € N, pues toda funcion débilmente mezclante es
transitiva. Finalmente el Teorema 3.22 prueba que 5) implica 1). O

3.5. Relaciones entre C,(f), 2/ y F.(f)

En esta seccion, analizaremos las relaciones entre las funciones inducidas C,(f), 27 y
F,(f) respecto a su transitividad. Estas relaciones se deducen de los resultados de la
seccion anterior. Comenzaremos observando las relaciones entre 2/ y F,,(f).

Teorema 3.28. Sea f: X — X una funcidn continua definida en un espacio métrico
compacto X. Si 27 es transitiva, entonces F.(f) es transitiva para toda n € N.

Demostracion. Si 27 es transitiva, entonces f es débilmente mezclante, por el Corolario
3.26. Luego F,,(f) es transitiva para toda n € N, por el Corolario 3.27. O

Teorema 3.29. Sea f: X — X una funcidn continua definida en un espacio métrico
compacto X. Si Fy,(f) es transitiva para alguna n € N\ {1}, entonces 27 es transitiva.

Demostracion. Si F,,(f) es transitiva para alguna n € N\ {1}, entonces f es débilmente
mezclante, por el Corolario 3.27. Luego, 2/ es transitiva por el Corolario 3.26. ]

Miremos ahora las relaciones entre C,,(f) y las otras dos funciones inducidas.

Teorema 3.30. Sea f: X — X una funcidn continua definida en un espacio métrico
compacto X. Si Cy(f) es transitiva para alguna n € N\ {1}, entonces 25 y F,(f) son
transitivas para toda n € N.

Demostracion. Si Cp(f) es transitiva para alguna n € N\ {1}, entonces f es débilmente
mezclante por el Teorema 3.22. Luego 27 es transitiva, por el Corolario 3.26, y Fy,(f)
es transitiva para toda n € N, por el Corolario 3.27. ]

Del siguiente ejemplo se concluye que de la transitividad de Ci(f) no se deduce la
transitividad de 2/ ni de F,(f) para ninguna n € N\ {1}.
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Ejemplo 3.31. Sean X = [[ {0, 1} v f: X — X la Funcién Maquina de Contar
Binaria. Entonces C1(f) y Fi(f) son transitivas; y Cy,(f), 2/ y F.(f) no son transitivas
para ninguna n € N\ {1}.

En efecto, como f es transitiva, Fi(f) es transitiva, por el Teorema 3.10. Como X es
totalmente disconexo, C1(X) = Fi(X), y en consecuencia C(f) = Fi(f). Por tanto,
C1(f) es transitiva. En [6, pag. 684] se ve que f2" no es transitiva para todo n € N.
Por el Teorema 3.20, f no es débilmente mezclante. Entonces Cy,(f), 2/ y F,(f) no son
transitivas para ninguna n € N\ {1}, por el Teorema 3.22.

En contraste con lo anterior, si X es un continuo, la transitividad de C;(f) implica la
transitividad de 2 y de F,(f) para toda n € N, como muestra el siguiente resultado,
el cual “amplia” el Teorema 3.30.

Teorema 3.32. Sean X un continuo y f: X — X una funcién continua. Si C,(f) es
transitiva para alguna n € N, entonces 25 y F,(f) son transitivas para toda n € N.

Demostracion. Si Ci(f) es transitiva, entonces f es débilmente mezclante, por el Teo-
rema 3.23. Luego 27 es transitiva, por el Corolario 3.26. También F,(f) es transitiva
para toda n € N, por el Corolario 3.27. Si C,,(f) es transitiva para alguna n € N\ {1},
entonces 27 y F,(f) son transitivas para toda n € N, por el Teorema 3.30. O

El reciproco del Teorema 3.32 (y, por tanto, del Teorema 3.30) no es cierto: Sea
T: 1[0, 1] — [0, 1] la Funcién Tienda de Campana. En el Ejemplo 3.34 mostraremos que
las inducidas 27 y F,(T) son transitivas para toda n € N, pero Cy,(T") no es transitiva
para ninguna n € N.

3.6. Ejemplos de Funciones Inducidas Transitivas Definidas
en Hiperespacios de Continuos

En esta parte analizamos la transitividad de las funciones inducidas por las funciones
de los ejemplos de la Secciéon 2.4.

Ejemplo 3.33. Sea Ry: S! — S! la Funcién Rotaciéon Irracional de S'. Entonces
Cn(R)) no es transitiva para ninguna n € N, 2% no es transitiva y Fj,(R)) no es
transitiva para ninguna n € N\ {1}, por el Ejemplo 3.9. Ademas, F}(R)) es transitiva,
por el Teorema 3.10.

Miremos una demostracion alternativa: En el Ejemplo 3.15 se mostré que la funcién Ry,
no es débilmente mezclante. Asi, C,,(Ry) no es transitiva para ninguna n € N, 2%x no
es transitiva y Fj,(R)) no es transitiva para ninguna n € N\ {1}, por los Teoremas 3.22
y 3.23.
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Ejemplo 3.34. Sea T': [0, 1] — [0, 1] la Funcién Tienda de Campana. Entonces Cy,(T")
no es transitiva para ninguna n € N, 27 es transitiva y F},(T) es transitiva para toda
n € N.

En efecto, veamos primero que C,(7T) no es transitiva para ninguna n € N. Para esto
probemos que, para todo m € N,

m 1 1 1 =
(BCWQ <[O’ 1 2n+2)>ﬂBC”(X> ({2n+2}’ 2n—|—2> =0

Si K € Bg,(x) ([0 1] entonces H (K, [0, 1]) < 2n1+2, de donde [0, 1] C
1
N (K. 5t5).

1 2 _ (2 3 _(_n : _
(Tﬂ’ Tﬂ)? I3 = <n+1’ n+1>’ vy Iy = (n+1’ 1). En cada uno de estos inter

valos existen puntos de K. En efecto, supongamos que existe i € {0, 1, ... n} tal
que I; N K = (). Note que en este caso K C X \ I;. Tenemos que N (K ) C

) 2n+2> ’

Consideremos los n 4+ 1 intervalos disyuntos Iy = (O, ﬁ), L =

’ 2n+2
(X\IZ, 2n+2) — [0, 1]\ {22;;12}, de modo que 2=L ¢ N(K, 2n+2) — 0, 1],

lo cual es una contradiccion. Por tanto, I; N K # (), para todo i € {0, 1, ..., n}.
Dado que K € C,(][0, 1]), se debe tener que K N {n+1’ nil, ey HLH} # (. Sea
ie {0, 1, .., n+1 € K. La ¢érbita de nil es periodica y esta contenida en
{0, n%rl, niﬂ, oy g 1}. Asi, Tm(K)ﬂ{O, n%rl, %H, oy TS 1} # (), para todo
m € N.

Por otra parte, si A € Bc,, (x) ({Tlﬁ}, 2n1+2>, entonces H (A, {2n+2}) < T1+2’ lo
cual 1mphca que A C N <{2n+2}, ﬁ) ( , %) de modo que

2 _
AnNHo, n+1, T v 1} = 0.

Por todo lo anterior, los elementos de 1™ (BC (X) ([0 1], 5, +2)) son distintos a los
elementos de Bg, (x) ({ﬁ}, 2n+2) Esto prueba que C,(T) no es transitiva para
ninguna n € N.

En el Ejemplo 3.14 se mostré que la funcién T es débilmente mezclante. Asi, 27 y F,(T)

son transitivas para toda n € N, por el Teorema 3.21.

Antes de analizar nuestro siguiente ejemplo: la Funcién Shift, necesitamos algunos re-
sultados preliminares. Sean [0, 1]% el cubo de Hilbert, § = (s,)nez en Q y Ny € N.
Definimos la funcion g[s, No|: @ — Q, para toda t = (t,)nez € Q, por

g(?) =u= (un)n€Z7
donde

tn, si —NOSTLSNO,
Up = .
Sp, si|n| > No.
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La n-ésima componente de g(?) la escribiremos g(t,,).

Lema 3.35. Sean § = (Sp)nez en @, No € N y g = g[s, Nol: Q@ — Q. Entonces
D(g(t), g(r)) < D(t, 7), para todo {t, T} C Q.

Demostracion.
N ~N\ ’g(%\)n - g(?)n‘ . ‘g(%\)n - g(?)n‘ ’g(%\)n - g(?)n‘
D(g(1), Q(T))—ZT— Z T+ Z T oml
nez nE[—No,No] |n|ZN0
|t — 7l |85 — 5 |t — 70l
= > Tt X g X g
2 2 2
ne[—N(),N()] |n|2No nE[—N(),No]
|tn - 7an| ~
< —_ = .
<> o =D )

ne’

El siguiente corolario se sigue del Lema 3.35.

Corolario 3.36. Sean s = (sp)nez en Q, No € N y g = g[s, No|: Q — Q. La funcidn
g es continua.

Demostracion. Sea t € Q y € > 0. Probemos que existe § > 0 tal que g(BQ(tA, J)) C
Bg(g(t), €). Sea § = €. Sea T € Bg(t, 0) tal que g(Z) € g((Bg(t, 6)). Entonces

'~

D(z, t) < 8. Asi, por el Lema 3.35, D(¢(Z), g(t) < D(Z, 1) < 6§ = ¢, de donde

N

9(Z) € Bg(g(t), €). Por tanto, g(Bg(t, §)) C Bo(g(t), €) y g es continua. O

Lema 3.37. Sean S = (sp)nez en Q, No € N y g = g[s, No|: @ — Q. Para todo
A€ Ci(Q),

H(A, g(A)) < No—1°
Demostracion. Sea t = (tn)nez € A. Note que g(t) = t, para todo —Ny < n < Np.
Por el Lema 2.36, D(t, g(t)) < 2,\,0% Por tanto, A C (g(A)), zNo% +e)y AC
(g(A)), 21\70% + €) para todo € > 0, lo que implica que H(A, g(4)) < QNO%. O

El siguiente ejemplo, tomado de |2, Teorema 7.18, pag. 1031], muestra una funciéon defi-
nida sobre un continuo tal que las funciones inducidas C1(f), 2/ y F,,(f) son transitivas,
para todo n € N. Este es el tnico ejemplo que se conoce de una funciéon f definida en
un continuo tal que C(f) es transitiva.

Ejemplo 3.38. Seao: Q — @ la Funcion Shift. Entonces las funciones inducidas C (o),
2% y F, (o) son transitivas, para toda n € N.

En efecto, veamos primero que C1(o) es transitiva. Sean {A, B} C C1(Q) y € > 0.
Probemos que existen m € Ny K € C1(Q), tales que H(K, B) < ey H(oc™(K), A) <e.
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Sean @ = (ap)nez € Ay b= (bn)nez € B. Sea Ny € N\ {1} tal que QNO% < 5. Sean
§ = (sn)nez € Q tal que

0, sin> Ny+1,
bn, si — No <n < No,

sp =140, si —2Ng+1<n<—Ny—1,
An+3Ny, S1 —4Ng <n < —2Np,
0, sin < —4Ny— 1.

\
y 7 = (rn)nez € @ tal que r,, = s,_3n, para todo n € Z.

Sean g1 = g[s, NoJ: @ = Q y g2 = g[r, NoJ: Q = Q. Note que g1(B), g2(4) y
o=3No(gy(A)) son subcontinuos de @, pues g es continua (Lema 3.36) y o es un homeo-
morfismo (Teorema 2.39). Probemos que

a) 5=gi1(b), 7= ga2(a) y 5§ = 03N (7).

Sea n € [—Ny, No|. Entonces s, = b, = g1(by). Como —4Ny < n — 3Ny < —2Nj,
Tn = Sn—3No = G(n—3Ng)+3N, = @n = g2(an). Sea |n| > Ny. Entonces s, = g1(by) vy

A~

rn = g2(ay), por definicion de g1 y go. Por tanto, s = g1(b) y ¥ = ga(a). Sea n € Z.
Entonces sp = S(n—3Ng)+3Ny = 0 -0 (S(n—3Ng)) = 0 >20(ry,). Por tanto, § = o~ 3N (7).

Por a), concluimos que § € g1(B) N a3 (go(A)). Asi, K = g1(B) Uo3No(gy(A)) es
un subcontinuo de Q); es decir,

K = gi1(B) Uo™"(gy(A)) € C1(Q).
Por el Lema 3.37, tenemos las siguientes desigualdades:
b) H(B, g1(B)) < €/2.
c) H(A, g2(A)) < ¢/2.
Probemos que
d) 03N (gy(A)) C Bo(3, ¢/2).

Sea u = (up)nez € A. Dado n € [—Ny, Ny|, tenemos que n + 3Ny > Nog+ 1y
(073N (g2(u)))n = (92(4))n43Ny = Tn+3No = S(n+3No)—3Ny = Sn- Por el Lema 2.36,
D(o=3N(gy(1)), 5) < gat=r < €/2, de modo que o 3N0(gy(A)) C Bg(5, €/2).

Probemos ahora que

e) H(1(B), K) < ¢€/2.
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Por d) y a), 0V (go(A4)) C Bg(S, €/2) = Ba(g:1(0), €/2) C No(g1(B), €/2); es
trivial que g1(B) C N(g1(B), €/2). De lo anterior, K C N(g1(B), €/2). Ademas,
g91(B) C K C N(K, €/2). Por tanto, H(¢1(B), K) < €¢/2.

De b) y e), concluimos que
H(B, K)<H(B, 1(B))+ H(g1(B), K) <€/2+¢€/2 <e.
Probemos que
f) o (g1(B)) C Bq(7, €/2).
Sea U = (vp)nen € B. Dado n € [—=Ny, Ng]. Tenemos n — 3Ny < —2N0, de donde

030 (g1(0))n — (1(5)) a0 = $ns80 = Te Asi, D(EN(1()), 7) = 55 < /2, de
modo que 030 (g1 (B)) C Bg(7, €/2).

Probemos ahora que

g) H(o*N(K), g2(A)) < ¢/2.
Note que 0®™0(K) = 00 (g1(B)Uo N0 (ga(A))) = 0*M0(g1(B))ua®No (o730 (g2(A))) =
a3No(g1(B)) U ga(A). Esto implica que o3No(K) = 030 (g1(B)) U g2(A) C Bo(7, €/2)U
92(A) C N(g2(4), €/2) U ga(A) = N(g2(A4), €/2), por ) y por a). Ademas, ga(A) C
3N (K) € N(o3M(K), €/2). Por tanto, H(o3N(K), g2(A)) < €/2.
Finalmente, de c¢) y g), concluimos que

H(o*™(K), A) < H(0*™(K), g2(A)) + H(g2(A), A) <e/2+¢/2=c.

Por tanto, H(B, K) < ey H(c*"°(K), A) < e. Esto implica que K € Bg,(q)(B, €)
y 0*N(K) € Be,(g)(4, €), de modo que 0®N°(Bg, ) (B, €)) N Bey(g)(4, €) # 0. Asi,
C1 (o) es transitiva.

Las inducidas 27 y F,(f) son transitivas para toda n € N, por el Teorema 3.32.

Respecto a la Funciéon Shift queda el siguiente interrogante.

Pregunta 3.39. Seao: Q — @ la Funcion Shift. ;C,,(0): C,(Q) — C,(Q) es transitiva
para alguna n € N\ {1}7

Como mencionamos anteriormente, todo continuo se puede encajar topologicamente en
el cubo de Hilbert, de modo que en el Ejemplo 3.38 se considera el espacio topologico
“més grande” (y de dimension infinita) Q). Bajo este panorama, planteamos las siguientes
preguntas abiertas relacionadas con la transitividad de la funcion inducida Cy,(f):

Pregunta 3.40. ;Existe una funcion continua f: [0, 1]> — [0, 1]® tal que
Cn(f): Cu(]0, 12) — C,([0, 1]?) es transitiva para alguna n € N?

Pregunta 3.41. ;Existe un continuo X de dimensién finita y una funcién continua
[: X — X tal que Cp(f): Cp(X) — Cp(X) es transitiva para alguna n € N7

Sea f:[0, 1] — [0, 1] una funciéon continua. En la Seccion 4.2 mostraremos que
Cn(f): Cu([0, 1]) — Cn([0, 1]) no es transitiva para ninguna n € N, pues [0, 1] tiene
arcos libres.
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Capitulo 4

TRANSITIVIDAD EN Cj,(f)

En este capitulo se extienden, a la funcién inducida Cp(f): Cp(X) — Cn(X), algunos
de los resultados presentados en [2] sobre la transitividad de C(f): C(X) — C(X). Las
pruebas de los teoremas que mostraremos son similares a los de dicho articulo.

En un sistema dindmico discreto (Cp,(X), C,(f)), donde Cy,(f) es transitiva, existe
al menos un elemento notable en el hiperespacio considerado, digamos B, tal que su
orbita es densa, o bien, si C,(X) no tiene puntos aislados o X es un continuo, tal que
su conjunto w—limite es C,(X). En particular, un continuo no tiene puntos aislados
Si consideramos un punto de este tipo en el hiperespacio, éste posee ciertas caracte-
risticas que presentamos en la primera seccién y parte de la segunda. Pero una de sus
propiedades méas importantes se muestra en el Teorema 4.4 y es esencial en la prueba
de los teoremas de transitividad presentados en [2]. Dicha propiedad enuncia que todo
conjunto en la érbita de B tiene interior vacio.

En la segunda seccién y en las dos restantes, se muestra que no es posible encontrar una
funcion inducida Cy,(f): Cn(X) — C,(X) que sea transitiva si el espacio considerado X
es un continuo con arcos libres, un continuo del tipo A o una dendrita, respectivamente.

4.1. Unas Observaciones Iniciales

Dado n € N y X un continuo, sabemos que si la funciéon inducida Cy(f): Cp(X) —
Cp(X) es transitiva podemos asegurar la existencia de un punto B en el hiperespacio
Cpn(X) tal que su conjunto w-limite es Cy,(X). La siguiente proposicién muestra algunas
caracteristicas de B.

Proposicion 4.1. Sea f: X — X wuna funcion continua definida en un continuo X,

tal que Cp(f): Cp(X ) Cy(X) es transitiva para alguna n € N. Sea B € C,(X) tal
que w(B, Cy(f)) = Cn(X). Entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas:
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i. Eziste una subsucesion {m;};en de naturales tal que f™i(B) tiene exactamente n
componentes, para todo i € N. Ademds, cada uno de los f™i(B) son disyuntos dos
a dos.

1. B tiene erxactamente n componentes.
iti. Para todo n € N, f*(B) tiene exactamente n componentes.
w. B tiene al menos una componente no degenerada.

Demostracion. i. Sea A = {z1, 2, ..., p} un subconjunto de X. Sea € > 0 tal que
las bolas B(x;, €), coni € {1, 2, ..., n}, son disyuntas dos a dos. Como A € Cp,(X) =
w(B, Cu(f)), existe k € N, tal que H(f*(B), A) < e. Por consiguiente, tenemos que

2) f(B) € N(4, &) = Ul Blai, ).

b) Dado que A C N(f*¥(B), €), f*(B) intersecta a toda bola B(xz;, €). Esto es claro si
lo pensamos de la siguiente manera: Supongamos f¥(B) N B(x;, €) = (), para algtn 1.
Esto implica que y ¢ B(x;, ¢), para todo y € f*(B). Es decir, d(z;, y) > ¢, para todo
y € f¥(B). De esta forma, x; ¢ N(f*(B), ), lo cual es una contradiccion pues x; € A.

Por tanto, por a) y por b), f¥(B) tiene exactamente n componentes, cada una de las
cuales esta contenida en una bola B(z;, €). Ahora bien, si tomamos C' = {y1, y2, ..., Yn}
un subconjunto de X tal que C' N [UP, B(z;, €)] = 0, podemos encontrar un ¢ > 0 tal
que las bolas B(y;, €)y B(zi, €), coni € {1, 2, ..., n}, son disyuntas dos a dos. Y de
forma analoga, podemos encontrar un f!(B) con exactamente n componentes, cada una
de las cuales est4 contenida en una bola B(y;, €). Note que ademés f*(B) N fY(B) = 0.
De esta forma podemos encontrar una sucesion de conjuntos { f¥(B)}sen, disyuntos dos
a dos, cada uno con exactamente n componentes.

ii. Por 1, existe m € N tal que f™(B) tiene exactamente n componentes. La funciéon f™
restringida a B sobre f™(B) es continua. Cada componente de B cae en una componente
de f™(B). Entonces B debe tener exactamente n componentes.

iti. Supongamos que f™(DB) tiene exactamente n componentes y 0 < ¢ < m. La funciéon
f™ % restringida a f?(B) sobre f™(B) es continua. Entonces, cada componente de f*(B)
cae en una componente de f™(B). Si f(B) tuviera menos de n componentes, entonces
su imagen f"(B) tendria la misma cantidad de componentes o atin menos, lo cual no
es cierto. Por tanto, f*(B) tiene exactamente n componentes. Sea n € N. Por 1, existe
i € N tal que n < m;. Por lo probado en el parrafo anterior, f™(B) tiene exactamente
n componentes.

iv. Por 2, B tiene exactamente n componentes. Supongamos que estas n componentes
son todas degeneradas, es decir, sea B = {x1, x3, ..., T }. Sea € > 0 tal que las bolas
B(x1, €), B(x2, €), ..., B(xy, €) son disyuntas dos a dos. La conexidad de X nos permite
asegurar que

X ¢ | JB(i, €). (4.1)
=1
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Por otro lado, puesto que X € Cn(X) = w(B, Cu(f)), existe k € N tal que
H(X, f*(B)) < €/2. Note que f*(B) es un conjunto de n puntos, digamos {y1, y2, ..., Yn}.

En consecuencia,
n

X C N(f*(B), €¢/2) C | Bui, ¢/2). (4.2)
=1

Por tanto, todo z; esta contenido en alguna bola B(y;, €/2). Esto implica que d(x;, y;) <
€/2. Ahora, sea z € B(y;j, €/2). Entonces d(z, y;) < €/2. De este modo, d(z, x;) <
d(z, yj)+d(zi, y;) < €/24€/2 = €. Asi, z € B(x;, €). Por tanto, B(y;, €/2) C B(x;, €),
de modo que

n n

U Bl ¢/2) < U B(ai, o),

i=1 =1

n
X c | B, ¢),
i=1
por (4.2). Esto es una contradiccion de (4.1). Por consiguiente, B tiene al menos una
componente no degenerada. O

La siguiente proposicién sera tutil més adelante.

Proposicion 4.2. Sea f: X — X una funcion continua definida en un continuo X tal
que Cp(f): Cp(X) — Ch(X) es transitiva para alguna n € N. Sea B € Cp(X) tal que
w(B,Cn(f)) = Cn(X). Entonces, para cada k € Ny y para cada x € f¥(B), tenemos
que:

i. o(x, f) es denso en X.
it. w(z, f)=X.
1. T no es un punto preperiodico de f.

Demostracion. Probemos i. Sea y € X y € > 0. Veamos que o(z, f) N B(y, €) # 0.
Puesto que w(f*(B), Cn(f)) = w(B, Cu(f)) = Cn(X), por el Teorema 2.17, es claro
que {y} € w(fF(B), Cn(f)). Por tanto, existe j € Ny tal que H(f7(f*(B)), {y}) < e.
Por el Teorema 1.20, f7(f*(B)) ¢ N({y}, €) = B(y, €). Dado que = € f*(B), tenemos
que f(x) € B(y, €), es decir, o(x, f)N B(y, €) # 0. Por tanto, o(x, f) es denso en X.
Se sigue que w(z, f) = X, por el Teorema 2.27. Luego queda probado ii. Ahora bien,
si o fuera un punto preperiodico de f, el conjunto o(x, f) seria finito, lo que contradice
la densidad de o(z, f). Luego queda probado iii. O
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4.2. Continuos con Arcos Libres

En esta secciéon continuamos mostrando caracteristicas de un punto B en el sistema
dinamico discreto (Cp,(X), Cn(f)) tal que su conjunto w-limite es Cy,(X). Finalizando
la seccion mostramos que, para un continuo X que contenga arcos libres, la funcién
inducida C,,(f): Cp(X) — Cn(X) no es transitiva para ninguna n € N.

Teorema 4.3. Sea f: X — X una funcion continua definida en un continuo X tal
que Cp(f): Cn(X) — Cu(X) es transitiva para alguna n € N. Sean A € 2X, B ¢
Cn(X), m € Ny tales que w(B, Cp(f)) = Crn(X) y A C f™(B). Entonces las siguientes
afirmaciones son verdaderas:

i. Existen € N tal que A ¢ f™"(B).

i. f(A)LAyAL f(A).
Demostracion. i. Supongamos que A C f™t"(B), para todo n € N. Sea A = {K €
Cn(X) : A C K}. Tenemos que o( f™(B), Cr(X)) C A. Por la Proposicion 1.18, A es
cerrado en Cy,(X). Por el Teorema 2.16, w(f™(B), C,(X)) C A, de modo que, por el
Teorema 2.17, w(B, Cn(X)) C A. Asi, C,(X) C A, lo cual es una contradiccion, pues

A no es denso en C,(X), también por la Proposicion 1.18. Por tanto, existe n € N tal
que A Z fmt(B).

ii. Supongamos que f(A) C A. Tenemos que f"T1(A) C f*(A), para todo n € N.
En consecuencia, {f™(A)}nen es una sucesion decreciente en C,(X) que converge a un
C =N, f"(A) también en Cy,(X), por 1.3. Note que esto implica que C C A C f™(B).
Por otro lado, dado que A C f™(B), f*(A) C f™t"(B), para todo n € N. Como
C C f™(A), C C f™t(B), para todo n € N, lo cual contradice i, pues C C f™(B).
Por tanto, f(A) € A.

Ahora supongamos que A C f(A). Esto implica que A C f"(A) para todo n € N.
Dado que A C f™(B), tenemos que f"(A) C f™**(B) para todo n € N. Por tanto,
A C fm™(B) para todo n € N, lo cual contradice nuevamente i, de modo que A ¢
f(A). O

Este resultado que acabamos de verificar es necesario para demostrar el siguiente teo-
rema, en el cual mostramos que un B en Cp(X), tal que w(B, Cy,(f)) = C,(X), tiene
interior vacio.

Teorema 4.4. Sea f: X — X una funcion continua definida en un continuo X tal
que Cp(f): Co(X) — Cn(X) es transitiva para alguna n € N. Sea B € Cp(X) tal que
w(B, Cn(f)) = Cn(X). Entonces, para todo m € N, int(f™(B)) = 0.

Demostracion. Supongamos que existe ng € N tal que int(f™(B)) # (). Notaremos
D = f™(B). Sean x € Dy € > 0 tal que B(z, €) C D. Puesto que {z} € C,(X) =
w(B, Cn(f)) =w(D, Cu(f)), existe k € N tal que H(f*(D), {z}) < ¢, de donde

fk(D) C N(z, ¢) = B(z, ¢) C D.
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De esto obtenemos
FFeHN(DY ¢ f*(D), para todo n € N.

Note que {f*"(D)}nen es una sucesion decreciente en C,,(X) que converge a un C' =
Nazy fF(D).

Ahora probemos la siguiente afirmacion.

a)Sim >kym =i (mdd k), para algin i € {0, 1, ..., k—1}, entonces f(C) C f™(D).

Sea m = gk + i, para algin ¢ € N. Por definicion de C, C C f%(D), de modo que
fHO) C fi(f™*(D)) = f*+Y(D) = f™(D), y queda probada la afirmaciéon. Ahora bien,
sea A; = {K € Cp,(X) : f/(C) C K} y ademés

k—1
A=A
=0

Veamos que w(D, Cp(X)) C A. Sea A € w(D, Cy(f)). Existe una subsucesion { f" (D) }ien
de o(D, C,(f)) que converge a A. Podemos tomar k < mj < mg < .... Sea i € N. Dado
que m; = algtn elemento de {0, 1, ..., k—1} (mod k), existe r € {0, 1, ..., k—1} tal que
m; = r (mo6d k) para un ntmero infinito de 4’'s. Estos i’s determinan una subsucesion
{ms, }ien de la sucesion de naturales {m;};en.

Se satisface de esta forma que mg, > k 'y mg, = r (mod k), para todo ¢ € N. Por a),
f{(C) c f™si(D) para todo i € N, lo cual implica que {f™(D)};en C A;, de modo
que A € A;, pues cada A; es cerrado por la Proposicion 1.18, y {f™i(D)};en también
converge a A. En consecuencia, w(D, C,(f)) C A. Pero esto implica que C,,(X) C A,
lo cual es imposible porque A es cerrado y no es denso en C,(X), también por la
Proposicion 1.18. Por tanto, int(f™(B)) = 0. O

El siguiente teorema muestra que para un continuo X con arcos libres la funcién inducida
Cn(f): Cp(X) = Cp(X) no es transitiva.

Teorema 4.5. Sea f: X — X una funcion continua definida en un continuo X que
contiene un arco libre. Entonces la funcion inducida Cp(f): Cp(X) — Cn(X) no es
transitiva para ninguna n € N.

Demostracion. Supongamos que Cp(f): Cp(X) — C,(X) es transitiva para alguna
n € N. Sea B € C,(X) tal que w(B, Cy,(f)) = Cn(X). Denotemos por A un arco libre
en X con extremos p y q. Sea C' un subarco en A con puntos extremos a y b, con a # b
y C C A\ {p, q}. Sean x1, 9, ..., x,—1 puntos diferentes de X \ C. Sea r > 0 tal que
satisface:

1. N(C, r)C A\ {p, q}.
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2. Los conjuntos B(a, r), B(b, 1), B(x1, 1), B(xa, 7), ..., B(xp—1, 1) son disyuntos
dos a dos.

Sea D = C U{xy, x2, ..., zp_1}. Como D € Cp(X) = w(B, Cn(f)), existe m € N,
tal que H(f™(B), D) < r. Tenemos que f™(B) C N(D, r) = N(ab, r)U B(x1, r)U
B(za, 7),..., B(xp_1, r). Ademés, f™(B) intersecta a cada uno de estos conjuntos
disyuntos. Asi que f™(B) tiene exactamente n componentes, de las cuales n — 1 estan
en UM B(ai; ).

Sea K la componente de f™(B) que esta contenida en N(C, r). Dado que K C A\{a, b}
es un conexo que intersecta los conjuntos disyuntos B(a, r)y B(b, r), tenemos que K
es un subarco no degenerado de A. Esto implica que int(K) # (). Dado que int(K) C
int(f™(B)), tenemos que int(f™(B)) # 0, lo cual contradice el Teorema 4.4. Por tanto,
la funcion inducida Cy,(f): Cp(X) — Cp(X) no es transitiva para ninguna n € N. [

4.3. Continuos Tipo A

Las siguientes proposiciones son importantes para probar que, para un continuo X tipo
A, la funcion inducida Cyp,(f): Cr(X) — Cp(X) no es transitiva.

Proposicion 4.6. Sean X un continuo tipo X irreducible entre p y q, m: X — [0, 1] la
funcion mondtona asociada a X,0 < a <b<1yAenCy(X). Sieziste una componente
K de A tal que 7n(K)N [0, a) # 0 y 7(K)N (b, 1] # 0, entonces 7~ t[a, b] C K.

Demostracion. Note que 7(p) = 0y m(q) = 1. Sean x y y puntos en K tales que
7(x) €0, a) y w(y) € (b, 1]. Note que 7 1[0, m(z)]UKUn~L[x(y), 1] es un subcontinuo
de X y contiene a p y q. Por irreducibilidad de X, X = 771[0, w(z)]JU K Un "= (y), 1].
Dado que 7~ t[a, b N 770, 7(x)] =0y 7 ta, b] N7 Lx(y), 1] = 0, se concluye que
7 1a, b] C K. O

Proposicion 4.7. Sea f: X — X una funcion continua definida en un continuo X tipo
A, tal que Co(f): Cp(X) — Cn(X) es transitiva para alguna n € N. Sea B € Cy,(X)
tal que w(B, Cn(f)) = Cp(X). Si0 < a < b < 1, entonces existe m € N tal que
7 1[a, b] C f™(B).

Demostracion. Tomamos a’ y b’ puntos de [0, 1] tales que 0 < a’ <a <b< ¥ <1
y tomamos también puntos z € 77 1(a’) y y € 77 1(V/). Ademéas, tomamos x1, T3 ...,
Zn—1 puntos diferentes de X tales que m(x1), m(x2), ,...,m(zn—1) son puntos diferentes
contenidos en (¥, 1). Sea € > 0 tal que satisface las siguientes condiciones:

1. B(x, ¢) C w10, a) y B(y, ) C 7~ 1(b, 1].
2. Lavecindad N (7~ t[a’, V'], €) y las bolas B(z;, €), paratodoi € {1, 2, ..., n—1},

son disyuntas dos a dos.
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Ahora bien, sea A = 7 '[a/, V] U {21, z2, ..., p_1}. Dado que A € C,(X) =

w(B, Cn(f)), existe m € N tal que H(f™(B), A) < e. Note que f™(B) intersecta
cada uno de los conjuntos N (7~ 1[a/, ¥']) y B(x;, €), para todo i € {1, 2, ..., n — 1}.
Ademés, f™(B) C N(x~'[d, ¥'])U(UT=B(z;, €)). Por tanto, f™(B) tiene exactamente
n componentes, de las cuales n — 1 estan contenidas en U}, 1B(xz, €).

Sea K la componente de f™(B) contenida en N (7~ [a’, b'], €). Tenemos que KNB(x, €) #
0y KN B(y, €) # 0, de modo que por 1 se concluye facilmente que w(K) N[0, a) # 0
y 7(K) N (b, 1] # 0. Por la Proposicién 4.6, 7~ [a, b] C K C f™(B). O

A la luz de este resultado es clara ahora la validez del Teorema 4.8.

Teorema 4.8. Sea f: X — X una funcion continua definida en un continuo X tipo
A. Entonces la funcion inducida Cy(f): Cp(X) — Cn(X) no es transitiva para ninguna
n € N.

Demostracion. Supongamos que la funcion Cy,(f): Cp(X) — Cp(X) es transitiva para
alguna n € N. Existe B € C,(X) tal que w(B, Cn(f)) = Cp(X). Sean a y b en [0, 1]
tales que 0 < a < b < 1. Por la Proposicion 4.7, existe m € N tal que 7~ 1[a, b] C f™(B).
Puesto que 7~ !(a, b) es un abierto contenido en f™(B), tenemos que int(f™(B)) # 0, lo
cual contradice el Teorema 4.4. Por tanto, la funcion inducida C,(f): Cp(X) — Cp(X)
no es transitiva para ninguna n € N. 0

4.4. Dendritas

Sean X un continuo y p € X. Decimos que p es un punto de corte de X si el conjunto
X \ {p} no es conexo. Decimos ademés que p es un punto extremo de X si, para todo
abierto U de X tal que p € U, existe un abierto V.de X talquep € V.C Uy |fr(V)| = 1.
El conjunto de puntos de corte de X lo denotaremos cort(X) el conjunto de puntos
extremos de X lo denotaremos ext(X). Si X es una dendrita, entonces todo subcontinuo
de X es una dendrita [21, Corolario 10.6, pag. 167], X \ ext(X) = cort(X) [21, Teorema
10.7, pag. 168] y todo subconjunto conexo de X es arcoconexo [21, Proposicion 10.9,
pag. 169]. Ademas, si {p, ¢} € X y p # ¢, entonces existe un tnico arco en X con
extremos p y ¢q. Denotaremos dicho arco por pg. En esta secciéon se muestra que no es
posible encontrar una funcion C,(f): C,(X) — Cp(X) que sea transitiva si el espacio
considerado X es una dendrita.

La siguiente proposiciéon enuncia que todo punto de corte de un continuo X esta con-
tenido en un punto de la orbita de B bajo C,(f): Cn(X) — C,(X), si resulta que
w(B, Cn(f)) = Cn(X).

Proposicion 4.9. Sea f: X — X wuna funcion continua definida en un continuo X,
tal que Cp(f): Cp(X ) Cy(X) es transitiva para alguna n € N. Sea B € C,(X) tal
que w(B, Cu(f)) = Cn(X). Sip € cort(X), existe k € N tal que p € f¥(B).
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Demostracion. Sea p € cort(X). Sea X \ {p} = UUV, donde U y V son abiertos en
X, no vacios y disyuntos. Note que U U {p} y V U {p} son subcontinuos propios de X,
por |21, Proposicion 6.3, pag. 88]. Sean r > 0y W = B(p, r) N (U U {p}) un abierto
propio en U U {p}. Sea K la componente de W que contiene a p. Entonces K es un
subcontinuo propio de X, tal que p € K C U U {p}. Por el Teorema de golpes en la
frontera ([21, Teorema 5.4, pag. 73]), tenemos que K N fryypmW # (0, es decir, existe
a € K tal que a € Fry,)W. Note que, como p es un punto interior de W en U U {p},
tenemos que p ¢ FryumW, de modo que a # p. Por tanto, K es no degenerado. De
forma similar, podemos encontrar L un subcontinuo propio de X no degenerado tal que
p€ L CV U{p}. Asi K UL es un subcontinuo propio de X.

Tomemos k € K\ {p} yl € L\{p}. Sean x1, x9, ..., tp1 € X\ (KUL)y A=KULU
{1, x2, ..., Tn_1}. Sea s > 0 tal que las bolas B(k, s), B(l, s), B(x1, s), B(xa, s), ...,
B(xp-1, s) son disyuntas dos a dos. Note que B(k, s), B(l, s) C N(KUL, s). Dado que
A cw(B, Cu(f)), existe k € N tal que H(f*(B), A) < e. Tenemos que f*(B) intersecta
los conjuntos B(k, s), B(l, s)y B(z;i, s), para todo i € {1, 2, ..., n — 1}. Ademas,
fF¥(B) c B(k, s)U B(l, s)U (U 'B(z;, s)). Por tanto, f*(B) tiene exactamente n
componentes, de las cuales n—1 estéan contenidas en U?:_llB(xi, s). Sea D la componente
de f*(B) que esta contenida en N(KUL, s). Es claro que DNB(k, s) # 0 y DNB(l, s) #
(). Por tanto, D es un conexo de X tal que DNU # 0y DNV # (), de modo que
p€ D C f*B). O

Si X es una dendrita, entonces p € ext(X) si y solo si p es un punto extremo de todo
arco en X que contiene a p (ver |16, Teorema 15, pag. 320] y |21, Ejercicio 10.44, pag.
188]). Entonces, p ¢ ext(X) si y solo si existe un arco ab en X tal que p € ab\ {a, b}.
Finalizamos nuestro trabajo probando el Teorema 4.10.

Teorema 4.10. Sea f: X — X wuna funcion continua definida en una dendrita X.
Entonces la funcion inducida Cyp(f): Cp(X) — Cp(X) no es transitiva para ninguna
n € N.

Demostracion. Supongamos que Cp(f): Cp(X) — Cp,(X) es transitiva para alguna
n € N. Existe B € Cp(X) tal que w(B, Cp(f)) = Cn(X). Sea p € cort(X). Por la
Proposicion 4.9, existe k € N tal que p € f¥(B). Por el Teorema 4.2, p no es un punto

preperiddico de f. Asi, p # f(p) # f2(p), p # f?(p). Sea Y la componente de X — {p}

que contiene a f(p). En la prueba de la siguiente afirmacion solo usamos el hecho de
que p € cort(X).
a) Existe q1 € pf(p) — {p} tal que ¢1 € pf(q1) N f(pq1) N cort(X).

Probemos a). Sea r: X — pf(p) la funcion primer punto para pf(p) (véase [21, Lema
10.25, pag. 176] y [21, Terminologia 10.26, pag. 176]). Entonces, si z € pf(p), r(z) = =,
y, en caso contrario, r(x) es el inico punto en el arco pf(p) tal que r(x) pertenece a todo
arco en X que conecta x a todo punto de pf(p). Note que ro f|, ¢, pf(p) — pf(p) es
una funcion continua y pf(p) cumple la propiedad del punto fijo. Por tanto, el conjunto

Cr={acpf(p):(roflpsplla) =a}
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es no vacio. Sea g = min Cy (en el orden natural del arco pf(p) para el cual p < f(p)).

Como (ro f)(p) = r(f(p)) = f(p) # p, tenemos que g1 # p. Dado que g1 € pf(p),
q1 € pf(p)\{p}. De la definicion de r(f(q1)) y del hecho que r(f(q1)) = q1, tenemos que

@ € f(p)f(q1) ¥y @1 € pf(qu). Puesto que f(p)f(q1) C f(pq1), concluimos q1 € f(pqu).
Por dltimo, para mostrar que ¢; € cort(X), consideramos dos casos. Si ¢1 # f(p),

entonces q1 € pf(p) \ {p, f(p)}. Asi ¢1 € X \ ext(X) = cort(X). Si 1 = f(p), entonces
r(f2(p)) = r(f(f(p)) = r(f(a1)) = @1 = f(p). Como f*(p) # f(p), tenemos que

f2(p) ¢ pf(p) y f(p) esta en el arco con extremos f2(p) y p, de modo que ¢ = f(p) €
X \ ext(X) = cort(X). Con todo lo anterior queda probado a).

Tomemos ¢q; como en a). Note que ¢1 f(g1) C Y. Afirmamos que
b) Existe m € N tal que pg1 C f™(B).
Probemos b). Note que p, q1 € cort(X) = X \ ext(X). Existe un arco ab C X tal que

pq1 C ab\{a, b}. Tomamos x1, x2, ..., Tn—1 € X \ ab. Tomamos también n subconjuntos
de X, abiertos y conexos, U, Vi, Vs, ..., V,_1, tales que son disyuntos dos a dos, ab C U
y x; € V;, para todo ¢ € {1, 2, ..., n — 1}. Tomamos ademas U; y Uy abiertos en X,

conexos y disyuntos, tales que a € Uy, b € Us y Uy UUy C U. Note que Uy y U son
arcoconexos.

Sea € > 0 tal que B(a, €¢) C Uy, B(b, €) C Ua, {p, 1} N [B(a, €)UB(b, €)] =0y
B(x;, €) C V;, para todo i € {1, 2, ..., n—1}. Sea A = abU {x1, 2, ..., Tp_1}.
Como A € Cp(X) = w(B, Cn(f)), existe m € N tal que H(f™(B), A) < e. Entonces,
f™(B) N B(a, €) # 0, f"(B)NB(b, €) # 0, f™(B) N B(x;, €) # 0, para todo i €
{1, 2, ..., n—1}. Es decir, f™(B) intersecta los conjuntos disyuntos U, V1, Va, ..., V,_1.
Ademés, f™(B) C N(A, €) U (U 'B(z;, €)). Por tanto, f*(B) tiene exactamente n
componentes, de las cuales n — 1 estan contenidas en U?:_llB (x4, €).

Sea K la componente de f™(B) contenida en N (ab, €). Tenemos que K N B(a, €) # 0
y KN B(b, €) # (). Como K es arcoconexo, asi como también Uy y Us lo son, tenemos
que pq1 C K C f™(B).

Dado que q1 € f(pq1), se deduce que ¢1 = f(z1), para algin z; € pgy C f™(B), de
donde ¢; € f™*Y(B). Dado que q1 € pg C f™(B), se deduce que f(q1) € f™(B), de
donde ¢ f(q1) € fmH(B). Como q; € cort(X), por a), es facil ver que

c) Existe ¢2 € q1f(q1) — {q1} tal que ¢2 € q1f(q2) N f(q1g2) N cort(X).

Note que ¢2f(g2) C Y. Dado que g2 € f(q1q2), se deduce que ga = f(z2), para algiun
2 € q1g2 C qif (1) C f™TY(B), de donde ¢o € f™+2(B). Dado que g2 € ¢1f(q1) C
fmH(B), se deduce que f(q2) € f™+2(B), de donde q2f(q2) C f™2(B).

Procediendo de esta forma, construimos dos sucesiones (gx)n y (zn)n en Y con las
siguientes propiedades:

1. qn € cort(X), para toda h.

2. qn € qn—1f(gn—1) \{an-1} ¥y an € an—1f(qn) N f(gn—1qn), para toda h # 1.
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3. zn € qu-1qn Y f(2n) = qn, para toda h # 1.
4. quf(qn) C f™"(B), para toda h (esto puede verificarse por induccién).
5. qnf(qn) C Y, para toda h.

Por 4 y 5, tenemos que
d) fmh(B)NY # 0, para toda h € N.

Consideremos (Y U {p}, X) = {K € Cn(X) : KN (Y U{p}) # 0}. Por d),

o(f™(B), Ca(f)) = (/™ (B), F™(B), .} C (YU{p}, X). Puesto que (Y U{p}, X)
es cerrado en Cyp,(X), tenemos que w(B, Cy(f)) C (Y U{p}, X), por el Teorema 2.16,
de modo que C,(X) = (Y U {p}, X). Tomo K un cerrado en una componente de
X \ {p} distinta a Y. Entonces K € C,(X), pero K ¢ (Y U{p}, X), lo cual contradice
Crn(X) = (Y U{p}, X). Por tanto, la funcion inducida Cy,(f): Cp(X) — Cp(X) no es

transitiva para ninguna n € N. O
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